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Resumen

En el presente trabajo se continua el perfeccionamiento de la Metodologia creada
por el Colectivo de Mecéanica Aplicada para el Calculo de los engranajes cilindricos
de dientes rectos de perfil asimétrico, que en el afio 2014, recibi6 el
reconocimiento correspondiente al Resultado Cientifico de Mayor Transcendencia
y Originalidad de la Universidad de Cienfuegos. En esta ocasion se valora el
calculo de las tensiones en el pie para un coeficiente de asimetria ¢ = 1,5,
incorporando elementos novedosos como son: el coeficiente de friccion, el
coeficiente de correccién la componente directa de compresion sobre el diente que
en las ruedas con dientes asimétricos no se puede despreciar como se hace en la
mayoria de las Normas y procedimientos de célculo de las ruedas con dientes
simétricos.

Las tensiones en el pie se calcularon por el Modelo Matemético creado y por el
Método de los Elementos Finitos, se compararon los resultados obtenidos y se
estimo, sobre la base de esa comparacion el Coeficiente de Concentracion de
Tensiones en el pie. Los resultados se compararon con los obtenidos para los
simétricos por Dobrovolski y por Aisman Quifiones, obteniéndose importantes

conclusiones para la continuidad de la investigacion.
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Introduccion
El disefio de las transmisiones por engranajes es objeto de estudio por muchos
especialistas en todo el mundo, que se enfrascan cada vez mas en mejorar los
métodos de célculo para obtener transmisiones mas duraderas, menos costosas y
mas eficientes.

Un elemento fundamental que se ha empleado desde hace ya varias décadas
para mejorar la capacidad de carga de las transmisiones por engranajes lo
constituye el empleo de la correccion, que favorece en gran medida la resistencia
de estas transmisiones; asi como otro elemento fundamental, la lubricacion. La
lubricacion en las transmisiones por engranajes como teoria surgido desde la
segunda década del siglo XX y se desarroll6 durante la segunda mitad del mismo
donde los estudios sobre el tema han tomado gran auge y actualmente se maneja
el concepto de lubricacion elasto-hidrodindmica para estas transmisiones

Ya desde la década del 70, en Cuba se comienza a dar los primeros pasos en el
mejoramiento de las expresiones empleadas en la literatura para el disefio de los
engranajes cilindricos de perfil evolvente; principalmente en los temas de
correccion y lubricacion (Otarov y Goytisolo, 1974); (Goytisolo y Moya, 1976, 1977,
1978). Los inconvenientes fundamentales de los comienzos de estas
investigaciones fueron considerar la lubricacion que se establecia en los dientes
de los engranajes como hidrodinamica y los calculos realizados para el espesor de
la pelicula de lubricante fueron sobre esta base (Goytisolo y Moya, 1976).

Desde entonces y hasta la fecha se ha seguido trabajando en este sentido y a su
vez se ha ido evolucionando en esta linea con trabajos un poco mas recientes
donde se analizan por separado aspectos como la correccion y la influencia de la
lubricacion elastohidrodindmica (Goytisolo y Moya, 1977, 1978); (Goytisolo, Moya
y Pérez, 1991), (Goytisolo, Moya; Cabello, 1997).

La fractura de los dientes de engranajes, es producida en general, por la fatiga
gue tiene lugar en su base (raiz o pie) a causa de las tensiones variables de
flexion surgidas por la carga variable en cada entrada sucesiva del diente en
engrane. Se agrega un cambio brusco de la forma del diente (de evolvente a
trocoide o circulo) en la zona de la curva de transicion donde tienen lugar
concentraciones de tensiones (Zablonski, 1980), (Figura 1 a).
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Figura 1a) Porcion de engrane de 17 dientes sin correccion apreciandose
claramente las curvas que forman el diente donde se encuentra el concentrador de
tensiones.

b) Incremento local de tensiones que tiene lugar en el pie del diente a causa de la
brusca transicion.

La Concentraciéon de Tensiones no es mas que el incremento local de las
tensiones en los elementos, determinado por el cambio brusco de las secciones
transversales los cuales tienen lugar a causa de radios de redondeo, orificios,
ranuras, cortes, etc., llamados concentradores. La concentracion de tensiones
estd caracterizada por el Coeficiente de Concentracion de Tensiones que es la
razon entre la Tension Local Maxima y el valor de la Tension Nominal (Pisarenko,

1989), (Figura 1 b).

K = —max (1)

Varios autores han trabajado en el esclarecimiento de este fendmeno para el caso
de los dientes de engranajes. Uno de los procedimientos mas antiguos, pero muy
ilustrativo lo constituye la construccion de un modelo fisico del diente de un
material traslicido (foto elastico) para luego obtener la visualizacién del estado
tensional por el método Optico polarizado. En la Figura 2 a) se muestra este
modelo. La pequefia separacion de las franjas oscuras de interferencia
adyacentes corresponde a un incremento de las tensiones. En las zonas donde
existe una alta densidad de las franjas oscuras de interferencia se encontrara la
mayor concentracion de tensiones. Se aprecia facilmente que, fuera de la zona de
contacto, las zonas de mayor concentracion de tensiones se encuentran
precisamente en el pie del diente.



¢ b

CIiENFUEGOS MEecanicA

b)

Figura 2 a) Modelo Fisico de engranajes de material trasltcido para la
visualizacion del estado tensional por el método Optico polarizado. b) Propagacion
transversal de una grieta provocando la fractura por fatiga.

Bajo un determinado numero de ciclos de carga, en la zona de méaxima
concentracion de tensiones, es muy probable el surgimiento de una grieta
formandose en la zona de traccion “A” (lado de aplicacion de la carga), Figura 2 b),
a causa de defectos superficiales, calidad de fabricacion, imprecisiones de céalculo
o alteraciones del régimen normal de operacion. Esta grieta puede propagarse
transversalmente a lo largo del diente hasta llegar a la zona de tensiones mayores

de compresion, donde la concentracion de tensiones agudiza aun mas la falla.

En los dientes de engranajes la concentracion de tensiones esta completamente
determinada por la forma del diente, el material de fabricacion y el acabado de la
superficie de la curva de transicion en el pie. La resistencia a la fractura por fatiga
de los dientes de engranajes se puede aumentar considerablemente haciendo
mas firme la base del diente y disminuyendo la concentracion de tensiones con el
aumento del radio de curvatura de la superficie de transicion. Ademas un acabado
minucioso de la superficie de transicién y la elevacion de la rigidez con el aumento
de la exactitud de fabricacion, y la elevacion de las propiedades mecanicas del
material de las ruedas (Dobrovolski, 1970)

Un elemento muy importante que determina las tensiones que se originan en el pie
de los dientes de los engranajes es el factor de forma el cual juega un papel
fundamental a la hora de establecer el coeficiente de concentracion de tensiones
en el pie del diente. En la Norma (ANSI — AGMA, 2101-C95, 1995), (ANSI -
AGMA, 908-B89 1995), (DIN, 1987) y en la Norma (ISO, 1996) se toma como
factor de forma el conocido factor de Lewis, que sé6lo considera la geometria del
diente, sin tomar en cuenta el efecto de la fuerza de friccion en los valores del
factor de forma. En la actual Norma (GOST, 1989), no se emplea exactamente el
factor de forma de Lewis, sino que se emplea un Factor de Forma que tampoco
incluye la influencia del coeficiente de friccion. En la literatura técnica consultada
s6lo en lo antigua Norma GOST (Dobrovolski, 1970) se incluia la influencia de la
fuerza de friccidn en los valores de los Factores de Forma reportados pero para un
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valor constante del coeficiente de friccion y sin hacer referencia alguna a la
influencia que podian tener las variaciones de este coeficiente en los valores del
Factor de Forma y en la resistencia a la fractura del dentado de las ruedas
conductoras o conducidas. Dependiendo de las condiciones de lubricacion el
coeficiente de friccion puede tener valores muy diversos que pueden variar desde
valores muy pequeiios del orden de las centésimas o incluso de las milésimas en
el caso de la lubricacion elastohidrodinamica hasta valores en el orden de las
décimas o incluso proximos a la unidad en el caso de la lubricacion limite
(Goytisolo y Moya, 1976); (Fuentes, 1996). Con relacion a la influencia de la fuerza
de friccion y de la correccion del dentado se han realizado investigaciones sobre
los engranajes cilindricos de perfil simétrico y sobre las transmisiones por tornillo
sinfin (Quifilones, Goytisolo, Moya, 2005), (Soto, Moya y Goytisolo, 2007),
(Quifiones, Goytisolo, Moya, 2007).

Otra forma de obtener las tensiones en el pié de un engranaje es construyendo
modelos de los dientes de engranajes en un sistema CAD para su posterior
andlisis por el Método de los Elementos Finitos. Para estos modelos son
calculadas las tensiones volumétricas en el pie del diente tanto de forman
analitica, como por el MEF. EI CCT es calculado mediante la expresion (1)
tomando como valores de tension maxima los obtenidos por el MEF y los
nominales los calculados de forma analitica.

Particularmente en el caso de los engranajes de perfil asimétrico, sucede, que
siendo esta transmisibn muy novedosa y actual (Kapelevich, 1987); (Novikov,
2008) no se conocen aun completamente la influencia de todos los parametros
geométricos en la resistencia a la fractura y a pesar de que investigadores de
Cuba, México y Venezuela han hecho aportes en este sentido (Veldzquez, Moya,
Soriano, 2004); (Moya, Veladzquez, Arencibia, 2007); (Moya, Veldzquez, Goytisolo,
Machado, 2007); (Moya, Machado, Velazquez, Hernandez, Fernandez y Sierra;
2010), (Cardenas, Hernandez y Moya, 2013) sin embargo, hay que destacar que
en estos trabajos realizados sobre la influencia de la geometria en la resistencia a
la fractura no se ha incluido en la expresion del Factor de Forma la tensién de
compresion provocada por la componente radial de la carga, ni se ha investigado
la influencia en los factores de forma de las ruedas conductora y conducida de la
fuerza de friccion ni de la correccion del dentado. Con relacion al factor de
concentraciones en el pié en estos engranajes, el Problema Cientifico es que el
anico intento conocido es el presentado por (Cardenas, 2013), pero simplemente
utilizé la ecuacion de Ajuste de Dolan — Broghamer obtenida para los engranajes
de perfil simétrico obtenida por el Método Foto Elastico y lo extrapolé para los
engranajes de perfil asimétrico.
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Problema Cientifico:

Sobre la base de estos antecedentes, para el caso de los engranajes de perfil
asimeétrico, sucede, que siendo esta transmision muy novedosa y actual, no se
conocen aun completamente la influencia de todos los pardmetros geométricos en
la resistencia a la fractura no existiendo ninguna referencia sobre la utilizaciéon del
Método de los Elementos Finitos para determinar el coeficiente de concentracion
de tensiones en el pie de los engranajes cilindricos de dientes rectos de perfil
asimétrico.

Hipotesis:

Es posible, basandose en la experiencia internacional aplicada por diferentes
autores para los engranajes cilindricos de dientes rectos, y utilizando el Modelo
Matematico, creado por el Colectivo de Mecanica Aplicada, para calcular las
tensiones en el pie de los engranajes cilindricos de dientes rectos asimétricos que
contemple la influencia en las tensiones en el pie de los dientes: de la accion
directa de compresion de la componente radial de la carga sobre el diente, el valor
del coeficiente de friccion y los coeficientes de correccion del dentado en las
ruedas conductora y conducida, obtener los valores de tensiones en el pie
obtenidos por el Modelo y obtener las tensiones en el pie por el Método de los
Elementos Finitos y de la comparacién de estos resultados estimar el factor de
concentracion de tensiones en el pie para cada combinacion evaluada de niumero
de dientes, coeficiente de correccion y coeficiente de friccion.

El Objetivo General del presente trabajo es precisamente: Aplicando el Modelo
Matematico para el calculo de las tensiones en el pie de los engranajes cilindricos
con dientes rectos de perfil asimétrico y sus diferentes componentes, que
considera la influencia de la accién directa de compresion de la componente radial
de la carga sobre el diente, el valor del coeficiente de friccion y los coeficientes de
correccion del dentado en las ruedas conductora y conducida, investigar la
influencia de estos pardmetros en la resistencia a la fractura de los mismos y
comparar los resultados de las tensiones obtenidas analiticamente con las
obtenidas para los mismos dientes por el MEF y como resultado obtener el Factor
de Concentracion de Tensiones. .

Como Objetivos Especificos se formularon los siguientes:

1. Estudiar en la literatura los aspectos vinculados con la geometria, la
concentracion de tensiones y la resistencia a la fractura de los engranajes
cilindricos con dientes de perfil asimétrico.

2. Aplicar el Modelo Matemético para el célculo de las tensiones resultantes
en el pié de los engranajes cilindricos con dientes rectos de perfil
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asimétrico, creado por el Colectivo de Mecanica Aplicada de la UCf, para
obtener las tensiones en el pie tanto de las ruedas conductoras como de las
conducidas, para diferentes combinaciones de numeros de dientes,
correccion y friccion.

3. Determinar valores de las tensiones en el pie mediante la utilizacion del
Método de los Elementos Finitos con el objetivo de, comparando los valores
analiticos calculados y los determinados por el Método de los Elementos
Finitos, considerando estos ultimos como los valores reales, obtener
entonces para cada combinacion de numero de dientes, coeficiente de
friccion, coeficiente de correccion los factores de concentracion de
tensiones en el pie en cada caso.

Métodos de Investigaciéon Empleados:
Entre los Métodos Cientificos que seran empleados en la investigacion se pueden
citar:

e Métodos Generales:

Se utilizard el método hipotético-deductivo al elaborar la Idea a Defender y
proponer las nuevas lineas de trabajo a partir de los resultados obtenidos de la
revision bibliografica. Se empleara también el método sistémico para enmarcar el
tema de investigacion en uno mas amplio de la Mecanica Aplicada donde se
aplican métodos computacionales de modelacion y andlisis y luego
descomponerlo en subsistemas que al unirlos brindan una solucién al problema
planteado.

e Métodos Légicos:

El método cientifico fundamental en este trabajo es el analitico-sintético. Mediante
el analisis se evaluaron las expresiones para el calculo geométrico de los
engranajes investigados. La sintesis permite integrar las partes analizadas, lo que
da como principal resultado el desarrollo de nuevas expresiones de calculo de las
tensiones en el pie en funcién de parametros de explotacion y de disefio como
son: el coeficiente de friccion, el nimero de dientes y el coeficiente de correccion
del dentado.

e Método inductivo-deductivo.
Mediante el estudio de los esquemas de analisis y ecuaciones empleadas en la
literatura para el disefio de engranajes cilindricos de dientes rectos simétricos que
toman en cuenta la friccién que se establece entre las superficies en contacto y la
influencia de la correccion del dentado, se puede establecer el posible beneficio o
perjuicio que la combinacion de estos dos efectos aplicados al calculo de

6
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engranajes para posteriormente comprobarlo mediante la aplicacion de un
moderno software de disefio y simulacion, aplicando métodos numéricos: Método
de los Elementos Finitos.

e Métodos Matematicos: Se empledé un método de analisis humérico, en
especifico el Método de los Elementos Finitos para calcular mediante software de
avanzada las tensiones en el pie de los dientes de engranajes y evaluar los
beneficios de las modificaciones propuestas. Ademas se emplearan los principios
estadisticos de Regresion Lineal Multiple mediante software estableciendo nuevas
relaciones para el célculo de la concentracion de tensiones en el pie del diente.



CAPITULO 1
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Capitulo I. Evolucién del estado del arte acerca de los parametros
geométricos que influyen de laresistencia a la fractura de los engranajes
cilindricos de dientes rectos de perfiles simétrico y asimétrico.

1.1 Breve historia del desarrollo de los engranajes.

Se considera que en la Grecia antigua, se efectuaron analisis de engranajes en
"Problemas Mecanicos de Aristételes" (280 A.C.), donde se tiene conocimiento del
mecanismo de tornillo sin fin y rueda, Arquimedes (250 A.C.) (Piovan, 2004)
Siendo el mecanismo mas antiguo conocido basado en un sistema de engranajes
el mecanismo de Anticitera (80 A.C.) (Rodriguez et. al, 2002). Marco Vitruvio (27
A.C.), en "De Arquitectura X.5" describe un molino de agua hidraulico, con
utilizacién de engranajes (Vitrubio, 2004).

Entre los siglos XV al XVII, las teorias de engranajes fundamentadas en la
descripcion matematica de los perfiles de los dientes se destacan en Codice
Atlantico (Da Vinci, 1497), mas tarde (Litvin, 1997), surgen los primeros analisis de
perfiles cicloides de Direr (1525) y los perfiles de evolvente de La Hire (1694),
posteriormente la accidon conjugada es resuelta por Leonard Euler (1754),
(Cérdenas, 2012)

En 1893 Wilfred Lewis (Lewis, 1893), publica un analisis para estimar la tension en
la base del diente, (Grant, 1899) ejecuta y propicia la produccion en serie de los
engranajes. A partir de este momento, la aparicion de nuevos inventos como la
maquina de vapor, conlleva el desarrollo de nuevas aplicaciones para los
engranajes. En 1926 se utiliza el engrane hipoide en la transmisién del automaovil
Packard. (Cardenas, 2012)

En la obra citada de (Litvin, 1997) se relacionan parte de los responsables de los
principales aportes a la teoria del engranaje, en los dos primeros tercios del siglo
pasado, tales como: Friedrich Wilhelm Lorenz, Edwin R. Fellows, Earle
Buckingham, Gustav Niemann, Hans Liebherr, Darle W. Dudley, Oliver E. Saari,
Chrisanf F. Ketov, Nikolai I. Kolchin y Mikhail L. Novikov. (Cardenas, 2012)

A finales del siglo XX y durante los comienzos del siglo XXI comienzan nuevos
desarrollos de sistemas de engranajes, utilizandose por primera vez perfiles con
dientes asimétricos (Kapelevich, 1989) desarrolla la sintesis de estos engranajes y
(Novikov et. al, 2008) describen la investigacion y desarrollo de la caja de
engranajes TV7-117S, primera con perfiles de dientes asimétricos, producidos en
serie por Klimov Corporation y Motor Sich JSC en Zaporozhye, Ucrania.
(Cardenas, 2012)
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1.2 Lafalla por fractura de los dientes de los engranajes.

En las normas internacionales, publicaciones de resultados de investigaciones y
textos, puede apreciarse que la informacion de los modos posibles de falla que
presentan las ruedas dentadas, se concentran, por una parte respecto a la falla
por deterioro o desgaste en la superficie del diente como consecuencia del
contacto del par engranado, asi como en la falla por fractura en la base del diente,
producto de las tensiones de flexion en esta zona. La norma (ISO 6336-1, 1996)
basa los célculos de la capacidad de carga previendo los efectos de la fatiga
superficial y de la fatiga por flexion.

Las normas (ANSI/AGMA 1010-E95, 1995) agrupa los principales modos de falla,
en siete clases generales: desgaste, se caracteriza por la disminucion del espesor
del diente en la zona de la cabeza y del pie, que es donde existe la mayor
velocidad de deslizamiento, agarramiento, deformacion plastica, fatiga por
contacto, agrietamiento, rotura y fatiga por flexion.

En las normas (GOST 21354-87, 1989); (ANSI — AGMA, 2101-C95, 1995); (ANSI -
AGMA, 908-B89 1995); (DIN, 1987) y en las Normas (ISO 6336-1, 2,3, 1996) se
describa la Metodologia para evaluacion de la resistencia a la fractura de los
engranajes cilindricos de dientes rectos.

1.3 Tensiones de flexion en la base del diente, formas de reducir las
tensiones y de evaluar la capacidad de carga.

Para el mejoramiento de la capacidad de carga a las tensiones producidas por la
flexion en la base del diente, se destacan dos maneras de solucionar el problema:

1. Modificando las propiedades mecanicas del material utilizado en la
construccion del engrane, por ejemplo mejorando la resistencia de los
dientes a través de tratamientos térmicos o de la calidad superficial, con
técnicas como la carburacibn y el granallado (Matsumoto, 1989);
(Masuyama, 2002).

2. Reduciendo la tension de traccidon maxima en la raiz del diente, modificando
convenientemente la geometria del perfil del diente del engranaje en la fase
de disefio y mecanizado del mismo. Entre las variantes para lograr este
efecto se encuentran:

e La correccion del dentado: (Goytisolo y Moya, 1976); (Goytisolo y
Moya, 1977); (Goytisolo, Cabello y Moya, 1997);



¢ b

CIiENFUEGOS MEecanicA

e El empleo de engranajes de una geometria mas favorable a la
flexibn, donde se encuentran los engranajes asimétricos:
(Kapelevich, 1997); (Velazquez, 2004); (Moya et. al, 2009);
(Cardenas et. al, 2010); (Cardenas et. al, 2012); (Goytisolo et. al,
2013)
En la estimacion de las tensiones de flexion en la base del diente, es clasico el
estudio de (Wilfred Lewis, 1893), quien crea un modelo de calculo para evaluar el
esfuerzo en la zona elastica, debido a la flexion en la base del diente recto con
perfil de evolvente, tratando al mismo como una viga empotrada en su base y en
voladizo y con las hipétesis simplificativas siguientes:
a) La carga esta uniformemente distribuida a lo largo del ancho del diente.
b) La tension de compresion producida por la componente radial de la carga
puede ser despreciada.
c) La carga actua en la cabeza del diente.
El esquema de analisis de Lewis era una carga de flexidbn actuando en el vértice
de una parabola de ancho constante produce la misma tension de flexion en cada
seccién de la pardbola. De esta manera, la seccion critica de un diente, en la que
la tension de flexidbn es maxima, se puede localizar en el punto de tangencia entre
el perfil del diente y una parabola cuyo vértice esta situado en la interseccion del
eje del diente y la linea de accion cuando la carga esta aplicada en la cabeza.
El problema segun las anteriores consideraciones, es que el esfuerzo en la base
del diente puede subvalorarse si se aplica la hipotesis de Bernoulli-Navier para las
vigas (Goncalves, 2002), al no tomar en cuenta:
a) Las variaciones de curvatura del perfil que describe a la seccién transversal del
diente en la base, lo cual origina concentracién de esfuerzos.
b) El diente de un engrane es un pequeio elemento, desde el punto de vista de
longitud contra seccion. Por otra parte se viola igualmente el principio de Saint
Venant ya que se aplica la teoria de la viga elemental al engranaje, sin considerar
gue la misma puede ser aplicada solamente para secciones de la viga a distancias
de la carga y del soporte, grandes en comparacion con el ancho de la misma.
Dicha situacién, donde los cambios de curvatura originan concentracién de
esfuerzos, fue corregida desde los estudios fotoelasticos de (Black, 1936) y
(Dolan y Broghamer, 1942), quienes complementaron los iniciales de William
Lewis, cuyos resultados son referenciados en textos de disefio basicos actuales
para Ingenieria Mecanica como son: (Shigley and Mischke, 2008); (Norton, 1989);
(Faires, 1990); (Mott, 2006); (Mabie, 2000); (Juvinall, 1997). En el trabajo
(Quifiones, 2005) se aplicé un nuevo Modelo Matematico para el célculo de las
tensiones en el pie de los engranajes cilindricos de dientes rectos y determind la
influencia de la correccion y la friccion en los engranajes evaluados aplicando el
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Método de los Elementos Finitos. Después de Lewis el primero que considero la
componente radial de la carga fue (Dobrovolski, 1970). En ese trabajo Quifiones
contemplo también la influencia de la componente radial de la carga en las
tensiones en el pie. Hay que destacar que hasta la fecha nadie habia contemplado
este fendmeno para los dientes asimétricos, hasta que (Cardenas, 2012), utilizé el
estudio de Dolan y Broghamer para tomarlo en cuenta.

1.4 Modelos empleados para el calculo del factor geométrico de forma yf y
las tensiones en el pie.

(AGMA 908-B89, 1989), mejora al tratamiento original de Lewis, incorporando el
factor geométrico de resistencia J, fundamental en la estimacion de la tension de
flexion en la base del diente. Dicho factor es adimensional y engloba los efectos
de la forma del diente, la posicion de la carga, la concentracion de esfuerzo y la
distribucién de carga entre las lineas oblicuas de contacto (en los casos de
engranes helicoidales). AGMA considera la carga normal actuando en el punto de
contacto Unico superior y con distribucién uniforme a lo largo de la linea de
contacto, tiene en cuenta la tensién de compresion causada por la componente
radial de la carga. Ademas (para los engranes helicoidales), la tension de flexién
se corrige por un factor helicoidal propuesto por (Wellauer y Seireg, 1960) que
considera la reduccién de la tension de flexién en la base del diente producida por
la inclinacién de la linea de aplicacion de la carga respecto a la cabeza del diente.
Para los engranes de dientes rectos asimétrico al existir la excentricidad y estar
desplazado el eje medio del diente la componente de compresién de la carga
actia con un momento flector contrario al de la carga tangencial disminuyendo la
tension de traccion en la base del diente.

Finalmente, en el célculo de la tension resultante se toma en cuenta el efecto de la
concentracion de tensiones de (Dolan y Broghamer, 1942). Este método es
general y proporciona resultados muy precisos, pero involucra un proceso iterativo
para la determinacion de la seccion critica donde se sugiere la utilizacion del
método de Newton, técnica de aproximacion mas eficaz en tiempo y mas eficiente
en niveles de precision cuando se utilizan herramientas computacionales.

(AGMA 908 B89, 1989) proporciona un total de 66 tablas, en las cuales se
presenta el factor geométrico de resistencia J para 8 numeros de dientes (z)
diferentes (12, 14, 17, 21, 26, 35, 55, 135), considerando siempre la distancia
entre centros nominal. Recomiendan no interpolar cuando no se encuentre el
factor J para los parametros geométricos del engranaje considerado Yy
proponiendo en estos casos la utilizacion del método de célculo general. El otro
modelo de célculo de la tension de flexion lo presenta la norma ISO 6336-3-1996
[39], en donde se adoptan las siguientes hipotesis:

11
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e La tension de compresion producida por la componente radial de la carga
que se transmite, es despreciable. La seccion critica del diente en la que se
presenta la tension de flexion maxima, es aquella cuya tangente forma un
angulo de 30° con el eje del diente.

e Latension de flexion nominal en la seccion critica, viene dada por la Ley de
Navier y es afectada por un factor de concentracion de tensiones. Esta
tension nominal se habra de corregir por aplicacion de sobrecargas
dindmicas, desigual distribucion de la carga a lo ancho del diente y desigual
reparto de la misma entre los dientes simultAaneamente en contacto.

e SO expresa la tension de flexion nominal en funcion del factor geométrico
de forma. Cuando se determinan las condiciones criticas para la tensién de
flexion, se habra de determinar el punto de contacto en el que la tension de
flexion nominal es méaxima. 1ISO propone que dicho punto es el punto de
contacto Unico superior.

e SO propone tres métodos, el método A, que aconseja la evaluacion directa
de la tensibn maxima en la base del diente por métodos aproximados de
calculo como pueden ser el método de los elementos finitos, ecuaciones
integrales o experimentalmente, utilizando, por ejemplo, la técnica de la
fotoelastometria.

e El método B, cuando la carga se supone aplicada en el punto de contacto
anico superior, para la determinacion de la tension maxima en la base del
diente.

e El procedimiento adoptado por ISO en su método C, es el mas simple y por
consiguiente mas utilizado. Consiste en calcular la carga aplicada en la
cabeza del diente, y corregir el resultado con un factor llamado factor de
conduccién, funcién del grado de recubrimiento del engranaje virtual, que
aproxime el resultado a las condiciones efectivas con la carga aplicada en
el punto de contacto Unico superior. Los factores de forma y de
concentracion de esfuerzos para la carga aplicada en la cabeza, aparecen
representados como familias de curvas para diferentes parametros de
tallado, en funcion del numero virtual de dientes del pifion, siendo el
pardmetro de las familias el coeficiente de desplazamiento del mismo (ISO
6336-1, 2006)

Los valores del factor geométrico de resistencia J proporcionados por las tablas de
la AGMA resultan limitados, situacion apreciada por (Hernandez, 2006),
precisando que las tablas que brinda la norma para la seleccion del factor J,
ignoran sistematicamente las variantes de disefio que presentan socavado. El
planteamiento anterior se explica en el criterio del debilitamiento del diente cuando
existe penetracion, situacion considerada inconveniente dado que si se tiene

12
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menos seccion transversal se origina inevitablemente un aumento del esfuerzo en
la base del diente. Existen autores que han analizado las alternativas de evitar o
de aprovechar el fendmeno del socavado, como (Pedrero y Garcia Masia, 2003),
(Pleguezuelos y Pedrero, 2009) y respecto a la manipulacion del factor de
correccion (Bozan y Gauvrila, 2008); (Aleman et. al, 2011); (Moya, 1994). En el
caso de los dientes asimétricos, cuando el perfil estd socavado por el lado del
ataque, el lado de respaldo compensa el debilitamiento en la seccion critica, lo
cual es positivo.

Respecto a la norma ISO, la dificultad se presenta cuando los valores deben ser
calculados mediante un software, especialmente en estudios de analisis
paramétricos, en los que se presenta a menudo la necesidad de realizar calculos
repetitivos, siendo necesario para su programacion interpolar entre los valores
normados.

Para los modos normados de calculo, (Moya, 1994) formula un estudio de
comparacion y ordenamiento alrededor de las diferentes normas mas usadas, en
cuanto al rango de capacidad de carga estimado por las normas AGMA, ISO, DIN
y CAME. Esta satisfactoriamente determinado, (Buckingham, 1949), asi como
(Dudley, 1973), (Spotts, 1973); (Michalec, 2003); (Fuentes, 1995), que en la
construccion por generacion con cremallera o fresa madre, el diente tiene dos
perfiles, una evolvente a partir del circulo basico (si no hay interferencia de tallado)
hasta el limite del adendo o punta y una trocoide iniciada en la interseccién con la
evolvente, finalizando en el circulo minimo del dedendo.

El principal problema para la obtencion del factor geométrico de forma y;, es la
determinacién del punto de tangencia de la parabola de Lewis y el perfil del diente,
gue define la secciodn critica del diente y la altura hasta la interseccion de la carga
con el eje de simetria.

Generalmente, el punto de tangencia de la parabola de Lewis y el perfil del diente,
esta situado sobre la curva evolvente, en la interseccion del circulo del pie, o en la
trocoide en la raiz del diente, que ha sido generada en el proceso constructivo,
como lo ponen de manifiesto los trabajos desarrollados por (Mitchiner y Mabie,
1982) y los autores ya mencionados Buckingham, Dudley y Fuentes. Sin embargo
al disefiar engranes cilindricos de dientes asimétricos, la pardbola de Lewis no se
puede aplicar, debido a que no se encuentra inscrita en el perfil del diente.

Se conocen propuestas para aumentar la resistencia a la flexion en la base,
basadas en el cambio del perfil del diente evolvente - trocoide a dientes con perfil
evolvente -circunferencia, (Sankar et. al, 2010) o alrededor del establecimiento de
un modelo matematico para la generacion del perfil asimétrico, (Spitas et. al,
2005) incorporando modificaciones circulares en la raiz.

13
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También se han elaborado estudios de reduccion de esfuerzos en el perfil de la
base del diente, practicando taladros (orificios) que sirven como alivio de tensiones
internas (Saini et. al, 2006); (Hebbal et. al, 2009). Otra alternativa es el MEF que
ha sido ampliamente usado en el andlisis de error de engranajes de evolvente
creados con herramientas CAD, (Ming et. al, 1997); (Wang et. al, 2006); (Jevgenijs
Butans, 2007).

Ademas son extensos los estudios que utilizan el método de elementos finitos
para determinar las tensiones criticos en el perfil del diente en disposiciones
exteriores e interiores: (Cotaquispe, 2007 (Kawaleck y Rzeszow, 2004); (Rosic,
2002); (Mahbub et. al, 2004); (Zang et. al, 2008), pero todos estos trabajos han
sido desarrollados para engranajes simétricos.

1.5 Engranes asimétricos

En el caso especifico de los engranes asimétricos, por lo reciente de su estudio y
utilizacion, existe poca informacion. No existen normas y casi no hay informacion
para la seleccion de los factores geométricos de forma y para el calculo de las
tensiones en el pie. S6lo desde 1987 se conoce que una solucién viable para
mejorar la capacidad portante del engrane es la creacion de dientes de perfil
asimétrico, como plantean: (Kapelevich, 1987); (Kapelevich, 2000); (Kapelevich,
2009), (Novikov, et. al, 2008); (Litvin, 1997) Kapelevich Alexander desarrolla un
procedimiento de disefio directo del engrane (Direct Design Gear) para la sintesis
del par asimétrico del engranaje, proponiendo un area de existencia.
Simultdneamente sintetiza los parametros de la herramienta de cremallera para
generar los perfiles asimétricos deseados del diente del engranaje.

Para el célculo de las tensiones de flexion en la base del diente asimétrico con
perfil de evolvente, se ha hecho uso del método de elementos finitos (MEF),
(Koilraj et. al, 2007); (Prasil et. al, 2008), obviandose el calculo de la tension por
flexion en la base mediante el uso de los factores geométricos de forma y
resistencia, sencillamente porque estas expresiones analiticas no se han
desarrollado, para los engranajes cilindricos de dientes rectos asimétricos de perfil
evolvente y trocoide.

Para utilizar el método de analisis (MEF), es necesario generar el modelo,
empleando técnicas de generacion en CAD, alternativa establecida en la década
de los 90 del siglo pasado: (Chang et. al, 1984), (Huston et. al, 1989); (Huston et.
al, 1994); (Sabah et. al, 2008).

En particular en los engranajes asimétricos, se observa una tendencia para la
creacion del modelo a través de la aplicacion del método de disefio directo del
engrane, asi en el 2002 (Kapelevich y Kleiss, 2002) desarrollan engranajes de
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dientes rectos asimétricos y los pares helicoidales del engranaje, en el 2003
(Kapelevich y Shekhtman, 2003) y en el 2004 (Kapelevich, 2004), ya utilizé el
andlisis por elementos finitos MEF en la optimizacion de la tension de flexion del
diente recto asimétrico, reafirmando que el aumento del coeficiente de asimetria
produce un aumento de la resistencia del diente a la flexion. (Novikok, et. al,
2008), cita las ventajas del uso de los engranajes asimétricos, como alternativa de
mayor capacidad de carga, reduccion de costos, extension de vida util, reduccion
de tamafo, peso, ruido, vibracion, alta eficiencia de transmision, mayor
confiabilidad, aumento del grado de recubrimiento y mejor compatibilidad
operacional con otros mecanismos.

(Kapelevich et. al, 2009) y (Mallesh et. al, 2009) ilustran las bondades del método
no tradicional de disefio directo de engranajes asimétricos (Kapelevich, 2011)
analizando paramétricamente los cambios en la seccion critica para diferentes
casos de asimetria, asi como el efecto del espesor en la base, respecto a la
tension de flexion.

En el 2011, (Cardenas et. al, 2011). Plantean las consecuencias del uso de la
asimetria en engranajes cilindricos de dientes rectos y (Kapelevich y Shekhtman,
2010), presentan ademas la metodologia para definir los limites de seleccion de
los parametros del engranaje, generando areas de existencia para los pares de
engranajes, incluyendo los casos de engranajes con dientes asimétricos.

Como casos de aplicacion practica se ha propuesto por (Kapelevich y Taye, 2010)
el uso del engrane asimétrico en engranajes auto blogueantes.

En esa linea, también destacan aportes de otros autores como (Muni et. al,2007)
quienes utilizando el método de disefio directo, en la optimizacion del pifion y la
corona logran conseguir un mejor balance de los esfuerzos en los perfiles
asimétricos respectivos. Posteriormente (Kumar et. al, 2008) obtienen la geometria
de una herramienta cremallera asimétrica, considerando un angulo de presion
estandar del lado del diente de ataque, trabajando con: mddulo unitario, no usan el
método de areas de existencia, ajustan el radio de finalizacién de la herramienta
de corte, la correccion y la razén de contacto necesaria, a fin de generar los
dientes rectos con los perfiles asimétricos de evolvente y trocoide de las variantes
deseadas. En otros estudios (Chira et. al, 2006 y 2007), usando el software
MatLab y el lenguaje de programacion Lisp logran el modelo geométrico del
engrane de diente recto asimétrico, sin establecer las consecuencias de uso de los
perfiles asimétricos, en cuanto a: la resistencia a flexion, al contacto o cambios en
la eficiencia de la transmision.

(Deng et. al, 2003) propusieron un modo de calculo de la tensibn maximo en la
base del diente asimétrico, donde toman en cuenta la carga normal, el espesor del
diente y el médulo, aportando tres factores de correccion, uno para la posicion de
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la carga (ecuacion empirica de Tobe, con angulo de presion fijo de 20° en el lado
del ataque). Los otros dos factores, influencia del nimero de dientes e influencia
del factor de asimetria, los obtienen por métodos de regresion con los valores de
la tension de flexidn calculadas por el Método de Elementos Finitos.

Otra alternativa al método de disefio directo, es publicada por (Litvin y Fuentes,
2004) donde modelan el engrane a través de un método de transformacion de
coordenadas, en la geometria de la herramienta de corte y el proceso cinematico
de generacion de los perfiles asimétricos. También han abordado el problema,
utilizando ese criterio (Nastase et. al, 2003) y (Spitas et. al, 2005).

(Cavdar et. al, 2005), realizan un estudio para ajustar el método C DIN, usado en
el célculo por MEF de los esfuerzos a flexion maximos en la base del diente
simétrico a los dientes con perfiles asimétricos.

(Yang y Cheng, 2005) utilizan la teoria de la generacion de la evolvente para
formular un modelo matematico que permite obtener perfiles asimétricos
helicoidales y efectla un analisis de tensiones en el modelo del diente, usando el
Método de Elementos Finitos.

(Fetvaci e Imrak, 2008) partiendo del perfil de la herramienta de corte y
considerando el movimiento cinematico en el proceso de generacion, obtienen el
perfil del diente asimétrico (evolvente y trocoide) como el locus de la evolvente en
la superficie de la herramienta igualmente asimétrica, luego someten a célculos
MEF el perfil generado, ratificando la disminucion de la tension por flexién en la
base del diente asimétrico, este estudio no consigue ecuaciones generales para el
calculo directo de la resistencia a través del factor geométrico de resistencia J.

En los articulos publicados se encuentra una tercera tendencia que integra las
teorias clasicas con herramientas computacionales, calculando el diente
asimétrico o no, mediante la generacion gréfica de las curvas evolvente y trocoide
a partir de sus intersecciones, (Gonzalez, 2005); (Céardenas, et. al, 2010 y 2011).
(Moya et. al, 2006), en un andlisis continuado al respecto, realizan proposiciones
de estimacion analitica del factor geométrico de forma y;, obtienen resultados en
engranajes con geometria especial, utilizados, en los centrales azucareros de
Cuba, analisis sobre la influencia de la geometria de los dientes asimétricos de
material plastico en su resistencia (Moya, Velazquez, Goytisolo, 2005 y 2007),
proponiendo posteriormente en 2007 y 2010, un modelo para la determinacién del
factor de forma para dientes rectos de perfil asimétricos, desde 10 hasta 100
dientes, donde se utiliza la norma DIN, asi como las caracteristicas particulares de
los dientes asimétricos, estableciendo relaciones para calcular ys en funcién de los
parametros geomeétricos intrinsecos del engrane, el nimero de dientes y el
coeficiente de asimetria, sin embargo en este modelo se desprecié la componente
radial de la carga y no se contemplod el coeficiente de friccion ni el coeficiente de
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correccion. Utilizando el algoritmo desarrollado por (Gonzalez et. al, 2002), para la
solucién por elementos finitos del problema planteado. (Cardenas et. al, 2011).
proponen modos de calculo para los factores de forma YF y resistencia J basados
directamente en la geometria del diente asimétrico. En los dientes rectos
asimétricos la carga es aplicada en una de las caras ya que el giro del engrane
debe mantener un solo sentido, por otra parte se escoge el lado que transmite la
carga o perfil de ataque, al de menor angulo.

(Brown et. al, 2010), realizan andlisis y simulaciones de resistencia a fatiga por
flexion y contacto, combinados con el cambio del perfil del diente mostrando las
ventajas de la asimetria.

En la evolucién de los estudios de las ruedas dentadas asimétricas, pueden
observarse publicaciones que van desde la sintesis, simulacion de funcionamiento
y andlisis estructural por MEF, (Di Francesco et. al, 1997); (Chira et, al, 2008); (Di
Francesco et. al, 2007); (Ravai et. al, 2010); (Wang et. al, 2011); (Kapelevich
2011); (Mora et. al, 2011).
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1.6 Conclusiones del Capitulo I:

1. En el caso de los engranajes de perfil asimétrico, sucede, que siendo esta
transmision muy novedosa y actual no se conocen aun completamente la
influencia de todos los parametros geométricos en la resistencia a la
fractura.

2. A pesar de que sus propios creadores Kapelevich y Novikov y numerosos
investigadores en todo el mundo y de México, Venezuela y Cuba han hecho
aportes en este sentido, sin embargo, hay que destacar que en estos
trabajos realizados sobre la influencia de la geometria en la resistencia a la
fractura no se ha incluido en la expresion del factor de forma la tension de
compresion provocada por la componente radial de la carga, ni se ha
investigado la influencia en los factores de forma de las ruedas conductora
y conducida de la fuerza de friccion la correccion del dentado.

3. El calculo de la tension normal resultante es aun incompleto pues en todos
los modelos elaborados no se contempla la componente radial de la carga
sobre el diente.

4. Los intentos por obtener el coeficiente de concentracion de tensiones en el
pie de los engranajes cilindricos de dientes rectos de perfil asimétricos no
han sido muy felices.
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Capitulo Il. Nuevo modelo matematico para evaluar la influencia de la
componente radial de la carga, la fuerza de friccién y la correccion del
dentado en el factor de formay en las tensiones en el pie de los engranajes
cilindricos de dientes rectos asimétricos

2.1 Modelo matemético desarrollado por el Colectivo de Mecéanica Aplicada
de la Universidad de Cienfuegos para calcular el factor de formay las
tensiones en el pie en los dientes evolventes de perfil simétrico.

2.1.1 Célculo del factor de forma.

Con anterioridad a esta investigacion el Colectivo de Mecanica Aplicada desarrollé
en el aflo 2005 el modelo matematico que se describira a continuacién para tomar
en cuenta la influencia de los coeficientes de friccion y de correccion en los
engranajes cilindricos de dientes rectos de perfil simétrico (Goytisolo, Moya,
Quifiones, 2005); (Quifiones et. al, 2005).

En la Figura 2.1 a) se muestran las cargas que actian sobre un diente de la rueda
conductora en el instante en que sale del contacto con la rueda conducida y en la
Figura 2.1 b) se muestran las cargas sobre un diente de la rueda conducida en el
instante en que entra en contacto con un diente de la rueda conductora Al
producirse el engranaje entre dos ruedas, primeramente entra en contacto el
extremo o vértice de la cabeza del diente de la rueda conducida con el pie del
diente de la rueda conductora, terminando con el contacto del vértice de la rueda
conductora con el pie del diente de la rueda conducida. En ambos casos la carga
normal, expresada por g, actda a lo largo de la linea de engranaje, como es

conocido y perpendicularmente a ésta actla la fuerza de rozamiento dirigida hacia
el vertice del diente, en el caso de las ruedas conductoras, o hacia al pie del
diente, en el caso de las ruedas conducidas. La composicion de las fuerzas normal
y de friccion, forman la carga resultante g, inclinada un angulo p respecto a la

direccion de q,, siendo este el angulo de friccion.

Al trasladar la carga g, a lo largo de su linea de accion, intercepta el eje de

simetria del diente en el punto K. Se descompone en este punto en sus
componentes rectangulares q, Yy q,, - El angulo que forma la carga g, con el eje x

es 0. Como se puede observar ademas, el punto K de accion de la carga
resultante se encuentra desplazado del borde exterior de la cabeza del diente una
distancia x. Esta distancia tiene gran importancia para el célculo de resistencia a la

20



¢ A

CIiENFUEGOS MEecanicA

fractura de las transmisiones analizadas, pues el momento flector en la base del
diente depende proporcionalmente de la altura h. El espesor del diente en la base
se tom6 como S donde termina tedricamente el perfil evolvente y comienza a
medirse la altura h.

El segmento x se puede calcular por simples relaciones trigopnométricas,
obteniéndose:

X=T, 1_M (2.1)
sen(d + o)
Donde (Véase Figura 2.1):
0 =cos™ S
4-r,
S=a,—y.tp , (2.2)
7. =180-2-6

El angulo p es el angulo de friccion y el signo: “+” 0 “-” se toman en dependencia,
si la rueda analizada es conducida o conductora respectivamente.

Tomando en cuenta la fuerza de friccidén el factor de forma queda definido por la
siguiente expresiéon (Dobrovolski, 1970):

.

1 {6-c035-(h/m)_ send }

= 2 (2.3)
cos p-(s/m)= cosp-(s/m)
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Figura 2.1- Cargas actuantes en la circunferencia exterior en el momento
final e inicial de contacto para la rueda conductora (a) conducida (b)
respectivamente.

El espesor del diente en la circunferencia exterior se calcula por la expresion:

S
S.=2-r,-| " +inva—inve, (2.4)

2-rp

p

S :m(”+2~§~tanaj
ZrWZ (2.5)

r 5

Considerando que el coeficiente de cizallamiento invertido sea cero, pues su
influencia en el Factor de Forma es despreciable; la expresion para calcular el
radio exterior sera:

@:242+z§+a (2.6)

Donde: m, Z, & constituyen el médulo, el nimero de dientes y el coeficiente de
correccion respectivamente.

Sustituyendo (2.5) y (2.6) en la expresion (2.4) del espesor del diente en la
circunferencia exterior:
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se:m-(z+2-§+2)-(7”42'§Z'tam+inva—in\/aej 2.7)
el angulo 4 se calcula como:
£ i inv
0 = cos r+4-& tana+|nVa_ a, (2.8)
4.7 2 2
Por la teoria basica de los engranajes se conoce que:
inve, =tanea, —a,
r .
a, _cost 0 _gpst 2008 (2.9)
r, 2+2-5+2
p=tan™ f

La involuta del angulo o es una constante pues se considera « =20° (cremallera
basica) y su valor es: inva =0.0149083. La involuta de «, se puede calcular como:

inve, = tan cos’lﬂ — cos’lﬂ (2.10)
Z+2-E+2 Z+2-£E+1

Finalmente la expresion final para el &ngulo ¢ es:

Z-cosa

o=costlcost = T
Z+2-E+2

}+2-0—18O°J_rtan1f (2.11)

Teniendo los valores del coeficiente de friccion f se puede calcular el angulo ¢ .

A continuacion se calculara la magnitud de la relacion h/m. En la Figura 2.1 se
puede apreciar que la altura h se encuentra entre una circunferencia por encima
de la circunferencia interior una magnitud de c-m Yy otra circunferencia por debajo
de la exterior una magnitud x. Como la altura total de un diente es 2.25 m:

h=225-m-c-m-x (2.12)
Sustituyendo x (1) se obtiene:
h=225-m-c-m-r, 1—w (2.13)
sen-(0+9)

Conocido el valor de r, (6):
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h/m=2.25—c—(z+§+1j.{l—sen'(9_5)} (2.14)
2 sen- (0 +90)

La relacion S/m se calcula teniendo en cuenta que S es el espesor del diente en el
pie, en la circunferencia que se encuentra a una magnitud c-m por encima del
radio interior. Vale aclarar ademas que el calculo se realizara teniendo en cuenta
que la circunferencia base tenga un radio menor que la circunferencia antes
mencionada. Para el calculo de esta relacion se toma como base la expresion del
espesor de un diente para una circunferencia cualquiera con radio r,:

S
S, =2 r{ P +inVOH—inVanJ (2.15)
2-1,
Donde:
r,=r, +c-m (segin el planteamiento anterior)
(2.16)
L=r,+&-m-125-m
Z m
rn:m-(2+§+c—1.25j:2-(Z+2-§+2-c—2.25) (2.17)
a0 4 Z-cosa
o, =C0S™~ — =CO0S (2.18)
r, Z2+2-5+2-c-2.25

Luego con r, (2.17) y los conocidos valores de S, y r, de (2.5) la magnitud de la
relacion S/m sera:

r+4-&-tana

Sn/m=S/m=(Z+2-§+2-c—2.5)~[ +inVa—inVan} (2.19)

2-Z
Conociendo el valor de «,(2.18); la inve, sera:
inve, =tana, —«a, (2.20)
inve,, = tan| cos™ Z-cosa —| cos™ Z-cosa (2.21)
Z+2-£+2-c-2.25 Z+2-£+2-c-2.25

De esta forma han sido obtenidas las ecuaciones que completan el Nuevo Modelo
Matematico para el calculo del Factor de Forma en Engranajes Cilindricos de
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Dientes Rectos de perfil simétrico. En las ecuaciones antes mencionadas “c” es el
Coeficiente de Curvatura del pie del diente (c = 0.4 para el analisis de este
trabajo). El coseno del angulo de friccion se calcula como sigue:

1
CoSs p = 2.22
r 1+ f2 ( )

Las restricciones del Nuevo Modelo Elaborado se exponen a continuacion:

El Coeficiente de Correccion minimo para estas nuevas condiciones se obtiene de
la siguiente expresion:

1.-inva, 20=¢

min

=125—c—§.a—ama) (2.23)

De la condicion S, >0.25-m se obtiene que:

2.- 6 <arccos L (2.24)
8-(2+2-£+2)
El angulo de friccion debe encontrarse dentro de los siguientes limites:
3:0Sp£% (2.25)

Por ultimo el Coeficiente de Recubrimiento debe mantenerse en los limites
conocidos:

4.- £>1.3 (2.26)

Estas expresiones se procesaron en Microsoft EXCEL para las ruedas conductora
y conducida respectivamente en sendas hojas de calculo para nimeros de dientes
desde 10 hasta 1000. Se evaluaron tres condiciones diferentes desde el punto de
vista del coeficiente de friccion:

e Ausencia total de friccion, f=0. Esta situacion idealizada se corresponde con
el caso de la lubricacion hidrodinAmica de los dientes, donde las
condiciones geométricas, cinematicas y de viscosidad del lubricante son tan
favorables que el espesor de la pelicula excluye totalmente el contacto
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metal — metal y el valor del coeficiente de friccion es del orden de las
milésimas, practicamente cero. O el caso de la lubricacion
elastohidrodindmica propia de los contactos bien lubricados excesivamente
cargados donde las cualidades de la pelicula lubricante no solo dependen
de pardmetros geométricos, cinematicos y viscosos, sino de la elasticidad
de los materiales en contacto, que provoca deformaciones de las
superficies y de la dependencia de la viscosidad del aceite no sélo de la
temperatura sino del comportamiento viscosidad - presién del mismo,
aspectos estos que conducen finalmente a que la pelicula de lubricante que
se origina entre los pares en contacto sea muy fina, pero extremadamente
resistente limitando sensiblemente el contacto metalico y reduciendo el
valor del coeficiente de friccién a valores muy pequefios en dependencia de
la rugosidad superficial del par de superficies en contacto.

e Coeficientes de friccion de f = 0,2 y f = 0,5. Estos valores son tipicos del
rango en el que se mueve el coeficiente de friccion en el caso de la
lubricacion de pelicula limite donde las condiciones de lubricacion son mas
desfavorables producto de: bajas velocidades de deslizamiento, grandes
cargas, elevadas rugosidades superficiales, altas temperaturas de contacto,
baja viscosidad, escasos volumenes de lubricante, etc. Transmisiones por
lo regular o cerradas, con una lubricacion no muy eficiente, o abiertas a la
atmosfera, de poca importancia en las cuales dadas las mencionadas
condiciones, el espesor de la pelicula de lubricante no excluye el contacto
metalico entre las irregularidades aunque si es capaz de limitar, en mayor o
menor medida, el efecto adhesivo del contacto reduciendo el valor del
coeficiente de friccion al orden de las décimas.

e Coeficiente de friccion f = 0,8, préximo a la unidad. Esta situacion también
idealizada se corresponde con la situacion extrema opuesta, o0 sea,
ausencia casi total de lubricante, superficies idealmente secas, con pares
de contacto poco compatibles (por ejemplo acero con acero), lo que
permitié evaluar el espectro completo de valores de coeficiente de friccion
posibles en las transmisiones por engranajes.

Se evaluaron siete condiciones desde el punto de vista del coeficiente de
correccion del dentado que son. ¢=-0,6; -0,3; 0,0; 0,3; 0,6; 1,0y 1,4.

Como resultado del procesamiento se obtuvieron las Familias de Curvas que se
muestran en las Figuras. 2.2 a) y b) donde se puede apreciar la influencia
simultdnea de los coeficientes de correccion y de friccion en el Factor de Forma
para las ruedas conductoras y para las ruedas conducidas de perfil simétrico
respectivamente.
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Figura 2.2 Valores del factor de forma para las ruedas conductoras y conducidas
de perfil simétrico para diferentes coeficientes de friccion y de correccion del
dentado.

2.1.2 Célculo de las tensiones en el pié.

2.1.2.1 Expresiones utilizadas para el calculo de las tensiones.
El calculo de las tensiones volumétricas se realizara a través de la expresion:

oc'=0,-0,= 9n (2.27)

Obtenida mediante el andlisis de las tensiones provocadas por las cargas:
tangencial (flexion) y radial (compresién) de donde se obtiene la expresion para el
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calculo del Factor de Forma, en la cual la carga g, se calcula mediante la
expresion (Dobrovolski, 1970):

M, -(i+1)
= - 7 2.28
% A-b-i-cosa ( )

Donde:

Mt- Momento torsor correspondiente a la rueda conductora,
i- Relacion de transmision,

A- Distancia entre centros,

b- Ancho del Engranaje,

Sustituyendo las expresiones de la Distancia entre Centros, la Relacién de
Transmisibn en la ecuacion (2.28) y haciendo corresponder el torque
correspondiente a par de ruedas engranadas, se obtienen dos expresiones para el
calculo de la carga distribuida g, para la rueda conductora (pifién, subindice: p) y

la conducida (corona, subindice: c) respectivamente:

2:M,,
Ao = b-m-Z,-cosa
(2.29)
3 2-M,,
Ore = b-m-Z,-cosa
Para obtener la tensién volumétrica sustituyendo (2.29) en la expresion (2.27):
' 2:M,, -k,
O =
P b-m?-Z -y-cosa
(2.30)
' 2-M,, -k,

c

“b-m?-Z, -y-cosa
y - Factor de forma.
ks - Coeficiente de concentracién de tensiones.

2.1.2.2 Expresiones para el célculo de las tensiones volumétricas en el pie
del diente dadas en las normas internacionales.

A continuacion se reflejan las expresiones de las distintas normas mencionadas
para el calculo de las tensiones volumétricas en el pie del diente. En estas
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expresiones sélo se tomaran en cuenta el coeficiente que involucra la geometria
del diente de los engranajes (Factor de Forma) y el coeficiente que toma en
cuenta la concentracion de tensiones.

e Expresion de la Norma AGMA.
La expresion de célculo de las tensiones segun el método AGMA es transformada
de forma adecuada, sustituyendo las magnitudes utilizadas en el epigrafe 3 de
este trabajo:

2-M
O pcMA = bm?.-7.3 Zt 3 (2.31)

El factor Geométrico J , obtenido graficamente, tiene por objeto introducir el efecto
de la forma del diente en la ecuacion de calculo y contempla un factor modificado
de Lewis (Y), la posicion del diente en la que se aplica la carga critica, el factor de
concentracion de tensiones por fatiga (Kf) segun el método de Dolan-Broghamer,
sin reduccion por sensibilidad a la concentracion de tensiones en el pie, y una
relacion de reparticibn de carga entre uno o mas pares de dientes segun
(ANSI/AGMA Standard 908-B89, 1995) No se toma en cuenta por esta Norma el
efecto de la Correccion del Dentado, ni la variacion del Coeficiente de Friccion.

e Expresion de las Normas ISO y DIN.
Se utilizara para el andlisis a realizar en este trabajo la expresion de la tension
nominal que toma en cuenta la maxima fuerza tangencial aplicada en el vértice
superior del diente. (DIN 3990 Teil 3, 1987); (1ISO 6336-1, 2, 3, 1996)

2-M,

Oso-bIN = b-m?.7 Y (2.32)

Las Normas ISO y DIN consideran para el calculo de las tensiones sélo la
componente tangencial de la carga normal aplicada al vértice del diente, no
tomando en cuenta el efecto favorable de la componente radial; por lo que las
tensiones obtenidas por este método dan mayores que las que realmente
aparecen. No considera el efecto de la concentracion de tensiones en el pie del
diente, ni el efecto de la fuerza de friccion.

29



¢ b

CIiENFUEGOS MEecanicA

e Expresion de la Norma GOST.
De igual manera que en los subepigrafes anteriores, se adecua la expresion de la
Norma (GOST 21354-87, 1989) obteniendo para el analisis posterior la siguiente:

2-M
Ocost = m'YFs (2.33)

El factor de forma Ygs de esta Norma integra (al igual que la Norma AGMA) el
efecto de la concentracion de tensiones en el pie del diente. Toma en cuenta
ademas, el efecto favorable de la componente radial de la fuerza normal aplicada
en el vértice del diente y el efecto de la correccion del dentado. Como las
anteriores, no toma en cuenta el efecto de la fuerza de friccién.

2.2 Nuevo modelo matematico desarrollado para calcular el factor de formay
las tensiones en el pie en los dientes evolventes de perfil asimétrico
considerando la componente radial de la carga y los coeficientes de
correccién y de friccién.

2.2.1 Fuerzas y tensiones que seran consideradas.

Se vera primero cudl es la expresion del factor de forma de un diente de una rueda
de dientes asimétricos incorporando la tensiébn de compresion provocada por la
componente radial de la carga y la fuerza de friccion. La carga especifica normal
por unidad de ancho de la rueda ha sido expresada por g, y actia a lo largo de la

linea de engranaje, como es conocido y perpendicularmente a ésta actla la fuerza
de rozamiento dirigida hacia el vértice del diente, en el caso de las ruedas
conductoras, o hacia al pie del diente, en el caso de las ruedas conducidas. La
composicion de las fuerzas normal y de friccion, forman la carga resultante q,

inclinada un angulo p respecto a la direccion de q,, siendo éste el angulo de

friccion. En la Figura 2.3 se muestra un diente de la rueda conductora sobre la
cual actuan la carga especifica q, y la fuerza resultante g, al componer ésta con la

carga especifica de friccion gy.
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It =0 +Cm

Figura 2.3 Cargas actuantes en la circunferencia exterior en el momento
final del contacto para la rueda conductora y tensiones que surgen en el pie

del diente
La carga especifica resultante considerando la fuerza de friccion es:q, = C(?;p . La
componente tangencial de esta carga es: g, =q, -cos5=% la
componente radial es: g, =q, -sen5=m
senp

La tension resultante en el pie esta compuesta por la tension de flexion provocada
por la componente qr:oy, ; la tension de flexion provocada por la componente gk:

oy, Y la tension de compresion directa provocada por la componente radial de la

carga gr: oyg, , O Sea:

Ores = O-qu o quR - O-NqR

La tension de flexion provocada por la componente tangencial de la carga
especifica sera:

31



¢ b

CIENFUEGOS MecinicA
o _qT 'hcrit _qn 'hcrit'cosé_G'qn 'hcrit -C0S S
for - - 2
w 1 o SZ. -Cos
. Scrit - COS yo, crit P

La tension de flexion provocada por la componente radial de la carga especifica
sera:

dg "€ (,-€-send  6-q,-€e-send

GfQR = w = S 2
-COS p orit - COS P

crit

E.SZ
6

Y la tension de compresién directa provocada por la componente radial es:

Qg _ q, - send
A S

ONg. =
e -COS p

crit

Sumando algebraicamente estas tensiones se obtiene la tensién resultante en el
pie del diente:

_6-9,-hy -coso 6-q,-e-sens g, -send
e SZ2. -Cos p S2 -COS p

crit crit

(o}

(2.36)
- COS p S

crit

Si se expresa la tension resultante en funcion del Factor de Forma segun la
expresion siguiente:

dn 'YF
m

O-res -

(2.37)

Entonces de la ecuacion (2,36) se tiene que:

h_. S .
6-(”“]-0055—6-(e)-sen5 (C”‘j-sené
a, m m o Um
m [Scritj2 [Scritjz
—etl.cos p —et 1 .cos p
m m |

(2.38)

Donde el Factor de Forma queda expresado como sigue:
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h_. .
6- K“”j .C0S S — (e] . sené} - [Sc”tj -send
m m m

Y. = Y (2.39)
(C”tj -COS p
m

Si por el contrario se expresa la tension resultante en funcion del Factor de Forma
segun la expresion siguiente:

SR (2.40)

El Factor de Forma quedara entonces expresado como sigue:

(Scrit]2
—otl .cos p
m
h_. S .
6~H“”j~cos5—(e)-sen5}—(””j-sené
m m m

(2.41)

Ye =

Esta ultima expresion sera la utilizada.

En la Figura 2.4 a) se muestran las cargas que actian sobre un diente de la rueda
conductora en el instante en que sale del contacto con la rueda conducida y en la
Figura 2-4 b) se muestran las cargas sobre un diente de la rueda conducida en el
instante en que entra en contacto con un diente de la rueda conductora Al
producirse el engranaje entre las dos ruedas, primeramente entra en contacto el
extremo o vértice de la cabeza del diente de la rueda conducida con el pie del
diente de la rueda conductora, terminando con el contacto del vértice de la rueda
conductora con el pie del diente de la rueda conducida. En ambos casos la carga
especifica normal por unidad de ancho de la rueda ha sido expresada, como se
expresO anteriormente, por ¢, y actia a lo largo de la linea de engranaje y

perpendicularmente a ésta actua la fuerza de rozamiento dirigida hacia el vértice
del diente, en el caso de las ruedas conductoras, o hacia al pie del diente, en el
caso de las ruedas conducidas. La composicion de las fuerzas normal y de
friccion, forman la carga resultante g, inclinada un angulo p respecto a la

direccion de q,, siendo éste el &ngulo de friccion.
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Figura 2.4 Cargas actuantes en la circunferencia exterior en el momento final e
inicial de contacto para la Rueda Conductora (a) y para la Rueda Conducida (b)
respectivamente.

Al trasladar la carga ¢, a lo largo de su linea de accion, intercepta el eje bisectriz

del espesor de la cabeza del diente en el punto K. Esta fuerza se descompone en
este punto en sus componentes rectangulares ¢; y qz. El angulo que forma la

carga ¢, con el eje T es 6. Como se puede observar ademas, el punto K de

accion de la carga resultante se encuentra desplazado del borde exterior de la
cabeza del diente una distancia x. Esta distancia tiene gran importancia para le
calculo de resistencia a la fractura de las transmisiones analizadas, pues el
momento flector en la base del diente depende proporcionalmente de la altura hg.
El espesor del diente en la base se tomé como S, donde termina tedricamente el
perfil evolvente y comienza a medirse la altura he.

2.2.2 Calculo del corrimiento “x” de la carga total q, en los vértices del
diente al ser trasladada la carga resultante hacia el eje del diente.

De la Figura 2.4 a) se obtiene el triangulo AOB mostrado de forma independiente
en la Figura 2.5. El lado OA se divide en los segmentos OK y KA. El lado AB se
toma como la mitad del espesor del diente en la circunferencia exterior. El
triangulo ABC se toma isésceles de base S¢/2 y lado re.

De la Figura 2.4 se tiene que:

—_— —_— —_— JE— SE

OK=7,—-x , AK=x , OB=1, , AB=

2

Aplicando la ley de los senos se obtiene:
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7, _ T—x
sen(f +8) sen(f — &)

Se obtiene despejando que X es:

Sefd

wor|1_SEN@-9) (2.42)
|7 sen(@+9) '

Figura 2.5 Esquema geométrico para la obtencién del corrimiento x.

Donde (Véase Figura 2.4):

f=cos™t "¢
4.r

o=a,-y, tp (2.43)
7. =180-2-6
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El angulo p es el angulo de friccion y el signo: “+” o
si la rueda analizada es conducida o conductora respectivamente.

se toman en dependencia,

2.2.3 Otras ecuaciones del nuevo modelo.
El espesor del diente en la circunferencia exterior se calcula por la expresion:

e
.rp

S . .
S.=2-r, -(2 P +|nVa—|nVae] (2.44)

p

S :m-(72[+2-§-tana]

(2.45)
_ m-Z

;
P 2

Considerando que el coeficiente de cizallamiento invertido sea cero, pues su
influencia en el Factor de Forma es insignificante; la expresion para el calculo del
radio exterior seré:

re:r;-(2+2-§+2) (2.46)

Donde: m, Z y & son el médulo, el numero de dientes y el coeficiente de
correccion respectivamente.

Sustituyendo (2.45) y (2.46) en la expresion (2.44) del espesor del diente en la
circunferencia exterior:

se=m-(z+2-§+2)-[’”42'§Z'tan“+inva—invaej (2.47)
el angulo @ se calcula como:
CE. i in
0 = cos r+4-& tana+|nVa_| va, (2.48)
4.7 2 2

Por la teoria basica de los engranajes se conoce que:

inve, =tane, —«a,

r, Z - cos
a, =c0s L =cos™ _LdE (2.49)
r Z+2-E+2

e

p=tan" f
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La involuta del angulo o es una constante pues se considera « =20° (cremallera
basica) y su valor es: inva =0.0149083. La involuta de «, se puede calcular como:

inver, = tan cos’lﬂ - cos’lﬂ (2.50)
Z+2-£+2 Z+2-£+2

Finalmente la expresion para el angulo ¢ es:

Z-cosa

o=costlcost = T
Z+2-E+2

}+2-9—18O°J_rtanlf (2.51)

Teniendo los valores de f se puede calcular el valor del angulo ¢ .

A continuacion se calculara la magnitud de la relacidén hgi. /m. En la Figura 2.3 se
puede apreciar que la altura hi;. Se encuentra entre una circunferencia por encima
de la circunferencia interior en una magnitud de c-m Yy otra circunferencia por
debajo de la exterior una magnitud x. Como la altura total de un diente es 2.25 m:

h,e =225-m—-c-m-X (2.52)
Sustituyendo x se obtiene:
hcrit :2'25'm_c'm_re 1- Sen.(e_é‘) (253)
' sen-(0+9)
Conocido el valor de r,:
hcrit./m=2.25—c—(5+§+1j- 1 5en-(0=0) (2.54)
2 sen- (0 +90)

La relacion St /m se calcula teniendo en cuenta que Sgit €s el espesor del diente
en el pie, en la circunferencia que se encuentra a una magnitud c-m por encima
del radio interior. Vale aclarar ademas que el calculo se realizara teniendo en
cuenta que la circunferencia base tenga un radio menor que la circunferencia
antes mencionada. Para el céalculo de esta relacion se toma como base la
expresion del espesor de un diente para una circunferencia cualquiera con radio r,

S
S, =2~rn[2 P +inVOH—inVanJ (2.55)
T

p
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Sucede que en el caso de los dientes asimétricos es espesor St Esta compuesto
por la mitad del espesor del diente con a = 20° y la otra mitad del espesor del
diente con a” mayor que 20°. De donde S sera:

S S
Sy =F.| —— +inva +inva, | + r,| ——+inva’+inva’ (2.56)
2-r, 2.1,
r, =r.+c-m (segin el planteamiento anterior)
(2.57)
rL=r,+&-m-125-m
z m
rn:m-(z+§+c—1.25j:5-(z+2-§+2-c—2.25) (2.58)
r .
a, =cos -2 =cos™ Z-c0sa (2.59)
r, Z+2-£E+2-c—2.25
40 5 Z-cosa
o ,=C0S " — =CO0S (2.60)
r, Z+2-£E+2-¢—-225

Luego con r, y los conocidos valores de S y r, la magnitud de la relacion Scri/m
sera:

r+4-&-tana

S,/m=S/m=(z +2-.§+2-c—2.5)-[ +inVa—inVan} (2.61)

2-Z
Conociendo el valor de «,; la inve, sera:
inve, =tane, —«, (2.62)
inver, = tan| cos™ Z-cosa —| cos™ Z-cosa (2.63)
Z+2-£+2-¢-225 Z+2-£+2-¢-225

La excentricidad e se puede calcular como:
€ = Sciit a2200 12 - St 0(=200 12 (2-64)

De esta forma han sido obtenidas las ecuaciones que completan el Nuevo Modelo
Matematico para el célculo del factor de forma, las componentes de las tensiones
en el pie y la tension resultante en engranajes cilindricos de dientes rectos de
perfil evolvente y circulo, asimétricos. En las ecuaciones antes mencionadas “c” es
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el Coeficiente de radio de curvatura del pie del diente (c = 0.4 para el andlisis de
este trabajo). El coseno del &ngulo de friccion se calcula como sigue:

1
cos p = 2.65
r 1+ f2 (2.65)

El modelo fue procesado en Microsoft EXCEL para las ruedas asimétricas
conductora y conducida respectivamente en sendas hojas de calculo para
nameros de dientes desde 10 hasta 200 y evaluando tres condiciones diferentes
desde el punto de vista del coeficiente de friccidbn y se obtuvieron los resultados
qgue se muestran a continuacion:

e Ausencia total de friccion, f = 0. Esta situacion idealizada se corresponde
con el caso de la lubricacion hidrodinamica de los dientes, donde las
condiciones geométricas, cineméticas y de viscosidad del lubricante son tan
favorables que el espesor de la pelicula excluye totalmente el contacto
metal — metal y el valor del coeficiente de friccion es del orden de las
milésimas, practicamente cero. O el caso de la lubricacion
elastohidrodinamica propia de los contactos bien lubricados excesivamente
cargados donde las cualidades de la pelicula lubricante no solo dependen
de pardmetros geométricos, cinematicos y viscosos, sino de la elasticidad
de los materiales en contacto, que provoca deformaciones de las
superficies y de la dependencia de la viscosidad del aceite no sélo de la
temperatura sino del comportamiento viscosidad - presion del mismo,
aspectos estos que conducen finalmente a que la pelicula de lubricante que
se origina entre los pares en contacto sea muy fina, pero extremadamente
resistente limitando sensiblemente el contacto metélico y reduciendo el
valor del coeficiente de friccion a valores muy pequefios en dependencia de
la rugosidad superficial del par de superficies en contacto. (Goytisolo y
Moya, 1976); (Goytisolo y Moya, 1977)

e Coeficientes de friccion de f = 0,2 y f = 0,5. Estos valores son tipicos del
rango en el que se mueve el coeficiente de friccion en el caso de la
lubricacion de los engranajes normales con lubricacion hidrodinamica
inestable o con lubricacion de pelicula limite donde las condiciones de
lubricacion son mas desfavorables producto de: bajas velocidades de
deslizamiento, grandes cargas, elevadas rugosidades superficiales, altas
temperaturas de contacto, baja viscosidad, escasos volumenes de
lubricante, etc. Transmisiones por lo regular o cerradas, con una lubricacién
no muy eficiente, o abiertas a la atmdsfera, de poca importancia en las
cuales dadas las mencionadas condiciones, el espesor de la pelicula de
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lubricante no excluye el contacto metalico entre las irregularidades aunque
si es capaz de limitar, en mayor o menor medida, el efecto adhesivo del
contacto reduciendo el valor del coeficiente de friccion al orden de las
décimas. La experiencia de investigacion del tutor principal de esta trabajo
le ha permitido confirmar que la fuerza de friccion, que depende
basicamente de las condiciones de lubricacion de los engranajes y de los
materiales en contacto, influye sensiblemente en el valor del factor de
forma, aunque ninguna norma considera esta sensible influencia, asi por
ejemplo para los engranajes de perfil simétrico la elevacion del coeficiente
de friccion desde cero hasta 0,5, eleva el valor del factor de forma de las
ruedas conducidas en una magnitud del orden del doble y reduce el valor
del factor de forma de las ruedas conductoras en el orden del 33 %. Esta
consideracion es un elemento mas para diferenciar el comportamiento de
las ruedas conductoras y conducidas. En el caso de los materiales
plasticos, donde las ruedas de dientes rectos de perfil asimétrico tienen un
importante campo de aplicacion (Moya et. al, 2010) se hace mas evidente
tomar en cuenta el coeficiente de friccion. En dicho trabajo el colectivo de
autores no tomo en cuenta el coeficiente de friccion. Para confirmar la
necesidad de considerarlo segun (Budinski, 1992) plantea por ejemplo que
el coeficiente de friccién para los materiales plasticos varia, en dependencia
del tipo de plastico, desde 0,04 a 0,45, por lo que cabe esperar que esta
influencia sea significativa con estos materiales.

e Coeficiente de friccion f = 0,8, préximo a la unidad. Esta situacion también
idealizada se corresponde con la situacion extrema opuesta, 0 sea,
ausencia casi total de lubricante, superficies idealmente secas, con pares
de contacto poco compatibles (por ejemplo acero con acero), lo que
permitié evaluar el espectro completo de valores de coeficiente de friccion
posibles en las transmisiones por engranajes.

Se evaluaron, igual que para los simétricos, ocho condiciones desde el punto de
vista del coeficiente de correccion del dentado que son:

=-0,6;-0,3;0,0;0,3;0,6;1,0,1,4y 1,8.

2.3 Resultados obtenidos en el calculo de las tensiones en el pie para los
dientes de los engranajes cilindricos de dientes rectos asimétricos
obtenidos por el nuevo modelo matematico elaborado en el presente trabajo
para diferentes coeficientes de friccion y de correccion, con coeficiente de
asimetria

c=15(a=20°ya =30°

40



¢ b

CIiENFUEGOS MEecanicA

Las expresiones del nuevo modelo para los dientes de perfil asimétrico se
procesaron en Microsoft EXCEL para las ruedas conductoras y conducidas
respectivamente en sendas hojas de célculo para numeros de dientes desde 10
hasta 200.

Como resultado del procesamiento se obtuvieron las Familias de Curvas para la
tension resultante en el pie que se muestran en las Figuras. 2.5a)y b)y 2.6 a) y
b). En ellas se puede apreciar la influencia simultdnea de los coeficientes de
correccién y de friccion en el factor de forma para las ruedas conductoras y para
las conducidas de perfil asimétrico.

Otro aspecto importante a considerar es la tensién de compresion en el pie de la
componente radial de la carga, que fue considerada por (Quifiones, 2005) para los
dientes simétricos, pero que no ha sido considerada por ninguno de los autores
gue han trabajado los engranajes de dientes rectos de perfil asimétrico.

El término K = 1 sefialado en la parte superior de las curvas indica que en estos
calculos fueron incluidos los efectos favorables de la componente directa de
tensién de compresion provocada por la componente radial de la carga, que no
habia sido incluida por ninguno de los autores precedentes que han calculado
factores de forma en engranajes asimétricos (Velazquez, 2007) y (Céardenas,
2013). A modo de poder evaluar claramente el efecto favorable de dicha
componente radial de tension de compresion en las Figuras 2.6 a) y b) se dan los
mismos resultados anteriores pero despreciando la componente radial de la carga
sobre los dientes (K = 0)
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Figura 2.5 Valores de la tensién resultante en el pie para las ruedas conductoras y
conducidas de perfil asimétrico para diferentes coeficientes de friccién y de
correccién del dentado, obtenidos en el presente trabajo considerando el efecto
favorable de la componente directa de compresion de la carga radial sobre el
diente (K = 1).
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Figura 2.6 Valores del factor de forma para las ruedas conductoras y conducidas
de perfil asimétrico para diferentes coeficientes de friccion y de correccién del
dentado, obtenidos en el presente trabajo despreciando el efecto favorable de la
componente directa de compresion de la carga radial sobre el diente (K = 0).

Analizando los resultados del calculo de la tension resultante en el pie para las
ruedas cilindricas de las Figuras 2.5 y 2.6 para las ruedas conductoras con
dientes asimétricos se tiene lo siguiente:

En la Tabla 2.1 se muestran de forma sintética los resultados obtenidos.

Tabla 2.1 Resultados del modelo matemético elaborado para el calculo de la
tension resultante en los engranajes con dientes de perfil asimétrico para las
ruedas conductoras, considerando la tension de compresion de la componente
radial de la carga (K = 1) y despreciando dicha componente (K = 0)

Valor medio | Valor minimo de Valor de la Valor maximo de
Coeficiente | de latension | latension en el | tensionen el pie | latension en el
de friccion | en el pie para pie para 20 para 100 dientes pie para 50
200 dientes | dientesy¢=1,4 y¢=1,0 dientesy ¢ =-0,6
MPa MPa MPa MPa
Nuevo modelo elaborado para K =1
0 0,17 0,125 0,175 0,225
0,2 0,21 0,165 0,22 0,275
0,5 0,26 0,22 0,27 0,28
0,8 0,32 0,27 0,325 0,34
Nuevo modelo elaborado para K =0
0 0,19 0,16 0,19 0,245
0,2 0,215 0,187 0,22 0,281
0,5 0,26 0,23 0,262 0,34
0,8 0,30 0,27 0,308 0,388

Cuando se considera la tensién directa de compresion provocada por la
componente radial de la carga (K = 1) los valores de la tension en el pie para las
ruedas conductoras con dientes asimétricos son mayores en la medida que
aumenta el coeficiente de friccion, por lo que su comportamiento a la fractura es
mucho mas desfavorable en esas condiciones. Esto para un coeficiente de
asimetria ¢ = 1,5 que fue para el cual se hicieron estos calculos. En el caso de
despreciar la tensién directa de compresion de la componente radial de la carga (K
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= 0), con coeficiente de friccion f = 0, los valores de la tension en el pie son
mayores que cuando se considera la componente radial de la carga (K = 1). Para
coeficientes de correccion positiva las diferencias no son tan marcadas y solo para
coeficiente de correccion ¢ = - 0,6 es que se observa de nuevo que las tensiones
se elevan significativamente para (K = 0). Es necesario aclarar que la correccion
negativa en general afecta la resistencia, tal como se aprecia en general en la
tabla, pero lo interesante aqui es que la correccién positiva no mejora tanto la
resistencia como para los engranajes simétricos, pues aqui las tensiones no
disminuyen significativamente con el incremento tan notable del coeficiente de
correccion.

Tabla 2.2 Resultados del modelo matematico elaborado para el calculo de la

tension resultante en los engranajes con dientes de perfil asimétrico para las

ruedas conducidas, considerando la tensién de compresion de la componente
radial de la carga (K = 1) y despreciando dicha componente (K =0)

Valor medio | Valor minimo de Valor de la Valor maximo de
Coeficiente | de la tension la tension en el | tensién en el pie | la tension en el
de friccibn | en el pie para pie para 20 para 100 pie para 50
200 dientes | dientesy ¢=1,4 | dientesy ¢ =1,0 | dientesy¢=-0,6
MPa MPa MPa MPa
Nuevo modelo elaborado paraK =1
0 0,17 0,125 0,175 0,225
0,2 0,135 0,092 0,135 0,18
0,5 0,08 0,04 0,08 0,11
0,8 0,03 - 0,02 0,03 0,04
Nuevo modelo elaborado para K =0
0 0,19 0,16 0,19 0,245
0,2 0,15 0,128 0,163 0,23
0,5 0,12 0,085 0,119 0,153
0,8 0,08 0,04 0,075 0,10

Analizando la Tabla 3.2 para las ruedas conducidas se aprecia como el incremento
del coeficiente de friccion para cualquier coeficiente de correccion mejora la
resistencia, incluso para elevados coeficientes de friccion las tensiones en el pie
de traccion son tan pequefias que la posibilidad de falla es nula, incluso estas
tensiones pueden llegar a hacerse negativas (de compresion), en este caso la
resistencia a la fractura por fatiga es infinita, esto se debe a la inclinacion tan
grande de la fuerza de friccibn que hace que las tensiones de compresion
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provocadas por los efectos de la componente radial de la carga sean mayores que
los de la componente tangencial.

Para coeficiente de friccidbn cero las tensiones son idénticas para las ruedas
conductoras y conducidas.

Si se desprecia la componente radial de la carga (K = 0) las tensiones en el pie
dan mayores que si se considera esta componente (K = 1) de aqui la imposibilidad
de despreciar esta componente para las ruedas de dientes asimétricos, por su
importante efecto favorable.

Otro elemento muy significativo en el comportamiento de las ruedas asimétricas
conducidas es lo relativo a los valores maximos de los coeficientes de correccion
gue resultan favorables. Cuando se considera las componente radial directa de la
carga los valores de las tensiones para coeficientes de correccion § =1y ¢ = 1,4,
dan muy similares y cuando se emplea un coeficiente de correccion ¢ = 1,8 los
valores de tensiones aumentan, esto mismo sucede como se vio anteriormente
para las ruedas conductoras. Esto se debe a que la correccion modifica la forma
de la evolvente de los flancos del diente y esas modificaciones de los flancos
equivalen a un angulo del perfil mayor. Hay que concluir que existe un limite
superior del coeficiente de correccidn que se puede emplear en las ruedas de
dientes asimétricos. En el caso de las ruedas conductoras con coeficiente de
asimetria ¢ = 1,5, segun estos resultados parece ser que es limite estd muy
proximoa ¢ = 1.

En general se concluye que se necesita hacer un estudio mucho mas profundo
qgue el que por razones de tiempo no se ha podido hacer en el presente trabajo
para esclarecer ain mas este comportamiento

Este comportamiento es contradictorio. Para las ruedas cilindricas de dientes
rectos de perfil simétrico mientras mayor sea el coeficiente de correccién positiva
gue se emplee mayor es el factor de forma y menores las tensiones, sin embargo
aqui se ha demostrado que ese comportamiento no es asi para los engranajes
cilindricos de dientes rectos de perfil asimétrico. Existe un limite superior del
coeficiente de correccién positiva favorable. Hay que investigar qué cambios
ocurren en el perfil que conducen a este comportamiento.

Para las ruedas conducidas el comportamiento es similar desde este punto de
vista, existe también un limite de coeficiente de correccion méaximo. Las tensiones
en las ruedas conducidas disminuyen con la elevacion del coeficiente de friccion
tal como ocurre en la ruedas de dientes simétricos.
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2.4 Comparacioén de los valores del factor de forma obtenidos en el presente
trabajo para diferentes numeros de dientes y coeficientes de asimetria, para
coeficiente de friccion f = 0, sin correccion del dentado y despreciando la
tension de compresién directa provocada por la componente radial de la
carga.

Los autores precedentes que han investigado el factor de forma y las tensiones
para engranajes cilindricos de dientes rectos asimétricos (Velazquez, 2007) y
(Cardenas, 2013), lo han hecho para diferentes nimeros de dientes y coeficientes
de asimetria, para coeficiente de friccion f = 0, sin correccion del dentado y
despreciando la tensién de compresion directa provocada por la componente
radial de la carga. No han realizado calculo de tensiones para estas condiciones.

A modo de comparacion con el modelo elaborado en el presente trabajo se han
calculado los mismos los factores de forma que en dichos trabajos precedentes,
despreciando, tal como lo hicieron ellos, el coeficiente de friccion f = 0, el
coeficiente de correccién ¢ = 0 y sin considerar la tension de compresion directa
provocada por la componente radial de la carga. Los resultados obtenidos por los
tres trabajos se muestran en una sola grafica en la Figura 2.8. Hay que recordar
que el coeficiente de asimetria es la relaciéon entre el angulo a” de respaldo entre
el angulo a del lado de ataque.

Valores del Factor de Forma

Factor de 0.4
Forma (yf)

a 10 20 30 40 50 60 70 80 50 100

Namero de Dientes (Z)

cv (Velazquez), c¢; (Cardenas), ¢ (Nuevo modelo).

Figura 2.8 Factores de forma para diferentes coeficientes de asimetria. Las
curvas superiores corresponden a la asimetria mayor (c = 1,5)
Como se aprecia los resultados son muy similares, las diferencias son pequefias y
lo sinuoso de las curvas de los autores precedentes conduce a pensar en algunas
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deficiencias en la exactitud de dichos modelos. Las tensiones se comportan de
forma inversa que los factores de forma.

2.5 Conclusiones Parciales del Capitulo Il

1. En los calculos de las tensiones en el pie para engranajes cilindricos de dientes
rectos de perfil simétrico el Unico que considerd la presencia de la fuerza de
friccion en el factor de forma fue (Dobrovolski, 1970), pero su andlisis fue
realizado solo para un valor fijo del coeficiente de friccion, aunque da un rango
en el cual puede variar, desde 0.0875 a 0.1405 (o = 5° a 8°) y en su andlisis
toma un valor intermedio. De esta forma Dobrovolski no analizé la influencia
gue tenia en el factor de forma el coeficiente de friccion.

2. El primero que analiz6 esta influencia para los engranajes cilindricos de dientes
rectos de perfil simétrico fue (Quifiones, 2005) e incorporo también la influencia
de los coeficientes de correccion. Sus resultados fueron validados por el
Método de los Elementos Finitos.

3. En el caso de los engranajes cilindricos de dientes rectos solo (Velazquez,
2007) y (Céardenas, 2013) en sus respectivas Tesis de Doctorado calculan
valores del factor de forma para engranajes cilindricos rectos de perfil
asimétrico, pero ninguno de los dos incorporé en el célculo los coeficientes de
friccion, ni los coeficientes de correccion y ambos despreciaron la componente
directa de tension de compresion provocada por las componente radial de la
carga.

4. Con el modelo elaborado en el presente trabajo para calcular los factores de
forma en engranajes cilindricos rectos de perfil asimétrico, que incorpora el
valor del coeficiente de friccion, el coeficiente de correccién del dentado, el
coeficiente de asimetria para cualquier nimero de dientes se hicieron
numerosos calculos de los factores de forma tanto para las ruedas conductoras
como para las conducidas, obteniéndose las siguientes conclusiones:

5. En el presente trabajo se elabor6 un nuevo Esquema de Analisis y un
nuevo Modelo Matematico para el calculo del factor de forma y de las
tensiones en el pie y sus diferentes componentes de los dientes de las
ruedas de engranajes de dientes rectos de evolvente de perfil asimétrico.
En este modelo se toman en cuenta las influencias favorables de la tension
de flexion provocada por la asimetria y de la tension directa de compresion
de la componente radial de la carga sobre el diente. En las cargas se
incorpord la fuerza de friccion sobre el flanco, la cual influye de forma
diferente en la rueda conductora y en la rueda conducida. En las
ecuaciones del modelo se ha incorporado también el coeficiente de
correccion del dentado con el objetivo de poder evaluar su influencia en el
factor de forma de estos engranajes.
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6. El coeficiente de friccion influye significativamente en la magnitud del factor
de forma y en las tensiones de las ruedas cilindricas de dientes rectos de
perfil asimétrico, haciéndose necesario tomarlo en cuenta en los célculos.
Con el incremento del coeficiente de friccion, debido al sentido desfavorable
que tiene la fuerza de friccion en las ruedas conductoras, disminuye el
factor de forma, elevandose las tensiones y disminuyendo por lo tanto la
resistencia a la fractura de los dientes. En las ruedas conducidas, el
incremento del coeficiente de friccion, dada la orientacion favorable de la
fuerza de friccion, produce el efecto contrario, aumentando el factor de
forma, lo que reduce las tensiones y favorece la resistencia.

7. EIl coeficiente de correccién, cuando se considera las componente radial
directa de la carga los valores de los factores de forma para coeficientes de
correccion ¢ =1y ¢ = 1,4, dan muy similares y cuando se emplea un
coeficiente de correccion ¢ = 1,8 los valores del factor de forma se reducen.
Hay que concluir que existe un limite superior del coeficiente de correccion
gue se puede emplear en las ruedas de dientes asimétricos. En el caso de
las ruedas conductoras con coeficiente de asimetria ¢ = 1,5, segun estos
resultados parece ser que es limite esta muy préximo a ¢ = 1. En el caso de
las ruedas conducidas el limite superior del coeficiente de correccidén es
inferior ya que los valores del factor de forma para ¢ = 0,6 y ¢ = 1 son muy
similares y ya para ¢ = 1,4 y ¢ = 1,8 los valores del factor de forma son
inferiores.
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Capitulo Ill. Determinacion por el Método de los Elementos Finitos de las
tensiones en el pie de los engranajes cilindricos de dientes rectos
asimétricos y estimacion del factor de concentracion de tensiones en la raiz
del diente.

3.1 Determinacion del coeficiente de concentracion de tensiones en el pie.

3.1.1 Coeficiente de Concentracion de Tensiones dado por (Dobrovolski,
1970) para engranajes cilindricos con dientes simétricos

Segun (Dobrovolski, 1970) el coeficiente de concentracién de tensiones en la raiz
del diente de engranajes cilindricos de dientes simétricos, depende del nimero de
dientes, de los parametros del perfil que genera y de la correccion, pues estos
influyen directamente en el redondeo del pie del diente. También depende del
material utilizado y de la calidad de la superficie. Para ruedas dentadas de acero
normalizadas y templadas y con un radio de redondeo del pie del diente igual a
0.4-m; transformando su expresidn se obtiene:

1.24+0.5-¢& ; 2<20
3.8
k, =4257-£+(15-2505-£)-e Z ;20<Z<100 (3.1)
1.45+0.15-¢ ; Z>100

3.1.2 Coeficiente de Concentracion de Tensiones de Dolan-Broghamer.

El desarrollo de una investigacion foto-elastica realizada por (Dolan y Broghamer,
1942) establecio la siguiente expresion para dientes de engranajes cilindricos de
evolvente y 20° de angulo del perfil de referencia, para dientes de engranajes
cilindricos de perfil simétrico siguiente:

5 (Bl

K, =018+ Y™ 4 (3.2)

)t

Se observa en esta Ultima expresién que el coeficiente de concentracion de
tensiones de Dolan-Broghamer no depende del médulo sino que depende del
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namero de dientes, de la correccion y de las caracteristicas del perfil generador
(a=20° c, =0.4).

3.1.3 Otros Coeficientes de concentracion de tensiones encontrados en la
literatura para dientes de engranajes cilindricos de perfil simétrico.
Anteriormente fueron presentados los coeficientes de concentracion de tensiones
encontrados en la literatura que toman en cuenta las condiciones de carga en la
punta del diente y que toman en cuenta el coeficiente de correccion, de acuerdo
al enfoque de nuestro trabajo. Ademas de los CCT antes mencionados se
encuentran otros que aunque no cumplen con los requisitos antes mencionados,
vale la pena comentarlos.

(Burddn, 1964) en su articulo muestra de forma gréafica valores del CCT para
engranajes de evolvente con a = 20° en funcién de la relacién altura-espesor y
del radio de redondeo de la punta de la herramienta que genera el diente. La
limitante fundamental es que toma como punto de aplicacion de la carga la
circunferencia primitiva.

Por otra parte (Pisarenko, 1989) presenta en su manual una gréfica para calcular
el coeficiente tedrico de concentracion de tensiones y otra para calcular el
coeficiente de sensibilidad a la concentracion de tensiones; para ruedas no
corregidas de perfil de evolvente con a = 20° nimero de dientes entre 20y 80 y
carga aplicada en la cabeza del diente. El gréfico para el coeficiente tedrico de CT
depende de las relaciones espesor con altura y radio de redondeo de la cabeza
con modulo. Mientras que el grafico del coeficiente de sensibilidad a la CT
depende del radio de redondeo de la cabeza y del tipo de acero con que se
trabaje, especificamente de la relacion entre limite de fluencia y limite de
proporcionalidad.

3.1.4 Factor de concentracion de Tensiones obtenido por (Quifiones, 2004)
para dientes de engranajes cilindricos de perfil simétrico.

En el trabajo (Quifiones, 2005) se estimo el factor de concentracion de tensiones
utilizando un Modelo Matematico elaborado para calcular las tensiones en el pie
de los dientes de evolvente con «=20°, de perfil simétrico y utilizando la
modelacién por el Método de los Elementos Finitos de los mismos dientes. Se
definio el factor de concentracién de tensiones como kgyer cOmo la relacion entre
la tension obtenida en el pie de los dientes por el Método de los Elementos Finitos
y la tension en el pie calculada por el Modelo Matemético elaborado.

Esta claro que la concentracion de tensiones depende de la forma del diente,
completamente caracterizada por el nimero de dientes, la correccion del dentado

y de las caracteristicas del perfil generador (« =20°, altura completa y ¢, =0.4).
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De las magnitudes mencionadas, el niumero de dientes y la correccion del dentado
son variables, no asi las caracteristicas del perfil generador, aunque si dependen
de la norma que se utilice para la construccion del engrane.

Analizando los valores obtenidos del CCT y realizando un analisis de Regresion
Lineal Multiple tomando como variable dependiente el CCT (komer) ¥ cOomo
independientes el numero de dientes (Z) y el coeficiente de correccion (§); con
ayuda del SPSS 11.0 para Windows Quifiones obtuvo la siguiente expresion con
un coeficiente de correlacion R,=0.847 con buenos niveles de significacion y de
representatividad de las variables independientes sobre la variable dependiente:

k, . =1.497+0.126£-0.00393Z (3.3)
Otro elemento importante que da validez a la expresion es la distribucion de los
errores, que para este caso siguen una Distribucion Normal con una desviacion
estandar de 0.96.

Son representados los resultados graficamente en la Figura 3.1. Como se puede
observar, con la nueva expresién para el calculo del CCT se obtiene un mejor
ajuste de los valores obtenidos por el MEF a los valores de tensiones obtenidos
por el modelo elaborado por (Quifiones, 2005). Con la expresion 3.3) son
calculados los valores del error relativo medio obteniendo magnificos resultados
tanto para Ruedas Conductoras como para las Ruedas Conducidas.

Tensiones Volumeétiicas Ruedas Conductoras y Conducidas £=0

120

= Oygr

110 -0y
@(-N .
. —e—{F
N AMEF|
100 &, S
N ‘-.
- N
20

7 T T T T T T T T T
a] 10 20 30 a0 50 a0 il 80 el 100 110
Numero de Dientes

Tension Nornal [MPa]
Pie del Diente
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Figura 3.1 Graficos Comparativos donde se representan los valores de las
tensiones obtenidas por el Método de los Elementos Finitos con el Modelo
Elaborado por (Quifiones, 2005), que toma en cuenta los Coeficientes de
Concentracion de Tensiones dados por (Dobrovolski, 1970) y los valores de
tensiones obtenidos para el MEF.

Se define como error relativo medio el valor modular de la razon de la diferencia
entre el valor patron a comparar y el valor comparado respecto al valor patron,
expresado en porciento. Para este analisis el valor patron sera la tension obtenida
por el MEF (omer) Yy los valores comparados seran: a) el valor de tension obtenido
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por el nuevo modelo (Quifiones, 2005) y el CCT obtenido en el mencionado
trabajo (oaver), Y b) el valor de tensién obtenido por el modelo de (Quifiones,
2005) y el CCT dado por (Dobrovolski, 1970) (0apbob). En la Tabla 3.1 se muestran
estos valores

Tabla 3.1. Valores comparativos promedio del error relativo medio entre los
obtenidos con los valores de tensiones obtenidos con la expresion (4) y los
obtenidos con el CCT de Dobrovolski, 1970

Tabla 3.1. Valores comparativos promedio del
error relativo medio entre los obtenidos con los
valores de tensiones obtenidos por (Quifiones,

2005) y los obtenidos con el CCT de (Dobrovolski,

1970)
Ruedas Conductoras | Ruedas Conducidas
Ffi:c(:);gn Y%ERra Mer | Y0Era DoB | Y0ERA MEF | Y0ERA DOB
0 3,48 6,60 3,48 6,60
0,2 3,32 6,54 4,22 6,22
0,5 3,13 6,81 6,79 7,43
0,8 3,12 6,99 19,60 16,89

3.1.5 Factor de Concentracion de Tensiones para dientes de evolvente de
perfil asimétrico.

En la literatura consultada no se reporta ningdn modelo ni procedimiento para
obtener el factor de concentracion de tensiones en el pie para dientes de
engranajes cilindricos de dientes de perfil asimétrico. El Unico intento fue
presentado por (Cardenas, 2012) pero lo que propuso fue calcular el factor de
concentracion de tensiones de estos engranajes por la ecuacién de Dolan —
Brogamer, extrapolacion ésta que no tiene sentido.
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3.2Aplicacion del Método de los Elementos Finitos en la Investigacion de
tensiones.
El Método de los Elementos Finitos constituye en si un Método Numérico para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales que modelan un problema
especifico. EI mismo se ha convertido hoy en dia en una potente arma para la
investigacion ya que permite resolver casos que hasta hace poco tiempo eran
practicamente imposibles de resolver por los métodos matematicos tradicionales.
Esta circunstancia obligaba a realizar prototipos, ensayarlos e ir realizando
mejoras de forma iterativa, o que traia consigo un elevado costo tanto econémico
como en tiempo de desarrollo. El Método de los Elementos Finitos permite realizar
un modelo matematico de céalculo del sistema real, mucho mas facil y econémico
que disefar, construir, probar y modificar un prototipo. Sin embargo, por su
esencia de ser un procedimiento matematico que discretiza funciones que en la
realidad son continuas, constituye en si un método aproximado de célculo. El
mismo es empleado en las mas variadas ramas de la ciencia desde la medicina
hasta la ingenieria, es utilizado tanto para determinar valores de fuerzas y
tensiones en diferentes piezas de maquinas y estructuras como para modelar
diferentes procesos de fabricacion. Los ordenadores han aportado el medio eficaz
de resolver la multitud de ecuaciones que se plantean en el Método de los
Elementos Finitos, cuyo desarrollo practico ha ido caminando parejo de las
innovaciones obtenidas en el campo de la arquitectura de los ordenadores. Entre
éstas, ademas de permitir la descentralizacion de los programas de Elementos
Finitos, ha contribuido a favorecer su uso a través de sofisticados paquetes
graficos que facilitan el modelado y la sintesis de resultados. Hoy en dia ya se
concibe la conexién inteligente entre las técnicas de analisis estructural, las
técnicas de disefio (CAD), y las técnicas de fabricacion. Los Fundamentos del
Método de los Elementos Finitos aparecen analizados en detalle en las
referencias (Armero and Glaser, 1997); (Calfem A.; 2002); (Chandrupatla and
Belengundu, 1997); (Felippa, 2001); (Onate, 1992); (Zienkiewics, 2000).
Muchos investigadores trabajan en esta linea general y han estudiado
cuidadosamente cuales son los modelos 6ptimos para las diferentes aplicaciones
determinando de esta forma que tipos de elementos a utilizar, caracteristicas de
las solicitaciones a que estaran sometidas etc., ellos basan sus trabajos en las
estimaciones de los errores donde proponen metodologias para los mismos, en
sus articulos: (Babuska and Rheinboldt, 1978); (Barthold, Schmidt and Stein,
1998); (Carvajal, 2003); (Gabalddn y Goicolea, 1999); (Ortiz and Quigley, 1991)
todos coinciden que los resultados a obtener estan determinados por la
correspondencia entre el modelo y el sistema real que se haya adoptado y con la
calidad que se resuelva el mismo siendo una obligatoriedad la convergencia de
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los casos a analizar. La misma puede lograrse de tres maneras: se puede
disminuir el tamafo de los elementos, refinamiento la malla, se puede aumentar el
grado del polinomio de interpolacién, o se pueden hacer simultaneamente las dos
cosas, Ademas, se puede realizar localmente, es decir mejorando la discretizacion
en aquellas zonas en las que se produce un mayor error. Los requisitos de
convergencia se plantean sobre la base de la siguiente fundamentacion: Si se
analiza un problema utilizando cada vez una malla mas fina de elementos, se
generard una secuencia de soluciones aproximadas. Es importante que tal
secuencia converja a la solucion exacta, es decir, que el error entre la solucion
aproximada y la exacta tienda a cero cuando el numero de elementos tienda a
infinito (0 su tamafo tienda a cero). Aunque en los problemas reales no puede
obtenerse un valor exacto del error de discretizacion, se ha demostrado
(Bhadeshia, 1998); (Enoki, Aoyama and Hirogaki, 2003); (Zienkiewics, 2000) que
existe una convergencia asintotica de la solucion del problema en funcion a los
paradmetros de "numero de grados de libertad”, o el "tamafio de los elementos".

3.3 Aplicacion del Método de los Elementos Finitos en la Investigacion de
las tensiones en el pie de los dientes de los engranajes de perfil asimétrico.

3.3.1 Modelo de Elementos Finitos para el calculo de las tensiones en el pie
en los dientes de perfil asimétrico..

En la Figura 3.2 se muestra el modelo de malla empleada para calcular las
tensiones en el pie de los engranajes cilindricos con asimetria ¢ = 1,5 (a = 20° en
el flanco de carga y a = 30° en el flanco de respaldo) al que serd colocada una
carga resultante entre la fuerza normal al diente y la fuerza de friccidbn cuya
magnitud e inclinacion depende precisamente del angulo de friccion) la misma se
aplicara en el punto mas critico de accion de la carga, la punta del diente central,
los restantes dos dientes estan presentes en el modelo para precisamente tomar
en cuenta la influencia de los dientes contiguos en las tensiones y deformaciones
de acuerdo con el Principio de Saint Venant. Con modelos similares a este para
diferentes numeros de dientes, coeficientes de friccion y de correccion se
realizaran los calculos de tensiones en el pie del diente por el MEF que seran
comparados con los valores obtenidos por el Modelo Matemético, para determinar
entonces el Coeficiente de Concentracién de Tensiones. Varios autores que han
trabajado en la modelacion de engranajes (Cotaquispe, 2004); (Velazquez, 2004)
asumen como Modelo Fisico del Diente cargado, aquella porcion del engranaje
donde soélo aparece un diente, seccionando el engranaje por los planos de
simetria que pasan por sus dos valles contiguos. Luego las condiciones de apoyo
0 restricciones que consideran los mencionados autores, no toman en cuenta que
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todavia en estas secciones existe la presencia de deformaciones para las cuales
los apoyos no deben ser rigidos sino elasticos, con el coeficiente de rigidez propio
para estas condiciones. Por otra parte, todavia en la zona de corte, existen
tensiones representativas provocadas por la accion de las fuerzas; de esta forma
existird influencia de las restricciones en los valores de tension en el pie del diente
gue estard muy proximo a la seccién de corte.

De igual forma se debe tener cuidado con el diametro del cubo (agujero central),
pues al colocar las restricciones respectivas, las tensiones y deformaciones que
estas producen pueden influir en los Estados Tensional y Deformacional, en otras
palabras afectan el valor de las tensiones en el pie del diente y por ende el
Coeficiente de Concentracion de Tensiones en el pie

En la Figura 3.2 se puede apreciar también la malla refinada en el pie buscando la
convergencia de las tensiones obtenidas por el MEF en esa zona.
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Figura 3.2 Modelo de Elementos Finitos para el calculo de las Tensiones en
engranajes cilindricos con dientes de perfil asimeétrico.
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3.3.2 Resultados obtenidos en el procesamiento por el Método de los

Elementos Finitos.

Se procesaron un total de 84 Modelos de ruedas por el Método de los Elementos
Finitos con diferentes combinaciones de numeros de dientes, coeficientes de
correccion y coeficientes de friccion, 42 para las ruedas conductoras y 42 para las
ruedas conducidas, con vistas al calculo del Coeficiente de Concentracion de
Tensiones kymer. Los resultados se dan en la Tabla 3.2

Tabla 3.2 Valores de k, obtenidos por el Método de los Elementos Finitos

Z=12
¢=-06 | £=-0,3 €=0 €=03 | £¢=0,6 &=1
ks (Dobrovolski) 0,94 1,09 1,24 1,39 1,54 1,74
ks, Asimétrica (conductoras), f=0 0,72786 | 0,93393 1,14 1,34607 | 1,55214 | 1,8269
ks, Asimétrica (conductoras), f=0,2 9,58786 | 9,79393 10 10,20607 | 10,41214 | 10,6869
ks, Asimétrica (conductoras), f=0,5 |[22,87786 |23,08393| 23,29 |23,49607 |23,70214 |23,9769
ks (Quifiones) 1,30872 | 1,34652 | 1,38432 | 1,42212 | 1,45992 |1,51032
ks Asimétrica (conducidas), f=0 65,662 65,761 65,86 65,959 66,058 66,19
ks Asimétrica (conducidas), f=0,2 45,182 45,281 45,38 45,479 45,578 45,71
ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 14,462 14,561 14,66 14,759 14,858 14,99
Z =15
=-0,6 =0,3 =0 €=03 | £¢=0,6 €=1
ks(Dobrovolski) 0,94 1,09 1,24 1,39 1,54 1,74
ks Asimétrica (conductoras), f=0 2,22786 | 2,43393 2,64 2,84607 | 3,05214 | 3,3269
ks Asimétrica (conductoras), f=0,2 |11,08786 | 11,29393 11,5 11,70607 | 11,91214 | 12,1869
ks Asimétrica (conductoras), f=0,5 |24,37786 | 24,58393 24,79 24,99607 | 25,20214 | 25,4769
ks (Quifiones) 1,36245 | 1,40025 | 1,43805 | 1,47585 | 1,51365 |1,56405
k, Asimétrica (conducidas), f=0 64,702 64,801 64,9 64,999 65,098 65,23
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ks Asimétrica (conducidas), f=0,2 44,222 44,321 44,42 44,519 44,618 44,75
ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 13,502 13,601 13,7 13,799 13,898 14,03
z=17

¢=-06 | £€=-0,3 ¢=0 €=03 | £€=0,6 &=1
ks(Dobrovolski) 0,94 1,09 1,24 1,39 1,54 1,74
ks Asimétrica (conductoras), f=0 3,22786 | 3,43393 3,64 3,84607 | 4,05214 | 4,3269
ks Asimétrica (conductoras), f=0,2 |12,08786 | 12,29393 12,5 12,70607 | 12,91214 | 13,1869
ks, Asimétrica (conductoras), f=0,5 |25,37786 |25,58393| 25,79 |25,99607 |26,20214 |26,4769
ks (Quifiones) 1,35459 | 1,39239 | 1,43019 | 1,46799 | 1,50579 |1,55619
ks, Asimétrica (conducidas), f=0 64,062 64,161 64,26 64,359 64,458 64,59
ks Asimétrica (conducidas), f=0,2 43,582 43,681 43,78 43,879 43,978 44,11
ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 12,862 12,961 13,06 13,159 13,258 13,39
z=20
ks(Dobrovolski) 0,94 1,09 1,24 1,39 1,54 1,74
k, Asimétrica (conductoras), f=0 4,72786 | 4,93393 5,14 5,34607 | 5,55214 | 5,8269
ks, Asimétrica (conductoras), f=0,2 |13,58786 | 13,79393 14 14,20607 | 14,41214 | 14,6869
ks, Asimétrica (conductoras), f=0,5 |30,42186 |30,62793| 30,834 |31,04007 |31,24614 |31,5209
ks (Quifiones) 1,3428 1,3806 1,4184 1,4562 1,494 1,5444
ks Asimétrica (conducidas), f=0 63,102 63,201 63,3 63,399 63,498 63,63
ks Asimétrica (conducidas), f=0,2 42,622 42,721 42,82 42,919 43,018 43,15
ks Asimétrica (conducidas), f=0,5 11,902 12,001 12,1 12,199 12,298 12,43
z=25
§=-0,6 §=-0,3 §=0 §=0,3 §=0,6 3
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CENFUECOS MecinicA
Kao(Dobrovolski) 1,01055 1,142775 1,275 1,407225 | 1,53945 | 1,71575
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 6,53 12,98 19,43 25,88 32,33 40,93
K, Asimétrica (conductoras), f=0,2 15,61 22,06 28,51 34,96 41,41 50,01
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 29,23 35,68 42,13 48,58 55,03 63,63
Ko (Quifiones) 1,32315 1,36095 1,39875 1,43655 1,47435 | 1,52475
K, Asimétrica (conducidas), f=0 54,155 55,115 56,075 57,035 57,995 59,275
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 36,275 37,235 38,195 39,155 40,115 41,395
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 9,455 10,415 11,375 12,335 13,295 14,575
Z=30
Ka(Dobrovolski) 1,10064 | 1,21032 1,32 1,42968 | 1,53936 | 1,6856
Ks Asimétrica (conductoras), f=0 4,78 11,23 17,68 24,13 30,58 39,18
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,2 13,86 20,31 26,76 33,21 39,66 48,26
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 27,48 33,93 40,38 46,83 53,28 61,88
Ks (Quifiones) 1,3035 1,3413 1,3791 1,4169 1,4547 1,5051
Ks Asimétrica (conducidas), f=0 53,93 54,89 55,85 56,81 57,77 59,05
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 36,05 37,01 37,97 38,93 39,89 41,17
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 9,23 10,19 11,15 12,11 13,07 14,35
Z=40

Ko(Dobrovolski) 1,1607 1,25535 1,35 1,44465 1,5393 1,6655
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 1,28 7,73 14,18 20,63 27,08 35,68
Ks Asimétrica (conductoras), f=0,2 10,36 16,81 23,26 29,71 36,16 44,76
Ks Asimétrica (conductoras), f=0,5 23,98 30,43 36,88 43,33 49,78 58,38
Ks (Quifiones) 1,2642 1,302 1,3398 1,3776 1,4154 1,4658
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 53,48 54,44 55,4 56,36 57,32 58,6
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 35,6 36,56 37,52 38,48 39,44 40,72
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 8,78 9,74 10,7 11,66 12,62 13,9
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Z=50
Ka(Dobrovolski) 1,22076 | 1,30038 1,38 1,45962 | 1,53924 | 1,6454
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 -2,22 4,23 10,68 17,13 23,58 32,18
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,2 6,86 13,31 19,76 26,21 32,66 41,26
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 20,48 26,93 33,38 39,83 46,28 54,88
Ko (Quifiones) 1,2249 1,2627 1,3005 1,3383 1,3761 1,4265
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 53,03 53,99 54,95 55,91 56,87 58,15
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 35,15 36,11 37,07 38,03 38,99 40,27
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 8,33 9,29 10,25 11,21 12,17 13,45

Z=70
Ka(Dobrovolski) 1,28082 1,34541 1,41 1,47459 1,53918 1,6253
Ks Asimétrica (conductoras), f=0 -9,22 -2,77 3,68 10,13 16,58 25,18
Ks Asimétrica (conductoras), f=0,2 -0,14 6,31 12,76 19,21 25,66 34,26
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 13,48 19,93 26,38 32,83 39,28 47,88
Ks (Quifiones) 1,1463 1,1841 1,2219 1,2597 1,2975 1,3479
Ks Asimétrica (conducidas), f=0 52,13 53,09 54,05 55,01 55,97 57,25
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 34,25 35,21 36,17 37,13 38,09 39,37
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 7,43 8,39 9,35 10,31 11,27 12,55

Z=100
Ko(Dobrovolski) 1,34088 1,39044 1,44 1,48956 1,53912 1,6052
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 -19,72 -13,27 -6,82 -0,37 6,08 14,68
Ks Asimétrica (conductoras), f=0,2 -10,64 -4,19 2,26 8,71 15,16 23,76
Ks Asimétrica (conductoras), f=0,5 2,98 9,43 15,88 22,33 28,78 37,38
Ks (Quifiones) 1,0284 1,0662 1,104 1,1418 1,1796 1,23
K, Asimétrica (conducidas), f=0 50,78 51,74 52,7 53,66 54,62 55,9
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 32,9 33,86 34,82 35,78 36,74 38,02
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z=120
§=-06 | §=03 | §¢=0 | §=03 | §=06 | §=1
Ko(Dobrovolski) 1,36 1,405 1,45 1,495 1,54 1,6
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 -0,36 3,21 6,78 10,35 13,92 18,68
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,2 1,36 4,93 8,5 12,07 15,64 20,4
K, Asimétrica (conductoras), f=0,5 3,94 7,51 11,08 14,65 18,22 22,98
Ko (Quifiones) 0,9498 | 0,9876 | 1,0254 | 1,0632 | 1,101 | 1,1514
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 32,52 37,71 429 48,09 53,28 60,2
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 10,78 15,97 21,16 26,35 31,54 38,46
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 -21,83 | -16,64 | -11,45 -6,26 -1,07 5,85
Z=150
Ko(Dobrovolski) 1,36 1,405 1,45 1,495 1,54 1,6
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 4,74 8,31 11,88 15,45 19,02 23,78
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,2 6,46 10,03 13,6 17,17 20,74 25,5
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 9,04 12,61 16,18 19,75 23,32 28,08
Ko (Quifiones) 0,8319 | 0,8697 | 0,9075 | 0,9453 | 0,9831 | 1,0335
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 38,52 43,71 48,9 54,09 59,28 66,2
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 16,78 21,97 27,16 32,35 37,54 44,46
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 -15,83 -10,64 -5,45 -0,26 4,93 11,85
Z=180
Ko(Dobrovolski) 1,36 1,405 1,45 1,495 1,54 1.6
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 9,84 13,41 16,98 20,55 24,12 28,88
K, Asimétrica (conductoras), f=0,2 11,56 15,13 18,7 22,27 25,84 30,6
K, Asimétrica (conductoras), f=0,5 14,14 17,71 21,28 24,85 28,42 33,18
Ko (Quifiones) 0,714 0,7518 | 0,7896 | 0,8274 | 0,8652 | 0,9156
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 44,52 49,71 54,9 60,09 65,28 72,2
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Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 22,78 27,97 33,16 38,35 | 43,54 | 50,46
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 -9,83 -4,64 0,55 5,74 10,93 17,85
z=200
Ko(Dobrovolski) 1,36 1,405 1,45 1,495 1,54 1,6
Ky Asimétrica (conductoras), f=0 13,24 16,81 20,38 23,95 27,52 32,28
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,2 14,96 18,53 22,1 25,67 29,24 34
Ky Asimétrica (conductoras), f=0,5 17,54 21,11 24,68 28,25 31,82 36,58
Ko (Quifiones) 0,6354 | 0,6732 | 0,711 | 0,7488 | 0,7866 | 0,837
Ky Asimétrica (conducidas), f=0 48,52 53,71 58,9 64,09 69,28 76,2
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,2 26,78 31,97 37,16 42,35 47,54 54,46
Ko Asimétrica (conducidas), f=0,5 -5,83 -0,64 4,55 9,74 14,93 21,85
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3.3.3 Correlaciones obtenidas entre el Coeficiente de Concentracion de
tensiones kgmer Y 10S nUmeros de dientes, los coeficientes de correccion y
los coeficientes de friccion para las ruedas conductoras y conducidas con
dientes asimétricos.

Con todos los valores de ks MEF obtenidos se realiz6 un andlisis de Regresién
Lineal Mdltiple tomando como variable dependiente el Factor de Concentracion de
Tensiones (ko MEF) calculado como el cociente entre la tensidn equivalente real
en el pie calculada por el MEF y la tension analitica calculada por el Modelo
Matematico elaborado sin tomar en cuenta el Coeficiente de Concentracion de
Tensiones, y como variables independientes el nimero de dientes (Z) y el
coeficiente de correccién (€) y por primera vez en la practica se introdujo en estos
andlisis el coeficiente de friccibn de gran importancia para los engranajes
asimétricos por la perspectiva que tienen estos engranajes en su empleo con
materiales plasticos. Para este Analisis se utilizd el Software Statgraphics,
obteniéndose las siguientes ecuaciones de correlacion.

e Paralas Ruedas Conductoras

Komer = -4,86068 + 0,686983-¢ + 44,365-f + 0,503511-Z Z<20
Komer = 28,1823 + 21,5112 + 45,4897 - 0,35484-Z , 20<Z<100
Komer = -13,6247 + 11,906-¢ + 8,61666-f + 0,175715-Z , Z>100

e Paralas Ruedas Conducidas
Komer = 69,7604 + 0,336424-¢ - 102,444f - 0,32641-Z , Z<20

Komer = 57,2701 + 3,20332-§ - 89,4337-f - 0,045383-Z , 20<Z<100

Komer = 18,9535 + 17,3758-¢ - 108,754-f + 0,286712-Z , £>100

3.3.4 Comparacion de los Resultados obtenidos con los valores del
Coeficiente de Concentracién de Tensiones para los dientes simétricos.

Con estas ecuaciones se obtuvieron los graficos comparativos dadas en las
Figuras 3.3 entre los coeficientes de concentracion de tensiones obtenidos por la
correlaciones dadas por (Dobrovolski, 1970) y (Quifiones, 2005) para los
engranajes cilindricos con dientes rectos simeétricos con vistas a poder sacar
algunas conclusiones acerca de las diferencias en los simétricos y asimétricos en
lo referente a la concentracion de tensiones en el pie.
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Figura 3.3 Comparacion entre los Coeficientes de Concentracién de Tensiones para
las ruedas de dientes simétricos y los obtenidos para las ruedas de dientes
asimétricos.
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3.4 Conclusiones Parciales del Capitulo .

1. De los resultados obtenidos se concluye en primer lugar que los
Coeficientes de Concentracion de Tensiones son mayores para las ruedas
de dientes asimétricos que para los simétricos, independientemente del
namero de dientes y del coeficiente de correccion, pues en el trabajo se
demuestra que la correspondencia entre Dobrovolski y Quifiones es muy
buena, pero estos dos autores hicieron sus analisis s6lo para dientes
simétricos. En todas las comparaciones realizadas para dientes asimétricos
los valores del CCT dan mayores.

2. En el trabajo no se pudo precisar si esta es una cualidad intrinseca de las
ruedas con dientes asimétricos o es una consecuencia de que los Software
de los Sistemas CAD no estan concebidos para dibujar ruedas con dientes
asimétricos y en el presente trabajo en primer lugar fue necesario crear un
procedimiento para dibujar estas ruedas el cual pudiera estar influenciando
en la forma de los dientes en el pie y dando como resultado Factores de
Concentracion de Tensiones Mayores.

3. De los graficos se concluye que el coeficiente de friccion influye
decisivamente en el Coeficiente de Concentracion de tensiones de las
ruedas con dientes asimeétricos. En las ruedas conducidas el incremento del
Coeficiente de Friccion disminuye el valor del Coeficiente de Concentracion
de Tensiones, y en las Conductoras lo aumenta. Esto parece una
conclusion valida pues la direccion de la fuerza resultante, al incorporar la
friccion es perjudicial en la rueda conductora y favorable en la conducida.
Realmente hay que tener en cuenta que se esta abordando un nuevo
concepto la incorporacion de la fuerza de friccibn en la magnitud de las
tensiones en el pie y las conclusiones que se obtengan en esta primea
experiencia para los asimétricos no se pueden considerar absolutas.

79



CONGLUSIONES

GENERALES




¢ b

CIiENFUEGOS MEecanicA

Conclusiones Generales

1. Se elaboré un nuevo Esquema de Andlisis y un nuevo Modelo Matemético
para el célculo de las tensiones volumétricas en el pie de los dientes de las
ruedas de engranajes de dientes rectos de evolvente de perfil asimétrico. En
este modelo se toman en cuenta las influencias favorables de la tension de
flexion y de la tension directa de compresion de la componente radial de la
carga sobre el diente. En las cargas se incorporo la fuerza de friccién sobre el
flanco, la cual influye de forma diferente en la rueda conductora y en la rueda
conducida. En las ecuaciones del Modelo se ha incorporado también el
coeficiente de correccién del dentado con el objetivo de poder evaluar su
influencia en el Factor de Forma de estos engranajes.

2. En el trabajo se aprecia que el coeficiente de friccion influye en el Coeficiente
de Concentracion de Tensiones de las ruedas con dientes asimétricos. En las
ruedas conducidas el incremento del Coeficiente de Friccidn disminuye el valor
del Coeficiente de Concentracibn de Tensiones, y en las Conductoras lo
aumenta, pero en ambos casos mucho mayores que para las ruedas
simétricas Esto parece una conclusion valida al valorar las tensiones, pues la
direccion de la fuerza resultante, al incorporar la friccion es perjudicial en la
rueda conductora y favorable en la conducida. Realmente hay que tener en
cuenta que se esta abordando un nuevo concepto la incorporacion de la
fuerza de friccion en la magnitud de las tensiones en el pie y en el Coeficiente
de Concentracion de Tensiones, con relacion a este ultimo las conclusiones
son dudosas y no se pueden considerar absolutas.

3. Se concluye que los Coeficientes de Concentracion de Tensiones son
mayores para las ruedas de dientes asimétricos que para los simétricos,
independientemente del nimero de dientes y del coeficiente de correccion,
pues en el trabajo se demuestra que la correspondencia entre Dobrovolski y
Quifiones es muy buena, pero estos dos autores hicieron sus analisis s6lo
para dientes simétricos. En todas las comparaciones realizadas para dientes
asimeétricos los valores del CCT dan mayores. En el trabajo no se pudo
precisar si esta es una cualidad intrinseca de las ruedas con dientes
asimétricos o es una consecuencia de que los Software de los Sistemas CAD
no estdn concebidos para dibujar ruedas con dientes asimétricos y en el
presente trabajo en primer lugar fue necesario crear un procedimiento para
dibujar estas ruedas el cual pudiera estar influenciando en la forma de los
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dientes en el pie y dando como resultado Factores de Concentracion de
Tensiones mayores, por una razon hasta ahora desconocida.
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Recomendaciones

1. Se recomienda en primer lugar continuar profundizando en la bibliografia y
en los Softwares Profesionales para dibujar engranajes en lo referente a los
procedimientos existentes para dibujar ruedas de dientes asimétricos, para
esclarecer si este particular esta influyendo o no en los resultados
obtenidos en el trabajo.

2. Consideramos interesante dibujar los perfiles corregidos para un mismo
namero de diente uno encima del otro para poder establecer la influencia
geométrica de la correccidn en las ruedas con dientes asimétricos con
diferentes coeficientes de asimetria.

3. Elaborar el Contorno de Bloqueo para las ruedas de dientes asimétricos
para definir claramente el Campo de Existencia de la correccion en estas
ruedas.
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