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Resumen 
 

En el Trabajo se profundiza en los Métodos descritos en la literatura para resolver 

Sistemas Hiperestáticos Complejos compuestos por núcleo, rayos y llanta: se verifica 

que el método más adecuado para resolver este tipo de Sistema es el Teorema del 

Trabajo Mínimo.  

En el Trabajo se aplica el Segundo Teorema de Castigliano o Teorema del Trabajo 

Mínimo para resolver cualquier volante con rayos rectos, independientemente del 

número de rayos, para determinar las fuerzas internas en la llanta y en los rayos. Se 

calculan las tensiones que surgen en la llanta aplicando las ecuaciones para el cálculo 

de las tensiones en barras curvas, ya que cualquier tramo de la llanta constituye una 

barra curva y las tensiones en los rayos que constituye un elemento a tracción. El 

volante analizado se modeló utilizando el software ANSYS 13.0 y los resultados 

coinciden con bastante aproximación con los obtenidos por las ecuaciones analíticas 

deducidas. 

En el Trabajo se aplica también el Teorema del Trabajo Mínimo para resolver cualquier 

volante con rayos curvos, con determinada geometría de los rayos e 

independientemente también del número de rayos, se determinan  las fuerzas internas 

en la llanta y en los rayos en este sistema mucho más complejo. Se calculan las 

tensiones que surgen en la llanta aplicando las ecuaciones para el cálculo de las 

tensiones en barras curvas, ya que cualquier tramo de la llanta constituye una barra 

curva y las tensiones en los rayos que constituye un elemento en este caso a tracción y 

a flexión. El volante analizado se modeló también por el Método de los Elementos 

Finitos utilizando el software INVENTOR obteniéndose una concordancia satisfactoria 

con los obtenidos por las ecuaciones analíticas deducidas. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Índice 

 

Introducción ___________________________________________ 16 

Capítulo I. Métodos de Solución de Sistemas Hiperestáticos 

complejos. ____________________________________________ 20 

1.1 Introducción al capítulo I _________________________________________ 20 

1.2 Teorema del Trabajo Mínimo. _____________________________________ 20 

1.3 Solución de un Sistema Hiperestático Complejo mediante el Segundo 

Teorema de Castigliano o Teorema del Trabajo Mínimo. __________________ 22 

1.4 Solución de un Sistema Hiperestático Complejo mediante el Método de la 

Superposición de Esquemas, para el cálculo de las fuerzas sobre los rayos. _ 24 

1.4.1 Esquema de Análisis para el Cálculo. _____________________________ 24 

1.4.2 Cálculo del desplazamiento radial del cubo por la acción de la presión del 

ajuste por interferencia. _____________________________________________ 25 

1.4.3 Cálculo del desplazamiento radial del cubo por la acción de las fuerzas 

concentradas que surgen en los rayos. _________________________________ 26 

1.4.4 Demostración del cálculo del desplazamiento en los rayos. ____________ 27 

1.4.5 Cálculo del desplazamiento en la llanta. ___________________________ 27 

Para la llanta el esquema de análisis es el de un anillo cargado en su plano como el 

de  la Figura 1.6. __________________________________________________ 27 

1.4.6 Aplicación del Principio de la Superposición para el cálculo de la fuerza 

interna P en los rayos. ______________________________________________ 28 

1.4.7 Cálculo de las tensiones y evaluación de la resistencia del rayo. ________ 28 

1.4.8 Cálculo de las tensiones y evaluación de la resistencia de la llanta. ______ 29 

Conclusiones del Capítulo I. _____________________________ 31 

Capítulo II. Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo al cálculo de 

las fuerzas internas y tensiones en un volante con rayos rectos. 33 

2.1 Introducción al capítulo II _________________________________________ 33 



 

 

2.2 Demostración de las ecuaciones de cálculo de un volante con rayos rectos.

 _________________________________________________________________ 33 

2.2.1 Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo. ________________________ 34 

2.3 Cálculos realizados para un volante de rayos rectos. __________________ 40 

2.3.1 Área de la sección transversal de la llanta Ao (m
2). ___________________ 40 

2.3.2 Velocidad angular w (rad/s). _____________________________________ 40 

2.3.3 Fuerza de inercia en cualquier parte de la llanta, q (kN/m). _____________ 40 

2.3.4 Momento de inercia centroidal en la sección de la llanta Io (m
4). _________ 40 

2.3.5 Cálculo de las funciones f1(α) y f2(α). Ec. (2. 18) y Ec. (2. 19). ____________ 40 

2.3.6 Área de la sección transversal del rayo A1 (m2), volante de sección 

rectangular. ______________________________________________________ 41 

2.3.7 Fuerza interna del rayo, Nr (kN) . _________________________________ 41 

2.3.8 Momento flector en la sección transversal de la llanta, M0 (kN-m). _______ 41 

2.3.9 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta, N0 (kN). ___________ 41 

2.3.10 Fuerza interna N y Momento flector M que actúan en una sección cualquiera 

de la llanta N (kN) y M (kN-m). _______________________________________ 42 

2.3.11 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). _ 42 

2.3.12 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta rectangular, con radio primitivo Rp. ____________________ 42 

2.3.13 Cálculo de la tensión resultante en la llanta σ (MPa). ________________ 43 

2.3.14 Cálculos realizados para determinar la tensión resultante en el rayo. ____ 44 

2.3.15 La tensión en una sección cualquiera del rayo σ1 (MPa). ______________ 44 

2.4 Resultados numéricos de la aplicación. _____________________________ 44 

2.4.1 Comportamiento de la fuerza N, el momento flector M y la tensión σ en la 

llanta. ___________________________________________________________ 45 

2.5 Modelación del Estado Tensional del volante de rayos rectos por el Método 

de Elementos Finitos. _______________________________________________ 46 

Fig. 2.7 Tensiones por la 4ta Teoría de Resistencia de Hubber-Von Mises-

Hencky en la llanta. _________________________________________________ 48 

Conclusiones del Capítulo II. _____________________________ 51 



 

 

Capítulo III. Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo al cálculo de 

las fuerzas internas y tensiones en un volante con rayos curvos.53 

3.1 Introducción al capítulo III ________________________________________ 53 

3.2 Demostración de las ecuaciones de cálculo de un volante con rayos curvos.

 _________________________________________________________________ 53 

3.3 Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo. _________________________ 54 

3.4 Cálculos realizados para un volante de rayos curvos. _________________ 63 

3.4.1 Área de la sección transversal de la llanta Ao (m
2). ___________________ 63 

3.4.3 Fuerza de inercia en cualquier parte de la llanta, q (kN/m). _____________ 63 

3.4.4 Momento de inercia centroidal en la sección de la llanta Io (m
4). _________ 63 

3.4.5 Cálculo de las funciones f1(α)y f2(α). α=0.523 m2. ______________________ 63 

3.4.6 Área de la sección transversal del rayo A1 (m2), volante de sección 

rectangular. ______________________________________________________ 64 

3.4.7 Fuerza interna del rayo, Nr (kN) . _________________________________ 64 

3.4.8 Momento flector en la sección transversal de la llanta, extremo izquierdo, M0 

(kN-m). _________________________________________________________ 64 

3.4.9 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta, extremo izquierdo, N0 

(kN).____________________________________________________________ 64 

3.4.10 Fuerza interna N y Momento flector M que actúan en el extremo izquierdo de 

la llanta N (kN) y M (kN-m). __________________________________________ 65 

3.4.11 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). _ 65 

3.4.12 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta como rectangular con radio primitivo Rp. ________________ 66 

3.4.13 Cálculo de la tensión resultante en la llanta por el extremo izquierdo σ 

(MPa). __________________________________________________________ 66 

3.4.14 Momento flector en la sección transversal de la llanta, extremo derecho, M0’ 

(kN-m). _________________________________________________________ 67 

3.4.15 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta extremo derecho, N0’ 

(kN).____________________________________________________________ 67 



 

 

3.4.16 Fuerza interna N’ y Momento flector M’ que actúan en el extremo derecho de 

la llanta N (kN) y M (kN-m). __________________________________________ 67 

3.4.17 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). _ 68 

3.4.18 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta como rectangular con radio primitivo Rp. ________________ 68 

3.4.19 Cálculo de la tensión resultante en la llanta por el extremo derecho σ (Mpa).

 _______________________________________________________________ 68 

3.4.20 Cálculo de la tensión resultante en el rayo. ________________________ 69 

3.4.21 La fuerza en cualquier parte del rayo es: __________________________ 69 

3.4.22 Momento flector en cualquier parte del rayo. _______________________ 70 

3.4.23 Comportamiento de la tensión σ en la llanta. _______________________ 71 

3.4.24 Comportamiento de la tensión en el rayo σ1. _______________________ 72 

3.4 Modelación del Estado Tensional del volante de rayos curvos por el Método 

de Elementos Finitos. _______________________________________________ 72 

Conclusiones del Capítulo III. ____________________________ 76 

Conclusiones Generales: ________________________________ 78 

Recomendaciones ______________________________________ 80 

Bibliografía ____________________________________________ 82 

Anexos _______________________________________________ 85 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Introducción 

16 

 

Introducción 

 
En la literatura de Ingeniería Mecánica en general no se aportan esquemas de Análisis 

ni ecuaciones para el cálculo de las fuerzas internas y las tensiones en la llanta y en los 

rayos de los Elementos de Máquinas compuestos por una llanta, como regla de sección 

rectangular y determinado número de rayos que conectan la llanta con el cubo. 

Estos Elementos, como son: volantes, poleas, engranes, etc. se dimensionan sobre la 

base de recomendaciones sobre sus  proporciones que aparecen en los Atlas de 

Diseño de Máquinas (Reshetov, 1976);  (Kurmaz, 1999) En la literatura propia de 

Diseño de Elementos de Máquinas (Birger, 1966); (Dobrovolski, 1970); (Reshetov, 

1985); (Iusilievich, 1988), (Ivanov, 1991); (Shigley, 2001) sólo se ofrecen algunas 

recomendaciones acerca de los diámetros interior de la llanta y exterior del cubo y 

algunas recomendaciones para las dimensiones de los rayos. 

Estas insuficiencias de los Esquemas de Análisis de este tipo de elemento se han 

asimilado históricamente través del controvertido factor de seguridad, encargado de 

llevar sobre su espalda todas las imprecisiones e incertidumbres de los cálculos o 

simplemente con el sobreconsumo de metal, ya que las proporciones y dimensiones 

típicas de ll literatura como regla implican factores de seguridad excesivos. 

En la literatura especializada de Mecánica de Materiales (Pisarenko, 1989) se dan 

algunos Esquemas de Análisis y sus Soluciones para sistemas Hiperestáticos con esa 

configuración pero siempre se hace necesario combinar las diferentes cargas sobre el 

Sistema por el Principio de la Superposición.  

En la literatura de Mecánica de Materiales Avanzada (Goytisolo, 2000), (Solecki y 

Conant, 2003) se aborda el Teorema del Trabajo Mínimo como un método para 

enfrentar Esquemas con estas características. El tutor del presente trabajo ha utilizado 

este esquema en la solución de algunos problemas prácticos concreto (Rios, 1990). 

(Goytisolo, 2006); (Goytisolo, 2008),  

El surgimiento y desarrollo de la Mecánica de la Fractura en los últimos 40 años, ha 

proporcionado un nuevo enfoque de la Mecánica de los Materiales y del Diseño y una 

necesidad de perfeccionar los Esquemas de Análisis. La aplicación de la Metodología 
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de Gestión de Vida obliga a realizar cálculos exactos de tensiones con el propósito  de 

pronosticar con adecuada exactitud la vida del elemento de máquina o estructura. 

Problema Científico:   
No existe en la literatura una metodología de cálculo para volantes de rayos rectos ni 

curvos que permita determinar las tensiones en sus distintas partes.   

  

Hipótesis: 

Es posible desarrollar una metodología de cálculo partiendo de los conceptos 

energéticos como el Teorema de Castigliano que permita obtener las tensiones en 

cualquier parte de un volante de rayos rectos o curvos. 

 

Objetivo general: 

Desarrollar una metodología de cálculo para la determinación de las tensiones en 

volantes de rayos rectos y curvos para la validación de los resultados por el método de 

elementos Finitos. 

Estos antecedentes han motivado la realización del presente trabajo cuyos:  

Objetivos Específicos son: 

1. Investigar en la literatura los diferentes procedimientos y métodos utilizados para 

solucionar Sistemas Hiperestáticos Complejos, como lo constituye el  cálculo de 

las fuerzas internas y las tensiones en la llanta y en los rayos de los elementos 

de máquinas compuestos por una llanta, como regla de sección rectangular y 

determinado número de rayos que conectan la llanta con el cubo, los cuales 

pueden tener diferentes secciones y configuraciones. 

2. Profundizar específicamente en el Segundo Teorema de Castigliano o Teorema 

del Trabajo Mínimo y su aplicación a este tipo de Elemento de Máquina. 

3. Aplicar dicho Teorema al cálculo de las fuerzas internas de volantes con 

diferentes números de rayos, secciones de los rayos y configuración rectilínea y 

curvilínea y comparar los resultados analíticos obtenidos con los obtenidos 

mediante la aplicación del Método de los Elementos Finitos. 
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Capítulo I. Métodos de Solución de Sistemas Hiperestáticos 

complejos. 

1.1 Introducción al capítulo I 
 

Este capítulo tiene como objetivo realizar un estudio sobre el teorema del trabajo 

mínimo para la solución de sistemas hiperestáticos complejos tales cómo volantes  

llantas y poleas de rayos con diferentes configuraciones.  

 
1.2 Teorema del Trabajo Mínimo. 
 

Consideremos un sistema sobre el cual actúa el sistema de carga exteriores P j, 

compuesto por las cargas P1, P2, P3, … , Pm y las reacciones de apoyo X1, X2, X3, … , 

Xn. Si se cumple la Ley de Hooke y el Principio de Superposición se pueden hallar las 

reacciones de apoyo partiendo del Teorema de Castigliano. 

 

Fig. 1

P1

P2

P3

Pm

P3

P1

P2

Pm

X1

X2

X3

a) b)  

Figura 1.1 Sistema Isostático y su Sistema Equivalente. 
 

En la Figura.1 b) se muestra el sistema de cargas y reacciones de apoyo 

correspondientes al sistema isostático de la Fig. 1.1 a). La energía potencial de 

deformación que se acumula en el sólido será una función del sistema de cargas 

exteriores Pj y de las reacciones de apoyo Xi, de manera que: 

 mn PPPPXXXXfU ,,,,,,,,, 321321                  (1.1) 
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Como se conoce de antemano que los desplazamientos en las direcciones 

correspondientes a las reacciones de apoyo son iguales a cero, se puede plantear lo 

siguiente: 

  

  

   0
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,,,,,,,,,,
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             (1.2) 

El sistema de ecuaciones (1.2) permite determinar las reacciones de apoyo X1, X2… Xn. 

Desde el punto de vista matemático las condiciones (1.2) representan las condiciones 

de extremo de la función U. Las segundas derivadas deciden si se trata de un máximo o 

un mínimo.  

Es fácil demostrar que las segundas derivadas siempre son positivas, o sea, que se 

trata de los mínimos de la función U. Cada uno de los términos 
ix

U




 de las ecuaciones 

(1.2) representa el desplazamiento en la dirección i, o sea: 

i
i

X

U




                  (1.3) 

Pero el desplazamiento i se puede expresar en función del desplazamiento provocado 

por una fuerza unitaria colocada en la posición de Xi, o sea: 

iiii X                   (1.4) 

Y si derivamos ahora i con respecto a la fuerza Xi tendremos que: 

ii

ii

i

x

U

x














2

2

                (1.5) 

Pero ii representa el desplazamiento en la dirección de la fuerza Xi provocado por una 

fuerza unitaria colocada en esa propia dirección y dicho desplazamiento siempre es 
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positivo; lo que demuestra el signo positivo de la segunda derivada y la condición de 

mínimo de la energía potencial de deformación de las expresiones (1.2). 

Se concluye en definitiva que: En los sistemas isostáticos o hiperestáticos las 

reacciones en los apoyos toman tales valores que garantizan que la energía potencial 

de deformación del sistema tenga un valor mínimo. Este teorema es conocido como 

Teorema del Trabajo Mínimo porque en vez de la energía potencial se puede hablar del 

trabajo de las fuerzas exteriores numéricamente igual a esta. Del mismo se desprende 

que al añadir a un sistema ligaduras suplementarias, las reacciones en estas se 

redistribuyen de manera que la energía potencial de deformación del sistema siempre 

disminuye. El Teorema del Trabajo Mínimo también es conocido como Segundo 

Teorema de Castigliano o también Teorema de Menabrea.  

1.3 Solución de un Sistema Hiperestático Complejo mediante el 

Segundo Teorema de Castigliano o Teorema del Trabajo Mínimo. 

 

Se verá a continuación un ejemplo de aplicación del Segundo Teorema de Castigliano o 

Teorema del Trabajo Mínimo para solucionar un sistema hiperestático de cierta 

complejidad. 

Se pretende calcular el valor de la fuerza normal de tracción que se origina en la barra 

vertical de rigidez  E1 A1 del  sistema hiperestático mostrado en la Figura 1.2 a). 

Fig. 2

E2, Ix2, A2, G2

E1, A1

a)

b)

l2

l1

P

N1

N1

P

P

Qyz

Mxz

z

z

 

Figura 1.2 Sistema Hiperestático Simple. 
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La barra 1 está soportando tracción y la barra 2 flexión transversal, o sea, cortante y 

flexión. La energía potencial de deformación del sistema será: 

      1NzQyzMx UUUU          (1.6) 

 

O sea: 
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Y como en la dirección de N1 sobre el apoyo el desplazamiento es cero. 
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Para una sección z cualquiera en la barra 2 (Figura 1.2 b). 

    zPNM zx  1   y 
 

z
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M zx
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     (1.9) 

  1NPQ zy    y 
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Q zy
              (1.10) 

Sustituyendo (1.9) y (1.10) en (1.8) y simplificando: 
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Efectuando: 
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        (1.13) 

1.4 Solución de un Sistema Hiperestático Complejo mediante el 

Método de la Superposición de Esquemas, para el cálculo de las 

fuerzas sobre los rayos. 

 
1.4.1 Esquema de Análisis para el Cálculo. 
 

Se trata de un Rolo de Apoyo de un Horno de Cemento, compuesto por tres elementos: 

La llanta, los rayos y el cubo el cual será prensado a su árbol. ¿Qué fuerzas internas y 

que tensiones surgen durante el proceso de prensado en los diferentes elementos 

integrantes? Producto del ajuste prensado en el rolo se originan fuerzas internas en el 

cubo, en los rayos y en la llanta. Para el análisis y cálculo de dichas fuerzas se adoptará 

el esquema de análisis mostrado en la Figura 1.3. 

 

 

 

 

 

                                                                             Figura 1.3 Esquema de análisis para el cálculo de       

las  fuerzas internas en los elementos. 

Las fuerzas internas que se origina en los tres elementos se determinan mediante un 

sistema de ecuaciones que se obtiene vinculando las expresiones de desplazamiento 

para cada elemento por separado. 

El esquema de análisis del cubo corresponde con la superposición de un cilindro de 

pared gruesa que está solicitado a una presión interior Pa, como se muestra en la 

Figura 1.4 a), que se superpone con un  anillo cargado en su plano con fuerzas 

concentradas dirigidas hacia el centro ver Figura 1.4 b). 

Fig. 29. Esquema de análisis 

para el cálculo de las 

fuerzas producto del 

Pa 
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Figura 1.4 Esquema de análisis del cubo y de la llanta. 

1.4.2 Cálculo del desplazamiento radial del cubo por la acción de la presión del 

ajuste por interferencia. 

 

La expresión para el cálculo del desplazamiento radial cuando el tubo de pared gruesa 

(cubo) está sometido a presión interior es: 

22

22

22

22

1

  1  1

ab

PP

r

ba

E
r

ab

bPaP

E
u baba












                                                   (1.14) 

Dónde: 

 - Coeficiente de Poisson. 

E - Módulo de elasticidad. 

Pa - Presión interior. 

Pb - Presión exterior. 

r - Radio para el cual se analizan los desplazamientos. 

Como los desplazamientos  se analizan para la periferia del cubo r = b y la presión 

exterior Pb = 0 debido a que este elemento está sometido a cargas concentradas por la 

presencia de los rayos, la expresión anterior se simplificará. 

La presión interior Pa, depende de la interferencia del ajuste que se selecciones para el 

prensado y se calcula por la expresión: 
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d

Pa


                                                                                           (1.15) 

Dónde: 

 - Interferencia del ajuste en mm. 

d - Diámetro nomina 

Cuando no se conoce la interferencia real bajo la cual se realizó el ajuste el cálculo se 

realiza para la interferencia máxima. 

1.4.3 Cálculo del desplazamiento radial del cubo por la acción de las fuerzas 

concentradas que surgen en los rayos. 

 

Para calcular el desplazamiento cuando el cubo está sometido a fuerzas concentradas 

dirigidas hacia el centro el desplazamiento se puede calcular por la expresión dada por 

(Pisarenko, 1989) en la página 379 cuya  expresión es la siguiente: 















 sensenIE
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cx

cos12

  4

 

 

3

2                                                                            (1.16) 

Dónde: 

R - Radio del cubo. 

Ixc - Momento de inercia de la sección del cubo. 

P- Fuerza que origina la interferencia. 

Aplicando el principio de superposición el desplazamiento en el cubo se calcula como: 

21 uuu                                                                                                          (1.17) 

Sustituyendo en (1.17) las expresiones (1.14) y (1.16) se obtiene la ecuación del 

desplazamiento total en el cubo: 
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1.4.4 Demostración del cálculo del desplazamiento en los rayos.  

 

El rayo se considera como un elemento a dos fuerzas que está sometido a compresión 

el esquema de análisis se muestra en la Figura 1.5. 

Figura 1.5 Esquema de análisis del rayo 

La ecuación que se utiliza para calcular el desplazamiento radial es la siguiente, que no 

es más que la Ley de Hooke.  

s

r

AE

lP
l




                                                                                                     (1.19) 

lr – Longitud radial del rayo. 

As – Área de la sección del rayo. 

Los valores de lr y As son conocidos, el desplazamiento queda en función de ellos. 

1.4.5 Cálculo del desplazamiento en la llanta.  

 

Para la llanta el esquema de análisis es el de un anillo cargado en su plano como el de  

la Figura 1.6. 

 

Figura 1.6 Esquema de Análisis de la llanta. 
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El desplazamiento radial del punto de aplicación de la fuerza dirigida desde el centro es 

según (Pisarenko, 1989) página 379 es: 
































1

4

2

2

1

2 2

3 sen

senJE

RP
                                                                  (1.20) 

R – Radio de la llanta. 

J – Momento de inercia de la sección de la llanta. 

El radio de la llanta y el momento de inercia también varían en dependencia del tipo de 

rolo por lo que el desplazamiento queda en función de ellos. 

1.4.6 Aplicación del Principio de la Superposición para el cálculo de la fuerza 

interna P en los rayos. 

 

Aplicando el principio de composición de los desplazamientos se llega a que la 

expresión que vincula los desplazamientos de la llanta, los rayos y el cubo: 

 ul                                                                                                     (1.21) 

Sustituyendo los valores de u,  l y   en esta expresión se puede despejar el valor de la 

cargas P para un rolo de dimensiones dadas. 

1.4.7 Cálculo de las tensiones y evaluación de la resistencia del rayo.    

 

El rayo es un elemento que está sometido a compresión solamente, las tensiones 

normales se determinan: 

s

c
A

P
                                                                                                          (1.22) 

Dónde:  

P- Fuerza aplicada  

As – Área de la sección del rayo 

 adc    

 
n

f

ad


                                                                                                       (1.23) 
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Dónde: 

f  - Límite de fluencia del material. 

n - Factor de seguridad para cargas estáticas. 

1.4.8 Cálculo de las tensiones y evaluación de la resistencia de la llanta.  

 

Considerando el esquema de análisis propuesto para el cálculo de las tensiones y 

esfuerzos en la llanta, producto del ajuste por interferencia, la misma está sometida al 

efecto de  tensiones de tracción, de flexión y tangenciales. 

La tensión normal resultante será: 

flextracres                                                                                                (1.24) 

 
nI

yM

A

N f

adm

xo

res


 


 max                                                                      (1.25) 

La tangencial: 

 
nA

Q f

adm

o


 

2

3
max                                                                                  (1.26) 

ff   6.0  

Los valores de N, M y Q se determinan por las expresiones siguientes:  




cos
2





sen

P
N                                                                                         (1.27) 




sen
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P
Q 




2
                                                                                        (1.28) 
















 1cos

2 sen

RP
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Dónde:  

R- Radio del centroide de la llanta. 
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Es necesario conocer para qué ángulo  el valor de las  tensiones normales es máximo. 
























1cos

2tan2 sen

RPP
res                                                                    (1.30) 

Derivando respecto a  e igualando a cero se obtienen los extremos de la función. 

0
2













sen

senRPres                                                                                (1.31) 

Se obtiene que para  = 0 la primera derivada es cero por tanto  = 0 es un extremo de 

la función, para determinar si es máximo o mínimo se calcula la segunda derivada. 









sen

RPres cos

22

2




                                                                                  (1.32) 

La segunda derivada es negativa, por tanto es un máximo y las tensiones normales 

resultantes son máximas para  = 0. 

Para el cálculo de las tensiones tangenciales también es necesario conocer para qué 

valor de  son máximas. 

Aplicando el mismo procedimiento anterior. 

La primera derivada es: 

0
cos

2










sen

P
                                                                                          (1.33) 

Se obtiene que para  = /2 la primera derivada es 0 por tanto en   = /2 la función 

tiene un extremo; calculando la segunda derivada. 









sen

senP


22

2

                                                                                              (1.34) 

Se obtiene que es negativa por tanto  =  /2 es un máximo y las tensiones 

tangenciales serán máximas en  =  /2. 

Como  varía entre 0     las tensiones tangenciales serán máximas para  =  . 
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 Conclusiones del Capítulo I. 

 

1. En la literatura consultada sólo se describen dos métodos de solución de 

sistemas hiperestáticos de elementos compuestos por núcleo, rayos y llanta, 

estos métodos son: 

 El Método del Trabajo Mínimo o Segundo Teorema de Castigliano. 

 El Método de Superposición de soluciones obtenidas para carga por 

separado de manuales o de diferentes esquemas de análisis. 

2. En el capítulo se describen ambos métodos con ejemplos concretos, donde se 

aprecian las ventajas y desventajas de cada uno. 

3. Indudablemente que el Método del trabajo Mínimo es el Método ideal para la 

solución de este tipo de Sistema Hiperestático. 

4. En el presente trabajo se aspira a aplicar el Teorema del Trabajo Mínimo y 

validar los resultados obtenidos por un tercer posible método: El Método de los 

Elementos Finitos. 
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Capítulo II. Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo al 

cálculo de las fuerzas internas y tensiones en un volante con 

rayos rectos. 

2.1 Introducción al capítulo II 

Emplear el Teorema del Trabajo Mínimo, permitirá desarrollar una metodología de 

cálculo en la que se pueda determinar las fuerzas internas y tensiones en un volante 

con rayos rectos. 

2.2 Demostración de las ecuaciones de cálculo de un volante con 

rayos rectos.  

Se considerará en este epígrafe un volante compuesto por la llanta de masa por unidad 

de longitud q (kg/m) y dimensiones en la sección transversal caracterizadas por Ao, Io y 

n rayos de masa por unidad de longitud q1 (kg/m) y área de la sección transversal A1 

que gira a una velocidad angular constante  tal como se muestra en la Fig. 2.1 a). 

 

Fig. 2.1 Volante con rayos rectos. 

La carga que soporta el volante son las fuerzas de inercia uniformemente distribuida 

provocada por la masa distribuida de la llanta  y la aceleración normal provocada por el 

giro del volante con  = cte.,  qi y las fuerzas de inercia que se originan en los rayos. 

Por simetría en la secciones A y B no existen tensiones tangenciales, o sea, fuerzas 

internas de cortante. Solo existen fuerzas normales No y los momentos flectores Mo. 



Capítulo II 

34 

 

Analicemos el tramo de llanta limitado por las secciones A y B que abarcan un ángulo 

n







2
2 , donde n es el número de rayos. 

2.2.1 Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo. 

Sobre el tramo de llanta actúa la fuerza de inercia qi, No, Mo y la fuerza que ejerce el 

rayo sobre la llanta Nr (Fig. 2.1 b). La fuerza de inercia qi es igual a: 

 

pni Rqaqq  2                                                         Ec. (2.1) 

 

La sumatoria de fuerzas en la dirección del eje y-y es igual a cero. 

0cos22
0

2

0  


 dRRqNsenNF ppry            Ec. (2.2) 

022
0

22

0 


 senRqNsenN pr  




sen

N
RqN r

p



2

22

0        Ec. (2.3) 

 

Para hallar las ecuaciones complementarias necesarias para determinar las fuerzas No, 

Mo y Nr se aplica el Teorema del Trabajo Mínimo. O sea: 

0
0






N

U
 y 0

0






M

U
      Ec. (2.4) 

 

Ya que los desplazamientos en estas direcciones son cero. 

Para ello se necesita hallar la energía potencial de deformación del sistema, y para ello 

se precisa determinar las fuerzas internas que surgen en una sección cualquiera de la 

llanta y del rayo en función de q, No, Mo, Nr y . 

 

En la Fig. 2.2 se muestran las fuerzas internas N y Mf que actúan en una sección s 

cualquiera de la llanta. Aplicaremos las ecuaciones de equilibrio para el tramo separado 

0 nF   y 00 M  para hallar las expresiones de N y Mf. 



Capítulo II 

35 

 

Fig. 4
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Fig. 2.2 Sección de un tramo de la llanta. 
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La fuerza interna N1 en una sección cualquiera del rayo se obtiene del equilibrio del 

rayo (Fig. 2.3).  

 

Fig. 2.3 Esquema de análisis del rayo. 
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La energía potencial de deformación del tramo analizado, se calcula por: 

102 UUU          Ec. (2.11) 

 









 

0 0

2

0 0

2

0
22 AE

dRN

IE

dRM
U

pp
      Ec. (2.12) 







R

AE

drN
U

0 1

2
1

1
2

        Ec. (2.13) 

Sustituyendo (2.6) y (2.8) en (2.12), la ecuación (2.10) en (2.13) y las expresiones 

obtenidas en (2.11), se obtiene que: 
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Hallando las derivadas: 
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Y simultaneando las ecuaciones obtenidas con la ecuación (2.3) se obtiene finalmente 

que: 
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El signo negativo (-) indica que el momento M0 es contrario. 
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Dónde: 
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Los valores de las funciones f1() y f2() para diferentes números de rayos se dan 

en la Tabla 2.1. 

Tabla 2.1. Valores de f1() y f2() 

n 3 4 5 6 7 8 


o 120 90 72 60 52 45 

2 1,047 0,785 0,628 0,524 0,449 0,393 

f1 () 0,493 0,643 0,799 0,957 1,115 1,274 

f2 () 0,01594 0,00608 0,00298 0,00168 0,00104 0,00069 

     
n

o 360
  Ángulo entre rayos 

La tensión de tracción en una sección cualquiera  de la llanta (Fig. 2.2) se halla por la 

expresión de la tensión en barras curvas (Ecuación de Winkler - Bach). 
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Donde N se calcula por la expresión (2.6). O sea: 











2
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Para M, teniendo en cuenta que en el cálculo de barras curvas el momento flector es 

positivo cuando cierra la curvatura, se calcula por la expresión (2.8) invirtiendo el 

sentido de los momentos, o sea: 
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Y Mo, Nr y N se hallan por las expresiones (2.15), (2.16) y (2.17), (tomando Mo positivo). 

O sea: 
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Para un volante de sección rectangular (Fig. 2.4) 
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Fig. 2.4 Sección transversal de la llanta del volante. 

Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). 
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Área de la sección transversal de la llanta o el rayo.  

hbA          Ec. (2. 25) 

Parámetro  geométrico de la sección de la llanta.
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La tensión en una sección cualquiera del rayo. 
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Fuerza interna en cualquier parte del rayo. 
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Fuerza de inercia en cualquier parte de la llanta o el rayo.                                                         
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2.3 Cálculos realizados para un volante de rayos rectos. 

 2.3.1 Área de la sección transversal de la llanta Ao (m2). 

2

0 0615,0100,0615,0 mhbA 
                                   

 Ec. (2. 25)
 

 
b- Ancho de la llanta (m). 

h- Espesor de la llanta (m).
 

  2.3.2 Velocidad angular w (rad/s). 
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                                                                          Ec. (2. 30)
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nr=243 rpm. 

 Durante el giro de la polea a una velocidad angular w se produce una fuerza de 

inercia qi distribuida uniformemente a lo largo de todo el perímetro de la llanta. 

 

  2.3.3 Fuerza de inercia en cualquier parte de la llanta, q (kN/m). 

m
kN

m
kg

Aq ac 4797.07.4790615,078000             Ec. (2. 29) 

 
ρc- densidad del acero kg/m3. 
 
 2.3.4 Momento de inercia centroidal en la sección de la llanta Io (m

4). 

433
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b- Ancho de la llanta (m). 

h- Espesor de la llanta (m). 

 
  2.3.5 Cálculo de las funciones f1(α) y f2(α). Ec. (2. 18) y Ec. (2. 19). 
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 2.3.6 Área de la sección transversal del rayo A1 (m2), volante de sección 

rectangular.  

2

1 0615,0100,0615,0 mlbA                                                         Ec. (2. 25) 

b- Ancho del rayo (m). 

 l- Espesor del rayo (m).  

 

2.3.7 Fuerza interna del rayo, Nr (kN) .  
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2.3.8 Momento flector en la sección transversal de la llanta, M0 (kN-m). 
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2.3.9 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta, N0 (kN). 
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2.3.10 Fuerza interna N y Momento flector M que actúan en una sección 

cualquiera de la llanta N (kN) y M (kN-m). 
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 El cálculo de la fuerza N y Momento flector M que actúan en una sección 

cualquiera de la llanta se calcula para un ángulo de inclinación de 30o donde se 

encuentra la mayor tensión y momento flector.  

 A continuación se muestran los valores que pude tomar la fuerza N y Momento 

flector M respecto a la variación del ángulo  que actúa en una sección cualquiera 

de la llanta.  

             Tabla 2.2. Valores de N y M respecto a la variación del ángulo .    

φ (grado) N  (kN) M   (kN-m) 

0 124,09 -1,75 

5 124,28 -1,60 

10 124,88 -1,16 

15 125,87 -0,43 

20 127,24 0,56 

25 128,99 1,78 

30 131,10 3,22 

 

2.3.11 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). 

mmm
h

cy 050,050
2

100

2
max 

                                       
 Ec. (2.24) 

 
2.3.12 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta rectangular, con radio primitivo Rp. 
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2.3.13 Cálculo de la tensión resultante en la llanta σ (MPa).  
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 La tensión resultante en la llanta se calculará tomando los mayores valores de la 

acción  de la fuerza normal N y el momento flector M. 

 

O sea:   

  

 
MpamkN 14,53,5137

05,0755,000147,0

05,0
1

0615,0755,0

22,3

0615,0

10,131
















 

 A continuación se muestran los valores que puede tomar la tensión σ  respecto a 

una variación del ángulo  en la llanta, es una sección cualquiera m-n, es una 

barra curva sometida a la acción  de una fuerza normal N y un momento flector M 

que también varían respecto al ángulo . 

                          Tabla 2.3. Valores de σ respecto a la variación del ángulo . 

φ (grado) N  (kN) M   (kN-m) σ (MPa) 
0 124,09 -1,75 0,38 

5 124,28 -1,60 0,52 

10 124,88 -1,16 0,95 

15 125,87 -0,43 1,64 

20 127,24 0,56 2,59 

25 128,99 1,78 3,76 

30 131,10 3,22 5,14 
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2.3.14 Cálculos realizados para determinar la tensión resultante en el rayo. 

 

2.3.15 La tensión en una sección cualquiera del rayo σ1 (MPa). 
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      Ec. (2. 28) 

  kNN 22,122213,0705,0
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4,254797,0
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Y: 

l

lA
q ac
 1

1                                                                     Ec. (2. 29) 

acAq  11

 
mkNmkgq /4797,0/7,47978000615,01   

 

Entonces: 

MPamkN
A

N
99,13,1987

0615,0

22,122

1

1
1   

 La expresión para el cálculo de A1 depende de la forma geométrica de la sección 

del rayo. 

 

2.4 Resultados numéricos de la aplicación. 

Los mayores resultados obtenidos para la llanta son: 

Fuerza interna en la llanta N (kN): 131,10 kN. 

Momento flector M (kN-m): 3,22 kN-m. 

Tensión en el rayo σ1 (MPa): 5,14 MPa. 
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2.4.1 Comportamiento de la fuerza N, el momento flector M y la tensión σ en la 
llanta.  
 

 
 

Gráfica 1. Comportamiento de la fuerza N según la variación del ángulo φ. 
  
 
 

 
 

                Gráfica 2. Comportamiento del momento flector M según la variación del ángulo φ. 

 

 

 
 

       Gráfica 3. Comportamiento de la tensión σ en la llanta, según la variación del                                                   
ángulo φ, la fuerza N y el momento flector M. 
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2.5 Modelación del Estado Tensional del volante de rayos rectos por 
el Método de Elementos Finitos. 
 

Para la presentación de los resultados de Modelación por  Elementos Finitos, se utilizó 

el Software INVENTOR. El valor de la tensión equivalente se calculó por la 4ta 

Hipótesis de Huber-Von Mises-Hencky y de esta forma se obtuvo el valor de la tensión 

real en cualquier sección de la llanta y el rayo. En la Figura 2.9 se muestra el cuadro de 

tensiones y de forma exagerada las deformaciones que sufre el volante durante el giro. 

 

 
Fig.2.3  Esquema del volante de rayos rectos. 

 

Se presenta primeramente un modelo del volante en tres dimensiones realizadas en el 

software inventor 2012. Para este estudio se emplea un material ofrecido en la 

biblioteca del mismo software. Sus propiedades se muestran a continuación: 
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Fig.2.4 Propiedades del material utilizado en el análisis. 

 

Otros de los aspectos que se toman en cuenta es la ubicación de las restricciones, que 

para este caso se ubican en el centro del volante donde se acoplaría con el eje, al igual 

que la fuerza angular y la dirección a la que van a trabajar dichos elementos. A 

continuación se muestra una figura donde se puede apreciar el valor introducido para 

este caso. 

 

 

Fig.2.5 Valor y ubicación de la velocidad angular introducida. 
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Para el análisis del Modelo Físico, se utiliza un análisis Lineal - Elástico para materiales 

Isotrópicos. En este estudio también se introduce el tipo de mallado con elementos 

curvos debido a las superficies redondeadas presentes en el modelo del cuerpo en 3D. 

El Mallado Sólido que se muestra no posee gran complejidad, por lo que solo se utiliza 

un mapeado en las superficies donde existen transiciones en la geometría. Para esto se 

emplean elementos 3D tetraédricos.  

  

Fig. 2.6 Representación del mallado de la geometría. 

 

Para representar los resultados de Modelación por  el método de los Elementos Finitos 

se muestra en la figura 2.7 el valor de la tensión equivalente brindadas por el software 

que se refiere a la 4ta Hipótesis de Huber-Von Mises-Hencky. De esta forma se obtiene 

un valor de tensión real en la zona por la teoría más exacta para el cálculo de 

tensiones; donde se toman en cuenta las concentraciones de tensiones reales. 

 

       Fig. 2.7 Tensiones por la 4ta Teoría de Resistencia de Hubber-Von Mises-Hencky en la 

llanta. 
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Como se puede apreciar la tensión resultante en la llanta varía desde 0,838 a 4,798 

MPa, muy cercanas a las obtenidas en los cálculos analíticos que oscilan 0,38 a 5,14 

MPa. 

 

Fig. 2.8 Tensiones del rayo.  

Para el caso del rayo los resultados que ofrece el software son los que se muestran en 

la figura. 2.8. Como se puede apreciar los valores se encuentran en el orden de 1,12 a 

2,719 MPa, también cercanos a los obtenidos por el método de cálculo analítico donde 

se obtuvo una tensión de 1,99 MPa .  

 

A continuación se muestra una vista completa del modelo donde se puede apreciar las 

posibles deformaciones de forma exagerada. 
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Fig. 2.9 Distribución de las tensiones en una llanta con rayos rectos. 

 

Según el Modelo Matemático elaborado la tensión a un ángulo de 25o da σ = 3.76 MPa 

y para un ángulo de 30o da σ = 5,14 MPa. El Método de los Elementos Finitos da una 

tensión σ en el punto más crítico donde existe la mayor concentración de tensiones de  

σ = 4,532 MPa a un ángulo de aproximadamente 25o, ya que los 30o son en el centro 

del rayo. La tensión por el Método de los Elementos Finitos da un poco mayor, debido a 

la concentración de tensiones que si la contempla este Método. 

En el caso del rayo la tensión obtenida por el Modelo elaborado da σ1 = 1,99 MPa, la 

tensión en el centro de la sección del rayo da σ1 = 1,945 MPa, pero en los laterales da 

σ1 = 3.945 MPa. 
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Conclusiones del Capítulo II. 

 

1. El Teorema del Trabajo Mínimo puede ser aplicado para la solución de Sistemas 

hiperestáticos Complejos del tipo llanta - rayos – cubo y se obtienen ecuaciones 

no muy complejas que permiten obtener las fuerzas internas y tensiones en 

cualquier sección de la llanta y el rayo. 

2. Se calcularon las fuerzas internas y tensiones en diferentes secciones de la 

llanta y en los rayos, para un volante con rayos rectos de determinadas 

dimensiones, de acero y con determinada velocidad de giro obteniéndose 

resultados muy lógicos. 

3. Ese mismo volante de ese mismo material, con las mismas dimensiones y la 

misma velocidad de giro se modeló por el Método de los Elementos Finitos con el 

Software Inventor, obteniéndose una concordancia muy satisfactoria en 

comparación con el Modelo Analítico Elaborado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Capítulo III 

53 

 

Capítulo III. Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo al 

cálculo de las fuerzas internas y tensiones en un volante con 

rayos curvos. 

3.1 Introducción al capítulo III 

Emplear el Teorema del Trabajo Mínimo, permitirá desarrollar una metodología de 

cálculo en la que se pueda determinar las fuerzas internas y tensiones en un volante 

con rayos curvos. 

3.2 Demostración de las ecuaciones de cálculo de un volante con 

rayos curvos.  

Se considerará en este epígrafe un volante compuesto por la llanta de masa por unidad 

de longitud q (kg/m) y dimensiones en la sección transversal caracterizadas por Ao, Io y 

n rayos de masa por unidad de longitud q1 (kg/m) y área de la sección transversal A1 

que gira a una velocidad angular constante  tal como se muestra en la Fig. 3.1 a). 

  

a) b) 

 

Fig. 3.1 Esquema de análisis del volante de rayos curvos. 

La carga que soporta el volante son las fuerzas de inercia uniformemente distribuida 

provocada por la masa distribuida de la llanta  y la aceleración normal provocada por el 

giro del volante con  = cte.,  qi y las fuerzas de inercia que se originan en los rayos. 
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Por simetría en la secciones A y B no existen tensiones tangenciales, o sea, fuerzas 

internas de cortante. Solo existen fuerzas normales No y los momentos flectores Mo. 

Analicemos el tramo de llanta limitado por las secciones A y B que abarcan un ángulo 

n







2
2 , donde n es el número de rayos. 

3.3 Aplicación del Teorema del Trabajo Mínimo. 

Sobre el tramo de llanta actúa la fuerza de inercia qi, No, Mo y la fuerza que ejerce el 

rayo sobre la llanta Nr (Fig. 3.1 b). La fuerza de inercia qi es igual a: 

pni Rqaqq  2
  

La sumatoria de fuerzas en la dirección del eje x-x es igual a cero. 
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La sumatoria de fuerzas en la dirección del eje y-y es igual a cero. 
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La sumatoria de momento en el punto A es igual a cero. 
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Para hallar las ecuaciones complementarias necesarias para determinar las fuerzas No, 

Mo y Nr se aplica el Teorema del Trabajo Mínimo. O sea: 

0
0






N

U
 y 0

0






M

U
      Ec. (3.4) 

Ya que los desplazamientos en estas direcciones son cero. 

Para ello se necesita hallar la energía potencial de deformación del sistema, y para ello 

se precisa determinar las fuerzas internas que surgen en una sección cualquiera de la 

llanta y del rayo en función de q, No, Mo, No
!, Mo

!, Nr, Mr y . 

En la Fig. 3.5 se muestran las fuerzas internas N y Mf que actúan en una sección s 

cualquiera de la llanta. Aplicaremos las ecuaciones de equilibrio para el tramo separado 

0 nF   y 00 M  para hallar las expresiones de N y Mf. 

 

                                      Fig. 3.2 Tramo del lado izquierdo de la llanta, para hallar las fuerzas internas 

en cualquier parte de esta sección. 
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Fig.3.3 Tramo del lado derecho de la llanta, para hallar las fuerzas internas en cualquier parte de 

esta sección. 

  

Realizando un análisis análogo al realizado anteriormente pero en este cado por la 

derecha se obtienen las siguiente ecuaciones 
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 RqsenRNMM     Ec. (3.8) 

 

Para la determinación de las fuerzas internas en el rayo es necesario realizar un 

análisis geométrico que permita conocer a través de parámetros medibles o conocidos 
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a (R, r), y otros parámetros que definan la geometría y que se quedan empleados en los 

cálculos son (ψ, ρ1). 

 

Fig.3.4 Esquema de Análisis del rayo curvo. 
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Por tanto podemos plantear las siguientes ecuaciones 
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La fuerza interna N1 en una sección cualquiera del rayo se obtiene del equilibrio del 

rayo (Fig. 3.5).  
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Fig. 3.5 Fuerza interna Nr en una sección cualquiera del rayo. 

 

La sumatoria de fuerzas en la dirección del eje y-y es igual a cero. 
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La sumatoria de momento en el punto C es igual a cero. 
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 rRqNNMM rr    Ec. (3.12) 

En la Fig. 3.6 se muestran las fuerzas internas N y M que actúan en una sección s 

cualquiera del rayo, lo que permitirá conocer los valores de estas fuerzas a través de 

todo el largo del rayo. Aplicando las ecuaciones de equilibrio para el tramo separado 

0 nF  y 00 M  para hallar las expresiones de N1 y M1. 

 

 

Fig. 3.6 Fuerza de tracción y momento flector en el rayo. 

 

La sumatoria de fuerzas en la dirección del eje n-n es igual a cero. 
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La sumatoria de momento en el punto 0  es igual a cero. 
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La energía potencial de deformación del tramo analizado, se calcula por: 
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Sustituyendo (3.5) y (3.6) en (3.16), la ecuación (3.23) en (3.17) y las expresiones 

obtenidas en (3.15), se obtiene que: 
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Hallando las derivadas: 
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Y simultaneando las ecuaciones obtenidas con la ecuación (3.6) se obtiene finalmente 

que: 

  




6

66 322
senNwRqNR

M
pp

o


                          Ec. (3.20)

 
 



Capítulo III 

62 

 

      

   



sen

sensenwRq
N

p

o





cos

cos222

                                Ec. (3.21) 

 

 

  




6

66
'

322
senNwRqNR

M
pp

o


                               Ec. (3.22)

 
 
 

      

   



sen

sensenwRq
N

p

o





cos

cos2
'

22

                                 Ec. (3.23)

 
 



















2
4

2

1
1

222

11


 senNwqM                                         Ec. (3.24)

 

 

   


sec
2

cos
2

1
2

22

11 







 wRRqN ie                                         Ec. (3.25)

 

 

La tensión de tracción en una sección cualquiera  de la llanta (Fig. 3.2) se halla por la 

expresión de la tensión en barras curvas (Ecuación de Winkler - Bach). 
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Para un volante de sección rectangular (Fig. 3.7) 

 

 
 

Fig. 3.7 Sección transversal del volante. 

 

Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). 
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3.4 Cálculos realizados para un volante de rayos curvos. 

3.4.1 Área de la sección transversal de la llanta Ao (m2). 

2
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 Ec. (3. 26)
 

 
b- Ancho de la llanta (m). 

h- Espesor de la llanta (m).
 

 
  3.4.2 Velocidad angular w (rad/s) 
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nr=243 rpm. 

 Durante el giro de la polea a una velocidad angular w se produce una fuerza de 

inercia qi distribuida uniformemente a lo largo de todo el perímetro de la llanta. 

 
3.4.3 Fuerza de inercia en cualquier parte de la llanta, q (kN/m). 

m
kN

m
kg

Aq ac 4797.07.4790615,078000             Ec. (3. 28) 

 
ρc- densidad del acero kg/m3. 
 
3.4.4 Momento de inercia centroidal en la sección de la llanta Io (m

4). 
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b- Ancho de la llanta (m). 

h- Espesor de la llanta (m). 

 

 3.4.5 Cálculo de las funciones f1(α)y f2(α). α=0.523 m2. 
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3.4.6 Área de la sección transversal del rayo A1 (m2), volante de sección 

rectangular.  

2

1 0615,0100,0615,0 mlbA                                                         Ec. (3. 31) 

b- Ancho del rayo (m) 

 l- Espesor del rayo (m).  

 

3.4.7 Fuerza interna del rayo, Nr (kN) .  
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3.4.8 Momento flector en la sección transversal de la llanta, extremo izquierdo, M0 

(kN-m). 
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3.4.9 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta, extremo izquierdo, N0 

(kN). 
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3.4.10 Fuerza interna N y Momento flector M que actúan en el extremo izquierdo 

de la llanta N (kN) y M (kN-m). 
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 El cálculo de la fuerza N y Momento flector M que actúan en una sección 

cualquiera de la llanta se calcula para un ángulo de inclinación de 30o donde se 

encuentra la mayor tensión y momento flector.  

 A continuación se muestran los valores que pude tomar la fuerza N y Momento 

flector M respecto a la variación del ángulo .  

             Tabla 3.1. Valores de N y M respecto a la variación del ángulo .    

φ (grado) N  (kN) M (kN-m) 

0 57,04 1,82 

5 67,70 2,09 

10 78,61 2,95 

15 90,03 4,40 

20 102,25 6,44 

25 115,64 7,25 

30 130,63 7,92 

 

3.4.11 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). 
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3.4.12 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta como rectangular con radio primitivo Rp. 
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3.4.13 Cálculo de la tensión resultante en la llanta por el extremo izquierdo σ 

(MPa).  
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 La tensión resultante en la llanta se calculará tomando los mayores valores de la 

acción  de la fuerza normal N y el momento flector M. 
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 A continuación se muestran los valores que puede tomar la tensión σ  respecto a 

una variación del ángulo  en la llanta, es una sección cualquiera m-n, es una 

barra curva sometida a la acción  de una fuerza normal N y un momento flector M 

que también varían respecto al ángulo . 

                          Tabla 3.2. Valores de σ respecto a la variación del ángulo . 

φ (grado) N  (kN) M (kN-m) σ (MPa) 

0 57,04 1,82 2,63 

5 67,70 2,09 0,06 

10 78,61 2,95 1,04 

15 90,03 4,40 2,58 

20 102,25 6,44 4,68 

25 115,64 7,25 5,65 

30 130,63 7,92 6,52 
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3.4.14 Momento flector en la sección transversal de la llanta, extremo derecho, M0’ 

(kN-m). 
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3.4.15 Fuerza normal en la sección transversal de la llanta extremo derecho, N0’ 

(kN). 
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3.4.16 Fuerza interna N’ y Momento flector M’ que actúan en el extremo derecho 

de la llanta N (kN) y M (kN-m). 
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 El cálculo de la fuerza N’ y Momento flector M’ que actúan en una sección 

cualquiera de la llanta se calcula para un ángulo de inclinación de 30o donde se 

encuentra la mayor tensión y momento flector.  

 A continuación se muestran los valores que pude tomar la fuerza N’ y Momento 

flector M’ respecto a la variación del ángulo  .  
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Tabla 3.3 Valores de N y M respecto a la variación del ángulo . 

φ (grado) N’  (kN) M’  (kN-m) 

0 64,17 1,73 

5 76,16 1,84 

10 88,44 2,18 

15 101,28 2,76 

20 115,03 3,58 

25 130,09 4,63 

30 146,96 5,92 

 

3.4.17 Distancia del plano centroidal al borde más alejado de la llanta Ymáx (m). 

mmm
h

cy 050,050
2

100

2
max 

      
 Ec. (3.44)

 
                               

3.4.18 Parámetro  geométrico z (m) de la sección que se calculará considerando la 

sección de la llanta como rectangular con radio primitivo Rp. 
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3.4.19 Cálculo de la tensión resultante en la llanta por el extremo derecho σ (MPa).  
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 La tensión resultante en la llanta se calculará tomando los mayores valores de la 

acción  de la fuerza normal N y el momento flector M. 
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 A continuación se muestran los valores que puede tomar la tensión σ  respecto a 

una variación del ángulo  en la llanta, es una barra curva sometida a la acción  

de una fuerza normal N’ y un momento flector M’ que también varían respecto al 

ángulo . 

                          Tabla 3.4. Valores de σ respecto a la variación del ángulo . 

φ (grado) N’  (kN) M’  (kN-m) σ' (MPa) 
0 64,17 1,73 2,66 

5 76,16 1,84 2,96 

10 88,44 2,18 3,48 

15 101,28 2,76 4,23 

20 115,03 3,58 5,21 

25 130,09 4,63 6,44 

30 146,96 5,92 7,92 

  
3.4.20 Cálculo de la tensión resultante en el rayo. 
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Dónde: 

3.4.21 La fuerza en cualquier parte del rayo es: 
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Los cálculos se realizan con ϴ=30o 

3.4.22 Momento flector en cualquier parte del rayo. 
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Los cálculos se realizan con ϴ=30o 
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 A continuación se muestran los valores que puede tomar la tensión σ  respecto a 

una variación del ángulo ϴ en el rayo, sometida a la acción  de una fuerza normal 

Nrayo y un momento flector Mrayo que también varían respecto al ángulo ϴ. 

                      Tabla 3.5. Valores de σ respecto a la variación del ángulo ϴ.
 

ϴ (grado) Nrayo  (kN) Mrayo(kN-m) σ' (Mpa) 
0 71,30 1,12 2,21 

5 84,63 1,13 2,43 

10 98,28 1,14 2,66 

15 112,57 2,59 4,25 

20 127,86 4,63 6,40 

22,98 137,62 6,13 7,96 

  

 

3.4.23 Comportamiento de la tensión σ en la llanta.  

 
 

Gráfica 1. Comportamiento de la tensión σ según la variación del ángulo φ  

 
 

 
 

Gráfica 2. Comportamiento de la tensión σ’ según la variación del ángulo φ 
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3.4.24 Comportamiento de la tensión en el rayo σ1. 
 

 

 
                    Gráfica 3. Comportamiento de la tensión en el rayo σ1, según la variación del ángulo φ. 

 

3.4 Modelación del Estado Tensional del volante de rayos curvos por 

el Método de Elementos Finitos. 

Para la presentación de los resultados de Modelación por  Elementos Finitos, se utilizó 

el Software INVENTOR el valor de la tensión equivalente se calculó por la 4ta Hipótesis 

de Huber-Von Mises-Hencky y de esta forma se obtuvo el valor de la tensión real en 

cualquier sección de la llanta y el rayo. En la Figura 3.12 se muestra el cuadro de 

tensiones y de forma exagerada las deformaciones que sufre el volante durante el giro. 

En este caso las tensiones por el Método Analítico dan ligeramente mayores. 
 

Para el caso de los rayos curvos se procede análogamente a los rayos rectos. 

Primeramente se crea un modelo al que se le aplican las mismas restricciones y valores 

de velocidad angular. Para este caso se emplearon las mismas dimensiones que el 

anterior de forma que ambos se puedan comparar.  
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Fig. 3.8 Valor y ubicación de la velocidad angular introducida. 

Para realizar el análisis del Modelo Físico, se emplea un análisis Lineal - Elástico para 

materiales Isotrópicos. En este caso se utiliza también un mallado con elementos 

curvos debido a las superficies redondeadas presentes en el modelo del cuerpo en 3D. 

El Mallado Sólido que se muestra no posee gran complejidad, por lo que solo se utiliza 

un mapeado en las superficies donde existen transiciones en la geometría. Para este 

caso se emplean elementos 3D tetraédricos similares al caso de volantes con rayos 

rectos. 

  
 

Fig. 3.9 Representación del mallado de la geometría. 

 
La presentación de los resultados de Modelación por el método de los Elementos 

Finitos se muestran en la figura 3.10 el valor de la tensión equivalente brindadas por el 

software son referidas a la 4ta Hipótesis de Huber-Von Mises-Hencky, con este método 

se consideran las concentraciones de tensiones reales producidas durante el 

funcionamiento del volante. 
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Fig. 3.10 Tensiones por la 4ta Teoría de Resistencia de Hubber-Von Mises-Hencky en la llanta. 

Como se puede apreciar la tensión resultante en la llanta varía desde 0,864 a 5,448 

MPa, cercanas a las obtenidas en los cálculos analíticos que oscilan 0,38 a 5,14 MPa. 

De la figura anterior al igual que los resultados obtenidos en los cálculos analíticos las 

tensiones no siguen la misma distribución en ambos extremos para la rueda con rayos 

curvos. 

El comportamiento de las tensiones para el caso del rayo se muestra en la figura 

siguiente: 

 
Fig. 3.11 Tensiones en el rayo.  

Se puede apreciar que los valores se encuentran en el orden de 0,532 a 4,267 MPa, los 

valores obtenidos por el método de cálculo analítico que oscilan entre 2,21 a 7,96 MPa. 
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Una vista completa del modelo se representa a continuación, donde las posibles 

deformaciones  se muestran de forma exagerada. 

 
 
 

 
 

Fig. 3.12 Distribución de las tensiones en una llanta con rayos curvos. 
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Conclusiones del Capítulo III. 

 

1. El Teorema del Trabajo Mínimo puede ser aplicado para la solución de Sistemas 

hiperestáticos Complejos del tipo llanta - rayos – cubo y se obtienen ecuaciones 

no muy complejas que permiten obtener las fuerzas internas y tensiones en 

cualquier sección de la llanta y el rayo. 

2. Se calcularon las fuerzas internas y tensiones en diferentes secciones de la 

llanta y en los rayos, para un volante con rayos curvos de determinadas 

dimensiones, de acero y con determinada velocidad de giro obteniéndose 

resultados muy lógicos. 

3. Ese mismo volante de ese mismo material, con las mismas dimensiones y la 

misma velocidad de giro se modeló por el Método de los Elementos Finitos con el 

Software Inventor, obteniéndose una concordancia muy satisfactoria en 

comparación con el Modelo Analítico Elaborado. 
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Conclusiones Generales: 

1. El Teorema del Trabajo Mínimo puede ser aplicado para la solución de Sistemas 

hiperestáticos Complejos del tipo llanta - rayos – cubo y se obtienen ecuaciones 

no muy complejas que permiten obtener las fuerzas internas y tensiones en 

cualquier sección de la llanta y el rayo lo mismo para rayos rectos como para 

rayos curvos. 

2. El Teorema puede ser utilizado para otros tipos de elementos con rayos como 

son poleas y engranajes. 

3. La Modelación por Elementos Finitos  arrojó resultados satisfactorios las 

pequeñas diferencias se deben a la presencia de los concentradores de 

tensiones. 

4. Hay que añadir que se puede combinar el Teorema del trabajo Mínimo con el 

Método de la Superposición de cargas para Sistemas Hiperestáticos mucho mas 

complejos. 
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Recomendaciones  

 

1. Se recomienda continuar la investigación con otro tipo de elementos con 

rayos como son: poleas, engranes, motores hidráulicos de pistones 

axiales, etc. 

2. Emplear El Teorema del Trabajo Mínimo a los cálculos de los elementos 

de máquinas como son: poleas, engranes, volantes y otros. 

3. Emplear esta metodología de cálculo para realizar el diseño de estos 

elementos de máquinas. 
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Anexos 

 

 
 

Anexo1. Dimensiones del volante de inercia de rayos rectos. 

 

 

 

 
 

Anexo2 Propiedades del material usado obtenido por el Software Inventor 2012. 
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Anexo3. Aplicación y sentido de la velocidad angular. 
 
 
 

 
 

Anexo4. Representación de las tensiones. 
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Anexo5. Representación del desplazamiento o deformación del volante. 

 

 

 

 
 

Anexo6. Dimensiones del volante de inercia de rayos curvos. 
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Anexo7. Aplicación y sentido de la velocidad angular. 

 

 
 

Anexo8. Representación de las tensiones. 
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Anexo9. Representación del desplazamiento o deformación del volante. 


