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Resumen 

Resumen 

Al surgir la Empresa Mixta “Cementos Cienfuegos S.A.” la parte extranjera decide  rehabilitar 

una de las tres líneas y como la tendencia mundial en la producción de “clinker” es al empleo de 

lo que se conoce como Proceso Seco, se propone aplicar  esta tecnología. Se escogió la Línea 

No. 3 se montó un nuevo horno capaz de emplear como combustible carbón de piedra (coke), 

petróleo o una mezcla de estos y se instaló un torre precalcinadora de “clinker”, tal como lo 

requería la nueva tecnología la cual emplea para la circulación de los gases un ventilador de 

grandes dimensiones conocido como  “Ventilador de Gases Calientes”. La misma comenzó a 

operar en Noviembre del 2004 y en el mes de Mayo del 2008 se produjo la fractura por fatiga 

del árbol del ventilador con la consecuente detención de la Línea No. 3 y con pérdidas 

millonarias. El Colectivo de Mecánica Aplicada de la Universidad de Cienfuegos evaluó la 

Fractura e inició el trabajo de rediseño del árbol para su fabricación en México y al mismo 

tiempo propuso una variante para la Recuperación del mismo. Las dos alternativas fueron 

evaluadas simultáneamente en el trabajo (Rohary Padilla Rodríguez, 2008) de manera que 

si se lograba la fabricación en un tiempo relativamente breve se utilizaría la primera alternativa, 

pero si la fabricación se retrasaba extremadamente no quedaría otra alternativa que montar la 

segunda alternativa. En el mencionado trabajo se abordaron las acciones y los cálculos que 

fueron necesarios realizar para cumplimentar ambas alternativas. El rediseño del árbol y su 

fabricación en México fue la alternativa que se aplicó ya que ambas soluciones se concluyeron 

pero simultáneamente el árbol recuperado quedó como repuesto. En todo el proceso de 

rediseño y recuperación del árbol se planteó la preocupación de qué influencia podían tener los 

cambios propuestos en la rigidez del árbol durante su rediseño y durante la recuperación en los 

desplazamientos del mismo y por lo tanto en la velocidad crítica tratándose de un árbol de tanta 

importancia. Identificada esta. En el presente trabajo se describen los métodos de cálculo de la 

velocidad crítica en árboles y se aplican diferentes variantes en el cálculo de esta en el 

Ventilador de Gases Calientes llegándose a la conclusión que no existen problemas con 

ninguna de las variantes analizadas. 
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Introducción 

La velocidad crítica en los árboles es proporcional a su rigidez, o sea, a mayor rigidez 

(mayor diámetro, mayor módulo de elasticidad, menor distancia entre apoyos) mayor 

frecuencia natural de vibración del mismo. La velocidad crítica es precisamente aquella 

velocidad de giro que coincide con la frecuencia natural de vibración del sistema árbol y 

los elementos colocados sobre él. Si la velocidad de giro coincide con la frecuencia 

natural de vibración ocurre entonces el fenómeno conocido como resonancia y la flecha 

del árbol aumente ininterrumpidamente provocándose vibraciones intensas e incluso 

puede ocurrir la fractura del árbol. En (Dobrovolski, 1975) como en otras fuentes de 

Elementos de Máquinas  se da una ecuación muy simple para calcular la velocidad 

crítica, donde esta se expresa como inversamente proporcional a la flecha estática 

máxima del árbol, no se especifica, ni se recomienda ningún método para calcular dicha 

flecha. Esa ecuación es muy simple pero parece muy arriesgado calcular un parámetro 

tan importante para un árbol, como lo es la velocidad crítica con una ecuación tan 

sencilla y solo dependiente de la flecha estática máxima. Esta ecuación se demuestra 

en  demostración que se reproduce en el presente trabajo, pero la misma se obtiene 

para un árbol de rigidez constante y con un rotor simple colocado en su centro y no se 

toma en cuenta el peso propio del árbol. En  se da una expresión similar pero un poco 

más sofisticada, donde la velocidad crítica se expresa también como inversamente 

proporcional a la flecha pero contemplando los pesos del árbol y los elementos 

colocados sobre él y las flechas del árbol en dichas zonas, contemplando incluso como 

lo expresa la elasticidad de los apoyos, tampoco recomienda ningún método para 

calcular estas flechas, por lo que esta ecuación, no obstante no deja de ser muy simple 

para calcular un parámetro tan importante y riesgoso. En por otro lado enfrenta el 

cálculo de la velocidad crítica de los árboles de las turbo máquinas, analiza un ejemplo 

de un compresor de cuatro secciones con 10 etapas en total, de gran complejidad 

constructiva y de enorme importancia, describe un método de integración numérica para 

calcular las fuerzas de inercia en cada sección contemplando las masas de cada zona 

del árbol y la de los elementos colocados sobre él, o sea, un método numérico bien 

elaborado y complicado, sin embargo, recomienda unos modelos bien simples para 
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calcular la flecha del árbol en una primera aproximación. Está claro que al proponer un 

método de iteraciones sucesivas esta aproximación inicial de la flecha se va corrigiendo 

sucesivamente y al final se aceptan los resultados con un % de error mínimo. Esta 

Situación Problémica de la relación entre la velocidad crítica de un árbol y la flecha 

estática del mismo y el método empleado para calcular los desplazamientos en un árbol 

escalonado y con complejidades de diseño en cuanto a los pesos y la distribución de los 

elementos colocados sobre él  ha sido el móvil científico de la presente investigación, 

no obstante, ha existido una gran motivación práctica que es la necesidad práctica real 

de calcular la velocidad crítica de un árbol de una industria cienfueguera utilizado en 

una turbo máquina y en una situación muy singular. Esta situación es la siguiente: La 

industria mencionada es la antigua Empresa de Cemento “Karl Marx”, la cual fue  

instalada en Cuba mediante la colaboración con la antigua RDA por la firma VEB ZAB 

Dessan Veb Sket Magdeburg. Se montó en  los años 1976 a 1980 con fecha de puesta 

en marcha: 16 de febrero de 1980. La Fábrica contaba con tres líneas de producción de 

lo que se conoce como Proceso Húmedo. Los hornos rotatorios de las líneas fueron 

modificados durante el Período Especial para quemar crudo cubano con el objetivo de 

lograr mayores rendimientos y economía de combustible. La tendencia mundial es al 

empleo de lo que se conoce como Proceso Seco, de aquí que al surgir la Empresa 

Mixta “Cementos Cienfuegos S.A. la parte extranjera se inclinara a rehabilitar una de las 

tres líneas con esa tecnología. 

La Empresa Mixta “Cementos Cienfuegos S.A.“ surgió a partir de la antigua Fábrica de 

Cementos “Karl Marx” sobre la base de negociaciones que se iniciaron en el año 2000 

con la parte extranjera y a mediados del año 2001 se inició la inversión consistente en 

una rehabilitación general de la antigua Empresa de Cementos “Karl Marx” y el montaje 

de equipamiento nuevo en la Línea No. 3 que incluyó un nuevo horno capaz de emplear 

como combustible carbón de piedra (coke), petróleo o una mezcla de estos. Se instaló 

una planta trituradora de combustibles sólidos para su empleo como combustible en los 

hornos y se creó un patio de almacenamiento de estos combustibles. Para mejorar la 

tecnología de producción de clinker, se instaló un Torre Precalcinadora de Clinker, tal 

como lo requería la nueva tecnología  Este Trabajo fue realizado por varias empresas 

contratistas, la Ingeniería de la Planta en su conjunto fue desarrollada por una Firma 

Canadiense “Canadian Engineering Group”,  la Empresa Cubana de Acero construyó 
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los ciclones, conductos y recipientes de la instalación  la puesta en marcha de la 

instalación se produjo en Noviembre del 2004. Esta Tecnología funciona sobre la base 

de la recuperación del calor de los gases calientes que salen del horno que son 

extraídos del mismo por el Ventilador de Gases Calientes, Objeto de Estudio del 

presente Trabajo. Este es un Ventilador de Grandes Dimensiones de Doble Succión, 

con un Rodete de 3,512 m de diámetro, el árbol del mismo posee en su zona central un 

diámetro de 435 mm y el mismo posee una longitud total de 4 702,5 mm, casi 5 m, sin 

embargo el diámetro de la zona de los Cojinetes del mismo es de 150 mm del lado del 

motor principal y 140 mm de diámetro del lado contrario del motor, donde el árbol está 

conectado un motor auxiliar para el giro del ventilador sin carga durante las paradas 

cortas, evitándose de esta forma las deformaciones del mismo por la acción de la 

temperatura. En el Anexo 1 se muestra el Plano del Árbol Original. 

En la Fig. 1 se Muestra una vista del Ventilador, donde se puede evaluar su tamaño 

comparado con el de un hombre. 

Fig. 1 Vista General del Ventilador con sus dimensiones exteriores. 
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En el mes de Mayo del 2008, con menos de cuatro años de explotación, se produjo la fractura 

por fatiga del árbol del ventilador por el diámetro de 140 mm de diámetro, en la zona de cambio 

de diámetro a 146 mm con la consecuente detención de la Línea No. 3 y con pérdidas 

millonarias (La Empresa Mixta “Cementos Cienfuegos S.A. pierde 10 891 USD por hora de 

parada). En la Fig. 2 se muestra la Sección de Fractura del Árbol, donde se puede apreciar 

evidentemente se trata de una Fractura por Fatiga. 

Fig. 2 Vista de la Sección de Fractura 

Ante esta Situación Problémica la Dirección del MINBAS y de la Empresa solicitaron los 

Servicios del Colectivo de Mecánica Aplicada de la Universidad de Cienfuegos para conducir 

una Investigación que permitiera resolver la situación de parada de la Línea No. 3 producto de 

la Avería y reiniciar la producción lo más rápido posible, esclarecer la causas de la fractura y 

establecer las recomendaciones necesarias para su solución. Durante la investigación 

preliminar realizada se formularon dos Posibles Alternativas de Solución que fueron llevadas en 

paralelo:  

1. La evaluación de la posibilidad del rediseño de la zona de fractura con vistas a lograr 

una mayor resistencia a la fatiga y una vida más prolongada, con vistas a gestionar la 

posibilidad de fabricación del árbol en el extranjero. 

2. La evaluación de la posibilidad de recuperar el árbol fracturado. 

Las dos alternativas fueron evaluadas simultáneamente en el trabajo (Padilla, 2008) de manera 

que si se lograba la fabricación en un tiempo relativamente breve se utilizaría la primera 

alternativa, pero si la fabricación se retrasaba extremadamente no quedaría otra alternativa que 

probar con la segunda alternativa. En el mencionado trabajo se abordaron las acciones y los 

cálculos que fueron necesarios realizar para cumplimentar ambas alternativas. El rediseño del 

árbol y su fabricación en México fue la alternativa que se aplicó ya que ambas soluciones se 

concluyeron pero simultáneamente. En todo el proceso de rediseño y recuperación del árbol se 
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planteó la preocupación de qué influencia podían tener los cambios propuestos en la rigidez del 

árbol durante su rediseño y durante la recuperación en los desplazamientos del mismo y por lo 

tanto en la velocidad crítica tratándose de un árbol de tanta importancia. Identificada esta última 

Situación Problémica es que se propuso la presente investigación cuyo Objetivo General es: 

• Calcular la Velocidad Crítica del Árbol del Ventilador de Gases Calientes de la Línea No. 

3 de la Empresa de “Cementos Cienfuegos S.A.” en sus variantes: árbol original, árbol 

rediseñado y árbol recuperado para establecer la influencia de los cambios. 

Los Objetivos Específicos planteados  fueron: 

• Profundizar en las características del Árbol del Ventilador de Gases Calientes de la 

Línea No. 3 de la Empresa de “Cementos Cienfuegos S.A.” en sus variantes: árbol 

original, árbol rediseñado y árbol recuperado e identificar qué aspectos de los mismos 

pueden modificar su rigidez y por consiguiente su velocidad crítica. 

• Profundizar en los métodos de cálculo de los desplazamientos en árboles escalonados: 

Método de la Viga Equivalente y los Métodos Computacionales: Software Mechanical 

Desktop y Método de los Elementos Finitos. 

• Evaluar las diferencias en el cálculo de los desplazamientos por los Métodos estudiados 

para poder proponer una vía de cálculo. 

• Evaluar la incidencia que tienen los cambios propuestos durante el Rediseño del Árbol y 

durante la Recuperación del mismo en la Velocidad Crítica del Árbol con relación al 

diseño original. 
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Capítulo I. Características del Ventilador de Gases Calientes, 
Rediseño y Recuperación del Árbol del Ventilador. 

 
1.1 El Proceso Seco de Producción de Clinker. 

En  la Década de los 70 del siglo pasado en la URSS el procedimiento seco de 

producción de cemento no constituía más del 12 - 15 % (Silenok et al. 1969;Labahn, 

1970); de la producción total de cemento, sin embargo entre los países capitalistas, 

punteros en la producción de  cemento, este procedimiento se ha mantenido como el 

fundamental en los últimos años (Silenok et al. 1969). En EE.UU., Alemania y Japón, 

por ejemplo,  el procedimiento seco en los  tiempos actuales constituye el 60 % y hasta 

del 80% de la producción total de cemento y continúa el crecimiento del mismo. El 

procedimiento seco en la obtención del clinker de cemento surge desde el mismo 

comienzo de la elaboración del cemento en hornos de cuba y se desarrolla en el mundo 

sobre la base del uso de materiales granulados en los hornos “Leopold” con 

calcinadores convertibles. Estos tipos de hornos, incluso en el empleo moderno no 

tienen gran producción: Los hornos de Cuba, por ejemplo,  hasta 15- 20 ht , los hornos 

“Lepold” hasta 40-45 ht . Las más modernas fábricas que emplean el procedimiento 

seco utilizan agregados de calcinación con una instalación de intercambio térmico 

sellada. En calidad de intercambiadores se emplean ciclones los cuales procesan una 

mezcla pulverizada y secada en un calcinador. Existen construcciones de otros 

intercambiadores para secar la mezcla pulverizada en un flujo de gases calientes 

tubular de chorro disperso. La instalación de intercambio térmico sellada permite su 

empleo en grandes escalas de producción: 3 000 y más hasta una escala de producción 

de 4 000 t. El gasto específico del calor en estos tipos de agregados alcanza un bajo 

nivel, alrededor de  730 kgkcal  del clinker. Actualmente existe un desarrollo 

significativo de fábricas de cemento con procedimiento seco de producción de cemento. 

En correspondencia con ello ya se fabrican hornos de producción de más de 1 600 ݐ 

hasta 3 500 ݐ al día, fundamentalmente los del tipo de intercambiadores ciclónicos 
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sellados. Progresivamente estos agregados además de proporcionar el mejoramiento 

de la utilización del calor de los gases de escape, permiten alimentar la mezcla a la 

molienda con muy baja humedad, esto simplifica el esquema de la instalación de 

molienda y reduce el consumo de energía en este proceso. En la Fig. 2 se muestra un 

esquema de un sistema con horno 4 m de diámetro por 60 m de longitud montado en la 

Fábrica de Cemento “Slantsiev” en Rusia, similar a la instalada en la Empresa 

“Cementos Cienfuegos S.A.” Durante la separación la mezcla secada hasta el 1 – 2 % 

de humedad se descarga en la tolva de alimentación 1 y  de ahí  se descarga a la salida 

de los gases del ciclón 4. Para que la mezcla ingresada en la salida de los gases sea 

insertada en el torrente de gases, la velocidad de los últimos tiene que ser 

considerablemente mayor. Esto exige una significativa diferencia de presión en el 

proceso de circulación, o sea, un gran vacío. En los  intercambiadores ciclónicos 

ocurren fuertes cambios en la velocidad de la corriente de los gases debido lo fuertes 

cambios del diámetro de las secciones, lo que eleva la caída de presión.  

Fig. 1.1 Esquema de una instalación de Precalcinación de Clinker por vía seca montado 

en la Fábrica de Cemento “Slantsiev” en Rusia 
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1.2  Descripción  y funcionamiento de la Instalación de Precalcinación de Clínker 
de la Línea No. 3 de la Empresa “Cementos Cienfuegos S.A.” 

 
En las Fig. 1.3 y 1.4 se muestra el Esquema de la Instalación del Precalcinador de 

Clínker  de la Línea No. 3 de la Empresa “Cementos Cienfuegos S.A.”. El proceso 

ocurre en dos etapas: 

En la Etapa 1 o de alimentación Fig. 1.2, el material sólido o harina, tal como se conoce 

en las Empresas de Cemento es transportada desde los silos por canaletas hasta el 

elevador de cadena tipo: ITEM-No.413EC1, con un rendimiento de transporte de 280 t/h 

y una velocidad de transporte de 1,82 m/s, donde este la eleva hasta la pre-tolva y se 

descarga en el PFISTER tipo: FRW 3.18/9 para su debida dosificación, de ahí pasa de 

nuevo por otras canaletas hasta el elevador de cadena tipo: ITEM-No.433EC1, con un 

rendimiento de transporte de 280 t/h y una velocidad de transporte de 1,83 m/s, donde 

es transportada hacia la rueda celular doble que es la encargada de regular la entrada 

del material y de obstruir la salida de los gases calientes, de ahí el material es 

alimentado a la corriente de gas del conducto ascensional que va desde el ciclón Z 13  

a  los ciclones conocidos como gemelos  Z 14 y Z 15. La corriente de gas que entra a 

estos ciclones proviene del ciclón Z 13. El material sólido calentado y separado en los 

ciclones gemelos Z 14 y Z 15 se descarga por la parte inferior de estos en la corriente 

de gas que entra al  ciclón Z 12 proveniente del ciclón Z11. El material sólido separado 

en este ciclón se desliza por una resbaladera hasta la entrada del Horno es decir la 

cámara de humo, donde también hay dos precalcinadores que alimentan al horno de 

carbón o petcoke para aumentar la producción así como la eficiencia. El ciclón Z 11 

descarga el material separado a través de resbaladeras directamente al Horno. En 

estas resbaladeras se descarga también el material recuperado en otras partes de la 

instalación como se muestra en las Fig. 1.1.  

Etapa 2 o circulación de los gases, los gases de escape del Horno, impulsados por el 

Ventilador de Gases Calientes, se alimentan tangencialmente al ciclón Z 11. Los gases 

de salida de este ciclón se alimentan tangencialmente al ciclón Z 12, los de salida de 
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este se alimentan tangencialmente al Z 13 y los de este tangencialmente a los gemelos 

Z 14 y Z 15, mediante un ventilador de gas caliente que es encargado de extraer los 

gases para que ocurra el proceso ya descrito. La alimentación tangencial crea el efecto 

de torbellino o ciclónico que provoca la separación del polvo y la asimilación de calor de 

los gases, el secado correspondiente y se produce de esta forma la precalcinación del 

clínker, como se muestra en la Fig.1.3. 

 

 
fig. 1.2 Esquema de la primera etapa o etapa de alimentación. 
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Fig. 1.3 Plano de la Instalación de Precalcinación de Clinker de la 
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Línea No. 3 de la Empresa Cementos Cienfuegos S.A. 

 
Fig. 1.4 Esquema de circulación de gases del precalcinador. 

  

1.3  Características del Ventilador de Gases Calientes. 
 
Tipo de ventilador:   Ventilador Dopol 

Denominación: 2516 AZ / 1420 

Año de Fabricación: 2002 

# de Fabricación: 6360 

Sentido de Giro: “R” gen. VDMA 24165 

Datos de rendimiento: 

Caudal volumétrico: 1 /s 50 mଷ

Temperatura del gas: 380°C 

Temperatura máxima del gas: 450°C   

Trabajo de traslación específico: 14067 J/kg 
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Densidad en la entrada del ventilador: 0,537 kg/mଷ 

Aumento total de presión: 7777 Pa 

: 895Velocidad del ventilador  rev/min 

Velocidad del ventilador á௫: 950   rev/min

Potencia requerida en el árbol 1400 k: W 

Momento de inercia de masa: J ൌ 0,25 x GDଶ ൌ 7500 kgmଶ 

Potencia del motor: 1750 kW 

Tipo de emplazamiento: Emplazamiento de hormigón 

Tipo de regulación: Válvula estranguladora de torsión en el lado de aspiración 

Tipo de acoplamiento: Acoplamiento de casquillo de perfil elástico 

Tipo de rodamiento: Rodamiento de rodillos a rótula lubricado por aceite 

Peso de la Maquina: (si motor ni aislamiento) 31200 ݇݃ 

Pesos: 

Rotor completo: 9700  ݇݃ 

Lado de compresión de la carcasa del ventilador ݃ : 2200 ݇

Lado de aspiración de la carcasa del venti 00 ݇݃ lador: 28

Parte inferior de la carcasa del ventil 00 ݇݃ ador: 62

Caballete del rodamiento del mo 0 ݇݃ tor: 250

Caballete de rodamiento móv 0 ݇݃ il: 103

Protección del acoplamiento: 20 ݇݃ 

Cono de aspiración (1 unidad): 165 ݇݃ 

Estrangulamiento de Torsión (1 unidad): 1200 ݇݃ 

1.4 Esquemas y dimensiones de la zona espigada y del bisel para la soldadura. 
 
La espiga del árbol recuperado se colocó por interferencia en su posición para evitar los 

movimientos deslizantes elásticos durante el giro del árbol y evitar el desgaste por 

ludimento de las partes. El cordón de soldadura contribuye además a soportar las 

fuerzas de cortante que surgen en esa sección. En las Figs. 1.5, 1.13 a) y 1.13 b) se 
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muestran los elementos de las piezas ensambladas antes y después de soldadas, así 

como sus dimensiones y tolerancias. 

En la fig. 1.5 se muestra el ensamble de la espiga con el árbol así como algunas de sus  

dimensiones y la tolerancia para el ajuste deslizante entre el agujero y la guía de la 

espiga. 

 
Fig. 1.5 Ensamble de la espiga con el árbol 

 

En la fig. 1.6 a) se muestra el esquema del barreno realizado al árbol original con la 

preparación de bordes adecuada para el cordón de soldadura y la tolerancia del agujero 

para el ajuste por interferencia, en la fig. 1.6 b) se ilustra el esquema de la punta de la 

espiga con la respectiva preparación de borde requerida para la futura soldadura y 

tolerancia de la misma. 
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Fig. 1.6 a) Agujero con preparación de bordes 

para espigar 

 

Fig. 1.6 b) Punta de la espiga con 

dimensiones y tolerancias 

 
1.5 Metodología de Cálculo de la Fuerza Radial sobre el Rotor del Ventilador. 
1.5.1 Expresión para el cálculo de la Fuerza Radial sobre los Ventiladores 
Las fuerzas radiales aparecen producto de la asimetría de flujo a la salida del impulsor, 

condicionadas por la influencia del conducto de descarga. Con el cambio de la 

velocidad en el conducto de evacuación tiene lugar la correspondiente variación de la 

presión por la longitud del conducto, esta variación de las presiones en su totalidad 

provocan la fuerza radial que actúa sobre el rotor del ventilador (González, 2008)  

La fuerza radial se puede determinar por la expresión (1.1): 

21 bDdHg
Qo
QkFr r ⋅⋅⋅⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅= ρ                                                                             (1.1) 

Conociendo que la presión de descarga se determina como: 

HgP ⋅⋅= ρ                                                                                                               (1.2) 

Sustituyendo 1.1 en la expresión 1.2 se obtiene que: 
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21 bDdP
Qo
QkFr r ⋅⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=                                                                                       (1.3) 

Donde:  

Q – flujo de gases (m3/s).  

Qo – flujo de gases óptimo (m3/s). 

kr – coeficiente, para los cálculos se toma como kr ≈ 0.36.  

Dd, b2 – son los parámetros de descarga del impulsor (m). 

De la fórmula (1.3) se puede inferir que el ventilador estará sometido a una fuerza radial 

máxima cuando el flujo de gases sea cero, así como que se anulara cuando el flujo sea 

igual al óptimo.  

Estas fuerzas tienen una gran influencia en la duración y fiabilidad de los cojinetes de 

rodamiento ya que son quienes la soportan directamente, pueden ser originadas por el 

desequilibrio que provoca la inexactitud tecnológica y un mal montaje del rotor del 

ventilador.  

 Si se quiere obtener el diámetro de entrada  para un ventilador de doble succión, el 

área en la entrada varia como se muestra en la figura 3.3 producto de tener el árbol por 

el centro del impelente.  

Fig. 1.7 Impelente de doble succión. 
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Teniendo en cuenta esto el área de la región de succión es: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−

⋅
=

44

22 DejeDsAs ππ

                                                                                        (1.4)
 

 En la expresión (1.5) se obtiene:  

( VsDejeDsQ ⋅−⋅= 22

4
)π   y despejando Ds queda que:                                          (1.5) 

 

                                                                                            (1.6) 

 

Como no se conoce el diámetro del eje (Deje) hay que remitirse a los cálculos de 

resistencia de materiales donde se plantea que el diámetro crítico de un árbol se 

determina por la expresión (1.7): 

328.36
admn

NuDeje
τ⋅

⋅=    (m)                                                                                 (1.7) 

Donde: 

 τadm – Tensión admisible, (para acero 45 la τadm = 11772 × 103 Pa). 

 n – Revoluciones del motor (rpm). 

 Nu – Consumo de potencia del ventilador (kW). 

T

PtQmNu
ηη ⋅⋅

⋅
⋅=
1000

    (kW)                                                                                          (1.8) 

Donde: 

m – Coeficiente de reserva de potencia  (1.05 ≤ m ≥ 1.2).  

η – Eficiencia del ventilador (Para maquinas centrífugas modernas 0.75 ≤ η ≤ 0.92)  

ηT – Rendimiento de la transmisión, cuando es directa ηT =  1 

Pt – Presión en la salida del ventilador (Pa). 

Q  – Flujo de gas (m3/s). 

24 Deje
Vs
QDs +
⋅
⋅

=
π
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1.5.2 Determinación del ángulo de entrada del impulsor  (β1). 

En la literatura se recomienda que el ángulo β1 sea 45° puesto que esto permite obtener 

un diámetro de succión óptimo. 

1.5.3 Cálculo de la dimensión (b1) en la entrada del impulsor. 
Para un cálculo de la dimensión b1 existen diferentes métodos pero para hacer un 

cálculo rápido y seguro se recomienda la dada por Ramos: 

    b1= (0.28 ÷ 0.30)  ⋅Ds                                                                                              (1.9) 

1.5.4 Cálculo del diámetro de descarga del impelente (Dd). 

n
UDd ⋅
⋅

=
π

260                                                                                                              (1.10) 

Para determinar U2 se utiliza la expresión (1.11): 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−= 2

12 2
1 UVsPtU

ρ
                                                                                      (1.11) 

Como se puede apreciar la velocidad tangencial en la descarga está en función de 

diferentes variables como son: 

 Pt – Presión de descarga del ventilador (Pa). 

 ρ – Densidad del  aire o el gas, depende del ventilador que se calcule (kG/m3). 

 U1 – Velocidad tangencial en el ojo de succión (m/s).  

Se determina por la expresión (1.28): 

601
nDsU ⋅⋅

=
π                                                                                                            (1.12)   

1.5.5 Cálculo de la dimensión (b2) de descarga del impelente. 
Según la metodología de cálculo consultada  (Cherkassky,  b2 se determina como: 

dD
Dsbb ⋅= 12                                                                                                                 (1.13) 
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1.5.6 Cálculo de la Fuerza Radial (P) utilizando la expresión (1.3) 

ܨ ൌ ܭ · ൬1 െ
ܳ

  ܳ
൰ · ܦ · ܾ  · ܲ ௗ ଶ

െ
0

ܨ150 ൌ 0,36 · ൬1 ൰ · 0,0008 · 351,2 · 22 

ܨ ൌ ܰܭ  2,23

ܨ ൌ 2 230  ܰ 

 

1.6 Conclusiones Parciales del Capítulo I. 

1. Se dan las características fundamentales de la instalación de la Empresa de 

Cementos Cienfuegos S.A. donde está instalado el Ventilador de Gases Calientes. 

2. Se dan las dimensiones fundamentales del árbol del Ventilador en sus variantes 

original, rediseñado y recuperado. 

3. Se describe la Metodología para el Cálculo de la Fuerza Radial que existe realmente 

en el Ventilador de Gases Calientes. 
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Capítulo II. Métodos de Cálculo de Desplazamientos en Barras de 
Sección Variable y su Comparación. 

2.1 Método de los Parámetros de Origen. Método de la Viga Equivalente. 
 
El Método de los Parámetros de Origen (Pisarenko,  1989); (Feodosiev,  1985), es un método 

de cálculo de desplazamientos. Su aplicación se ilustrará para la solución de las vigas 

hiperestáticas, o sea, utilizando lo que se conoce como Ecuaciones Universales de la 

Curva Elástica de una viga se pueden calcular los desplazamientos tanto lineales como 

angulares en cualquier punto de una viga, según las ecuaciones (2.1) y (2.2). 

( ) ( ) ( )
∑∑∑
===

−⋅
+

−⋅
+−⋅+⋅⋅=⋅⋅

3

1

32

1

21

1 62

n

i

ii
n

i

ii
n

i
iioxzx

czqbzPazMIEIE θθ           (2.1)  

( ) ( ) ( )
∑∑∑
===

−⋅
+

−⋅
+

−⋅
+⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅

3

1

42

1

31

1

2

2462

n

i

ii
n

i

ii
n

i

ii
oxoxzx

czqbzPazMzIEyIEyIE θ    (2.2) 

Plateando las ecuaciones universales de la curva elástica de la viga para calcular los 

desplazamientos en algunos puntos cuyos desplazamientos son cero, o poseen valores 

conocidos, es posible obtener las ecuaciones suplementarias requeridas para resolver 

las vigas hiperestáticas. Veamos la aplicación con un ejemplo concreto 

Se desea calcular las reacciones en los apoyos y construir los diagramas de fuerza de 

cortante y momentos flectores para la viga hiperestática mostrada en la  Fig. 2.1. 

 

Fig. 2.1 Viga Hiperestática 

2a a 2a

P

A B C D
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La viga posee dos grados de hiperestaticidad. En el esquema de análisis se considera 

que la carga P está aplicada en el punto C del tramo ABC de la viga, y sobre el tramo 

CD solo actúa la acción Rc que el tramo ABC le transmite a través de la articulación C. 
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Vamos a analizar primero el tramo CD. (Fig. 2.2). 

 

Fig. 2.2 Método de las secciones para el Tramo CD 

De las ecuaciones de equilibrio para el tramo se tiene que: 

CDCDy RRRRF =→=−=∑ 0                               (2.3) 

( ) ( )aRMaRMM CDCDD 202 ⋅=→=⋅−=∑                             (2.4) 

Partiendo de que tanto la pendiente como la flecha en D son iguales a cero se puede 

hallar la flecha en C en función de Rc. Se verá lo anterior colocando el origen de 

coordenadas en el extremo izquierdo de la viga. 

( ) 0
2

02 2

=
−⋅⋅

−⋅⋅=⋅⋅
aRIEIE C

CxDx θθ   

22 aRIE CCx ⋅⋅=⋅⋅ θ                                (2.5) 

( ) ( ) 0
6

022
3

=
−⋅⋅

−⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅
aRaIEyIEyIE C

CxcxDx θ  

( ) 323

3
822

6
8 aRaaRaRyIE CCCCx ⋅⋅−=⋅⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅                          (2.6) 

 

2a

C D

Rc
RD

MD

y

z
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Analicemos ahora el tramo ABC, Fig. 2.3. 

 

Fig. 2.3 Método de las Secciones para el Tramo ABC. 

De las ecuaciones de equilibrio del tramo se tiene: 

0=−−+=∑ PRRRF ACBy                                 (2.7) 

( )
AB

ABC

RR
aRaRM

⋅=

=⋅−⋅=∑
3

03
                                (2.8) 

Se han planteado cuatro ecuaciones de equilibrio, es necesario encontrar una ecuación 

complementaria. En este caso conocemos, por ejemplo, que la flecha en el punto B 

para el tramo ABC es igual a cero. Plantearemos la ecuación de la flecha en B y la 

igualaremos a cero. 

( ) ( ) 0
6

022
3

=
−⋅

−⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅
aRaIEyIEyIE A

AxAxBx θ   Como: yA = 0 entonces: 

( )
( )

2
3

3
2

26
2 aR
a
aRIE A

A
Ax ⋅⋅=

⋅
⋅

=⋅⋅ θ                       (2.9)  

Esta condición no constituye aun una ecuación complementaria, pero ahora podemos 

plantear la ecuación para obtener la flecha en C e igualarla con la expresión (2.6) 

obtenida para el tramo CD: 

( ) ( ) ( )
6

23
6

033
33 aaRaRaIEyIEyIE BA

AxAxCx
−⋅

+
−⋅

−⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ θ                 (2.10)  

A

2a

B

a

C

P

RC

RB

RA

y

z
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Sustituyendo en (2.10) la ecuación (2.9) e igualando el resultado con (2.6) se obtiene: 

( ) 3
33

2

3
8

66
273

2
3 aRaRaRaaR C

BA
A ⋅⋅−=

⋅
+

⋅⋅
−⋅⋅⋅  

Simplificando: 

CBA RRR ⋅=−⋅ 1615                     (2.11) 

Y esta constituye la ecuación complementaria necesaria. Sustituyendo en ella la 

expresión  (2.8) se obtiene que: 

ACCAA RRRRR ⋅=→⋅=⋅−⋅
4
316315                  (2.12)  

Y ahora sustituyendo (2.8)  y (2.12) en (2.7): 

 PRPRRR AAAA ⋅=→=−⋅+⋅
11
4

4
33                  (2.13)  

PRR AB ⋅=⋅=
11
123                     (2.14)  

PRR AC ⋅=⋅=
11
3

4
3                     (2.15)  

Como aPaRMyPRR CDCD ⋅⋅=⋅⋅=⋅==
11
62

11
3  

Conocidas todas las reacciones ya se pueden hallar los diagramas de fuerzas de 

cortante y momentos flectores (Fig. 2.4). 
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Fig. 2.4 Diagramas de Fuerzas de Cortante y Momentos Flectores de la Viga 

Cuando se trata de una viga de rigidez variable se puede aplicar también el Método de 

los Parámetros de Origen (Pisarenko et al., 1989) pero es necesario hallar primero lo que se 

conoce como “Viga Equivalente”. Se verá a continuación este método. 

Se ilustrará la aplicación del método con una viga isostática como la mostrada en la Fig. 

2.5.  Se trata de una viga de rigidez variable de tres momentos de inercia I1, I2 e I3 

respectivamente y aparecen construidos los diagramas de fuerzas de cortante y 

momentos flectores. 

 

A B C D

P

RA=4
11 P

RB=12/11 P RA=3/11 P

MD=6/11 Pa

Q

Mf

z

z

8
11 P

- 4/11 P - 3/11 P

- 811 Pa
- 6/11 Pa
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a)                                                           b) 

Fig. 2.5 Viga Isostática de rigidez variable y fuerzas internas en las transiciones entre 

los diferentes tramos de rigidez variable para su reducción a una viga equivalente 

Para calcular los desplazamientos en una viga de rigidez variable es necesario plantear 

la ecuación diferencial aproximada de la curva elástica de la viga para cada tramo, o 

sea: 

11 ´´ zfx MyIE =⋅⋅  

22 ´´ zfx MyIE =⋅⋅  y,         (2.16) 

33 ´´ zfx MyIE =⋅⋅  

Se va a sustituir la viga de rigidez variable por una equivalente de rigidez constante, 

digamos de rigidez igual a la del segundo tramo, o sea, I2. Multiplicando y dividiendo por 

I2 el miembro derecho de las expresiones (2.16) no se altera el resultado y se obtiene: 

112 ´´ β⋅=⋅⋅ zfx MyIE  

222 ´´ β⋅=⋅⋅ zfx MyIE           (2.17) 

5
3 P P1=P P2=P P3=2P 7

3  P

Q

Mf

5
3P

2
3P

1
3P

7
3P

5
3Pa

7
3Pa

3Pa
8
3Pa

7
3Pa 

A
B

C DI1
I2=3 I1

I3=2 I1

z

z
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332 ´´ β⋅=⋅⋅ zfx MyIE  

Donde: 

2
3,1,3

3

2
3

2

2
2

1

2
1 ======

I
I

I
I

I
I βββ       (2.18) 

En general 
i

eq
i I

I
=β          (2.19) 

Y se denomina coeficiente de reducción, donde: 

Ieq – Momento de inercia que se elige para la viga equivalente. 

Ii - Momento de inercia de cada tramo en particular. 

Las expresiones (2.17) corresponden ya a una viga de rigidez constante de momento 

de inercia I2 donde el momento flector de cada tramo queda multiplicado por el 

correspondiente coeficiente de reducción. Puesto que los momentos flectores son una 

función lineal de las cargas, se puede, para cada tramo de la viga, en vez de multiplicar 

el momento flector por el coeficiente de reducción, multiplicar por ese coeficiente todas 

las cargas exteriores de ese tramo junto con las fuerzas interiores Q y M en los lugares 

de transición entre los diferentes tramos. Uniendo los diferentes tramos unos con otros 

y sumando las fuerzas internas en las uniones de éstos se obtiene como se muestra en 

la Fig. 2.5 b) una viga de sección constante solicitada por cargas exteriores reducidas, 

es decir, multiplicadas βi veces. En las uniones de los diferentes tramos quedarán 

aplicadas nuevas cargas exteriores, fuerzas concentradas o momentos concentrados 

iguales a las diferencias de las fuerzas interiores en la respectiva unión. La viga 

equivalente así obtenida (Fig. 2.5 b)) tendrá una curva elástica que coincide 

completamente con la curva elástica de la viga escalonada dada. 

Se analizará la aplicación de este método a la solución de una viga hiperestática 

escalonada utilizando el Método de los Parámetros de Origen. Se calcularán las 

reacciones en los apoyos y se construirán los diagramas de fuerza de cortante y 
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momentos flectores de la viga hiperestática escalonada mostrada en la Fig. 2.6. De la 

misma forma se aplicaría para una viga o árbol isostático que son más simples. 

 

Fig. 2.6 Viga Hiperestática de Sección Variable 

El diagrama de sólido rígido de la viga se muestra en la Fig. 2.7. 

 

Fig.2.7 Diagrama de Sólido rígidode la Viga 
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Fig. 2.8 Reducción a una Viga equivalente 

Las ecuaciones de equilibrio son: 

∑ =−+= 0PBAF yyy   

PBA yy =+                           (2.20) 

( ) ( ) 05,12 =⋅−⋅+=∑ aPaBMM yAA  

( ) ( aPaBM yA 5,12 ⋅=⋅+ )              (2.21) 

La viga es hiperestática con un grado de hiperestaticidad. Reduzcámoslas a una viga 

equivalente de momento de inercia I1. 
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( )
( )

16
05,0

205,0,1 4

4

2

1
2

1

1
1 =

⋅
⋅⋅

====
D

D
I
I

I
I

ββ                      (2.22) 

Expresemos QC y MC en función de Ay y MA. Para el tramo de la izquierda: 

0=−=∑ yCy AQF  

yC AQ =                         (2.23) 

∑ =+⋅−= 0AyCC MaAMM  

AyC MaAM −⋅=                        (2.24) 

Multiplicando las cargas y fuerzas internas de cada tramo por los respectivos 

coeficientes de reducción y sumando las cargas se obtiene la viga equivalente  

(Fig. 2.8) 

Situando el origen de coordenadas en el empotramiento se tiene que: 

00 ==== AoAo yyy θθ  

Planteando la ecuación universal de la elástica para el cálculo de la flecha en B donde 

yB = 0, se tiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0
6

5,1216
2

215
6

0215
6

02
2

02

3

2
1

332

1

=
−⋅⋅

−

−
−⋅−⋅⋅

+
−⋅⋅

+
−⋅

+
−⋅

−=⋅⋅

aaP

aaMaAaAaAaMyIE yyyA
B

Resolviendo se obtiene: 

aPMaA Ay ⋅⋅=⋅−⋅⋅ 25767                  (2.25) 

Simultaneando las ecuaciones (2.20), (2.21) y (2.25) se obtiene: 

aPMyPBPA Ayy ⋅⋅=⋅=⋅= 628,0436,0,564,0  
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Teniendo las reacciones ya se pueden construir los diagramas de Qy y Mf. 

Fig. 2.9 Reacciones y Diagramas de Fuerzas de Cortante y Momentos Flectores de la 

viga 

2.2 Comparación entre el Método de la Viga equivalente y los Métodos 
Computacionales: Mechanical Desktop y Método de los Elementos Finitos. 

2.2.1 Esquema de árbol sobre el cual se realizará la comparación. 
La comparación se realizará para un árbol de geometría compleja, con elementos 

similares al Árbol del Ventilador de Gases Calientes objeto de estudio del presente 

trabajo. El árbol posee una zona cónica igual que el árbol del ventilador. Se tomarán en 
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cuenta los pesos de los diferentes tramos del árbol de manera que la ecuación de la 

flecha sea obtenida de la forma más exacta posible. 

La densidad del acero es: 

33 0078,08,7 cm
kgf

cm
gr

acero ==γ
 

Los diámetros y longitudes de los tramos del árbol son: 

cmZ
cmZ
cmZ

141
29
12

3

2

1

=
=
=

                         
cmD

cmD
5,43

26

3

1

=
=

cmD

DD
D

75,34
2

5,4326
2

2

31
2

=

+
=

+
=     

 
Fig.2.10. Geometría del Árbol sobre el cual se realizará la comparación  

2.2.2 Cálculo de los pesos para cada tramo del árbol. 

( )

( )

kgfW

W

Z
D

W acero

7,49

0078,012
4
26
4

1

2

1

1

2
1

1

=

⋅⋅
⋅

=

⋅⋅
⋅

=

π

γ
π

                             

( )

( )

kgfW

W

Z
D

W acero

5,214

0078,029
4

75,34
4

2

2

2

2

2
2

2

=

⋅⋅
⋅

=

⋅⋅
⋅

=

π

γ
π

    

12 cm

W1

R

W2

29 cm

W3

Ø
 3

4,
75

 c
m

W3

W1W2

141 cm 141 cm 12 cm29 cm

R

Ø
 2

6 
cm

Ø
 3

4,
75

 c
m

Ø
 4

3,
5 

cm

Ø
 2

6 
cm

182 cm 182 cm

364 cm

P
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( )

( )

kgfW

W

Z
D

W acero

5,1634

0078,0141
4

5,43
4

3

2

3

3

2
3

3

=

⋅⋅
⋅

=

⋅⋅
⋅

=

π

γ
π

 

Donde: 

W- peso de cada tramo del árbol en kgf. 

D-

Z-

 densidad del acero en kgf/cm3 - ߛ

 diámetro en cm 

 longitud del tramo. en cm. 

2.2.3 Cálculo de los momentos de inercia para los diferentes tramos. 

( )

( )

( ) 444
33

444
11

444

1757635,43
6464

2243226
6464

7158075,34
6464

cmdI

cmdI

cmdI eqeq

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

ππ

ππ

ππ

            

2.2.4 Cálculo de los coeficientes de reducción. 

407,0
175763
71580

1

19,3
22432
71580

3
3

2

1
1

===

=

===

I
I

I
I

eq

eq

β

β

β

 
2.2.5 Cálculo de las cargas distribuidas del peso propio para cada tramo. 

cm
kgfW

q

cm
kgfW

q

cm
kgfW

q

59,11
141

3966,7
29

14,4
12

3
3

2
2

1
1

==

==

==
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2.2.6 Aplicación del Método de la Viga Equivalente. 
En la Fig. 2.11 se muestra la separación por tramos de diferentes rigideces para la 

aplicación del Método de la Viga Equivalente 

 

 
Fig.2.11 Separación por tramos del árbol 

2.2.7 Cálculo de las reacciones (R) 

( ) ( ) ( )

kgfR

R

WWWPR
yF

7,2398
2

5,163425,21427,4921000
02222

0

321

=

⋅+⋅+⋅+
=

=⋅−⋅−⋅−−⋅

=∑

 

2.2.8 Cálculo de momento flector y cortante en la primera sección. 

kgfQ
Q

WRQ
WRQyF

2349
7,497,2398

0

1

1

11

11

=
−=

−=

=+−=∑
                     

cmkgfM
M

WRM
WRMM o

−=
⋅−⋅=

⋅−⋅=

=⋅+⋅−=∑

2,28486
67,49127,2398

612
0612

1

1

11

11
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2.2.9 Cálculo de momento flector y cortante en la segunda sección.

                  

kgfQ
Q

WQQ
WQQyF

5,2134
5,2142349

0

1

2

212

212

=
−=

−=

=+−=∑

cmkgfM

M

ZWQMM

Z
WQMMM o

−=

⋅−⋅+=

⋅−⋅+=

=⋅+⋅−−=∑

95,93496
2
295,2142923492,28486

2
29

0
2

29

2

2

2
2112

2
2112

 

Comprobaciones. 

00
05,1634210005,21342

022 32

=
=⋅−−⋅

=⋅−−⋅=∑ WPQyF
             

00
014110001415,163422825,2134

01411412282 32

=
=⋅−⋅⋅−⋅

=⋅−⋅⋅−⋅=∑ PWQM o

 

2.2.10 Obtención de la Viga Equivalente. 

 
Fig.2.12 Unión de los diferentes tramos y determinación de las nuevas cargas 

12 cm 29 cm 282 cm 29 cm 12 cm

kgfR 85,76511 =⋅ β

( ) kgfQ 31,5144111 =−⋅ β

( ) cm
kgfM 78,62384111 =−⋅ β

( ) kgfQ 76,12651 32 =−⋅ β

( ) cm
kgfM 69,554431 32 =−⋅ β

( ) cm
kgfM 78,62384111 =−⋅ β

( ) kgfQ 31,5144111 =−⋅ β

kgfP 4073 =⋅ β

cm
kgfq 14,41 =

cm
kgfq 3966,72 =

cm
kgfq 59,113 =

2q

1q
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kgfR 85,765119,37,23981 =⋅=⋅ β  

( ) ( ) kgfQ 31,5144119.32349111 =−⋅=−⋅ β  

( ) ( ) cm
kgfM 78,62384119.32,28486111 =−⋅=−⋅ β  

( ) ( ) kgfQ 76,1265407,015,21341 32 =−⋅=−⋅ β  

( ) ( ) cm
kgfM 69,55443407,0195,934961 32 =−⋅=−⋅ β  

kgfP 407407,010003 =⋅=⋅ β  

 
2.2.11 Cálculo de Flecha por el Método de los Parámetros de Origen. 

( ) ( ) ( )∑∑∑ −
+

−
+

−
+⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅

2462

432

00
cZqbZPaZMZIEyIEyIE xxlx θ  

00 =y   Apoyo en el origen.               0=ly   Apoyo en el otro extremo. 
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q
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q
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q

ZL
qLq

ZZZL
Q

ZZZL
Q
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Q
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QLR

ZZZL
M
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M

ZZL
M

ZL
MLIE x
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βββ

ββββ

βββ

βββ
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( ) ( )

0
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)22(
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)22(
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)(
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3
321

11

3
321

32

3
321

3

3
21

32

3
1

11

3

1

2
321

1

2
321

2

2
21

2

2
1

10

=
−−−

⋅⋅+
−−−⋅⋅

−

−−−⋅⋅
+

−−−
⋅⋅−

−−
⋅⋅+

−−⋅⋅
−

−⋅⋅
+

−
⋅⋅−⋅⋅+

−−−
⋅−⋅+

−−−
⋅−⋅+

−−−
⋅+

−−
⋅−⋅+

−
⋅−⋅+⋅⋅−

−−−
⋅−

−−−
⋅−

−−
⋅+

−
⋅=⋅⋅⋅
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ZZZLQZZZLQZZZLP

ZZLQZLQLRZZZLM

ZZZLMZZLMZLMLIE x

ββ

βββ

ββββ

βββ

βββ

θ

62,14130214
364

5143398123
5143398123364
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0
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θ

θ
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10 ZZ ≤≤

 

( )

( ) 43

4

11

3

10

55,031,127562,14130214
24

)(
6
)(

ZZZyIE

ZqZRZIEyIE

x

xx

⋅−⋅+⋅−=⋅⋅

⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅ ββθ
 

 

211 ZZZZ +≤≤  
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32121 ZZZZZZ ++≤≤+  
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2.2.12  Método numérico Computacional utilizado por el Mechanical Desktop

 

Se dibujó dicho árbol en Mechanical Desktop y se calculó la flecha  por este Software 

para utilizarlo como elemento de comparación entre ambos Métodos 

 
Tabla 2.1 Ta l compa ci ntre t s b a de ra ón e ambos mé odo
 ሻࢉሺ  ࢆ ሻࢉሺ ࢉࢋ࢟ ࡰࡹ࢟ ሺࢉሻ % ࢌࢊ ൌ

ࡰࡹ࢟ െ ࢉࢋ࢟

ࡰࡹ࢟
 

0  0  0  0 

10  0,000978153  0,00093342  4,792344369 

32  0,003005392  0,00282292  6,463933648 

62  0,005434905  0,00512068  6,136401765 

92  0,007504636  0,00708796            5,87864808 
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122  0,009097361  0,00860174  5,761872167 

152  0,010107942  0,00956232  5,705957345 

182  0,010457929  0,00989532  5,685606622 

212  0,010108356  0,0095635  5,697247085 

242  0,00909812  0,00860349  5,749184121 

272  0,007505601  0,00708978  5,865082885 

302  0,005435868  0,00512218  6,124120664 

332  0,003006075  0,00282384  6,453434815 

354  0,000978414  0,00093375  4,783256708 

364  1,56784E‐17  0  0 

 

Como se aprecia de la Tabla la correspondencia de ambos métodos es adecuada, el % 

de diferencia no supera el 7 % lo que representa una correspondencia buena. 

2.3 Conclusiones Parciales del Capítulo II. 
1. Se profundizó en lo relativo al empleo del Método de los Parámetros de Origen, 

en su utilización en el cálculo de desplazamientos y en su posible aplicación en 

la solución de árboles o vigas hiperestáticas. 

2. Se profundizó en la aplicación del Método de la Viga Equivalente, en su 

aplicación para el cálculo de desplazamientos en árboles y vigas de sección 

variable e incluso en su utilización también en la solución de árboles 

hiperestáticos. 

3. Se aplicó este último método al cálculo de las flechas en diferentes secciones a 

lo largo de la longitud de un árbol de complejidad constructiva similar a la del 

Árbol del Ventilador de Gases Calientes de la Empresa “Cementos Cienfuegos 

S.A.” con vistas a esclarecer la posibilidad de utilizar cualquiera de los métodos 

estudiados en la determinación de las flechas. 

4. La comparación entre los diferentes métodos estudiados arrojó una 

correspondencia muy buena con % de diferencia inferiores al 7 %. 
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Capitulo III Cálculo de la Velocidad Crítica del Arbol del Ventilador de 
Gases Caliente Original, Rediseñado y Recuperado. 

3.1  Método de Cálculo propuesto por Dobrovolski para el cálculo de la velocidad 
crítica en árboles. 

Durante el funcionamiento de un árbol, a causa de la presencia de las deformaciones y 

de las excentricidades  lógicas existentes en los centros de masa de los elementos 

colocados sobre los mismos se originan  vibraciones. El cálculo de un árbol  a las 

vibraciones consiste en comprobar la posible condición de resonancia, o sea aquella 

situación en la cual la amplitud de las oscilaciones transversales se incrementa 

bruscamente y puede alcanzar tales valores que conducen al árbol a la rotura. 

La resonancia aparece a un número de revoluciones por minuto que se conoce como 

velocidad crítica que no es más que aquella velocidad a la cual la frecuencia del cambio 

de las fuerzas externas coincide con las oscilaciones propias del sistema consistente en 

el árbol y las piezas colocadas sobre el mismo. La resonancia puede aparecer también 

cuando la frecuencia de los cambios de las fuerzas exteriores es múltiplo entero de la 

frecuencia de las oscilaciones propias del sistema. 

 
Fig.  3.1. Fuerza centrífuga en el árbol. 

L

e
e
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Supongamos que sobre un árbol Fig. 3.1 está colocado en posición simétrica con 

relación a los apoyos un disco de peso G, el centro de masa del cual está desplazado 

con relación al eje geométrico  de magnitud e. Durante el giro aparece una fuerza 

centrifuga inicial debido a la excentricidad  e, cuya magnitud es: 

ܥ  ൌ ݉ · ߱ଶ · ݁                                                                                               (3.1)    

Donde:

݉ ൌ ீ


 

  

Bajo la acción de esta fuerza (sin considerar la influencia del peso propio) el árbol se 

pandeará una magnitud  “y”  (Fig. 3.2)  lo que a su vez aumentará el valor de la fuerza 

a  magnitud: centrífuga hast  una

ܥ ൌ ݉ · ߱ଶሺݕ  ݁ሻ                                                                             (3.2) 

 La magnitud de la flecha originada por una fuerza de magnitud C dispuesta 

ricamente entre los dos apoyos, según el esquema de la Fig. 3.2, será igual a: simét

ݕ ൌ య

ସ଼ாூ
                                                                                                            (3.3)                             

De donde la fuerza C requerida para provocar una deflexión en el árbol de magnitud y 

será: 

ܥ ൌ ସ଼ ாூ
య ݕ  ൌ                             (3.4)                                                                                             ݕ݇

Donde k es la rigidez a flexión de dicho árbol, o sea la fuerza que provoca una deflexión 

“e”  igual a la unidad. 
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Fig. 3.2.  Valor de la flecha de equilibrio en un árbol. 

El proceso ocurrirá de la siguiente forma. La fuerza centrifuga inicial  originará una 

e  gnitud: fu rza centrifuga de ma

ଵܥ ൌ ݉ · ߱ ሻ                                                                                        (3.5)                           ଶሺݕଵ  ݁

La fuerza  ܥଵ  ܥ    originará entonces una flecha ࢟  y esta aumentará la fuerza 

centrifuga un valor: 

ଶܥ ൌ ݉߱ଶሺݕଶ  ݁ሻ                                                                                           (3.6)                           

y así sucesivamente hasta que alcance la flecha de equilibrio   ܙ܍ܡ ,   para lo cual se 

m u  la a centrífuga originada para esta flecha (Fig. 3.2) cu plirá q e  fuerz

ܥ ൌ ݉߱ଶሺݕ  ݁ሻ                                                                                             (3.7)                           

S  igual a

ܥ ൌ ݇ ·                                                                                                               (3.8)ݕ

erá  la fuerza requerida para provocar una flecha de magnitud ݕ  

Igualando ambas expresiones y despejando ࢘࢈࢛ࢋ࢟ 

ω(y+e)
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ݕ ൌ 
ೖ

ഘమିଵ
                                                                                                       (3.9) 

 En la medida que aumenta la velocidad angular ࣓; crece la magnitud del pandeo para 

el cual se produce el equilibrio y la velocidad angular alcanza el valor ߱௧ ൌ ට 


  

resulta que ࢟ ՜ ∞, o sea que a una velocidad angular de esta magnitud el árbol se debe 

mp . ta velocidad se conoce como velocidad crítica: ro er  Es

߱௧ ൌ ට 


                                                                          (3.10)                                

 Puesto que ߱௧ ൌ గೝ
ଷ

    ݁݊  ௗ
௦

 ,  entonces el número crítico de revoluciones por 

minuto del árbol será: 

݊௧ ൌ ଷ
గ

ට 


 =
గ

ଷ 
ீ

ට                                                                   (3.11)                    

Y como  ݃ ൌ ݂ ଶ yݏ/981ܿ݉ ൌ ீ


െ ܿ݉, es el pandeo estático del árbol bajo la acción del 

so pro o cada sobre el árbol. Se tiene aquí: pe pi  G de la pieza colo

݊í௧ ؆ 300ටଵ


 (3.12)                                                                         ݊݅݉/ݎ       

Esta conclusión es válida incluso si se tiene en cuenta el pandeo del árbol por el peso 

propio de sistema. La aproximación del número de revoluciones del árbol al valor crítico 

se manifiesta con un incremento de la vibración transversal del árbol.  

Como se aprecia este método de cálculo de la velocidad crítica es extremadamente 

simple pero ofrece dudas acerca de su exactitud. 

La zona de las velocidades de giro  

 0,7݊௧  ݊  1,3݊௧ 
no deben utilizarse pues la probabilidad de rotura del árbol es extremadamente alta. 

A causa de las distintas resistencias que surgen durante las vibraciones (rozamiento 

interno, rozamiento en los cojinetes, influencia del medio exterior, etc) el incremento de 

las deformaciones en el árbol no es instantáneo y si se pasa rápidamente por esta 
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velocidad de giro del árbol resulta nuevamente estable, tal como se muestra en la (fig 

3.3). 

 
Fig. 3.3. Estabilización de giro del árbol para ݊  ݊௧ . 

Los árboles que trabajan a velocidades de giro mayores que la crítica, usualmente 

݊  ሺ2 ൊ 3ሻ݊௧ se llaman flexibles. O sea, si ߱ ՜ ݕ   ,∞ ՜ ݁ . 

El paso por la zona de velocidades críticas se debe hacer rápido para evitar un 

incremento peligroso de las deformaciones y en estos casos es aconsejable incluso el 

empleo de un sistema de amortiguaciones especiales de las oscilaciones. 

e

De este modo el peligro de la resonancia en los árbole ede eliminar por dos vías: s se pu

- Utilizando arboles rígidos par los cuales ݊ ൏൏ ݊௧. 

- Utilizando árboles flexibles finos con velocidad crítica baja, que se 

pandean ligeramente bajo la acción de la fuerza centrífuga y que adquieran de 

nuevo el equilibrio estático cuando ݊  ݊௧.  

A muy grandes velocidades  de giro por ejemplo en las centrifugas con ݊ ൌ 20000 െ

 el empleo de árboles flexibles es la única solución posible. Además su ,݊݅݉/ݎ 40000

construcción se hace más barata y sencilla.  

De la expresión se concluye también que en la medida que aumenta e, la inflexión del 

árbol aumenta y la zona de velocidades peligrosas del árbol se hace más amplia, de 

aquí que el balanceo dinámico del árbol  junto con todas las piezas que van a estar 

colocadas sobre él, es un aspecto imprescindible en aquellos árboles de marcha rápida. 
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3.2  Método de cálculo propuesto por Birger para el cálculo de velocidad crítica en 
árboles de Turbo máquinas. 

Examinaremos un árbol con una carga no uniformemente distribuida a lo largo de toda 

su longitud entre apoyos determinada por el peso propio del árbol y los discos 

colocados sobre él, tal como se muestra en la Fig. 3.4:  

 
Fig. 3.4 Esquema de análisis del árbol. 

En este

݉ሺݔሻ ՜ es la masa de la unidad de longitud del árbol en la sección ࢞. 
 caso: 

Por lo que para este análisis ሺ࢞ሻ hay que calcularla como la suma de la masa del 

árbol y la del disco en el tramo correspondiente. Por ejemplo si en un tramo del árbol de 

longitud  ∆݈ ൌ 10ܿ݉ se distribuye un disco de peso ௗܹ ൌ 20݇݃ y el peso propio del 

 ݃tramo del árbol es ܹ ൌ 2݇  entonces: 

݉ሺݔሻ ൌ
ܹ ௗ  ܹ

݃ · ∆݈ ൌ  
2  20

9.81 · 10 ൌ 2,24 ·  10ିଷ ݇݃ ·  ଶ/ܿ݉ଶݏ 

La masa ݉ሺݔሻ se tom

ሻݔሺݍ ൌ ݉ሺݔሻ ·  ߱ଶݕሺݔሻ                                                                                      (3.13) 

a constante por tramos. La fuerza centrífuga en cada tramo será: 

La f erza d  cortante tra

ܳሺݔଵሻ ൌ   ଵݔሻ݀ݔሺݍ
௫

                                                                     (3.14) 

u e nsversal en la sección  ࢞. 

 ܴଵ              

 Donde ࢞ es la variable de integración ሺ0  ଵݔ   .ሻݔ

m(x)

y(x)
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Como la fuerza de cortante está relacionada con el momento flector a través de la 

relación: 

ܳ ሻ ௗெ ሻሺݔ ൌ ሺೣ

ௗೣ
      ሻ

௫ ௫ܯ      (3.15)                                                  ൌ  ሺ௫ܯ݀                    

ܯ   ൌ  ܳሺ௫మሻ݀ݔଶ ൌ ܴଵ௫    ଶሻ௫భݔሺݍ





௫
 ଶݔ݀ · ଵ                                              (3.16) ௫ݔ݀

 . es una variable de integración࢞   

Como para ݔ ൌ ݈ , ܯ    ௫ ൌ 0.  S  tien

ሺሻܯ ൌ ܴଵ · ݈    ଶሻ௫భݔሺݍ



 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ ൌ 0                                                           (3.17) 

 ሺ ሻ e e que: 

 De donde:  

ܴଵ ൌ െ ଵ
   ଶሻ௫భݔሺݍ




 ଶݔ݀ · ଵ                                                               (3.18)ݔ ݀    

tro u t lo  ሺ࢞ሻ.  In d ciendo es e va r de ܴଵ en la expresión de ࡹ

ሺ௫ሻܯ ൌ   ଶሻ௫భݔሺݍ


௫
 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ െ ௫

  


ଶ · ݀ ଶሻ௫భݔሺݍ (3.19)                                     
 ݔ݀ ଵݔ

st res de మ ߱ ሺ௫మSu ituyendo la exp ión ݍሺ௫ ሻ ൌ ଶ݉ሺ௫మሻ · ݕ  ሻ 

ሺ௫ሻܯ ൌ ߱ଶ ቄ  ݉ሺ௫మሻ · ሺ௫మሻݕ 
௫భ


௫

 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ െ ௫
   ݉ሺ௫మሻ · ሺ௫మሻݕ 

௫భ



 ଶݔ݀ ·  ଵቅ         (3.20)ݔ݀

Es  últim  ex

ሺ௫ሻܯ ൌ ߱ଶ ·  ௬(x)                                                                                              (3.21)ܣ

ta a presión la escribiremos de la siguiente forma.                          

De donde:  

௬ሺxሻܣ    ൌ   ݉ሺ௫మሻ · ሺ௫మሻݕ 
௫భ


௫

 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ െ ௫
   ݉ሺ௫మሻ · ሺ௫మሻݕ 

௫భ



 ଶݔ݀ ·  ଵ              (3.22)ݔ݀

De la ec
ௗమ௬
ௗ௫మ

  uación diferencial aproximada de la curva elástica. 

ൌ ெሺೣሻ

ாூሺೣሻ
                                                                                                          (3.23)           

 Integrando en el tramo de 
ௗሺ௫ሻ

ௗೣ

0 a y. 

ൌ 
ெሺೣభሻ

ாூሺೣభሻ

௫
 ଵݔ݀  ᇱݕ

ሺሻ                                                                          (3.24)   

 Integrando nuevamente 

ሺ௫ሻݕ    ൌ  
ெሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ


௫
 ଶݔ݀ · ଵݔ݀  ᇱݕ

ሺሻ · ݔ     ሺሻ                                                   (3.25)ݕ
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Para el caso analizado ݕሺሻ ൌ

 
ெሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

0 y de la condición que ݔ ൌ ݈, ሺሻݕ   ൌ 0. Se tiene que: 

௫భ



 · ଶݔ݀ · ଵݔ݀  ᇱݕ

ሺሻ · ݈ ൌ 0                                                         (3.26)                 

Se obtiene que: 

ᇱݕ
ሺሻ ൌ െ ଵ

  
ெሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ



 · ଶݔ݀ ·  ଵ                                                              (3.27)ݔ݀

 Sustituyendo la  ecuación (2.27) en la (2.25): 

ሺ௫ሻݕ    ൌ  
ெሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ


௫
 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ െ ௫

  
ெሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ



 · ଶݔ݀ ·  ଵ                      (3.28)ݔ݀

Si se toma en cuenta la ecuación (2.21), la ecuación (2.28) se puede escribir como 

sigue: 

ሺ௫ሻݕ ൌ ߱ଶ · ௬      y    ߱௧ܭ ൌ ට
௬ሺೣሻೌೣ

ሺೣሻೌೣ
                                                    (3.29)                        

Donde: 

௬ܭ ൌ  
ሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ


௫
 ଶݔ݀ · ଵݔ݀ െ ௫

  
ሺೣమሻ

ாூሺೣమሻ

௫భ



 · ଶݔ݀ ·  ଵ                         (3.30)ݔ݀

La ecuación (3.29) constituye la ecuación integral para la determinación de la velocidad 

crítica. La misma se resuelve por aproximaciones sucesivas. En la práctica 

generalmente no se requieren más de dos aproximaciones. La aproximación de partida 

se puede tomar como la de una función flecha que satisfaga en principio las 

 los apoyos. Para el caso analizado: condiciones en

ሻݔሺݕ ൌ ݊݁ݏ గ·௫


                                                                                            (3.31) 

 O también 

ܿ · ݔ · ሺ݈ െ ܿ :ሻ     de dondeݔ ൌ ௬áೣ
௫áೣሺି௫áೣሻ

ሻݔሺݕ ൌ                                    (3.32) 

ሻݔሺݕ ൌ ସ௫·ሺି௫ሻ
మ       

Esta ecuación fue la que se utilizó definitivamente en el presente trabajo 
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Fig. 3.5 Árbol con los dos apoyos en los extremos. 

En el caso de dos apoyos en los extremos volados puede ser una función del tipo Fig. 

3.6: 

ሻݔሺݕ ൌ ܿሺݔ െ ܽଵሻ(x-ܽଶ)                                                                                    (3.33)  

Donde si s  

௫ ൌ    para   ݔ ൌ ݈. 

e toma:

 áݕ 1  

ܿ ൌ ௬áೣ
ሺିభሻሺିమ ሻ

                                                                                                  (3.34)                        

El resultado final no depende de a a ón inicial elegida.   l proximaci

La siguiente aproximación para ݕሺଵሻ ൌ ߱ሺଵሻ
ଶ ·  ௬ሺሻ                                           (2.35)ܭ

La comprobación se realiza en aquella sección donde la flecha es máxima. En el caso 

a ado e puede tomar ݔ ൌ 
ଶ

an liz  s  de donde: 

߱ଵ
ଶ ൌ ௬ሺబሻ

ሺబሻ
ฬ

௫ୀ
మ

        y     ߱ଶ
ଶ ൌ ௬ሺభሻ

ሺభሻ
ฬ

௫ୀ
మ

 

De esta forma se determina la velocidad crítica en los árboles de turbo máquinas. Como 

se aprecia este método de cálculo de la velocidad crítica es sofisticado pero parte de 

una función flecha muy simple en la cual sólo se considera que la misma satisfaga las 

condiciones de apoyo. Birger se ocupa de aclarar que la función flecha de partida, si 

cumple esta condición, los resultados finales después de las iteraciones 

correspondientes son los mismos. En el presente trabajo se utilizará una función de 

partida de la flecha real para comprobar si las iteraciones convergen rápidamente. 
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3.3  Aplicación del método de cálculo de velocidad crítica en turbo máquinas 
propuesto por Birger al árbol de un Turbocompresor. 

Se desea determinar la velocidad crítica del  árbol de un turbocompresor de cuatro 

secciones con 10 etapas. La potencia es de ܰ ൌ 15300݇ܰ    ܽ     ݊ ൌ 3000 


 . 

E ión de d sl caudal y la pres e carga:     

 ܳ ൌ 160000 ݉ଷ/݄     y       ൌ 10݇݃/ܿ݉ଶ. 

 
Fig. 3.6   Árbol con dos apoyos y extremos en voladizo. 

La condición de partida de la flecha es la mostrada en la Fig. 3.6. 

El árbol es necesario dividirlo en partes en las cuales se considera la carga 

uniformemente distribuida y la rigidez constante. Se dividió en 16 secciones para el 

cálculo según el diámetro y los elementos colocados sobre él. En la columna 0 

aparecen numeradas estas partes. En la columna 1 la cota ࢞ de la sección de cálculo 

con relación al apoyo izquierdo. En la columna 2, la magnitud   ଵ
ଶ

ݔ∆ ൌ ௫శభି௫
ଶ

. En la 

columna os para la sección 0. 3 la masa del tramo. O sea, digam

݉ ൌ
ߛ · ߨ

4 ሺܦ
ଶ െ ݀

ଶሻ∆ݔ
ݕ0 · ݔ∆ ·  1 ଷ ൌ

7,8 ߨ
4 ሺ26ଶ െ 6ଶሻ
9,81 · 10ଷ  

݉ ൌ 0.0040 
݇݃ െ ଶݏ

ܿ݉ଶ  
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En la columna 4 se sitúa la rigidez del árbol en la sección de acuerdo con el diámetro de 

la sección, o sea, el producto de ܧ · ሺ௫ሻܫ , donde ࡱ  es el módulo de elasticidad del 

material del árbol en ݇݃/ܿ݉ଶ  e   ܫ௫ ൌ 0.05݀
ସሺ1 െ ܥ

ସሻ en ܿ݉ସ .     
En la columna 5 la flecha en la sección i  de acuerdo con la suposición inicial elegida. 

n el a alizado: E  c so an

ሺ௫ሻݕ ൌ ସ௫ሺି௫ሻ
మ   don e ݈ 0  d   ൌ 43 ܿ݉

Por ejemplo, para ݔ ൌ ሺଷሻݕ   ,30ܿ݉ ൌ ସ·ଷሺସଷିଷሻ
ସଷమ ൌ 0,26ܿ݉. 

En la columna 6 el pro c e l c  por la 5. du to d a olumna 3

En la 7 el producto de ሾ6  6ାଵሿ · ଵ
ଶ

ݔ∆ ൌ 7 

En la 8 es la solución numérica de la integral por la regala de los trapecios. Para ݅ ൌ 0, 

la integra  ൌ delante ൣ7ሺିଵሻ  8ሺିଵሻ൧ ൌ 8. l 8 0 y para ݅  1 en a

En la 9    ൣ8ሺሻ
ଵ
ଶ

 8ሺାଵሻ൧ · ݔ∆

En la 10 p r 0,   y para ݅  1;  ൣ9ሺିଵሻ  10ሺିଵሻ൧ ൌ 10.  

ൌ 9. 

a a ݅ ൌ    10 ൌ 0

En la 11,  ௫


· 10ሺଵହሻ ൌ 11. 

En la 12,  ሾ  ሿ ൌ 12. 10 െ 11

En la 13,  ଵଶ 
ସ

ൌ 13. 

En la 14,  ൣ13భ ሻ൧ · 13ሺାଵ
ଵ
ଶ

∆ . 

En la 15, para ݅  1,   15 ൌ ൣ14ሺିଵሻ  15ሺିଵሻ൧ 

ݔ ൌ 14

ൌ 0, 15 ൌ 0 y para ݅ 

En la 16,  ൣ15ሺሻ ሻ൧ · 15ሺାଵ
ଵ
ଶ

∆  . 

En la 17, para 7 ൌ 0 y para ݅  1,  17 ൌ ൣ16ሺିଵሻ  17ሺିଵሻ൧ . 

ݔ ൌ 16

  ݅ ൌ 0, 1

En la 18,  1  ൌ8 ௫


· 17ሺଵହሻ. 

En la 19,   ܭ௬ሺబሻ ൌ 18  17. 

La primera aproximación de la velocidad crítica: 

߱ଵೝ ൌ ඨ
ሺೣሻݕ

௬ሺబሻܭ
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߱ଵ  ൌ ඨ
1,00

29 ିೝ ,33 · 10 ൎ  ݏ/݀ܽݎ 184,6

݊ ൌ
ଷ·ఠభೝ

గ
ൌ ଷ·ଵ଼ସ,

గ
ൌ1763,3 r/min 

A ora s halla

ሻݔଵሺݕ ൌ
௬ሺሻܭ

௬ሺሻಾಲܭ

h e  la columna  20 

 

y se repite todo el proceso con los valores de ݕଵሺݔሻ en lugar de ݕሺݔሻ. El resultado 

tenid unda aproximación es: ob o en la seg

߱ଶೝୀ187,1 ݏ/݀ܽݎ  

% ݂݀݅ ൌ
187,1 െ 184,6

184,6 · 100 ൌ 1,35% 

El proceso de solución numérico por método iterativo se desarrolló en la Tabla 3.1 y en 

la Fig. 3.7 se muestra el árbol del turbocompresor de cuatro secciones:
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Fig. 3.7 Compresor centrífugo de cuatro secciones con diez etapa
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Tabla. 3.1. Cálculo de velocidad crítica en un árbol de un Turbocompresor de cuatro secciones mediante método numérico iterativo. 
 

se
cc

ió
n 

ݔ
-c

m
 

݅ 



ଵ ଶ
ݔ∆


ൌ

࢞ 
శ

ି
࢞ 


ሺ࢞

ሻ 

െ
ࢍ ࡿ /

ࡱ
ࡵ·

ሺ࢞
ሻ 

·


݇
ି


݃

࢟ 
ሺ࢞

ሻ

y 
á࢞

 


ሺ ࢞

ሻ 
࢟ 

 ሺ
ሻ࢞

 

 

ൣ6
 6 ሺ

ା
ଵ


ሻሿ

න
݉

ሺ௫
ሻ భ

௫ 
࢟ 

ሺ ࢞
ሻ

ൣ8


ሿ


8 ሺ
ା

ଵሻ

න
න

݉
ሺ௫

మሻ

௫ భ 
࢟

௫ 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 15 0,004 0,045 0 0 0,038 0 0,57 0

1 30 25 0,00976 0,251 0,26 0,00253 0,506 0,038 14,56 0,57

2 80 15 0,0293 0,283 0,606 0,0177 0,584 0,5443 25,08 15,13

3 110 20 0,0279 0,313 0,761 0,0212 0,897 1,128 63,06 40,21

4 150 15 0,026 0,293 0,908 0,0236 0,707 2,025 71,35 103,3

5 180 17,5 0,0241 0,293 0,973 0,0235 0,845 2,732 110,4 174,6

6 215 20 0,0248 0,305 1 0,0248 0,958 3,577 162,2 285

7 255 15 0,0239 0,313 0,965 0,0231 0,668 4,535 146 447,2

8 285 12,5 0,0239 0,306 0,894 0,0214 0,521 5,202 136,6 593,2

9 310 12,5 0,0252 0,297 0,805 0,0203 0,447 5,724 148,7 729,8

10 335 12,5 0,0224 0,278 0,688 0,0154 0,346 6,171 158,6 878,5

11 360 10 0,0224 0,264 0,545 0,0122 0,158 6,516 131,9 1037

12 380 7 0,0088 0,204 0,411 0,00361 0,0412 6,674 93,72 1169

13 394 6 0,0074 0,147 0,307 0,00228 0,022 6,715 80,71 1263

14 406 12 0,0066 0,116 0,211 0,00138 0,0167 6,737 162 1343

15 430 - 0,004 0,045 0 0 - 6,754 - 1505
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ݔ ݈න
න

݉
ሺ௫

ሻ

௫ 
࢟ 

ࢊ
 

ݔ

 ࢟
ሺ࢞

ሻ 

 ࢟
ሺ࢞

ሻ

ࡱ
ࡵ·

ሺ࢞
ሻ

 
ି


  

ൣ1
3 


13

ሺ
ା

ଵሻ
൧

·1 2
ݔ∆


·1

0  
   

න
 ࢟ ࡱ

ࡵ·
ࢊ 

 ࢞
࢞ 


·

  

ൣ1
5 


15

ሺ
ା

ଵሻ
൧

·1 2
ݔ∆


·1

0  
   

න
න

 ࢟ ࡱ
ࡵ·

ࢊ 
࢞ 

ࢊ 
࢞

࢞ 

  


࢞ න
න

 ࢟ ࡱ
ࡵ·

ࢊ 
࢞ 

ࢊ 
࢞

 



 ࡷ

࢟ ሺ
ሻ

·


 

࢟ 
ሺ࢞

ሻ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0 0 0 -0,006235 0 -0,09352 0 0 0 0 

105 -104,4 -415,7 -0,03379 -0,00623 -1,156 -0,0935 6,58 6,48 0,221 

279,9 -264,8 -936,1 -0,03054 -0,04002 -1,659 -1,249 17,54 16,29 0,555 

384,8 -344,6 -1100 -0,05076 -0,07056 -3,837 -2,908 24,11 21,2 0,723 

524,8 -421,5 -1438 -0,04486 -0,1213 -4,312 -6,745 32,88 26,13 0,891 

629,8 -455,2 -1553 -0,05402 -0,1662 -6,762 -11,06 39,46 28,4 0,9683

752,3 -467,3 -1534 -0,05916 -0,2202 -9,992 -17,82 47,15 29,33 1 

892,3 -445,1 -1424 -0,04117 -0,2794 -8,998 -27,82 55,91 28,1 0,958 

997,2 -404 -1321 -0,03169 -0,3205 -8,409 -36,81 62,48 25,67 0,875 

1084 -354,2 -1214 -0,02839 -0,3522 -9,16 -45,22 67,96 22,74 0,775 

1172 -293,5 -1057 -0,02375 -0,3806 -9,811 -54,38 73,45 19,07 0,65 

1260 -223 -843,2 -0,01631 -0,4043 -8,25 -64,19 78,93 14,74 0,502 

1330 -161 -787,6 -0,01098 -0,4207 -5,966 -72,44 83,31 10,87 0,37 

1378 -115 -781,8 -0,008667 -0,4316 -5,231 -78,4 86,38 7,98 0,272 

1420 -77 -662,7 -0,007952 -0,4403 -10,66 -83,64 89,01 5,37 0,183 

1505 0 0 - -0,4483 - -94,3 94,3 0 0 
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3.4.  Cálculo de la velocidad crítica en el árbol original del Ventilador de Gases 
Calientes. 

Se necesita calcular la velocidad crítica del árbol original del ventilador de gases 

calientes, de simple etapa de la Empresa Cementos Cienfuegos S.A. para tomarla 

como referencia. Las secciones de cálculo y las dimensiones básicas son las que se 

señalan en la Fig.  3.8. El peso del impelente aparece en el Epígrafe 1.3  donde se 

brindan lo datos del ventilador. El  esquema completo del árbol original aparece en los 

anexos. 

Para el acero 40XHMA: 

ܧ ൌ 2,04 · 10݂݇݃/ܿ݉ଶ   Según (Pisarenko, 1989) 

k 3/ cmgf  

Peso del Rotor: ܲ௧ ൌ 9700݇݃ 

31085.7ac
−⋅=γ  

 

Tabla. 3.2. Diámetro, Peso del árbol, Peso del rodete para cada tramo. 
 

Øárbol (cm)  Wa (kgf)  Wr (kgf) 

15  10,19598987 0 
15,6  11,10300293 0 
21  14,95411848 0 
26  50,01352673 0 

34,75  215,9072142 0 
43,5  1522,469369 0 
53  44,16227703 0 
58  52,88782482 9700 
53  2480,880857 0 
43,5  308,577125  0 
34,75  130,66109  0 
26  22,92286642 0 
21  23,6546965  0 
15,6  9,977698582 0 
14  0  0 
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Tabla. 3.3. Momento de inercia del árbol para cada tramo. 
x(cm^4) 

2531,25 
2961,20448 
9724,05 
22848,8 

72910,35957 
179030,5031 
394524,05 
565824,8 
394524,05 

179030,5031 
72910,35957 

22848,8 
9724,05 

2961,20448 
1920,8 

 

Tabla. 3.4. Distancia del árbol desde el centro de los cojinetes, peso del Rotor, peso de 

la Brida. 

 

 

 

Fig. 3.8.   Secciones de cálculo y las dimensiones básicas del árbol original. 
 

L (cm)  Peso del Rotor (kg)  Peso de la Brida 

404.95  9700  11.1281947 
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Columna 1 

 - Cota a partir del apoyo izquierdo en (cm). 

Columna 2 

ix

22
1 1 ii

i
xx

x
−

=Δ +

             en (cm). 
Columna 3 
Cálculo de la masa en las distintas secciones del árbol:  

lg
WWm árbolrotor

x Δ⋅
+

=
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2

2

cm
sKg

  

       9700=rotorW [ ]Kg  

iacárbol lDW Δ⋅
⋅

⋅=
4

2πγ      

Donde: 

[ ]Kg  

[ ]33 /1085.7 cmKgac
−⋅=γ  

[ ]cmxxl iii −=Δ +1  

[ ]2/981 scmg =  
Columna 4 
Cálculo de la rigidez de cada parte del árbol:  

ixEIRigidez =  

⎥⎦
⎤

2  ⎢⎣
⎡= 610*04,2
cm
kgfEac

[ ]44
4

05.0
64
* cmddI

ix ≈=
π

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅= 2

4610*1.0
cm
kgfdEIx
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Columna 5 
Cálculo de la flecha: 

xoy
࢞á࢟

ൌ ( )
2

4 Lx ⋅⋅
L

x−       L = longitud total del árbol. 

Para  

0=⇒ y  
sarrolla la metodología antes 

expuesta en el epígrafe 3.1.3 para la solución de las integrales por  método numérico  

iterativo

0=y  0 ⇒=i

Para  15=i

En el resto de  las columnas de la Tabla. 3.6 se de
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Tabla. 3.6. Primera Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol origi i   es. 
                                

nal del Vent lador de Gases Calient

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12) yo yo/ymáx Mx*yo/ymáx  7 8 9 10

0  3,675  0,0014  0,0052  0,0000  0  0  0,000760088 0,0000  0,0028     0,0000

7,35  3,7  0,0015  0,0060  16,3697  0,1352281  0,00020683  0,002268173 0,0008  0,0120  0028   0,

14,75  2,75  0,0028  0,0198  24,3329  0,20101113 0,00055712  0,003835089 0,0030  0,0219  0148   0,

20,25  6  0,0042  0,0466  33,9632  0,28056587 0,00119199  0,021002383 0,0069  0,1 0367   741  0,

32,25  14,5  0,0076  0,1487  52,6642  0,43505256 0,00330173  0,151734631 0,0279  2,6   0,2107   321

61,25  65,25  0,0119  0,3652  104,1998  0,86078189 0,01023675  1,159548736   2,8428   0,1796  87,5591

191,75  1,275  0,0177  0,8048  120,7783  0,99773487 0,01761398  4,994176678  1,3391  9,4141  90,4019 

194,3  1,275  3,9032  1,1543  121,0525  1  3,90318643  3,925679842  6,3333  19,4136  99,8160 

196,85  71,625  0,0177  0,8048  120,9697  0,999316  0,01764189  0,770368623 0,2590    119,2296   1 800,2379

340,1  13,225  0,0119  0,3652  106,9738  0,88369757 0,01050927  0,055085981 1,0294    919,4675   1 157,6214

366,55  8,775  0,0076  0,1487  53,7633  0,44413209 0,00337064  0,014204216 1,0845    1077,0889   1 108,4752

384,1  2,75  0,0042  0,0466  35,1772  0,29059458 0,0012346  0,002844909 1,0987    1185,5641   1 41,6278

389,6  4,35  0,0028  0,0198  25,5754  0,21127527 0,00058557  0,001503919 1,1015    1227,1919   1 59,3996

398,3  3,325  0,0015  0,0060  16,7091  0,13803185 0,00021111  0,000211115 1,1030  48,0212  1286,5915   1

404,95  0  0,0014  0,0039  0,0000  0  0  0  1,1032  11,1032  1334,6128 1

58 
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11  12  13(*10^‐12)  14(10^6) 15(10^6) 16(10^6) 17(10^6)  18(10^6) 19(10^6) 20 21
0,0000  ‐0,0147  0,0000  ‐0,0542  0,0000  0,0000  0  0  0 0,00  0,00 

24,22  ‐24,22  ‐4009,5217  ‐0,0239  ‐0,0147  ‐0,1975  ‐0,0542  1,2867  1,23250703 0,08387362 0,08368378
48,61  ‐48,60 449, 107  386   2,5821  2,3304504  ‐2 8341  ‐0,0 ‐0,0   ‐0,2418 ‐0,2516  1 0,15859 010 0,15823106
66,74  ‐66,70  ‐1431,0233 0,0129   ‐   ‐    ‐   ‐0,0493 0,6689 0,4935 3,5449  3,05141648 0,20765264 0,20718264
106,29  ,08 3,185 ‐ ,0182   5, 2‐106   ‐71 2  0   ‐0,0622  ‐2,0675 ‐1,1623  6455  4,483 077  0,30508779 0,30439725
201,86  ,02 4,933 ‐ ,0795   10 30‐199   ‐54 2  0   ‐0,0804  ‐15,6791 ‐3,2298  ,7222  7,492 429 0,50986051 0,50870649
631,96  ‐ 1,56 2,885 ‐ ,0015   33 7954   ‐67 3  0   ‐0,1599  ‐0,4095 ‐18,9089  ,5669  14,65 633 0,99749241 0,99523468
640,36  ‐ 054 ,55  ‐468,2975  ‐0,0013  ‐0,1613  ‐0,4131  ‐19,3185  34,0133  14,6948119 1  0,9  977366
648,77  ,54 7,951 ‐ ,1102   34 81‐529   ‐65 2  0   ‐0,1626  ‐31,1898 ‐19,7315  ,4597  14,72 476 1,00226853 1 
1120,88  ‐201,42  ‐551,4891 0,0189  ‐   ‐0,2728  ‐7,4667  ‐50,9213  59,5364  8,61508457 0,58626709 0,58494013
1208,06  ‐130,97 0,528 ‐ ,0228   64 5  ‐88 1  0   ‐0,2918  ‐5,3210 ‐58,3880  ,1666  5,778 842  0,39323975 0,39234969
1265,90 3 3,44 ,0126   ‐   67 82  ‐80,3   ‐172 27  ‐0   ‐0,3146 1,7651 ‐63,7090  ,2388  3,529 856 0,24020917 0,23966548
1284,02  ‐56,83 4,89 ,0313     68 5  ‐286 67  ‐0   ‐0,3272 ‐2,9829 ‐65,4741  ,2016  2,727 5393 0,18561339 0,18519328
1312,70 0 1,32 ,0144   69 6  ‐26,1   ‐432 66  ‐0   ‐0,3585  ‐2,4318 ‐68,4570  ,7246  1,267 3202 0,08626392 0,08606867
1334,61    ,0000 ,0000     70, 0 0,00 0   0   ‐0,3729 0,0000 ‐70,8887  8887  0  0 

 
Velocidad crítica. 

[ srad /  ]crit
max

maxω            
K y

y0=             [ /r ]minn crit
c

30
rit π

ω⋅
=  

Donde: 

⇒max0y  Flecha máxima 

 K୷୫á୶  ฺ  Valor de ܭ௬  para la flecha máxima 
 

Para esta primera iteración: 
࢚í࢘ࢉ࣓ ൌ 260,481783   ሺrad/sሻ 
݊í௧ ൌ 2 487,42   ሺr/minሻ 
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Tabla. 3.7. Segunda Iteración para el cálculo de la velocidad crítica rb al ilador Gases C ntes.  en el á ol origin del Vent de alie
 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12) yo/ymáx Mx*yo/ymáx 7 8 9 10

0  5 3,67 0,0014  0,0052  0  0,00 0 ,0 000  ,0005  0,0000  0 017  0, 000 

7,35  3,7  0,0015  0,0060  0,0836884 0,00 0 ,0 008  01  ,0018  0,0005  0 087  0, 17 

14,75    2,75 0,0028  0,0198  0,1582391 ,00 0 ,0 07  0 04  ,0029  0,0022  0 162  0, 104 

20,25  6  0,0042  0,0466  0,2071924 0,0 0 ,1 0  009  ,0147  0,0051  0 240  0, 266 

32,25    14,5 0,0076  0,1487  0,3044093 0,0 0 ,6127  0,152  023  ,0900  0,0198  1 06 

61,25    65,25 0,0119  0,3652  0,5087200 ,0 1 2, 77  0 060  ,1525  0,1099  8 4775  1, 634 

191,75  1,275  0,0177  0,8048  0,9952355 0,0 6 0, 22  176  ,2644  1,2623  1 8590  84, 408 

194,3  5 1,27 4,9106  1,1543  0,9977370 4,8 4 3, 01  995  ,9220  7,5268  2 3990  95, 998 

196,85  71,625  0,0177  0,8048  1  0,0177  0,5159  12,4488  941,0433  118,4987 

340,1  25 13,2 0,0119  0,3652  0,5849337 0,0 0 1 1059,54216  070  ,0463  2,9647  185,0352   

366,55  8,775  0,0076  0,1487  0,39234549  0,0030  0,0119  13,0110  127,2871  1244,5773 

384,1  2,75  0,0042  0,0466  0,23966302  0,0010  0,0024  13,0229  48,8426  1371,8644 

389,6  4,35  0,0028  0,0198  0,18519142  0,0005  0,0010  13,0253  69,6902  1420,7071 

398,3  3,325  0,0014  0,0060  0,08606783  0,0001  0,0001  13,0264  56,3395  1490,3972 

404,95  0  0,0015  0,0039  0  0,0000  0,0000  13,0265  13,0265  1546,7367 
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11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6) 16(10^6) 17(10^6)  18(10^6) 19(10^6)  20  21 
0,00  0 0, ‐0,06      ,00  0,0000  ‐0,0171  0000  28  0,0000 0,0000 0 0  0 
28,07  ‐   ‐   ‐   ‐0,2289    28,07 4647,0466  ‐0,0277 0,0171   ‐0,0628 1,4433 1,38051486 0,08837604 0,08828299
56,34 5     ‐0,04   ‐0,2803 16   ‐ 6,33  ‐2839,5490 ‐0,0124 48   ‐0,29 2,8964  2,60474128 0,166747  0,16657144
77, ‐77,       7753 19 35  32 ‐1658,8115 ‐0,0149 ‐0,0571  ‐0,   ‐0,57 3,9764  3,40444432 0,21794137 0,21771191
123, ‐123   4  2  ‐ ,3975 72 18  ,03 ‐827,168 ‐0,021 ‐0,0721  2   ‐1,34 6,3327  4,98553275 0,31915747 0,31882145
233 ‐23   8    ,3081 47  1,95  2,19 ‐635,737 ‐0,0940 ‐0,0933  ‐18   ‐3,74 2,0273  8,28264016 0,53022748 0,52966924
732,40 648,16  ‐   ‐ 0,4799    ‐ 805,3420  ‐0,0017 0,1873  ‐   ‐22,0528 37,6528  15,6000439 0,99866368 0,99761227
742 ‐64   1    4843 326  3,14  7,04 ‐560,559 ‐0,0017 ‐0,1890  ‐0,   ‐22,5 8,1535  15,6209184 1  0,99894717
751,88  ‐633,38  ‐ 2 786,980 ‐0,1033  ‐0,1908  ‐34,7288  ‐23,0169  38,6543  15,6373818 1,00105394 1 
129 ‐23 1  5  ‐ ,0765 457  69,04  9,50  ‐655,752 ‐0,022 ‐0,2941  8   ‐57,7 6,7834  9,03776007 0,57856778 0,57795865
140 ‐15     7942 222  7  0,07  5,49  ‐1045,3864 ‐0,0271 ‐0,3166  ‐5,   ‐65,8 1,9773  6,1550463 0,39402589 0,39361105
1467,10  ‐   ‐   ‐ 1,9315  95,23 2043,1457  ‐0,0150 0,3437  ‐   ‐71,6164 75,4235  3,80708443 0,24371707 0,24346048
148 6     ‐0,35   ‐3,2816 479  78,11  ‐ 7,40  ‐3397,6415 ‐0,0371 87   ‐73,5 6,5035  2,95557983 0,18920653 0,18900733
152 3     6882 295  71,34  ‐ 0,94  ‐5121,6863 ‐0,0170 ‐0,3957  ‐2,   ‐76,8 8,2118  1,38236197 0,08849428 0,08840111
1546 0   0  ,0000 176  7,74  ,00  0,0000 0,000 ‐0,4128  0   ‐79,5 9,5176  0  0  0 

 
Para la segunda iteración: 
࢚í࢘ࢉ࣓ ൌ 820    ሺ
࢚í࢘ࢉ ൌ 2 85   min
 
Porciento de diferencia: 
2,92 % 
 
 
 
 
 

252,8
414,

36    
 ሺr/

rad/sሻ
ሻ
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Tabla. . Ter  Ite  e d c ic r al ilador Gases C ntes.  3.8 cera ración para l cálculo e la velo idad crít a en el á bol origin  del Vent de alie

 
 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12) yo/ymáx Mx*yo/ymáx 7  8 9 10
0  3, 4   675  0,001 0,0052 0  0, 0, 0 00  0005  0000  0,0 18  0,000  

7,35  3 5   ,7  0,001 0,0060 0,08828 00 0, 0, 0 8298  0, 013503  0018  0005  0,0 92  0,001  

1 2,7 8  8 4,75  5  0,002 0,019 0,16657 00 0, 0,0 17 10142  0, 046167  0030  023  0,0 0  0,01  

20,25  6  0,0042   0,0466 0,21771 00 0 , 301  0,0280188  0, 092495  ,0154  0 0053  0,1  

32,25  14 6   ,5  0,007 0,1487 0,3188 0 0 , 8 1 2142  0,0 241962  ,0938  0 0208  1,6 17  0,158

61,25  65 9   ,25  0,011 0,3652 0,5296 00 1 ,1 8 7692  0, 629903  ,1555  0 145  82,9 29  1,839  

1 1, 7   91,75  275  0,017 0,8048 0,99761 01 6 , 8 2226  0, 761181  ,2720  1 2700  10,8 61  84,82 6 

1 1, 6   94,3  275  4,910 1,1543 0,99894 90 4 , 4 8717  4, 544053  ,9279  7 5421  23,4 13  95,70 8 

196,85  71,625  0,0177  0,8048  1  0,01765397  0,5100  12,4700  942,1600  119,1501 

340,1  13,225  0,0119  0,3652  0,57795867  ,00687331  0,0464  12,9800  185,2534  1061,3101 0

366,55  8,775  0,0076  0,1487  0,39361107  0,00298722  0,0121  13,0263  127,4384  1246,5635 

384,1  2,75  0,0042  0,0466  0,24346049  0,00103435  0,0025  13,0384  48,9008  1374,0019 

389,6  4,35  0,0028  0,0198  0,18900734  0,00052385  0,0011  13,0409  69,7734  1422,9027 

398,3  3,325  0,0014  0,0060  0,08840112  0,00012501  0,0001  13,0420  56,4069  1492,6761 

404,95  0  0,0015  0,0039  0  0  0,0000  13,0421  13,0421  1549,0829 
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11 12 13(*10^-12) 14(10^6) 15(10^6) 16(10^6) 17(10^6) 18(10^6) 19(10^6) 20 21 
0,00 0,00 0 -0,0171 0,0000 -0,0629 0,0000 0,0000 0 0 0 

28,12 -28,11 -4654,08023 -0,0277 -0,0171 -0,229 -0,0629 1,4450 1,382104992 0,08839612 0,08830318
56,42 -56,41 -2843,82876 -0,0124 -0,0448 -0,280 -0,2921 2,8998 2,607681827 0,16678107 0,16660571
77,46  1, 057  222 -77,44 -166 29838 -0,0149 -0, 2 -0,7764 -0,5728 3,9810 3,4082 7 0,21798172 0,21775252
123,37 1 -0,0722 -2,4010 2 931 -123,2  -828,37449 -0,0212 -1,349 6,3401 4,9908 6 0,31920556 0,31886993
234,30 6 6,5 -0, -0,0 2  896 -232,4 -63 00333 0941 934 -18,33 0 -3,7503 12,0413 8,2910 7 0,53027821 0,52972065
733,51 9 ,9 -0, -0,1 04  486 -648,6 -805 99427 0017 875 -0,48  -22,0823 37,6968 15,614 4 0,9986651 0,99761505
743,27 6 1,0 -0, -0,1 49 1 358 -647,5 -56 06737 0017 893 -0,48  -22,5627 38,198 15,635 1 1 0,99894855
753,02 -633,87 -787,587955 -0,1034 -0,1910 -34,7680 -23,0476 38,6994 15,6518152 1,00105256 1 
1301,01 0 ,3 -0, -0,2 52  800 -239,7 -656 06358 0225 944 -8,08  -57,8156 66,8614 9,0457 8 0,5785464 0,57793808
1402,19 -155,63 -1046,31094 -0,0271 -0,3169 -5,8003 -65,9008 72,0613 6,16052282 0,39401226 0,39359798
1469,32  -0,34 5  852 -95,32 -2045,03227 -0,0150 41 -1,933  -71,7010 75,5115 3,8104 4 0,2437095 0,24345325
1490,36 6 0 -0, -0,3 50  24 -67,4 -340 ,7464 0371 590 -3,28  -73,6346 76,5928 2,9582 54 0,18920095 0,18900201
1523,64  6, -0, -0,3 09 1 02 -30,97 -512 45016 0170 961 -2,69  -76,9195 78,303 1,3836 08 0,08849187 0,08839883
1549,08 0 0 0, -0,4  0,0  0000 132 0,0000 -79,6105 79,6105 0 0 0 

                 
Para la a           3 d i r

 til e C  

࢚í࢘ࢉ࣓  ൌ 252,765412 ሺrad/sሻ

࢚í࢘ࢉ ൌ 2413, in

 

0,046 % 

En el árbol original su velocidad nominal se aleja de la velocidad crítica pues según datos de chapa el ventilador gira a 
una velocidad  máxima  ܸá௫ ൌ í݊, su velocidad crítica cae en el rango de 1,3݊݉/ݎ 950  ݊  0,7݊.

                               
tercer  iteración:                         Tabla. .9. Rangos 

Ven
e veloc
ador d

dades c
Gases 

íticas en el árbol original del 
alientes.

 

ሻ73 ሺr/m  

Porciento de diferencia 

Zonas b cde Tra ajo críti as 
0,7n  n  1,3n 

1689,61232 3137,851445
1,4n  n  2,6n 

3379,2246 023 6275,7 891
2,1n  n  3,9n 

5068,83695 9413,554336
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3.5  

Gases Calientes, que fue fabricado en México. 
Se calculó la velocidad crítica del árbol qu e montó en el ventilad de gases 

calientes  de la Empresa Cementos Cienfue S. A, red ña qu importado 

desde México. Las dimensiones se señalan en la Fig. 2.9

Tabla. 3.10  Diámetro, Peso del árbol y d od  pa cad
 

 

 

 

 

ia  árbol para cada tramo
 

  Cálculo de la velocidad crítica en el árbol rediseñado para el Ventilador de

e s

gos 

 Pe

 del

or 

ue 

tramo. 

. 

ise

ete

do 

ra 

e f

a 

.  

so el r

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
Tabla. 3.11 Momento de inerc

x(cm^4) 

2531.25 
2961.20448 

6516.05 
7378.94528 
10869.80976 
50851.12075 
154446.9786 

565824.8 
154446.9786 
50851 75.120  

Øárbol (cm) Wa (kgf) Wr (kgf) 

15 11.3751  1795 0
15.6 11.25304351 0 
19 12.2413  5322 0

19.6 8.12392  3046 0
21.593 39.7018  3983 0
31.7565 187.542  3418 0
41.923 1263.42 0 0432

58 2667.081155 9700 
41.923 328.5547609 0 
31.7565 84.4664 0 8918
21.593 30.4713 0 2736

19.6 13.0266 0 9876
19 18.9184 0 5498

15.6 12.4533 0 6815
15 0 0 
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10869.80976 
7378.94528 

6516.05 
2961.20448 

2531.25 
 

Tabla. 3.12. Distancia del árbol desde el centro de los cojinetes, peso del Rotor, peso 
de la Brida. 

 

 

 
 

Fig. 2.9   Secciones de cálculo y las as del árbol rediseñado 
. 

 

 

 

 

 

L (cm)  Peso del Rotor (kg)  Peso de la Brida (kg) 
  97390.6 00  8.9193409

dimensiones básic
importado desde México

61 
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Tabla. 3.13. Primera Iteraci a el cálculo de la velocidad crítica en el árbol rediseñado del Ventilador de Gases 
Calientes fabricado en México. 

ón par

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12)  yo  yo/ymáx  Mx*yo/ymáx  7  8  9  10 
0  4,1  0,0014  0,0052  0,0000  0  0,0000  0,0011  0,000 0,0045  0,0000 0 
8,2  3,75  0,0015  0,0060  28,2965  0,1750774  0,0003  0,0025  0,001 0,0146  0,0045 1 
15,7  2,75  0,0023  0,0133  42,2184  0,26121562  0,0006  0,0031  0,003 0,0219  0,0191 6 
21,2  1,715  0,0024  0,0151  60,4339  0,3739194  0,0009  0,0035  0,006 0,0181  0,0410 7 
24,63  6,9055  0,0029  0,0222  81,9232  0,50687898  0,0015  0, 0,006 0,2582  0,0591 0298  7 
38,441  15,0815  0,0063  0,1037  104,4295  0,64613099  0,0041  0, 0,036 2,9532  0,3173 1570  4 
68,604  58,298  0,0110  0,3151  148,3195  0,91768921  0,0101  5,7295  0,1934  345,4839  3,2704 
185,2  64,297  0,0981  1,1543  161,6228  1  0,0981  0,7488  5,9229  434,8919  348,7543 

313,794  15,1605  0,0110  0,3151  148,0856  0,91624202  0,0101  0,069 6,671 108,8764  783,6462 8  7 
344,115  6,7925  0,0063  0,1037  100,4327  0,62140181  0,0039  0,013 6,741 52,6248  892,5226 5  5 
357,7  5,3  0,0029  0,0222  77,4426  0,47915641  0,0014  0, 6, 42,5884  945,1473 0060  7550 
368,3  2,75  0,0024  0,0151  58,5395  0,36219828  0,0009  0, 6, 2 7 0019  7610  5,3591  987,735
373,8  4,25  0,0014  0,0133  43,6036  0,26978619  0,0004  0,001 6, 3 49 6  7629  5,5121  1013,09
382,3  4,15  0,0015  0,0060  29,0845  0,17995295  0,0003  0,000 6, 3 69 3  7645  4,8383  1048,60
390,6  0  0,0023  0,0052  0,0000  0  0,0000  0,0000  6, 6,7648  7648    1083,4453
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11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6)  16(10^6)  17(10^6)  18(10^6)  19(10^6)  20 
0,00  0,00  0,00  ‐0,0154  0,0000  ‐0,0633  0,0000  0,0000  0  0 
2 ‐22   ‐0,02 ‐0,01 ‐ 21 3     2,75  ,74 ‐3764,47  64  54  0, 47  ‐0,063 1,2434 1,1801515 0,1551365 
43, 3   ‐0, ‐0,0418  ‐0,2844 2780     55  ‐43,53  ‐ 274,69 0197    ‐0, 2,5671 2,28904284 0,30090551 
58, 3   0, ‐0,0 317 5624     80  ‐58,76  ‐ 903,76 ‐ 0120  616  ‐0,2   ‐0, 3,4664 2,90397612 0,3817414 
68, 3   0, ‐0,0 114 7941     32  ‐68,26  ‐ 078,30 ‐ 0283  735  ‐1,2   ‐0, 4,0272 3,23307968 0,42500362 
10 1 1   0, ‐0,1 411 0055     6,63  ‐ 06,31  ‐ 024,81 ‐ 0244  019  ‐3,4   ‐2, 6,2854 4,27987616 0,56260997 
19 1   5   0, ‐0,1 278 4466     0,29  ‐ 87,02 ‐ 93,59 ‐ 0429  263  ‐17,2   ‐5, 11,2173 5,7706343 0,75857718 
513,71  ‐164,95  ‐142,91  ‐0,0269  ‐0,1692  ‐23,4903  ‐22,6744  30,2816  7,6071815  1 
87 2   0 ‐ ,1 471 1648   0,40  ‐86,75  ‐ 75,35 ‐ ,0132  0 961  ‐6,1   ‐46, 51,3077 5,14294195  0,67606405 
95 5   0 ‐0,2093  ‐2,9695 3118   4,51  ‐61,98  ‐ 97,50 ‐ ,0185    ‐52, 56,2654 3,95358162  0,51971701 
992,19  ‐47,04  ‐ 121,362   0 ‐ ,2 376 2813   ‐ ,0232  0 278  ‐2,5   ‐55, 58,4867 3,2053739  0,42136156 
10 2   0 ‐ ,2 109 8189   21,59  ‐33,85  ‐ 248,97 ‐ ,0111  0 510  ‐1,4   ‐57, 60,2198 2,40092552  0,31561302 
1036   1   0, ‐0,2 953 2298   ,85 ‐23,75  ‐ 786,73 ‐ 0159  621  ‐2,2   ‐59, 61,1191 1,88930544  0,24835814 
106 1   0, ‐0,2 410 5251     0,42  ‐11,82  ‐ 955,98 ‐ 0081  780  ‐2,3   ‐61, 62,5090 0,9838498 0,12933171 
108 0, ‐0,2 000 8661   3,45  0,00  0,00  0000  861  0,0   ‐63, 63,8661 0  0 

 

࢚í࢘ࢉ  

࢚í࢘ࢉ ൌ 3462,26   ሺr/minሻ  

Para esta primera iteración: 

࣓ ൌ 362,566864     ሺrad/sሻ
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Tabla. 3.14 Segunda Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol rediseñado del Ventilador de Gases 
Calientes fabricado en México. 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx  ) (*10^‐12 yo/ymáx  Mx*yo/ymáx  7  8  9  10 

0  4,1  0,0  0141408 0,00516375 0  0  00 00  0, 10  0, 00  0,0040 0,0000 

8,2  3,75  0,0  0152947 0,00604086 0,1551365  237 00 00  0,000 28  0, 28  0, 10  0,0151 0,0040 

15,7  2,75  0,0  0226881 0,01329274 0,30090551 0682 00 00  0,00 7  0, 32  0, 38  0,0230 0,0191 

21,2  1,715  0,0  0241436 0,01505305 0,3817414  921 00 00  0,000 66  0, 31  0, 70  0,0242 0,0421 

24,63  6 0,00  ,9055  293033 0,02217441 0,42500362 245 02 1 1 0,001 4  0, 59  0,0 00  0,258 0,0663 

3 1 0,00  8,441  5,0815  633805 0,10373629 0,56260997 565 12 3 2  0,3244 0,003 85  0, 99  0,0 59  2,537

6 5 0,01  8,604  8,298  104575 0,31507184 0,75857718 8379 89 16 250,00 05  6, 33  0, 58  411,70 2,8615 

185,2  6 0,1  4,297  1809946 1,15428259 1  0,118099 59 5 946  0, 82  7,0 92  499,40 4 414,5640 

313,794  15,1605  0,01104575 0,31507184  0,67606405 0,00746763  0,0574  7,6574  124,6183 913,9734 

3 6 0,0  44,115  ,7925  0633805 0,10373629 0,51971701 293 01 1 30,003 99  0, 17  7,7 48  60,197   1038,5917

357,7  5,3  0,00293033 0,02217441  0,42136156 234 00 2 00,001 73  0, 53  7,7 65  48,705   1098,7890

368,3  2,75  0,00241436 0,01505305  0,31561302 0,000762 0,0023 7,7318  29,0006  1147,4940   

373,8  4,25  0,00226881 0,01329274  0,24835814 0,00056348  0,0014  7,7341  40,6100  1176,4946

382,3  4,15  0,00152947 0,00604086  0,12933171 0,00019781  0,0002  7,7355  39,8387  1217,1047

390,6  0  0,00141408 0,00516375  0  0  0,0000  7,7357  7,7357  1256,9434
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Para la 

segund aci

࢚í࢘ࢉ࣓ ൌ 340,216213    ሺra

࢘ࢉ ࢚ ൌ 3248,83  ሺr/minሻ

Porciento de diferencia: 

6,16 % 

 

a iter ón: 

d/sሻ 

 í  

11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6) 16(10^6) 17(10^6)  18(10^6) 19(10^6)  20 

0,00  0  0,00   00  ,0000  0 0,0   ‐0,0179  0,0000 ‐0,0734  0,00 0 0 
26,39  ‐26,38  ‐4367,50  ‐0,0306  ‐0,0179  ‐0,2491  ‐0,0734  1,5467  1,47332552 0,17053311
50,52 0,5 ,31   ‐   ‐0,3299  ‐0,3226 614 888  ‐5 0  ‐3799   ‐0,0229 0,0485   2,9   2,63 326 0,30544301
68,22 8,1 26 0 525 89 64  ‐6 8  ‐4529,   ‐0,0139  ‐0,0714  ‐ ,2689  ‐0,6   3,99   3,34 2063 0,38733839
79,26 9,1 35 ‐1, 9213 59 45  ‐7 9  ‐3571,   ‐0,0329  ‐0,0853  4055  ‐0,   4,64   3,72 6138 0,43110707
123,70 3,3 34 3 268 10 42  ‐12 8  ‐1189,   ‐0,0284  ‐0,1182  ‐ ,9932  ‐2,3   7,25   4,92 0371 0,56996216
220,77 ,9 0 ‐19 3200 40 05  ‐217 0  ‐691,6   ‐0,0495  ‐0,1466  ,9742  ‐6,   12,9 6  6,62 7488 0,76631216
595,97  ‐181,41  ‐157,16  ‐0,0297  ‐0,1961  ‐27,1180  ‐26,2942  34,9338  8,63952742 1 
1009,78  ‐95,81  ‐304,09  ‐0,0147  ‐0,2257  ‐7,0660  ‐53,4122  59,1901  5,77789837 0,66877482
1107,36  ‐68,76  ‐662,87  ‐0,0205  ‐   ‐ 60,4782 4,431299680,2404 3,4048  ‐   64,9095  0,51290996
1151,07  ‐52,28  ‐2357,80  ‐0,0258  ‐0,2609  ‐ 63,8829 3,589027392,9020  ‐   67,4720  0,41541941
1185,18  ‐37,69  ‐2503,70  ‐0,0123  ‐0,2867  ‐ 66,7849 2,68652111,6105  ‐   69,4714    0,31095695
1202,88 6,3 04 2 395 08 34  ‐2 9  ‐1985,   ‐0,0177  ‐0,2990  ‐ ,6166  ‐68, 4  70,5 9  2,11 3699 0,24462414
1230,23 3,1 44 ‐2, ,012 12 01  ‐1 3  ‐2173,   ‐0,0090  ‐0,3167  6658  ‐71 0  72,1 2  1,10 8664 0,12734338
1256,94 ,00   0 677 77 0  0   0,00 0,0000  ‐0,3257  ,0000  ‐73, 8  73,6 8    0 
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Tabla. 3.  Terce ter l e i a b ña entilad de Gases 
en ic Mé

 

 

 

 

 

 

 

 
 

15. ra I ación para e cálculo d  la veloc dad crític  en el ár ol redise do del V or 
Cali tes fabr ado en xico. 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12)  yo/ymáx  Mx*yo/ymáx  7  8  9  10 

0  4,1  0,0014 0,0052  0  0  0,0011 0,0000  0,0044  0,0000 
8,2  3,75  0,0015 0,0060  0,17053311 0,00026082  0,0029 0,0011  0,0158  0,0044 
15,7  2,75  0,0023 0,0133  0,30544301 0,00069299  0,0033 0,0039  0,0237  0,0202 
21,2  1,715  0,0024 0,0151  0,38733839 0,00093518  0,0031 0,0072  0,0249  0,0439 
24,63  6,9055  0,0029 0,0222  0,43110707 0,00126329  0,0262 0,0103  0,2624  0,0687 
38,441  15,0815  0,0063 0,1037  0,56996216 0,00361245  0,1313 0,0365  2,5668  0,3311 
68,604  58,298  0,0110 0,3151  0,76631216 0,00846449  6,8934 0,1678  411,8217 2,8979 
185,2  64,297  0,1181 1,1543  1  0,11809946  0,5931 7,0612  499,2078 414,7196 

313,794  15,1605  0,0110 0,3151  0,66877482 0,00738712  0,0567 7,6543  124,5560 913,9274 
344,115  6,7925  0,0063 0,1037  0,51290996 0,00325085  0,0115 7,7109  60,1658  1038,4834
357,7  5,3  0,0029 0,0222  0,41541941 0,00121732  0,0052 7,7225  48,6790  1098,6491
368,3  2,75  0,0024 0,0151  0,31095695 0,00075076  0,0023 7,7277   28,9850 1147,3282
373,8  4,25  0,0023 0,0133  0,24462414 0,00055501  0,0014 7,7299  40,5880  1176,3132
382,3  4,15  0,0015 0,0060  0,12734338 0,00019477  0,0002 7,7313  39,8171  1216,9012
390,6  0  0,0014 0,0052  0  0  0,0000 7,7315  7,7315  1256,7183
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11 12 13(*10^-12) 14(10^6) 15(10^6) 16(10^6) 17(10^6) 18(10^6) 19(10^6) 20 
0,00 0,00 0,00 -0,0179 0,0000 4 0,0000 0,0000 0  -0,073 0 

26,38 -26,38 -4366,65 -0,0306 -0,0179 -0,2491 -0,0734 1,5461 1,47274077 0,17060153 
50,51 -50,49 -3798,54 -0,0229 -0,0485 -0,3298 -0,3225 2,9603 2,63779936 0,30556131 
68,21 -68,17 -4528,32 -0,013  3,9973 3,345000119 -0,0714 -0,2688 -0,6523 0,38748308 
79,24 -79,18 -3570,60 -0,0329 -0,0853 -1,4052 -0,9211 4,6441 3,72294386 0,43126389 
123, -12 -1 6 - 263 7,24 4,92 62 68 3,35 189,0 -0,0284 -0,1182 3,9923 -2,3  82 18 0,57014594 
220,7 -217   -0,1 5 -19,968 -6,31 2 6,6 63 ,83 -691,36 -0,0495 46 9 87 1 ,9356 168769 0,7664956 
595,86 -181,14 -156,93 -0,0296 -0,1960 -27,1076 -26,2876 34,9202 8,6 3326353 1 
1009,60 -95,67 -303,66 -0,0146 -0,2256 -7,0626 -53,3952 59,1672 5,7 2719461 0,66861925 
1107 -68   - 4 4 4,4 1,16 ,67 -662,00 -0,0205 -0,2402 3,4030 -60, 578 6 ,8843 265051 0,51276406 
1150 -52 1  - 8 7 3,5 6,87 ,22 -2354,8 -0,0257 -0,2607 2,9002 -63, 608 6 ,4458 850627 0,41529181 
118 -3 2  - 7 9 2,  4,97 7,64 -2500,6 -0,0123 -0,2865 1,6095 -66, 610 6 ,4445 6835134 0,3108568 
120 -2 9  - 3 0 2,1 12,67 6,35 -1982,4 -0,0177 -0,2988 2,6148 -68, 705 7 ,4816 110569 0,24454374 
123 -1 6  - 9 2 10,01 3,11 -2170,6 -0,0090 -0,3165 2,6639 -70, 853 7 ,0843 ,09893883 0,1273005 
125 0  -0,3 5 0 6 36,72 ,00 0,00 0,0000 25 ,0000 -73, 493 7 ,6493 0 0 

 
                       . 3.  d e a á e                          
Para la ter r                 e s es

                           

࢚í࢘ࢉ࣓ ൌ 340       

࢚í࢘ࢉ ൌ 3250 /m

orciento de diferencia: 

.004 %                                                  

n el árbol traído de México la velocidad crítica se aleja de su velocidad nominal. La velocidad crítica más peligrosa es 
uando está en el rango de  1,3n  n  0,7n.

rbol redis                                         Tabla 16. Rangos e velocidad s crític s en el ñado del  
cera ite ación:                                         Ventilador d  Gase Calient . 

            

.351996 ሺrad/sሻ

 .12     ሺr inሻ 

P

0

E
c

Zon j asas de Traba o crític  
0,7n n 1,3n 

2275,08551 4225,158805
1,4n n 2,6n 

4550,17102 8450,31761
2,1n n 3,9n 

6825,25653 12675,47641
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3.6 Cálculo de la velocidad crítica para la variante de recuperación del árbol del 

El Cálcu a lizó en este caso por el Método propuesto por 

Birger, que no puede contemplar con exactitud la influencia de la mayor elasticidad de la 

zon sp  int  utilizar en este caso el do de los 

Ele to una utadora n ca i  necesaria 

impidió obtener resultados.  Las dimensiones básicas se e tomó en 

con te cia de sp  en el mismo, para 

cal

o  d odete para cada tr . 
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a. 3.17 Diámetro, Peso del árb el r

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

Tabla. 3.18. Momento de ine rbol para cada tramo. 

x(cm^4) 

2531.25 
2961.20448 

6516.05 
7378.94528 

Øárbol (cm) Wa (kgf) Wr (kgf) 

15  10,195 0 98987
15,6  11,103 0 00293
21  14,954 0 11848
26  50,013 0 52673

34,75  215,90 0 72142
43,5  1522,469369 0 
53  44,16227703 0 
58  52,88782482 9700 
53  2436, 0 71858 
43,5  338,32 0 65264
34,75  131,40 0 55976
26  22,714 0 47672
10,5  5,9136 0 74125
15,6  9,9776 0 98582
15  0  0 
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10869.80976 
50851.12075 
154446.9786 

565824.8 
154446.9786 
50851.12075 
10869.80976 
7378.94528 

6516.05 
2961.20448 

2531.25 
 
Tabla 3.19. Distancia del árbol tomada desde el centro de los cojinetes, peso del Rotor, 

peso de l

 

 

 

Fig. 2.10   Secciones de cálculo y las dimensiones básicas de la recuperación del árbol. 

a Brida. 

 

L (cm)  Peso del Rotor (kg) Peso de la Brida
405  9700  1980,  93517
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Tabla. 3.20. Primera Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol Recuperado del Ventilador de Gases 
Calientes. 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12)  yo  yo/ymáx  Mx*yo/ymáx  7  8  9  10 
0  5  0,0014  0,0052 3,67 0,0000  0  0    0,0000  0,0028  0,0000 0,000760209

7,35    0,0015  0,0060 3,7 16,3631  0,13524967  0,00020686    0,0008  0,0120  0,0028 0,00226862
14,75    0,0028  0,0198 2,75 24,3241  0,20105154  0,00055   0,0030  0,0219  0,0148 723  0,003835858
20,25  0,0042  0,0466 6  33,9509  0,28062213  0,00   0,0069  0,1741  0,0367 119223  0,021006396
32,25    0,0076  0,1487 14,5 52,6446  0,43513544  0,00330236   0,0279  2,6324  0,2108   0,151754102
61,25  5  0,0119  0,3652 65,2 104,1544  0,86089116  0,01023   0,1796  87,5669  2,8432 805  1,159642827
191,75  1,275  0,0177  0,8048  120,7201  0,99781542  0,0176154  5,989630114  1,3393  10,6836  90,4101 
194,3  1,275  4,6906  1,1543  120,8119  0,9985742  4,68393311  4,706425674  7,3289  22,6739  101,0937 
196,85  5  0,0177  0,8048 70,3 120,8971  0,99927842  0,01   12,0353  911,9601  123,7676 764123  0,75678386
337,55    0,0119  0,3652 14,5 106,8869  0,88347671  0,01 0,0 8 7 050665  5930 104  12,7921  199,1376  1035,727
366,55  5  0,0076  0,1487 8,82 53,6530  0,4434704  0,00336 0,0 1 3 562  1423 139  12,8514  126,3907  1234,865
384,2  5  0,0042  0,0466 2,72 35,0613  0,28980017  0,00123 0,0 8 1 122  0162 519  12,8656  47,9290  1361,256
389,65    0,0007  0,0012 4,35 25,4572  0,21041721  0,0001458    2,8 1 0,00105806 1 673  68,8445  1409,185
398,35  5  0,0015  0,0060 3,32 16,5890  0,13711685  0,00   12,8683  55,6562  1478,0296 020972  0,000209716
405  0,0014  0,0052 0  0,0000  0  12,8685  12,8685  1533,6858 0  0 
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࢘ࢉ࣓ ࢚ 242,12   ሺra

í   

Para esta primera iteración: 

í  

࢘ࢉ ࢚ ൌ 2312   ሺr/minሻ

ൌ d/sሻ

11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6)  16(10^6)  17(10^6)  18(10^6)  19(10^6)  20 
0,00  0,00  0,00 ‐0,0169 0,000 22 0,0000  0,0000 00 ‐0,06 0

27,83  ‐27,83  ‐4607,09 ‐0,0275 ‐0,0169 ‐0,2269 ‐0,0622  1,5804 1,51821376 0,07785964
55,86  ‐55,84  ‐0,01 ‐ ‐ 91  3,1716‐2815,02 23 0,0444 0,2779 ‐0,28 2,88250196 0,14782541
7   ‐0, ‐0,0567 ‐0,7686 ‐0,5676,68  ‐76,65 ‐1644,39 0148 0  4,3543 3,78725573 0,19422454

122,13  ‐ ‐ ‐121,92  ‐819,67 0,0210 0,0714 ‐2,3760 ‐1,3356  6,9346 5,59897731 0,28713635
231,95  ‐ ‐ ‐229,10  ‐627,30 0,0925 0,0924 ‐18,0948 ‐3,7116  13,1703 9,45870473 0,48507751
726,13  ‐ ‐ ‐635,72  ‐789,89 0,0017 0,1849 ‐0,4737 ‐21,8064  41,2311 19,4247086 0,9961712
735,79  ‐634,70  ‐549,86 ‐0,0015 ‐0,1866 ‐0,4778 ‐22,2800  41,7794 19,4993678 1
74   ‐ 0, ,3 75,45  ‐621,68 ‐772,44 0,1268 ‐ 1881 ‐35 936 ‐22,75 8  39,8036 17,0458102 0,87753235

127   ‐ 0, ,4 518,26  ‐242,53 ‐664,07 0,0246 ‐ 3150 ‐9 900 ‐58,1 4  72,5818 14,4303599 0,74004245
138   ‐ 0,3 6,2 18,08  ‐153,22 ‐1030,11 0,0268 ‐ 395 ‐ 293 ‐67,64 4  78,8175 11,1761133 0,5731526
145   ‐ 0, ,4 074,92  ‐93,66 ‐2009,43 0,1514 ‐ 3663 ‐2 090 ‐73,87   82,6127 8,7419996 0,44832221
147     ‐ 0, ,6 95,56 ‐66,37 ‐53533,88 0,2548 ‐ 5177 ‐5 125 ‐76,27 7  83,7846 7,50485047 0,38487661
150   ‐0 ‐0,7 5,1 28,50  ‐30,47 ‐5044,57 ,0168 725 ‐ 930 ‐81,89 2  85,6553 3,76310477 0,19298599
153 0 ‐0, ,0 5 03,69  0,00  0,00 ,0000 7893 0 000 ‐87,08 2  87,0852 0

75 
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Tabla. 3.21 Segunda Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol Recuperado del Ventilador de Gases 
aliC entes. 

Xi  2 ∆L  Mx  EIx ( ) *10^‐12 yo/ymáx  Mx*yo/   9 1/ ymáx  7  8 10 

0  3, 0,0 0675  014  ,0052  0  0  0,000 0 7 5  0,0 00  0,001 0,0000 

7 0,0 0,35  3,7  015  ,0060  0,08314617 271 001 00 6 0,0001 7  0, 7  0, 05  0,008 0,0017 

1 0,00 04,75  2,75  28  ,0198  0,15732212 360 0 0 1 0,0004 3  0,0 28  0,0 22  0,016 0,0104 

2 0,00 00,25  6  42  ,0466  0,20611066 75 1 0 4 0,0008 66  0,0 47  0,0 51  0,123 0,0265 

3 0,00 02,25  14,5  76  ,1487  0,30313675 00 8 1 2  0,1490,0023 59  0,0 98  0,0 97  1,608 9 

61,25  65,25  0,01 019  ,3652  0,50750879 35 5 0 60,0060 49  1,1 50  0,1 95  82,618   1,7580 

191,75  1,275  0,01 077  ,8048  0,99739892 08 7 6 00,0176 05  6,2 86  1,2 45  10,882   84,3767 

194,3  1,275  4,9 1106  ,1543  1  4,910610 3 4 2 55  4,9 14  7,5 31  23,448 95,2587 

196,85  71,625  0,0177  0,8048  0,92351141 0,01630364  0,5336  12,4745 944,1862 118,7069 

340,1  13 0,0 0,225  119  ,3652  0,6073619  22 4 0 570,0072 98  0,0 72  13, 082 185,66 1062,8931

366,55  8,77 0,0076  05  ,1487  0,39826571 22 1 0554 127,7229 1248,55880,0030 55  0,0 21  13,

384,1  2,75  0,0042  0,0466  0,24457575 0,00103908  0,0025  13,0675 49,0101  1376,2817

389,6  4,35  0,0028  0,0157  0,19014558 0,00052701  0,0011  13,0700 69,9292  1425,2918

398,3  3,325  0,0014  0,0060  0,08866969 0,00012539  0,0001  13,0711 56,5329  1495,2210

404,95  0  0,0015  0,0039  0  0  0,0000  13,0712 13,0712  1551,7539
  

76 
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࣓ í ൌ ad/sሻ

࢚í࢘ࢉ  

Porciento de diferencia: 

0,06 % 

11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6) 16(10^6) 17(10^6)  18(10^6) 19(10^6)  20  21 

0,00  0,00  0,0000  ‐0,0171  0,0000 0,0000  0,0000  0   ‐0,0630  0  0 
28,16 2 ‐4662,1230  1 96 1,449 1,38676798  ‐ 8,16  ‐0,0278  ‐0,0 71  ‐0,22   ‐0,0630  7  0,08823072 0,08813486
56,52 ‐56 ‐284   ‐0,0 ‐0,0449 0,2812  ‐   2,9 2,6  ,51  8,7645 124    ‐ 0,2926 093  167525  0,16648636 0,16630547
77, ‐77, ‐166   ‐0,0 ‐0,0 78 3,9 ,460  57  4,1973 150  573  ‐0,77   ‐0,5738  942  3 2037762 0,21761562 0,21737918
123 ‐123 ‐82   ‐0,0 ‐0,0 52 6,3 ,0,58  ,43  9,8597 213  723  ‐2,40   ‐1,3516  611  5 0949161 0,31872026 0,31837396
234 ‐232,9   ‐63   ‐0,0 ‐0,0 84 12, ,3,71  5 7,8302 943  936  ‐18,36   ‐3,7568  0811  8 2428565 0,52961831 0,52904287
734 ‐650 ‐80   ‐0,0 ‐0,1 14 37, 5,,78  ,40  8,1250 017  879  ‐0,48   ‐22,1253  8213  1 6959963 0,99863068 0,99754565

Para la segunda iteración: 

242,26 ሺr࢘ࢉ ࢚  

 ൌ 2313,47  ሺr/minሻ

744,55  ‐649,29  ‐562,5069  ‐0,0017  ‐0,1897  ‐0,4859  ‐22,6067  3242  138, 5,7175187 1  0,99891348
754,32  ‐635,62  ‐789,7519  ‐0,1037  ‐0,1914  ‐34,8459  ‐23,0926  38,8272  15,7346146 1,0010877  1 
130 ‐240 ‐658   ‐0,0 ‐0,2951   67, 9,143,25  ,36  ,1142 226    ‐8,1041 ‐57,9384  0822  375749 0,58175579 0,5811237 
140 ‐15 ‐104   ‐0,0 ‐0,31 40  72, 6,24,61  6,05  9,1510 272  77 5,81  ‐ ‐66,0425  2993  5672753 0,39807349 0,39764098
147 ‐95 ‐205   ‐0,0 ‐0,34 50  75, 3,9  1,86  ,58  0,4733 175  49  ‐1,94 ‐71,8565  7609  043367 0,24840668 0,24813679
149 ‐6 ‐431   ‐0,0 ‐0,36 17 76, ,02,93  7,64  4,7151 411  24  ‐3,33   ‐73,8015  8457  3 4418565 0,19368106 0,19347062
152 ‐31 ‐514   ‐0,0 ‐0,4 02 78, ,46,27  ,05  0,0507 171  035  ‐2,74   ‐77,1332  5617  1 2853171 0,09088786 0,09078911
155 0,0 0, 0,0 ‐0,4 0 79,1,75  0  0000  000  206  0,000   ‐79,8734  8734  0  0  0 
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Tabla. 3.22. Tercera Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol Recuperado del Ventilador de Gases 
e

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Calient s. 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12)  yo/ymáx  Mx x*yo/ymá 7  8  9  10 

0  3, 4 2 675  0,001 0,005 0 0 0  0  0,0005 0,0000  0, 018  0,0 00 
7,35  3 5 0 ,7  0,001 0,006 0,0881 0, 0 03486 0001348  0,0018 0,0005  0, 091  0,0 18 
1 2, 8 8 4,75  75  0,002 0,019 0,166 ,0   0 130547 0 0046093 0,0030 0,0023  0, 170  0,0 10 
2 2 6 0,25  6  0,004 0,046 0,2173 0, 1 27918 00092354  0,0154 0,0053  0, 299  0,0 80 
3 14 6 7 2,25  ,5  0,007 0,148 0,3183 0, 6796  0,157396 00241623  0,0936 0,0208  1, 78 
6 65 9 2 1,25  ,25  0,011 0,365 0,529 , ,9 374 04287 0 00629158  1,1554 0,1144  82 680  1,8
1 1,2 7 8 91,75  75  0,017 0,804 0,9975 0, , 054565 01761064  6,2718 1,2698  10 8854  84,8 4 
194,3  1,275  4,9106 1,1543  0,99891348 4,90527508  4,9278 7,5416  23,4401  95,6908 
196,85  71,625  0,0177 0,8048  1  0,01765397  0,5127 12,4694 942,3093 119,1309 
34 13 9 2 0,1  ,225  0,011 0,365 0,581 0, 5, 41237  00691095  0,0468 12,9821 18 2890 1061, 402
36 8, 6 7 6,55  775  0,007 0,148 0,3976 0, 7, 74098 00301781  0,0123 13,0289 12 4650 1246, 292
38 2,75 042 66 4,1    0,0 0,04 0,2481 0, 13,04 48,9113  1374,19413679 00105421  0,0025 11
389,6  4,35  0,0028 0,0198  0,19347062 0,00053622  0,0011 13,0437 69,7884  1423,1054
398,3  3,325  0,0014 0,0060  0,09078911 0,00012838  0,0001 13,0448 56,4191  1492,8938

0  0  0,0000 13,0449 13,0449  1549,31290,0015 0,0039 0 404,95 
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11 12 13(*10^-12) 14(10^6) 15(10^6) 16(10^6) 17(10^6) 18(10^6) 19(10^6) 20 21 
0,00  0,00  0  ‐0,0171  0,0000  ‐0,0629  0,0000  0,0000  0  0  0 
28,12  ‐28,12  ‐4654,77173  ‐0,0277  ‐0,0171  ‐0,2292  ‐0,0629  1,4452  1,38235391 0,08839362  0,08830064 
56,43  ‐56,42  ‐2844,25195  ‐0,0124  ‐0,0449  ‐ 0,2921  2,9003  2,6081567 0,2808  ‐ 0,16677669  0,16660127 
77,48  ‐77,45  ‐1661,54607  ‐0,0149  ‐0,0572  ‐0,7766  ‐0,5729  3,9817  3,40884868 0,21797636  0,21774708 
123,39  ‐123,23  ‐828,499206  ‐0,0212  ‐0,0722  ‐2,4014  ‐1,3494  6,3413  4,9918257  0,31919868  0,31886293 
234,34  ‐   92 ‐0, 34 50   8,29268204232,50 ‐636,601 3  0941  ‐0,09   ‐18,33   ‐3,7508  12,0435 0,53026955  0,52971179 
733,62  ‐   60 ‐ ,001 ‐ 1876 ,4805  ‐   3 343 0,99648,82 ‐806,15 95  0 7  0,   ‐0 22,0858 7,7035  15,6177 866471  0,99761427 
743,38  ‐  647,69 ‐5 17961,1 09  ‐0,0017  ‐0,1893  ‐0,4849  ‐22,5663  38,2049  15,6386164 1  0,99894816 
753,14  ‐634,00  ‐ 06787,75 97  ‐0,1034  ‐0,1910  ‐34,7743  ‐23,0512  38,7063  15,6550831 1,00105295  1 
1301,20    ‐6 790 ‐0,022 ‐ ,294 7  6   3877 0,5‐239,76 56,4 05  5  0 5  ‐8,086 ‐57,8255  6,8734 9,0478 785575  0,57794895 
1402,40    ‐10 ,596 ‐ ,027 ‐ 317 4 7 042 0,3‐155,67 46 42  0 1  0, 0  ‐5,801   ‐65,9122  2,0742  6,16196 940221  0,39360765 
1469,54    86 ‐ ,015 ‐ 344 9 7 287 0,24‐95,35 ‐2045,5 94  0 0  0, 1  ‐1,933   ‐71,7136  5,5250  3,81139 371676  0,24346041 
1490,58   ‐ 0,0371 0,3591  ‐67,48 3401,68181  ‐   ‐   ‐3,2857  ‐73,6475  76,6065  2,95893455 0,18920693  0,18900791 
1523,87    46 ‐ ,017 ‐ 396 5 7 754 0,08‐30,98 ‐5127,8 25  0 1  0, 2  ‐2,691   ‐76,9332  8,3171  1,38393 849488  0,0884018 
1549,31  ,000 ‐ 413 70,00  0  0 0  0, 3  0,0000  ‐79,6247  9,6247  0  0  0 

 
                      

            

                           

࢚í࢘ࢉ࣓ ൌ 252,73 /sሻ

࢚í࢘ࢉ ൌ 2413,47  

Porciento de diferencia: 

4,14 %                                                 

               
Para la tercera iteración:     

                              
              

               
           

         
                

            

    ሺrad  

ሻ    ሺr/min
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Tabla. 3.24 Cuarta Iteración para el cálculo de la velocidad crítica en el árbol Recuperado del Ventilador de Gases Calientes. 

Xi  1/2 ∆L  Mx  EIx (*10^‐12)  yo/ymáx  Mx*yo/ymáx  7  8  9  10 

0 ,6 4 ,00  3 75  0,001   0 52  0  0  0,0005 0,  0,0000  0,0018  0000 

7,3 3 5 ,005  ,7  0,001   0 60  0,08   18 0,830064 0,00013505 0,00   0,0005  0,0092  0018 

14, 2, 8 ,0175  75  0,002   0 98  0,16   30 0,660127 0,00046175 0,00   0,0023  0,0170  0110 

20 2 ,04,25  6  0,004   0 66  0,21 1  54 0,774708 0,000925 0,01   0,0053  0,1301  0280 

32 4 6 ,14,25  1 ,5  0,007   0 87  0,31 94  38 0,886293 0,002419 0,09   0,0208  1,6818  1581 

61 5 9 ,36,25  6 ,25  0,011   0 52  0,52 4  55 1,971179 0,0062995 1,15   0,1146  82,9838  8399 

191 ,2 7 ,80,75  1 75  0,017   0 48  0,99 5  21 84,8237761427 0,0176118 6,27   1,2700  10,8862   

19 ,2 6 ,154,3  1 75  4,910   1 43  0,99 6  80 95894816 4,9054453 4,92   7,5421  23,4414  ,7099 

196,85  71,625  0,0177  0,8048  1  0,01765397  0,5099  12,4700 942,1612 119,1512 

340 3, 9 ,36,1  1 225  0,011   0 52  0,57 9  64 6794895 0,0068731 0,04   12,9800 185,2536 10 1,3124

366 ,7 6 ,14,55  8 75  0,007   0 87  0,39 2  21 4360765 0,002987 0,01   13,0264 127,4385 12 6,5660

384 2,75   ,046,1    0,0042 0 6  0,243 35  25 37446041 0,001034 0,00   13,0384 48,9009  1 ,0046

389,6  4,35  0,0028  0,0198  0,18900791 0,00052385  0,0011  13,0409 69,7735  1422,9055

398,3  3,325  0,0014  0,0060  0,0884018  0,00012501  0,0001  13,0420 56,4069  1492,6789

404,95  0  0,0015  0,0039  0  0  0,0000  13,0421 13,0421  1549,0858
  

80 
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11  12  13(*10^‐12)  14(10^6)  15(10^6) 16(10^6) 17(10^6)  18(10^6) 19(10^6)  20  21 

0,00  0,00  0  ‐0,0171  0,0000  ‐0,0629  0,0000  0,0000  0  0  0 
28,12 2 ‐4654,08897  1 92 1,445 1,38210654  ‐ 8,11  ‐0,0277  ‐0,0 71  ‐0,22   ‐0,0629  0  0,08839616 0,08830322
56,42 ‐56 ‐284   ‐0,0 ‐0,0448 0,2807  ‐   2,8 ,6  ,41  3,83404 124    ‐ 0,2921 998  2 0768462 0,16678114 0,16660578
77, ‐77, ‐166   ‐0,0 ‐0,0 65 3,9 ,446  44  1,30142 149  572  ‐0,77   ‐0,5728  810  3 0822579 0,2179818  0,21775261
123 ‐123 ‐828,   ‐0,0 ‐0,0 10 6,3 ,9,37  ,21  375899 212  722  ‐2,40   ‐1,3492  401  4 9089797 0,31920565 0,31887002
234 ‐232,4   ‐636,   ‐0,0 ‐0,0 21 12, ,2,30  6 501052 941  934  ‐18,33   ‐3,7503  0414  8 9109675 0,53027831 0,52972075
733 ‐648 ‐805,   ‐0,0 ‐0,1 04 37, 5,,52  ,69  999823 017  875  ‐0,48   ‐22,0823  6968  1 6144969 0,9986651  0,99761506
743,27  ‐647,56  ‐561,006997  ‐0,0017  ‐0,1893  ‐0,4849  ‐22,5628  38,1981  15,6353685 1  0,99894856
753,03  ‐633,87  ‐787,588287  ‐0,1034  ‐0,1910  ‐34,7681  ‐23,0476  38,6994  15,6518256 1,00105255 1 
130 ‐23 ‐656,   ‐0,0 ‐0,2 52 66, ,01,01  9,70  306685 225  944  ‐8,08   ‐57,8157  8615  9 4578546 0,57854635 0,57793805
140 ‐15 ‐104   ‐0,0 ‐0,3169 5,8003 72, ,12,19  5,63  6,31152 271    ‐   ‐65,9009  0614  6 6052649 0,39401223 0,39359795
146 ‐9 ‐204   ‐0,0 ‐0,3 35 75, ,89,33  5,32  5,03356 150  441  ‐1,93   ‐71,7011  5116  3 1048752 0,24370948 0,24345323
149 ‐67 ‐3400   ‐0,0 ‐0,35 50  76, 2,90,37  ,46  ,74847 371  90  ‐3,28 ‐73,6346  5929  5822632 0,18920093 0,189002 
1523 ‐30, ‐5126   ‐0,0 ‐0,39 10  78, 1,3,65  97  ,45345 170  61  ‐2,69 ‐76,9196  3032  8360292 0,08849186 0,08839882
1549 0,0 0,0 ‐0,41 00  79,,09  0  0  000  32  0,00 ‐79,6106  6106  0  0  0 

                                   
                    3.2 de s cr n  r d                                   

entilado de Gases C entes. 

࣓ í ൌ a  
࢚í࢘ࢉ  

                                                                          
Porciento de diferencia: 
0.01% 

 

En el árbol recuperado la velocidad crítica se aleja de su velocidad nominal. La velocidad crítica más peligrosa es cuando 
está en el rango de 1,3݊  ݊  0,7݊  

                             
                          Tabla. 3 Rangos velocidade íticas e el árbol ecupera o del        

V r ali
 Para la cuarta iteración:           

࢘ࢉ ࢚
 ൌ 2413.73   ሺr/minሻ

252.76    ሺr d/sሻ Zonas de Trabajo críticas 
0,7n  n  1,3n 

1689,61175 3137,850396
1,4n  n  2,6n 

3379,2235 6275,700791
2,1n  n  3,9n 

5068,83525 9413,551187
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3.7 Conclusiones Par

1  entes métodos emplead en la 

literatura para el cálculo de la velocidad crítica en árboles. 

2. Empleando el Método de umér para solucionar las ec iones 

a cidad crítica en árboles de turbo 

máquinas  propuesto por Birger se determinó la velocidad crítica para el árbol 

origi pera

3    la velocidad  critica  calculada en  el 

rbo    v ida  crítica  para  el  árbol   

o  v ida crítica  para  el  árbol  

 e n e dos los casos po cima 

 Ventilador de Gases Calientes ݊ 950 ሺr/minሻ   

fu a r que influyó dire ente 

s ados en el árbol rediseñado y 

la til de las soluciones aportadas 

 del árbol rediseñado aumentó 

considerablemente pues para fabricar el árbol en Méxic viejo 

no e envió y la rigidez del mismo 

 

 

ciales del Capítulo III. 
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Conclusiones Generales 
 

1. Se profundizó en las características fundamentales de la instalación 

correspondiente a la Línea No. 3 de la Empresa de Cementos Cienfuegos S.A. 

donde está instalado el Ventilador de Gases Calientes. Se caracterizaron las 

particularidades del Árbol del Ventilador de Gases Calientes en sus variantes: árbol 

original, árbol rediseñado y árbol recuperado y se identificaron qué aspectos de los 

mismos pueden modificar su rigidez y por consiguiente su velocidad crítica. 

2. Se profundizó en lo relativo al empleo del Método de los Parámetros de Origen, en 

su utilización en el cálculo de desplazamientos y en su posible aplicación en la 

solución de árboles con geometría y cargas complejas. Se profundizó en la 

aplicación del Método de la Viga Equivalente, en su aplicación para el cálculo de 

desplazamientos en árboles de sección variable. Se aplicó este último Método junto 

con los Métodos Computacionales propuestos en el cálculo de las flechas en 

diferentes secciones a lo largo de la longitud de un árbol de complejidad 

constructiva similar a la del Árbol del Ventilador de Gases Calientes de la Empresa 

“Cementos Cienfuegos S.A.” con vistas a esclarecer la posibilidad de utilizar 

cualquiera de los métodos estudiados en la determinación de las flechas. La 

comparación entre los diferentes métodos estudiados arrojó una correspondencia 

muy buena con % de diferencia inferiores al 7 %. 

3.   Se describieron y se ilustró su aplicación de los diferentes métodos empleados en la 

literatura para el cálculo de la velocidad crítica en árboles. Se comprueba que tal 

como plantea Birger la aproximación de partida para la flecha no tiene incidencia en 

los resultados finales del cálculo de la velocidad crítica 

4.   Empleando el Método de Integración Numérica para solucionar las ecuaciones 

integrales fundamentales para el cálculo de la velocidad crítica en árboles de turbo 

máquinas propuesto por Birger se determinó la velocidad crítica para el árbol 

original, el árbol rediseñado y el árbol recuperado. 

5. En  todos los casos  se pudo  comprobar que   la velocidad  critica  calculada en  el 

árbol original nୡ୰í୲ ൌ 2487ሺr/minሻ, para  el  árbol   rediseñado   nୡ୰í୲ ൌ 3462ሺminሻ  y  

la  velocidad  crítica  para  el  árbol  recuperado  nୡ୰í୲ ൌ 2312 ሺr min⁄ ሻ están en 
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todos los casos por encima de la  veloc r al de trabajo del Ventilador de Gases 

in

re

a

idad e

Calientes n ൌ  955 ሺr min⁄ ሻ  lo que demuestra que la velocidad crítica no fue un factor que 

fluyó directamente en la fractura del árbol original, ni los cambios realizados en el árbol 

diseñado y recuperado ejercerán una acción directa en la vida útil de las soluciones 

portadas en este trabajo. 
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Recomendaciones 
Continuar intentando utilizar el Método de los Elementos Finitos en el cálculo de la 

Ecuación de la Elástica del Árbol Recuperado del Ventilador de Gases Calientes por 

tratarse de un árbol muy singular con una zona espigada que modifica sustancialmente 

su rigidez. Esta característica no se puede tomar en cuenta por ninguno de los otros 

métodos de cálculo de la velocidad crítica. 
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