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Resumen

Los soportes de maquinas y estructuras han sido idealizados a través de tres
esquemas de analisis tipicos que son: El apoyo articulado movil, El apoyo
articulado fijo y el apoyo empotrado.

Sin embargo estos apoyos idealizados se alejan de la realidad, puestos que los
apoyos articulados introducen en los elementos de fuerzas internas, flechas y
pendientes muchos mayores que los reales, mientras que los apoyos
empotrados, introducen por el contrario fuerzas internas, tensiones, flechas y
pendientes muchos menores que los reales. Estas diferencias son compensadas
normalmente con el factor de seguridad el cual compensa de una forma no
totalmente exacta los posibles errores.

En el presente trabajo se realiza una busqueda bibliografica del estado actual
de los métodos de célculo para arboles y se resuelven cinco casos de arboles
sometidos a cargas diversas determinandose sus diagramas de Mg, Q, asi como
la ecuacion de la flecha (para cualquier punto del arbol). Para apoyos
articulado, empotrados y con empotramientos elasticos.



Introduccidn

Los soportes de los arboles de las
maquinas histéricamente se han
iIdealizado a través de tres
esquemas tipicos: el apoyo
articulado movil, el  apoyo
articulado fijo y el apoyo
empotrado, sin embargo, estos
esquemas idealizados se alejan en
cierta medida de la realidad. Los
apoyos articulados provocan en los
MISMOS: fuerzas Internas,
tensiones, flechas y pendientes,
mucho mayores que los reales vy
los apoyos empotrados: fuerzas
Internas, tensiones, flechas vy
pendientes mucho menores gue
las que existen en la realidad.




Estas insuficiencias de los
esquemas de analisis se han
asimilado historicamente través del
controvertido factor de seguridad,
encargado de llevar sobre su
espalda todas las imprecisiones e
Incertidumbres de los calculos.

Algunos autores han utilizado
esquemas mas exactos
considerando la posible elasticidad
en los apoyos, en el sentido que no
necesariamente la flecha sea cero,
fundamentalmente en aplicaciones
muy especificas como ocurre en €|
calculo de la velocidad critica [7].
Los tutores del presente trabajo
han utilizado este esguema en la
solucion de algunos problemas
practicos concreto [16].



En las construcciones civiles es
conocido el esguema de viga sobre
una fundacion elastica lo que
Implica que el elemento pueda
estar apoyado sobre una base
elastica [2,10,27] Este tipo de
apoyo también ha sido utilizado por
los tutores del presente trabajo en
el caso de los arboles de los
molinos de canal3]

El surgimiento y desarrollo de la
Mecanica de la Fractura en los
ultimos 40 anos, ha proporcionado
un nuevo enfoque de la Mecanica
de los Materiales y del Diseno y
una necesidad de perfeccionar los
Esquemas de  Analisis. La
aplicacion de la Metodologia de
Gestion de Vida obliga a realizar
calculos exactos de tensiones con



el proposito de pronosticar con
adecuada exactitud la vida del
elemento de maguina o estructura.

El Problema Cientifico planteado
se puede enunciar como sigue:

Existe una excesiva idealizacidon en
los Esquemas de  Analisis
empleados tradicionalmente en los
apoyos de los arboles de las
maquinas, lo que impide en cierta
medida calcular las tensiones vy
desplazamientos con una exactitud
adecuada para algunas
aplicaciones.

_a identificacion de este Problema
na permitido formular la siguiente
Hipotesis:




Es posible emplear un Esquema
de Analisis que rompa con los
paradigmas clasicos existentes en
este sentido y que permita calcular
cCon una mayor aproximacion con
la realidad, las tensiones y los
desplazamientos en los elementos
de maquinas y estructuras.

En el presente trabajo se aspira a
demostrar la viabilidad de la
Hipotesis planteada para lo cual se
ha definido el siguiente Objetivo
General:

Elaborar los conceptos mas
generales de un nuevo tipo de
apoyo para arboles denominado
en este trabajo CoOMmo:
Empotramiento Elastico Y



demostrar teoricamente la mayor
aproximacion de este tipo de
apoyo con la realidad.

Los Objetivos Especificos del
Trabajo son:

1. Investigar en la literatura los
conceptos Yy procedimientos
establecidos acerca de los
diferentes tipos de  apoyos
empleados en el céalculo de
arboles.

2 « Realizar los calculos para cinco casos de arboles con apoyos sometidos a diferentes
sistemas de cargas, asi como sus esquemas de andlisis y diagramas de cortante (Q) y
momento flector (Mf).



Capitulo 1. Estado actual de la tematica objeto de estudio.

1.1 Esquemas de Anélisis y Modelos matematicos de los apoyos clésicos.

Esquemas de Andlisis y los modos matematicos de los apoyos clasicos utilizados en los
sistemas planos en la literatura de Mecénica Teorica [4, 5, 6] son:

1.1.1 Apoyo Articulado Movil (AAM).
Esquemas de Analisis de la Articulacion Mdvil se muestra en las Fig. 1.1 a) y b).

(b)
Fig 1.1Esquema de anélisis del Apoyo Articulado Movil

El Modelo matemético de este apoyo se expresa como sigue:

4,=0 5, #0

4, %0 5, =0 (1.1)
M, =0 ¢, #0

Donde:

Az - Fuerza de reaccion del apoyo en la direccion del eje longitudinal Z.
Ay - Fuerza de reaccion del apoyo en la direccion del eje vertical Y.

My - Momento de reaccion del apoyo con relacion al eje X, perpendicular al plano de la
figura.

O0az vV Oay — Desplazamientos lineales del punto A donde esta ubicado el apoyo en las
direcciones Z y Y respectivamente.

64 — Desplazamiento angular (pendiente) del punto A donde esta ubicado el apoyo.



1.1.2 Apoyo Articulado Fijo (AAF).

Esquemas de Andlisis de este apoyo se muestra en las Fig. 1.2 a) y b).
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(a) (b)
Fig 1.2 Esquema de Analisis del Apoyo Articulado Fijo.

El modelo matematico de este apoyo es:

A, #0 0,,=0
A4,#0 0, =0 (1.2)
M,=0 ¢, %0

1.1.3 Empotramiento Rigido (ER).

Esquemas de Analisis de este apoyo se muestra en la Fig. 1.3

Ay

Az 4

Ma

Fig 1.3 Esquema de analisis del Empotramiento Rigido

El modelo matematico de este apoyo es:



A4,#0 0,,=0

A4,#0 5Ay= (1.3)
M,#0 P, =

1.2 Esquemas de Analisis y modelos matematicos de algunos apoyos elasticos
utilizados en la literatura técnica.

En la literatura técnica se utilizan otros modelos que consideran en cierta medida las
propiedades elasticas de los apoyos. Estos modelos son:

1.2.1 El Apoyo Articulado Movil Eléstico (AAME).

Fig 1.4 Esquema de analisis del Apoyo Articulado Elastico Movil

Este tipo de apoyo se modela esquematicamente tal como se muestra en la Fig. 1.4.
El modelo matematico se expresa como:

A4,=0 0, #0
Ay

A, #0 O0,=——7%0 (1.4)
A

M,=0 ¢, #0

El signo menos indica que la reaccion es sentido contrario al desplazamiento del apoyo.

Ca - Constante de rigidez del apoyo en cm/kgf, plg/lb , etc.



1.2.2 El Apoyo Articulado Eléstico Fijo (AAEF).

El esquema de Analisis se representa tal como se muestra en la Fig. 1.5.

Fig 1.5 Esquema de analisis del Apoyo Articulado Eléstico Fijo

El modelo matematico en este caso es:

A
A, #0 0, ———=#0
A
Ay
A4, #0 O0,=——>7%#0 (1.5)



1.2.3 La Fundacion Elastica.
El esquema de Analisis de la Fundacion Eléstica se muestra en la Fig. 1.6

aRa
Fig 1.6 Esquema de analisis de viga sobre Fundacion Elastica

El modelo matematico se expresa en este caso como:

Gy =~ 2 kgf [ cm (1.6)

Donde:

qr(z) es la intensidad de la fuerza de reaccion distribuida a una coordenada Z del origen,
producida por la base elastica sobre la viga. Esta reaccion es una fuerza no uniformemente
distribuida, la intensidad de la fuerza qr(zy depende de la flecha que adopte la viga en esa



coordenada Z, o sea: Y(z), la constante de rigidez de la fundacion a se expresa en unidades
de fuerza por unidad de area kgf/cm?. Yz es la flecha de la viga a una coordenada Z del
origen en cm. El signo menos indica que la reaccion es contraria a la flecha.

1.3 Consideraciones practicas de algunos autores acerca de los modelos empleados
para simplificar los apoyos y las reacciones en los mismo.

En la literatura de Mecénica Teorica [4, 5, 21, 35] solo se hace referencia a los apoyos
rigidos clasicos, ningin autor hace referencia a ningun otro tipo de apoyo que contemple
una rigidez intermedia entre los apoyos articulados y los empotrados.

En la literatura de Mecanica de Materiales, la mayoria de los autores se refieren también
exclusivamente a los apoyos rigidos clasicos, sin contemplar en ningun caso la elasticidad
de los apoyos [6, 12, 13,14, 22, 23, 24, 35, 36, 39]. Otro grupo de autores trata de alguna
manera los apoyos eldsticos mencionados anteriormente [2, 7, 10, 11, 28] y solo en [25] se
mencionan la posibilidad de que los empotramientos no sean perfectamente rigidos, pero
sin profundizar en las cualidades ni en el modelo fisico — matematico de este tipo de
esquema de analisis y muchos menos en los procedimientos de célculos.

En la literatura de Disefio de Elementos de Maquinas los autores se refieren en mayor
medida a los aspectos vinculados con la rigidez de los apoyos y a los diferentes posibles
esquemas de analisis al situar las reacciones en los mismos, asi por ejemplo:

Wilson [40] al referirse a las reacciones en los elementos sometidos a flexion, sefiala que
los soportes son usualmente idealizados con el objetivo de simplificar el andlisis y afiade
que el soporte simple consiste en una fuerza concentrada resultante como reaccion. Este
tipo de soporte es utilizado para representar: cajas de bolas, rolletes, cojinetes de
deslizamiento y otros soportes que permiten alguna rotaciéon o pendiente en el plano
durante la deformacion por flexion.

Mas adelante expresa: “Si el soporte de la viga no permite movimiento relativo a lo largo
del eje de la misma, entonces surgird una restriccion adicional que provocara una fuerza
axial como resultado de dicha restriccion”. Este efecto axial se desprecia siempre en los
problemas de Disefio de Maquinas y continua diciendo: “El apoyo empotrado, como
reacciones una fuerza y un momento que no permiten rotacion alguna en el plano de
deflexion del elemento. La pendiente de la curva elastica del elemento es cero en el apoyo
empotrado, los que son utilizados para representar soportes muy rigidos”. Cuando se refiere



a las reacciones en los cojinetes en el disefio de arboles, explica que: “generalmente los
mismos estan soportados por dos cojinetes, como regla, los cuales son considerados como
soportes simples o simples apoyos”. Al construir diagramas de momentos flectores, tanto
en elementos sometidos a flexion como en el disefio de arboles, solo se refiere a los apoyos
clasico y sus reacciones correspondientes.

Los autores que abordan el Disefio por el Método de los Elementos Finitos (MEF) [19, 27,
39], emplean diferentes tipos de elementos que se diferencian por su forma, a través de las
posiciones relativas de sus nodos y por los grados de libertad, es decir por las posibles
direcciones del movimiento de cada nodo, Eligiendo adecuadamente estos elementos en las
zonas de apoyo es posible modelar apoyos con diferente rigideces y lograr una mayor
aproximacion a la realidad que en los clasicos apoyos articulados y empotrados. Esta
cualidad del MEF puede ser utilizada en la practica para lograr aproximaciones mas exactas
a la realidad, sin embargo esta via no resulta siempre aplicable y no tiene la generalidad de
las soluciones analiticas.

Uno de los autores rusos que aborda con mayor rigor el empleo de los esquemas de analisis
complejos en el Disefio de Elementos de Maquinas es Birger [19]. En el Capitulo I donde
se refiere a los esquemas de analisis, las reacciones en los apoyos, las fuerzas internas y las
tensiones se refiere Unica y exclusivamente a apoyos articulados y empotrados rigidos.
Posteriormente en el calculo de arboles, al referirse a los esquemas de analisis, explica que
en el calculo de los mismos los apoyos se consideran articulados y las reacciones se situan
como regla en el centro de su longitud. Este esquema segun las consideraciones de dicho
autor es lo suficientemente exacto para apoyos con Cojinetes de Rodamiento de Simple
Hilera. (Sin entre uno y otro tipo con Cojinetes de Rodamientos de Simple Hilera e incluso
la considera exacta para cojinetes de Rodamientos de Doble Hilera Autodeslizantes). Afade
que si se emplean dos cojinetes de rodamiento como apoyo es conveniente en el esquema
analisis no considerar los cojinetes exteriores y ubicar el apoyo articulado en el centro del
cojinete interior como se muestra en la Fig. 1.7. Birger al analizar los esquemas de analisis
empleados en los arboles, expresa algunas consideraciones como son: En el caso de arboles
que utilicen cojinetes de rodamientos, situados en los extremos de los arboles, la posicion
en el apoyo en el esquema de andlisis se debe ubicar en la mitad del cojinete. Cuando en el
apoyo se ubican dos cojinetes se recomienda ubicar el apoyo en la posicion del cojinete
interior tal como se muestra en la Fig. 1.9 y en el caso de arboles con cojinetes de
deslizamientos, la posicion del apoyo en el esquema estard a una distancia del apoyo
interior igual 0.5d o menor pero nunca inferior a (0.25 -0.35)d.



(a) (b)
Fig. 1.7 Esquema de Analisis en apoyos de arboles seglin Birger.

Estas recomendaciones dadas por Birger sobre los apoyos de los arboles, toman en cuenta
en cierta medida la diferencia en las rigideces de los apoyos y compensa un poco la
imprecision al utilizar Apoyos articulados Rigidos.

Reshetov [29] por su lado plantea que los arboles y ejes se calculan a flexion como vigas
sobre apoyos articulados. Para los arboles montados en cojinetes, uno por cada apoyo, este
esquema es bastante exacto.

Cuando en el apoyo se montan dos cojinetes Fig. 1.8 a), recomienda situar dos apoyos
articulados tal como se muestra en la Fig. 1.8 b). En estas circunstancias, las reacciones en
el apoyo interior siempre seran mayores en el exterior. También es posible colocar un solo
apoyo articulado a una distancia igual a un tercio de la distancia entre apoyos con relacion a
la posicion del cojinete interior tal como se muestra en la Fig. 1.8 ¢). También es posible
colocar el apoyo en la posicion del cojinete interior tal como se muestra en la Fig. 1.8 d)
esta consideracion es por supuesto menos critica para el arbol.

Plantea finalmente que el calculo exacto de todos los arboles se debe llevar a cabo segun el
esquema de una viga con apoyos elasticos sin profundizar en estos.
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Fig. 1.8 Esquema de Analisis para apoyos de arboles
sobre cojinetes de rodamientos segiin Reshetov.

En el caso de arboles montados sobre cojinetes de deslizamientos no autolineante en el
apoyo articulado conviene situarlo a una distancia de (0.25 — 0.30)d a partir del borde
interior del cojinete, pero nunca mayor que la mitad del diametro (d) del arbol, como se
muestra en la Fig. 1.9

~ (0.25 a2 0.3)d siempre
~ menor que 0.5d

!

Fig. 1.9 Cojinetes de deslizamiento segin Reshetov.



Senala también que para el calculo de flechas y pendientes se emplean los métodos
corrientes de Resistencia de Materiales, pero recomienda tener en cuenta la perdida de
rigidez del arbol por la cavidad de los chaveteros y el incremento de la rigidez por la
presencia del cubo de los elementos acoplados al arbol en el calculo de arboles de las
vibraciones, considera los apoyos articulados o empotrados pero no considera otras
situaciones con relacion a la rigidez de los apoyos.

En el calculo de arboles a las vibraciones, considera los apoyos articulados o empotrados
pero no considera otras situaciones con relacion a la rigidez de los apoyos.

El resto de los autores consultados [1, 8, 9, 20, 26,30, 31,32, 33, 34] no aporta ningin
elemento nuevo sobre este en particular, limitdndose en el mejor de los casos a
consideraciones similares.

1.2.4 Esquemas de Analisis y modelo matematico del Empotramiento Elastico.

El Empotramiento Elastico no es analizado en ninguna de las fuentes bibliograficas
consultadas en el presente trabajo. Solamente en los trabajos [25] se menciona la
posibilidad de que los empotramientos puedan no tener una rigidez absoluta, sin abordar
ningln otro andlisis mas profundo sobre esto en particular.

En el presente trabajo se modela el empotramiento tal como se muestra en la Fig. 1.10.
Y

Fig 1.10 Esquema de andlisis de un Empotramiento Eléstico



El modelo matematico de este apoyo se puede expresar como sigue.

A
AZ-‘/—'O §AZ_C_2¢O
Ay
4,#0 8=t #0
A
A
M,#0 ——4
A ¢A CRB"

Los signos menos indican al igual que en los casos elasticos anteriores, que las fuerzas son
contrarias a los referidos desplazamientos.

Un esquema de Analisis simplificado del Empotramiento Elastico, el cual sera
utilizado en los analisis que se realizaran en lo adelante se muestra en la Fig. 1.11.

Fig 1.11 Esquema de analisis de un Empotramiento Elastico

El modelo matematico de este apoyo se puede expresar como Sigue:



A4, #0 0,=0

Ay;tO 5Ay=0
M
M, #0 ——4 20
) Ry

Este modelo simplificado del Empotramiento Eladstico se denominara Empotramiento

Parcialmente Elastico.



Capitulo 11. Demostracion tedrica del coeficiente de rigidez (@) de apoyos con
empotramientos elasticos.

2.1 Solucién de un arbol hiperestatico con un empotramiento elastico por el Método de las
Fuerzas.

Para ilustrar la aplicacion del Método de las Fuerzas en el caso de arboles hiperestaticos
con Empotramientos Elésticos su utilizard, a modo de ejemplificacion, un arbol con un
Empotramiento Eléstico y un Apoyo Articulado Movil, bajo la accion de una carga simple
como la mostrada en la Fig. 2.1

En este caso existe una ligadura suplementaria y por lo tanto un grado de hiperestaticidad.

P
L/2 L/2
A B \T/
YA
/S )
VA

Fig 2.1 Arbol Hiperestatico con un empotramiento elastico

Para resolver Sistemas Hiperestaticos con Empotramientos Eléasticos es necesario elegir
como Sistema Base aquel que resulta de eliminar las ligaduras suplementarias, pero
sustituyendo los Empotramientos Elésticos por articulaciones fijas o moviles segiin sea
necesario en el Sistema en particular. El Sistema Equivalente se construye entonces como
es clasico, sustituyendo las ligaduras eliminadas por las fuerzas que las representan. En la
Fig. 2.2 se muestra el Sistema Equivalente correspondiente al Sistema mostrado en la Fig.
2.1.

P
“\,,,/‘ N
A 1
S/ / S ) /) / / ; / S /

S0
,,,,,,,,,, S0

//////////////////////////////

Fig 2.2 Sistema Equivalente



Las ecuaciones candnicas, en el caso de los Empotramientos Elésticos, se plantean
partiendo de las condiciones de que los desplazamientos en las direcciones de las fuerzas Xi
no necesariamente son iguales a cero, por tratarse precisamente de Empotramientos
Elasticos, donde los desplazamientos reales dependeran de la rigidez del apoyo. Como se
expreso en el Capitulo I, en los analisis se utilizard el Modelo Matematico Simplificado de
Empotramiento Elastico, al cual se le denominard también como Empotramiento
Parcialmente Elastico, para el cual:

6,=0 0,=0 6, =0 (2.1)
Por lo tanto, la ecuacion canonica en este caso se escribird como sigue:
. 0, (x1, p) = -0a
(2.2)
De donde: O,y +0,, =0,
(2.3)
Ecuacion que se puede escribir de la forma:
01Xy +Op = 64
.(2.4)

El signo menos del término de la derecha indica que la pendiente del apoyo A sera en
sentido contrario a la direccion del momento X; ubicado. Se hallardn a continuacién los
coeficientes de la ecuacion canodnica. Para esto construiremos el grafico unitario de la
fuerza X, y el grafico de P.

El gréafico unitario de X, se muestra en la Fig. 2.3 y el de la carga P en la Fig.2.4.
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Fig 2.3 Grafico Unitario de la Fuerza (X1)
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Fig 2.4 Grafico de la Carga P

El coeficiente o, sera:

L

811:L(111L =—
El 3 3EI

(2.5)



El coeficiente o,, sera:

o+ L) PE 2
1 2)4 3PL
O1p= =—

EI 6 48EIl
(2.6)
Sustituyendo en la Ecuacion Canoénica correspondiente
L 3PL’
X, - =-0,
3EI 48EI
(2.7)

Despejando X se tiene que:

3PI’ —48EIQ,
16L

MA: Xl =
(2.8)

Si se tratara de un empotramiento rigido &, =0y el momento en el empotramiento seria:

3
Ma=X 0= —PL

16
(2.9)

Como se trata de un empotramiento eldstico, el momento en el empotramiento serd menor,
0 sea, una fraccion ¢ del valor de M, donde:

0<p<l1

Si @= o entonces la rigidez a la flexion del empotramiento es minima y el momento que
surgira en el mismo sera cero, o sea coincidira con el apoyo articulado, si @= 1 el
empotramiento sera perfectamente rigido.

En general para el empotramiento elastico se tiene que:

Mae =p.M,
(2.10)

En el caso analizado:

3
M, = EPL(DA

2.11)

Igualando las expresiones (2.8) y (2.11) y despejando ¢, se obtiene la expresion del

coeficiente de rigidez del empotramiento eldstico en funcion de la pendiente en el mismo.
Para el ejemplo analizado



3PL’ —48EI0,

O 3P
(2.12)

16EI
QA = 1 - 57 0,
(2.13)

El valor de 6, se puede estimar, se puede calcular aproximadamente o se puede medir
experimentalmente.

Asi por ejemplo, segun Pisarenko [27] para una viga con apoyos articulados la pendiente en
los apoyos se puede calcular por la expresion:
PL

0, =——— rad
16 E 1

(2.14)

Si se sustituye este valor en la Ecuacion 2.13 para calcular el coeficiente o del apoyo se
obtendrd ¢ o = 1, lo cual se corresponde con el coeficiente de rigidez del apoyo articulado.
Ahora bien si se tratara por ejemplo de un arbol de didmetro d = 2 cm de acero con E = 2.
10° kgf/cm®, montado sobre cojinetes de rodamientos, con una carga P = 1 000 kgf en el
centro de la distancia entre apoyos L = 20 cm, si se adopta el Esquema de Andlisis
correspondiente a apoyos articulados teoricamente la pendiente en el apoyo se puede
calcular por la expresion (2.14), obteniéndose © = 0,0156 rad. Ahora bien los cojinetes de
rodamientos, dependiendo del tipo, tienen una pendiente méxima admisible, por ejemplo
Dobrovolski [8] plantea que en el caso de los rodamientos de bolas de simple hilera la
pendiente en los apoyos no debe exceder de © = 0,008 rad, casi la mitad de la pendiente
obtenida para apoyos articulados rigidos. Si se sustituye este valor de la pendiente en la
Ecuacion 2.13 para calcular el coeficiente de rigidez requerido en el apoyo se obtendra que
el valor de @ A debia ser: @ 4= 0,49 para satisfacer los requerimientos de rigidez del arbol
con esas dimensiones y ese material. La pregunta que se impone es ; Tendrd realmente un
cojinete de bolas de simple hilera ese coeficiente de rigidez o serd necesario elevar el
diametro del arbol ?. La respuesta a esta pregunta es parte del contenido del presente
trabajo.

En el presente trabajo se determinard experimentalmente el coeficiente ¢ 4 de los arboles
con diferentes tipos cojinetes de rodamientos.

2.2 Casos analizados de cargas, diagramas de Q, Mf, asi como flecha y pendiente para
cualquier punto de la viga.

En el presente trabajo se utilizara para los calculos de los desplazamientos en los arboles
del método de los parametros iniciales planteado por Pisarenko [28] el cual plantea que:

1. El origen de coordenadas se elige en el ultimo punto izquierdo de la viga en
cuestion, y es comun para todos los tramos.



2. La expresion para el momento flector M(z) se compone mediante el célculo de los
momentos de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccion examinada tomada a una
distancia z desde el origen de coordenadas.

3. Al incluir en las ecuaciones el momento exterior concentrado M aplicado a cierta
distancia (a) desde el origen de coordenadas, aquel se multiplica por el factor (z-a)° igual a
uno.

4. En el caso de la ruptura de la carga distribuida (por ejemplo, en la seccion z = d Fig.
2.5), ésta se prolonga hasta el final del tramo en cuestion, introduciendo, para restablecer la
carga que realmente actia sobre la viga, la carga conpensadora de direccion contraria (la
carga complementaria extrapolada y la que la compensa se muestran, generalmente, con
linea de trazos).

qd
Ra=P | Rs=P:
. Il
e Gt |
C k A B
TN 77777
q ——
—t a —
— b —
C —
— d —
— © —

Fig 2.5 Viga sometida a diversas cargas.

5. las ecuaciones para determinar la flecha y la pendiente seran:

x7(z)

(-0 §, (=)
+Zk 24 Zk 24 ()

EL =E’x‘9<0>+ZM(Z—“)+ZP(Z_2b)2 +2.4. (2_66)3 — 2.4 (Z_6d)3 ¥




Ely. =EI y,z+ ZM

(z=¢) (z—d)
+Zk 120 Zk 120

Donde:
k — qd B QC
d—-c

6, v M, — Pardmetros Iniciales

M—zqd (Z_d)4+

24 24

(1)

La ecuacion obtenida (II) de denomina, generalmente, ecuacion universal de la linea
elastica, teniendo en cuenta que esta puede emplearse para los esquemas de calculo de

cualquiera de las vigas.

2.2.1Caso | Viga con Momento (Mo) Aplicado a una distancia “a” del apoyo A

2.2.1.1 Sistema Articulado

Para solucionar el sistema primero simplificamos el mismo, como no existen ligaduras

(Y4

suplementarias entonces pasamos a realizar sumatoria de fuerzas a lo largo del eje “y” y

sumatoria de momentos en el punto “A”.

D Fy=0 > Mi=0

A, -B, =0 MO—BY-l:O
M
AY:BY BY: ZO
M
A4, =B, = lO

la viga Articulada, Diagramas de Q y Mf

— M,
A B
a b

{
Ay I’Mo 4
Q - 2
P

bMo/l,
Z

Mrs

e

Fig 2.6. Esquemas de solicitacion de

Después de tener construidos los diagramas de cortante “Q” y momento flector “M”

[Y3e4)

podemos a determinar la flecha ““y

y la pendiente “6” a lo largo de la viga.




Como primer paso se debe calcular la flecha en el extremo B de la viga ya que en este y en
el extremo A la flecha es cero y por lo tanto podremos determinar 8, con la ayuda del
método de los parametros de origen.

(z=a) _, (&)
El,y,=EIl,0,-z+ M, 5 -4, 5 =0 para z=1

2 2

EI 6, = %(l2 ~3b?)

Segundo después de haber obtenido EI 6y podemos obtener 8 en cualquier punto de la viga,
analizando la misma en dos tramos:

1.  Tramo del punto A hasta el punto de aplicacion de Mo.

2. Tramo del punto de aplicacion de Mo hasta el punto B.

Pendiente entre A y Mo (6))

2
EJXQIZEIXQO—AY% 0<z<a

6, = 6;‘2;){ (1> —3p7 —32?)

Pendiente entre Mo y B (6,)

2
E1X92=E1X90+M0(z—a)—Ay% a<z<(b=a)=I

0, = 611\2(1))( [( 2 -3b* 377 +6l(z—a))]

Para determinar la flecha en cualquier punto de la viga la dividiremos en dos tramos iguales
a los utilizados para determinar la pendiente.

Flecha entre A y Mo (y1)

3
EIXyleIXHO-z—AY% 0<z<a
Mo 2 2 3
= —3p2 )z —
4 6IEI , [( )Z Z]

Flecha entre Mo y B (3»)



(z=a) _, (&)
El,y, =El .0, -z+ Mo 5 -4, aSzS(b+a):l

6
v, = 6;‘;}’ [3l(z—a)2 +(? —3b2)z—z3]
X




2.2.1.2 Sistema Empotrado

Para resolver este sistema procedemos igual que el anterior solo que en este caso al
simplificar el sistema nos encontramos con que tenemos una ligadura suplementaria por lo
que nos auxiliamos del método de Vereshiaguin.

Sistema Equivalente (Vereshiaguin). A — M B
% l\j[JF» Ms a R @ b
Byﬂ A)’l I—» Mo, By z
Sistema de Cargas Unitarias. TMa J Mg Z
Q
f ay LT,
Me=x2=1 Mo-Ma+Ay.a
By=x~1 ¥ iy [l -
1 1 i
W -MatAy.a Ms

1 Mo Fig. 2.7 Esquemas de solicitacion de
la viga

Mo Mo
Empotrada, Diagramas de Q y
Mf

Sistema de Ecuaciones Canonicas

I’ -1?
01X, +0,x, ==6,,, o, = ? 0, =0, = > 0, =1
[+ba
0y X +0pX, ==0,,, Oy =—M, ( ] ) Or, =AM,

Resolviendo el sistema obtenemos que:

X, :By:aMo?—?

(2b—a)

0 Zz

X, =M, =aM



Sustituyendo los valores de By y Mg en el sistema general y realizando sumatoria de
fuerzas y momento, podemos determinar Ay y Ma.

> Fy=0 > Mi=0

A, —B, =0 M,+M,=M,-B,-1=0 Ay

A, =B M. =bM (2a-0) L Mo, M

Y Y A 10} ZZ F» B
\J

AY=BY=aM0?—§) Ma - By

Fig. Sistema general simplificado

Para determinar la pendiente y la flecha en cualquier punto, debemos tener en cuenta que
para un sistema empotrado, en ambos extremos la flecha y la pendiente son cero (En este
sistema al igual que en el articulado dividiremos en dos parte la viga).

Para @ en cualquier parte entre Ay Mo — 6,

2
EIXHI:MA(Z)—Ay(ZT) 0<z<a
_ bM,

6 =
' PEI

[(2a —b)iz —3az’ ]

Para 6 en cualquier parte entre Moy B —  6;

2
EIXHZ:MU(z—a)JrMA(z)—Ay% a<z<(b+a)=I
aM
0, =t [+ 3b)z 362> - 1]

X

Flecha entre Ay Mo — y;

2 3

ElxyI:MA%—Ay% 0<z<a
_bzzMO

M TR

X

[(2a — b)l — 2az]
Flecha entre Moy B — >

2 2 3
EIXyZ:MU@+MA%—Ay% a<z<(b+a)=1

aM
Yy =

= lal® =207z + (1 + 3b)i2 - 22|



2.2.1.3 Sistema con Empotramiento Elastico.

Al igual que en los anteriores sistemas procedemos a simplificarlos, en este caso los
momentos en los apoyos seran igual al producto de los momentos en los apoyos en un
sistema empotrado por los coeficientes de rigidez de cada apoyo (¢a, ¢s: Los cuales
dependeran del rodamiento a utilizar). Al realizar sumatoria de fuerzas y momento tenemos
que:

M;:Memp.wA A —*MO
M;:Memp.(DB 7§§7 \_é‘B
a | b
_ _ /
> Fy=0 > Mi=0 Ay i -
4y =By =0 M| +My,+M,—-B,-1=0 | ?
? J J T Z
A;,:B;, B)’,:M;_FM/;—}_MO MA' Byy 7
! Q
ay LTI
: , Mo-Ma'+Ay'.a
4 =B _MA+MB+M0
- l i -
M Mt
A =5= 130 [Zab((pA+¢B)_b2¢A_a2§03+12] W-MA'vLAy'.a Ms'

Fig. 2.8 Esquemas de Solicitacion de la
viga con Empotramiento Elastico, Diagramas de Q y My

Para el calculo de la pendiente y la flecha en cualquier punto, primero determinamos EI6,
con la ecuacion de la flecha para yg - o, luego con este determinamos los restantes
parametros (En este sistema al igual que en los anteriores dividiremos en dos parte la viga).

2 2 3
E]XyB=E[X90-Z+M0@+M;%—A;%=O para z=1
£1,0, = (12 =30 1, - (ont', -0 7]

EI 6, =%[l2 —36” —(2ab-b)p, +(2ab - a’ Jp, |

Para 0 en cualquier parte entre A y Mo — 0,

EI 6, =EIX00+M;(2)—A;% 0<z<a

EI0, = {%(lz —3b? —322)—%1(212 —6lz+3zz)+Ag—l’;(lz —322)}

M, {[(12—3b2—322)12]+[(2ab—b2X6zl—212—322)¢A]—}

" 6IEI ~[2ab-a* 322 - 1% )p, ]

1



Para 6 en cualquier parte entre Moy B — 6,

EI.0,=EI 0, +M, (z—a)

M M
EI0, = {6—;(12 +6lz—6al —3b> — 327 )+ -

MU

2
Flecha entre Ay Mo — y;

Ely, =EI O,z+M'

M,z

NP EL

Flecha entre Moy B — >

(=)
2

{( 2 _3p2_ 2

e

+M',(z)- —

L

76
)12 +[(3ZZ—212 —z*

2 2 3
El y,=El 0,z+ M, (Z—2a) M (z) y (z)

M,

Y2 T 6PEr {+

LAY ¢
+

(61z—32% =217 )+

a<z<(b+a)=1I

'
6—;9(12 —322)}
(2 + 61z — 6a1 = 36> =322 V* |+ [(2ab - b 621 - 21 —322)¢A]+}

B 6/°EI {+ [(Zab—aZXlz —322)(pB]

<z<(b+a)=1I

[3a21—(212 +3a2)z+3122 —23112 [(32]—212 ~z? XZab—bz)zgoA]Jr
[(12 —22X2ab—a2)2(p3]

2.2.2Caso Il Viga con Carga (P) Aplicado en el centro de la longitud (¢)

2.2.2.1 Sistema Articulado

Para solucionar el sistema primero simplificamos el mismo, como no existen ligaduras

suplementarias entonces pasamos a realizar sumatoria de fuerzas a lo largo del eje

sumatoria de momentos en el punto “A”.

ZFy:O

P—A4,-B, =0
A, =P-B,

P
AY :BY :E

ZMAZO

A
Pl g .1-0
2
P
BY:E
Ay
Q

Mrs

[

y'y
P
B
/2 /2
4
[P z
A
y Ay By
I z
syl LU,
Mfma= Pl/4
z




Fig. 2.9 Esquemas de solicitacion de
la viga

Articulada, Diagramas de Q y Mf

Después de tener construidos los diagramas de cortante “Q” y momento flector “M”
podemos a determinar la flecha “y” y la pendiente “8” a lo largo de la viga.

Como primer paso se debe calcular la flecha en el extremo B de la viga ya que en este y en
el extremo A la flecha es cero y por lo tanto podremos determinar 8, con la ayuda del
método de los parametros de origen.

Z 3
o =)
El,y,=EIl .0, -z+ 4, . P =0 para z=1
3 3 _ 3
EIXHO-Iz—Pl P _ (@-ym
12 48 48
P
El6, = ——
X0 16

Segundo después de haber obtenido EI 6y podemos obtener 8 en cualquier punto de la viga,
analizando la misma en dos tramos:

3. Tramo del punto A hasta el punto de aplicacion de P.
4.  Tramo del punto de aplicacion de P hasta el punto B.

Pendiente entre A y P (6))

(z) !
EIX012E1X60+AYT OSZSE
P
— 4 2_12
! 16EIX(Z )
Pendiente entre P y B (6,)
2
) Pz—i
EI0, = E1,0,+ 4, _ 2 Leza
X¥2 X~0 Y 2 2 2
0, =1 (82131 ~4z°)
1 X

Para determinar la flecha en cualquier punto de la viga la dividiremos en dos tramos iguales
a los utilizados para determinar la pendiente.

Flecha entre A y P (1)



3
EIXyI:EIX90-2+AY(ZT) Oﬁzﬁé
P
= 4z° -3I°
4 48E1X( )

Flecha entre P y B (3,)

Z 3
B) P(Z‘z]
El,y,=El 0, -z+ A, -

IA
N

IN
~

P
48EI

”, (° —9r* +121z* —42°)

2.2.2.2 Sistema Empotrado

Para resolver este sistema procedemos igual que el anterior solo que en este caso al
simplificar el sistema nos encontramos con que tenemos una ligadura suplementaria por lo

que nos auxiliamos del método de Vereshiaguin. P
Sistema Equivalente (Vereshiaguin). A B
P /2 /2
o @
ot
. .. ~Z
Sistema de Cargas Unitarias. 1+
@ S i
M=ol < Mg, “
Q By By
By:X1:1 { N Mimax -Pl/8
1 1 7
Mt
Ma Ms
P
P2 Fig. 2.10 Esquemas de solicitacion de la viga

Empotrada, Diagramas de Q y
Mf

Sistema de Ecuaciones Canonicas

I’ -I?
0, X, +0,,x, =0, oy :? 0, =0, = 5 0, =1
5P’ PI?
Oy X, +0y,x, ==6,, Op == 48 Osp :?

Resolviendo el sistema obtenemos que:



Pl
8

~

Sustituyendo los valores de By y Mg en el sistema general y realizando sumatoria de
fuerzas y momento, podemos determinar Ay y M.

> Fy=0 > Mi=0

P-A,-B, =0 ﬂ+MB—MA—BY-1=o P
j P N ‘ M
A4, =P-B, M, =M, =—
8 Q@y Byp
P
AY _BY _5
Fig. Sistema  general

simplificado

Para determinar la pendiente y la flecha en cualquier punto, debemos tener en cuenta que
para un sistema empotrado, en ambos extremos la flecha y la pendiente son cero (En este
sistema al igual que en el articulado dividiremos en dos parte la viga).

Para 6 en cualquier parte entre Ay P — 0,

(=) !
El.0, =A4,~——-M,z 0<z<—
2 2
Pz
0 = 2z—1
1 8E1x( z-1)

Para @ en cualquier parte entre Py B — 6,

)
N |~
IA
N
IA
~

0, = 85{ (B3z1-222 -1*)

X

Flechaentre AyP — y;

3 2
EIxyley%—MA% osZsé
Pz?
= 4731
4 48E1x(z )

Flechaentre PyB — y,



EI

Y2

y2 =Ay

pY

P
48EI

f

2

6 2
(i* —61*2+912> —42°)

Gy L) L

6

N |~

IN

IN



2.2.2.3 Sistema con Empotramiento Elastico.

Al igual que en los anteriores sistemas procedemos a simplificarlos, en este caso los
momentos en los apoyos seran igual al producto de los momentos en los apoyos en un
sistema empotrado por los coeficientes de rigidez de cada apoyo (¢a, ¢s: Los cuales
dependeran del rodamiento a utilizar). Al realizar sumatoria de fuerzas y momento tenemos

que: P
M;:Mempr Ag AB
M;:Memp.(DB @/2 @/2
4
> Fy=0 S Mi=0 M P 1\}5
o P IE
P_AY_BY :0 MB_MA +7_By'l:0 Ay' iyl Ay' By'
P Z
A, =P-B, B, =—\py —p, +4 Q
[=P-5 P =g Pam0i+d) A
P M'fmax
Ay =20~ 0 +4) M il z
Ma' Ms'

_ 4 LS
Mfmax_AYA My

Fig. 2.11 Esquemas de Solicitacion de
la viga Empotramiento Elastico, Diagramas de Q y My

Para el calculo de la pendiente y la flecha en cualquier punto, primero determinamos EI6,
con la ecuacion de la flecha para yg - o, luego con este determinamos los restantes
parametros (En este sistema al igual que en los anteriores dividiremos en dos parte la viga).

( 3
2 3 Z‘j
EIXyB:EIXGO'Z_M; (ZZ) +A;(Z6) -P 62 =0 para z=1
P’
El6,=——(2¢,+¢,-3)
48
Para 6 en cualquier parte entre Ay P — 6,
2
z [
EI 6, = EI 90+A'Q—M;l(z) 0<z<—
X X y 2 2

) :é[(zz2 —6lz+32)p, + (17 =322 Jp, + (42> — 12 ]



Para 6 en cualquier parte entre Py B — 6,

-3
2 Z_j
, 2 !
El 6, = EI 6, +Ay%—MA(z)—PT Sz <1
0, = 48};7 (27 =61z +32%Yp, + (1> =327 Jp, + (821 — 42> 31> 3]
Flechaentre AyP — y,
3 2

! ! l
EIxyI:EIx002+Ay(ZT)—MA% 0<z<
y1:4£§] [(2[2+22—3lz)<pA+(lz—zz)<p3+(422—312)]
Flechaentre PyB — y;

l 3
Ely, =BG+ 4 Sy (Z)Z—P(Z Zj L
Vo = Ld,0yZ Y 6 49 6 2_2_

» = 48; (22 + 22 =312k, + (1 = 22 e, + (I =912z + 1212 - 42°)|

2.2.3 Caso Il Viga con Carga (P) Aplicado en un punto cualquiera a una distancia
(a) del apoyo (A).

2.2.3.1 Sistema Articulado

Para solucionar el sistema primero simplificamos el mismo realizando sumatoria de fuerzas

ey,

a lo largo del eje “y” y sumatoria de momentos en el punto “A”.

> Fy=0 > Mi=0 A P B
P—4,-B,=0 Pa—B,-1=0 "
a
A, =P-B, Byz% |
P z
Pb
Ay =— Ay By
0 wllLLL Z
syl LTI,
My = Pab/l




Fig. 2.12 Esquemas de solicitacion de la viga Articulada, Diagramas de
QyMf

Después de tener construidos los diagramas de cortante “Q” y momento flector “M”
podemos a determinar la flecha “y” y la pendiente “6” a lo largo de la viga.

P(z—a)3 _

ara z=1
6 p

(=)
El,y,=EIl 6, -z+ 4, P -

P(l-a)’ PbI’

El.6,-1=
x% 6/

El 6, = —};—f(bz —1%)

Segundo después de haber obtenido EI 6y podemos obtener 8 en cualquier punto de la viga,
analizando la misma en dos tramos:

Pendiente entre A y P (6))

(=)
EIX912E1X00+AYT 0<z<a
= o (b*—1*+32%)
6IEI ,
Pendiente entre P y B (6,)
2 2
P(z—

EI 0, =EI 0, +4, () _P(z-a) a<z<l

2 2

P
0, = 3a(—z> +2zl—al )+ b(b* -1’
> 6IEI, [ ( )i )]

Para determinar la flecha en cualquier punto de la viga la dividiremos en dos tramos iguales
a los utilizados para determinar la pendiente.

Flecha entre A y P (y1)

3
EIXyleIXHO-Z+AY% 0<z<a
V= Pbz (b2—12+22)

6lEI

Flecha entre Py B ()



3 3
P —
El y,=EI 0, z+4, (26) _Pz=a)

V2

P
6IEI

6
[zb(b2—12+22)—l(z—a)3]



2.2.3.2 Sistema Empotrado

Para resolver este sistema procedemos igual que el anterior solo que en este caso al
simplificar el sistema nos encontramos con que tenemos una ligadura suplementaria por lo
que nos auxiliamos del método de Vereshiaguin.

Sistema Equivalente (Vereshiaguin).

P
L

By

Sistema de Cargas Unitarias.

4

Fig. 2.13 Esquemas de solicitacion de
la viga

Empotrada, Diagramas de Q y
Mf

Sistema de Ecuaciones Candnicas

A —I?
0%, +0,X%, =0, o, = ? 0, =0, = ) 0y, =1
Pd? Pad*
0%, +0,,X, =—0,, Op=— p (21+b) 0,p = 5

Resolviendo el sistema obtenemos que:

3b+a
X, :By:Paz—( g )
b
x, =M, :Pazl—z



Sustituyendo los valores de By y Mg en el sistema general y realizando sumatoria de
fuerzas y momento, podemos determinar Ay y Ma.

D Fy=0 > Mi=0

P-A4,-B,=0 Pa+M,-M,—B,-1=0
2 a P
A, =P-B, M ,=Pb 1_2 Ma ‘ Ms
4 = pp 390 Q@Y BYP
13
2 2
M, —opld

f max 3

Para determinar la pendiente y la flecha en cualquier punto, debemos tener en cuenta que
para un sistema empotrado, en ambos extremos la flecha y la pendiente son cero (En este
sistema al igual que en el articulado dividiremos en dos parte la viga).

Para 6 en cualquier parte entre Ay P — 0,
2
(2)
Elxel:AyT_MAZ 0<z<a

B Pb*z
' 2PEI

[(3a+b)z-2al]

Para 6 en cualquier parte entre Py B — 6,

2 2
z P(z—a
EI 0, :Ay(T)_MA (Z)_%

2

R

Flechaentre AyP — y;

3
EIxyley%—MA% 0<z<a

B Pb*Z*
6I°El

» [(3a+b)z—3al]

Flechaentre PyB — y;

3 2 3

z z zZ—d
SN B9 G S
Pa?

:6137[_23 (a+3b)+3122 +al3}

V2



2.2.3.3 Sistema con Empotramiento Elastico.

Al igual que en los anteriores sistemas procedemos a simplificarlos, en este caso los
momentos en los apoyos seran igual al producto de los momentos en los apoyos en un
sistema empotrado por los coeficientes de rigidez de cada apoyo (¢a, ¢s: Los cuales

dependeran del rodamiento a utilizar). Al realizar sumatoria de fuerzas y momento tenemos
que:

M;l :Memp '¢A
M; :Memp .(DB

> Fy=0 > Mi=0

P—A.-B,=0 M, ~M' +Pa—B,-1=0
! ! ! Pa
A =P-B] Y=l—3(abg03—b2(0A+lz)

A =l§(ab2(pA ~d’bg, —al’ + 1)

Mfmax =dya-M,

Fig. 2.14 Esquemas de Solicitacion de

la viga con

Empotramiento Elastico, Diagramas de
Qy M
Para el calculo de la pendiente y la flecha en cualquier punto, primero determinamos EI6,
con la ecuacion de la flecha para yg - o, luego con este determinamos los restantes
parametros (En este sistema al igual que en los anteriores dividiremos en dos parte la viga).

' (Z)z ' (2)3 (Z_a)3
El,y,=EIl.0, -z—M 5 + 4, p -P 5 =0 para z=1

El 6, = §[2ab2(pA +a’bp, — ab(a + 2b)

Para 6 en cualquier parte entre Ay P — 6,

NE
EL6, :E1x00+AyT—MA(z) 0<z<a
6, = %{ab% (21 +32°)+d’p, (I’ =327) +1| 312" —6abz —al (a+2b)] }



Para 6 en cualquier parte entre Py B — 6,

() (z-a)
E[XHZZEIXQO-FA;T—M;(Z)—PT a<sz<|
0, = 611;;] [bz (21 =61z +32*) g, +ab(1* ~32* ) @, ~3al*z? +6a13z—a12(3a1+ab+2b2)]
Flechaentre AyP — y;

(z) ()
El .y, =El O,z + 4, c -M, 5 0<z<a
V= 6£ZEZ; [ab(2l2 +z° —3lz)g0A +a’ (12 —zz)(pB +1° (z2 —2ab—a2)]
Flechaentre PyB — y,

3 2 3
Ely, =Elfz+ 4, (2) M (2) _plz=q) a<z<l
: : 6 2 6
Pa

Y, {bzz(2l2 +z° —3lz)¢A +9bz(l2 —zz)(pB - [23 -31° +z(ab+2b2 +3a1)—a21}}

" 6IEIL

2.2.4 Caso IV Viga con Carga (q) aplicado a lo largo de la viga uniformemente
2.2.4.1 Sistema Articulado

Para solucionar el sistema primero simplificamos el mismo, como no existen ligaduras
suplementarias entonces pasamos a realizar sumatoria de fuerzas a lo largo del eje “y” y

sumatoria de momentos en el punto “A”. q
Fy=0 Mi=0
; z TN
q
-4, -B, =0 ~—-B,-1=0
q Y Y > Y )
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Z
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Fig. 2.15 Esquemas de solicitacion
de la viga Articulada, Diagramas de Q y Mf

Después de tener construidos los diagramas de cortante “Q” y momento flector “M”
podemos a determinar la flecha “y” y la pendiente “4” a lo largo de la viga.

(2)3 ‘1(2)4
El,y,=El0)-z+ A4, ~——-—"—=0 para z=1
6 24
ql4 ql4
EI 0, -1="—-Z_
0 24 12
gl
El O =—"—
0 24

Determinacion de la flecha y la pendiente.

Pendiente entre A y B (6))
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Flecha entre A y B (1)
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2.2.4.2 Sistema Empotrado

Para resolver este sistema procedemos igual que el anterior solo que en este caso al
simplificar el sistema nos encontramos con que tenemos una ligadura suplementaria por lo
que nos auxiliamos del método de Vereshiaguin.

Sistema de Cargas Unitarias. q

W\‘ Ms=x=1 /

| | q
q Ma z
Mg Ay
z
a2 Q
By
M max
Mr z
Ma Ms




Sistema de Ecuaciones Canonicas

0, X, +0,,x, ==0,,

gl
Oy X, +0y,x, ==6,, Op = _?

Resolviendo el sistema obtenemos que:

ql
X, =By=?
ql’
X, =M, =-—+
2 B 12

Fig. 2.16 Esquemas de solicitacion de la viga

Empotrada, Diagramas de Q y Mf
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Sustituyendo los valores de By y Mg en el sistema general y realizando sumatoria de
fuerzas y momento, podemos determinar Ay y Ma,

D Fy=0 > Mi=0

ql—AY—BYZO T'FMB—MA_ Y'l:0
q12 q
s M=y =4 Ma (T AR M
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Aysz_% Y Y
ZZ
i

simplificado

Sistema general

Para determinar la pendiente y la flecha en cualquier punto, debemos tener en cuenta que
para un sistema empotrado, en ambos extremos la flecha y la pendiente son.

Para 6 en cualquier parte entre Ay B — 6,
_, & z’
Elxﬁl = A},T—MAZ—q?
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2.2.4.3 Sistema con Empotramiento Elastico.

Al igual que en los anteriores sistemas procedemos a simplificarlos, en este caso los
momentos en los apoyos seran igual al producto de los momentos en los apoyos en un
sistema empotrado por los coeficientes de rigidez de cada apoyo (@a, ¢s: Los cuales

dependeran del rodamiento a utilizar). Al realizar sumatoria de fuerzas y momento tenemos
que:
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q Y Y 24( ] A) Ay, By MB:
,_ql
AY_E(¢A_¢B+6) By'
MfMax
2 Mrs -
_ g 1 ro_ql
Mfmax_AYA_MA_ K
Ma Me

Fig. 2.17 Esquemas de Solicitacion de la viga con

Empotramiento Elastico, Diagramas de
Qy M

Para el calculo de la pendiente y la flecha en cualquier punto, primero determinamos El46,
con la ecuacion de la flecha para yg -, luego con este determinamos los restantes.

@), ) (@)
EIXyBIE]XQO-Z—MA > +AY 5 —-q 4 =0 para z=1

13
EIXHO :?7_2(2(0/1 + Py _3)

Para 6 en cualquier parte entre Ay B — 6,
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Flechaentre AyB — y;
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2.2.5 Caso V Viga con Carga (q) aplicado a lo largo de la viga no uniforme.

2.2.5.1 Sistema Articulado

Para solucionar el sistema primero simplificamos el mismo, como no existen ligaduras
suplementarias entonces pasamos a realizar sumatoria de fuerzas a lo largo del eje “y” y

sumatoria de momentos en el punto “A”.

D Fy=0 D Mi=0
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Fig. 2.18 Esquemas de solicitacion
de la viga Articulada, Diagramas de Q y Mf

Después de tener construidos los diagramas de cortante “Q” y momento flector “M”
podemos a determinar la flecha “y” y la pendiente “6” a lo largo de la viga.

3 5
El,y, = El 6, -z+AY@—M:0

6 120
ql*  ql*
EI O -1=1——
o 36 120
ql*
EI O =—1—
0360

Determinacion de la flecha y la pendiente.

Pendiente entre A y B (6))

para z=1




2 4
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Flecha entre A y B (31)

3 5
z z
EIXyleIXHO'Z-l_AY%_kE 0<z<l
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M 3600ET, ( )
2.2.4.2 Sistema Empotrado

Para resolver este sistema procedemos igual que el anterior solo que en este caso al
simplificar el sistema nos encontramos con que tenemos una ligadura suplementaria por lo
que nos auxiliamos del método de Vereshiaguin.

Sistema de Cargas Unitarias.

2

Me=x>=1

q/3

Fig. 2.19 Esquemas de solicitacion de la viga

Empotrada, Diagramas de Q y Mf

Sistema de Ecuaciones Canonicas
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Oy X, +0y,x, ==6,, Op=—



Resolviendo el sistema obtenemos que:

xlz :7—ql
20
ql’

IR A TY

Sustituyendo los valores de By y Mg en el sistema general y realizando sumatoria de
fuerzas y momento, podemos determinar Ay y Mu.
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Para determinar la pendiente y la flecha en cualquier punto, debemos tener en cuenta que
para un sistema empotrado, en ambos extremos la flecha y la pendiente son.

Para 6 en cualquier parte entre Ay B — 6,
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2.2.4.3 Sistema con Empotramiento Elastico.

Al igual que en los anteriores sistemas procedemos a simplificarlos, en este caso los
momentos en los apoyos seran igual al producto de los momentos en los apoyos en un
sistema empotrado por los coeficientes de rigidez de cada apoyo (@a, ¢s: Los cuales

dependeran del rodamiento a utilizar). Al realizar sumatoria de fuerzas y momento tenemos
que:

M;:Memp'wA q
M;:Memp.(DB A
> Fy=0 D> Mi=0
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Fig. 2.20 Esquemas de Solicitacion de la
viga con
Empotramiento Elastico, Diagramas de
Qy M

Para el calculo de la pendiente y la flecha en cualquier punto, primero determinamos El6,
con la ecuacion de la flecha para yg -, luego con este determinamos los restantes.

2 3
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Conclusiones

1. Del andlisis bibliografico realizado se pudo concluir lo siguiente:

En la Literatura de Mecanica Teorica solo se hace referencia a tres tipos de
Apoyos: el Apoyo Articulado Movil, el Apoyo Articulado Fijo y el
Empotramiento Perfectamente Rigido.

Algunos autores de la Mecanica de Materiales y del Disefio de Elementos de
Maquinas contemplan la posibilidad de que las ligaduras establecidas por los
Apoyos Articulados no sean perfectamente rigidas, o sea, los desplazamientos
en la direccion de las reacciones de estos apoyos no sean cero. Estos Apoyos se
denominan Apoyos Articulados Elasticos.

Un tipo de Esquema de Analisis que contempla la rigidez real del soporte es la
Fundacion Elastica, pero este es aplicable s6lo cuando el elemento esta apoyado
en toda una superficie o a lo largo de una linea.

Algunos autores que enfrentan el Disefio de Elementos de Maquinas introducen
un conjunto de consideraciones practicas que conducen en cierta medida a tener
en cuenta la rigidez de los soportes, pero las mismas estdn basadas en criterios
empiricos y constituyen simplificaciones poco rigurosas desde el punto de vista
técnico.

2. Se establecio la Metodologia General para la construccion de los diagramas de fuerzas

de cortante y momentos flectores en arboles con empotramiento parcialmente
elastico.

3. Se aplic6 la Metodologia para los cinco casos cldsicos de carga: Momento concentrado

en un punto cualquiera de la luz, carga concentrada en el centro de la luz, carga
concentrada en un punto cualquiera de la luz, carga uniformemente distribuida y no
uniformemente distribuida, demostrandose tedricamente la factibilidad de construir
los diagramas de fuerzas de cortante y momentos flectores y calcular los
desplazamientos en arboles para los cuales se conocen los coeficientes de rigidez de
los apoyos.



Recomendaciones

1. Realizar la demostracion de mas formas de cargas, asi como explotar las
posibilidades de los esquemas de analisis para arboles partidos y con mas de dos
apoyos.

2. Justificar experimentalmente la obtencion de nuevos coeficientes de rigidez para
otros cojinetes de rodamientos.
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