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PROLOGO

Una proporcion muy grande de productos de consumo,
industriales y militares que se fabrican en la actualidad tiene tal
complejidad que sus usuarios no comprenden generalmente como
funcionan ni como se reparan. También es verdad que las consecuen-
cias de los fallos de muchos productos modernos pueden ser muy
graves. Afortunadamente, a medida que se han desarrollado productos
complejos, también se han desarrollado métodos para evaluar la
fiabilidad de los mismos y para conseguir su mejora. El objetivo de
este trabajo es describir los métodos principales de analisis de fiabilidad
gue existen en la actualidad.

Esta monografia tiene como finalidad servir de referencia para
ingenieros que trabajan en el disefio y analisis de productos y sistemas.
El énfasis de este estudio se centra en la descripcion de los conceptos
en los que se basa el andlisis efectivo de fiabilidad, y en como estos
conceptos fundamentales conducen a métodos eficaces. De esta forma,
se pretende que el lector sea capaz de aplicar las ideas presentadas
en cualquier aplicacion concreta y nueva.

La presentacion de los distintos temas que integran la ingenieria
de fiabilidad refleja mi énfasis en una practica cientifica rigurosay en la
restriccion del uso de modelos probabilisticos a muestras homogéneas.
El tratamiento se presenta también a un nivel intermedio de abstraccion




analitica, de forma que sea accesible a ingenieros y a estudiantes de
ingenieria.

El desarrollo de este estudio ha sido influenciado de manera
significativa por mis estudiantes, cada uno de los cuales tuvo que sufrir
con las versiones anteriores del manuscrito y con las discusiones del
material presentado. C. Richard Cassady, Paul Murdock, Jr., Alfred
Degbotse y Ariel Sepulveda han hecho contribuciones notables.

Esta monografia forma parte de una serie que promete ser a la
vez Unica 'y muy importante. Puesto que las monografias anteriores ya
han sido publicadas, observo que la serie no tiene parangon tanto en
su calidad como en su alcance. La serie ha sido idea de José Vicente
Cebriany ha estado eficazmente coordinada por Alberto Sols. La ayuda
de Alberto en esta monografia fue sustancial, y le agradezco tanto su
apoyo como el darme el privilegio de participar en la creacion de la
serie.

Para concluir, me gustaria manifestar que la fiabilidad es
realmente un area de estudio muy interesante. Espero que el lector
encuentre que la lectura de este material es tan interesante como ha
sido para mi escribirlo. También espero que alguno de los lectores
proceda luego a ampliar el ambito de los conocimientos descritos aqui.

A

Joel A. Nachlas
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FIABILIDAD

La ingenieria de fiabilidad es el estudio de la longevidad y el fallo
de los equipos. Para la investigacion de las causas por las que los
dispositivos envejecen y fallan se aplican principios cientificos y
matematicos. El objetivo estriba en que una mayor comprension de los
fallos de los dispositivos ayudara en la identificacion de las mejoras que
pueden introducirse en los disefios de los productos para aumentar su
vida o por lo menos para limitar las consecuencias adversas de los fallos.
Por tanto, se concede mucha importancia al disefio de los productos o a
su redisefio, con anterioridad a la fabricacion o a la venta.

La mayoria de la gente reconoce que los articulos
manufacturados tienen vidas finitas, y que un mejor disefio de los
productos implica con frecuencia unas vidas funcionales mas largas.
Asimismo, mucha gente es consciente de algunos de los ejemplos
catastroéficos de fallos de equipos. Fallos de fatiga en el fuselaje de un
avion, la pérdida del motor de un avidon comercial, los accidentes de
los reactores nucleares de Three Mile Island y Chernobil, y los
accidentes de los transbordadores espaciales Challenger, son algunos
ejemplos muy conocidos de fallos catastréficos de sistemas. Casi todo
el mundo ha experimentado fallos de sistemas a menor escala, como
el de un electrodoméstico, el desgaste de una bateria, o el fallo de una
bombilla. Muchos han experimentado ejemplos potencialmente graves,
como el fallo de los neumaticos de un coche.

Todos estos ejemplos tienen algunas caracteristicas comunes.
También presentan diferencias que utilizamos para dar énfasis a los
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conceptosy los analisis presentados. Las caracteristicas comunes son:
(1) los fallos de los sistemas son lo suficientemente importantes como
para requerir un esfuerzo de ingenieria con el fin de intentar
comprenderlos y controlarlos; y (2) el disefio de los sistemas es
complicado por lo que las causas y las consecuencias de los fallos no
son obvias.

Pero existen algunas diferencias importantes entre los ejemplos
mencionados anteriormente. Eligiendo dos casos extremos, el fallo de
una bombilla y el accidente de Three Mile Island nos ofrecen un
contraste aclaratorio. El accidente de Three Mile Island fue causado
por un fallo de un componente fisico del equipo. El accidente también
estuvo influenciado por la respuesta humana al fallo del componente y
por las politicas de decision establecidas. Por el contrario, el fallo de
una bombillay sus consecuencias normalmente no estan relacionados
con decisiones y rendimientos humanos. Lo que es significativo es
gue existen muchos productos y sistemas modernos cuyo
funcionamiento operativo depende de la efectividad conjunta de algunos
de los factores siguientes: (1) el equipo fisico; (2) los operadores
humanos; (3) el software; y (4) los protocolos de gestion. Es razonable
y prudente intentar incluir la evaluacion de todos estos factores en el
estudio del comportamiento de los sistemas. Sin embargo, el enfoque
de esta monografia es analitico y las descripciones estan limitadas por
tanto al comportamiento del equipo fisico.

Varios autores han definido métodos analiticos para construir
modelos de los efectos de las personas y del software sobre la fiabilidad
de los sistemas. Se hace esto porque se cree que los individuos causan
mas fallos de sistemas que los equipos. Este punto de vista parece
bastante acertado. No obstante, la implementaciéon de los modelos
matematicos existentes de la fiabilidad humana y del software requiere
aceptar que la variabilidad de procesos elementales estables determina
la dispersion observada en el rendimiento. Si este punto de vista es
adecuado o no para las personas y el software es un tema de debate,
por lo cual no se aplica en este trabajo. Aqui damos énfasis a la

15
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utilizacion de modelos matematicos para representar el comportamiento
de equipos, e intentamos utilizar el analisis de los modelos para
modificar y mejorar el disefio de productos.

Para precisar mas, hay que notar que los cuatro ingredientes
enumerados son importantes. En el estudio de los fallos, puede
pensarse que el equipo fisico es el menos importante de los cuatro. No
obstante, aqui se considera que los operadores humanos de un sistema
no constituyen una poblacion homogénea, cuyo rendimiento pueda ser
representado de forma adecuada utilizando una distribucion de
probabilidades. Analogamente, el software y los protocolos operativos
no evolucionan de tal manera que puedan ser representados por
funciones de probabilidad. Puesto que el énfasis de este trabajo se
centra en la definicion de modelos representativos de probabilidad y
en su analisis, el tratamiento se limita a los dispositivos fisicos.

La duracion de un dispositivo esta determinada por su disefio. Los
metodos modernos de disefio estan basados generalmente en
descripciones cientificas y sobre todo matematicas de los requerimientos
y del rendimiento. La fiabilidad es una de las caracteristicas del rendimiento
de un sistema que se trata analiticamente en el proceso de disefio. La
precision en la evaluacion de la fiabilidad de un disefio propuesto depende
del conocimiento relativo al proceso de los fallos del producto.

La precision en la prediccion de la fiabilidad es también crucial
desde el punto de vista econdmico. La fiabilidad de un producto
determina la productividad operativa del mismo, asi como los gastos
de reparacion y mantenimiento. Puede asimismo determinar el intervalo
en que se distribuyen los costes operativos, y en el que se obtienen
ingresos o servicios. Por tanto, la fiabilidad es un factor central para
determinar el coste del ciclo de vida de un producto.

Ademas de las consideraciones relativas al coste del ciclo de
vida, la prevencién de accidentes es generalmente muy importante. La
fiabilidad es claramente un factor esencial en la seguridad de un
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producto. Para lograr los objetivos de un rendimiento funcional
adecuado, limitacién de los costes del ciclo de vida, y seguridad, la
fase del disefio es el momento en que puede lograrse una influencia
importante sobre los mismos. Por consiguiente, la mayoria de los
estudios de fiabilidad y de los métodos desarrollados en este trabajo
se centran en el disefio de productos.

Este punto de vista no se aplica aqui. En cambio, aqui el énfasis
recae en el uso de modelos matematicos para representar el
comportamiento de equipos, y se intenta usar el andlisis de los modelos
para modificar y mejorar el disefio de los sistemas.

Con esta motivacion, los métodos desarrollados para el andlisis de
fiabilidad son bastante amplios y han probado su gran eficacia en muchos
casos a la hora de asegurar una longevidad adecuada de los sistemas.
Aqui acometemos un estudio de las bases de muchos de los conceptos y
de las técnicas analiticas mas Utiles de la ingenieria de fiabilidad.

Los temas se organizan en tres bloques principales. Los Capitulos
2 a5 incluyen una explicacion cada vez mas minuciosa de los modelos
de fiabilidad de sistemas y componentes. Al presentar este material se
definen una notacién extensa y métodos analiticos de apoyo. También
se incluyen ideas fundamentales relativas a los aspectos fisicos de los
fallos en los dispositivos. En los Capitulos 6 y 7 se describen las
implicaciones de los aspectos fisicos de los fallos en los dispositivos,
en relacion con la estrategia de las pruebas de fiabilidad y con los
meétodos estadisticos para la estimacion de fiabilidad. Finalmente, en
los Capitulos 8 y 9 se describen cuestiones de mantenimiento y garantia
dentro del contexto de las prestaciones a nivel del sistema.

1.1. Definicion basica

A menudo se crean los términos técnicos con palabras que ya
tienen significados coloquiales y que no se corresponden exactamente

17
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con su uso técnico. Esto sucede con la palabra fiabilidad. En el sentido
coloquial, la palabra fiable se utiliza para calificar a las personas que
cumplen con sus compromisos. También se utiliza para describir equipos
u otros objetos inanimados que funcionen satisfactoriamente. El
concepto es claro pero no particularmente preciso. Por contra, la palabra
fiabilidad tiene una definicién técnica precisa y no totalmente
equivalente. Esta es:

— Definicion 1.1. Fiabilidad es la probabilidad de que un dispositivo
realice adecuadamente su funcion prevista a lo largo del tiempo,
cuando opera en el entorno para el que ha sido disefiado.

Debe observarse que hay cuatro atributos especificos de esta
definicion. Estos son: (1) probabilidad; (2) un funcionamiento adecuado;
(3) calificacion con respecto al entorno; y (4) tiempo. Los cuatro son
importantes. En los proximos Capitulos exploraremos unos modelos
algebraicos que se utilizan para representar la fiabilidad de los sistemas.
Estos modelos seran desarrollados sucesivamente incluyendo
secuencialmente en los mismos cada uno de los cuatro atributos.

1.2. Funciones de estado

El punto de partida para el estudio de la fiabilidad es el funciona-
miento correcto. Inicialmente, no definimos el correcto funcionamiento
de forma mas especifica. En cambio, sefialamos el hecho de que el
complemento del funcionamiento correcto es el fallo. Por tanto, nuestro
estudio inicial trata la dicotomia de que un dispositivo o bien funciona
adecuadamente o ha fallado. Algebraicamente, afirmamos que un
dispositivo tiene un estado ¢ donde:

[l sieldispositivo funciona

¢= Ep si el dispositivo ha fallado (1.1)

Ahora, supongamos que un dispositivo consta de componentes
y que el estado del dispositivo esta determinado por su estado. Por
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consiguiente, supongamos que n es el nUmero de componentes que
componen el dispositivo y definamos:

X = (X, Xy e X,) (1.2)

como el vector de estado de los componentes donde:

1 sielcomponente i funciona
X; = , , (1.3)
0 sielcomponenteiha fallado
Entonces decimos que el estado del dispositivo (o sistema), o,
es una funcion del vector de estado de los componentes:

o=0¢(x) (1.4)

Se supone que las relaciones fisicas entre los componentes
determinan la forma algebraica de la funcién ¢ de estado del sistema.
Dos comentarios entre paréntesis son: (1) que los términos
«dispositivo» y «sistema» se utilizan aqui en sentido genérico y pueden
ser interpretados como sea necesario; y (2) que se han desarrollado
modelos basados en las variables de estado no binarias de los
componentes pero que éstos quedan fuera del ambito de este estudio.

1.3. Coherencia

Antes de explorar formas estructurales especificas, conside-
remos la hipotesis de que el estado de un sistema esta determinado
por el estado de sus componentes. Para formalizar esta idea algebrai-
camente y también para centrar nuestro estudio, establezcamos la
definicion de un sistema coherente. Para empezar, adoptemos la
siguiente convencion de notacion:

O(X)= (X, Xy, e X, ) (1.5)

o .,x)=(p(x1, ....... X L Xog e ,xn) (1.6)

19
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¢(0;,x) :(p(xl, ....... yXizty 0y Xipgyeeenns ,xn) (1.7)

lo cual equivale a decir que ¢ (1, x) es la funcién de estructura del
sistema evaluada bajo la hip6tesis de que el componente i-ésimo esta
funcionando, y ¢ (0, x) es la funcion de estructura del sistema evaluada
bajo la hipotesis de que el componente i-eésimo ha fallado. Esta notacion
proporcionara un medio conveniente para mostrar varios resultados.
Una relacion simple es:

o(x)=x (L, x)+(1-x)0(0,x) (1.8)

lo cual se puede verificar haciendo x; igual a 0 y a 1. Para centrarnos,
comencemos con:

— Definicion 1.2. Se dice que el componente i-€simo de un sistema
es irrelevante a la estructura si ¢ es constante en x. Es decir
¢ (1,x)=0 (0, x) V x. En caso contrario, el componente i-€simo
es relevante a la estructura.

Con esta distincion:

— Definicién 1.3. Un sistema de componentes es coherente si (a)
su funcidn de estructura ¢ es no decreciente en X, y (b) si cada
componente del sistema es relevante.

Para ser mas especificos, una funcion de estructura es no
decreciente si para dos realizaciones del vector de estado de los
componentes, digamos x e y, X >y implica que ¢ (x) = ¢ (y).
Conceptualmente, el sistema tiene un estado que no empeora cuando
un namero creciente de sus componentes funcionan. Obsérvese que,
para vectores, la afirmacion x >y es cierta six, >y, V i y analogamente
X >y es cierta six >y, y ademas x, >y, para algin valor de i.

El objetivo de estas definiciones es limitar nuestra atencién a
sistemas para los cuales cada componente influye en el estado del
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sistema. En el ambito de productos y sistemas reales, es dificil
imaginarse un dispositivo que no sea coherente. La razén es que es
muy improbable que pueda justificarse la inclusiébn de un componente
en un disefio, sin que tenga algun efecto sobre el estado o
comportamiento del sistema. Se invita al lector a que intente pensar
en uno. Si identifica alguno, el componente superfluo habra sido
incluido probablemente para lograr una mejora cosmética o de
comercializacién. En cualquier caso, dado el énfasis en el disefio
para lograr un funcionamiento adecuado, este estudio se limita a
sistemas coherentes.

21
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2.1. Estructuras basicas

Se reconoce en general que existen cuatro tipos genéricos de
relaciones estructurales entre un dispositivo y sus componentes. Estos
son: (1) serie; (2) paralelo; (3) k-de-n; y (4) todas las demas.

— Definicién 2.1. Un sistema serie es aquel en el que todos los
componentes deben funcionar adecuadamente para que
funcione el sistema.

Claramente, la analogia conceptual a la estructura serie es un circuito
eléctrico de tipo serie. Sin embargo, a diferencia de un circuito serie, esto
no implica especificamente que los componentes deban estar conectados
fisicamente en secuencia. Mas bien, lo importante es que funcionen todos
los componentes. Un ejemplo de sistema serie en el que los componentes
no estan fisicamente conectados es el conjunto de patas de un taburete
de tres patas. Otro es el conjunto de neumaticos de un coche.

El concepto de un circuito serie se utiliza generalmente para
definir una representacion grafica de una estructura serie. Para tres
componentes, ésta se muestra en la Figura 2.1.

En general, se llaman diagramas de bloques a las represen-
taciones de estructuras de sistemas como las de la Figura 2.1. Muchas
veces son utiles a la hora de comprender las relaciones entre
componentes. En la estructura serie, la necesidad de que todos los
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Figura 2.1 - SISTEMA SERIE DE TRES COMPONENTES -

componentes funcionen para que el sistema lo haga implica que
¢ (x)=1six =1Vi yO0 de otro modo. Una forma algebraica logica
para esta condicidn es definir la funcion de estructura del sistema como:

o(x)=1x, 2.1)

Nétese que una forma igualmente correcta pero a veces menos
util es:

o(x)= miin{xi} (2.2)
Como ejemplos, considérese un sistema serie de tres compo-
nentes y los casos:
X =%=1y x,=0 O ¢(x)=0

X, =%,=0 y x=1 0 ¢(x)=0 2.3)
X =X,=x,=1 0 o(x)=1

25
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Solo el funcionamiento de todos los componentes hace que el
sistema lo haga.

El segundo tipo de estructura es la paralela. La analogia conceptual
es de nuevo el circuito eléctrico correspondiente y la definicion es:

— Definicion 2.2. Un sistema paralelo es aquel en que el
funcionamiento de cualquiera de los componentes implica el del
sistema.

De nuevo se subraya que no se implica ninguna conexion fisica
entre los componentes, por la definicion o por el diagrama de bloques.
El diagrama de bloques para un sistema paralelo de tres componentes
es el mostrado en la Figura 2.2.

Un ejemplo de un sistema paralelo es el conjunto de dos motores
en un avion bimotor. Mientras que funcione al menos un motor, el vuelo

Figura 2.2 - SISTEMA PARALELO DE TRES COMPONENTES -
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se mantiene. Para el sistema paralelo se puede definir la funcion de
estructura de modo similar al sistema serie:

¢(x) =max{x} (2.4)

Se puede definir una forma alternativa mas susceptible a la
manipulacion analitica, por medio de una notacioén concisa desarrollada
por Barlow y Proschan [1]. Conceptualmente, un sistema paralelo falla
cuando todos sus componentes fallan, y el sistema funciona cuando
se produce el complemento de «todos los componentes fallan». Por
tanto, para el sistema paralelo:

o(x)=11x (2.5)
donde definimos esta notacién como:

1- |‘| (1-x) (2.6)

n

JHES

i=1

Nos referimos al IT (pi) invertido como a «ip». Cuando se domina,
esta notacion es muy util. Algunos ejemplos son:

X, =%, =0 y x=1 0 ¢(x)=1

X =X, =X,=0 O @(x)=0 (2.7)

El tercer tipo de estructura es la estructura k-de-n. No existe
ninguna analogia conceptual para esta estructura. La definicion es:

— Definicién 2.3. Un sistema k-de-n es uno en el que el funcio-
namiento de k cualesquiera de los n componentes del sistema
implica el del sistema.

El método habitual para construir el diagrama de bloques para
el sistema k-de-n es mostrar un diagrama paralelo con una indicacion
de que el sistema es k-de-n, como se muestra en la Figura 2.3.
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Figura 2.3 - SISTEMA k-de-n -

Un ejemplo de un sistema k-de-n es el eje trasero de un gran
remolque-tractor en el que el funcionamiento de tres de las cuatro ruedas
es suficiente para asegurar la movilidad. Otro ejemplo es el hecho de
gue algunas tablas de memoria electronica se configuran para que la
operacion de cualquier conjunto de 126 direcciones de las 128
existentes sea satisfactoria.

La representacion de la funcién de estructura para un sistema
k-de-n no es tan compacta como las correspondientes a sistemas serie
y paralelos. Algebraicamente, para un sistema k-de-n:

n

%L si Sx =k

(p:(p(X):E) ] %xi 5 (2.8)

Ejemplos para un sistema 3-de-4 son:
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X, =%X3=X%X,=1y x,=0 0O o(x)=1

X,=X3 Y % =X,=1 0 ¢(x)=0 (2.9)
Obsérvese que se puede considerar que un sistema serie es un

sistema n-de-n, y que un sistema paralelo es un sistema 1-de-n.

2.2. Equivalencia estructural

Por supuesto, existen otras muchas relaciones estructurales entre
los componentes que pueden ser usados por un disefiador de
dispositivos para obtener una capacidad especifica del producto. Para
analizar cualquier forma estructural, ademas de los anteriores, se ha
definido un método de andlisis estructural general. En este contexto,
este método se desigha como la construccion de estructuras
equivalentes de sistemas. Aqui lo desarrollamos con un ejemplo popular
concreto —un puente eléctrico— (ver Figura 2.4).

Figura 2.4 - PUENTE ELECTRICO -
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Esta estructura claramente no responde a ninguna de las formas
mencionadas anteriormente. Para obtener una funcién atil de estado
del sistema, comencemos por:

— Definicién 2.4. Un vector de camino es un vector de estado de
los componentes x para el cual ¢ (x) = 1. El correspondiente
conjunto de camino es P (x) en donde P (x) = {i Ox = 1}

Un ejemplo de un vector de caminos para el puente eléctrico en la
Figura2.4esx=(1,1,1,0,1) paraelcuald xX)=1yP (x) ={1, 2, 3, 5}.
Por tanto, los vectores de camino son aquellas realizaciones de los
vectores de estado de los componentes para los que el sistema
funciona. De hecho, se puede decir que si X es un vector de camino e
y > X, entonces y es también un vector de camino. Luego:

— Definicién 2.5. Un vector de camino minimo es un vector de
camino x para el cual y < x implica que ¢ (y) = 0. El correspon-
diente conjunto de camino, P (x), se designa como un conjunto
de camino minimo.

Un vector de camino minimo es aquél cuyo conjunto de camino
no tiene ningun subconjunto que sea un conjunto de camino.
Fisicamente, es el conjunto mas pequefio de componentes cuyo
funcionamiento hace que el sistema funcione.

Un ejemplo de un vector de camino minimo para el puente
eléctrico es x = (1, 0, 0, 1, 0) para el que P(x) = {1, 4}. De hecho, es
relativamente sencillo identificar los vectores de caminos minimos para
el puente. Los conjuntos minimos de caminos son:

P={14 P,={25} P,={135} P, ={234} (2.10)

Recordemos que para cada vector de camino minimo ¢ (x) = 1.
De este modo, si los componentes de cualquier camino minimo
funcionan, el sistema funciona. Es decir, se puede considerar que el
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sistema esta integrado por los caminos minimos en paralelo, ya que
s6lo es necesario que uno de los caminos minimos funcione para que
el sistema lo haga. Ademas, como todos los componentes en un
conjunto de caminos minimos tienen que funcionar para que funcione
el camino minimo, se puede considerar que un camino minimo es una
configuracion de serie de los componentes constituyentes. Por tanto,
se puede considerar el sistema como una configuracion paralela de
estructuras serie integradas por los componentes de los conjuntos de
caminos minimos.

Para definir esta equivalencia algebraicamente, supongamos que
P, (x) es la funcion de estado para el vector de camino minimo j-ésimo.
Puesto que cada componente de un camino minimo tiene que funcionar
para que el camino minimo funcione:

P (x)=1x (2.11)

Analogamente, como hasta que un camino minimo funcione para
gue el sistema lo haga:

9(x)=1lp; (<) =11 11 (2.12)

Para el puente eléctrico:

¢ (x)=1=(1-p;) (1-p,) (1-ps) (1-p.) =

= 1 (1= % %) (1= % Xg) (1= X, Xg Xg ) (1= %, X, X,) (2.13)

La representacion grafica correspondiente a la relacion de
equivalencia se muestra en la Figura 2.5.

Merece la pena subrayar que para cada vector x de estado de
los componentes, el valor de la funcidn ¢(x) de estado del sistema es
idéntica para el sistema original (puente) y para el sistema equivalente
definido con los vectores de caminos minimos. Este es un resultado
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Figura 2.5 - ESTRUCTURA EQUIVALENTE DE CAMINOS MINIMOS
PARA EL PUENTE ELECTRICO -

importante por dos razones. En primer lugar, demuestra que cada
estructura de sistema puede ser evaluada en términos de una estructura
equivalente compuesta exclusivamente de configuraciones serie y
paralelas de los componentes del sistema. Por tanto, se puede hacer
gue la evaluacion sea relativamente sencilla. Lo segundo y mas
importante es el hecho de que ahora estéa claro que siempre se puede
hallar el estado de sistema con los valores de estado de los
componentes. Por consiguiente, el estudio de fiabilidad se puede centrar
en los componentes.

Esta reafirmacion del planteamiento reduccionista del estudio
cientifico es basica para una mayoria importante de los resultados
analiticos obtenidos en la ingenieria de fiabilidad. Debe reconocerse
gue esto no implica que el método de sistemas para el disefio y evalua-
cién de equipos complejos deba ser desechado. Al contrario, esto significa
que la fiabilidad de los componentes puede ser estudiada independien-
temente, y por tanto que las medidas resultantes pueden ser agregadas
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en la practica. La aplicacion subsiguiente del método de sistemas para
describir las interacciones operativas es Util y apropiado.

Da la casualidad de que existe una segunda estructura
equivalente que se puede obtener con un método similar.

— Definicién 2.6. Un vector de corte es un vector x de estado de
los componentes para el que ¢ (x) = 0. El correspondiente conjun-
to de corte es C(x), donde C(x) = {i Ox = 0}.

Un ejemplo de vector de corte para el puente eléctrico en la
Figura2.4esx=(0,0,1,0, 1) paraloque ¢ (x) =0y C(x) ={1, 2, 4}. De
este modo, los vectores de corte son las realizaciones de los vectores
de estado de los componentes para los cuales ha fallado el sistema.
De hecho, se puede decir que si x es un vector de corte e y < x, entonces
y es también un vector de corte. Es posible observar que la unién del
conjunto de todos los vectores de corte con el conjunto de todos los
vectores de camino agota el conjunto de vectores de estado de los
componentes.

— Definicién 2.7. Un vector de corte minimo es un vector de corte
X para el que y > x implica que ¢ (y) = 1. Nos referimos al corres-
pondiente conjunto minimo de corte, C(x), como a un conjunto
de corte minimo.

Un vector de corte minimo es aquel cuyo conjunto de corte no
tiene un subconjunto que constituya un vector de corte. Fisicamente,
es el conjunto mas pequefio de componentes cuyo fallo asegura el
fallo del sistema. Un ejemplo de un vector de corte minimo para el
puente eléctrico es x = (0, 0, 1, 1, 1), para el cual C(x) = {1, 2}. Como
con los caminos minimos, la identificacion de los vectores de cortes
minimos para el puente eléctrico es relativamente sencilla. Los
conjuntos de cortes minimos son:

c.={12} c,={45 c,={135} cC,={234} (2.14)
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Ahora, recuérdese que para cada vector de cortes minimos
o(x) = 0. Por tanto, cada corte minimo es suficiente para causar el fallo
del sistema. Todos los cortes minimos deben funcionar para que el
sistema funcione. Un corte minimo funciona si cualquiera de los
componentes del conjunto de cortes minimos funciona. Es decir, es
posible considerar el sistema como integrado por los cortes minimos
dispuestos en serie, y todos deben funcionar para que funcione el
sistema. Ademas, como el funcionamiento de cualquiera de los
componentes en el conjunto de cortes minimos implica una funcion de
cortes minimos, se puede considerar que un conjunto de corte minimo
esta integrado por la configuracion en paralelo de sus componentes
constituyentes. De esta manera, se puede considerar el sistema como
una configuracién serie de estructuras paralelas integradas por los
componentes de los conjuntos de cortes minimos.

Para definir esta equivalencia algebraicamente, supongamos que
K (x) es la funcion de estado para el k-ésimo vector de cortes minimos.
Como la funcidon de cualquier componente del conjunto de cortes
minimos implica una funcién de cortes minimos:

Kk (X) = i%_clkxi (215)

Analogamente, como todos los cortes minimos deben funcionar
para que funcione el sistema:

(P(X):llek(X)ZIII LI, (2.16)

i0C,
Para el puente, la equivalencia funcional es:

@(x) =K Ky KKy =

= (1= (1= %) (1= %)) (1= (2= xa) (1= x5 ) (1 (1= %) (1= X5) (1= X)) (1= (1= %,) (1= X5) (1 x4 ))
(2.17)

La representacion gréfica de la estructura equivalente de cortes
minimos se muestra a continuacion en la Figura 2.6.
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1 4 1 2
3 3
2 5 5 4

Figura 2.6 - ESTRUCTURA EQUIVALENTE DE CORTES MINIMOS
PARA EL PUENTE ELECTRICO -

Como en el caso de la estructura equivalente de caminos mini-
mos, la estructura equivalente de cortes minimos tiene la propiedad de
gue para cada vector de estado de los componentes X, el valor de la
funcion de estado de sistema ¢(x) es idéntica para el sistema original
(puente) y para el sistema equivalente.

De este modo, se puede lograr una evaluacion de las relaciones
de estado para el disefio de un nuevo dispositivo con las estructuras
serie y paralelas sencillas, a pesar de la complejidad del disefio. Se
puede utilizar la estructura equivalente de cortes minimos o la de
caminos minimos.

Una observacion final relativa a las funciones de estructura de
sistemas es que las estructuras serie y paralelo limitan todas las demas
estructuras. Es decir, para un sistema coherente:

_lnTXi S<1>(><)S]il><i (2.18)
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lo que significa que el estado de un sistema incluso muy complicado
puede al menos estar limitado por las dos formas analiticas mas
sencillas.

2.3. Modulos de sistemas

Muchos productos y sistemas son bastante complicados y
constan de muchos componentes frecuentemente cientos o incluso
miles. Para la mayoria de estos sistemas complejos, se pueden forta-
lecer los resultados obtenidos con estructuras equivalentes, ya que
muchas veces es posible dividir el sistema en modulos (o subsistemas)
gue se pueden tratar simultdaneamente como componentes del sistema
total y como sistemas que constan de componentes. Al definir una
jerarquia de dos o mas niveles de este modo, se simplifica enor-
memente el analisis de estado, y por tanto las relaciones de fiabilidad.
Nos referimos normalmente a este proceso de definir una jerarquia
anidada de componentes como una descomposicién modular.

— Definicion 2.8. Un sistema coherente (x, y) es un moédulo del
sistema coherente (x, ¢) si ¢(x)= 6(y(x), X), en donde g es una
funcién de estructura coherente definida mediante un subconjunto
de los componentes de X, y 6 es también una funcion de estructura
coherente para la que (X, y) actia como componente.

La idea de mddulo es bastante intuitiva. Muchos de los productos
con los que estamos familiarizados proporcionan ejemplos. Se puede
considerar que un ordenador esta compuesto por una configuracion
de modulos para entrada/salida, |6gica, memoria, y tareas de
visualizacion. Un ultimo paso en la formalizacion de la idea es:

— Definicion 2.9. Una descomposicion modular de un sistema
coherente es la division de los componentes del sistema en
subconjuntos inconexos, la definicion de una funcion de
estructura coherente asociada y, para cada subconjunto y la
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definicion de una funcion de estructura organizativa, 6, de forma
que d(X) =0y, (X), W,(X), wvees Wr(X))-

Claramente, se puede anidar el proceso de descomposicion para
que la evaluacion del disefio de un sistema sea lo més sencilla posible.

En resumen, la definicion técnica de fiabilidad sirve como punto
de arranque para un estudio cuidadoso y detallado del tema. Una
formulacidn algebraica conveniente para obtener el efecto del estado
funcional de los componentes sobre el estado del sistema proporciona
un medio para representar y analizar la funcién del sistema; ademas
unos cuantos resultados generales aseguran que se puede evaluar
eficazmente cualquier configuracion de disefio de sistemas.
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De los cuatro atributos de fiabilidad, solamente hemos consi-
derado la cuestion de funcionamiento correcto. Ahora afiadiremos la
probabilidad. El resultado general que buscamos es poder especificar
Plo(x) = 1]. Claramente, esperamos poder expresar la probabilidad de
funcionamiento del sistema en términos de los componentes que lo
integran.

3.1. Una medida de fiabilidad

Teniendo en cuenta que solamente consideramos estructuras
coherentes, definamos:

p, =P[x =1 =E[x] (3.1)

como la probabilidad de que el componente i-ésimo esté funcionando.
La representacion en forma de una expectativa es posible porque las varia-
bles de estado de los componentes, x, son binarias. A pesar del hecho
de que nuestras definiciones de fiabilidad son incompletas, nos referimos
a p, como la fiabilidad del componente i-esimoy a p = (p,, P, -..... , P)
como el vector de fiabilidad de los componentes. También designaremos
la fiabilidad de sistema por r(p). Observemos que la funcion de estado
de sistemas es también binaria de forma que:

(p)=P[0()=1=E[o)] (3.2)
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Supongamos para nuestras consideraciones iniciales que los
componentes de sistema son independientes desde el punto de vista
estocastico. En este caso, podemos obtener varios resultados genera-
les. En primer lugar, para una estructura serie tenemos:

(p)=Plot) =] =Pd]x =1= NPx =] =[]p (3.3)

y analogamente, para una estructura paralela:

=Pla) =1 =P Hllx =15-P - 1(4-x) =15 1= 1) =0

(3.4)

=1- PBJ (1-x) 1D—1 |‘|P[1 x =1=1- ﬁ( p)=1p

Estos resultados confirman la intuicion de que la fiabilidad de

un sistema serie de componentes independientes es el producto de

sus fiabilidades, y que la fiabilidad de un sistema paralelo de

componentes independientes se calcula como la disposicion en

paralelo de sus fiabilidades. También es verdad en general para

componentes independientes que, con la notacion de las expresiones
(1.8) del Capitulo 1:

r(p)=pir(L.p) {L-p)r(0,p) (3.5)

Para estructuras de sistemas que no sean ni de serie ni paralelo,
el calculo de la fiabilidad del sistema a partir de las de sus componentes
no es tan sencillo.

El planteamiento directo para calcular la fiabilidad de sistemas
es enumerar todos los caminos, calcular la probabilidad de realizacion
de cada uno y sumarlas. Como ejemplo, consideremos el puente
eléctrico mostrado en la Figura 2.4. Para esta estructura existen 2°=32
vectores posibles de estado de los componentes, de los cuales la mitad
corresponden a caminos y la otra mitad son cortes. Los caminos y sus
probabilidades de realizacion son:
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(L1112)  pppsp.Ps (L0.101) p,(1-p,)ps (1-p.)ps
(L1120) pp,pp, (1-ps) (10,011 p,(1-p,)(1-ps)p.ps
(L1100 ppop; (L-ps)Ps (10,0,10) p,(L=p,)(1-p,)p. (1-ps)

(110,11 pp, (1-p;)p.ps 0111) (1-p,)

(110,10) pp, (1-ps)p, (1-ps) (01110) (1-p,)p.psp, (1-p5) (3.6)
(120,0,) pp,(1-p;)(1-p.)ps (0.2201) (1~ )pzps(l P.)Ps

(10.112) p, (1-p,)psp.ps (01011 (1-p,)

(10,130) p,(L-p,)pps (1-ps) (020,0,9) (1-p.)p, (1-ps)(L—ps)Ps

Al afadir las probabilidades de realizacion para los vectores de
camino, obtenemos la fiabilidad del sistema. Con un esfuerzo algebraico
considerable, la suma se reduce a:

r(P)=pPs +PoPs +PaP3Ps + PiPsPs = PiPPsP, = PiP,P.Ps

(3.7)
~ P1P3P4Ps — P,P3P4Ps — P1P,PsPs + 2p1p2p3p4p5
y si se diera el caso de que p, = p V i, entonces:
r(p)=2p* +2p° +5p* +2p° (3.8)

Es posible imaginar que para un sistema mas complejo, que
comprenda un mayor numero de componentes, este proceso puede
ser poco practico, incluso con la potencia de los ordenadores actuales.

3.2. Acotaciones de fiabilidad

La alternativa logica a los métodos de enumeracion es el uso de
los sdlidos resultados estructurales obtenidos con los caminos y cortes
minimos. Sin embargo, incluso con componentes independientes, las
estructuras equivalentes constan de caminos (o cortes) minimos que
no son independientes. Por ejemplo, en el caso del puente eléctrico,
tanto p, (x) como p,(x) dependen de x,, por tanto no son independientes.
Para tener en cuenta la posibilidad de correlaciones entre funciones
de estructura de caminos minimos (o cortes minimos), Barlow y
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Proschan [1] utilizan el concepto de variables aleatorias «asociadas»,
desarrollado originalmente por Esary, Proschan y Walkup [2].

— Definicion 3.1. Se dice que las variables aleatorias y,, y,, ...... A
(que no son necesariamente binarias ) estan asociadas si

cov [a(y), B(y)] 20

para todas las funciones binarias o y B que no son decrecientes.

El concepto de una asociacion de variables aleatorias es rico en
aplicacion. Para estudios de fiabilidad, se aplica especificamente a
estructuras equivalentes en las cuales los caminos minimos (o cortes
minimos) tienen componentes en comun, y a otras situaciones en que
las fiabilidades de los componentes estan correlacionadas. Para ser
claros con respecto a la notacioén, recordemos que:

cov[xy]=E [(x -E [x]) (y -E [y])] (3.9)

Las implicaciones de la definicion de asociacion son algo sutiles.
Solamente examinamos algunas. Para empezar, obsérvese que la
asociacion de variables aleatorias tiene las siguientes propiedades
multivariables:

Propiedad 1. Cualquier subconjunto de un conjunto de variables
aleatorias asociadas es un conjunto de variables aleatorias
asociadas.

Propiedad 2. Elconjunto de variables aleatorias que comprende
una sola variable aleatoria es un conjunto de variables aleatorias
asociadas.

Propiedad 3. Cualquier conjunto de funciones no decrecientes
de un conjunto de variables aleatorias asociadas es un conjunto
de variables aleatorias asociadas.
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Propiedad 4. Sidos conjuntos de variables aleatorias asociadas
son mutuamente independientes, su unién es un conjunto de
variables aleatorias asociadas.

Es posible construir una prueba de cada una de estas
propiedades utilizando Unicamente la definicion de asociacion. También
es posible probar varios resultados interesantes adicionales con estas
cuatro propiedades. Dos resultados de este tipo que son utiles son los
hechos de que: (1) un conjunto de variables aleatorias independientes
esta asociado y (2) para un conjunto de variables aleatorias binarias
asociadas, X;, X, ...... , X, €l conjunto 1-x,, 1-X,,, ...... , 1-X_es un conjunto
de variables aleatorias binarias asociadas. La definicion del concepto
de asociacion se presenta aqui para apoyar la definicién de acotaciones
de fiabilidad de sistemas.

Para apoyar la definicion de varias acotaciones de fiabilidad,
observemos primero que para un conjunto de variables aleatorias
binarias asociadas:

P{ﬁxizl}zﬁp[xizl] (3.10)
P é;llxi :1% i]illP [Xi :1] (3.11)

Estas relaciones implican que para una estructura coherente
gue consta de un conjunto de componentes binarios asociados con
fiabilidades p.:

n n
M <rp)<Ip (3.12)

i=1

lo cual expresa que, como en el caso de las funciones de estado, la
fiabilidad de sistemas esta limitada por las configuraciones serie y
paralelo de los componentes. Estas son la acotacion inferior serie y la
acotacion superior paralelo. En general, estas acotaciones son con
frecuencia bastante amplias, especialmente la acotacion inferior serie.
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Las ideas de asociacion y equivalencia estructural permiten la definicién
de acotaciones mas estrechas.

Supongamos que ¢ es una estructura coherente que consta de un
conjunto asociado de componentes, para los cuales p,(X), p,(X), ..., p,(X)
son las funciones de estructura de caminos minimos y (), ¥,(X), ...,
K, (X) son las funciones de estructura de cortes minimos. Entonces:

1P [k 6= ] <P[ob)=] < 1P[p,6) =1 (3.13)

Es obvio que esto es asi puesto que x(x) son funciones no
decrecientes de X, cuyos componentes estan asociados. Por tanto,
las funciones x (x) estan asociadas y la equivalencia estructural implica
que:

o) =1 =P ) == []Pli ) =1 (3.14)

como se ha indicado antes. La misma construccion se aplica a los
caminos minimos de forma que:

ld=1=rdlo (== P k)] @13)

En el caso de que los componentes de la estructura coherente
sean independientes, se puede extender este resultado a:

L J
[ Lp <Plelx) =< LI[p (3.16)
I=1iCc, j=1 P,

Las acotaciones definidas en (3.13) y (3.16) se designan como
la acotacion inferior de cortes minimos y la acotacion superior de
caminos minimos. Estas acotaciones son frecuentemente (pero no
siempre) superiores a las acotaciones serie y paralelo.

Se puede definir todavia otro conjunto de acotaciones con los cortes
minimos para las acotaciones superiores y los caminos minimos para las
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acotaciones inferiores. Si para la estructura coherente ¢, P, P, ...... , P,
son los conjuntos de caminos minimosy C,, C,,, ...... , C,_ son los conjuntos

de cortes minimos, entonces, siempre es verdad que:

max {P [rlrllﬂr] X, = 1}} <P[o(x)=1]< min {P [nlw%lx X, = l:l} (3.17)

I

y ademas, si los componentes son asociados:
0o o . U
max <Plo(x)=1<min :
ax (]p 0<P[0x) =1 <m é}g‘p.g (3.18)

Estas acotaciones se designan como las acotaciones minimas-
maximas.

Ahora, se puede pensar que entre las acotaciones definidas
anteriormente es posible determinar que un conjunto sea siempre
superior. En general, éste no es el caso. No obstante, para los compo-
nentes asociados, siempre es verdad que:

n n
[]p: <max {Hpi}Sr(p)Smin {]_[ pi}s]_[pi (3.19)
i1 I liep ' iea =1

Por tanto en este caso, las acotaciones minimas-maximas son
siempre superiores a las acotaciones serie o paralelo. Debemos por
tanto comparar las acotaciones minimas-maximas con las acotaciones
de cortes minimos-caminos minimos.

Llegados a este punto es conveniente mostrar un ejemplo.
Consideremos el sistema que se muestra en la Figura 3.1. Los conjuntos
de caminos minimos para el sistema son P, = {1}, P,={2, 3}y P, = {2, 4}
mientras que los de cortes minimos son C, = {1, 2} y C, = {1, 3, 4}.
Supongamos que p, = 0,96, p, = 0,90y p, = p, = 0,85. Entonces, las
acotaciones serie-paralelo son:

(0.96) (090) (085)" = 0624 <r(p) < 09999 =1 (1- 0,96) (1~ 0,90) (1- 085)" (3.20)

las acotaciones de cortes minimos y caminos minimos son:
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Figura 3.1 - EJEMPLO DE ESTRUCTURA -

(1-(1-0.96) (1-0.90)) (1~ (096) (1- 0:85) (1- 0:85)) = 09951
1-(1-(096)) (1~ (090) (085))* = 09978 (3.21)
0,9951<r(p) <0,9978

y las acotaciones minimas-maximas son:
max {096,(090) (085),(090) (085)} = 0,960
min {(1— (1-096) (1-090)), (1— (1-096) (1- 0,85)2)} =099 (3.22)
0,960 <r(p) < 0,996

Por supuesto, en este sistema podemos calcular que la fiabi-
lidad es

I‘(p) =Dy +PaPs +PoPs ~PiPoPs — PoP3Py — PiPoP, +PiP,PsP, =0,99519  (3.23)

Se puede obtener un conjunto similar de resultados con el ejemplo
del puente eléctrico. Supongamos que todos los componentes del
puente son idénticos de manera que p, = p V i. Entonces, denotemos
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la acotacion inferior serie como b, la acotacion superior paralelo como
b,, la acotacion inferior de cortes minimos como b, y la acotacion
superior de caminos minimos como b,_, la acotacion inferior minima-
maxima como b__, y la acotacion superior minima-maximacomob__ .
Para componentes idénticos:

J
bnp = [T TTPi =P (2+2p —p* —4p* —p* +2p° +2p° - p°)
bmmI =max {Hp}: p2
] i

by, = min {Hpi}:l—(l— p)’ (3.24)
ieC

y el célculo de estas cantidades como funcién de p se muestra en la

Tabla 3.1.

El examen de la Tabla 3.1 demuestra que ninguna de las acotacio-
nes de cortes minimos, de caminos minimos ni minimo-méaximo domina
a las otras. Una ultima observacion es que la aplicacion jerarquica de
la equivalencia estructural, utilizada en el Capitulo 2 para definir una
descomposicién modular, puede también ser usada en el célculo de
la fiabilidad de sistemas y de sus acotaciones. De este modo, los
resultados que se muestran anteriormente son también bastante
potentes.

3.3. Importancia de fiabilidad

A menudo, tiene sentido preguntarse cual es el componente
que debe mejorarse primero para aumentar la fiabilidad del sistema.
Normalmente, la respuesta a esta pregunta es mejorar el componente
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pob Dy by (D) b By B,
099 0951 0999 0980 0999 1000 1000 1000
095 0,774 0995 0903 0995 0,998 1000 1000
090 0591 0978 0810 0979 0990 0997 1000
0,/5 0273 0852 0563 0861 0938 0936 0,999
060 0078 0618 0360 0660 0840 0,748 0,990
050 0031 0431 0250 0500 0,750 0569 0,969
025 0001 0064 0063 0139 0438 0148 0,763
010 0,000 0,003 0,010 0,022 0190 0022 0410

Tabla 3.1 - CALCULOS REPRESENTATIVOS DE FIABILIDAD -

gue tiene el mayor efecto sobre la fiabilidad del sistema. La idea de
gue cada componente tiene un efecto distinto sobre la fiabilidad del
sistema se ha cuantificado en el parametro «importancia de fiabilidad»
del componente. Se han sugerido unas medidas de importancia de
fiabilidad. La mas prevalente es:

— Definicion 3.2. La importancia de fiabilidad del componente
i-ésimo de un sistema coherente es:

IR(i):%r(p):r(L,p)—r(Oi,p) (3.25)

lo cual expresa que el componente para el que la fiabilidad impone el
gradiente méaximo sobre la funcion de fiabilidad de sistema es el mas
importante. Consideremos algunos casos especificos. En una estruc-
tura serie:

] bo) n n
()= 5 1P)= 6p 1P =P, (3.26)
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en la que el maximo ocurre en el componente con la minima fiabilidad,
p.. Es decir, el producto de todos excepto uno los valores de fiabilidad
es maximo cuando el que se deja fuera es el minimo. De este modo, si
las fiabilidades de los componentes estan ordenadas como:

Py S P S e < Py (3.27)

en donde los subindices estan entre corchetes para reflejar el orden,
entonces en un sistema de serie:

() = k(2) = . > I ([n]) (3.28)

esto significa que el componente méas débil es el mas importante para
determinar la fiabilidad del sistema, y es aquel en el que las mejoras
producen el maximo beneficio en el nivel del sistema.

La utilizacion de los subindices entre corchetes para denotar orden
se interpreta de la siguiente manera. La expresion P~ Py significa que p, es
el valor minimo de fiabilidad de los componentes mas pequefios y Pg =P,
significa que el componente 2 tiene el valor de fiabilidad que es el tercero
mas bajo. La medida de importancia en un sistema paralelo es:

L0= 5 0)= 5 B-AE-p)Nln) @9

de forma que el componente mas fuerte es el mas importante. Es decir,

k(D) = k(2) = - < () (3.30)

y el componente mas fiable es el que se debe mejorar en primer lugar.

La resolucion de las cuestiones de como aumentar la fiabilidad
de sistemas ha sido uno de los campos en que los analistas de fiabilidad
han contribuido al disefio de sistemas. Las medidas de importancia de
fiabilidad dan una base para evaluar la rentabilidad de las inversiones
en el redisefio de componentes, u otras estrategias para lograr mejoras.
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3.4. Asignacion de fiabilidad

Otro planteamiento para aumentar la fiabilidad del sistema es
mediante la introduccion de redundancias en ubicaciones de
componentes escogidos. Es decir, la configuracion del sistema se altera
sustituyendo un solo componente con dos 0 mas copias del mismo en
paralelo. El problema de seleccionar los componentes para los que se
hace esto se conoce como el problema de asignacién de fiabilidad. Se
supone que cada copia de un componente incluido en el sistema tiene
un coste. El coste puede en efecto representar el precio del
componente, o puede representar un aumento de peso o cualquier
otra consecuencia de asignar el componente al disefio. Entonces, el
problema de designar las ubicaciones y magnitudes de la redundancia
de componentes se puede formular como un programa de enteros. De
hecho, existen dos formas algebraicas plausibles para el modelo.

Supongamos que n, representa el numero de copias del
componente i-ésimo utilizado en paralelo en la ubicacion del sistema
para ese componente. Supongamos que c, representa el coste del
componente i-ésimo. Entonces, se puede minimizar el coste del disefio
del sistema sujeto a la condicién de que se consiga un objetivo
especifico de fiabilidad de sistema:

Min ¥ ¢;n, suigtoaque r(p) = R, y n=1 O i (3.31)
i=1

Alternativamente, se puede maximizar la fiabilidad del sistema
sujeto a limites sobre el coste incurrido:

Max r(p) sujeto a que ZCinisC, y n=1 0 i (3.32)
=1

En esta formulacién, la fiabilidad para la posicion de cada
componente se formula como:

Lp=1-@-p) (3.33)
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y los resultados de equivalencia estructural del Capitulo 1 garantizan
gue la fiabilidad del sistema pueda ser expresada en términos de confi-
guraciones serie y paralelo. Consecuentemente, la solucion del proble-
ma de asignacion de fiabilidad normalmente es bastante manejable.

Debe distinguirse entre la asignacion y la distribucion de fiabili-
dad. La distribucion de fiabilidad es el proceso de asignar objetivos de
fiabilidad a los subsistemas durante el disefio del sistema. Existen algo-
ritmos para llevar esto a cabo, y el mas popular es el lamado método
ARINC descrito por Lloyd y Lipow [3]. La dificultad principal de este
método es que la tarea de distribucidén estd basada en criterios subje-
tivos. Por esta razdn, este algoritmo no esta descrito en este trabajo.
En contraste, el modelo de asignacién definido anteriormente se ocupa
del problema de asignacién de redundancias, con el fin de lograr un
objetivo definido de fiabilidad. Este modelo es por tanto objetivo.

3.5. Forma de la funcioén de fiabilidad

Otro resultado de valor considerable en la evaluacion de disefio
es el hecho de que para cualquier configuracion de componentes
idénticos, la funcion de fiabilidad tiene «forma de S». Es decir, la mejora
de la fiabilidad de un componente tiene una influencia sobre la fiabilidad
del sistema del tipo que se representa en la Figura 3.2. Las carac-
teristicas algebraicas de esta forma son que para un sistema coherente
gue consta de n > 2 y componentes idénticos independientes para los
gue la funcion de fiabilidad del sistema es r(p):

(a) p(l—p)d;g)) > 1(p)[1-r(p))

(b) Sir(p,) = p, para algin valor 0 < p,<1, entoncesr (p) <p
cuando0<p< p,yr(p)>pcuando p,<p<1.

(c) Si la estructura no tiene conjuntos de caminos minimos o
conjuntos de cortes minimos integrados por un solo
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componente, entonces p, existe en (0,1) de modo que
Py =1 (Py)-

Obsérvese el hecho de que a la izquierda de p,, el gradiente de
la funcién de fiabilidad del sistema supera a 1. La implicacion de este
comportamiento es que la inversion en mejoras de la fiabilidad de los
componentes puede ser muy rentable inicialmente, pero luego da un
rendimiento decreciente.

Es importante observar las condiciones bajo las que se desarrolla
el gréfico. En particular, r(p) es cOncava para un sistema serie de
componentes idénticos, por tanto las mejoras en la fiabilidad del sistema
siempre superan la magnitud de la ganancia inicial en la fiabilidad de
los componentes. Es decir, una mejora del 10% en p en el intervalo de
0,80 a 0,88 en sistemas de serie con tres componentes produce un
aumento del 33% en la fiabilidad del sistema (de 0,521 a 0,682). En el
caso mas general en que los componentes no son idénticos, el aumento

Figura 3.2 - FIABILIDAD DEL SISTEMA
EN FUNCION DE LA DE LOS COMPONENTES -
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de la fiabilidad de un componente en un porcentaje dado proporciona
el mismo aumento porcentual en la fiabilidad del sistema. Segun la
|6gica correspondiente, r(p) para un sistema paralelo de componentes
idénticos es convexa, por tanto los beneficios resultantes del aumento
de la fiabilidad de los componentes son menores. En general, la forma
«S» de la funcién de mejora proporciona una guia efectiva para evaluar
el interés relativo de invertir en el aumento de fiabilidad de los
componentes.
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La definicion de fiabilidad que se dio en el Capitulo 1 indica que
la fiabilidad es la probabilidad de funcionamiento satisfactorio a lo largo
del tiempo. El supuesto subyaciente implicito es que en una muestra
de dispositivos idénticos, la supervivencia (o duracion de vida) se
dispersa de una manera que se modela bien con la probabilidad y, por
tanto, con una funcion de distribucion. Por tanto, la extension de las
medidas de fiabilidad para incluir el tiempo implica la especificacion de
las distribuciones de probabilidad, las cuales deben ser modelos
razonables de la dispersion de duracion de vida. Este es el tema de
este Capitulo.

4.1. Medidas de fiabilidad

La variable aleatoria que implica la definicion de fiabilidad es
la duracion del funcionamiento o duracion de vida. Al denotar la
duracién de vida por T, la funcién de distribucion sobre T es F(t), en
donde:

F(t)=Pr[T <t] = probabilidad de que la duracion de vida seamenor oigualat (4.1)

La funcion de fiabilidad es entonces:

F(t) =1-F(t) = probabilidad de que la duracion de vida exceda t (4.2)

La interpretacion correspondiente de la notacidén anterior es:
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Xj = X (t)

p, =P[x =1 =E[x] - F(t) =P[x(t) =1 =E[x, (1)]

9=9(x) - (1) =o(x (1)

r(p):P[cp(x):l] :E[(p(x )] - Fs (t):P[(p(x (t)):l] =E[(pé( (t))]

donde el subindice «S» se utiliza para designar la fiabilidad a nivel del
sistema. Obsérvese también que gran parte de la discusion que sigue
es general, ya que se aplica a cualquier componente. Como no se
identifica ningln componente en especial, se excluye el subindice si
no es necesario para alguna clarificacion.

(4.3)

La funcién de distribucion sobre la duracion de vida es la base
de cuatro descriptores algebraicos equivalentes de la longevidad. Estos
son F (), (t), la funcién de densidad y la funcion de riesgo. Cuando
existe, la funcion de densidad, f (t), se define como:

()= 4 F() (4.9

de forma que proporciona una cuantificacion de la dispersion de la masa
probabilistica de la distribucion de vida. Para construir la funcion de riesgo,
consideremos una muestra de dispositivos que empiezan a funcionar al
mismo tiempo, al que denominaremos t = 0. Si transcurrido algun tiempo
observamos esta muestra, puede que algunos hayan fallado mientras
gue otros todavia funcionen. Quiza queramos evaluar la probabilidad de
supervivencia (o fallo) para aquellos dispositivos que han sobrevivido
hasta el momento de nuestra observacion. Es decir, quiza queramos
determinar la probabilidad condicional de la supervivencia continuada.
Supongamos que la edad de los dispositivos que funcionan en el
momento de observarlos (digamos ahora) se designa por t, de forma
gue la probabilidad condicional de fallo durante las préximas unidades
de tiempo t es F (t/t), en donde:

F(t+TT):F(t+T)—F(T):F(t+T)—F(T) (4.5)

1-F(1) F(1)
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Al dividir por ty tomando el limite para t tendiendo a 0, obtenemos
la tasa instantdnea en que los supervivientes fallan:

o 1F(t+1)-F(1) _ (t+'l') F(t)
Z@)Pot F(1) F@ﬂ

_f(®)
()= F(T)dT T)_F(r)

(4.6)

siempre que f (t) exista. La funcién z(-) se denomina la funcién de riesgo,
algunos la llaman la funcion de tasa de fallos y otros la denominan la
funcion de intensidad. Es la probabilidad condicional instantanea de
fallo en cualquier instante. Como tal, es til para caracterizar el compor-
tamiento de fallos de una muestra de dispositivos.

Las cuatro cantidades F (), ,f(t)y z (t) se definen para describir
la duracion de vida de dispositivos. Obsérvese que el conocimiento de
cualquiera de las cuatro implica el conocimiento de todas ellas. En
general, todas las expresiones:

F(t)=1-F(t)
()= F() (47
()=1()/F()

pueden invertirse de modo que cualquiera de las cuatro cantidades
conduce a las otras. Un ejemplo util de la inversion es:

F()=e I @9

Esta expresion se obtiene considerando que la expresion (4.6)
es una ecuacion diferencial.

La funcién de riesgo es una cantidad fundamental en el analisis
de fiabilidad. Es bastante comun que el comportamiento de fallos de
dispositivos sea descrito en términos de sus funciones de riesgo. De




La fiabilidad en funcion del tiempo

hecho, la idea de la curva de la bafiera forma la base conceptual para
gran parte del estudio de fiabilidad. La idea de la curva de la bafiera es
gue la funcion de riesgo para una muestra de dispositivos evoluciona
como se muestra a continuacion en la Figura 4.1. En concreto, al
principio de la vida de los dispositivos, los mas débiles fallan a una
tasa relativamente alta como consecuencia de un fendmeno de
«mortalidad infantil», quiza debido a una fabricacion defectuosa. Como
los primeros fallos retiran de la muestra las copias débiles de los disposi-
tivos, la tasa de riesgo decrece. De un modo parecido, al final de la
vida de los dispositivos, los supervivientes fallan como consecuencia
del «desgaste», de modo que aumenta la tasa de riesgo. En el intervalo
trascurrido entre estos dos comportamientos, la muestra de dispositivos
exhibe un riesgo relativamente bajo y aproximadamente constante. Este
intervalo se denomina frecuentemente como la vida funcional del
dispositivo. En este contexto pueden hacerse dos comentarios
significativos: (1) que los humanos y otros seres biol6gicos muestran
un comportamiento de mortalidad analogo y (2) que durante mucho

~—

TIEMPO

Figura 4.1 - EJEMPLO DE CURVA DE LA BANERA -
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tiempo las politicas normales de adquisicidon de equipos militares y
para el gobierno han incluido requisitos de prueba («run-in») para inten-
tar evitar la compra de dispositivos que fallen al principio de su vida.

En los ultimos afios ha habido una polémica considerable acerca
de la exactitud de la descripcion proporcionada por la curva de la bafiera.
En vista de las pautas de obsolescencia y de los nuevos resultados de
las investigaciones, existen razones para poner en duda el concepto.
No obstante, como subraya la relacion existente entre la fiabilidad de
los dispositivos y la forma de la funcion de riesgo, laidea de la curva de
la bafiera proporciona un punto de partida excelente para la definicién
de los modelos de distribucién de probabilidades.

Existen varios resultados y definiciones generales con los que
comenzamos la definicion de los modelos de probabilidad de duracion
de vida.

— Definicién 4.1. Se dice que una distribucion de vida F(t) es una
distribucion de tasa de fallos creciente (Increasing Failure Rate,

IFR) si: d
azt) > 0 0<t<oo (4.9)
Una representacion alternativa de la condicion (4.9) es que:
_ F(t+1)
Flt+1T)=—
()= (4.10)

no es creciente en 1 para valores t > 0.

O de forma equivalente, si la probabilidad de supervivencia
condicional es una funcion no creciente de la edad. O lo que es
equivalente, la tasa de fallos aumenta con la edad. De modo similar:

— Definicién 4.2. Se dice que una distribucion de vida F (t) es una
distribucion de tasa de fallos decreciente (Decreasing Failure
Rate, DFR) si:
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7)< o 0<t<c (4.1)

Una formulacion alternativa de la condicion (4.11) es que:
F(t+1)
F(t)

no es decreciente en 1 para valores t > 0.

(4.12)

F(t+1t)=

La tercera posibilidad es:

— Definicién 4.3. Se dice que una distribucién de vida F(t) es una
distribucion de tasa de fallos constante (Constant Failure Rate,
CFR) si:

(;jtz t)=0 0<t<oo (4.13)

o de modo equivalente:
F(t+1t)=F(t) (4.14)
para valores t > 0.

En breve examinaremos con mas detalle el caso de tasa de fallos
constante. En primer lugar, obsérvese que existen situaciones en que las
condiciones para la designacion de la distribucién como IFR o DFR s6lo
se cumplen parcialmente. Para manejar casos de esta indole, definimos:

— Definicién 4.4. Se dice que una distribucién de vida F(t) es una
distribucion de_tasa de fallos creciente en promedio (Increasing
Failure Rate on Average, IFRA) si:

z(t)>“tz(u)du 0<t<oo (4.15)

y se dice que es una distribucion de tasa de fallos decreciente
en promedio (Decreasing Failure Rate on Average, DFRA) si:
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z(t)<i£z(u)du 0<t<o (4.16)

Una pregunta que surge de manera natural es como las funciones
de riesgo se agregan en la formacion de sistemas coherentes. Ademas,
es importante saber cuando los comportamientos de la funcion de riesgo
se conservan al formarse estructuras coherentes, y cuando se aumentan
las duraciones de vida como es el caso de un dispositivo que fallay se
sustituye por otro nuevo. Resultados relacionados con esta cuestion
son que un sistema coherente ¢ (x (t)) que consta de componentes
IFRA independientes, o de componentes IFR independientes, tiene
una distribucion de vida que es IFRA. Ademas, si los componentes
son componentes CFR independientes, la distribucion de vida del
sistema también es IFRA.

A pesar de que es bastante prematuro mencionarlo aqui,
obsérvese que cuando se repone un componente de un sistema al
fallar, la suma de los tiempos de funcionamiento de las copias del
componente utilizado son con frecuencia una cantidad significativa que
debe analizarse. En tales casos, también es (til saber que la convolucion
de las distribuciones IFR es IFR y que la convolucion (ver Apéndice B)
de distribuciones IFRA es IFRA. No se pueden aplicar las mismas
afirmaciones a las DFR y DFRA.

Antes de dejar la discusion general de la métrica de fiabilidad
por cuestiones mas especificas, debemos observar que hay dos formas
algebraicas adicionales extensamente utilizadas en el estudio de
fiabilidad de dispositivos. Estas son la distribucion de vida residual y la
funcion cumulativa de riesgo. La distribucion de vida residual es la
distribucion sobre la duracion de vida que sigue a la supervivencia
hasta un momento especifico en el tiempo. En realidad es la distribucion
de vida condicional en cualquier momento, por ejemplo t. Por tanto, se
puede representar por F (t+1/1).

La funcidon cumulativa de riesgo, Z (t), es laintegral de la funcion
de riesgo en el intervalo (0,t). Es decir:
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Z(t)= [ z(u)du (4.17)

Esta funcion tiene varias aplicaciones para el analisis de
problemas de fiabilidad, y se utilizara frecuentemente en discusiones
posteriores. Se utiliza mucho en el contexto de secuencias o reposi-
ciones de dispositivos y en el analisis de datos. Sin ofrecer aqui ninguna
explicacion, se observa sin embargo que Z (t) es una aproximacion al
namero de reposiciones que se harian (fallos) si un conjunto de copias
de un dispositivo funcionase simultaneamente con la reposicion
instantanea de cualquiera que fallase.

4.2. Distribuciones de vida

En principio, se puede utilizar cualquier funcion de distribucion
para crear un modelo de duracion de equipos. En la practica, las
funciones de distribucion que tienen funciones de riesgo monotonicas
parecen mas realistas y, dentro de esta clase, existen unas pocas que
son consideradas como aquellas que proporcionan los modelos mas
razonables de fiabilidad de dispositivos. La funcion de distribucion que
se utiliza mas a menudo para modelar la fiabilidad es la distribucion
exponencial. Esta es un modelo de fiabilidad de dispositivos tan popular
porque (1) es sencillo algebraicamente y por tanto tratable y (2) se
considera representativo del intervalo de vida funcional del ciclo de
vida del dispositivo. Algunas personas creen que las empresas
gestionan sus componentes o dispositivos envejeciéndolos a lo largo
del ciclo de vida inicial antes de ponerlos en servicio. Se espera que
los dispositivos estén obsoletos antes de llegar al periodo de desgaste,
de forma que un modelo apropiado de fiabilidad de dispositivos es uno
gue tiene un riesgo constante. Este punto de vista es controvertido. No
obstante, se utiliza mucho el modelo exponencial.

La distribucion exponencial es la unica distribucién de proba-
bilidad que tiene una funcién de riesgo constante. La expresion general
de la exponencial es:
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F()=1-e™ 0<t<oo (4.18)

en donde el parametro A no es negativo. Obsérvese que para esta
funcion de distribucion:

() _ne™ _

( ) R (t) e—)\t

la cual es constante con respecto al tiempo. Esta es tanto una caracte-
ristica deseable como indeseable del modelo. El atractivo del resultado
estriba en su simplicidad. Problemas con el modelo de riesgo constante
giran en torno a la propiedad asociada de «ausencia de memoria» que
exhibe, y el hecho asociado de que la probabilidad de supervivencia
condicional es independiente de la edad. Es decir:

(4.19)

P[T>t, +t, | T>t]=P[T>t,] =™ (4.20)

Un resultado incondicional correspondiente es que:

e—k(tl+t2)

P[T>t +1,]= =eMe ™ =P[T>1|P[T>1,] (4.21)

Una interpretacion de estos resultados es que un dispositivo
usado tiene la misma fiabilidad que uno nuevo, y la misma fiabilidad
gue otro que haya sido utilizado durante un periodo mas largo. Esto es
contrario a la intuicion. Una ultima observacion relativa al modelo
exponencial es el hecho de que la distribucion de vida de un sistema
serie que consta de componentes independientes, cada uno de los
cuales tiene una distribucién de vida exponencial, es exponencial.
Obsérvese gue esto implica que la funcién de riesgo para el sistema
serie se calcula como la suma de las de los componentes.

Un modelo de distribucion de vida alternativo que también se
utiliza mucho es la distribucion Weibull. Se puede presentar de varias

maneras. La mas general es:

_ﬁé;ﬁa’
F()=1-e *° (4.22)
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donde 6 es un parametro de vida minima o ubicacion que con frecuencia
se supone cero. En este caso, la funcion de distribucion es:

F(t)=1—e_%g (4.23)

donde 6 es el parametro de escala y B es el parametro de forma. El
parametro de escala determina el intervalo de dispersién y también se
le llama vida caracteristica:

F(t=0)=1-¢"=0,632 (4.24)

el cual es independiente del valor de . Una expresion alternativa y
conveniente de la funcién de distribucion es:

F()=1-e™" (4.25)

gue se obtiene reemplazando 6" con a.. Las dos formas son claramente
equivalentes, asi que aqui se utiliza (4.25).

Para la distribucion Weibull, el parametro de forma determina la
forma de la funcidn de riesgo. La expresion general de la funcion de
riesgo es:

z(t)=a Bt (4.26)

y crece cuando >1, decrece cuando 3<1, y es constante cuando =1.
Esto se muestra en la Figura 4.2. Obsérvese que el caso en que =1,
no solo da un riesgo constante, sino que implica también que la funcion
de distribucion se reduce a la distribucién exponencial. Esta es otra
confirmacién de que solo la distribucion exponencial tiene riesgo
constante.

La distribucion Weibull se utiliza extensivamente en el desarrollo
de modelos de fiabilidad. Tiene la ventaja de la flexibilidad a la hora de
crear modelos de varios tipos de comportamiento de riesgo, y también

67



68

FIABILIDAD

p>1

TIEMPO

Figura 4.2 - FUNCIONES DE RIESGO WEIBULL -

es manejable algebraicamente. Ademas, como con cualquier distri-
bucion con dos parametros, puede describir bastante bien muchas
situaciones reales. Existen otras dos razones por las que se utiliza tan
extensamente la distribucion Weibull. Una es que cuando Weibull [4]
desarrollé la forma de distribucién por primera vez, lo hizo para
representar el comportamiento de fallos de muestras extensibles, y la
otra es que la distribucion Weibull es una distribucion de valores
extremos. Si se considera que un dispositivo puede fallar debido a
alguna de varias causas posibles, el primer mecanismo de fallo que
ocurra (tiempo minimo hasta su aparicién) determina el fallo del
dispositivo. Por tanto, el tiempo de fallo es el valor minimo de un
conjunto, y debe ser representado utilizando una distribucion de la clase
de distribuciones de valores extremos.

Supongamos que existen algunas, digamos k, causas posibles
de fallo (eslabones de una cadena, unidades de material, especies
reactivas, etc.) y que cada causa se activa con el tiempo de acuerdo
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con una distribucion idéntica e independiente, el tiempo de fallo de los
dispositivos es el minimo de los tiempos de activacion de las causas:

O, 0
F(t)=k P[Tj < t] éj P[T >t]§ (4.27)

Gumbel [5] mostré que en el limite cuando k tiende a infinito, la
distribucion F soélo puede tener una de tres formas posibles, y que
éstas corresponden a casos de variables aleatorias negativas, no
sujetas a condiciones, y positivas. La forma para variables aleatorias
no negativas tiene la distribucién Weibull como caso representativo.
Asi, la distribucién Weibull tiene una interpretacion fisica bastante
verosimil.

Otro modelo popular es el de la distribucion normal. Debido a
gue no es tratable algebraicamente, la distribucion normal se expresa
generalmente en términos de su funcion de densidad:

a(t-n)’/20?
f(t)= ST (4.28)

La funcion correspondiente de distribucion se tabula gene-
ralmente de forma estandarizada y se puede evaluar también
numéricamente con facilidad. También es bien conocido que los
parametros corresponden a los momentos de la distribucion. Es decir,
u=E[t] es la media de la distribucion y c? es la varianza, la cual es
igual a E[t?] - E?[t]. La distribucién normal muestra un riesgo creciente
y la demostracién de este hecho es un ejercicio interesante. Como se
dice mas adelante, se suele considerar que la distribucion normal es
un modelo muy apropiado para la fiabilidad de componentes
estructurales.

Por otra parte, se considera frecuentemente que la distribucion
logaritmica normal es un modelo representativo de la duracion de vida
de ciertos componentes electronicos. En la distribucion logaritmica
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normal, la cantidad x=In(t) tiene una distribucién normal. Por tanto, la
funcion de densidad es:
e—(lnt—u)z/Zc2

f(t)=——— 4.29

=" (4.29)
lo cual implica un nivel de intractabilidad algebraica comparable al de la
distribucion normal. El modelo es bastante Util y muestra la caracteristica
Unica de que para valores de los parametros seleccionados adecua-
damente, la funcién de riesgo aumenta y luego disminuye.

Hay otra distribucion que se utiliza extensamente para el
desarrollo de modelos de fiabilidad. Esta es la distribucion gamma.
La representacion de la funcion de densidad para la distribucion
gamma es:

f(t)= - )tB te ™ (4.30)

y la funcién de distribucion puede expresarse analiticamente soélo
cuando el pardmetro B es entero. En este caso, la funcion de
distribucion es:

F (1) 22 (k (4.31)

Como en el caso de la distribucion Weibull, este modelo muestra
un riesgo creciente cuando >1, un riesgo decreciente cuando <1,y
un riesgo constante cuando B=1. Su desventaja es que es bastante
dificil tratarla algebraicamente, pero su ventaja es que surge natu-
ralmente como la convoluciéon de distribuciones exponenciales. Por
tanto, tiene un interés practico considerable como veremos mas
adelante en este estudio con relacion a los procesos de fallos fisicos.

Un ultimo modelo que merece la pena mencionar es el sugerido
por Hjorth [6]. Ninguna de las funciones de distribucién mencionadas
previamente proporciona realmente funciones de riesgo en forma de
curva de la bafiera. Reconociendo esto, Hjorth sugiere el uso de lo que
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él llama una distribucion IDB (Increasing, Decreasing, Bathtub) para la
gue la expresion general de la funcion de distribucion es:

e—6t2/2
y para la que la funcion de riesgo es:
0
20)=0t+ o (4.33)

A pesar de su aparente complicacién, Hjorth sefiala que es
posible lograr que esta distribuciébn muestre un comportamiento
creciente, decreciente o de curva de la bafiera (de aqui el nombre IDB)
si se seleccionan los parametros de forma adecuada. En particular,
6=0 da un tipo especial de IFR Weibull, 3=p=0 da un tipo exponencial,
0=0 da una tasa de fallos decreciente, 6 > 6f implica una tasa de fallos
creciente, y 0<6<6f da una funcion de riesgo en forma de curva de la
bafiera. Aungque solamente sea por su flexibilidad, el modelo es digno
de consideracion.

En conclusién, se observa que existen muchos tipos de dispo-
sitivos. Algunas personas distinguen entre sistemas mecanicos o estruc-
turales y eléctricos o electrénicos, mientras que otras definen las clases
de equipos aun mas minuciosamente. Probablemente existen ejemplos
en que cada una de las distribuciones mencionadas proporciona un
modelo efectivo.
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Procesos de fallo
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El cuarto integrante de la definicién de fiabilidad es el entorno.
Para examinar las relaciones entre el entorno de funcionamiento y la
fiabilidad, comenzamos con la pregunta de por qué fallan los equipos.
Una respuesta razonable es que normalmente el fallo de un sistema
se debe al fallo o fallos de uno o varios componentes. Esta es una
razén por la que los modelos de estructura componentes-sistema son
importantes. ¢ Entonces por qué fallan los componentes? Una respuesta
verosimil es que la operacion de un sistema implica la imposicion de
fuerzas (energia) sobre el sistema y sus componentes. Estas fuerzas
inducen y sostienen el progreso de varios tipos de procesos de deterioro,
los cuales finalmente tienen como resultado el fallo de componentes.

Una parte sustancial del esfuerzo cientifico y de ingenieria que
ha constituido la evolucion de la disciplina de la fiabilidad se ha centrado
en el estudio y en la realizaciéon de modelos de los procesos de
degradacion de componentes. Existe un gran numero de modelos,
algunos de los cuales se describen aqui.

5.1. Modelos de fallos mecénicos

Tradicionalmente se han desarrollado modelos de fallos desde
una perspectiva mecénica o eléctrica. A menudo se considera que la
fiabilidad de los equipos mecéanicos depende de la integridad estructural,
la cual es influenciada por las cargas aplicadas y la fuerza inherente.
Por contraste, la fiabilidad de dispositivos eléctricos se ha considerado
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usualmente como dependiente de la estabilidad material, a pesar de
exposiciones a reacciones quimicas hostiles como la oxidacién. Sélo
recientemente algunos analistas han sugerido que ambos tipos de
fiabilidad son el resultado de clases comunes de fendmenos. De este
modo, los modelos elementales desarrollados para procesos de fallos
han sido diferentes para dispositivos mecanicos y eléctricos.

Una representacion inicial y todavia popular de la fiabilidad de
un dispositivo mecéanico es el modelo de «interferencia de tension-
fuerza». Bajo este modelo, existe una dispersién aleatoria de la tensién,
y, la cual es resultado de las cargas aplicadas. La tension puede ser
modelada por la funcion de distribucion H(y). Anadlogamente, hay
también una dispersién aleatoria en la fuerza inherente de los
dispositivos, X, la cual puede ser modelada por G(x). Entonces, la
fiabilidad de los dispositivos corresponde al fendmeno de que la fuerza
es mayor gue la tension. Es decir:

:P[X>Y]=J.:J:h(y) x) dx dy = j j x) dy dx (5.1)
para la que existen las expresiones equivalentes:
R=P[X>Y]=["h(y) (1-G(y))dy = J, H(x) g(x) dx (5.2)

La probabilidad de fallos es el complemento de la fiabilidad.
Puesto que la expresidon anterior es independiente del tiempo, la
definicion del modelo de fiabilidad se centra en la seleccion de las
distribuciones Gy H, y en la representacion de la evolucion en el tiempo
de estas distribuciones. Un modelo popular de este tipo esta basado
en la suposicién de que la tension tiene una distribucién normal con
una media y varianza constantes, mientras que la fuerza también es
normal pero con una media decreciente y una varianza creciente. En
este caso:

Hy
o,

0
%cpéb( LBy (5.3)

R(1)=[,P[X()>Y)]qu=] [ CDEK o,(u) O
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donde se puede usar:

u () =p,0)-at y o,(t)=0,0)+pt (5.4)

o cualquier otra funcion para representar la evolucion de la distri-
bucion de fuerza. La expresion (5.3) puede requerir una solucion
numeérica, pero esto no se considera como un inconveniente
importante para su uso. De hecho, modelos como el de la expresion
(5.2) se han estudiado extensamente. Kapur y Lamberson [7] han
obtenido soluciones que no dependen del tiempo para varias opciones
de Gy H.

Un modelo alternativo que se utiliza de manera mas extendida
es el modelo de dafios cumulativos. El modelo de dafos cumulativos
elemental empieza con la hipoétesis de que un dispositivo esta sujeto a
«choques» que ocurren de modo aleatorio en el tiempo. Cada choque
transmite una cuantia aleatoria de dafios en el dispositivo, el cual falla
cuando se excede un umbral de capacidad o de tolerancia. La
realizacion mas comun de este modelo incluye la suposicién de que
los choques ocurren de acuerdo con un proceso de Poisson con
intensidad A, y las cantidades de dafios por choque se distribuyen
independiente e idénticamente.

Supongamos que x representa el umbral del dafio y obsérvese
que si el choque i-ésimo produce un dafio X, entonces después de
gue hayan ocurrido k choques, el dafio total es la suma de k cantidades
de dafo. El dafio total, por lo tanto se distribuye de acuerdo con la
convolucion «k-ésima» de la distribucion sobre X. Denotando la
distribucion sobre los X, como G, la fiabilidad del dispositivo es:

r=3 e M gy (5.5)

que es la probabilidad de que sobre cualquier cantidad determinada
de choques el dafio cumulativo no exceda el umbral de fallos. Hay que
tener en cuenta que se supone que GO(x) = 1. Debe observarse también




Procesos de fallo

gue independientemente de la eleccidon de la distribucién de dafio, G,
la ecuacion (5.5) da una distribucién IFRA.

Hay varias extensiones del modelo de dafio cumulativo que
proporciona un mayor realismo si ello es necesario. Una extension
consiste en que las funciones de dafio evolucionen en el tiempo para
reflejar el hecho de que los choques posteriores dafian mas al
dispositivo. Otras extensiones hacen que el umbral de los fallos sea
una funcidon decreciente de tiempo para representar una menor
tolerancia al dafio. Otras caracteristicas del modelo son la correlacion
en el proceso de choque o la posibilidad de tipos de multiples choques.
En cada uno de estos casos, la distribucion de vida resultante es IFRA.

5.2. Modelos de fallos electrénicos

En gran medida, los modelos de fiabilidad de dispositivos
eléctricos y electronicos se deben a observaciones empiricas y fueron
desarrollados con posterioridad a los modelos de fiabilidad mecanicos.
La rapida evolucion de los dispositivos electronicos, especialmente los
microelectronicos, supuso un empuje considerable en el desarrollo de
los modelos de fiabilidad para dispositivos electrénicos. Ademas, debido
a que un sistema complejo, como el de un avién, incluye muchos mas
componentes electrénicos que mecanicos, y también porque la duracion
de los primeros dispositivos electronicos era considerablemente mas
corta que la de los dispositivos mecanicos, la fiabilidad de los
dispositivos electronicos ha recibido una gran atencion.

La mayoria de los modelos desarrollados se basan en laidea de
gue lo procesos de degradacion de los dispositivos electronicos son
esencialmente reacciones de conversién quimica, que tienen lugar en
los materiales que integran los dispositivos. Consecuentemente,
muchos modelos estan basados en la ecuacion de tasa de reaccion de
Arrhenius [8], que tomd su nombre del quimico del siglo XIX que
desarrollo la ecuacion durante el estudio de reacciones irreversibles
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como la oxidacion. La forma basica de la ecuacion es que la tasa de
reaccion, p, es:

p= r]e_Ea/KT (5.6)

donde n es un factor de frecuencia de electrones, K es la constante de
Boltzmann (8,623x107° ev/°K), T es la temperatura en grados Kelvin, y
E, es la energia libre de activacion de Gibb. Para la realizacion de
modelos de fiabilidad, el producto de la tasa de reaccion, p, y del tiempo
da la extension del progreso de la reaccién de deterioro, y por tanto se
considera que corresponde al riesgo cumulativo en el tiempo t. Un
ejemplo de la distribuciéon Weibull es:

Z(t)=a(pt)’ (5.7)

y ademas se puede observar que las funciones de tasa alternativas
pueden ser (y a veces los son) utilizadas, pero se aplican del mismo
modo. Hasta hace poco, las relaciones cientificas y algebraicas entre
funciones de tasa como la de la ecuacion (5.6) y las distribuciones de
vida y funciones de riesgo no se han estudiado en profundidad. No
obstante, los modelos implicados como el de la ecuacion (5.7) se utilizan
mucho y se ha comprobado su precision.

5.3. Riesgos proporcionales

El modelo de riesgos proporcionales, que originalmente fue
propuesto por Cox [9], ofrece una representacion mas unificada de la
relacion entre el entorno y el proceso de fallos. Hay muchas formas
de describir este modelo. Una forma general, conceptualmente intere-
sante, es:

z=2(t,x) (5.8)

en donde t de nuevo representa el tiempo y x es un vector de variables
del entorno. La forma propuesta inicialmente por Cox es:
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z=z(t,x)=z,(t)e"* (5.9)

donde el producto vectorial y'x es un producto ordinario que da un
escalar. La idea es que la funcidon de riesgo correspondiente a la
distribucion sobre la duracion de vida varia segun (de hecho, como
una funcion de) las caracteristicas del entorno en el que opera un
dispositivo. La forma (5.9) hace que el riesgo bajo un conjunto especifico
de condiciones, descritas por el vector x, sea proporcional a un riesgo
base. El coeficiente de tasa de cambio es independiente del tiempo.
Una consecuencia importante de esta formulacion es que la forma (y
la identidad) de la distribucion de vida se conserva bajo todas las
condiciones de funcionamiento.

Una generalizacion l6gica del modelo de riesgos proporcionales
es permitir que el coeficiente de tasa de cambio sea dependiente del
tiempo. Parece ser que esta forma del modelo global deberia
proporcionar un formato para la unificacion de los modelos de
distribucion de vida de los dispositivos mecanicos y electrénicos.

5.4. Aceleracion de edad

Después de lo expuesto anteriormente sobre los efectos del
entorno sobre el deterioro, parece natural hablar de la aceleracion de
la edad. Conceptos como los que ya hemos mencionado llevan a una
aceptacion bastante extendida de la premisa de que la manipulacion
del entorno de funcionamiento se puede utilizar para incrementar la
tasa de envejecimiento de una muestra de dispositivos. Esto tiene dos
aplicaciones utiles. Se hace referencia a la primera como «pruebas de
vidas aceleradas», y a la segunda como «cribado».

Como implica el término, las pruebas de vidas aceleradas
consisten en el uso de la aceleracion de edad para estudiar la longevidad
de dispositivos. Se pueden obtener estimaciones de los valores de los
parametros de distribucion de vida, o por lo menos acotaciones de
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tolerancia sobre la fiabilidad. Se puede reconocer un rendimiento de
fiabilidad insatisfactorio o se puede investigar una sensibilidad a factores
especificos del entorno. El enfoque recae en las pruebas y en el apoyo
al disefio y desarrollo de productos. Para muchos tipos de dispositivos,
la fiabilidad es suficiente para excluir la posibilidad de pruebas bajo
condiciones normales, durante un intervalo de tiempo lo suficientemente
largo como para evaluar la fiabilidad de dispositivos. Por ejemplo, los
dispositivos microelectronicos modernos suelen tener una duracion de
vida media entre 25 y 50 afios. La aceleracion de edad ofrece un método
para el estudio de la fiabilidad de nuevos disefios en un intervalo de
tiempo aceptable.

En contraposicion a las pruebas de vida acelerada, la inves-
tigacion de condiciones extremas es el uso de la aceleraciéon de la
edad para envejecer una muestra de dispositivos mas alla de la primera
fase de vida, y justo antes de su uso por parte del cliente. Es un medio
de aislar a los clientes de las tasas de riesgo, inicialmente altas, de
dispositivos DFR con respecto a un disefio de producto determinado.

Para ambas aplicaciones se modifica el entorno de funciona-
miento de un dispositivo dentro de los limites que éste deberia ser
capaz de tolerar. Es decir, es importante mantener la naturaleza de los
procesos de fallos para que el comportamiento del envejecimiento
observado sea consistente. Si se hace esto, se cree normalmente que
el tipo de riesgos proporcionales del aumento de la tasa de riesgo se
obtiene de tal manera que la forma de la distribucion se mantiene. Asi,
la aceleracion de la edad s6lo comprime la escala de tiempo y:

F.(t)=F(a) (5.10)

donde «a» es un factor de aceleracion de edad. Es decir, la distribucion
de vida bajo aceleracion es igual a la distribucion original cuando se
implementa para una escala de tiempo que se comprime por el factor
«a». Las representaciones Weibull y exponencial de esto son las
siguientes:
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F()=1-e°" =F(at)=1-e @’ (5.11)
F(t)=1-e™'=F(at)=1-e™ (5.12)

La interpretacion del factor «a» es que el dispositivo envejece
«a» horas por cada hora de funcionamiento bajo las condiciones
modificadas de operacion.

Hay que tener en cuenta que se puede manipular la ecuacion

(5.11) para dar el resultado siguiente:
1

a= %g t%_l (5.13)

el cual sirve para resaltar el hecho de que cuando la aceleraciéon de
edad siempre conserva la forma de distribucion de vida, sélo se produce
una compresion de escala de tiempo que B'=p, y la ecuacion (5.13) se

reduce a:
1

a= %g (5.14)

En el caso de los dispositivos electronicos, también se puede
calcular el factor de aceleracion, como el ratio entre la tasa de la reaccion
de degradacion en el entorno del disefio y la tasa prevalente en el
entorno de condiciones extremas. La ecuacion de Arrhenius proporciona
un ejemplo oportuno y muy utilizado:

EfL_1
=Pa & T kT (5.15)

Pongamos un ejemplo. Un dispositivo que tiene E_=0,8 y funciona
normalmente a 55° C experimenta una aceleracion de edad de 21,6 a
95° C. Esto significa que envejece 21,6 horas por cada hora que
funciona a esta elevada temperatura. Dos ultimos puntos en relacion
con esto son: (1) generalmente se considera que la tension térmica es
la modificacion del entorno mas efectiva para la aceleracion de la edad
de dispositivos electronicos, y (2) la aceptacion de la influencia de la
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temperatura sobre dispositivos electronicos ha llevado a esfuerzos
considerables para asegurar el adecuado enfriamiento de estos
dispositivos.

Se han desarrollado modelos para el uso de otras variables de
tension para dispositivos electronicos. Una ley de este tipo es el modelo
de ley de potencia para la tension de voltaje. Bajo este modelo, se
supone que la duracion de vida media es inversamente proporcional a
una funcion polinomica del voltaje aplicado:

H=E[t]=C/VP (5.16)

en donde C es un factor de proporcionalidad determinado
empiricamente, y p es la potencia también determinada empiricamente.
Para este modelo, el factor de aceleracion es el ratio de la vida media
bajo condiciones extremas y bajo condiciones normales:

a=p,/H,=(V,/V,) (5.17)

Por ejemplo, un dispositivo con un parametro de la ley de
potencia p = 2,2, y que funciona normalmente a 5 milivoltios, experi-
mentara una aceleracion de edad de a = 2,81 cuando funciona a 8
milivoltios.

Otro modelo de aplicaciéon de condiciones extremas es el modelo
Eyring para los efectos combinados de tensiones de temperatura y
voltaje. Esto realmente es una extension de la ecuacion Arrhenius. La
forma general es que la tasa de reaccion esta dada:

p=n e—Ea/KT evlv—VzV/KT (5.18)

donde v, y v, corresponden a energias de activacion. Entonces el factor
de aceleracion es:

Va

0 a

01 _i[l B Y2
G170 vi(Va Vo)+K

a=p,/p, =€ e

Ea
K

oogd

e

(5.19)
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Si suponemos de nuevo que V =5 milivoltios, T =55°C, V_=8
milivoltios, y T_=95°C, un dispositivo con E_=0,8, v,=0,2 y v,=-0,04
experimenta un factor de aceleracion de a = 80,2.

El modelo de Eyring también ilustra el hecho de que se pueden
utilizar tensiones mudltiples para lograr una aceleracion de edad aun
mayor. De hecho, se ha debatido mucho sobre si la aplicacion de
tensiones multiples producia un efecto sinergistico o no. Si ello fuera
asi, la aceleracion neta deberia exceder el producto simple de las
aceleraciones debidas a cada tensién. El modelo de Eyring incluye
este tipo de efecto interactivo. Otros modelos no.

La situacion de los modelos de fallos mecéanicos es bastante
diferente a la de los de dispositivos electrénicos. En electrénica, se
considera que los modelos como la ecuacion de Arrhenius y el modelo
de Eyring se aplican a diversas clases de dispositivos y, de hecho, se
pueden aplicar de forma generalizada. En contraste, se han desarrollado
muy pocos modelos de aceleracion de edad para los dispositivos
mecanicos, y aquellos que existen estdn asociados con productos
especificos. No hay modelos de aceleracion de edad de aplicacion
general para dispositivos mecanicos. Por tanto, las pruebas de vida de
componentes mecénicos se basan normalmente, en una frecuencia
creciente de actuacion para los componentes. Un ejemplo clasico de
esto es la manipulacion de la bisagra de la puerta de un coche, utilizando
una maquina que abray cierre la puerta continuamente. La edad no se
acelera. En cambio, la tasa de uso (o actuacion) se incrementa, con el
fin de obtener los datos de la prueba en un tiempo razonable.

5.5. Cribado

Como se ha indicado anteriormente la aceleracion de la edad se
utiliza en segundo lugar en «cribado». Esta se utiliza especialmente en
los equipos electrénicos para reducir la frecuencia de fallos de campo.
El concepto es que todas las copias de un dispositivo funcionan en un
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entorno modificado durante el tiempo suficiente para envejecer todos
los dispositivos que sobrevivan mas alla de su primera etapa de vida,
cuando la tasa de riesgo es alta, hasta el tiempo de vida funcional,
cuando el riesgo es relativamente mas bajo y constante. El coste de
esto se justifica por la reduccion en fallos de campo y la disminucion
asociada de los problemas que encuentra el usuario de los equipos (el
cliente).

Se han definido modelos de optimizacién para seleccionar el
régimen de tension mas rentable. En estos modelos, los costes de la
aplicacion de tensién del entorno a los dispositivos y los costes de
producto perdido se equilibran, ya que se evitan los costes de los fallos
que se hubiesen experimentado como resultado de fallos durante el
uso del producto por parte del cliente. Las soluciones obtenidas indican
que, para muchos tipos de dispositivos electronicos, el cribado es una
estrategia valiosa para gestionar la fiabilidad de los dispositivos.

5.6. Crecimiento de la fiabilidad

Otro aspecto del estudio de procesos de fallos es la creencia de
gue el disefio y el desarrollo de un nuevo dispositivo, y la evolucién de
los métodos de fabricacion del nuevo disefio, tienen como resultado
una mejora en la fiabilidad de una muestra de dispositivos. Esta mejora
se puede describir como unareduccion en la funcion de riesgo «basada
en la experiencia». Para examinar esta idea, recuerde que la funcion
de riesgo cumulativa es una aproximacion al numero esperado de fallos
gue se observarian en la operacion de un conjunto de copias de un
dispositivo.

Durante el desarrollo de un producto, J.T. Duane [10] observé
gue el nimero cumulativo de fallos producidos durante las pruebas
dividido por el tiempo de prueba cumulativo decrecia, y era una funcion
casi lineal del logaritmo doble del tiempo de prueba cumulativo. Duane
examino sus datos y llegé a la conclusion que la funcion de la ley de




Procesos de fallo

potencia proporcionaria una buena aproximacion al comportamiento
observado:

N(T)=aT" (5.20)

en donde N (T) es el nimero cumulativo de fallos observadosy T es el
tiempo de prueba cumulativo. Duane entonces sugirié que la derivada
de N (T) deberia corresponder a una estimacion de la «tasa instantanea
de fallos», lo cual es equivalente a una funcion de riesgo:
d -1
2(T)=—N(T)=anT" (5.21)
aT
Es importante observar aqui que la funcién de riesgo mostrada
no es la funcién de riesgo sobre la vida de la muestra de dispositivos.
En cambio, Duane supone que el fallo se rige por un proceso de riesgo
constante y la expresion (5.21) representa la mejora realizada en la
tasa de riesgo como consecuencia de modificaciones en el disefio y
del aprendizaje en la fabricacion de un dispositivo.

Crow [11] propuso una mejora al modelo de Duane basada en el
reconocimiento de que los datos de muestra observados presenta una
variabilidad estadistica de modo que N (T) es una realizacién de un
proceso aleatorio. Crow afirmé que la manera de incluir esta faceta
probabilistica consiste en tratar el proceso de fallos como un proceso
no homogéneo de Poisson. El resultado es que el modelo de ley de
potencia se aplica al valor esperado de N (T):

E[N(T)] =&T" (5.22)

pero todos los demas aspectos de la definicion son los mismos. Conse-
cuentemente, ambos modelos dan los mismos patrones de crecimiento.
La diferencia es que el modelo basado en la probabilidad de Crow esta
sujeto al analisis estadistico. Como consecuencia, el modelo de Crow
y su analisis estadistico se incluyen en un estandar militar de los Estados
Unidos [12] y son muy utilizados.
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Dada la dependencia de la fiabilidad de los sistemas de la de sus
componentes, los métodos estadisticos se centran en la estimacion
utilizando los datos obtenidos durante las pruebas de vida de éstos.
Como se ha mencionado previamente, las pruebas a menudo utilizan la
aceleracion de la edad. Sin tener en cuenta si éste es 0 no el caso, los
datos de los fallos se obtienen operando una muestra de copias idénticas
de un dispositivo y observando los tiempos en que ocurren los fallos.

Las pruebas pueden continuar hasta que todos los elementos de
la muestra hayan fallado, o bien se pueden interrumpir, en cuyo caso se
diria que el conjunto de datos obtenidos ha sido censurado. Aqui se
describen ambos casos, pero en principio se da por hecho que la prueba
no se ha censurado. Los tiempos de fallos observados se convierten en
el conjunto de datos al que se aplican los métodos estadisticos para
obtener estimaciones de fiabilidad.

Hay muchos métodos estadisticos que se pueden utilizar para calcu-
lar estimaciones. De hecho, se contintan desarrollando nuevos métodos.
Los métodos Utiles existentes se pueden clasificar en no paramétricos y
paramétricos. Los métodos més extendidos son los paramétricos y las esti-
maciones que se obtienen apoyan unos analisis posteriores mas detallados.
Los métodos no paramétricos tienden a ser mas sencillos. Ambos son
utiles en varias aplicaciones, por lo que aqui describiremos los dos.

6.1. Estimacion no paramétrica

La ventaja principal que proporcionan los métodos no parameé-
tricos en el estudio de la fiabilidad de dispositivos es que no requieren




ninguna suposicion relativa a la identidad o la forma de la distribucion
de vida. No es necesario suponer restricciones potenciales sobre el
comportamiento.

Otra ventaja también significativa es que las cantidades esti-
madas con métodos no paramétricos suelen ser mas faciles de calcular
y manipular que las que se derivan de métodos paramétricos. La
desventaja mas importante del uso de métodos no paramétricos es
gue las estimaciones obtenidas normalmente no permiten deducir
inferencias relativas a la forma.

Para examinar algunos de los métodos no paramétricos,
supongamos que se pone a prueba una muestra de n copias de un
dispositivo y que los tiempos de fallo de los elementos se registran
comot,t, ..., t.Elconjunto de tiempos, t, constituye un conjunto
de datos de muestra de la distribucién de vida. Por tanto, se puede
analizar el conjunto de datos con cualquiera de los métodos
estadisticos convencionales que son especificos de los estudios de
fiabilidad. Por ejemplo, es razonable calcular una media de muestra
y tratar los niumeros resultantes como una estimacion de la media
de la distribucion de vida. Ademas, se pueden utilizar las técnicas
usuales en la computacion de intervalos de confianza sobre la
estimacion.

Puesto que los métodos estadisticos generales, por ejemplo
aguellos con los que se calculan los intervalos de confianza sobre un
conjunto de datos de muestra, se tratan en la mayoria de los libros de
estadistica, aqui s6lo hablaremos de los métodos que se centran
especificamente en aplicaciones de fiabilidad.

Para comenzar el examen de los métodos no paramétricos,
supongamos que los tiempos de fallo observados se asignan al vector

x en orden creciente. Es decir, supongamos que:

X; = t[i] (6.1)
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de forma que x es el y-ésimo tiempo minimo de fallo observado. A
continuacion, supongamos que p, denota la probabilidad de que x, esta
en un intervalo (t, t + A t). Para que esto ocurra, i-1 de los tiempos de
fallo no debe ocurrir antes de que t, y n-i de los tiempos debe ocurrir
después de t + A t. Si se usa la distribucion multinomial y tomando el
limite para A t tendiendo a 0, la probabilidad de que esto ocurra es:

= l)I[F(t ) ] [2-F ) 6.2)

lo cual en la literatura estadistica se denomina la distribucién sobre el
estadistico de orden i-ésimo. Una interpretacion conceptual de la
cantidad p, es que, dado un fallo en el tiempo t, ésta es la probabilidad
condicional de que el fallo sea el i-ésimo de la muestra n. Las
propiedades de distribuciones sobre estadisticas de orden han sido
estudiadas extensamente. Entre los resultados conocidos y que se
consideran utiles estadn el que: la media de la distribucion sobre el
estadistico de orden i-ésimo es i/n, y la media de la distribucion es:

(6.3)

n+

Tanto la distribucién en si como estos resultados tienen aplica-
ciones Uutiles.

En particular, obsérvese que para la proporcion u=F(x), la
distribucion sobre u es beta con parametros iy n-i+1:

(6.4)

donde la diferencial corresponde a f(t) dt. Con esto se puede obtener
una estimacion de una acotacion de tolerancia sobre T en donde T, es
el tiempo para el que:

F(r,)=v (6.5)

Cuando se supone que y es relativamente pequefio, l-F(rY) es
1-yyr, se llama la vida fiable. Un caso especial de este problema




surge cuando se calcula la acotacion con el estadistico de primer orden
y se especifican o y y. En este caso, i = 1, de modo que la ecuacion
(6.4) se reduce a:

fu)=n(l-u)"" du (6.6)

y por tanto

F(u)=(1-u)' (6.7)

La cuestion es determinar el tamafio de muestra necesario para
que el estadistico de primer orden, x,, dé una acotacion de confianza
100(1-01)% sobre T,.La solucion es que n sea el entero mas pequefio
para el que:

a=(1-y) (6.8)

Puesto que la solucién debe ser entera, se obtiene una confianza
gue es mayor o igual a 100(1-a)%. Consideremos un ejemplo.
Supongamos que y=0,10 a=0,05; entonces, P[t,,, > x,] = 0,95 para
una muestra de tamafio n=29. Asimismo, si x, = 100 horas, entonces
con un margen de confianza del 95%, el 90% de la muestra de los
dispositivos tienen vidas superiores a 100 horas.

Pueden definirse acotaciones de tolerancia mas generales. En
concreto, la relacion entre las distribuciones beta y binomial permite la

definicion de acotaciones generales de confianza. Para cualquiera de
los n tiempos al fallo observados:

P[R(xi)zl—y] > 1-a (6.9)
en donde y es el minimo valor para el que:
B(iny) < o (6.10)

y B(i, n, y) es la probabilidad binomial cumulativa de i acontecimientos
en una poblacion de n elementos con probabilidad y de acontecimiento.
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Consideremos un ejemplo. Supongamos que el conjunto de tiempos al
fallo (escalados) mostrados en la Tabla 6.1 fueron obtenidos durante
una prueba de vida.

El conjunto de datos ordenados correspondiente se muestra en
la Tabla 6.2. Utilizando (6.5) y (6.6), se obtienen acotaciones de confian-
za del 95% sobre la fiabilidad para x,=0,026 y para x,=0,068, como se
muestra a continuacion. Para x,, el valor minimo de y para que B(3, 50, y)
no exceda a 0,05 es 0,148. Por consiguiente, tenemos al menos un
95% de confianza que R(0,026) > 0,852. Analogamente, puesto que el
valor minimo para que B(6, 50, y) no exceda a 0,05 es 0,223, tenemos
al menos un 95% de confianza para que R(0,068) > 0,777.

Si para una aplicacion determinada lo Unico que se necesita son
estimaciones sencillas de la probabilidad de fallo (o de fiabilidad), se
puede usar la media o la mediana de la distribucién de grados. Por
l6gica, se usaria:

0883 0875 5292 0,038 4,631
1690 0615 2877 1943 3106
1555 3503 1541 1218 1285
2190 0,720 0,056 0,006 0279
0129 0455 2,008 0,783 1803
2505 0465 1494 0,795 0,299
0829 0548 1016 0,223 3354
1559 3,785 0599 0,090 0,026
0894 0336 0129 1373 0,613
1272 0019 0,068 0,658 3,085

Tabla 6.1 - EJEMPLO DE DATOS DE PRUEBA DE VIDA -




0006 0019 0,026 0,038 0,056
0068 0090 0129 0129 0,023
0279 0299 0336 0455 0465
0548 0599 0613 0,615 0,658
0,720 0,783 0,/95 0829 0875
0883 0894 1016 1218 1272
1285 1373 1494 1541 1555
1559 1690 1803 1943 2,008
2190 2505 2887 3,085 3106
3354 3503 3,785 4,631 5292

Tabla 6.2 - EJEMPLO DE DATOS ORDENADOS DE PRUEBA DE VIDA -

F(x)=- (6.11)

pero se ha encontrado a menudo que el grado intermedio proporciona
una estimacion mas util, en parte debido a que no alcanza el valor 1
para x_. En este caso:

sy 103
Flx)= vod (6.12)

y algunas de las estimaciones no parameétricas resultantes de la
distribucion y la fiabilidad son:

F(0599) = (17-03)/(50+04)=0331  R(0599) = 0,669
F(1285) = (31-03) /(50 + 04) = 0,609 R(1285) = 0391 (6.13)
F(2008) =(40-03)/(50 +04)=0,788  R(2,008)=0212
F(5292)=(50-03)/(50+04)=0986  R(5292)=0014

Barlow y Campo [13] han desarrollado recientemente un método
no parametrico para caracterizar el comportamiento de riesgo de una
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muestra de dispositivos; este método ha sido explicado con eficacia
por Klefsjo [14]. El método se conoce como la transformada del Tiempo
Total de Prueba (Total Time on Test, TTT). La idea basica es que para
cualquier distribucién de vida (con una media finita), la relacion entre la
media y la funcién de riesgo puede ser utilizada para caracterizar el
comportamiento de la distribucién. Ademas, esto puede hacerse para
una representacion empirica de la distribucion de vida basada en datos
de prueba.

Con el fin de ver el comportamiento que se debe utilizar, suponga-
mos que una muestra de dispositivos tiene la distribucion de vida F(t).
Entonces, para cualquier probabilidad cumulativa, por ejemplo u, F(u) es
el tiempo para el que la probabilidad cumulativa de fallo es u. Formalmente:

Q) =mnf ()24 619

Por ejemplo, si F(t) es la exponencial con A=0,84, entonces
F(0,75)=0,467 y F1(0,467)=0,75. Entonces:

— Definicién 6.1. La transformada del Tiempo Total de Prueba de
la distribucion de vida F(t), con una media finita u, se designa
por H_"*(u) y esta dada por:

HE W)= F(y)dy (6.15)
en donde designa la funcion de fiabilidad.

Continuando con el ejemplo exponencial, se puede ver que:

~1(0,467)

Hy (u=0467) = _[OF e dy = I: "™ dy=0467/A=0556  (6.16)

Noétese que la transformada tiene dos propiedades Uutiles e
importantes. La primera es que:

=

1

) 00—
Fy)dy=[ F(y)dy=mu 6.17)




y la segunda es que:

dduH;l ()= (fu J’OFl(U)F(y) dy = Qd‘iu P OFEV)-, Fl_j (LL j @1

de forma que

el e =i
TR RET (6.19)

u=F()

Estos resultados expresan el hecho de que latransformada TTT
evaluada a u=1 da la media de la distribucion de vida, y cuando en
general se evalla su derivada para u=F(t), el resultado obtenido es la
reciproca de la funcién de riesgo. En términos del ejemplo de la dis-
tribucién exponencial H_"*(1)=1/A, lo mismo que la derivada de H_"(u).

Al combinar los resultados de (6.17) y (6.19), la relacion de las
transformadas permite la definicion de una escala util:

— Definicién 6.2. La transformada escalada del Tiempo Total de
Prueba (TTT) de la distribucion de vida F(t) con una media finita
de u, se designa por O _(u) y esta dada por:

O (u)=H:"(u) /H:H () =H: (u)/p (6.20)
en donde u representa la media de la distribucion de vida.
Obsérvese que:

d d
S o, m=Fl (u)%/u (6.21)

y recordemos que la evaluacion de la derivada de H_"*(u) en u=F(t)
da el reciproco de la funcion de riesgo. Luego, supongamos que la
distribucion de vida es exponencial. En este caso, la transformada
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TTT a escala tiene una derivada igual a 1 para todos los valores de
n. Por tanto,

@F (u) =u (622)

y la pendiente de la transformada TTT a escala para una distribucion
de riesgo constante es 1, de modo que origina una linea de pendiente
de 45°.

Se puede mostrar que para una distribucién de IFR:
©:(u) = u (6.23)

de forma que la curva de la transformada de TTT a escala es concava
y esta por encima de la linea de 45°, mientras que para una distribu-
cion DFR:

O (u) = u (6.24)
y SU curva es convexa y esta por debajo de la linea de 45°.

La aplicacion de la transformada TTT a escala al andlisis de
los datos de prueba proporciona un método sencillo para la carac-
terizacion del comportamiento de riesgo. Supongamos que una
muestra de n copias de un dispositivo se somete a prueba, y que se
registran los r primeros tiempos al fallo, después de los cuales la
prueba se termina. Mas adelante describiremos la terminacién
anticipada de un ensayo de vida. De momento, designamos los
tiempos de fallocomo t, t,, ...., t, y luego usamos la misma regla de
clasificacion de datos que la utilizada anteriormente, de forma que
X=t- Teniendo en cuenta que los x, estan ordenados, nétese que

para cualquier i:

T(xi)zilxj +(n-i)x, (6.25)




y en particular:

r
T(x,)= > % +(n-1)x, (6.26)
1=1
es el tiempo total observado de funcionamiento de los dispositivos
bajo prueba, es decir, es el tiempo total de prueba. Estas cantidades
también pueden ser descritas de la siguiente forma:

T(x)=nx, + (=2 (x, =x.)+ (1= 2) (X; = X;) +..ooeen +(n—i+1)(xi _Xi—l)

T(x)= Z(n—j+1)(xj ~x._,) (6.27)

r
T(Xr)=Z(“‘i+1)(Xi ~X1) (6.28)
en donde por definicion x =0. Correspondiendo a estos resultados de
prueba, definamos la funcion de distribucion cumulativa empirica del
tiempo de fallo, F (). Utilizando la estadistica de orden, x, y los
resultados descritos previamente para la media de la distribucidén sobre
los estadisticos de orden:

[0 para t<x,
F() = H/n para x, St<x,, (6.29)
H  paa t2x,

Recordemos ahora la definicion de F-'(u) y apliqguémosla a F (1),
de forma que:

F* (u) =min{x |F, (x) >} (6.30)
el cual es el tiempo minimo de fallo con una probabilidad cumulativa

igual o mayor que u. Consideremos como ejemplo el conjunto de datos
mostrado en las Tablas 6.1 y 6.2 haciendo r=n:
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0 para 0,0 < t < 0,006
02 para 0006 < t < 0,019
(0,04 para 0019 < t < 0,026
%,06 para 0026 < t < 0038
F.() =008 para 0038 < t < 0056 (6.31)
O :
O
098 para 4631 < t < 5202
HO0 para 5292 < t < o

Si examinamos este ejemplo con mas detalle, nétese que para
u=0,05 se tiene F ~(u)=0,026 y para u=0,975 se tiene F ~* (u)=4,631. Notese
ademas que T(x,)=50(0,006)=0,300; T(x,)=50(0,006)+49(0,013)=0,937,
y T(x,)=50(0,006)+49(0,013)+48(0,007)=1,273.

Ahora, la transformada TTT se define de la misma forma para
F_(t) que lo fue para F(t) en general. En particular:

-1

i @)= R ) ay (6.32)

En la aplicacion a los datos de prueba de vida, la transformada
es mas interesante para el valor x, en donde:

F*(i/n)=x, (6.33)

w2 )= [ () dy = T(x) (6.34)

La expresion (6.34) no es completamente obvia. Notese que F (y)
es una funcion escalera que toma valores i/n de forma que F_= (y) toma
los valores (n-i)/n. Por consiguiente, cada integral puede ser calculada
como la suma de integrales sobre los peldafios adyacentes, cada uno de
los cuales tiene por ancho XX - Elresultado es (6.34). Ahora consideremos
el comportamiento limite de la transformada TTT sobre la distribucion
empirica a medida que el tamafio n de la muestra tiende a infinito:




limH:! (/n) = lim OF"_l(i/n)IEn (y)dy = LF_l(S)IE(y)dy = H'(s)

n- n- (6.35)
i/n—s i/n s

que es la transformada TTT de la distribucién subyaciente de fallos. Es
decir, la distribucion empirica basada en los datos es representativa de
la distribucién actual de vida, por lo que la transformada TTT es por
tanto representativa. En consecuencia, podemos usar la transformada
TTT obtenida a partir de los datos para caracterizar la distribucion
subyaciente de vida. Por supuesto, en realidad usamos la transformada
TTT a escala, ©. Para esta transformada la conclusion es la misma
porque el limite anterior se aplica al caso s = 1.

La aplicacién a los datos de muestra implicada por las consideracio-
nesy los resultados anteriores es que las cantidades T(x) y T(x ) se calculan
y su relacién se traza como funcion de i/n. Si el resultado es aproxima-
damente una linea de 45°, se concluye que la distribucion de vida es un
riesgo constante. Por una parte, si la curva es concava y se sitla por
encima de la linea de 45°, se concluye que la distribucién de vida es
IFR; por otra parte, si la curva es convexa y se encuentra por debajo de
la linea de 45°, la conclusion es que la distribucion de vida es DFR.

Antes de considerar algunos ejemplos, debe notarse que a
menudo es razonable concluir una prueba de vida antes de que todos
los dispositivos de la muestra hayan fallado. En este caso, la prueba de
vida y el conjunto de datos de la muestra se consideran censurados. Si
se supone por el momento que el tiempo de censura corresponde al
tiempo de fallo r-ésimo, el ajuste al andlisis de la transformada TTT a
escala es someter a T(x) a la escala de T(x), y trazar el resultado en
funcion de i/r, teniendo en cuenta que F(x) = r/n = p, de modo que el
valor limite de T(x ) es H_"(p) en vez de p.

Como primer ejemplo, consideremos los datos mostrados en las
Tablas 6.1 y 6.2. Cuando se utiliza el conjunto completo de datos, los
valores calculados para la transformada a escala son los de la Tabla 6.3.
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X, iIn O(x) X, iIn  O(x) X, in O(x)
0,006 002 0,0046 0613 036 0,3665 1555 0,70 10,6951
0019 004 00143 0615 038 03674 1559 0,72 10,6960
0,026 006 00194 0,658 040 03878 1690 0,74 10,7240
0,038 008 00281 0,720 042 04162 1803 0,76 0,7464
0,056 010 0,0407 0,783 044 04441 1943 0,78 0,7721
0,068 012 0,0489 0,795 046 04492 2,008 0,80 0,7830
0090 014 0,0637 0829 048 04633 2190 082 08108
0129 016 0,0893 0875 050 04815 2505 084 08541
0129 018 0,0893 0883 052 04846 2887 086 08947
0223 020 01482 0894 054 04886 3085 088 09212
0279 022 01824 1016 056 0,5315 3106 090 09231
0299 024 01943 1218 058 0,5993 3354 092 09420
0336 026 02158 1272 060 0,6167 3503 094 09511
0455 028 02831 1285 062 0,6206 3,785 096 09641
0465 030 0,2886 1373 064 0,6462 4,631 098 09899
0548 032 03329 1494 066 06794 5292 100 10
0599 034 03594 1542 068 06916

Tabla 6.3 - CONJUNTO COMPLETO DE DATOS -




Un examen de estos valores indica que los datos proceden de
una distribucién de vida de riesgo constante. A continuacién, en la
Figura 6.1/a se muestra una representacion grafica de los valores.

Las curvas correspondientes a los mismos datos en las que se
utilizar =12y r = 20 se muestran en las Figuras 6.1/b y 6.1/c, respec-
tivamente. Los valores numéricos asociados de la transformada a
escala son los de la Tabla 6.4.

Estos datos ilustran el hecho de que la calidad de la curva mejora
a medida que la fraccion incluida de la muestra aumenta.

Consideremos otro ejemplo en que el conjunto completo de datos
es el mostrado en la Tabla 6.5. N6tese gque en este caso los datos ya
estan ordenados. Los valores de los datos para n=50 proporcionan la
curva TTT a escala mostrada en el Figura 6.2, la cual esta basada en
los valores numéricos dados a continuacion. Obsérvese que la curva

0,9
0,8
0,7
0,61

0,4
0,3
0,21
0,11

1917 25 33 41 49

Figura6.1/a -r=n-
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Figura6.1/b -r=12-

0\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
14 7101316 19

Figura 6.1/c -r=20-
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0,006
0,019
0,026
0,038
0,056
0,068
0,090
0129
0129
0,223
0,279
0,299
0,336
0455
0,465
0,548
0,599
0,613
0,615
0,658

r=12

i
0,083
0,167
0,250
0,333
0417
0,500
0,583
0,667
0,750
0,833
0,917
10

O (x)
0,0236
0,0736
0,1000
01444
0,2094
0,2519
0,3280
0,4598
0,4598
0,7627
0,9387
10

r=20
i

0,05
0,10
015
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
10

O (x;)
0,0118
0,0369
0,0501
0,0723
0.1050
0,1262
0,1643
0,2304
0,2304
0,3822
04704
0,5011
0,5565
0,7299
0,7441
0,8585
0,9268
0,9450
0,9475
10

Tabla 6.4 - CONJUNTO CENSURADO DE DATOS -
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0023 0025 0,081 0110 0185
0226 0230 0278 0278 0287
0303 0370 0371 0373 039
0400 0412 0435 0449 0494
0511 0522 0532 0571 0579
0596 0,605 0627 0673 0,756
0,/54 0,767 0,795 0802 0873
0884 0936 0993 1001 1087
1224 1252 1344 1378 1562
1580 1653 1659 1764 2,520

Tabla 6.5 - EJEMPLO DE DATOS DE PRUEBA DE VIDA ORDENADOS -

es claramente concava y que esta situada enteramente por encima de
la linea 45°. La conclusidén apropiada es que la distribucion de vida
que produjo estos datos es de tipo IFR, como es el caso.

Los datos fueron generados para f=1,25. Pueden realizarse los
andlisis correspondientes utilizandose una muestra censurada y se
obtienen los mismos resultados. Por tanto, la transformada TTT
proporciona un método no parameétrico eficaz para caracterizar el
comportamiento de riesgo de la distribucion de vida.

6.2. Censurado de datos

Antes de describir los métodos de descripcion paramétrica debe
examinarse mas cuidadosamente la idea del censurado de datos. En
general, hay dos tipos de truncamiento de las pruebas, cada uno de
los cuales produce un tipo diferente de censurado de datos. Una prueba
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0,023
0,025
0,081
0,110
0,185
0,226
0,230
0,278
0,278
0,287
0,303
0,370
0,371
0,373
0,394
0,400
0,412

i/n
0,02
0,04
0,06
0,08
0,10
0,12
0,14
0,16
0,18
0,20
0,22
0,24
0,26
0,28
0,30
0,32
0,34

0,9
0,84
0,7
0,6
0,5
0,4
0,34
0,2

0,1

O (x) Xi

0,0315 0,435
0,0342 0,449
0,1078 0,494
0,1451 0,511
0,2396 0,522
0,2901 0,532
0,2949 0,571
0,3514 0,579
0,3514 0,596
0,3615 0,605
0,3790 0,627
0,4506 0,673
0,4516 0,753
0,4537 0,754
0,4744 0,767
0,4801 0,795
0,4973 0,802

i/n
0,36
0,38
0,40
042
0,44
0,46
048
0,50
0,52
0,54
0,56
0,58
0,60
0,62
0,64
0,66
0,68

O (x;)
0,5121
0,5243
0,5625
0,5765
0,5852
0,5929
0,6217
0,6274
0,6391
0,6450
0,6588
0,6865
0,7325
0,7331
0,7398
0,7536
0,7569

X
0,873
0,884
0,936
0,993
1,001
1,087
1,224
1,252
1,344
1,378
1562
1580
1653
1659
1,764
2,520

i/n
0,70
0,72
0,74
0,76
0,78
0,80
0,82
0,84
0,86
0,88
0,90
0,92
0,94
0,96
0,98
1,00

14 710 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

O (x;)
0,7880
0,7925
0,8125
0,8328
0,8354
0,8613
0,8988
0,9057
0,9259
0,9324
0,9626
0,9651
0,9731
0,9735
0,9793
10

Figura 6.2 - TRANSFORMADA TTT A ESCALA PARA LOS DATOS DEL EJEMPLO -
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puede ser truncada en un instante de tiempo preseleccionado, o
después de que hayan ocurrido un numero predeterminado de fallos.
Si se termina la prueba después de un intervalo fijo de tiempo, la
duracion de la misma se conoce por anticipado. Pero el nUmero de
fallos de dispositivos observado seré una variable aleatoria. El conjunto
de datos restante se denomina conjunto de datos censurado de Tipo I.
Por otra parte, el truncamiento después de un namero fijo de fallos
proporciona un conjunto de datos de Tipo Il, en el que el nUmero de
fallos se conoce de antemano pero la duracion de la prueba es aleatoria.
En muchos casos la distincién no es crucial pero, para algunos métodos
de estimacion estadistica, la diferencia entre los dos tipos de censurado
es importante.

6.3. Estimacion paramétrica

Hay un numero bastante grande de métodos paramétricos de
estimacion de fiabilidad. Aqui solo describimos algunos. Ademas, cada
uno de los métodos descritos sera ilustrado mediante la aplicacion de
las distribuciones de vida Weibull y exponencial. En la mayoria de los
casos, los métodos se aplican también a otras distribuciones de vida
mencionadas en el Capitulo 3. El primer método y el méas sencillo se
designa frecuentemente como el método grafico. Puesto que:

F ()= (6.36)
también es verdad que:
-InF(t)=Z(t) (6.37)
y esto conduce a las expresiones siguientes:
-InF(t)=At (6.38)

para la distribucion exponencial, y:
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In(-InF(t))=Ina +Bnt (6.39)
para la distribucion Weibull.

Tomando primero la distribucion exponencial, los tiempos de
fallos observados durante una prueba de vida forman un conjunto de
datos para los que la media o la mediana de la distribucién de grados
proporciona una estimacion de la probabilidad cumulativa de fallos y
por tanto de la fiabilidad. Por tanto, los valores:

Y, ==In(1-F (x)) (6.40)

deberian ser una linea recta en funcion de x; (=t; como antes). La
pendiente de la recta es una estimacion del pardmetro A de la distri-
bucion. Si se implementa cuidadosamente, este método puede ser
usado para conjuntos censurados de datos de Tipo | o Il, y también
para conjuntos completos de datos. Como se ha indicado anteriormente,
el método puede ser implementado con el valor medio o la mediana
de la estadistica de grados, pero la experiencia sugiere que la mediana
da resultados ligeramente mejores.

Como ejemplo de la aplicacién de este método, supongamos
gue los datos correspondientes a los 20 primeros tiempos de fallo de
la Tabla 6.2 fueron un conjunto de datos censurados de Tipo Il, a partir
de los cuales debe determinarse el parametro de la exponencial. Las
coordenadas correspondientes (X,y) para la curva son los de la Tabla
6.6 y la curva correspondiente de estos valores se muestra a
continuacion en la Figura 6.3. Obsérvese que con esta curva, la eleccion
de un valor especifico para la estimacion no es sencilla. No obstante,
como se muestra en la figura, el célculo de la linea de regresion es
bastante sencillo y proporciona un valor Unico y especifico para la
estimacion. En este caso, obtenemos A= 0,624.

Como nota aparte, sefialamos que la solucién sencilla de la regre-
sion lineal para los coeficientes de la ecuacion de una recta 'y = ax+b
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0,006
0,019
0,029
0,038
0,056

Yi
0,0140
0,0343
0,0551
0,0762
0,0979

0,068
0,090
0,129
0,129
0,223

Yi
0,1200
0,1426
0,1658
0,1895
0,2138

0,279
0,299
0,336
0,455
0,465

Yi
0,2386
0,2642
0,2903
0,3172
0,3448

0,548
0,599
0,613
0,615
0,658

Yi
0,3733
0,4025
0,4326
0,4637
0,4957

Tabla 6.6 - CONJUNTO DE DATOS CENSURADOS TIPO Il -

0,5 -
045
04 -
0,35 -
0,25 -
02
0,15 -
01
0,05 -

0,4 0,6 08

Figura 6.3 - EJEMPLO DE GRAFICO DE DATOS DE FIABILIDAD -
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se obtiene de la forma siguiente. Los datos observados se almacenan
en un vector Y y las variables independientes se incluyen en la matriz
X a continuacion. Segun estas definiciones se puede reformular el
modelo de regresion de la forma siguiente:

<X X
il
-

N

I | -

(6.41)

>

=1

X
1
P PR
<
1
SS[sjrisle

=1

[ . .

Y =XM + ¢ en donde € es el vector de error y M es el vector de los
coeficientes. La solucion conocida en la que se utiliza esta notacion es:

M = [XX]"XY (6.42)

En el caso de la distribucion exponencial, esta solucién debe pro-
porcionar una estimacion del punto de interseccion cercano a cero y una
estimacion de la pendiente A. Otra razén para describir aqui la solucién
de regresion es gque se aplica directamente a la solucién de (6.39), para
obtener estimaciones de los parametros de la distribucion Weibull.

En la aplicacién de la solucién de regresion a la distribucion
Weibull, la variable independiente es el logaritmo del tiempo de fallo,
In x, y la variable dependiente es el logaritmo doble del valor reciproco
de la estimacion de fiabilidad. Es decir, supongamos que:

Vv, =Inln y u=Inx (6.43)

1
1-F(x,)
de forma que el modelo de regresion es V = UM + ¢ y las estimaciones
de los parametros resultantes son 6.y 3. Consideremos como ejemplo
los 20 primeros tiempos de fallo listados en la Tabla 6.5. Para ese
conjunto de datos, la Tabla 6.7. muestra los datos del modelo de
regresion, que da & = 0,8067 y f$=1,0253. Las estimaciones
correspondientes basadas en el conjunto completo de datos son
6=1,269y f=1,253.
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X; V; U; X; V; U; X; Vv, U;
0,023 —-4,2697 -3,7723 0278 -17970 -12801 0,394 -10647 —0,9314
0,025 -33723 -3,6889 0278 -16634 —12801 0,400 -0,9855 -0,9163
0,081 -2,8993 -2,5133 0,287 —15429 12483 0412 -09101 -0,8867
0110 -25738 -2,2073 0,303 -14328 -11940 0435 -08379 -0,8324
0185 -2,3239 -16874 0370 -13312 -0,9943 0449 -0,7686 —0,8007
0226 -21201 -14872 0371 -12367 -0,9916 0,494 -0,7017 -0,7052
0,230 19474 14697 0373 -11482 -0,9862

Tabla 6.7 - DATOS DEL MODELO DE GESTION -

Antes de concluir con el método de estimacion grafica, debe sefia-
larse que se ha disefiado un papel grafico especial para representar las
curvas reales, en vez de usar los modelos de regresion. En el caso de la
distribucion Weibull, el papel se muestra en la Figura 6.4. Un método de
estimacion mas utilizado y con base analitica es el método de la
verosimilitud o el método de la maxima verosimilitud. Para cualquier
conjunto general de datos, el método comienza con la hipétesis de que
todos los tiempos observados de fallo son estadisticamente indepen-
dientes. Para un conjunto completo de datos, la funcién de probabilidad
es la probabilidad conjunta sobre los parametros de la distribucién y
sobre el conjunto particular de datos observados, y por tanto es:

L (X Xgoooee ,xn,e)znf(xj) (6.44)
y el logaritmo correspondiente de la funcion de verosimilitud es:

INL (X;, Xy eevee ,xn,e):i1 Inf(xj) (6.45)
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B 543215 10807 08

Figura 6.4 - PAPEL WEIBULL -

La estimacion del pardmetro que maximiza el logaritmo de la
funcion de distribucion es el mismo valor que el que maximiza la
funcidon de verosimilitud, de modo que las estimaciones de los
parametros se obtienen por diferenciacién. En el caso de la
distribucion exponencial:

_)‘j
f(x)=re™ (6.46)
de modo que:
I A)=I ot E}\ InA —A n
NL(Xy, Xp, coveeny Xy, A) = n@ exp-DA 5 xC=nn J:zlxj (6.47)
y por tanto:

dA A in =0 (6.48)

lo cual implica que:
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:]/1 X; (6.49)
n &L’
=1

gue es el valor reciproco del valor medio de los tiempos observados
de fallo.

Noétese que cuando se trunca la prueba en un tiempo de fallo, la
funcién revisada de verosimilitud para el conjunto censurado de datos
se puede escribir de la forma siguiente:

L (X Xy X,,1,8) = %jf(xj)E(R(xr))n_r (6.50)

|

de modo que en el caso de distribucién exponencial:

(6.51)

i

O n
INL (X, Xy, ... X, 1, 8) =1In g\r Xp — E}\ZXJE r)Ax,

1

Esto da:
d—)\InL=X—Zx1+(n—r)xr=O (6.52)

de forma que:

c_ 10 U
—l/rézlxj (h-r)x 0 (6.53)

Consideremos un ejemplo. Para los datos listados en la Tabla 6.2,
la aplicacion de la ecuacion (6.49) al conjunto completo de datos da:

A= J/ % Y x; =¥13105=0,763 (6.54)
=1

Mientras que el uso de la ecuacion (6.53) con los primeros 20
tiempos de fallo da:

= ]/ % [,zix' +(n-T) xr] = }/ 2%) (5561+30(0,658))=0788  (6.55)
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La construccion de las estimaciones de probabilidad para la
distribucion Weibull se realiza de forma similar. La implementacion de
la ecuacion (6.44) resulta en:

L (X X1 ooy X, 0, B) = ﬁl%}ﬁxf‘le_”?@:

R (6.56)
=a“3”§_lx‘ expEa§ xP
[I%H g 2.0
para la cual el logaritmo es:
InL:nIna+nInB+([3—1)ZInxj—0( ZXJB (6.57)
=1 =1
y las dos ecuaciones asociadas en derivadas parciales son:
dlnL _n_ 1 4
—=5yx7 =0 6.58
3 o j; . (6.58)
oL _n zlnx - szInx =0 (6.59)
B B &
Para resolver estas ecuaciones se toma para & el valor:
B
X:
i}/ " le (6.60)

en donde el valor de 3 se calcula a partir de la solucion numérica de la
ecuacion:

c B

,-Z X, Inx;

Sinx, (6.61)

La construccion correspondiente para el caso de un conjunto
censurado de datos Tipo Il comienza con la utilizacion de (6.50), que
es:
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L(Xy, Xy, e X, 1,0, B) = U(GBX,-B_l e-axjﬁ)(e_ax?)n-r
) ) (6.62)

' 0 ' 0
=a'B O Ix0 expla$x*-a(n-r)xP0

y para las que las ecuaciones en derivadas parciales son:

dlnL _r _
o0 o

fo -(n-r)x*=0 (6.63)

1

olnL r n
"= +5Shx. —-ayxfinx —a(h-r)x*Inx =0
s gt Emmazxiing-al-n)xiing (6.64)

Se utiliza la misma estrategia de solucidn. Las estimaciones se

calculan como:
10r 4 5
d:]/QZX-B+ n—r XBQ
X ()X (6.65)

en donde B es la solucion numérica de la ecuacion:

x? Inx, +(n—r)x$g Inx,

Mﬂ

j=1

S, (6.66)

1
LRI LA
i=1

Consideremos el ejemplo del conjunto de datos de la Tabla 6.3.
para el conjunto completo de datos, las ecuaciones (6.60) y (6.61)
proporcionan los valores aproximados = 1,257y & = 0,0676. Si
estos se basan en el conjunto censurado de datos en el que se incluyen
los 20 primeros tiempos de fallos, los valores aproximados serian
B =1,413y & =0,0704.

Otro meétodo de estimacion analitico es el de los momentos.
Como su nombre indica, la estrategia consiste en identificar los
momentos de la muestra con los momentos de la funcion de distribucion,
y resolver las ecuaciones resultantes para las estimaciones de los
parametros. En el caso de una distribucién exponencial, el Unico
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pardmetro A es reciproco de la media de la distribucién. Por tanto,
como la media de la muestra es una estimacion de la media de la
poblacion, su reciproco es también una estimacion de A. Es decir:

N 10
AzynZM (6.67)
j=1

lo cual es lo mismo que el estimador de maxima verosimilitud mostrado
en (6.49).

La construccidon correspondiente para la distribucién Weibull
requiere de nuevo un calculo numérico. Los momentos de la distribucion
Weibull son:

kO
= a‘k/B I @+ —
My BH (6.68)
lo cual significa que la media y la varianza de la distribucion son:
10
—a P @J, 1
M BH (6.69)
0 20 1
o’=a T @+— -r? @+—%
- BB B (6.70)

Las estimaciones de los parametros se obtienen igualando la
media y la varianza a estas cantidades. La implementacion real se
simplifica igualando el coeficiente de variaciéon de la muestra a la
expresion correspondiente:

2
o’ _(1+2/B
‘5=—;———l‘1 (6.71)
n> r’(1+vp)
la cual tiene la ventaja de que depende solamente del parametro de
forma. Una solucién numérica de la ecuacion (6.71) da el valor de B,
el cual se sustituye en (6.69) para obtener &.

Como ejemplo, consideremos de nuevo el conjunto de datos de
la Tabla 6.3. La media y varianza de la muestra para dicho conjunto de
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datos son respectivamente 0,7304 y 0,2782. El coeficiente de variacion

de la muestra es por tanto 0,5215. Utilizando este valor en (6.71), se

obtiene B = 1,402, y sustituyéndolo en (6.69) se obtiene 6 = 1,364, en

donde la forma utilizada de (6.69) es:

F(1+ ]/ﬁ) B
X

(6.72)

o=

Como ayuda a este proceso de estimacion, en el Apéndice A se
proporciona una aproximacion numérica de la funcibn gamma. Intui-
tivamente, no se esperaria que se pudiera utilizar una estrategia de
estimacion basada en momentos con datos censurados. Nachlas y
Kumar [15] han sugerido un método heuristico para la construccion de
expresiones de estimacion basadas en momentos. Se basa en la susti-
tucion del tiempo esperado de recurrencia hacia delante para el resto
de vida de las unidades de prueba que todavia no han fallado. El conjunto
de datos esta integrado por los r tiempos observados de fallo x. Afhiadase
a estos valores los n-r valores x +E[t ], para los que Cox[8] muestra que:

E[t,]=(? +0%)/2n (6.73)

independientemente de la distribucién de vida. Utilizando esta defi-
nicion da:

E[t,]=¥A (6.74)
para la distribucion exponencial y:
E[t.]=T (1+2/B)/20*" I (1+1B) (6.75)

para la distribucion Weibull. Aplicando (6.74) a los datos exponenciales
de vida da:

n ixi +(n-r) @9 +;§: Q;Xi +(n_r)Xr%+nx—r (6.76)

A&
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para la que la solucion es la misma que la dada en la ecuacién (6.53).
La definicion correspondiente para la distribucion Weibull es un poco
mas complicada. En este caso, las dos ecuaciones:

0 ore@+1p) o (6.77)
y:

1=V 10

H=a F@+BH (6.78)

se resuelven simultdneamente para 6 y B. Para hacer esto, los
momentos de la muestra basados en los datos se utilizan en el lado
izquierdo de las ecuaciones, y el valor x +E[t,] se utiliza para los puntos
de datos censurados. La sustitucion:

E[t+]:rﬁ+é§/20ﬂ/3 r@+éﬁ (6.79)

se utiliza para gue las ecuaciones se expresen en funcion de las dos
estimaciones desconocidas y de los valores de los datos conocidos. El
proceso de esta estimacion es simple. El lado izquierdo de (6.77) es:

W@Zx +(n-1)(x, +E[t, ]) EZX +(n-1)(x, +E[t.]) gg

;E;zlxi +(n-1)(x + E[tJ)E

T:>\Q>

(6.80)

No obstante, el proceso es abordable y permite el calculo de
expresiones de estimacién de momentos, que no podrian obtenerse
de otro modo.
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Prediccion
de fiabilidad
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La necesidad de evaluar la fiabilidad de sistemas durante el
proceso de disefio, y por tanto antes de que se fije la estructura
especifica del sistema, motivé la evolucion de las estrategias de la
prediccion de fiabilidad. Esta es el proceso de calcular medidas
aproximadas aunque verosimiles de fiabilidad de los equipos antes
de que el disefio de los mismos se haya definido completamente, y
por supuesto antes de que se fabriqguen. Tres de los objetivos
primarios del proceso son: (1) permitir la comparacion de disefios
alternativos, (2) servir de guia para la definicion de la configuracién
de componentes, y (3) verificar la viabilidad de lograr los niveles
requeridos de fiabilidad.

Gran parte del impetu para el desarrollo de métodos de predic-
cion de la fiabilidad se origin6 en las Fuerzas Armadas de los Estados
Unidos y, en un grado menor, con las organizaciones del programa
espacial. En ambos casos, la intenciéon fue el prestar la atencién
adecuada a la fiabilidad por parte de los suministradores de equipos,
durante el disefio de equipos eléctricos y electrénicos. La dependencia
creciente de las Fuerzas Armadas de componentes electronicos
complejos fue reconocida en los afios 50, y condujo a la formacién
del grupo consultor sobre fiabilidad de equipos electronicos (Advisory
Group of Reliability of Electronic Equipment, AGREE) por el
Departamento de Defensa en 1957. Este grupo inicié el desarrollo
de métodos formales de prediccion de fiabilidad que en la actualidad
estan codificados en el Manual 217 de las Fuerzas Armadas de los
Estados Unidos (MIL-HDBK-217) [16], y en un namero creciente de




guias analogas que estan siendo desarrolladas en otros paises. El
interés resultante en el uso de métodos de prediccion ha motivado el
desarrollo actual de un estandar militar para la prediccion de la fiabilidad
de sistemas mecénicos [16].

El proceso de prediccion de la fiabilidad y su herramienta
primordial, MIL-HDBK-217, han sido sujetos a una controversia
considerable. Hay muchos que objetan a la idea de que medidas de
fiabilidad aparentemente precisas pero no verificables se definan para
equipos que todavia no existen. Otros objetan las cifras especificas de
fiabilidad que aparecen en el MIL-HDBK-217, y a los modelos de
fiabilidad descritos. Sin tomar posicion en este debate, que a veces es
acalorado, parece indicado que describamos aqui el proceso de
prediccién y el MIL-HDBK-217.

7.1. Formulacion general

La prediccién de fiabilidad comienza con la hipétesis de que la
fiabilidad de los componentes determina la fiabilidad del sistema.
También se supone que la fiabilidad de los componentes depende del
entorno de operacion. Por Ultimo, se supone que como consecuencia
de la manipulacion correcta de los componentes, estos muestran un
comportamiento constante de riesgo. Para componentes electronicos,
MIL-HDBK-217 define dos métodos diferenciados de prediccion. Estos
se designan método de «analisis de solicitaciones de partes», y método
de «recuento de partes». Ambos métodos empiezan con un modelo
elemental y una funcion de riesgo basica (tasa de fallos). Ambos aplican
luego manipulaciones estandar a los modelos basicos. La diferencia
entre los dos métodos se basa en el nivel disponible de informacion. El
método de solicitaciones de partes es bastante detallado y tiene como
objetivo su utilizacion en disefos relativamente maduros, en los que
se dispone de una informacion especifica considerable relativa a la
eleccion de los componentes. El método de recuento de partes es mas
primitivo, y tiene como objetivo su utilizacién en conceptos iniciales de
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disefio para los que sélo se han identificado clases generales de
componentes.

Antes de describir los dos métodos de prediccion, notemos que
el manual contiene tanto modelos de funciones de riesgo como una
extensa base de datos. Los nuevos disefios de equipos contienen tipos
existentes de componentes. Aunque se utilicen componentes
completamente nuevos, pueden ser analogos a componentes ya
existentes. Ademas, el volumen de productos de equipos y de
componentes constituyentes es un estimulo para satisfacer la necesidad
real de clasificacion y documentacion de componentes. Por esta razon,
MIL-HDBK-217 incluye o da referencia a un conjunto extenso de
componentes.

También es verdad que desde su aparicion, MIL-HDBK-217 ha
sido actualizado y aumentado periédicamente. La version actual se
conoce como 217 F. Los organismos militares (Rome Air Development
Center, en Roma, Nueva York) responsables del mantenimiento del
manual han mantenido una actividad continua de acumulacion de datos,
en la que se incorporan periddicamente a la base de datos del manual
la nueva literatura sobre el disefio de componentes y los datos sobre
pruebas de componentes actuales.

7.2. Método de solicitaciones de partes

Este método se utiliza en disefios relativamente maduros para
los que puede especificarse selecciones especificas de componentes
y configuraciones probables de los mismos. El punto de partida del
analisis es la seleccion de la tasa basica de fallos, A, a partir de los
valores tabulados en la base de datos. En la Tabla 7.1 se muestra un
ejemplo de tabulacion de la tasa de fallos copiada del manual. Los
datos de la tabla son los valores de A, expresados como numero de
fallos por cada 10° horas de operacion. Notese que los datos estan
indexados por la temperatura de operacion, y también por la relacion




RELACION DE POTENCIA DE OPERACION A POTENCIA NOMINAL

T(°C) 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
0 0,00061  0,00074  0,00091  0,0011 0,0014
10 0,00067  0,00082 0,0010  0,0012  0,0015
20 0,00073  0,00091 0,001 0,0014  0,0017
30 0,00080 0,0010  0,0013  0,0016  0,0019
40 0,00088  0,0011 0,0014  0,0017  0,0022
50 0,00096 0,0012  0,0015  0,0020  0,0025
60 0,001 0,0013  0,0017 00022  0,0028
70 0,0012  0,0015 00019  0,0025  0,0032
80 0,0013  0,0016  0,0021 0,0028  0,0036
90 0,0014  0,0018  0,0024  0,0031 0,0040
100 0,0015  0,0020  0,0026  0,0035  0,0045
110 0,0017  0,0022 00029  0,0039  0,0051
120 0,0018  0,0024  0,0033  0,0043  0,0058
130 0,0020  0,0027 0,003  0,0049  0,0065
140 0,0022  0,0030  0,0040  0,0054
150 0,0024  0,0033  0,0045
160 0,0026  0,0036
170 0,0029

Tabla 7.1 - TASAS BASICAS DE FALLO, A, (FALLOS/10® h)

PARA RESISTENCIAS FIJAS DE PELICULA MIL-10509 Y MIL-R-55182 -
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entre la potencia de operacion y la potencia nominal. Esto sirve para
ilustrar el hecho de que para el método de partes en condiciones
extremas la tasa de fallos se ajusta para tener en cuenta la aplicacion.
Nétese que la entrada de la tabla se acompafa del modelo empleado
para construirla. En este caso, el modelo es:

)y =0,00005 exp 3,5(T+273)+S(T+273) (7.1)
398 273

donde S es la relacion de potencia de operacion a potencia nominal.
Las tasas son también ajustadas para la calidad de las partes y para la
severidad del entorno en el que el equipo se vaya a utilizar.

Los ajustes de la aplicacion reflejan el hecho de que se supone
gue la fiabilidad depende directamente de la temperatura de operacion
y de las caracteristicas eléctricas del uso de los componentes. Lo mismo
que con la temperatura se ha observado que, cuando un componente
se utiliza a un voltaje (o potencia) mayores, la fiabilidad disminuye. Por
consiguiente, la tasa de fallos puede ser reducida «disminuyendo el
valor nominal», el cual es la operacion de un componente a un valor
nominal inferior al del disefio. Las tasas basicas de fallo reflejan estas
hipotesis.

El método de prediccion de solicitaciones de partes en
condiciones extremas se basa en el calculo de una tasa de fallos de
uso, A, obtenida a partir de la tasa basica de fallo y varios factores de
ajuste, m, utilizando un modelo como el siguiente:

A=A, Eif] Tﬁ%ﬂ (7.2)

El modelo especifico cambia de acuerdo con el tipo particular de
componente.

Por ejemplo, el modelo para las resistencias es:

A=A, (1 O, O (7.3)




en donde m_ es un factor de resistencia, n_es un factor de entorno, y T,
es un factor de calidad. Notese que m_y T, se incluyen en casi todos
los modelos de componentes, mientras que n, son especificos para el
tipo de componentes, de forma que su uso también esté definido en el
manual. Un ejemplo de enumeracion de los factores de ajuste especifico
para tipos de componentes se muestra en la Tabla 7.2, la cual ha sido
también obtenida del manual.

Los factores &_y T, Se incluyen en casi todos los modelos de
componentes. El uso de los factores T, Se basa en la codificacién de
niveles de calidad estandar para varios tipos de componentes. En
particular, varios tipos de componentes han sido evaluados con relacion
a una «especificacion militar», y por consiguiente se designan de
acuerdo con «una especificacion de calidad de multinivel», y se
considera que tienen designaciones de «fiabilidad establecida»
(Established Reliability, ER). Un ejemplo de la codificacion de las
designaciones ER y de los factores asociados de calidad se dan en las
Tablas 7.3y 7.4. Dentro de las especificaciones de calidad, se enumeran
criterios detallados de clasificacion de componentes. Las partes no
incluidas en la especificacion de calidad multinivel se designan como
partes que no son ER, y se clasifican en uno de tres niveles —superior,
especificaciéon militar, e inferior— cada uno de los cuales tiene un factor
correspondiente Ty

El factor de entorno tiene como objetivo reflejar las influencias
de las caracteristicas del entorno de operacion (distintas de las eléctricas
y térmicas) sobre la fiabilidad de los componentes. Los factores de
ajuste se definen en términos generales como se muestra a continuacion
en la Tabla 7.5. Notese que los factores de ajuste de entorno, n_, estan
especificamente tabulados para cada tipo de componente segun la
categoria del entorno.

Como ejemplo, la Tabla 7.6 muestra los factores para resis-
tencias. Obsérvese la dispersion de los valores de los factores en
funcion de la hostilidad anticipada del entorno de los equipos.
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FACTOR Tt DESCRIPCION

resistencias
Uy resistencia — basada en intervalo de resistencia
= temperatura — ajuste por temperatura de la caja
T, voltaje — ajuste por pérdida de potencia
TR numero de resistencias - refleja el numero de resistencias en uso
TAps factor de conexion — tiene en cuenta el efecto de las conexiones del
potenciémetro

transistores de baja frecuencia
factor de demanda de voltaje — ajuste por el voltaje aplicado del colector
T factor de ampliacion — basado en la potencia de salida

microcircuitos — memorias magnéticas
factor de escritura del ciclo de operacién — basado en la relacion entre la carga
de lectura y escritura
s temperatura — ajuste por los efectos de la temperatura de la conexién

microcircuitos — VHSIC y VLSI CMOS

T factor de correcion por la complejidad del molde — refleja la dificultad de
fabricacion

s factor de temperatura — ajuste por los efectos de la temperatura de la conexion

o factor del tipo de empaquetamiento — correccidn por los efectos del
empagquetamiento

Tabla 7.2 - FACTORES 11PARA EL ANALISIS DE DEMANDAS SOBRE LAS PARTES -
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PARTE

DESIGNADORES DE CALIDAD

Microcircuitos
Semiconductores discretos
Condensadores (ER)
Resistencias (ER)
Bobinas, moldeadas (ER)
Relés (ER)

S, B, B-1, Otros
JANTXV, JANTX, JAN
D,C,S,R,B,P ML

S,R,P,M
S,R,P,M
R,P, ML

Tabla 7.3 - DESIGNACIONES DE NIVEL DE CALIDAD MULTINIVEL -

DESIGNADOR L'
DE CALIDAD

B 1,0
B-1 2,0
JANTXV 0,7
JANTX 1,0
JAN 24
S 0,03
R 0,1
P 0,3
M 1,0
L 1,5

Tabla 7.4 - FACTORES DE CALIDAD 1, -

127



128

FIABILIDAD

ENTORNO SIMBOLO DESCRIPCION

Terreno, benigno Gg Inmavil, entornos con temperatura y humedad controlados,
facilmente accesibles al mantenimiento

Terreno, fijo Ge Entornos moderadamente controlados como la instalacion en
estantes permanentes, con aire de refrigeracion adecuado y
posible instalacion en edificios sin calefaccion

Terreno, movil Gy Equipos instalados en vehiculos con ruedas o cadenas y equipos
transportados manualmente

Naval, protegido N Incluye condiciones protegidas o bajo cubierta en buques y equipos
instalados en submarinos

Naval, no protegido Ny Equipos no protegidos en buques, expuestos a las condiciones
climaticas y equipos inmersos en agua salada

Aviones, Ac Condiciones tipicas en compartimientos de carga que pueden ser

areas no habitadas, ocupados por la tripulacion. Las condiciones extremas de presion,

compartimiento de carga temperatura, shock y vibracién son minimas

Aviones, habitaculos, Ae Igual a A... pero instalados en aviones de altas prestaciones como

Cazas cazas

Aviones, &reas no habitadas A Areas con ambientes no controlados que no pueden ser habitadas
por la tripulacién durante el vuelo. Las condiciones extremas de
presion, temperatura y shock pueden ser severas

Aviones, Ay Igual a A... pero instalados en aviones de altas prestaciones como

areas no habitadas, Cazas cazas

Helicopteros Agw Equipos instalados en helicopteros, incluye equipos montados en el
exterior e interior

Vuelo espacial S Orbita terrestre, préxima a condiciones de terreno benignas, vehiculo
ni en vuelo propulsado ni en la fase libre no propulsado

Vuelo de misiles Mg Condiciones relacionadas con el vuelo propulsado de misiles en la
atmésfera, y con el vuelo libre no propulsado

Lanzamiento de misiles M, Condiciones extremas relativas al lanzamiento de misiles, puesta en
orbita del vehiculo espacial y retorno del vehiculo a la atmdsfera

Lanzamiento desde cafiones C, Condiciones extremas relacionadas con el lanzamiento de
proyectiles dirigidos desde cafiones

Tabla 7.5 - SIMBOLOS DE FACTORES AMBIENTALES, . -
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ENTORNO T
Gy 1,0
Ge 2,0
Gy 8,0
Ng 4,0
N, 14,0
Ac 4,0
Ag 8,0
A 10,0
Aue 18,0
Acw 19,0
S 02
Me 10,0
M, 28,0
CL 510,0

Tabla 7.6 - FACTORES DE ENTORNO T, -

Para ver la aplicacion de la norma, consideremos un ejemplo.
Calculese la tasa de fallos de uso para una resistencia de pelicula fija
de tipo estandar RNR, que es ER al nivel P de tasa de fallos, que
opera a 10.000 Q bajo la especificacion militar R-55182, y que tiene
una potencia nominal de 0,25 W, cuando la resistencia se utiliza en
una aplicacién movil sobre el terreno a 55°C y con una disipacién de
potencia de 0,125 W. Para comenzar, notamos que el modelo
apropiado es la ecuacion (7.2) y que la tasa basica de fallos A, es
0,0032 (por 10° hr.), debido a que la relacion de la potencia de
operacion a la nominal es 0,5y debido a la temperatura de operacion
de 55°. Los factores de ajuste son 1,=0,3, n.=10,0, y 7.,=1,0 el tltimo
de los cuales se obtiene de la Tabla 7.7. La tasa de fallos de uso
resultante es A ,=0,0096/10°hr.

Una vez que se han obtenido las tasas de fallo previstas para
los componentes, la tasa de fallo para el sistema se prevé igual a la
suma de las tasas de los componentes.
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INTERVALO T,
DE RESISTENCIA

<10°Q 1,0
10°-10°Q 1,1
10°-10'Q 1,6
>10'Q 2,5

Tabla 7.7 - FACTORES DE RESISTENCIA Tt -

7.3. Método de recuento de partes

A veces se considera que vale la pena calcular una medida inicial
de la fiabilidad del sistema, incluso antes de que se hayan elegido
especificamente sus componentes. El método es esencialmente igual
para este caso, excepto que se asume y que se utiliza una menor
informacion. El modelo elemental de tasa de fallos es:

A, =NAg T, (7.4)

en donde n es el numero de copias del componente que se espera
usar en el equipo, A es unatasa de fallos genérica (basica), y T, esun
factor de ajuste para el nivel de la calidad de los componentes. Notese
gue las tasas genéricas de fallos se tabulan de acuerdo con el tipo de
aplicacién. Esto se ilustra con el listado de ejemplo mostrado en las
Tablas 7.8/a para condensadores y 7.8/b para resistencias. Los factores
de ajuste de calidad son los mismos que los utilizados en el método de
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solicitaciones de partes, excepto que las partes que no son ER se
supone que tienen un 1,=1,0.

Consideremos un ejemplo. Supongamos que en el MIL-STD-R-
39017 se especifican 50 resistencias de pelicula de tipo RLR, nivel
ER=P, y que éstas deben usarse como resistencias en el intervalo de
10% a 10° Q en una aplicacién de lanzamiento movil. En este caso la
contribucién de las resistencias a la tasa de fallo del uso del equipo es:

A, =NAg Ty =50(0,044)(0,3) = 0,66 fallos/10° hrs. (7.5)
Una vez mas, esta claro que el calculo correspondiente para las

otras clases de componentes, junto con el que hemos realizado aqui,
permitira la prediccidn de la fiabilidad del sistema.
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La mayor parte de los equipos modernos se disefian bajo la
hipotesis de que serdn mantenidos de algin modo. Generalmente se
espera que los equipos complejos operen durante periodos largos de
tiempo, de forma que las operaciones de servicio se supone que forman
parte de la experiencia de funcionamiento del dispositivo. Un ejemplo
conocido de esto es el automovil, el cual esta integrado por muchos
componentes, es caro y se espera que funcione de forma adecuada
durante varios afios, si se mantiene de forma adecuada.

Esencialmente hay dos tipos de mantenimiento: preventivo y
correctivo, y para cada uno de éstos hay numerosos procedimientos
especificos. En el mantenimiento preventivo, el objetivo es incurrir en
gastos modestos de servicio del equipo, con el fin de evitar fallos
potencialmente caros durante su funcionamiento. Normalmente, el
equipo deja de funcionar durante el mantenimiento preventivo, y el
efecto fisico de las actividades de mantenimiento es paliar los efectos
del funcionamiento previo. En contraste, el mantenimiento correctivo
(o reparacion) es la respuesta al fallo del equipo con el fin de devolverlo
a un estado de funcionamiento. Para ambas clases de mantenimiento,
puede asumirse que existen varios tipos de estructuras de coste y varios
tipos de patrones de comportamiento de los equipos. Por consiguiente,
hay bastantes casos de modelos distintos. Algunos de estos se
examinaran en este Capitulo.

Es importante notar que el modelado y analisis de los
procedimientos de mantenimiento de equipos requieren a menudo
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considerar el sistema completo en vez de sus componentes individuales.
Existen casos en los que los resultados a nivel de componentes pueden
ser agregados para obtener medidas sobre el nivel del sistema, y éstos
se incluyen aqui. No obstante, normalmente es la medida del nivel del
sistema la que es mas informativa.

Otro punto importante es que interrumpir el funcionamiento de
una muestra de equipos para un mantenimiento ocasional implica
ajustes a las leyes de probabilidad que gobiernan su comportamiento.
Por consiguiente, los modelos usados para representar el comporta-
miento de los equipos deben estar basados en procesos regenerativos
en vez de distribuciones de vida sencillas. Excepto para unos pocos
casos en que se utilizan procedimientos complicados de mantenimiento,
el subconjunto de procesos regenerativos denominado procesos de
renovacion pueden ser utilizados pero incluso estos modelos pueden
ser bastante complicados. Un repaso breve de los procesos de
renovacion y su aplicacion al modelado del comportamiento de equipos
es el punto de partida para la descripcion de los procedimientos de
mantenimiento.

8.1. Procesos de renovacion y sustitucion de dispositivos

Consideremos el caso en que un dispositivo se utiliza hasta que
falla, en cuyo momento es inmediatamente sustituido por un dispositivo
idéntico nuevo que también se utiliza hasta su fallo. Si este proceso se
repite sin fin, la secuencia de los tiempos de funcionamiento de los
dispositivos constituye un proceso de renovacién. Formalmente:

— Definicién 8.1. Un proceso de renovacion es una secuencia de
variables aleatorias no negativas independientes e idénticamente
distribuidas, por ejemplo T, T, ...

Supongamos que la funcién de distribucién sobre cada uno de
los T, es F(t). Como se describe en el Apendice B, F¥(t) es la convolucion
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de orden k de F consigo misma, de forma que es también la funcion de
distribucion de la cantidad S,, en donde:

S, = lei (8.1)
E

de forma que S, es la duracion del intervalo a lo largo del cual k copias
del dispositivo son utilizadas hasta que fallan. (Por convencién, FO(t)
se define igual a 1). La aplicacion de este modelo a componentes
individuales de sistemas no tiene dificultad. Puede considerarse que
representa la secuencia de copias de un componente que se utilizan
en una posicion particular en la estructura de un sistema. En cualquier
caso el estudio de la teoria de renovacion suele centrarse sobre el
ndmero de renovaciones realizadas a lo largo de un intervalo de tiempo
definido, o la longitud de tiempo requerido para obtener un nimero
dado de renovaciones. Las probabilidades para estas dos cantidades
estan relacionadas por la importante expresion fundamental:

P[N(t)=n] =P[S, <] (8.2)

en donde N(t) es el nUmero de renovaciones en [0,t]. Estas dos mismas
cantidades son importantes en un contexto de fiabilidad.

Otras cuestiones también son pertinentes tanto por lo que
respecta al estudio general de los procesos de renovacion como a la
fiabilidad. Cinco cuestiones de interés son: el nUmero esperado de
renovaciones, la identidad de la densidad de renovaciones, los momen-
tos superiores de la distribucion de renovaciones, la distribucion de los
tiempos de recurrencia hacia atras, y la distribucion de los tiempos de
recurrencia hacia delante. Algunas, aunque no todas, de estas cues-
tiones seran examinadas aqui.

Se han obtenido varios resultados generales que son Utiles para
describir y evaluar el rendimiento de los equipos. Ademas, se han
establecido también algunos resultados especificos sobre los andlisis
de fiabilidad. Los resultados generales seran descritos primero. Para
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comenzar, notese que puesto que F(n)(t) es la funcion de distribucién
de S, la ecuacion (8.2) implica que:

P[N(t)=n] =F" (1) -F"*" (1) (8.3)

y por consiguiente:

P[N(t)=0] =F (t) -F" (1) =1-F () =F (1) (8.4)

Ademas, los momentos de la distribucion de N(t) son finitos. En
particular:

MF(t)=E[N(t)]=§0( ) (1) - FO) (t)=§ (8.5)

M_(t) se designa como la funcion de renovacion. El subindice
«F» se utiliza para reflejar el hecho de que la funcién estad basada en la
funcién de distribucion subyaciente F(t). Su derivada, m_(t), se denomina
la densidad de renovacion y representa la probabilidad de una
renovacion en cualquier momento de tiempo. El analisis de la funcion
de renovacion implica normalmente su transformacion en forma
recursiva:

M (t) = ZF )(t)= z )=F()+ i(’”(t

(=)

=F(t) + ZJ' FO (t = x) f(x) dx =F(t +J’ zFO x)f(x)dx  (8.6)

M. (t) =F(t) +J‘ (t=x)f(x) dx

la cual se conoce como la ecuacion fundamental de renovacion
porque a menudo constituye la base del analisis del proceso de
renovacion. La forma correspondiente para la densidad de renova-
cion es :

me (1) = t)+_[ me (t—x)f(x) (8.7)
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y la solucién a cualquiera de los dos se obtiene utilizando las transfor-
madas de Laplace o de Laplace-Stieltjes, las cuales se describen
brevemente en el Apéndice B.

Suponiendo que la funcién de distribucién de la duracion de vida
de los dispositivos tiene una densidad bien definida, la transformada es:

Mg (s) = £{M; (0} = F:{F(t)} + E{Io M (t=x) () dx} ) 8.8)
:Fﬂ(s)+£{ﬁ) M. (t - x) f(x) dX}

Como se muestra en el Apéndice B, la transformada de la integral
tiene como resultado la expresion siguiente:

MZ(s) =F"(s) + sM:(s)F"(s) (8.9)

la cual puede resolverse, con lo que se obtiene:

- FE - F

P 1-sF(s)  1-1(s) (8.10)
y:
Me(s) _ ME(s)
FD - F - F
©) 1+sM.(s) 1+m(s) (8.11)
Los resultados correspondientes para m*(s) y f*(s) son:
_ 1)
m:(s) = —1(s) (8.12)
y:
m: (s
(s)= me(s) (8.13)

“1em ()

Por supuesto la solucion real depende de si se pueden invertir
las transformadas. Este no es un punto trivial. Generalmente la parte
mas dificil del andlisis es la inversion de la transformada. Con relacion
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a las aplicaciones, a continuacién tratamos la inversion con mas detalle.
Los resultados claves representados por (8.10) y (8.11) son que M_(t) y
F(t) se determinan mutuamente, y esta relacién puede utilizarse para
resolver la ecuacion (8.6).

Los procesos de renovacion han sido estudiados en varios
contextos diferentes incluida la fiabilidad. Los resultados generales que
se utilizan en todas las areas de aplicacion incluyen los hechos
siguientes, validos mientras F(t) tenga una media finita, por ejemplo u:

NE 1

a) fim =
b) IimMF—(t):i
e U H (8.14)
) lim (i 1+ )~ ()=
d) M (1)

Para ilustrar algunos de los resultados descritos hasta ahora,
consideremos el caso particular en que F(t) es un distribucion
exponencial. Por tanto:

F(t)=1-e™ (8.15)
y la cuestion de cual es la distribucion de S, se resuelve tomando la
convolucion de F(t) de orden r. Supongamos que H(t)=F"(t), de forma
que:
e{H(O} = £{F" ()} = (£{F(}) = 57% (8.16)
(s+A)D '

la cual tiene la inversa conocida:

H(t)=£" %Lg §= < (e (8.17)
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la cual es la distribucion gamma. Para el mismo ejemplo:

(M) e

P[N(t)=n] =F" (t) -FC"* (t)zim

(8.18)

de modo que las renovaciones obedecen a la distribucién de Poisson.
También, utilizando la ecuacion (8.10), se obtiene:

DL ()\/s(s+)\)) A
MF(S)_l— A(s+A) T (8.19)
de forma que:
Mg (t) =Mt (8.20)

Entonces, puesto que la media de la distribucion exponencial es
1/X, los limites mencionados anteriormente se obtienen de la forma
siguiente:

IimMFt(t):)\ y tIiﬂnl(MF (t+x) =M, (t)):)\x (8.21)

tooo

como era de esperar.

Establecidos estos resultados generales, consideremos algunas
aplicaciones especificas a la fiabilidad de equipos. Comencemos con
las definiciones:

— Definicién 8.2. Una distribucién de vida F(t) se dice que es Nueva
Mejor que Usada (New Better than Used, NBU) si:

F(x+y) < F()F(y) (8.22)

y Nueva Peor que Usada (New Worse than Used, NWU) si:
F(x+y) = F(X)F(y) (8.23)

Obsérvese gue estas condiciones implican que la proba-
bilidad condicional de supervivencia de un dispositivo de edad x
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es 0 menor que (para NBU) o mayor que (para NWU) la probabi-
lidad correspondiente de supervivencia para un dispositivo nuevo.
Es decir:

_ F(x+y) _
Flyix)=—x < F 8.24
=" ) (8.24)
para NBU, de forma que una copia nueva del dispositivo tiene una
mayor fiabilidad que otra usada. Una clasificacion adicional mas débil
pero a menudo util es:

— Definicién 8.3. Una distribucion de vida F(t) se llama Nueva
Mejor que Usada en Esperanza (New Better than Used in
Expectation, NBUE) si:

f F(x)dx < pF(t) (8.25)

y se llama Nueva Peor que Usada en Esperanza (New Worse
than Used in Expectation, NWUE) si

J;“’ F()dx = pF(t) (8.26)

Esta definicién también es consistente con la intuiciébn puesto
gue las condiciones se reducen a:

1 o
%J’t Fi)dx < (8.27)

para NBUE, lo cual significa que la media de la distribucién de vida
residual condicionada a sobrevivir hasta el tiempo t es menor que la
vida media para una copia nueva de un dispositivo. Otra observacion
relativa a las definiciones anteriores es que resultan en una clasificacion
anidada de distribuciones de vida. Especificamente, IFR < IFRA ¢
NBU < NBUE y DFR ¢ DFRA ¢ NWU < NWUE.

Luego, los resultados para procesos de renovacion aplicables a
la fiabilidad de los equipos se definen normalmente en funcién del
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comportamiento de riesgo de las distribuciones de vida. Reconociendo
que las distribuciones de vida tienen a menudo una forma distinta a la
exponencial, las clasificaciones anteriores permiten construir
acotaciones utiles relativas al nUmero de renovaciones de componentes,
o al tiempo a lo largo del cual dichas renovaciones ocurren. En la
mayoria de los casos, las acotaciones se basan en comparaciones
con la distribucién de vida exponencial. Por ejemplo:

a) Si F(t) es IFR y tiene una media finita 1, entonces para0 <t <y,
F(t)yze™ (8.28)

b) Si F(t) es IFR y tiene una media finita 1, entonces para0<t<wy,

(/ H)J -

FY (1) <1- z (8.29)

c) Si F(t) es IFR y tiene una media finita u, entonces para0 <t <y,
o (t/u)
PIN(t)=n| < z(/j—tl)e“/“ (8.30)
j=n :

Estos resultados afirman que para una distribucion de vida IFR,
la distribucién de Poisson proporciona un limite superior para la
probabilidad de que un numero dado de sustituciones de equipos
durante un intervalo definido [0,t] sea menor que la vida media del
dispositivo. El atractivo de estos limites es que sélo requieren el
conocimiento de la media. La desventaja es que no se aplican a clases
mas generales de la distribucion como aquellas que son NBU, ni se
aplican cuando t>u. Para los casos mas generales, se aplican las
condiciones mas débiles:

d) Si F(t) es NBU y tiene una funcion de riesgo cumulativa Z(t),
entonces parat >0,

P[N()<n] = O(th)) (8.31)
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e) Y si F(t) es IFR, entonces parat >0,

P[N()<n] < le(nz(t/ ) e () (8.32)

f) Mientras que si F(t) es NWU y tiene una funcion de riesgo
cumulativa Z(t), entonces parat> 0,

-1\ Z{t | -7(t
P[N(Y)<n] < ,-:zo( E') el (8.33)
g) Y si F(t) es DFR, entonces t > 0,
P[N()<n] = EM e () (8.34)

i=0 J'

Un ejemplo importante del uso del teorema anterior es la distri-
bucion Weibull, para la que no existe la transformada de Laplace. Las
probabilidades de convolucién y las frecuencias de renovacion para la
distribucion Weibull normalmente se calculan numéricamente. Los
limites proporcionados por el teorema anterior se aplican tanto a las
realizaciones IFR como DFR de la distribucion Weibull y, por tanto,
son bastante utiles.

Los resultados adicionales que se aplican a los andlisis de
fiabilidad de equipos vienen después de los obtenidos para la funcion
de renovacion. En particular, los limites para M_(t) pueden decirse de
la forma siguiente:

h) Si F(t) es NBUE y tiene una media finita u, entonces parat >0,

t
M (1)<~ (8.35)
K
i) Mientras que si F(t) es NWUE vy tiene una media finita p,
entonces parat >0,

M, ()= (8.36)

t
H
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Nétese que para el caso encontrado mas comunmente, el NBUE,
los resultados anteriores implican que:

t t
m 1< MA(t) < o (8.37)

y se puede obtener una estimacion razonable de M_(t) de la forma % -0,5.

También es posible definir limites de la probabilidad de un
funcionamiento continuado de un dispositivo que funciona en el
presente. Para hacer esto comencemos con:

— Definicién 8.4. En un proceso de renovacion, la edad de un
dispositivo en cualquier instante y es una variable aleatoria a(y),
y la distribucién de la vida remanente de dispositivos de edad o
de una muestra comun se llama distribucion de vida residual.
La vida residual se denota por y(o) y la distribucién de vida
residual esta dada por:

O, (y)=F(y+a|a)=1—% (8.38)

En el caso de un uso Unico de copias de un dispositivo, la
distribucion de vida residual de la Definicién 8.4 es bastante sencilla
de determinar y de analizar. Por otra parte, para un proceso de
renovacion, la edad de un dispositivo en cualquier instante de tiempo
es una variable aleatoria. Es verdad que:

a(t)=t-Sy, (8.39)
y que la vida residual en el tiempo t es:
y(t)= Sy(ger 1 (8.40)
Utilizando estas definiciones, observamos que:

0 (u) :P[y(t)>u] =F(t +u)+-[0t F(t+u—x)m (x)dx (8.41)
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la cual es analoga a la ecuacién fundamental de renovacion. En
cualquier caso, la ecuacion (8.41) da un limite de la fiabilidad residual.
En particular:

a) SiF(t) es NBU, entonces 0 ()=P[y(t)>u] < Fu) (8.42)
b) y si F(t) es NWU,entonces Di(u)=P[y(t)>u] = F() (8.43)

Al concluir la descripcion de los modelos de comportamiento de
dispositivos en procesos sencillos de renovacion, es oportuno observar
gue los sistemas cuyos componentes son todos NBU seran también
NBU; pero esta afirmacién no se aplica a NBUE, NWU o NWUE.
Ademas, la convolucion de distribuciones NBU es también NBU, lo
mismo que la convolucién de NBUE; pero esto no es verdad para
distribuciones NWU o NWUE.

8.2. Mantenimiento preventivo

Los andlisis anteriores representan la secuencia de los periodos
de funcionamiento de los dispositivos cuando estos se utilizan hasta el
fallo. En algunos casos, vale la pena sustituir un dispositivo que funciona
antes de que falle. En general, el motivo por el que se sustituye un
dispositivo que funciona es que el coste de hacerlo es pequefio en
comparacion con el coste de responder a un fallo que ocurra durante
el funcionamiento del dispositivo, un fallo en el campo. Histéricamente,
se han definido dos tipos de politicas de mantenimiento preventivo. Se
designan como «sustitucion por edad» y «sustitucion en bloque».
Ambas pueden ser analizadas utilizando los conceptos de procesos
de renovacion desarrollados anteriormente. Mas recientemente, se ha
hecho la distincion entre una «reparacion minima», en la que un
dispositivo que ha fallado se pone de nuevo en funcionamiento sin
gue ello modifique el riesgo, y una reparacion completa que resulta en
una funcion de riesgo correspondiente a un nuevo dispositivo. Los
nuevos resultados relativos a la reparacion minima y a varios otros
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temas se incluyen en este estudio después de la descripcién de los
modelos clasicos.

Una politica de sustitucién por edad implica el cambio de un
dispositivo por otro nuevo, siempre que el dispositivo falla o alcanza
la edad preestablecida, por ejemplo 7. Con la sustitucion en bloque,
el dispositivo en funcionamiento se sustituye en tiempos espaciados
uniformemente t,, 2t,, 37,, ... independientemente de su edad en
dichos instantes de tiempo. En este caso, T, se denomina el tiempo
de la politica. Los valores 6ptimos de los tiempos de la politica
pueden ser determinados analizando los modelos apropiados de
costes. Esto se muestra mas adelante. Primero examinamos las
relaciones entre dos procedimientos y los patrones generales de
comportamiento.

Comencemos por definir una notacién conveniente y una relacion
de ordenacion entre las funciones de distribucion. Especificamente,

supongamos que:

N_(t, T,)= numero de fallos en [0,t] en un procedimiento de
sustitucion por edad con edad de sustitucion t_.

N,(t, T,)= numero de fallos en [0,t] en un procedimiento de
sustitucion en bloque con tiempo de sustitucion t,.

N(t)= numero de renovaciones (fallos) en el proceso de
renovacion cuando no se realizan sustituciones preventivas.

Entonces, para comparar estas cantidades, definamos una
relacion estocastica de ordenacion de la forma siguiente:

— Definicién 8.5. Una variable aleatoria X es estocasticamente
. . . . st .
mayor o igual a la variable aleatoria Y, escrito como X > Y, si:

P[X>z] = P[y>z] O z (8.44)
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Esta definicidn se utiliza ampliamente pero es de alguna forma
anti-intuitiva, ya que implica que X £ Y cuando Fx(z)sGy(z) para todos
los valores de z. La interpretacion adecuada es que la distribucion de
X tiene su masa concentrada en los valores mas grandes de la variable
aleatoria, que lo que es el caso con la distribucion Y. Usando las
definiciones anteriores, se puede mostrar que para todos los valores
>0y 1,20, N(t) 3 N_(t, T.) implica y es implicado por la condicion que
F(t) es NBU.

Una implicacion importante de este resultado y de los enume-
rados a continuacién es que, para dispositivos NBU, el mantenimiento
preventivo reduce estocasticamente el numero de fallos que ocurren
en cualquier intervalo. Por esta razon, el mantenimiento preventivo se
usa mas comunmente con dispositivos que tienen distribuciones de
vida que son elementos de la clase de distribuciones NBU. Los
resultados que confirman éstos son los siguientes:

st
a) Para todos los valorest>0y t, >0,N(t) >N, (t,7,) siy solo siF(t) es NBU

st
b) Paratodoslosvalorest>0,1, 20,yk=1,2,....., Ny (t kt,) >N, (t, 7,)
siy solosiF(t) es NBU
¢) N,(tt,) aumentaestocasticamente en t, siy solosiF(t)esIFR

st

d) Paratodoslos valorest>0,1, 20,yk=1,2,....., N, (t kt,) =N, (t, T,
siy solosiF(t) es NBU (8.45)

Después, supongamos que r (t, t.) representa el numero de
sustituciones de dispositivos en [0,t] de acuerdo con una politica de
sustitucion por edad con edad de sustitucion t_, y que r,(t, t,) es el
numero de sustituciones de dispositivos en [0,t] de acuerdo con una
politica de sustitucion en bloque con intervalo 1. La distincién entre
fallos y sustituciones es que las sustituciones incluyen tanto a los
dispositivos cambiados debido a fallos como a los reemplazados
preventivamente antes del fallo. Entonces, para todos los valores t>0
y para cualquier tiempo comun de procedimiento 1>0,
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a) T,(t r)sstrb (t1) v

o (8.46)
b) siF(t)esIFR, entoncesN, (t, T)=N, (t, 1)
Por tanto, por cada distribucion de duracion de vida, la susti-
tucion por edad resulta estocasticamente en menos sustituciones
gue la sustitucién en bloque. No obstante, para distribuciones de
vida IFR, la sustitucién por edad resulta estocasticamente en un
numero mayor de fallos. Ahora la motivacion para utilizar un
programa de mantenimiento preventivo es que al hacer sustituciones
planificadas (reparaciones), la frecuencia de fallos de campo no
planificados sera reducida y presumiblemente esto significara un
ahorro de costes. Supongamos que es posible identificar los costes
de una sustitucion planificada y de los fallos de campo, y que estas
cantidades se representan respectivamente por ¢, y c,. Entonces,
un modelo de costes para el uso de una estrategia de sustitucion
en bloque seria:

Elc(v,)] = ClJ'CthF(Tb) (8.47)
b

en donde F(t) es la distribucion de vida del dispositivo y M_(t,) es la
funcién de renovaciéon basada en F(t). El modelo calcula el coste por
unidad de tiempo asociado por el uso de una estrategia de sustitucion
en bloque con un tiempo de politica t,. Esto es porque M.(z,) es el
namero esperado de fallos durante el intervalo de longitud fija [0, 7,], ¥
cada fallo de este tipo resulta en coste igual a c,. Al final del intervalo
de sustitucion en bloque, el dispositivo se sustituye a un coste igual a
c, y lalongitud del intervalo es t,. Nétese que el modelo no implica una
hipotesis relativa a la forma de la distribucion de vida, sino que esta
basado en una hipotesis de la sustitucion instantanea del dispositivo
por una copia idéntica.

Los métodos convencionales de optimizacion permiten el calculo
de un valor optimo para t,. La derivada de la funcion esperada de
coste es:
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de cr,)]=— ot Lo (849
b

de forma que el valor 6ptimo de 1, es aquel para el cual:

g M) M (1)=2 8.49)
Tb C2

Intuitivamente es atractivo que el tiempo de la politica dependa
de la relacién entre los costes de prevencion y de reparacién, como es
el caso. Antes de analizar con mas detalle la ecuacion de la derivada,
observamos que la condicion de la segunda derivada se transforma en:

d? d
2 CztgwMF (Tb)_chTEFMF (Tb)_szcl_ZcszMF (Tb) (8.50)
EE C(Tb)]: b b_[s
O d O
EPZTbFMF(Tb) Cl_CZMF(Tb)D
d2 2.I'-bD : 2 D
M (1,) Q T, Q (8.51)
L ) i, -
dt; g T, T;
2 I d2
—E|C(T,)| =%, M(T 8.52
dt? ( b)] T, dt’ (1) (8.52)

el signo de las cuales esta determinado por la distribucion de vida.
Para el caso especifico en que F(t) es exponencial, la ecuacion (8.49)
no tiene solucion para M_(t)=At, de forma que la condicion sobre la
derivada se transforma en:

C
AT, =AT, =0=—"+ (8.53)

C,

Este resultado indica apropiadamente que, puesto que no se
produce una mejora en el comportamiento de riesgo o de fallos como
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resultado de realizar sustituciones preventivas en dispositivos con
distribuciones de vida exponenciales, no se debe realizar en estos
dispositivos un mantenimiento preventivo. Se llega directamente a la
misma conclusion sustituyendo At por M_(t) en la funcion esperada de
coste 0 en la expresion de la primera derivada. En la ecuacion esperada
de coste:

c
Elc(w)]= " +e. A (8.54)
b
es un minimo parat,=e Y, por consiguiente, la derivada de esta funcion
de coste es:

d c,

—E C(Tb)] =-1

T, : (8.55)

la cual no tiene ninguna raiz finita.

Notese ademas que cuando para una distribucion de vida NWU se
cumple M_(x+y) < M_(x) + M_(y), se deduce que M_(x+y) - M_(x) < M_(y),
de forma que la pendiente de la densidad de renovacion es negativa y
por consiguiente, de acuerdo con la condicién de la segunda derivada,
la ecuacion (8.49) no tiene otra solucion que en el limite de su dominio
posible. Por tanto, para dispositivos NWU, la sustitucién en bloque no
es apropiada y esto se verifica analiticamente.

Para una politica de sustitucion por edad t_, una sustitucion
planificada tiene lugar cuando un dispositivo sobrevive hasta una edad
T_, Y Una sustitucion no planificada ocurre cuando el dispositivo falla
antes de 1. Considerando cada sustitucion de un dispositivo como el
fin de un ciclo de funcionamiento, el coste de ciclo es:

C,(t.)=c,F(t,)+c,F(t,) (8.56)

y la duracion esperada de cada ciclo es:

E[T] :raﬁ(ra)+ftf(t)dt:L“ﬁ(t)dt (8.57)
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de forma que el coste esperado por unidad de tiempo es:

Elo(n)] = (e:F () + e, F () [ ROt (8.58)

La ecuacion de la solucion basada en una derivada es:
dE[C(Ta)] B (_Cl f(Ta) +C, f(Ta))LTaIE(t)dt_ (cllz(ra) +C; F(Ta))lz(Ta) 0
d'[a - T, — g B
%,[0 F(t)dt (8.59)

para la que la condicién resultante éptima:

— T, — CZ

Fra) +2(%a) [, F(t)dt= 2 (8.60)

Una vez mas, la solucion tiene el atractivo intuitivo de que la
longitud del intervalo de sustitucion depende directamente de la relacion
de costes de reparacion. Notese ademas que la condicion de la segunda
derivada es:

(2 =) () [ Fa+ (e ) Fle) +2) () JF0ef @o

y puesto que:

d Od O
ar. 4 (L) =F( )E'HEZ( n)-1 (8.62)
puede escribirse de la forma siguiente:
= Ud [l
(c, —c,)F(t.) B z(t,)-10
2" (dt, D+E[CT ] f(Ta) (8.63)

flf(t) dt (. flf(t) dt

lo cual implica que la politica 6éptima de sustitucion por edad ocurre en
el limite del dominio posible, de forma que no debe realizarse un
mantenimiento preventivo. Una vez mas, la solucién analitica confirma
la intuicion de que el mantenimiento preventivo solo es util cuando los
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nuevos dispositivos proporcionan una ventaja clara sobre el uso
continuado de los existentes.

8.3. Disponibilidad

Los modelos descritos anteriormente no contemplan de forma
explicita la influencia del proceso de mantenimiento sobre una poblacion
de dispositivos. Si se extienden los analisis anteriores de forma que
incorporen el proceso de mantenimiento, esto conduce a la definicién
de una nueva medida de rendimiento, es decir, la disponibilidad. En
concreto hay cuatro medidas de disponibilidad usadas comunmente,
todas las cuales estan relacionadas entre si. Estas se definen del modo
siguiente:

— Definicién 8.6. La disponibilidad (puntual) A(t) de un dispositivo
es la probabilidad de que esté funcionando en cualquier tiempo,
t. Es decir:

A(t)=P[x(t) =1 =E[x(t)] (8.64)

La distincion de que ésta es la disponibilidad puntual es
importante. No obstante, A(t) se denomina aqui como la disponibilidad,
al menos que esto resulte ambiguo. Las otras medidas de disponibilidad
son:

— Definicion 8.7. La disponibilidad limite A de un dispositivo es el
limite de A(t). Es decir:

A= lim A(t) (8.65)

t— o0

— Definicion 8.8. La disponibilidad media A_ en un intervalo [0, 1]
de un dispositivo es:

A, (1)= ij’oTA(t) dt (8.66)
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— Definicion 8.9. La disponibilidad media limite A_ de un dispo-
sitivo es el limite de la disponibilidad media:

. .1
Ao = lim A, ()= lim [ A(H)d (8.67)

Obsérvese que de acuerdo con estas definiciones la disponibili-
dad se transforma en fiabilidad cuando no es posible la reparacion.
También, A_(t) es la proporcion de tiempo de funcionamiento de un
dispositivo durante el intervalo [0, t] y cuando el limite existe, A_ es
igual a A. Un punto ulterior algo sutil estriba en el hecho de que para
una muestra de dispositivos, cada una de las cantidades anteriores es
un valor esperado relativo a la frecuencia (o proporcion de los miembros
de la muestra) que estan funcionando. La distribucién de la frecuencia
para la que las medidas de disponibilidad son valores esperados es
binomial.

Cuando entramos en un nivel superior al de las definiciones
elementales y de los comentarios anteriores, el analisis de la dispo-
nibilidad puede hacerse bastante complejo. Este analisis se realiza
normalmente con relacion a una afirmacion definida muy cuidado-
samente sobre las condiciones de funcionamiento supuestas. Esto
se debe a que pequefas diferencias en el plan de operacién pueden
tener un efecto muy pronunciado sobre la identidad del modelo
apropiado y su solucidn. A continuacion se examinan varios casos
especificos.

Para comenzar, consideremos el caso mas sencillo. Supon-
gamos que un dispositivo con una distribucién exponencial de vida
con un parametro A funciona hasta que falla, y que luego es sustituido
por otra unidad idéntica. Supongamos ademas que el tiempo de
reparacion es una variable aleatoria exponencial con pardmetro u. Cada
intervalo integrado por un periodo de funcionamiento y un periodo de
reparacion puede ser considerado como un ciclo de uso de dispositivos.
Puesto que estos intervalos estan distribuidos independiente e
idénticamente, constituyen un proceso de renovacion. Son cuestiones
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significativas la longitud (media) del ciclo y los valores de las medidas
de disponibilidad definidas anteriormente.

Con el fin de tratar estas cuestiones, supongamos que T _ es la
duracion aleatoria del funcionamiento del dispositivo durante el ciclo i-
ésimo, y que T sea la duracion asociada de reparacion. Entonces, la
longitud del ciclo i-€simo es T _. Claramente:

Tci = Toi + Tri (868)

de forma que si F(t) es la distribucion de vida y G(t) es la distribucién
del tiempo de reparacion, entonces H(t), la distribucion de la longitud
del ciclo es la convolucion de F y G.

()= £{n (0} =£{1(0} £{o(0} = a: (8.69)

s+)\ s+u s?+(A+H)s+Au

y para esta transformada, la inversa da:

h(t)= MA_“A (e -e™) (8.70)

y de ésta:

-t —put
. HeT"—Ae
H(t)=1-—"— "
(® Lo (8.71)
Obseérvese que ésta no es una distribucion exponencial ni una
distribucion gamma. Vale la pena emplear algo de tiempo para mostrar
la inversion de h*(s). El método mas sencillo para esto es utilizar

guebrados parciales. Esto es, tomemos:

1 _ 1 _ A N B
sE+(A+u)s+An (s+A)(s+H) s+A s+p

(8.72)

Si los dos términos del lado derecho se combinaran con un
denominador comun, el numerador seria:
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(s+u)A+(s+A)B=(A+B)s+(nuA+AB) (8.73)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de s en el
numerador da:

A+B=0 AM+AB=0
MWA+AB=1 pA+uB=1 =(u-AA=1= A=1(u-})
A+B=0= 1/(u-1)+B=0 =B=-1(n-2)

(8.74)

D(s) 1 A1
T )\s+)\ H=AS+U

(8.75)

y como la transformada no es afectada por multiplicacion por una
constante, la transformada inversa es la dada en la ecuacién (8.70).
Obsérvese que esta es la respuesta a la pregunta relativa sobre la
longitud de un ciclo. Es una variable aleatoria con la distribucion H
dada en la ecuacion (8.71).

Después, consideremos que el dispositivo que esta siendo
utilizado en el tiempo t=0 es nuevo y esta funcionando. El dispositivo
estara disponible en cualquier tiempo futuro t si: (a) sobrevive hasta t;
o (b) fallay es sustituido unas cuantas veces durante el tiempo anterior
at, yla copia del dispositivo instalada en dicho tiempo sobrevive hasta
t. Esto se puede expresar como:

=F(t) +I F(t—x)m, (x) dx (8.76)

donde el subindice H en m , indica que la cantidad representada es la
densidad de la renovacion basada en la distribucién del tiempo del
ciclo, H. En general, la solucion de la ecuacion (8.76) puede ser muy
dificil. Se logra normalmente con transformadas de Laplace y en el
ejemplo de la distribucién de vida exponencial y la distribucion del tiempo
de reparacion, este analisis no es dificil. La derivacion es:
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t=x) my(x) dxﬁ £E[mH dxﬁ EEIFt me()dx@ { (t)}—mE(s)FD(s)

A(8) = S —F(s) + M (5) ~mi(8)F(e) = £ = () + mi(s) - mi(s) °(6)
1

T a1 s (s¥A)(s+m)_  s+p
_5(1 f(s))(1+mH(s))_SS+A Seren) senen) (8.77)
A B A S+ A+ u)+Bs
Y hagamos que AD(S)ZE STaT ((s+)\+)) . por
lo tanto lJ H
(8.78)
AA+p)=p O A=-—H
A+
| (8.79)
A+B=1 0 B=1-A=
A+
por tanto:
Op DOl OADO 1
A"(s) = =+
(s) S+ s B+ pbs s a4 (8.80)
y:
A )
Af)=-H -+ D e w (8.81)

At Atp
Nétese que para esta expresion, tomando el limite se obtiene:

T J/E[tiempo reparacion] E[vida util]
A+ ]/ E[tiempo reparacion] + 1/E[vida util] E[V|da util] +E[tiempo reparacion]

(8.82)

lo cual es muy atractivo intuitivamente. De hecho este resultado se
utiliza y se describe muy frecuentemente. Se utiliza mucho porque
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depende solamente de los valores esperados y por tanto se aplica a
muchas distribuciones de vida y de reparaciéon. La expresion da
esencialmente la relacion entre el tiempo de funcionamiento y el tiempo
total, a condicién de que todos los términos se definan de forma
apropiada. Notese también que muchas personas se refieren a E[vida
atil] como el MTBF (tiempo medio entre fallos) y a E[tiempo de
reparacién] como el MTTR (tiempo medio de reparaciéon) y luego
expresan la ecuacion (8.82) utilizando estos términos. Por dltimo, para
el caso exponencial también es verdad que A_ = A.

Antes de terminar con la derivacion anterior del modelo general
de disponibilidad, nétese que la transformada de la expresion de
disponibilidad puede ser reformulada de forma que evite el uso explicito
de la funcion de renovacion y puede ser a veces bastante conveniente.
Especificamente:

S
S -fD (5) (8.83)
S

A°(s) = {F (1) +£§"E dx@ H(1-17(s)) (2 m3 ()
[l
il

Por supuesto, la expresion resultante para el caso exponencial
tratado anteriormente es la misma.

El valor real de la expresion (8.83) se manifiesta en el analisis
de casos mas complicados.

Las discusiones anteriores de modelos elementales de manteni-
miento y reparacion son generales, y sirven para ilustrar los métodos
utilizados para evaluar los planes de mantenimiento. No obstante, los
resultados obtenidos se refieren solamente a dispositivos aislados y
no a sistemas. Mientras que existen algunos casos en que un sistema
puede ser tratado como una entidad Unica, normalmente es mas
apropiado estudiar los efectos sobre el rendimiento del sistema del
mantenimiento a nivel de componentes. Puesto que los sistemas se
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gestionan de muchas formas diferentes, el analisis de la disponibilidad
del sistema debe ser realizado en el contexto de un supuesto modo de
operacion especifico. Hay varios entornos de operaciéon razona-
blemente representativos que pueden ser considerados. Aqui se
presentan cuatro de ellos.

El primer modelo, y a menudo bastante apropiado, es suponer
un sistema serie para el que no se realiza mantenimiento preventivo.
Por el contrario, el sistema se opera hasta que se produce el fallo de
un componente. En dicho momento, el componente que ha fallado es
sustituido mientras que el resto del sistema espera sin que avance su
edad. El sistema luego se pone en funcionamiento. Suponiendo que
cada componente tiene una distribucion de vida propia, y que el fallo
simultdneo de dos o mas componentes no puede ocurrir, es posible
pero no sencillo definir un modelo de las operaciones del sistema.
Definamos las cantidades To Y T, cOmo los intervalos k-ésimos de
operacion y reparacion para el componente i-€simo y supongamos
que Ni(t) representa el nimero de fallos del componente i-€simo durante
el tiempo t real (de reloj).

La distincion entre tiempo real y tiempo de operacion es necesaria
debido a que durante los intervalos de reparacion los componentes
permanecen en un estado de «animacion suspendida». En la Figura
8.1. se ilustra una muestra representativa de camino.

Supongamos que U(t) es la duracion del funcionamiento del
sistema durante un intervalo de longitud t y que D(t) denota el tiempo
asociado de reparacion. Claramente, U(t)+D(t)=t. Entonces:

N (tw)=N; (U(t ) w) (8.84)

en donde N(t) es el proceso ordinario de renovacion para el componente
i, basado en su distribucion de vida F(t). La ecuacion (8.84) se formula
en relacién con el resultado del camino particular de muestra, ®, porque
es verdad que para cualquier camino de muestra dado, el nimero de
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Toi1 . . Toj1+Tri1 . .Toi1l+Toj2+Tri1+Trj1
Toi 1 +Tri 1 Toj 1+Tr| 1+TrJ 1
Toj 1+Toj2+Tri 1
+Trj1+Trj2

Figura 8.1 - EJEMPLO DE CAMINO SIMPLE -

fallos es el mismo para los dos procesos de renovacion. No obstante,
en general no es verdad que Ni(t) 2 N.(U(t)) cuando N.(t) y U(t) se determi-
nan independientemente. En cualquier caso, para el modo supuesto
de funcionamiento, se pueden obtener varios resultados limites. Los
resultados transitorios correspondientes no se pueden derivar facilmen-
te, y a veces son imposibles de obtener. Una razén de esto es que los
tiempos en que los componentes individuales terminan de repararse
no son en general puntos de renovacion, de forma que el vector de
estado del sistema puede que no tenga ningunos puntos de renovacion.

A pesar de la complejidad potencial del funcionamiento transitorio
del sistema, se pueden definir varios resultados limite. El primero de
éstos es que si u, denota la longitud esperada de vida para el
componente i del sistema entonces:

0N (Ut w)w)

a) P Him

_L1H, (8.85)
~o o U(tw) u%
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También, si v, representa el tiempo esperado de reparacion para
el componente i, entonces:

b) p Him Y H ﬁ:; - (8.86)

Hay que observar que estos resultados no dependen de las
identidades de la distribuciéon de vida y de la distribucién del tiempo de
reparacion, sino solo de sus valores medios. Consecuentemente,

EUt Tt
EL ) d+3 Yip (8.87)
m=1 = i, 0l

Este resultado para la disponibilidad media limite se aplica
también a la disponibilidad limite cuando existe (lo cual ocurre la
mayoria de las veces).

c) A, = i

También pueden derivarse resultados comparables para el
tiempo en que el sistema esta parado. En particular, si D(t) es el tiempo
de parada del sistema resultado de los fallos de los componentes en
la posicion i del sistema, si D, denota el valor limite de D(t)/t, y si D_
representa el valor limite de D(t)/t, entonces:

V.
D="Aw 8.88
M ( )
Y.
D =AY 4
. wéu. (8.89)

Estas dos relaciones tienen un atractivo intuitivo anélogo a la
expresion (8.82).

Resultados limites para el niumero de fallos en la posicion i de
los componentes se obtienen de los limites anteriores, y son:

0
p im0 - AMD 1 (8.90)
O t uo
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_E [Ni (t)] A,
JLYTJO " —?i (8.91)

De los resultados expresados hasta ahora se deriva que si p
denota el tiempo medio de funcionamiento de sistema y v denota el
tiempo medio de parada de sistema, entonces:

_Dn 1

U 4
Pg.l O §=1 (8.92)
=1 U

PEV— —'E—l 8.93
=p3 0 (8.93)

Debe notarse que en el caso especial en que las distribuciones
de vida sean exponenciales, la propiedad de ausencia de memoria
implica que u es la longitud esperada de cada periodo de funciona-
miento del sistema. Las ecuaciones (8.92) y (8.93) implican que, inde-
pendientemente de las identidades de las distribuciones de vida, el
tiempo medio de funcionamiento del sistema converge al mismo valor.
Un punto final es que la disponibilidad media limite del sistema es:

A =M
W+v

(8.94)

lo cual es un resultado directamente analogo al obtenido para un
dispositivo Unico expresado en la ecuacion (8.82).

Ahora, consideremos un modo de operacion del sistema alter-
nativo y de alguna forma mas general. Supongamos que para un
sistema coherente arbitrario, todos los caminos de la muestra de
componentes son independientes. Es decir, supongamos que cada
componente funciona, falla, y es reparado sin interrumpir los caminos
de los otros componentes. En este caso, la secuencia de ciclos de
funcionamiento y reparacion en cada posicion del componente consti-

163



164

FIABILIDAD

tuye un proceso independiente de renovacion. En cualquier tiempo el
vector de estado del sistema es:

X () = (X, () X, (©), ..o X, (1)) (8.95)

y el estado del sistema ¢(X(t)) se determina como se ha descrito
anteriormente y la fiabilidad del sistema es:

F(O)=E[o(X©)]=r (X O X, @) X, (1) (8.96)

en donde r(-) es la funcion de fiabilidad y se aplica a la estructura ¢. La
expresion correspondiente para la disponibilidad del sistema es
entonces:

A1) =r (E[X, OLE[X, ©)]..E[X, ()]) (8.97)

lo cual es equivalente a:

AW =r(A {0)A, (1).... A 1) (8.98)

A=r(ALA, ... A,) (8.99)

Nétese que todas las relaciones estructurales de equivalencia 'y
las acotaciones de probabilidad que se aplican a r(-), son aplicables a
las medidas de disponibilidad.

Consideremos un ejemplo. Supongamos que para un sistema
en serie con tres componentes, las distribuciones de vida son de Weibull
con medias respectivas de 750, 1.200, y 500 horas, y que las
distribuciones del tiempo de reparacion son exponenciales con medias
de 24, 18, y 40 horas. Las medidas exactas de disponibilidad depen-
dientes del tiempo son muy dificiles de obtener. No obstante, las
relaciones contenidas en las expresiones listadas anteriormente pueden
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utilizarse para obtener las medidas de disponibilidad del nivel del
sistema:

L4 24 18 40% 08873
750 1200 500

v
=§ilg =1 |/ H1 +i+iD:24Ohrs
H =N E?SO 1200 SOOE
024 18 40 O (8.100)

VERY L =(240) B * 1200 * 000 08

0y 24, 18, 40[]
D.=A. S i=(0g873) = 04127
2 T OB s a00 * s00b

Como otro ejemplo, consideremos la configuracion de un sistema
mostrada en la Figura 8.2, y supongamos que los componentes 1y 2
tienen distribuciones de vida Weibull con medias respectivas de 1.200
y 1.800 horas, y distribuciones exponenciales de tiempo de reparacion
con medias de 36 y 40 horas. Supongamos que los componentes 3y 4

Figura 8.2 - EJEMPLO DE SISTEMA -
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son idénticos y que tienen distribuciones de vida Weibull con una media
de 750 horas, y una distribucion exponencial de tiempo de reparacion
con una media de 50 horas.

La funcion de estado del sistema para esta configuracion es:

(X (1)) =x, (1) x, (1) (1= (L%, () (- % (1)) (8.101)

y la funcién de fiabilidad del sistema es:
F()=F (OF, ) (t- (1-F:() (- F+ (1)) (8.102)

Las medidas de disponibilidad del sistema dependientes del tiempo
no son obvias, del mismo modo que las medidas correspondientes del
nivel de componentes son dificiles de obtener. No obstante, usando la
ecuacion (8.82), las disponibilidades limites para los componentes son:

IJ.
A=—_Fi
T+ (8.103)
de modo que A =0,9709, A,=0,9783, A ,=A,=0,9375. Por consiguiente,
la ecuacion (8.98) da:

A=1(Ay Ay s Ay) = AL A, (1-(1-Ag) (1-A,)) =09461  (8.104)

que es también el valor de A_ para el sistema. Un comentario final
sobre las aplicaciones de ejemplo de los resultados anteriores es que
las acotaciones basadas en los caminos minimos y en los cortes
minimos pueden evaluarse utilizando las disponibilidades para obtener
las acotaciones correspondientes de la disponibilidad del sistema.

8.4. Optimizacion de repuestos y de la capacidad de reparacion

La investigacion de estrategias de reparaciéon y de las medidas
de disponibilidad conduce a algunos analisis interesantes. Uno de estos
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es el impacto de los repuestos sobre la disponibilidad. Consideremos
el caso mas sencillo en el que se dispone Unicamente de un solo
repuesto para sustituir a uno que ha fallado. Supongamos ademas
gue cuando la unidad en funcionamiento falla, el repuesto se pone en
servicio inmediatamente y la pieza averiada se repara. El fallo del
sistema se produce cuando una unidad en funcionamiento falla, antes
de que la pieza en reparacion esté lista para su utilizacion. Supongamos
gue las unidades son idénticas y que tienen una distribucién de vida
F(t) con media p, y una distribucion de tiempo de reparacion G(t) con
media v.

Para analizar el problema formulado, nétese que suponer que
los tiempos de funcionamiento y de reparacion son independientes,
implica que el comienzo de cada intervalo de operacién de una unidad
con el de reparacion de la otra es un punto de renovacion. Por
consiguiente, cada intervalo de operacion, distinto del primero, es
representativo de todos ellos. La razon por la que este primer intervalo
es distinto es que no hay ninguna reparacion durante el mismo. Para
todos los intervalos excepto el primero, supongamos que p representa
la probabilidad de que la actividad de reparacion se termine antes del
final del intervalo que resulta del fallo de la unidad en funcionamiento,
entonces:

p:j(: G (x) f(x) dx (8.105)

y claramente el tiempo hasta el fallo del sistema, por ejemplo T, es la
suma del primer intervalo de operacion, por ejemplo T,, de algunos
intervalos, por ejemplo T, en cada uno de los cuales la reparacion se
termina antes del fallo, y otro intervalo de T, en el que el fallo precede
a terminacion de la reparacion. Otra manera de representar esto es
gue después del primer intervalo, el nUmero de intervalos hasta el fallo
del sistema, N, es geométrico y cada intervalo tiene una longitud
correspondiente al tiempo de fallo. Por tanto:

P[N=n]=p""*(1-p) (8.106)
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de forma que E[N]=1/(1-p) y por consiguiente E[T]=u+u/(1-p). Obsérvese
ademas que si el proceso se continla después del primer fallo del
sistema, los tiempos de fallo del sistema siguientes no incluyen un
intervalo inicial sin reparaciones, de forma que el tiempo entre fallos
del sistema es u/(1-p).

Incluso para este caso sencillo, puede ser dificil obtener medidas
de disponibilidad. La disponibilidad limite es:

_ k/(-p)
ui(1_p)+E[D]
en donde E[D] es el tiempo esperado de parada. Es igual al tiempo
requerido para completar una reparacion en medio del proceso medido

a partir del tiempo de fallo del componente en funcionamiento. Una
expresion para el tiempo de parada esperado es:

Ep]=, [,

la cual no puede simplificarse sin especificar las funciones de
distribucion. Como comentario final sobre el caso sencillo de una Gnica
unidad en funcionamiento y de un solo repuesto, notese que la
experiencia de operacién puede ser modelada en funcién del nUmero
de unidades averiadas, como una cadena de Markov continua en el
tiempo con tres estados. La solucién de esta forma es comun.

(8.107)

G

(t+X)
0 f(x) dt dx (8.108)

De hecho la generalizacion del caso sencillo anterior es consi-
derar m unidades en funcionamiento con n piezas de recambio y con s
personas de mantenimiento, las cuales solo pueden reparar una unidad
cada vez. Si se supone de nuevo que todos los tiempos de fallo y
reparacion son mutuamente independientes, la cantidad Y(t) que
representa el nimero de unidades paradas en el tiempo t constituye
un proceso de nacimiento y muerte. Para procesos de este tipo, se ha
obtenido el vector de las probabilidades de ocupacion en estado
estacionario para el caso en que las distribuciones de fallo y reparacion
son exponenciales. Para la mayoria de los otros casos verosimiles no
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se han obtenido resultados algebraicos. Para el caso exponencial en
gue la longitud de vida esperada es u, y el tiempo esperado de
reparacion es v, la distribucion estacionaria esta dada por:

mm +nO0y [

=0 BBIHT[O 1<k<s

Tr—DernDik! vl s<k<m+n 8.109
<"H k Bs!sk‘SHIHT[O o (8.109)

mmm+m ki vOid

™ =1/ QZH HBIH dk Hsiss HIH@

Entonces, la disponibilidad del sistema puede ser calculada como
la suma de los &, correspondientes a los estados en que el sistema
funciona. Presumiblemente, ésta deberia ser:

A:ém< (8.110)

y debe notarse que esta expresion depende solamente de la relacién
entre el tiempo medio de reparacion y la longitud media de vida.

Hay muchas maneras en que se puede realizar el analisis del
efecto de los suministros de las piezas de recambio y de la capacidad
de reparacion sobre la disponibilidad del sistema. EI modelo anterior
proporciona un punto de partida para el desarrollo de muchos de estos
analisis. El problema de optimizacion de repuestos mejor conocido es
aquel en que:

a) Losfallos de las copias del componente i son exponenciales
con una media p, (de modo que la demanda de repuestos
obedece a una distribucion de Poisson).

b) La capacidad de reparacion es ilimitada de forma que
cualquier componente averiado se repara sin tener que
esperatr.
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c) El tiempo de reparacion es exponencial con una media v,
para componentes de tipo i.

d) El coste unitario de compra de los componentes de tipo i
esc.
I

e) Todos los acontecimientos de fallos y reparacion son
mutuamente independientes.

Para esta situacion, es apropiado tratar de seleccionar un
conjunto Optimo de repuestos, que satisfaga un objetivo de dispo-
nibilidad sujeto a una condicion de coste, o que satisfaga un objetivo
de coste sujeto a una condicion de disponibilidad. N6tese que en
cualquier formulacion de un modelo de costes los resultados de (8.97)
u (8.110) pueden proporcionar la base para el analisis.
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Una garantia es el compromiso de un fabricante de que un
producto mostrara un nivel definido de fiabilidad. Cada vez es mas
frecuente que los fabricantes den garantia a sus productos. La razon
principal por la que los fabricantes dan garantias es que los clientes
suelen considerarlas necesarias, y por tanto constituyen un ingrediente
importante en una comercializacidén con éxito. Independientemente de
este punto, se reconoce generalmente que los productos complejos y
particularmente caros deben estar garantizados para que funcionen
adecuadamente. En 1964, el Congreso de los Estados Unidos promulgo
la Ley Magnuson Moss, en la que se definia formalmente la estructura
de las garantias y especificaba las responsabilidades de los fabricantes
para satisfacer los compromisos de las garantias.

Esencialmente hay dos tipos de garantias. Estas son garantias
de sustitucion completa y garantias prorrateadas. Las garantias prorra-
teadas se ofrecen normalmente en los productos como los neumaticos
de coches. Las caracteristicas comunes de los productos con garantias
prorrateadas son: (a) el uso del producto implica desgaste o al menos
un deterioro cumulativo, (b) la reparacion es o fisicamente impractica o
econdmicamente ineficaz, y (c) la evaluacion de la edad del producto es
relativamente sencilla. Con una garantia prorrateada, el fabricante
devuelve al cliente una proporcion del precio original del producto, en
caso de que este Ultimo falle. La proporcion del precio devuelto se calcula
sobre la base de una estimacion de la fraccion de la vida del producto
gue el cliente ha perdido debido a su fallo. En el caso de un neumatico
de coche, un reventén hace que el neumético quede inutilizable. Cuando
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esto ocurre, lo normal es medir la profundidad del dibujo que queda, y
de la relacion entre ésta y la profundidad original se determina la vida
del neumatico perdida debida al fallo. La férmula para convertir la vida
perdida en un arreglo en metalico es especifica de cada fabricante.

La garantia de sustitucion completa garantiza la reparacion o
sustitucion de un producto que ha fallado (o un componente del producto)
de forma que el producto quede como nuevo. Una caracteristica esencial
de una garantia de sustitucion completa es la definicion del limite de
tiempo para su aplicabilidad. Para algunos productos, esta garantia esta
en vigor durante un periodo fijo de tiempo a partir de la fecha de compra.
Ejemplos de esto son una garantia de tres afios para un coche, o una
garantia de un afio para un equipo de musica. En el caso del coche, la
frecuencia de reparacion no cambia la fecha de la garantia.

Para algunos productos, la garantia de sustitucién completa se
renueva cuando el producto es sustituido de acuerdo con la pdliza de
garantia. Por ejemplo, un equipo de musica portatil que falla antes de
su periodo de garantia de un afio puede ser sustituido por otra unidad
del producto que también esta garantizado por un afio. La mayoria de
los productos de consumo duraderos estan cubiertos por uno de los
dos tipos de garantias de sustitucion completa.

La eleccidn de qué tipo de garantia debe ofrecer la hace el fabrican-
te, y esta altamente influenciada segun la naturaleza del producto y segun
su fiabilidad. Las cuestiones relativas a los procedimientos de garantia
para los que el analisis tiene sentido incluyen la longitud del periodo de
garantia, el coste que resultard de cumplir con los compromisos de la
garantia, y la férmula que ha de aplicarse en las garantias prorrateadas.

9.1. Garantias de sustituciéon completa

La mayoria de los analistas distinguen entre productos reparables
y no reparables. Esta distincion es innecesaria si el modelo de servicio
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de garantia es suficientemente general y si el producto queda como
nuevo después de un servicio de garantia. Supongamos que la garantia
de un producto se renueva cuando tiene lugar una reparacion, y
supongamos que T, representa la duracion de la garantia de sustitucion
completa. Supongamos que para este caso, el coste de proveer la
garantia es el coste de la sustitucién del producto mas un coste de
operacion y de proceso. Supongamos que el coste resultante se repre-
senta como una proporcion, 8, del precio de venta del producto, P.
Ademas supongamos que la probabilidad de las ventas del producto
aumenta con la garantia y que esto puede modelarse utilizando:

u(T,,) = E (demanda cuando el periodo de garantiaes T, ) =u,-u,/T,,

El beneficio esperado realizado con las ventas de los productos
y los costes asociados de la garantia son:

E [beneficio] =u (T, ) (P - PE[N(T,)]) 9.1)

en donde E[N(T,)] es el nimero esperado de sustituciones de
productos, el cual esta dado por:

E[N(T)]= F(#W) -1 (9.2)

ya que el nimero de copias de unidades del producto utilizadas para
lograr una duracion de vida en exceso del intervalo de garantia es
geomeétrico con el parametro F (T, la funcion de supervivencia para
la distribucion de vida del producto, F(t). El valor esperado del nimero
de sustituciones, N(T,), es uno menos que el nimero de unidades
utilizadas. Sustituyendo (9.2) en (9.1) y tomando la derivada da:

u,P(1+38) u8Pf(T,) W SP(IE(TW)—TW f(Tw))
T F (Ty) T2F (T,)

0 (9.3)

la cual (utilizando f = z F) puede convertirse en la condicion:
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F(TW)-uzl(’ifa)mz(TW)+(1f6)TWz(TW)=(1f6) (0.4)

gue a su vez se puede resolver numéricamente para determinar el
valor 6ptimo de T,,. Notese que esta formulacion da una solucion que
es independiente del precio del producto, y depende en cambio de la
proporcion de los ingresos devueltos al cliente y del comportamiento
de fallos del producto. Debe notarse también que, con un esfuerzo
algebraico considerable, la condicion de la segunda derivada puede
ser transformada en la forma:
2u,z(T,) O Oty (T,)+72° (TW)%
ey el I b - <0 (9.5)
T.F(T,) O 7,00 F(T,) O
la cual es satisfecha por muchas distribuciones de vida, y muy
claramente cuando la distribucién de vida es IFR.

Consideremos un ejemplo. Supongamos que un producto tiene
una distribucién Weibull de vida con parametros oo = 103y = 1,5.
Entonces, suponiendo & = 0,1, u, = 40,0, y u, = 4,0, la duracion optima
de la garantia es 13,233 unidades de tiempo. Notese que, para los
parametros definidos, la vida media es del orden de 90 unidades de
tiempo, de forma que la garantia tiene una duracion aproximada de 1/6
de la vida media. También es verdad que si § = 1,25, la duracion optima
de la garantia es de 19,175 unidades de tiempo, en comparacion con
una vida media de aproximadamente 234 unidades de tiempo.
Claramente, estos resultados son la consecuencia del equilibrio entre
los costes y la duracion esperada de vida.

Consideremos ahora la situacién en que la garantia tiene una
duracion fija, durante la cual se proporciona el servicio (reparacion) de
sustitucién, pero no se extiende la duracién de la garantia. En este
caso, el coste de cumplir con el compromiso de garantia para cada
unidad del producto se define por la funcion de renovacion basada en
la funcion de distribucion de la vida del producto. Si se supone de
nuevo que la demanda depende de la duracién de la garantia tal como
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lo expresa u(T,,), la funcion esperada de beneficio es muy analoga a
la (9.1) y esta dada por:

E [Beneficio] = u(T,, ) (P - 3P M, (T, )) (9.6)

en donde M_(t) es la funcion de renovacion basada en la distribucion
de vida F. Para esta funcién la condicion de la primera derivada es:

1
lljlmF (TW)TV%I —Me (TW)TW +M; (Tw)zg (9.7)

2
y la condicién correspondiente de la segunda derivada es:

me (Tu) _ A, Y2 A (T,)<0 9.8)

-2U, T
W 0" T, O

la cual sera satisfecha por la mayoria de las distribuciones de vida de
productos. No obstante, el analisis puede ser muy complicado ya que
requiere la evaluacion de la densidad de renovacién y sus derivadas.
Usando los valores de los parametros del ejemplo anterior, y aproxi-
mando M_(t) y m_(t) por YE[T] -1/2 y 1/E[T] respectivamente, la solucion
de la ecuacion (9.7) es T, = 9,50 unidades de tiempo cuando § = 1,5,
y T,, = 15,30 cuando B = 1,25. En este ejemplo, la solucién depende
de la distribucion de vida del producto y de la aproximacion a la medida
de renovacion.

9.2. Garantias prorrateadas

La diferencia principal entre una garantia de sustitucion
completa y una garantia prorrateada es que los recursos compro-
metidos para satisfacer la garantia varian para el caso prorrateado.
Bajo una garantia de sustitucion completa el fabricante tiene que
satisfacer el coste completo del producto cuando un articulo en garantia
falla. Aunque esto puede ser una fraccion del precio de venta del
producto, sin embargo es un valor constante durante el periodo de
duracion de la garantia. En el caso de una garantia prorrateada, el
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fabricante normalmente «paga» al cliente un porcentaje del precio del
producto en garantia, y este porcentaje depende de la edad del producto
cuando falla.

La dependencia del coste de la garantia con respecto a la edad
del producto puede ser modelada haciendo que el porcentaje 6 sea una
funcion del tiempo. Una forma general razonable para esta funcién es:

3(t)=3, (1-(t/T,)") (9.9)

Esta forma permite una reduccién del valor de la garantia lineal
o no lineal, y también permite que el valor maximo de la garantia sea
una fraccion cualquiera del precio de compra. Usando esta funcion en
su forma lineal, se obtiene el modelo siguiente de seleccion de garantia:

Beneficio = u (Ty) @3 —J’OTW 3(t)Pf(Y) dt% (9.10)

Para construir las condiciones 6ptimas para este modelo
basadas en las derivadas, observamos que la derivada de la expresion
integral es:

Pf dt dt 9.11
o B o0 raE 01
y por consiguiente la ecuacion de la primera derivada para (9.10) es:
w a g
P U PEY 5(0)1() off- e D%‘iI t(dd=0 (9.12)
Tw Tw T, OO TW t

la cual se reduce a:

P(1-8,F(Ty)) U8, P
T T

2 U2 80 P TW
TV?:V .[o

[ e+ tf(tydt=0 (9.13)

0 equivalentemente:

(ul—JjoTW tf(t)dt+u, F(T,)=2 (9.14)
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El analisis general de esta derivada puede ser muy complicado
ya que normalmente requerira una integracién numérica. Utilizando
los valores de los parametros identificados previamente, y el valor
8, = 0,75, la solucion es T, = 5,06225 unidades de tiempo cuando
B=1,5,vy6,2484 cuando 3 = 1,25.

Una extension logica de este analisis la constituye una garantia
mixta, en la que el cliente recibe el 100% del valor hasta el momento
en el tiempo a partir del cual se aplica una formula de prorrateo.
Ademas, es a veces apropiado aplicar un descuento a «flujos de caja»
futuros. Se pueden definir muchas variaciones de los modelos basicos.
En todos estos casos, el método fundamental de modelado y analisis
utilizado anteriormente deberia ser aplicable. El resultado de todo esto
es un método para determinar un procedimiento para la duracion de
las garantias que tenga sentido econémico.
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A.l. Funciones gamma

Hay varias circunstancias en que el analisis de un problema de
fiabilidad implica el calculo del valor de una funcibn gamma. Como es
conocido:

r(K+1=Kl (A.1.1)
cuando k es entero. Para argumentos no enteros, se conoce menos el
hecho de que la funcidn es todavia tratable. Para calculo numerico,
una aproximaciéon numérica conveniente de la funcion gamma esta
dada por Abramowitz y Stegun [18]:

F(x+)=xI=1+a,x+a, X +a,x°  +a, x" +a; X’ +e(x) (A.1.2)
endonde0<x<1ly:
a, = -0,5748646 a, = 0,9512363
a, =-0,6998588 a, = 0,4245549
a, =-0,1010678 Ce(x)O<5x10°

Por ejemplo, T" (5,64) se calcula del modo siguiente:

T (5,64) = (4,64) (3,64) (2,64) (1,64) r(1,64) = (73,1252) (0,8986)
= 65,7122
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A.2. Funcion de la distribucién normal

Para la distribucion Normal N(u,crz), supongamos que
F(X)=P(XSX)=I_wa(U)dU y que CD(Z):F%:%% de forma que

z, =F*(y) y F(z,) = v . Entonces para calcular F(x) para x>0, se utiliza:
F(x)=1- ; (1 dy x4+, %% +dy X+ dy X* +dg X° +dg XG)_16 +e(x)  (A.2.1)
en donde:

d, = 0,04986(73) d,=0,02114(10)  d, = 0,00327(76)
d, = 0,00003(80) d, =0,00004(89)  d, = 0,00000(54)

y [e(x)d< 1,5 x 10". También, para calcular valores fraccionados, o,
con 0 < a <0,5, utilicemos:
C,+C t+c, t°

Z,_,=t- +U(a A.2.2

en donde:
c, = 2,515517 c, =0,802853 c, =0,010328
e, =1,432788 e, =0,189269 e, = 0,001308

y [e(a)0< 4,5 x 104,
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B.1. Convoluciones

Hay muchas situaciones en el estudio de modelos de probabilidad
y sobre todo en el uso de estos modelos para estudiar fiabilidad, en
gue se calcula la suma de variables aleatorias. La terminologia estandar
para la distribucion de la suma de dos variables aleatorias es que ésta
es la «convolucion» de las distribuciones de las variables incluidas en
la suma. Para verlo, consideremos un caso discreto en que:

Z=X+Y

y X e Y tienen distribuciones F(x) y G(y), para las que las distribuciones
de probabilidad son:

f(x)
f0

i

i

1A

9(y)
%
9
9,

=

N P O

N

X
0
1
2
3

en donde f +f +f,+f, = g +g,+g, = 1. Ademas, Z puede tomar cualquier
valor entero en [0,5] y el problema consiste en determinar la distribucion
H(z). Como ejemplo del calculo observemos que la probabilidad de
gque Z tome el valor 3 es:

h@)=h,=f,g,+f g,+fg, (B.1.1)
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y en general:

n(K)=3 f(ok-i) (B.1.2)
y por supuesto:

0 k 0 0
H(J)zkzo _zo f(i)a(k-i) (B.1.3)
La extensién de este método a variables continuas es directa. Si
X e Y son continuas con funciones de distribucion F(x) y G(y), la
distribucién de su suma, H(z), puede determinarse utilizando cualquiera
de las formas:

H(z)= F(z-u)g(u)du (B.1.4)

H(z)= G(z-u)f(u)du (B.1.5)

Debe observarse que para dos variables aleatorias razo-
nablemente bien comportadas este calculo no es dificil. En los casos
en que el andlisis anterior es dificil, su derivacion se simplifica a menudo
aplicando las transformadas de Laplace, como se describe més
adelante.

No obstante, notemos primero que cuando las dos variables que
integran la suma, tales como dos intervalos consecutivos de operacion
de un dispositivo, estan distribuidas independiente e idénticamente, la
distribucion de la suma es la convolucién de una distribucion (de vida)
consigo misma. En este caso, se dice que la convolucidon es una
convolucién doble y se utiliza la notacion siguiente:

H(z)=F" (x) (B.1.6)

De forma anéloga se puede sumar un namero arbitrario de
variables aleatorias, y la distribucion de la suma resultante se denomina
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la convolucién de orden r de F(x). Esto se representa de la forma
siguiente:

H(z)=F" (x) (B.1.7)

Como se muestra a continuacion, las transformadas proporcionan
el método més adecuado para resolver esta ecuacion para H(z).

B.2. Transformadas de Laplace

El andlisis directo y la evaluacion de los modelos de probabilidad
pueden ser dificiles. En algunos casos, el analisis en un espacio de
transformadas es mas factible. La transformada de Laplace es uno de
los métodos mas Uutiles para obtener formas mas manejables de las
funciones de probabilidad. Para una funcién arbitraria, por ejemplo
o(t), la transformada de Laplace se define de la forma siguiente:

o' (s)=£{o ()} =] e o(yd (B.2.1)

y como comentario, notamos que para una funcion de distribucion, por
ejemplo G(t), la transformada de Laplace-Stieltjes se define como:

*

G.(s)=[ e de()=] e g(t)dt=g (s) (B.2.2)

En general, es importante asegurarnos de que las funciones de
interés son continuas y diferenciables en el grado adecuado, para que
podamos proceder con sus definiciones y con su andlisis. Puesto que
se supone que las funciones utilizadas en los modelos de fiabilidad
representan el comportamiento real de equipos, suponemos sin mas
elaboracién que las funciones tratadas tienen las condiciones
necesarias de continuidad y diferenciabilidad.

Latransformada de Laplace tiene varias aplicaciones importantes
en el analisis de fiabilidad. En este estudio se utilizan dos resultados
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especificos para las transformadas: el teorema de convolucién, y la
relacion existente entre la transformada de una funcion de distribucion
y la transformada de su densidad. El segundo de estos resultados se
obtiene de la forma siguiente:

- J’(:f (x) dx
- Eﬁ'otf %) ole:J’ome—st J’(:f (x) dx dtsze'S‘f(x) dt dx
[ e o [eafiooo= 0“’[5 1- :SXD o=t et
Fo(9) == 17(s) (8.2.3)

S

Este resultado es a menudo muy Uutil.

Consideremos ahora la relacion de convolucion mostrada
anteriormente en ecuacion (B.1.4) A veces su analisis directo es
asequible. A menudo el uso de la transformada de Laplace hace mas
facil el analisis. Este es el siguiente:

H7(s) = £ {H) = £ F(z-u) g auff= [e™ ['F(z-u) gfu) uo
=fj’(je‘sz F(z-u)g(u) dudz :L L e F(z-u) g(u) dz du
:IOOO %’:’e-s(z—u) F(Z —U) dz%e—su g(u) du (B.2.4)

supongamos que: w =z —u de forma que dw =dz y que el intervalo
de wva defa oy

J:O%ume‘s‘*’F dw% ™ g(u)du= IF e™ g(u) du

H"(s)=F"(s) 9" (s) (B.2.5)
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La aplicacion directa de (B.2.5) implica ademas que:
H”(s)=sF"(s)G"(s) (B.2.6)

y en el caso de la suma de varias variables aleatorias distribuidas
independiente e idénticamente, la densidad de la covolucion de orden
r tiene una transformada igual a la potencia r de la transformada de la
funcién de densidad subyacente. Es decir:

{7 (0}=(F (9) (82.7)

En el Capitulo 8, se da un ejemplo de este resultado utilizando
la funcién exponencial. Otra forma de expresar este resultado es la
siguiente:

=0 (t)=£'1{FD (S) (fD (S))r"l} (B.2.8)

La relacion existente entre la distribuciéon exponencial y la
distribucion Gamma proporciona un ejemplo ilustrativo y Util de estos
resultados. Especificamente, es bien conocido que la suma de variables
aleatorias distribuida exponencialmente independiente e idénticamente
obedece a una distribucion Gamma. La derivacion de la transformada
de Laplace de este resultado conduce a las expresiones siguientes:

- )\r (829)

La derivacion de la transformada de H(t) es:
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] ) 0 . ()\t)ke_)\t ) © 0o()\t)ke—()\+s)t
H"(s) =[ e " dt—kz:rj’oe s o =Y [

A U D U N B
aes (A+s) A+s(n+s) k-rzzo(Ms)“ A+s (n+s) 1-AI(A+s)
1 N A+s_ N
CAtS(A+s) s s(A+s)

(B.2.10)

Otra aplicacion de la transformada de Laplace, que se utiliza
también en el Capitulo 8, es el analisis de la funcidén de renovacion, la
cual se define en la ecuacion (8.5) como la suma de todas la
convoluciones de una funcion de distribucion. Como se indica en aquel
punto de este estudio, la aplicacién de la transformada produce el
resultado basico expresado por la ecuacion (8.8).
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Como se ha descrito en el texto principal, el andlisis de renovacion
de los problemas de fiabilidad y de disponibilidad en los que aparecen
distribuciones Weibull es muy dificil, por que la transformada de Laplace
no existe para la distribucion Weibull. No obstante, es posible obtener
resultados basados en renovacién utilizando una relacién de
equivalencia definida por Lomnicki [17]. Los resultados obtenidos por
Lomnicki son exactos y estan basados en expansiones de series
infinitas. La aplicacion numérica de estos resultados requiere el
truncamiento de la serie, con la consecuencia de que los resultados
obtenidos son aproximados. El grado de aproximacion puede ser
variado seleccionando la regla de truncamiento. El método es un poco
complicado y se da a continuacion:

Supongamos que B es el parametro de forma de una distribucién
Weibull. Para el indice s, definamos:

y(s)=r (Bs+1)/T (s+1) endonde s = 0 (C.1)

Luego se aplica la definicion recursiva:

e () =T:i:bk(i)y(s—i) (C.2)

para k =2 0, s = k+1

Utilizando estas cantidades, se calcula lo siguiente:
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k ul Hm (C.3)

s-1 (C.4)

en donde de nuevo s > k+1
Entonces los coeficientes:
c(s)=Yofs) s =1 (C.5)
k=1

permiten la representacion de la convolucion de grado n de una
distribucion de Weibull de la forma siguiente:

()= a (). (o¢) )
y la funcién de renovacién M_(t) es:
()= 3 ¢(s)0. (o) (C.7)
en donde
o,()= 370 c8)
y
P (t)= T, e (C.9)

Notese que el grado de truncamiento de la serie infinita determi-
nara la exactitud de la aproximacion, y recuérdese que la aproximacion
numerica de la funcibn gamma escrita en el Apéndice A tiene utilidad
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en este contexto. Como ejemplo, tomemos =1,50 y calculemos los
coeficientes c(s), para s en el intervalo de 1 a 16. Para permitir la verifica-
cion, también se muestran las matrices para los valores de a,(s) y ¢,(S).

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
10000

0,0000 1,0000

0,0000 0,4110 0,5890

0,0000 01471 05836 0,2693

0,0000 0,0497 0,4033 04429 01041

0,0000 0,0163 0,2393 0,4650 0,2439 0,0355

0,0000 0,0052 01306 03790 03472 01091 0,0109

0,0000 0,0016 00677 0,3005 03881 01971 0,0419 00031

0,0000 0,0005 0,0339 02102 0,3752 02731 0,0921 0,0143 0,0008
0,0000 0,0001 00165 01392 03288 03211 01525 00371 0,0044
0,0000 0,0001 0,0079 00855 02686 03375 02114 00715 00132
0,0000 0,0000 0,0037 00545 02081 03267 0,2588 01142 0,0292
0,0000 0,0000 0,0017 00328 01547 02971 02892 01597 0,0528
0,0000 0,0000 00006 00193 01112 02571 03011 0,2021 0,0830
0,0000 0,0000 0,0000 00110 00778 02137 02963 0,2367 01173
0,0000 0,0000 0,0000 0,0065 0,0530 01720 02785 0,2605 0,1525
0,0000 0,0000 0,0000 00034 00353 01347 02521 02725 01855
k=9 k=10 k=11 k=12 k=13 k=14 k=15 k=16

0 0,0002

10 0,0013 0,0000

11 0,0043 0,0003 0,0000

12 0,0106 0,0013 0,0001 0,0000

13 0,0215 0,0035 0,0004 0,0000 0,0000

14 00375 0,079 00011 0,0001 0,0000 0,0000

15 0,0586 0,0151 0,0026 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000

16 10,0837 0,0258 0,0055 0,0008 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000

Matriz de coeficientes a,(s)  para B=15
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s k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
0
1 10000
2 0,0000 0,5890
3 0,0000 0,2638 0,2693
4 0,0000 0,0974 02777 01041
5 0,0000 0,0334 01974 01753 0,0355
6 0,0000 00111 01197 01878 0,0845 0,0109
7 0,0000 0,0036 0,0665 01630 01220 0,0340 0,0031
8 0,0000 00011 0,350 01252 01382 0,0622 0,0120 0,0008
9 0,0000 0,0004 0,0177 00887 01351 0,0870 0,0266 0,0038
10 0,0000 0,0001 0,0087 00594 01196 01033 0,0444 0,0099
11 0,0000 0,0000 0,0042 00382 0,0987 01095 0,0620 0,0193
12 0,0000 0,0000 0,0020 00237 0,0771 01068 0,0764 0,0310
13 0,0000 0,0000 0,0009 00144 0,0578 0,0978 0,0860 0,0436
14 0,0000 0,0000 0,0002 0,0085 0,0419 0,0853 0,0901 0,0555
15 0,0000 0,0000 0,0000 00048 0,029 00714 0,0892 0,0653
16 0,0000 0,0000 0,0000 00028 0,0205 0,0578 0,0843 0,0723

s k=9 k=10 k=11 k=12 k=13 k=14 k=15 k=16
0,0002

10 0,0011 0,0000

11 0,0033 0,0003 0,0000

12 0,0074 0,0010 0,0001 0,0000

13 10,0134 0,0025 0,0003 0,0000 0,0000

14 00212 0,051 0,0008 10,0001 0,0000 0,0000

15 10,0300 0,090 0,0018 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000

16 00393 00141 0,0034 0,0006 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
Matriz de coeficientes ¢, (s)  para P=15
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1 100000 5 044172 9 035943 13 0,31643
2 058905 6 041403 10 0,34660 14 0,30811
3 053309 7 039225 11 033530 15 0,30317
4 047920 8 037443 12 032576 16 0,29374

Coeficientes ¢ (s) para f =15
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1. COHERENCIA. Un sistema de componentes es coherente
si: (a) su funcion de estructura no es decreciente con respecto al vector
de estado de los componentes, y (b) cada componente del sistema es
relevante.

2. DISPONIBILIDAD. Ladisponibilidad (puntual) de un dispositivo
es la probabilidad de que funcione en cualquier instante de tiempo.

3. DISPONIBILIDAD LIMITE. La disponibilidad limite de un
dispositivo es el limite matematico de la funcion de disponibilidad puntual.

4. DISPONIBILIDAD MEDIA. La disponibilidad media de un
dispositivo a lo largo de un intervalo de tiempo es la integral de la funcion
de disponibilidad en dicho intervalo, normalizada por la longitud del mismo.

5. DISPONIBILIDAD MEDIA LIMITE. La disponibilidad media
limite de un dispositivo es el limite matematico de la funcién de
disponibilidad media.

6. DISTRIBUCION RESIDUAL DE VIDA. Esta es la distribucion
de las vidas residuales de dispositivos de una edad determinada
pertenecientes a una muestra dada.

7. FIABILIDAD. Probabilidad de que un dispositivo funcione
de forma adecuada a lo largo del tiempo, cuando se utiliza en el entorno
para el que fue disefiado.
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8. GARANTIA PRORRATEADA. Un compromiso de que en
caso de fallo antes de la expiracién del periodo de garantia, el fabricante
«pagara» al cliente una parte del precio del producto garantizado, y la
proporcion a pagar dependera de la edad del producto en el momento
del fallo.

9. GARANTIA TOTAL DE SUSTITUCION. La garantia de
reparar o sustituir un producto que ha dejado de funcionar (o un
componente del producto), para lograr que el producto resultante sea
tan bueno como nuevo.

10. INDICE CONSTANTE DE FALLOS. Una distribucion de vida
se considera una distribucion de indice constante de fallos (CFR) cuando
la derivada de su funcién de riesgo es siempre cero.

11. INDICE CRECIENTE DE FALLOS. Una distribucion de vida
se considera una distribucion de indice creciente de fallos (IFR) cuando
la derivada de su funcion de riesgo es siempre no negativa.

12. INDICE DECRECIENTE DE FALLOS. Una distribucion de
vida se considera una distribucion de indice decreciente de fallos
(DFR) cuando la derivada de su funcién de riesgo es siempre no
positiva.

13. NUEVA MEJOR QUE USADA. Una distribucion de vida se
considera nueva mejor que usada (NBU) cuando la probabilidad
condicional de supervivencia de la distribucion es menor que la
probabilidad inicial de supervivencia, cuando ambas se evaltan a lo
largo de un intervalo de duracion arbitraria.

14. NUEVA PEOR QUE USADA. Una distribucion de vida se
considera nueva peor que usada (NWU) cuando la probabilidad
condicional de supervivencia de la distribucion es mayor que la
probabilidad inicial de supervivencia, cuando ambas se evaltan a lo
largo de un intervalo de duracion arbitraria.

213



214

FIABILIDAD

15. PROCESO DE RENOVACION. Un proceso de renovacion
es una secuencia de variables aleatorias no negativas, independientes
e idénticamente distribuidas.

16. RELEVANCIA. Un componente de un sistema se considera
irrelevante a la estructura si la funcion de estructura es constante con
respecto al valor de estado del componente. De otro modo, el
componente es relevante a la estructura.

17. SISTEMA k-de-n. Un sistema k-de-n es aquél en que el
funcionamiento de k cualesquiera de sus n componentes asegura el
funcionamiento adecuado del sistema.

18. SISTEMA PARALELO. Unsistema en que el funcionamiento
adecuado de cualquier componente asegura el funcionamiento del
sistema.

19. SISTEMA SERIE. Un sistema en el que todos los
componentes deben funcionar adecuadamente para que el sistema lo
haga.
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