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Primera Parte

Teoria de Conjuntos

La teoria de conjunto comienza con dificultades desde la misma definicién de conjunto.

Definicion de conjunto: Llamamos conjunto a una coleccion de objetos y a los objetos
que la forman se les llama elementos del conjunto.

Al decir que el conjunto es una coleccion de objetos, lo que estamos es utilizando un
sinébnimo para designar la palabra, por lo tanto el propio término conjunto esta no defi-
nido. Lo mismo sucede con la definicién de Universo.

Llamamos Universo al conjunto que en un momento dado es usado como marco de
referencia para formar conjuntos.

Esta definicion es dificil de hacerla en forma que a todos satisfaga. La experiencia, ha
probado que tratar de dar una definiciéon de conjunto y de universo traera mas perjui-
cios que beneficios.

Los conjuntos pueden ser representados o descritos de dos formas:

- Por enumeracion en donde se dan explicitamente todos sus elementos.

Ejemplos:

a—A={a,e1,0,u}

b-B=1{0,1,2,3,4,5}

¢ — G = {Ecuador, Colombia, Venezuela, México}

- Por comprension en donde sus elementos estan dados en forma implicita mediante
una relacion o frase que los describa.

Ejemplos:

a— A = {Lasvocales} = { x/x es una vocal}
b—B = {x/x = 2K, K I Z} ntimeros enteros pares
¢ — G = {Paises Latinoamericanos}

Algunos conjuntos conocidos en matematicas:

a- Digitos = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b- Naturales o enteros positivos.

N=1{1,23,4,5,6, ...}
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La escuela Francesa considera los naturales incluyendo el cero, no asi la escuela Ameri-
cana que lo denota como el conjunto de los enteros no negativos.

N* =7+=1{0,1,2,3,4,5...}

c- Enteros 7Z = {....... -3,-2,-1,0,1,2,3,.....}
Enteros impares = {x/x = 2k+1, k€Z}

d- Racionales = Q = {x/x = p/q, p, q€Z (q#0)}
Irracionales = I = {conjunto de niimeros que no pueden expresarse como fraccio-
nes}
I={x/x"'p/q, p, q€Z (q#0)}

Ejemplos: m,V2, e, ... son irracionales
e- Reales = R = {unio6n de los nimeros racionales e irracionales}
La representacion grafica de este conjunto es una linea recta.

| |
| | >
(6] X

f- ¢Coémo usted denotaria al conjunto de los nimeros primos por comprension?

Veremos algunos conceptos de la Logica Matematica que nos permitan trabajos indis-
tintamente con frases y expresiones.

Definiciones de Proposicion: Una expresion que sea verdadera o falsa, pero no
ambas, la llamaremos una proposicion.

Veamos algunas expresiones:

a- 3+ 8 menor que 2 + 10

b- Los nimeros primos son divisibles sélo por 4 nimeros.

c- Elfenémeno de “El Nifo” es un fenémeno bursatil.

Estas expresiones pueden ser verdaderas o falsas, pero no ambas cosas a la vez.

Luego si p es proposicion ella cumple con la tabla p = O (F) o p=1(v), denotando a 0
como falso (F) y 1 como verdadero (V).

Operadores logicos

Negacion : La negacion es un operador logico que cambia el valor de verdad de una
proposicion. A este operador se le designa con el signo  ~p que significa negar el valor
de la verdad de la proposicion p.
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Tabla de verdad del operador negacion:

p ~P
\Y F
F Vv

Algunas negaciones mas comunes:

Todos ............ algunos ........ no
Algunos ......... ningunos
Para todo ........ existe al menos uno

Conjuncion: La conjuncién se denota por el simbolo A (y) es un operador de relacion
de dos proposiciones de forma que su resultado sea verdadero s6lo cuando ambas pro-
posiciones sean verdaderas.

1abla de la verdad de la conjuncion

P q a4
\% \% V
\% F F
F \% F
F F F

Disyunciéon: La disyuncién es un operador logico denotado por V (o) y relaciona a
dos proposiciones dando un valor de la verdad falso sélo cuando ambas proposiciones
sean falsas.

1abla de la verdad de la disyuncion

P q PV
\Y \Y \Y
\Y F \Y
F \Y \Y%
F F F

Proposiciéon condicional: Proposicion que resulta de unir a dos proposiciones y que
tendra un valor de verdad falso solamente cuando el antecedente p es verdadero vy el

bEEN1Y

consecuente q es falso, se denota p=> ¢ vy se puede leer: “Si p, entonces ¢, “p s6lo si ¢;

bR EN1Y

“basta p para que ¢”, “¢gsia’, “gyaquea’.
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Tabla de la verdad de la condicional

V4 q b =q
|4 |4 V
V F F
F |4 V
F F V
Proposicion bicondicional:
Tabla de la verdad de la bicondicional
b e | peyg
\Y% \Y% Vv
\Y% F F
F \Y% F
F F Vv

Operadores con conjuntos:

Interseccion de dos conjuntos:

Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera, entonces definimos el conjunto interseccion y se

denota ANB como ANB = {x/x EA Ax€EB}

Conjunto vacio:

El conjunto vacio que denotaremos por A es el conjunto que no tiene elementos. Po-
demos decir que:
o = {x/x EA vxEA}

Unioén de los conjuntos:

Sean Ay B dos conjuntos, entonces definimos el conjunto A uniéon B, que denotaremos
por A U B como sigue:

AUB = {x/x €A v xEB}
El concepto de conjunto se prepara desde los primeros grados iniciando con el conjunto

de los nimeros naturales, también en la geometria se utilizan constantemente los con-
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ceptos de conjuntos, definiéndose los objetos geométricos como conjunto de puntos: la
circunferencia, la mediatriz de un segmento como conjunto de todos los puntos equidis-
tantes de los puntos extremos del segmento, la bisetriz, etc.

En la sistematizacion de tridngulos se pueden ver los diagramas tales como:

Triangulos
Equilateros
Isosceles

La teoria de conjuntos trabaja sobre el desarrollo de la capacidad de los alumnos para
descubrir lo esencial, el nicleo y separarlo de lo no fundamental matematico.

Ejemplos:
1. Simplifique la fracciéon: 35/56

Sea M, el conjunto de dos divisores de 35 y M, el de los de 56, entonces nuestro proble-
ma sera encontrar la intersecciéon de ambos conjuntos:

M, ={5,7}

M, =1{2,4,8, 14,7, 28}

M, N M, = {7} lo que implica 35/56 =5/8

2) a) Determinar el punto de interseccion de dos rectas 1, y T,
M =r = {x/x€r } r1 = recta 1

M, =r,= {x/x€r,} r, = recta 2

M N M, = {x/xIr, yxIr, } = {p}

b) Resolver el sistema de ecuaciones 3x + y =7
5x—y =18
que es equivalente a la planteada en a)

M = {x/y=-3x+7}

M, = {x/y = 5x - 8}
M G M, ={(15/8,-11/8) }
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3) Construir un rombo de angulos iguales.

M, = {rombos}
M, = {rectangulos}
M, ¢ M, = {cuadrados}

Paradoja: Una paradoja es una proposicion que no es ni verdadera ni falsa a la vez.
Veamos dos ejemplos, uno teodrico y el otro aplicado a la vida.

a. Paradoja de Beltran Rusell
“Exuste el conjunto de todos los conjuntos que no se pertenecen a st mismos”™.

b. Paradoja del Peluquero
“Existe en un pueblo el Peluquero que corta el cabello a todos aquellos que no se cortan el cabello
a st mismos”.

El problema aqui esta en ver si el conjunto de todos los conjuntos se pertenece o no, en

el caso a, o st el peluquero se corta el cabello a si mismo, en el caso b. En ambos casos
siempre se llega a un absurdo.

Definicion de subconjuntos:

Sean A y B dos conjuntos, diremos que A es un subconjunto de B y lo denotaremos A
C B si para toda x que pertenece a A se tiene que x también pertenece a B. Es decir,
todos los elementos de A son también de B.

Definicion de complemento de un conjunto:

Sea U el conjunto Universo y A C U, definimos el complemento de A , que denotaremos
como A' al conjunto:

Al = {X/X%A y x€U}

Ejercicios:
1) Demuestre que A—B = AN B!

Sea x € A-B = XEA y x¢ZB
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XE€Ay XE€B!

Luego A-B & ANB!

Sea X € ANB'= X€A y X €B'= X€Ay X&B

Luego ANB1 I A-B

Y llegamos a  ANB1 € A-B

2) Demuestre que si una condicional es cierta, p=>q, sureciproca ~ p=> ~ q puede
que sea o no verdadera.

Veamos la tabla de la verdad.

P q r=q | ~P| ~q ~p= g
V V Vv F F \%
A% F F F V A%
F \% A% A% F F
F F A% Vv V \%

3) Demuestre que el conjunto de los nimeros enteros es un subconjunto de los nameros
racionales.

Sea x€Z, existe a = xb donde a,b€Z/x = a/b

Luegox € Q.

7€ Q
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4) 46 estudiantes escogen los idiomas que desean aprobar en sus estudios universitarios.

4 alumnas estudian solo francés
4 alumnos estudian aleman e inglés

Hay igual niimero de alumnos y alumnas que estudian solo inglés. No hay alumnos que
estudian francés y alumnas que estudian aleman.

Hay 12 estudiantes que no eligen ningtn idioma
10 alumnas estudian francés.

El nimero total de alumnos excede al de alumnas en 2.

Hay igual nimero de alumnos y de alumnas que estudian idiomas.

a) ¢Cuantos alumnos estudian idiomas?

b) ¢Cuantos estudiantes eligen solo inglés?

c) Cuantas alumnas no eligen el idioma que van a estudiar?
d) ¢Cuantos alumnos estudian sélo aleman?

Alumnos que estudian idioma = Alumnas que estudian idiomas
4+6+x=4+x+7Z

Z = 6 alumnos que estudian aleman

46 estudiantes estudian idiomas

4+6+x+4+x+72=46

X = 13 alumnas y alumnos que estudian inglés

Alumnas = 2 + alumnas

12-y+4+6+x+2=4+x+72+y a) =23
y = 7 alumnos que no eligen idiomas b) 26
12 —y = 5 alumnas que no eligen idiomas )=
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Diagrama de Venn

Alumnas Alumnos
12-y Aleman
X 4 z
4 6 X
y
Francés Ingles

5) En una industria se produce con una tasa de 100 articulos por hora de los cuales pa-
san al control de calidad 60. El resto presenta fallas tipos A, By C, que se repartieron
del modo siguiente:

8 articulos con fallas del tipo A y del tipo B.
12 articulos con solo fallas del tipo A.
3 articulos con fallas de los 3 tipos

5 articulos con fallas de tipos Ay C.
2 articulos con solo fallas del tipo By C.

El nimero de articulos que tuvieron una sola falla del tipo B o C fue el mismo.
1) ¢Guantos articulos tuvieron fallas del tipo B?
2) ¢Cuantos articulos tuvieron una sola falla?

6) Encuentre todos los nimeros naturales X que cumplen las condiciones siguientes en
forma simultanea.

a) 100 <X <1000

b) x esimpar
¢) lasuma de las cifras basicas es 25.
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Sea el namero X = abced

Donde b,c € [0,9] son digitos cualesquiera
a€[0,1] sta =1 entonces b=c=d= 0y no se cumple con la paridad.
a=0

Ahora b+c+d =25

Perod € { 1, 3, 5, 7, 9} nimero impar
Sid =1 entonces b + ¢ = 24 no es posible
d=2 b+ ¢ =23 no es posible
d=3 b+ ¢ =22 no es posible
d=5 b+ ¢ =20 no esposible
d=7 b+c=18

Entonces b=9yc=9

el nimero 997

d=9 b+c=16

entonces b=8y ¢=8
el niimero 889

b=9y c¢c=7

el nimero 979

b=7yc=9

el nimero 799

Solucion {779, 889, 979, 997}

7) Si 3 veces el mayor de 2 nimeros dados es igual a 4 veces el menor de los 2 y si la

diferencia entre ellos es 8, entonces, ;Cual es el mayor?

8) Se hizo una entrevista a 885 amas de casa y se encontr6 la siguiente informacion
sobre la programacién de TV

600 veian noticieros

400 veian series policiacas
620 velan programas deportivos
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195 veian noticieros y series policiacas
190 veian series policiacas y deportivas
400 veian noticieros y deportivas.

Y todos ven al menos uno de estos tres programas.

Determinar cuantos de las entrevistados ven los 3 tipos de programas mencionados.
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Teoria de Funciones

En el tema anterior estudiamos la Teoria de Conjuntos y ahora estudiaremos las rela-
ciones que pueden existir entre los elementos de los conjuntos. De esta forma tenemos
algunos ejemplos de conjuntos que se relacionan.

Conjunto A Conjunto B

a. Paises en una olimpiada Nuamero de medallas obtenidas por cada pais

b. Miembros de una familia Ocupacion laboral de cada miembro

c. Letras del alfabeto Conjunto de ntimeros naturales

d. Valor de una variable Probabilidad de que esa variable tenga ese valor

Pueden verse de esta forma muchos ¢jemplos mas de RELACIONES entre los elemen-
tos de dos conjuntos.

Definicion de Producto Cartesiano

Dados dos conjuntos A y B definimos el producto cartesiano de A con B, denotado por

AxBdelaforma:AxB = {(ab)/a€AybEB}

Los elementos del par ordenado son parejas ordenadas en donde el primer elemento
pertenece al conjunto A 'y el segundo elemento pertenece al conjunto B.

El producto cartesiano puede denotarse de varias formas.

a) Si el conjunto consta de un nimero finito de pares ordenados, entonces se puede
expresar en forma enumerativa. Ejemplo:

AxB=1{(3,2),(1,2), 4,-5)}
NxM={(a,l),(h2)}

b) Silos pares ordenados satisfacen una o varias expresiones matematicas, entonces se
pueden expresar en forma comprensiva. Ejemplo.

AxB={(xy)/3x+2y=5}

L={&xy)/2x-y<0,xty =1}
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C={ oy /x+y2=4)
c) Sise define mediante una grafica en el plano de coordenadas cartesianas.
Definicion de funciones

Una relacion £ & A x B es una funcién de A en B siy solo si se satisface la siguiente
condicion:

“dos parejas diferentes de f no tienen el mismo primer elemento”

Una definicion mas clasica plantea “si a cada elemento de A le hace corresponder uno
y solo un elemento de B”.

El conjunto A se le llama dominio de definiciéon, dominio o conjunto de partida y al con-
junto B se le denomina codominio, conjunto de llegada, conjunto de imagenes o rango.
A los elementos de B producidos por la aplicacién de la relaciéon a algin elemento de A
se les llama valor de la funcion o imagen del elemento de A en B.

R: A->b: x€A, yEB/y=1x)

f: es la funcion

x: argumento o variable independiente
y: imagen de x por f o valor de la funcion

Ejemplos:

l. Seat€->F :x€LE yEly=/x/

Asi definimos una funcién pues esta asegurado que a cada elemento de los reales x le
hace corresponder su valor absoluto, tinico de los reales positivos.

Dominio: R Codominio : R*

2) Sea L el conjunto de los triangulos y I' el conjunto de los reales positivos que repre-
sentan el area de dicho triangulo.

Dominio: E Codominio: R*
3)Seaf: IR ->R:f={(xy):x€[-2,2],y =x*}

Dominio : [-2,2] Codominio = [0,4]
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4. Sea f : X ->Y, donde x es el conjunto de todos los estudiantes de un colegio que se
llaman Bolivar y que estan entre 13 y 15 afios de edad y sea Y el conjunto de tres ele-
mentos que constan de los estudiantes llamados Bolivar y que sean los mas altos de sus
edades respectivas. La funcion asigna a cada x el Ginico y (mas alto) de aquella edad.

3x
(X - 2><x +5>

denota un nimero real

5. La funcién

sty solo si (x-2) * (x+5) = 0; por lo tanto:

Dominio: Nameros reales menos el 2y el =5
Imagen: Reales.

Formas de representar las funciones:

Las formas mas importantes de representar las funciones son la Tabular, la Analitica y
la Grafica.

Tabular.- Consiste en la representacion de una funciéon mediante una TABLA

Analitica.- Cuando la representacion de las magnitudes estan relacionadas entre si por
una ecuaciéon o formula.

Grafica: Cuando la representacion se hace mediante el grafico de la relaciéon funcional.

Tipos de Funciones:

Funciones Inyectivas

Una funcién f: A -> B es inyectiva si y solo si se satisface la siguiente propiedad:
Si #a # b entonces fla) # {(b)
Nota:

»  Una funcién no es inyectiva si un elemento de su imagen esta relacionado con dos
elementos de su dominio.

* Sia'b entonces fla) # f{b) puede expresarse también en su contrarreciproca que es
otra forma de expresar la definicion de funcion inyectiva: si fla) = f{b) entonces a = b.
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* Sial trazar una recta perpendicular al eje de las y, ésta corta al grafico de f en un
solo punto es inyectiva.

Funciones Sobreyectivas

Una funcion f: A -> B es sobreyectiva si y so6lo si se satisface la siguiente propiedad: Para
todo b € B existe a € A tal que fla) = b.

Nota:
- Una funcién sobreyectiva se caracteriza porque el codominio (conjunto de llegada o
rango) coincide con la imagen de la funcion.

- Una funcién puede ser sobreyectiva y no ser inyectiva.

- Para afirmar si una funcion f: a - > B es sobreyectiva se tiene que indicar el conjunto

de partida de A y el de llegada de B.
Definiciéon de Funcion Biyectiva
Una funciéon f: A -> B es Biyectiva si y solo si:

a) f esinyectiva
b) f essobreyectiva

Ejercicios:

1) y = xesuna funcién inyectiva, sobreyectiva y biyectiva
9) y =+ xes una funcién inyectiva

3) y=/x/ no esinyectiva pues f{-2) = f{2) = 2

Esta funcién, valor absoluto, f: R -> R*

Es sobreyectiva, aunque no es funcion.

9 SIA={123}yB={234}

a)f, = { (a,b) / b es el siguiente de a } es una funcion, es inyectiva, sobreyectiva y por
supuesto biyectiva. Dominio: { 1,2,3 } Codominio : { 2,3,4 }

o) f,=1{(1,2),(2,2) } es una funcién, no es inyectiva ni sobreyectiva.
Dominio: { 1,2} Codominio: { 2 }
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d) f,=1{(1,4),(3,2) } es funcion inyectiva
Dominio: { 1,3} Codominio: { 2,4}

£

e) f,=1(1,2),23),(3,3)} esuna funcién, no es inyectiva ni sobreyectiva.

Dominio = {1,2,3} Codominio = {2,3}

15 =1{(1,2),(2,3),(3,4), (3,3)} no esuna funcién dada que el elemento 3 le corres-
ponden 2 imagenes, no es inyectiva, pero si es sobreyectiva.

Dominio = {1,2,3} Codominio = {2,3,4}

5)S1A=1{2,45} yB={xyy}sealarelaciony = {(a,b)/b =xsiaesprimoyb =ysia

es par}
Esta relacion no es funcion, no es inyectiva, pero es sobreyectiva.
Dominio = {2,4,5} Codominio = {x,y}
5) St A = {digitos} y B = {enteros del 0 al 10}
a)j = A=B j = {(x,y)/y = 0sixes par, y= 1 si x es impar}

es funcidn, no es inyectiva, ni sobreyectiva.

Dominio = {digitos} = Codominio = {0,1}
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6) SeaA={-2,-1,0,1,2} yB={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} la relacion h (x) = x* es funcion,
no es inyectiva, ni sobreyectiva

7) Sea A= {0,1,2,3,4,5}, B = {1,2,3,4,5,6} sea g={(a,b)/g(a)=b=a+1}

Es funcién biyectiva

Grifico de las funciones

La funciéon cuadratica.

a)Seaf:R R/j(x)=ax’+bx+c
lugar geométrico parabola
Completando el cuadrado tenemos:
Jx)=ax+b} (b’ _dac)

2a 42°

[J(x) + b*—4ac] =a[x+b ?]
4a2 2a

Nota: La forma canénica, (y —y,) = 4 p (x-x,)°
Vértice de la parabola (x , y )
Foco (distancia focal) p
Eje de simetria paralelo al eje y
Si el coeficiente del término cuadratico tiene signo po-
sitivo la parabola abre hacia arriba.

Ejemplos:

1) Dada la funcién y = 2x* — 4x + 7 haya un bosquejo de su grafica.

y=2x*-2x+1)+7-2 completando el cuadrado
(y-5) = 2(x* = 2x + 1)
y=9)=2Kx-1)
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Podemos concluir que:

Vértice de la parabola = (1,5) M
Distancia focal = [
Eje de simetria =y
Abre hacia arriba (1,5

2) Dada la funcién y = x* — 9 haga el bosquejo de su grafico.

y=x>—9 YA

(y+9) =x*
Vértice (0, -9) -3 3
Distancia focal [J >
Eje =y

Abre hacia arriba

(Oa -9)
x]1=3; x9=-3

Los ceros de la pardbola  x*~9 =10

3) y=-2x"+8x+4

y=-2(x*—4x)+ 4
y=2x—4x+4)+4+38
y=-2(x 22+ 12 y -12 = -2x — 2)

Vértice (2,12)

Distancia focal = [ ]

Eje de simetria =y

Abre hacia abajo

Los ceros x, = 4,8, x, = -0,82
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La ecuacion cuadratica de dos variables

Sea
AX2+By2+Cx+Dy+E: 0

Cumple las siguientes particularidades

a) SiA=DB =1 estamos en presencia de una circunferencia o un conjunto vacio.
x*+ Cx+y*+ Dy =-E

Completando el cuadrado

[x+c] *+ [y+D]* = D2+ C* -E
2 2 4

Centro de la circunferencia en (- C/2, -D/2)

Radio de la circunferencia r> = D>+ C2— E
4

En general cuando A = B es una circunferencia.

b) SiAvy B tienen igual signo estamos en presencia de elipse, por el procedimiento del
completamiento del cuadrado se obtiene:

Centro de la elipse [-C, -D]
2A 2B

Semi eje sobre x a’= [-E+ C?/4A +D?%/4B] /A
Semi eje sobrey b?= [-E+ C?*/4A +D?/4B] /B

c) Si Ay B tienen signos diferentes estamos en presencia de una hipérbola y se cum-
plen las férmulas anteriores.

d) SiA=006B =0 estamos en el caso estudiado de la parabola.
Ejemplos:
1) Identificar la curva cuya ecuacion es x* —4y? = 6x — 16y + 29 =0

Alser A=1 # B= -4y con signos diferentes estamos en presencia de una hipérbola.
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La ecuacién canodnica de la hipérbola sera:

x—3? + (y+2)=
+ 36 9

Centro de la hipérbola (3,-2) A
Eje sobre las x = 6

Eje sobre lasy = 3
Se abre sobre eje de las 'y ™ /

<

2)  Determine el lugar geométrico de la ecuacion dada por
4x* +4y* + 32y —40x + 20 =0

Circunferencia con férmula (x — 5)* + (y + 4)* = 36

Centro en (5, — 4)
Radio =6

3) Determine los lugares geométricos que representan las ecuaciones:
a) x>+y?—8x—2y+12=0

b) x*+4x—6y +y*=-24

c) 2y*—20y—2x+201=0

Problema grafico de la programacion lineal

El problema de la programacién lineal se define como:

Encontrar el conjunto solucioén de las variables que maximicen o minimicen la funcién
objetivo lineal.

Max.oMin. Z=C X +C,X,+C, X, +..+C X
Sujeta a un conjunto de m restricciones lineales, del tipo de inecuaciones.

X, 2 05%, 205 x,%0

a, X, a,Xx, F ol a X {<:>} bl
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Veremos el problema en su soluciéon grafica.

1) Encontrar el valor de la produccién de los productos (en toneladas) x, y x, que maxi-
micen la funcién objetiva de ganancias max 7 =5 x, + 4x, y que satisfagan las
restricciones de consumo material y demandas siguientes:

Consumo de materia prima (ton) bx, +4x, <24
Consumo de combustible (ton) x, +2x, =6
Producir mas de 1 ton. de x, x 2 1
No producir mas de 2 ton de x, X, =2
Restricciones
1 6x +4x, =24
2. x, +2x, =6
3. x > 1
4. x, =2

Funcion objetiva:

ox, + 4X2=4O
x,=0 x,=10 Xy 4
x2:0 x, =8

Funcion Objetiva

11C

La soluciéon 6ptima se da en la interseccion de las restricciones 1y 2.
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X, = 3 ton del prod. 1
X, = L.5 ton del prod. 2

Max. Z=5(3)+4(1,5) = 15+ 6 = s/.21 Ganancia maxima.
Ejemplo de programacién no lineal.

1) Encuentre la solucion 6ptima al problema:

Max. 7Z = 3x1 + 5x2

Sujete a: x1 <4
9x* + 5x%, < 216
x =2 0

1
X >
5 = O
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Probabilidad y los Conjuntos

Supongamos un experimento cuyo resultado no se conoce de antemano. Sea E el espa-
cio muestral del experimento o conjunto de todos los posibles resultados, a los resultados
posibles les llamaremos elementos o sucesos elementales.

Sea  E={E.,LE, ... E }

E — espacio muestral
Ei — suceso elemental o evento

Ejemplo: Suponga que el experimento es una carrera de caballos numerados del 1 al 4.
El espacio muestral lo consideraremos el ordenamiento de los lugares en la carrera. Asi
por ejemplo si la carrera puede tener un elemento que sea (4,1,3,2) es decir el caballo 4
llegb en primer lugar,....., el caballo 2 llego en el tltimo lugar.

E = Espacio muestral = { todos los ordenamientos de 1,2,3,y 4} cualquier subconjunto
de E se conoce como suceso elemental o evento. Si el subconjunto del espacio muestral
es:

S = {todos los resultados de E que comiencen con 1 }

Entonces S significa todos los eventos en que el caballo 1 llegue de primero.

DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD

La probabilidad es un niimero que se le hace corresponder a cada evento S del espacio
muestral y que cumple las condiciones:

Hp(@S) €01 , 0= p(S) =1
2)p (E) = 1, la probabilidad del espacio muestral es 1.

3) para cualquier secuencia de eventos mutuamente excluyentes A, A, ..... se cumple:
e}
pA, UA, UA U..) = Y pA
=1

Existe otra definicién de probabilidad que plantea:

La probabilidad de un suceso o evento S esta dada por la relacion:
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Casos favorables Casos posibles
a la existencia del en todo el experimento
suceso.

En el calculo de los casos favorables y los posibles intervienen las formulas de las permu-
taciones, variaciones, combinaciones,... segiin sea cada caso. También se involucran las
operaciones con conjuntos, union, interseccion, complemento, etc.

Ejercicios:

1. Una obra de cuatro tomas se coloca en el estante al azar, calculemos la probabilidad
de que los tomos queden en orden, ya sea de derecha a izquierda o de izquierda a
derecha.

Espacio muestral = conjunto de los casos posibles
E =P, =4,3,2,1=4!=24(factorial 24 casos)

Casos favorables = Es el conjunto de ordenamiento en orden directo o inverso
={(1,2,3,4), (4,3,2,1)} 2 casos
probabilidad = 2/24 = 1/12

2) 7 personas toman un elevados en un edificio de 10 pisos, calculemos la probabilidad
de que todos se bajen en pisos diferentes.

LEspacio muestral = Todas las posibles formas de descender
7 personas en 10 pisos

= Variaciones con repeticion
= VR " =107 elementos

Casos favorables = Variaciones sin repeticion de 10 elementos tomados 7 a 7 sin repe-
ticiébn = 10!/3!
La probabilidad pedida sera:

P=V"/ VR'=0181444
3) Un tirador hace blanco en el 80% de sus disparos y otro tirador hace blanco en el

70%. Silos dos hacen el mismo nimero de disparos, calculemos cudl es el porcentaje de
los disparos en que es alcanzado el blanco.
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Sea:

A = suceso de que el primer tirador haga blanco.

pA) =08
B = suceso de que el segundo tirador haga blanco
pB)=0,7

Suceso de que alguno de los tiradores haga blanco sera A U B
pAUB) =p(A)+pB)-p(AUB)
Encontremos p (AN B) =p (A) +p (B/A) = p (B) p(A/B)

Pero p(A/B) = p(A) puesto que el primer jugador no depende del otro para hacer el
blanco.

pANB) =pB),pA)= 0,7x0,8=0,56
Luego
p(AUB) =0,7 +0,8-0,56 = 0,94

E1 94% de los disparos alcanzan el blanco.
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Teoria de las Probabilidades

Probabilidad como funcion:

Definamos una funciéon cuyo Dominio sea X el conjunto de los posibles resultados que son
aleatorios, es decir que suceden segin una determinada posibilidad que esta relacionada
con un valor del intervalo [0,1]. A todos los X € X se les llama variables aleatorias debido
a que representan el resultado de una actividad que es aleatoria. El Codominio de esta
funcién sera el intervalo [0,1] y a sus valores le llamaremos la probabilidad o la ley de
densidad de la variable aleatoria X.

S X =[0,1] {—eslafunciéon de probabilidad o de densidad de la variable aleatoria X.
Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas:

Discretas: cuando toma uno de los posibles valores.

X5 X,y «eey X o Y S€ CUmple ques
e}
Y. p(x,)=1,donde p (x)es la probabilidad de xi
i=1

Ejemplo X = {1,2,3} conp (1) = Y4; p(2) = 1/3

Luego como p(1) + p(2) + p(3) = 1, entonces p(3) = 5/12

Una variable aleatoria discreta asume a lo mas un conjunto numerable de posibles va-
lores, es frecuente que se analicen variables aleatorias cuyo conjunto de valores sea un

ntervalo.

Continua: Una variable aleatoria x se dice que es continua si su funcién de probabili-
dad o de densidad es continua y el valor de la probabilidad de x viene dado por:

px< = o f(dt

S (t) es la funcion de probabilidad o densidad y p (x < t) = f1(t) es la funcién de distribu-

ci6n o funcién acumulada.

Ejemplo: Sila funcién de densidad de probabilidad de x esta dada por

fix) = {3){2 st 0< x<1

0 en caso contrario
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Cuadl sera el valor esperado de x.
Ex= [\ [xdx= ] 3xdx=3/4
VARIABLES ALEATORIAS:

Distribuciéon uniforme

La distribucién uniforme tiene la funcion de densidad probabilistica siguiente:

1
JSx) = b—asia< x<b

0 en otro caso

(Ia probabilidad de que la variable aleatoria
1 = x esté fuera del intervalo [a,b] es cero y dentro del inter-

valoes I\ (b-a)

a h *

T
)

La funcién de distribucion acumulada se expresa como:

N

Fx)= | fdx=1] _1  dx =x-
a * b-—a b-a

1 ]
(/E >
a h X

Ejemplo: Suponga que la carga de 3 camiones que siguen una distribucién uniforme
entre 600 y 700 arrobas. Mediante esta distribucion simule la carga que tendran.

Six es la variable aleatoria uniforme (carga de un camién en arrobas) entonces:
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Jx)=x—a ,dondea=600y b =700
b—a

Pero como f(x) € [0,1] generemos 3 ntimeros aleatorios en dicho rango y entonces
simulemos la carga.

Camién 1 x. Numero aleatorio (de una tabla) = 0,842
Sif(x,) = 0,842, entonces
0,842 =x —600 = x =684 arrobas
700 - 600
Camién 2 x,. Numero aleatorio = 0,105
Si F(x,) = 0,105 entonces

0,105 =x,-600 = x,= 611 arrobas
700 - 600

Camion 3  Se deja como deber:
b) Distribuciéon Exponencial

La distribucion de densidad probabilistica de una variable aleatoria x con distribucion
exponencial es:

Jx))1/a e ¥*parax= 0

donde a = media de la distribucién exponencial
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La funciéon de distribucion acumulada es:

X / / X
Jx)=f 1/ae™ %dx =- ™2
—x/a+ 10
N
1
x/9
Fx)= - +1
¢

Sustituyendo por un nimero aleatorio y resolviendo

R:_e-x/9+1
e¥*=1-R

Pero (1-R) es un nimero aleatorio
e»x/9 — R
x=-ala R

Y de esta forma generamos nimeros aleatorio exponenciales
Ejercicios:

1) Simule el tiempo entre llegadas de 2 buques al puerto de Guayaquil si siguen la dis-
tribucién exponencial con medio de 10 horas

Sea R =0,3579
x, =-10(0,3579) = 10,27 horas
(es el tiempo entre llegadas del primer buque)
/P, =0,7349
x, = -10 fu (0,7349) = 3,09 horas.

Existen otras leyes de distribucién que no estan al alcance del curso.
2) En cierta comunidad, la probabilidad de que una persona de 70 anos llegue a los 80
es 0,64.

¢Cudl es la probabilidad de que una persona que tiempo 70 aflos y es miembro de
esta comunidad muera dentro de los proximos 10 afios?
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E- suceso de que una persona de 70 anos viva mas de 10 anos
E'- complemento, es el suceso de que una persona de 70 afnos muera dentro de los
proximos 10 anos.

pE)=0,64
pEH =1-p(E) = 0,36 es la probabilidad de que una persona de 70 afios muera
dentro de los proximos 10 afios

3) En una cierta comunidad el 30% de las personas son fumadoras, el 55% son bebedo-
rasy el 20% tanto fumadoras como bebedoras. Si pide encontrar las probabilidades
de:

a) que una persona fuma pero no beba
b) ni fume ni beba
¢) fume o no beba

Tenemos la tabla siguiente:

Sea I el suceso de que fume
B el suceso de que tome

p(F)=0,3; p(B)=0,55

Fuma No Fuma| Total

Bebe 0,20 0,55

p(FNB)=0,2

Completen la tabla dejando para tltimo la regién sombreada

Fuma No Fuma Total

Bebe 0,20 | 0,55-0,2=0,35| 0,55
No Bebe [0,3-0,3=0,1| 0,45-0,1=0,35 | 1-0,55=0,45

Luego

B 0,2 0,35 0,55
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a) probabilidades de que fume y no beba:
p(F NBY)=0,l

b) probabilidad que ni fume ni beba
p(F NBY=0,35

c) probabilidad de que fume o no beba:
p(FUB)=PEF) +PB)-P(F NBY
=0,3+0,45-0,1
p(FUB")=0,65
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Derivadas. Maximos y Minimos

Si tenemos una curva y un punto sobre ella. En forma elemental la tangente a la curva
se define como la recta que corta a la curva en un solo punto. Tal definicion es a la vez
demasiado restrictivo y amplia y no revela la esencia del problema.

Tangente

Curva

Algunos ejemplos y sus tangentes
a)y = 3x* parabola con centro en (0,0) y su tangente coincide con el eje x.
b) y = /x/ tangente en el ¢je x

oy= /x/,six 20O tangente en el eje x
X2, six <O

dy= N/x/ tangente en el ¢je x

DEFINICION DE DERIVADA:

Sea f una funcién real cualquiera. La razén de cambio (instantanea) de f(x) en el ele-
mento x € X se define como el ntimero.

Lim (%o + AX) — f(Xo)
AX > 0 AX

Suponiendo que este limite existe. Esta razén de cambio X se denomina derivada de
fenX.

Diversos simbolos que denotan la derivada:

(Leibniz) dyo df(x)

dx dx
(Lagrange) b 0 Sx)
(Canchy) Dy o} Dfix )
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Apliquemos la derivada a funciones:

1) y=mx+b
Jf(x)=mx + b; f(x+ Ax) = m (x+Ax) + b
Jx+ Ax)— f(x) = (mx + mAx + b) —mx—b
[(x+ Ax)— f(x) = mAx = m

Ax Ax
lim y=m
Ax 2 0
2) y=x
Ay = (x + Ax)? — x* = 2x Ax + (Ax)*
Ay =2x+ Dx

lim [0+ Ax)— f(0)= lim Ax 32 -0

AU
+ Ax 20 Ax Ax 20 Ax
=lim Ax"?=0 Derivada por la derecha igual a cero.
Ax 20

Derivadas laterales, derivada por la derecha de f en x_

St Six)g=a vy Silx)= b
+ -

entonces: sia = b la funcion f es derivable en x y su derivadaes a=h = f'(x)
Sia'b lafuncién no es derivable en el punto x .

Ejemplo:
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Calcular las derivadas laterales en 0

JH0)=2 ; J10)=0
+

luego la funcién no tiene derivada en 0.

NOTA: En este curso suponemos un conocimiento basico de los temas e iremos a tocar
solo algunos aspectos de mayor interés. Damos por conocidas las reglas de la derivacion.

DERIVADA DE FUNCIONES COMPUESTAS. DERIVACION EN CADENAS
Sean [f:R 2> R y gg R > R

Dos funciones derivables, la funcion compuestay = f (g (x)) tiene derivada con respecto
a x

o
~<
I

S D, [f(egx)]

Seay =/ (u); u=g(x), entonces

Dy = (D, y) (D, v

X

Ejemplo:
1) Derivary = (2 — x)3 mediante la regla de la cadena

Sea
u=2-x
3

y=u Luego y' = 3u?

Dy=Dy. Dx"
Dxy = 3u? (-1) = -3u?
Dxy=-3(2—-x)
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2) y=(x’+ 8)*°. Derivar por la regla de la cadena
Sea y = u?? u=x"+38
y', =2/3u” u' = 3x?
Y =y, -l = 2/3 0B
y' = 2/3 (x% + 8)' (3x?)

ylo= 2
<X3 + 8)113

Ejercicios:

y=la [sea(x)]

y'= 1 .cos (x) =cot(x)
sen(x)
2)y=log® e*

e
3)y=la (la(x)) x30; x '1
y,= 1
xla x

4 y= a1y
1)

vy =224 1) (x4 1)
=1y

Sly=  (x+ 1
(x+2) (x +3)"
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Aplicando logaritmos

logy =2la (x+1)-3la(x+2)—4la(x+ 3)

Derivando
y'=2 - 3 - 4
y x+1 x+2 x+3

yi=-y  (5x*+ l4x +5)
x+1)(x+2)(x+3)

yh=- (x+1)? 5x* + 14x + 5
x+207x+3)"  (x+1)(x+2)(x+3)

yi=- Ox*+ 14x +5) (x + 1)
x+2F. (x+3)

6) y = e™™. (sea x)
y! = (cos x) € + e« (-sen x) (sen x)

y = e“*(cosx — sen’x)
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Maximo y Minimo

Teoria de la optimizacion

La teoria clasica de la optimizaciéon desarrollo el uso del calculo diferencial puntos extre-
mos de maximo o nimero sujeto a pensiones de restricciones o no .

Ejemplo de aplicacién a la econémica: una empresa puede perseguir maximizar su

beneficio p, esto es, maximizar la diferencia entre el ingreso total I y el coste total C.
Suponiendo que estos sean funciones del nivel de produccion Q) entonces:

pQ =1{Q-CQ

Objetivo Q) — variable independiente (minima eleccién)
O maximizar El problema entonces se traduce en encontrar el nivel de Q) tal que
hagaa p maximo.

Problema extremos sin restricciones

Sea f(x) una funcién es un intervalo [a,b] esta funcién puede tener extremos (maximos
o minimo) absolutos, globales, extremos locales o relativo

maximo absoluto = xn

Jixn)

minimo absoluto en x{’

Sixt)

maximos locales en x1 y x2

Sx) 5 Sx)

Un punto de inflexién o punto silla es aquel en el cual la pendiente es cero(gradiente) y
no es un punto extremo (ni de maximo ni de minimo)
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|
|
|
0 I > x
Punto o inflexion

Ciriterio de la primera derivada

Sila derivada primera de una funcion fix) en x=x_esf(x)=0, entonces el valor de
la funcién en x fx), sera:
O O

a) Un méximo relativo si la derivada f!(x) cambia de positivo i negativo al pasar de un
punto inmediato al a izquierda de punto a una inmediatamente a la derecha.

b) Un minimo relativo si f'(x) cambia su signo de negativo a positivo a pasar de un
punto inmediatamente a la izquierda, a una de la derecha de x_

¢) Ni méximo ni minimo relativo f'(x) tiene el mismo signo a izquierda y derecha de es:

A

I Nl max. ni min.

Ejemplo:
1) Encontrar los extremos relativo de la funcion:
y=flx)=x—12x* + 36x + 8

y'=/(x) = 3x* — 24x + 36

Encontremos el valor critico

yi=1(x)=3x*-24x + 36 =0
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Resolviendo 3x*>—24x+ 36 =0

3  -18 -6
1 -6 -6
-24

Valores critico x =2 x, =6
Sea

X =2/(2)=0 yf2)=40

x,=6 f(6)=0 yf6)=8

Ahora f(x) > 0(*) six <2
S(x)< 00) si x >2 (4)a(-) hay un maximo relativo
Sx<0s x >6
S(x) > 0" si x<6 (-)a(+)hay un minimo relativo
Sx) Six)=x3 + 12x2 + 36x + 8
A Grafica

Six=0fx)=8

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| | >
2 3 4 5 6 7 8 9 x

2) Hallar el extremos relativo de la funcion de coste medio

CM =/Q) = Q" -6Q + 8
fQ=20-6=0

Q = 6/2 = 43 punto extremo
Analisis de la 1ra. derivada
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S <0 =Q <3 3
(-)a (+)hay un minimo relativo en

f12,5) = 1,75
S >0" = Q>3

Q2-6Q +6=0

! 23 Q-9H(Q-2)=0
1 -3 -2 Q= ceros
-5 Q=2

f(3)=3"-6(3)+8
Grafico J(8)=9-18+8=-1
ﬂ®A=@6Q+8

1 &\3/( i
-1 hay pérdidas en 2, 43

Criterio de la Segunda Derivada

Si la derivada primera de una funcién f en x =x_es f'(x ) = 0, entonces el valor de la
funcion es x - serd:

Jx) a)Un maximosi f''(x)< 0

b) Un minimo si /"(x) >0

1)  Ejemplo:

Sea f(x)=4x*-x encuentre sus puntos extremos

Six)=8x—1=0

x =1/8 posible punto extremo
f'(x)=8>0 Pflx) tiene un minimo en x = 1/8
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fix) A A1/8) = 4(1/8)2— 1/8
= 1/8[4/8 1]
= 1/8[1/2- 1]
= 1/8]- 1/2]=-1/16

| 4
1/8 1 % minimo absoluto

Una condicién necesaria para que x_sea un punto extremo de {{x) es que

Jx) =0

< Una condici6n suficiente para que x_ sea un extremo de f{x) es que la
matriz Hessiana evaluada en x_ sea:

a) Definido positiva cuando x_ es minimo
b) Definido negativo cuando x_ es maximo

Generalizacion de los Maximos y Minimo

Sea f{x) una funcion no lineal y de varias variables

Una condicién necesaria y suficiente para que en punto sea un punto extremo es que
JS(x)= 0 yquela matriz del Hessiano H evaluado en x_sea:

a) Definida positiva cuando x_es un punto de minimo
b) Definida negativa cuando x_ es un punto de maximo
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Matriz del Hessiano

(
Tx) =1 (x, %, . X))
o  of o’f
ox’ 0x 0%, 0x,0x,
Hxo = < 0% 0 o >
6X18X2 6X22 0x,0 X _
_o¥f of o’f
\ Ox,0x~ O0x,0% ox? X,

4/x_es definido positivo en x si Q(x) =x "4/x  x  forma cuadrética
o o} o o} o

QKx >0 X

punto de minimo

4/x  es definido negativo en x_si Q(x) =x '4/x ~ x  forma cuadratica

Qx <0 X ->

punto de maximo

DEFINICION DE FORMA CUADRATICA

CY
X
Xy
Si X, xT= (xl,x2 X, ...Xn) .
1
X
n 1 xn
N\ _J
) h, h12 h13 : hln
Si Hx= th h22 h23 . h2n
h th h, ... h nxn

Se le llama forma cuadratica a:

Qx)=xT Qx) . x=(xi..xn)

(Ixn) (mxn (nxl) h h
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Ejemplo:
Consideremos la funcion
2 2

= 2?22
S Xy X)) = X+ 2%, Fxx, - x 7o x) X,

Encuentre el 6ptimo:

CONDICION NECESARIA:
8 (x)=0 =13
8Xi 7
O0fxx,x)= 1-2x,=0
0x,
of X._XQ§3): x,—2x,=0
6x27 -
_,L(Li_XQKg)— 2+x,-2x,=0
6X3
1-2x, =0 x, = [
X, 2x,=0 Xy = X359
2+x,—2x, =0
2
Yo 2=3/2x,
x,=| 2/3 x, =4/3
4/3 x,=2/3
CONDICION SUFICIENTE:
\
o o o
ox” Ox 0, 0x,0x,
Hx = o o o
0x,0%, 8x22 0x,0 X,
Loy o o
L Ox,0x, 0x,0%, ox,’ xl-/
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of 1- 2x 0% =0 o0 _ =10
0x, 0x 0%, 0x,0x,
02 = -2
Ox 2
1
of = x, - 2% 0 =1
0x, 0x,0 X,
o =22
0x,’
of = 2 +x,-2x, 0¥ =1
8X3 6x38 X,
o =-2
8X32
-2 0 0 Matriz del Hessiano
H/x, = 0 -2 I
0 1 -2

CALCULO DE LA CONDICION SUFICIENTE

XOT Hx =(1/2 2/3 4/3) -2 0 0 1/2
0 -2 1
0 1-2
I1x3 3x3
-1 -4/3+4/3
-1 0

2/3-8/3
-6/3

1x3 3Ix1
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x " Hx, < 0 Definido negativo

X Ya es de maximo
= 2/3
4/3

El valor maximo de la funcion

L X2x x2S Vot 2(4/3) + (2/3) (4/3)-(1/2)-(2/3)2 —(4-3)?
=1y + 8/3+8/9-1/4-4/9-16/9
= 57/36 Pto. de Maximo

x1+2x3 +x,X

Ejercicios:
1) Sea la funcion
fix,, x,) = 8x, x, + 3x,?

12

Encuentre el punto de maximo o minimo

of =8x,=0 x, =0
0x,
ﬂ=8x1+6x2=0 x, =0
0x,
x =(0,0)
4= 0 8
8 6

x "4x =0 Luego nos da un punto de silla no hay ni

maximo, ni minimo.
2) Ejemplo:
Sean las funciones de una empresa:
I(Q) —ingreso total

C(Q) — costo total
Q - cantidad de produccion
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Definamos la funcién de beneficio maximo

B(A)=1Q) - C(Q)

Entonces el objetivo serda encontrar el nivel de produccion () que nos proporcione el
maximo beneficio.

Cond. Necesaria: dB(Q) =0
dQ

d [I(Q) - C(Q)] =dI)—dC =0
dQ dQ dQ

I'Q) = CY(Q) Luego la produccion déptima Q*
implicara que el ingreso marginal
se iguale al costo marginal.

Cond. Suficiente:

dBO)=T"(Q) - C'(Q) < 0 Q* (prod. de equilibrio)
dQ?

para que Q* sea de maximo beneficio

Q) c'Q)
CONCLUSION

St la tasa de cambio del Ingreso Marginal (I'(Q)) es menor que la tasa de cambio del costo marginal
(C'(Q)) el nivel de produccion donde Ingreso marginal = costo marginal, entonces esa produccién maxi-
mizard el beneficio.

3) Ejemplo:
Stendo

I(Q) = 1200 Q — 20)?

CQ)=Q’ -61,25Q% + 1528,5 Q + 200

Encuentre el valor de la produccién que de maximo beneficio (Q toneladas/semana de
produccion).

B(Q) = 1200 Q - 202 — (Q° - 61,25Q7 + 1528,5Q + 2000)

B(Q) = 1200 Q - 202 — Q° + 61,25Q% — 1528,5Q — 2000
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B(Q) = - Q°+ 59,25Q% — 328,5Q- 2000

dB(Q) = - 3Q% + 118.5Q — 328.5=0
dQ

Soluciéon

Q'=3
> = 36,5

&IB(Q)=-6Q + 1185 -6Q +118,5/3= >0 Pto.Min.beneficio
-6Q + 118,5/6,4 = < 0 Pto. Max. beneficio

Q* = 36,5 (toneladas/semana) producen maximo beneficio

Méximo beneficio

B(36,5) = s/.16.318,44 dblares/semana B* =s/.18118,43
C* =5/.23017,06
Se cumple el criterio de la I*=41135,5
Ira. Derivada

Se cumple el criterio de la

J'C Ira. Derivada
Q)
1Q)

Maéx.Dif.Ing. Costo

Aqui se cumple el criterio de la 2da. Deriv.

2

>
Pto. equilibrio Q* Q

Multiplicadores de Lagrange

Dada la funcion objetivo que quiere ser 6ptima
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sujeto a las restriciones

12

[a — multiplicadores logrange, funcion de Lagrange (Lagranginno) |

Condicién necesaria.- para obtener el posible punto de maximo o minimo

oL =0 iln

Ox,

oL =0 x_— posible extremo
ol

Condicién suficiente:

H®*= |O_P
T
P Q (m+n x m+n)

n — namero de variables
m — namero de restricciones

P — Matriz de los coeficientes de las restricciones del problema

O .. —Matriz de ceros (nimero de restricciones)
Q . — Matriz Hessiano de la funciones objetiva evaluada en

Condiciones Maxima:

Calcular (n-m) determinantes iniciandose en la orden (2m+1) y st dichas determinantes
dan signo alterno, iniciandose en (-1) ™! lentonces es el punto de maximo.

Condiciones Minimo:
Calcular (n-m) determinante iniciandose en la de orden (m+1) y se dan el mismo signo
que (-1)", entonces es el punto de minimo.
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Ejemplo:

1) Seala funcién f (x x,x, )=x *+x, +x,%

sujeto de las restricciones  x +x,+3x,=2
5%, +2x,+x,=5

Encontremos el punto extremo:
L (x,x,, x,,0 1) = x 4% 4x 51 [x +x,4+3x,-2-]12 [5x +2x,+x,-5]

Necesaria y

Condiciones
Suficiente
Necesaria
[ L=0x-1-5=0
ox!
oL=92x>-1'-212=0
0x?
5_L=2x3-311-12=0
< 6x3
a_L:X1+X2—313*2:0
a1,
6_L=5x1 +2x,-x,-5=0
6x2
37/54 1=(-4/81, 23/81)

\

resolviendo el sistema

X = 7/27
19/54
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Calculo Hessiano

O P
H* =
T
P Q (m+n x m+n)
n=3
m =2
0 0 1 1 3
0 0 o} 2 1
HB = 1 5 2 0 0
1 2 0 2 0
3 1 0 0 2 3x5
2m + 1 =5 (orden)
n—m = 1 (un solo determinante)
|H®| =460> 0 Desarrollando por menores el
orden Hessiano de orden 5 (completo)

(D=1 >0

y los menos de orden 1 son positivo P estamos en un caso de minimo (determinante

de orden 5)
2m+1 =5

(n-m =1) el Gltimo Hessiano de orden 5 de cumplir con el signo
(-1 =+1 |H®] > 0 = minimo
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Matrices y Sistema de Ecuaciones Lineales

Una ecuacion de la forma:
a, x1+a2x2+a3x3+...+anxn—cl

se llama ecuacién lineal en n variable

c,a,a,.,a€ R
(x1, x2, X3, ........ xn) € R" (solucion

Definicion a Sistema de Ecuaciones Lineales

Un conjunto de m ecuaciones lineales en n incégnitas se llama sistema de ecuaciones
lineales

La solucién del sistema es el conjunto n uplos ordenados, que son soluciones de los m
ecuaciones simultaneamente, es decir: la soluciéon del sistema es la intersecciéon de los
conjuntos soluciéon de las ecuaciones.

Notacion de un sistema de ecuaciones lineales:

a x, ta,x,+.. +a x =b
n
a, x ta,x,t..+a xn—b 1

n - namero de incoégnitas

m - nimero de ecuaciones

a - coeficiente real de la 1 en la variable j

b. — término independiente de la ecuacion

x. — variable 1 — esima, los valores que toman las n variables que satisface al sistema son
llamados la solucion.

(X)X, p.....X ) ER™

12772 n

Se llama Sistema de Ecuaciones Lineales Homogéneas cuando de los términos inde-
pendientes son iguales a ceros;

bl:b2=...=b =0
m
a,x;ta Xt +ta x = 0
a, X, Fta, X, + ... +a, x = 0
a_ x,ta X +.... +a x =0
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En esencia, hay tres tipos de componentes en el sistema de ecuaciones del tipo 1)

1 el conjunto de los coeficientes a | (constantes)
2% el conjunto de variables, x ,x,,..x_

3% el conjunto de los términos independientes (constantes) b;,b,,b,.....b
m
para representar a estos 3 componentes definiremos el concepto de matriz .

Matriz: se llama matriz a un arreglo rectangular de nimeros ordenados en la forma
siguientes:

a A evennnns a

ml m2 mn

El orden de esta matriz es (mxn) [nameros de filas x ntimero de columnas]. A los ele-
mentos a, se los llaman elementos de la matriz.

A los valores m y n se les denominan dimension de la matriz.
Sim'n se le llaman matriz rectangulares y cuando m=n se le llaman matriz cuadrado

Cuando n=1 a la matriz mx1 se le denomina matriz columna y si m=1 a la matriz I1x n
se le llaman matriz fila.

De esta forma podemos definir los componentes en formas matriciales

1" Matriz de los coeficientes del sistema :

al 1 am ......... aln
321 322 ........ aQH
A=
aml am2 ........ a.mn

64 \| Dr. Manuel Cortés



3" Matriz columna de los términos independiente

Veamos las diferentes operaciones con matrices para luego regresar a nuestros sistemas
de ecuaciones lineales y resolverlos mediantes los diversos métodos mas utilizados.

Notas : Se considera que existe la base de conocimientos sobre las matrices, por lo que
nos dedicaremos a atacar solo algunos aspectos de interés del tema.

Operaciones con matrices

Sean dos matrices de iguales dimensiones:

A mxn = (ag> y B mxn = (bg)

a) Se define la suma de las matrices A+B como una nueva matriz C de idéntica dimen-
slones mxn y que cumple:
C=A+B
(c) = (@) +0b,
(c)) = (aij+bij)

b) Se define el producto de un escalar K € R por una matriz A_ como una nueva ma-
triz G tal que

KA =C

mxn mxn

K(ap)= (katj)= (c1j)

c) Se define la multiplicacién de las matrices A x B como una nueva matriz C__
tal que cumpla:

k

mxk

ik>

mxn

(ay

Xank
x (

=C
b,)=(c

donde
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Debe notarse que las matrices deben ser compatibles para el producto es decir:
Si Amxp y qun pueden ser multiplicados solo si p=q y su producto tendra la

dimension mxn.(filas de A y columnas de B)

d) Traspuesta de una matriz. Una matriz A posee una matriz traspuesta A ILama-
triz traspuesta de A es otra matriz de orden nxm que tiene por filas las columnas
de Ay por columnas las filas de A .

e) La cuestion de la division:
Aunque las matrices, como los niimeros, pueden ser objeto de operaciones de suma,
resta y multiplicaciéon (sujetos a las condiciones de compatibilidad o conformidad),
no es posible dividir una matriz por otra. Es decir, no podemos escribir A/B.

El cociente a/b (con b'o), de dos nimeros a y b pueden escribirse alternativamente
como ab™ o b, donde b™! representa el inverso o reciproco de b.

Como ab'= b a, la expresion cociente a/b pueden usarse para representar tanto ab™
como a b'a. En el caso de las matrices esto es diferente. Para aplicar el concepto de in-
versa a las matrices, en ciertos casos podemos (como veremos mas adelante) definir una
matriz B como la inversa de la matriz B. Pero del andlisis de la condicién de compati-
bilidad o conformidad se deduce que, aunque AB™ esté definido, no podemos asegurar
que B A también lo esté. Aun cuando AB'y B! A estén ambas realmente definidos,
todavia puede que no representen el mismo producto.

MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA A |

La matriz inversa A" de una matriz cuadrada A_  es una matriz que cumple la con-
dicion:

A A =1 =A" xA
nxn nxn nxn nxn nxn

X

Donde a la matriz Inxn se le llama matriz idéntica y tiene la forma:

1 0 I
0 1 I
= 0 0 L0
0 0 Ocrrrrc1

A estd pre y postmultiplicada por A, el producto serd la misma matriz identidad, sien-

do esta una excepcion a la regla de que la multiplicacion de matrices no es conmutativa.
Para el calculo d de la de determinante debemos definir dos elementos fundamentales:
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Determinantes de una matriz

La determinante de una matriz cuadrada A__se define como un es-colar relacionado en
forma univoca asociado con esa matriz. Podemos hablar de una funcion del conjunto
de las matrices cuadradas en el conjunto de los nimeros reales.

Las propiedades fundamentales de una determinante son:

a) Sien A seintercambiar dos filas, entonces el determinante cambia de signo.

b) Si una matriz A__ tiene 2 filas o 2 columnas iguales, entonces el determinante es
igual a cero.

c¢) Sitodas las componentes de una fila o de una columna de la matriz A__ se multipli-
can por un escalar K, entonces la determinante de la matriz resultante es K veces
el determinante de A.

d) Sidos filas o dos columnas de una matriz A son proporcionales, entonces el de-
terminante de A es igual a cero.

e) Silas componentes de una fila (columna) de una matriz A se multiplican por un
escalar K y se suman a las componentes de otra fila, entonces el determinante no
se altera.

Si Ai=-17) det (matriz A__luego de eliminarlo la fila iy la columna j) n”' x n”!
Entonces:
Det A = |A

nxn | ik

n
= Y a, A*
k

Veremos en la practica métodos sencillos para calcular la determinante de una matriz
A cuando n=3
nxn

Cofactor: Se le llama cofactor del elemento a; de la matriz A al elemento Al ya de-
finido anteriormente. Es posible formar una matriz de cofactores que reemplace cada
elemento a¥ en A por su cofactor Al. Esta matriz C_  es llamada la matriz de los
cofactores. A

Adjunto: Se define como matriz adjunta de una matriz Ay se denota como adj A a

la matriz traspuesta de la matriz de los cofactores.
Traspuesta

Adj Anxn = A A% A
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Se define la matriz Inversa de una matriz cuadrada A__, siempre que sea no singular, es
decir,det A = O:
nxn

Inversa de A = traspuesta de la matriz de cofactores
determinante de A
Inversade A=A'= adfA
det A

A es una matriz cuadrada que cumple que
ATA=AA'=1

Ejercicios:

1) Dada la matriz A= -1 0 3 encuentre sin matriz inversa
2 5 1
0 3 2 3x3

Primer paso probar la no singularidad de A.

Se dice que un matriz cuadrada es no singular si su determinante es
diferente de cero

-1 0 3
del A = 2 ) 1 =1"'" 0
0 3 2

Segundo paso calcular la matriz adjunta de A.

51 ‘ 91 ‘ 9 5‘
Al 32=7A,=-0|24]= A,=0] 36
0 3 ‘-1 3 -1 0‘
A, | 32 =9A,=-0]22=A,=2]| 33
03 ‘-1 3‘ -10‘
A, |5 al=15a,=2[17l= a,=2]55
7 9 .15
adj A= 4 9 7
6 3 5
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adj A = traspuesta de la matriz de cofactores
Calcular la inversa como la matriz adjunta dividir por la determinante:

7/11 9/11 415/11

Al= -4/11| -2/11 7/11
6/11 3/11 |-5/11

Comprobar A" A= AA'=1T, |

1 2

1 3
4
1

N

NSiA= |2
1

compruebe que la matriz

3
3
3
1

—_ Q0

4x4

la matriz inversa es:

4x4

1 -1 3 -1 0 2
A= 2 5 -1 y B= -2 4 -1
0 -2 4 3 2 0
Calculo :
a) A+B
b) B-2A
c) 3(2A+B)
d) A’+AB-B?

4) Dado el diagrama de la red de comunicacién por carreteras entre 6 ciudades se quiere:

a) represente el mismo en forma material para los vinculos entres las ciudades
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10 11
5) Dados A = 31 yB= 2-1

Encuentre la matriz C que cumpla AC=B

Sistema de Ecuaciones Lineales. (S.E.L.)

Definicién: Sistemas de Ecuaciones lineales equivalentes. Dos sistemas de ecuaciones li-
neales en las mismas variables x1, X2, ......xn son equivalentes, si ambos son compatibles y
tienen el mismo conjunto solucién o si ambas son incompatibles.

Definicién: S.E.L. compatibles si su conjunto soluciéon es no vacio. Los S.E.L. compa-
tibles se clasifican en:

Determinados — si tienen solucion inica
Indeterminados — si tienen mas de una solucion.

Regla:

Sien un sistema de ecuaciones lineales se realizan las siguientes transformaciones:

1. Permitir 2 ecuaciones del sistema

2. Multiplicar una ecuacién del sistema por un ntmero real diferente de cero.

3. Sustituir una ecuacién del sistema por una combinacion lineal, con coeficiente no
todos nulos, de la ecuacion con otra ecuacion del sistema.

El sistema de ecuaciones lineales obtenido es equivalente al sistema dado.

Exposicion general de métodos de solucion de S.E. L.

1) Meétodo de Gauss: Es un métodos general para la resolucion de S.E.L., es decir que
su aplicacién nos permitira determinar si el sistema es o no compatible y en caso de
serlo, si es determinado o indeterminado y permitira obtener la solucion. Consiste
en transformes el sistema de ecuaciones en otro equivalentes mediante las transfor-
macién coherentes

Pasos a seguir :

1) Sia, #0 se convierte el sistema en una equivalente que posea la Ira ecuaciéon nor-
mal y elimine el primer elemento mediante transformaciones elementales, de las
restantes ecuaciones del sistema .

2) En el sistema encontrado no se utiliza la primera ecuacion. Si a,,=0 procede a
hacer las transformaciones para encontrar un sistema equivalente que a partir de
la tercera ecuacion carezca del término en x, y x,. Si a,,=0 se busca un cambio de
ecuaciones (excepto la 1ra) y se procede como se dijo anteriormente.
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El procedimiento terminara cuando se obtenga algiin de las situaciones siguientes:

a)  Si los coeficientes de una de las ecuaciones del sistema son todos ceros, pero el
término independiente de esa misma ecuacion es diferente de cero, el sistema sera

incompatible.

b)  Sino ocurre lo anterior se obtendra un sistema (triangular) con k ecuaciones y se
cumple que:

Sik n (ntmero de variables) el sistema es indeterminado.
Sik =n el sistema es determinado

En ambos casos se procede a encontrar las soluciones despejando de las tGltimas ecua-
ciones del sistema hasta la primera, obteniéndose las variables en el orden x x 1,.....x.

2) El método de Gauss puede ser aplicado a la matriz ampliada del sistema, transfor-
mandola en matriz escaléon equivalente, en forma similar al método anterior pero
aplicado en forma matricial.

3) Para matrices cuadradas m = n se pueden aplicar varios métodos.
a. Método de la matriz inversa.

Si A X . =b_  eselS.E.L. representado matricialmente, entonces si la matriz
A es no singular: det A # 0

Solucion X = Al

1 nxn nxl

b. Mc¢todo de Cramer para sistemas con matriz A no singular.
Calcular determinante del sistema = det A__

Calcular determinante de X, = det Ai

Donde A, es la matriz que se obtiene al sustituir en la columna i de A el valor del término
independiente del sistema (b).

Calcular la solucion: X, = det Ai
det A

c. Meétodo de Jordan. Sise tiene el S.E.L.

Anxn Xl’lX = b

1 nxl

Donde detA ~#0
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Se coloca la matriz ampliada y mediante transformaciones elementales realizadas
a sus filas y columnas, junto con la matriz ampliada, se transforma la matriz Anxn
en la matriz unitaria I, cuando esto se logre en la columna correspondiente a la
columna bnx! se obtendra la solucién.

AL b

nxn nxl

Se transforma Se transforma
Anxn en la bnxl enla

solucion

n

4) Existen otros métodos que no van a ser estudiados en este folleto.

APLICACIONES AL BALANCE DE REACCIONES QUIMICAS

Balancear una reacciéon quimica significa calcular cuantas moléculas de cada sustancia
deben mezclarse y cuantas moléculas de cada sustancia se obtienen como resultado.

Para esto utilizaremos dos tipos de matrices y la condicion de Balance Material:

Matriz Sustancia: Esta matriz tendra por filas los atomos de las sustancias elementales
y como columnas la composicién de atomos que habra en cada sustancia. Si se tienen
n — atomos y m sustancias S sera la matriz.

Matriz de coeficientes este estequeométricos: matriz fila formada por la coeficientes
que balancean la reaccién, con la convencién de que los que aparezcan en el miembro
derecho tendran signo menos.

Ixm

Condicion de Balance: S C' =0

Ejemplos:

1) Balancear: x C H,, O, = y C, H,OH + zCO,
Matriz sustancia:

Se tienen tres sustancias y tres atomos diferentes
Ira. Sustancia G H,,0,

2da. Sustancia CQHaOH
3ra. Sustancia 002
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Atomos C,Hy O

Matriz Sustancia
Se tienen tres sustancias y tres atomos diferentes
Ira. Sustancia G H,,0,
2da. Sustancia G,H,OH
3ra. Sustancia CO,

Entonces C, H, y O

Ira. 2da. 3ra.

C 6 2 1
H 12 6 0 =5
O 6 1 2 | 3x3
Matriz de coeficientes:
C=X-Y-2),,
Condicion de Balance:
SC’=0
6 2 1 X 0
12 6 0 Y| =0
6 1 2 -7 0
6X—-2Y-7=0
12X-6Y =0
6X-Y-2Z=0

resolviendo X = 1; Y=2;Z =2
La ecuacion balanceada
C,H,0,->2C,H,OH + 2CO,
2) Balancear

X SOH,+yZ ->7S0,7 +WH,
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Matriz sustancia:

NTOw®

SOH,+yZ ->7S0,7 + WH,

1

4
2
0

0

— O O

1

O

Matriz de coeficientes: (XY, -Z,-W)

O N B =

resolviendo X =Y=Z=W =1
3) Balancear
X CH,0H + YO, -> ZCO, + WH,O

La matriz de insumo-producto, desarrolladas por W. Leontief (premio Nobel en Eco-
nomia en 1973 por el desarrollo de esta teoria) indican las interrelaciones entre oferta y
demanda que se dan en los diferentes sectores de una economia durante algin tiempo.
La frase “Insumo-Producto” es utilizada ya que las matrices muestran los valores de los
productos de cada industria que son vendidos como insumos tanto a industrias como a
consumidores finales.

Veamos un ejemplo muy simplificado: Supongamos una economia que posee sélo 2
industrias llamadas A y B. Consideremos el término otros factores de producciéon a

0
0
0
1

SO N O O

X
Y
-Z
-W

0

SN O

S ocoo

diversos costos relacionados con las industrias estudiadas.

Sea la matriz de Insumo-Producto siguiente:

Productores
(producto)
Industria A
Industria B

Otros factores de

produccion

Totales

240
360

600
1200
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Consumidores
Industria A

(Insumo)
Industria B

500 460
200 940
800 -
1500

Demanda Final

Totales

1200
1500




Descripcion de la matriz Insumo-Producto:

Tilas: Cada fila muestra las compras del producto de la industria representada por los
sectores industriales y los consumidores para uso final.

En el ejemplo, los valores dados en millones de délares, la industria A de su produccion
total Insume 240 () (para su uso interno), 500 fueron insumos cedidos a la empresa By

460 fueron directamente a satisfacer la demanda final, luego su produccion total fue de
(240 + 500 + 460 = 1200)

Columnas: Cada columna da el valor de lo que compr6 como insumo de cada una de
las industrias asi como lo gastado por otros conceptos. La industria A a fin de producir
1200 unidades compré 240 unidades de su produccién, 360 de la produccion de B, tiene
gastos (¢j. mano de obra u otros) por 600 unidades.

Nota: El analisis de insumo.- producto permite estimar la produccién total de cada in-
dustria cuando existe un cambio en la demanda final mientras la estera basica de la eco-
nomia permanece igual. Esimportante suponer que cada industria, la cantidad gastada
en cada insumo por cada dolar de produccion permanece fija. Ej. Con una producciéon
de 1200 unidades A compra 240 unidades de ella misma, 360 de la industria B y gasta
600 unidades en otros conceptos.

Por cada dolar de produccion en A se gastara:

240 1 (=$0.20enA)_

1200 )

360 _ 3 (=$0.30enB)_

1200 10

600 1 (=$0.50 en otros)_

1200 2
Analogo para B se tiene:

A B
A 1/5 1/3 Coeficientes de Insumo-Producto cuya suma por co-
lumnas es igual a 1.
B 3710 2/15
OTROS 172 8/15
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Suponga ahora que el valor de la demanda final cambia de 460 a 500 para A y de 940
a 1200 para B. Se quiere estimar el valor de la produccioén total de A y B para alcanzar
a satisfacer las demandas.

Si X, y X, sean los nuevos valores de produccion para A'y B.
Valor de la prod. = Valor consumido + valor consumido + Valor consumido total de A
por A por B por demanda final

X, =1/5X, + 1/3X, + 500
X, =3/10X, +2/15X, + 1200

Matricialmente:
X, 1/5 1/3 X, 500
= +
X, 3/10 2/15 X, 1200
X, 1/5 1/3 500
S1 X = A= y G=
X 3/10 2/15 1200

X matriz de produccion
A matriz de coeficientes
C matriz de Demanda final

X=AX+C
X (I-A) = C
X = (I-A)' C

(I-A) — matriz de Leontief
1404.49
Calculando X=
1870.79

Luego A debe producir 1404.49 unidades y B debe producir 1870.79 unidades.
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Ejemplo 1:
Industria Demanda
A B C Final
A 240 180 144 36
Industria B 120 36 48 156
C 120 72 48 240
Otras 120 72 240 --

Entradas en millones de délares Determine la matriz de produccién para la economia.

Solucién
X, =692.5
X, =380
X, =495
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SEGUNDA PARTE s

Programacion Lineal

INTRODUCCION:

En esencia la programacion lineal tipicamente trata del problema de asignar recursos li-
mitados entre actividades competidoras en la mejor forma posible (es decir, 6ptima). Pue-
de surgir este problema de asignacién siempre que deba seleccionarse el nivel de ciertas
actividades que compitan por recursos escasos necesarios para realizar esas actividades.

La programacion lineal usa un modelo matematico para describir el problema de interés.
El adjetivo “lineal” significa que requiere que todas las funciones matematicas en este
modelo sean funciones lineales. La palabra “programacion” no se refiere aqui a la pro-
gramacién de computadoras; mas bien, es esencialmente un sinénimo de planificacion.

Por tanto, la programacion lineal comprende la planificaciéon de actividades para obtener
un resultado “6ptimo”, es decir, un resultado que alcance la meta especificada en la mejor
forma (segin el modelo matematico) entre todas las alternativas factibles.

Breve introduccion Histérica

Ya en los siglos XVII y XVIII Newton, Leibniz, Lagrange y Bernoulli trabajaban en pro-
blemas 6ptimos condicionados que desarrollaron el célculo infinitesimal y el calculo de las
variaciones. Algunos estudiosos plantean que en principio era posible aplicar los métodos
generales de optimizacion, en la teoria de los multiplicadores de Lagrange, por ejemplo en
los problemas de programacion matematica.

Posteriormente el matematico francés Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) fue el pri-
mero en intuir, aunque de forma imprecisa, los métodos de lo que actualmente llamamos
programacion lineal y la potencialidad que de ellos se deriva.

Si exceptuamos al matematico Gaspar Monge (1746-1818), quien en 1776 se intereso
por problemas de este género, debemos remontarnos al afio 1939 para encontrar nuevos
estudios relacionados con los métodos de la actual programacion lineal. En este ano, el
matematico ruso Leonodas Vitalyevich Kantarovitch publica una extensa monografia ti-
tulada Métodos matemdticos de organizacion y planificacion de la produccion en la que por primera
vez se hace corresponder a una extensa gama de problemas una teoria matematica precisa
y bien definida llamada, hoy en dia, programacién lineal.

En 1941-1942 se formula por primera vez el problema de transporte, estudiado indepen-

dientemente por Koopmans y Kantarovitch, razéon por la cual se suele conocer con el
nombre de problema de Roopmans-Kantarovitch.
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En 1945 G. Stigler, plantea un problema particular, el de régimen alimentario optimal. En
1947, el problema general de programacién lineal se formuld en términos matematicos
precisos por G.B. Dantzig. El término Linear Programming aparece por primera vez en
una publicacion del propio Dantzig. En estos afos posteriores a la Segunda Guerra Mun-
dial, en Estados Unidos se asumi6 que la eficaz coordinacion de todas las energias y re-
cursos de la nacién era un problema de tal complejidad, que su resolucion y simplificacion
pasaba necesariamente por los modelos de optimizacion que resuelve la programacion
lineal.

Paralelamente a los hechos descritos se desarrollan las técnicas de computacion y los orde-
nadores, instrumentos que harian posible la resolucion y simplificacion de los problemas
que se estaban gestando.

En 1947, G.B. Dantzig formula, en términos matematicos muy precisos, el enunciado es-
tandar al que cabe reducir todo problema de programacion lineal. Dantzig, junto con una
serie de investigadores del United States Departament of Air Force, formarian el grupo que dio
en denominarse SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs).

Una de las primeras aplicaciones de los estudios del grupo SCOOP fue el puente aéreo de
Berlin. Se continu6 con infinidad de aplicaciones de tipo preferentemente militar.

Hacia 1950 se constituyen, fundamentalmente en Estados Unidos, distintos grupos de
estudio para ir desarrollando las diferentes ramificaciones de la programacién lineal. Cabe
citar, entre otros, Rand Corporation, con Dantzig, Orchard-Hays, Ford, Fulkerson y Gale,
el departamento de Matematicas de la Universidad de Princenton, con Tucker y Kuhn,
asi como la Escuela Graduada de Administraciéon Industrial, dependiente del Carnegie
Institute of Technology, con Charnes y Cooper.

Respecto al método del simplex, que estudiaremos después, senialaremos que su estudio
comenzo6 en el ano 1951 y fue desarrollado por Dantzig en el United States Bureau of Stan-

dards SEAC COMPUTER, ayudandose de varios modelos de ordenador de la firma IBM.

Los fundamentos matematicos de la programacion lineal se deben al matematico norte-
americano de origen hingaro Janos von Neuman (1903-1957), quie en 1928 publicé su
famoso trabajo Teoria de Juegos. En 1947 conjetura la equivalencia de los problemas de
programacion lineal y la teoria de matrices desarrollada en sus trabajos. La influencia de
este respetado matematico, discipulo de David Hilbert en Gotinga y, desde 1930, catedra-
tico de la Universidad de Princenton de Estados Unidos, hace que otros investigadores se
Interesaran paulatinamente por el desarrollo riguroso de esta disciplina.

En 1858 se aplicaron los métodos de la programacion lineal a un problema concreto: el

célculo del plan 6ptimo de transporte de arena de construccién a las obras de edificacion

de la ciudad de Mosca. En este problema habia 10 puntos de partida y 230 de llegada. El
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plan 6ptimo de transporte, calculado con el ordenador Strena en 10 dias del mes de junio,
rebaj6 un 11% los gastos respecto a los costes previstos.

Se ha estimado, de una manera general, que si un pais subdesarrollado utilizase los méto-
dos de la programacion lineal, su producto interior bruto (PIB) aumentaria entre un 10 y
un 15% en tan sélo un ano.

La programacion lineal hace historia: El puente aéreo de Berlin.

En 1946 comienza el largo periodo de la guerra fria entre la antigua Unién Soviética
(URSS) v las potencias aliadas (principalmente, Inglaterra y Estados Unidos). Uno de
los episodios mas llamativos de esa guerra fria se produjo a mediados de 1948, cuando
la URSS bloque6 las comunicaciones terrestres desde las zonas alemanas en poder de
los aliados con la ciudad de Berlin, iniciando el bloqueo de Berlin. A los aliados se les
plantearon dos posibilidades: o romper el bloqueo terrestre por la fuerza, o llegar a Berlin
por el aire. Se adopt6 la decision de programar una demostracion técnica del poder aéreo
norteamericano; a tal efecto, se organiz6 un gigantesco puente aéreo para abastecer
la ciudad: en diciembre de 1948 se estaban transportando 4500 toneladas diarias; en
marzo de 1949, se lleg6 a las 8000 toneladas, tanto como se transportaba por carretera y
ferrocarril antes del corte de las comunicaciones. En la planificacion de los suministros se
utiliz6 la programacin lineal. (El 12 de mayo de 1949, los soviéticos levantaron el bloqueo)

La programacion lineal concierne a la solucién de un tipo de problema especial, en el
cual todas las relaciones entre las variables son lineales o en la funcién a ser optimizada.

El problema general de la programacion lineal (P.L.) puede ser descrito como sigue:
Dado un conjunto de m inecuaciones lineales o ecuaciones con n variables, se desea

encontrar valores no-negativos de esas variables los cuales satisfagan el conjunto de res-
tricciones y maximicen o minimicen una funcion lineal de las variables.

Matematicamente:

Sean xi>=0 i=l,n (variables no negativas) (1)
Sujeto a:

allxl +al2x2+ ... +alnxn {<=>} bl

a2l x1 +a22x2+ ... +a2nxn {<=>} b2
.................................................................................. (2)
aml x] +am2 x2 + ... +amnxn {<=>} bm

que maximizan o minimizan la funcién objetivo
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max
o 7 =CIXIl+C2X2+...+CnXn 3)

min

Notaciones: (1)= restricciones de no negatividad
(2)= sistema de restricciones
(3)= funcion objetivo
xi = variable y (incognitas del sistema)
alj = coeficientes tecnologicos (normas) de la restriccion
1-ésima y la variable j-ésima
Cj = coeficiente de la funcion objetivo o costes de xi.
bj = coeficientes o términos independientes.
{<=>}= signos de las restricciones que en cada caso debe ser <=,
>= 0=.

Se llama solucién del problema de PL. al conjunto de valores que tomen las variables
xi de forma tal que se satisfaga el conjunto (2) o sistema de restricciones, es decir, que se
satisfagan todas las inecuaciones del sistema.

Se llama solucion factible del problema de PL. que cumpla que todas sus variables son
positivas. Es decir, una solucion factible es cuando el conjunto de valores de las variables
satisfacen a (1) y (2) simultaneamente.

Se llama solucion factible 6ptima a toda soluciéon que optimice la funcion objetivo (3).

Supuestos de la programacion Lineal.

La programacion lineal puede ser aplicada en una gran variedad de problemas, sin embar-
go tiene ciertas limitaciones que debilitan su aplicabilidad, entre otros éstos pueden ser :

* La proporcionalidad:

Una primera limitacién de la programacion lineal es el requerimiento de que la fun-
cién objetivo y cada restricciéon deben ser lineales. Esto requiere que la medida de la
efectividad y los recursos utilizados deben ser proporcionales al nivel de cada actividad
(variable) conducida individualmente.

Los problemas de programacion no lineal carecen de dicha proporcionalidad, aunque
en ocasiones es posible resolver éstos con PL., esto se presenta en casos especiales no
constituyendo una regularidad.

e Aditividad:

Suponer que la medida de efectividad y cada recurso son usados directamente pro-
porcionales al nivel de cada actividad individualmente, no garantiza suficientemente
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la linealidad. Es necesario que la actividad sea aditiva con respecto a la medida de
efectividad y cada recurso utilizado. En otras palabras la medida total de efectividad y
cada recurso total se obtiene de la suma de las efectividades o de los recursos utilizados
individualmente.

*  Divisibilidad:

La soluciéon 6ptima de un problema de PL. debe tener valores reales de las variables,
es decir, que si una variable de decision debe tener un valor entero, entonces, la P.L.. no
garantiza esta solucién , dado que al aproximar o truncar la solucién real para hacerla
entera la nueva solucion puede no ser la 6ptima.

*  Deterministica:

Todos los coeficientes en el modelo de PL. (aij , bj y ci) son asumidos constantes co-
nocidas. Si el modelo de PL. servira para predecir condiciones futuras, los coeficientes
utilizados deberan ser calculados sobre la base de predicciones futuras.

En términos generales la PL. incluye los siguientes aspectos de interés para nuestro
estudio:

a) el planteamiento del problema.

b) la solucion grafica ( a modelos de 2 variables).

¢) la solucién analitica.

d) el analisis de post-optimalidad.

Analizaremos ahora el paso de la Construccion del Modelo para un problema de PL.

Planteamiento de Problemas.-
Para construir un modelo de PL. deben seguirse los siguientes pasos:

Paso 1: Definicién de las variables.
Paso 2: Construccion del Sistema de Restricciones.
Paso 3: Construccion de la Funcion Objetivo.

*  Definicién de las Variables de Decision:
Una variable de decision es la representacion de cada una de las actividades que con-
forman el problema.

Al definir una variable de decision deben tenerse en cuenta dos definiciones:
*  Definiciéon Conceptual.
Con esta definicion se determina la actividad (o variable) en el contexto del problema,

logrando que esta actividad sea independiente. Para ello se deben tener en cuenta los
principios de :
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a-unicidad de origen.

b-unicidad de destino.

c-unicidad de estructura tecnologica.
d-unicidad de coeficiente de coste.

a,b,c y d se refieren a que cada actividad sea Ginica en su origen, su destino, su tecnologia
y el valor que se le asigne a la funcién objetivo.

*  Definicién Dimensional.
Esta definicion se refiere al aspecto cuantitativo de la actividad, es decir, la seleccion de
la unidad de medida que se va a representar en el modelo.

¢ (onstruccion del sistema de restricciones.
En cuanto al sistema de restricciones y a cada restriccion en particular se deben seguir
los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar la limitacién o restricciéon que presupone dicha restriccion, anali-
zando el signo de la misma {<,=,>} , la dimension fisica y el valor del término inde-
pendiente bi.

Paso 2: Determinar las variables que entran en la restriccion.

Paso 3: Determinar el valor particular del coeficiente tecnologico de dicha restriccion y
en cada variable del problema (j=1,n), esto es, aij.

*  Construccion de la Funcion Objetivo:

La funcién objetivo es la expresion del proposito u objetivo final que deseamos alcanzar
al resolver el problema.

En la funcién objetivo deben aparecer las variables del problema multiplicadas por su
coeficiente de costos Cj, el cual debe estar determinado adecuadamente.

Algunos problemas que resuelve la PL. son:

*  Problemas analisis de la produccion.

e Transportaciéon de productos terminados.
*  Asignacion de recursos.

¢ Inversiones.

e Localizacion de plantas.

* Inventarios.

*  Problemas relacionados con redes.

*  Problemas de mezcla.

*  Problemas de dieta.

*  Problemas de corte de materiales.
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e Ruta critica.
e Otros.

Ejemplo: 1  Planteamiento de Problemas de PL.
A finales del afio 1955 el gobierno Francés se enfrenté ante un problema de seleccion de
fuentes de energia para la produccion de electricidad.

Se contaba en aquel momento con plantas para la produccion de energia tales como:
1- plantas térmicas.

2- plantas de derivacion.

3- plantas con presas de almacenamiento.

4- plantas con esclusas.

5- plantas con mareomotriz.

La potencia maxima garantizada, medida por horas de consumo en horas habiles, era
de 1692 mega watts.

La potencia maxima, medida por hora de consumos en las 4 horas de maximo consumo
diario, era de 2307 mega watts.

La energia anual 7200 macro-watts/hora.

Se queria investigar ademas el limite de las inversiones (fijar la politica de inversiones).
Para ello se contaba con la tabla de valores tecnolégicos siguientes:

. . Inversion
Potencia Potencia , . Gastos
Plantas . , . Energia anual necesaria. En .
. Garantizada Miaxima . En millones
tipo. macro-watts/hora. | millones de
mega-watts mega-watts de pesos.
pesos.
1 1 1.15 7.00 97 136
2 1 1.10 12.60 420 56
3 1 1.20 1.30 130 101
4 1 3.00 7.35 310 104
5 1 2.13 5.47 213 79

Solucion del problema: Planteamiento

Variables del problema:
Sea Xi - nimero de instalaciones del tipo 1 a poner en funcionamiento.
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Xi >=0 (i=1,5)

D - Limite de la inversion disponible.  (D>= 0)

Restricciones:

Potencia garantizada X1+ X2 + X3 + X4+ X5 >=1692
Potencia Méxima 1.15 X1+ 1.10 X2 + 1.20 X3 + 3.00 X4 + 2.13 X5 >= 2307
Energia anual 7X1+12.6 X2+ 1.30 X3+ 7.35 X4 +5.47 X5 >= 7200
Inversion Disponible 97X1 + 420 X2 + 130 X3 + 310 X4 + 213 X5>=D

Valor de la Funcién Objetivo:
Minz =136 X1 + 56 X2 + 101 X3+ 104 X4 + 79X5

Al resolver este problema se podra saber el ntimero de plantas del tipo y a poner en fun-
cionamiento (explotacion) en el pais, asi como el monto de la inversién necesarias para
que se cumplan con la potencia garantizada, la potencia maxima y la energia anual que
se necesita, pero que esto se haga de la forma mas econémica.

Debemos notar aqui que aunque este problema ilustra un planteamiento concreto de
PL. éste no lo es en si, dado que las variables Xi representan variables enteras (sin
punto decimal) , siendo entonces una aplicacion de lo que constituye la programacion
en Enteros.

Métodos de Solucion:

Para dar soluciéon al modelo de programacion lineal se han desarrollado varios procedi-
mientos. La via mas simple consiste en la solucién grafica, para el caso de los problemas
con dos variables de decision, lo cual constituye al mismo tiempo su principal limitacion.
El algoritmo mas conocido y probado a todas las instancias es el llamado método Sim-
plex, basado en una rutina algebraica iterativa que permite ir determinando soluciones
basicas factibles vecinas a partir de una solucion inicial, hasta llegar a la solucion 6ptima
deseada. Se conocen algunas variantes de este método, tales como el Simplex mejorado
y el Simplex revisado. El procedimiento mas actual desarrollado para resolver el modelo
de programacion lineal es el conocido método del punto interior de Karmakar.

En este Texto estudiaremos solamente los dos Primeros Métodos mencionados, los cua-
les seran formalizados a continuacion:

METODO GRAFICO

1. Representar en el plano de coordenadas los hiperplanos correspondientes a
cada restriccion del modelo.
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2. Determinar la regién factible o conjunto de soluciones factibles por la intercep-
ci6n de todos los hiperplanos representados.

3. Representar el vector gradiente de la funcién objetivo.

4. La solucion 6ptima del problema se encuentra en el (los) altimo(s) punto(s) don-
de se interceptan las lineas de nivel y la region factible en el sentido del gradien-
te para problemas de maximo y del anti gradiente para problemas de minimos.

5. De la solucion del sistema de ecuaciones lineales que se obtiene con las ecua-
ciones de las restricciones activas (se cortan en el punto de solucién 6ptima) se
calculan las coordenadas del (de los) punto(s) y evaluando en la funciéon objetivo
se determina el valor extremo deseado.

Ejemplo:

Max Z = 3000 X1 + 2000 X2

Sujeto a:
X1+ 2X2 <6
2 X1+ X2 <8
X2 - X1 =1
X2 <2

X120, X2 =20

2%(2 — Consts. == Obh);. Fn. M [easible
18 [ Sol.: Optimal

] X1 =3.3333
16 X2 =1.3333

©
147
121
10 F

Obj = 12666.67

N &= O

AL | W l x1
02 46 80 246802 468 02
Scale: X1: 1/1875, X2: 1/2
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METODO SIMPLEX

1. Llevar el modelo de programacion lineal original a su forma normal.
Construir tabla simplex inicial.

Verificar condicién de optimalizad.

En caso afirmativo (FIN), de lo contrario ir al paso 5.

Determinar variable que entra en base.

Determinar variable que sale de la base.

Realizar transformaciones en la tabla simplex.

Ir al paso 3.

PN N

Con vistas a la solucion del problema es mucho mejor trabajar con sistemas de igual-
dades (llamado forma normal) que con sistema de desigualdades, es aqui cuando se
introduce el concepto de variable de holgura.

Toda restriccion del tipo (2) se puede convertir en una igualdad si le restamos al término
de la izquierda una variable de holgura que significa el exceso al limite establecido por
el término independiente.

aill X1 + ai2 X2 + .... 4+ ain Xn - Xn+1 = hi
Xn + 1 es la variable de holgura que se resta en la restriccién i-ésima (Xn + 1 >=0)
Toda restriccion del tipo (<) se puede convertir en una igualdad si le sumamos al miem-
bro de la izquierda una variable de holgura que signifique lo que nos falté para llegar al
limite establecido por el término independiente. (Ahorro u ociosidad.)
gl X1 + g2 X2 + ...+ agnXn+ Xnt+j = b
Xn + j es la variable de holgura que se suma a la restriccion j-ésima

Xj+n >=0
De esta forma cualquier problema con restricciones de desigualdad se pueden convertir
entonces en problemas con restricciones de igualdad (llamado forma normal), el na-

mero de variables serd entonces de m+n., con lo cual queda explicado como ejecutar el
paso 1 del procedimiento.

El costo que se le asigna a las variables de holgura sera CERO.
A las restricciones que sean ya una igualdad se les sumara una nueva variable, llamada
variable artificial, como premisa para entrar soluciones iniciales al problema. Estas va-

riables artificiales deben ser eliminadas en el proceso de solucién, ya que si ellas apare-
cen en la solucion final del problema significaran un error.
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El objetivo de las variables artificiales es el de formar la matriz unitaria en la soluciéon
inicial del problema, cuando existen en el mismo restricciones de igualdad, o de mayor
igual que harian que la variable de holgura respectiva se reste.

El costo de las variables artificiales sera muy alto ¢ ira en contra de la funcién objetivo.

El problema de PL. cuenta entonces con m restricciones y n variables, con n > m vy si
se supone que las restricciones son no redundantes, es decir tal que ninguna restriccién
sea combinacion lineal de las restantes o lo que es lo mismo que las restricciones sean
independientes.

Habra mas de una soluciones al problema, descartando la solucion nula que carece de
interés. Para poder resolver este problema se tendra que tomar entonces un nimero de
m variables solamente diferentes de cero y el resto serd igualado a cero. A dichas varia-
bles (m en total) diferentes de cero se les llamara, entonces, variables basicas.

Se llama solucién basica a toda soluciéon al problema de PL. que posea al menos m
variables diferentes de cero. En caso de haber menos de m variables diferentes de cero,
se les llamara degeneradas a aquellas variables que siendo bésicas tengan solucién cero.
Es decir, una solucion basica esta en funcion de m variables diferentes de cero y
el resto (n - m)igualadas a priori a cero.

El nimero total de bases (o de soluciones basicas diferentes) que puede tener el proble-
ma sera:

Ejemplo, Siun problema tiene m = 10 ecuaciones con n = 20 variables, el nimero de
soluciones basicas serian:

C‘OQO = 250000, entre las cuales habran soluciones no interesantes al tener valores

negativos, o sistemas de ecuaciones particulares que al intentar resolverlos no tendran
solucion.
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El objetivo de la PL. es el de encontrar dentro de un conjunto de enorme de soluciones

basicas, una  solucién basica factible optima
%/—J
que satisfaga que tenga que las soluciones  que las soluciones
a (2) m variables sean positivas optimicen a (3)
rentes de uno satisfagan (1)

Paso 2. Para construir la tabla simplex inicial se debe formar una tabla como la que se
presenta a continuacion.

SIMPLEX TABLEAU (ITERACION 0)

Gj X1 X2 Xn Xn+1 Xn+m
BASE | CGj-B | Cl1 G2 Cn 0 0 RHS
Xbl | Cbl | all al2 aln +1 0 bl
Xbm | Cbm | aml am?2 . amn 0 e *1 bm
7] 71 72 7n Zn+1 Zn+m
Zj-Cj Z1-Cl| Z2-C2 Zn-Cn | Zn+1-Cn+l Zn+m- Cn+m

Paso 3: Para verificar la optimalidad es necesario que se cumpla:

En caso de Maximo: Todos los Cj-Zj = 0
En caso de Minimo: Todos los Cj-Zj <0

Paso 5: Determinar la variable que entra en base:

Para elegir la variable que entra en base, Xk, esta se debe elegir tal que cumpla:

Para FO de maximo Para FO de minimo
Zk-Ck=min { Zj-Cj <0 } Zk-Ck = max {Zj-Cj>0}
J J
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debido a que

Z nuevo = Zviejo-q(Zk-Ck) q >0

Paso 6. Determinar la variable que sale de base.

Del conjunto de variables basicas elegir aquella que debe salir para dar lugar a la que

entro en el paso anterior. Esta variable debe garantizar que al salir la nueva solucion
basica sea positiva.

Saldra de base la variable basica Xbr tal que:

q= XBr = min { XBi; ptk>0}

prk 1 pik
Pik son los valores del vector columna pk de la variable Xk que entra en la base.
p lk
pk = p 2k
pm

Paso 7. Realizar transformaciones elementales en la tabla simples.

En la tabla correspondiente del Simplex debe garantizarse que una vez hechos los cam-
bios pertinentes en la base la nueva matriz basica continua siendo unitaria, para ello se
realizan las transformaciones elementales.

La fila r es la del vector que sale (semi pivote). La columna k es la del vector entrante
(semi pivote). El elemento (p rk > 0) se le llama elemento pivote.

Se escribe la nueva tabla con el cambio de la nueva variable basica y se dan los siguientes
pasos:

paso 7.1) Dividir la (fila r) del vector saliente entre el elemento pivote Prk, luego:
prj = prj/ prk J=0,n
paso 7.2)  Para las restantes filas hacer las transformaciones.

Pi=pi - pik*prj/pr

Una vez calculada la tabla de la nueva iteraciéon (nueva tabla), pasar al Paso 3.
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Ejemplo 1

Reddy Mikks posee una pequena fabrica de pinturas que produce colorantes para in-
teriores y exteriores de casas para su distribucion al mayoreo. Se utilizan dos materiales
basicos, Ay B para su fabricacion, de los cuales se dispone de 6 toneladas diarias de A
y 8 toneladas diarias de B como maximo. Los requisitos de fabricaciéon de ambos colo-
rantes se dan a continuacion.

Ton. De materia prima por Ton. De pintura Disponibilidad
Exterior Interior en (Ton.)
Materia Prima A 1 2 6
Materia Prima B 2 1 8

Un estudio del mercado establece que la demanda diaria de pintura para interiores no
puede ser mayor que la de pintura para exteriores en mas de una tonelada. El estudio
sefiala asimismo que la demanda maxima de pintura para interiores estd limitada a 2
toneladas diarias. El precio al mayoreo por tonelada es de $ 3 000.00 para la pintura de
exteriores y de § 2 000.00 para pintura de interiores.

¢ Guanta pintura de cada clase debe producir la compania todos los dias para maximi-
zar el ingreso bruto total diario ?

CONSTRUCCION DEL MODELO
1) Definicién de las Variables

X1-> Toneladas de pintura para exteriores a producir diariamente.
X2-> Toneladas de pintura para interiores a producir diariamente.

2) Funcién Objetivo

Max Z = 3000 X1 + 2000 X2  “Ingreso bruto total diario
por la produccién de pinturas”

3) Sistema de Restricciones
(¢Qué limitaciones deben imponerse a las variables a fin de satisfacer las condiciones del

sistema que este modelo representa?)

X1 + 2X2 <6  “Disponibilidad de materia prima A”
2 X1 + X2 <8  “Disponibilidad de materia prima B”
X2 - XI =1 “Exceso de pintura interior sobre pintura exterior”
X2 <2 “Demanda maxima de pintura interior”
X130, X2 20 “Restricciones de no negatividad”
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FORMA NORMAL DEL MODELO
Max Z = 3000 X1 + 2000 X2+ 0S1+0S2+0S3+ 054

S.a:
X1+ 2X2 +S1 =6
2 X1+ X2 +S2=28
X2 - X1 +S3 =1
X2 +S4 =2

X120,X2 >0,Sl 20,82 20,83>0,S4>0

SIMPLEX TABLEU (ITERACION 0)
Gj X1 X2 Sl S2 S3 S4
RHS | Razén
BASE Cj-B 3000 2000 0 0 0 0
S1 0 1 2 1 0 0 0 6 6
S2 0 2 