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pre fado

El propósito de este libro es el de proporcionar una introducción a las ecua-
ciones diferenciales y sus aplicaciones para los estudiantes de ingeniería,
ciencias y matemáticas. Para alcanzar este propósito, el libro ha sido escrito
con los siguientes objetivos:

1. Demostrar cómo las ecuaciones diferenciales pueden ser útiles en la
solución de variados tipos de problemas-en particular, mostrar al estudiante
cómo (a) traducir problemas a un lenguaje de ecuaciones diferenciales, esto
es, establecer la formulación matemática de problemas; (b) resolver la ecua-
ción diferencial resultante sujeta a condiciones dadas; y (c) interpretar las
soluciones obtenidas. Problemas elementales de muchos campos diferentes e
importantes se explican en relación a su formulación matemática, solución, e
interpretación. Las aplicaciones están ordenadas de modo tal que los tópicos
de mayor interés a los estudiantes o al profesor pueden escogerse sin dificultad.

2. Motivar a los estudiantes de modo que se consiga un entendimiento de
los tópicos y se desarrolle un interés. Esto se hace por medio de ayudas como
ejemplos, preguntas y problemas para discusión.

3. Proporcionar relativamente pocos métodos de resolver ecuaciones dife-
renciales que pueden aplicarse a un grupo grande de problemas. Se ha enfa-
tizado  en un número mínimo de métodos básicos que el estudiante encuentra
normalmente en la práctica; otros métodos menos utilizados que sin embargo
son de interés se pueden encontrar en los ejercicios.

4. Proporcionar al estudiante que desee investigar métodos e ideas más
avanzados, o problemas y técnicas más complicados una oportunidad para que
lo haga. Esto se hace al ofrecer cerca de 2.2K1  ejercicios ordenados en dificul-
tad. Los ejercicios tipo A son en su mayoría fáciles, requieren poca originali-
dad y están diseñados para propósitos de práctica. Los ejercicios tipo B en-
vuelven computaciones algebraicas más complicadas o mayor originalidad que
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la del grupo A. Los ejercicios tipo C están dirigidos principalmente a comple-
mentar el material del texto; ellos exigen un alto grado de originalidad y cono-
cimiento, diseñados para desafiar al estudiante.

5. Unificar la presentación a través de un enfoque ordenado y lógico, ha-
ciendo énfasis en conceptos generales en vez de hacerlo en detalles aislados.
Por ejemplo, después de introducir el muy simple método de separación de va-
riables para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, se introducen
los conceptos de transformación de variables y los de hacer una ecuación exac-
ta al multiplicar por un factor integrante apropiado. Estos conceptos se usan
luego en la solución de otros tipos de ecuaciones.

6. Separar la teoría de las ecuaciones diferenciales de sus aplicaciones
para dar amplia atención a cada una. Esto se consigue presentando la teoría
y aplicaciones en capítulos separados, particularmente en los primeros capí-
tulos del libro. Esto se hace por dos razones. Primero, desde un punto de vista
pedagógíco,  parece no aconsejable mezclar teoría y aplicaciones en las etapas
iniciales puesto que el principiante generalmente encuentra difícil la formu-
lación matemática de problemas aplicados; cuando él se ve forzado a hacerlo,
además de aprender técnicas de solución, generalmente ningún tema se do-
mina. Al tratar teoría sin aplicaciones y luego ampliar gradualmente a las apli-
caciones (al mismo tiempo que se revisa la teoría), el estudiante puede apren-
der mejor ambos tópicos puesto que la atención así se concentra en sólo un
aspecto a la vez. Una segunda razón para separar teoría y aplicaciones es la
de facultar a los profesores que deseen presentar un mínimo de aplicaciones
de hacerlo tan fácilmente sin tener que estar en la difícil posición de tener
que “saltar” capítulos.

El libro está dividido en tres partes principales. Parte 1 trata de las OXU-
ciones  diferenciales ordinarias, Parte II con sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y Parte III con ecuaciones diferenciales parciales. ES útil
discutir los capítulos en cada parte.

Parte 1, ecuaciones diferenciales ordinarias. El Capítulo uno da una pre-
sentación general a las ecuaciones diferenciales incluyendo la motivación por
problemas de valor inicial y de frontera junto con tópicos relacionados. En el
Capítulo dos se discuten métodos para resolver algunas ecuaciones de primer
orden y simples de alto orden. Estos métodos se aplican en el Capítulo tres a
campos tales  como física (incluyendo mecánica, electricidad, flujo de calor,
etc.), química, biología y economía. El Capítulo cuatro discute métodos basi-
COS para resolver ecuaciones diferenciales lineales mientras que el Capít,ulo
cinco usa estos métodos en problemas aplicados.

En el Capítulo seis se presenta la transformada de Laplace  y se hacen
aplicaciones a ecuaciones diferenciales e integrales. Entre los tópicos consi-
derados están la función gamma, funciones de impulso y la función delta de
Dirac, el problema tautócrono y servomecanismos,

El Capítulo ocho, el cual es opcional, introduce la idea de funciones orto-
gonales y problemas de Sturm-Liouville usando generalizaciones a partir  de
vectores en dos y tres dimensiones. Algunos tópicos  tratados  en este capítulo
son eigenvalores y eigenfunciones, y series ortogonales  incluyendo series de
Fourier y de Bessel.

En el capítulo final de la Parte 1, Capítulo nueve, se presenta una intro-
ducción a varios métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales.
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En este capítulo se incluye una discusión de diagramas de computador  y ele-
mentos de análisis de errores.

Parte II, sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. ESta parte  con-
siste de dos capítulos. El primero de estos, el Capitulo diez, tiene e]  propósito
de servir de introducción general y de ofrecer varios métodos pars  resolver
ecuaciones diferenciales simultáneas junto con aplicaciones tales  como el mo-
vimiento  planetario y de satélites, vibraciones, electricidad y biología. Incluí-
dos en este capítulo están los principios elementales del análisis del plano de
fase y estabilidad motivados por el problema del depredador-presa en ecología.

El segundo capítulo, Capítulo once, el cual es otro capítulo opcional, dis-
cute métodos matriciales para resolver sistemas lineales. Este capítulo mues-
tra cómo conceptos teóricos importantes tales  como eigenvalores y ortogonali-
dad surgen de manera natural en el proceso de solución.

Parte III, ecuaciones diferenciales parciales. Esta parte está compuesta
de tres capítulos. El primero de estosel  Capítulo doce, intenta servir de una
introducción general a algunas de las ideas concernientes a las ecuaciones
diferenciales parciales. Estas incluyen deducciones de ecuaciones importan-
tes que surgen en varios campos tales  como conducción de calor, vibración y
teoría de potencial. El segundo capítulo, Capítulo trece, presenta métodos de
series de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales parciales. Finalmen-
te, el Capítulo catorce, el cual es opcional explora métodos para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales usando funciones de Bessel y de Legendre. Un
aspecto importante de este capítulo es el problema de la bomba atómica el cual
se trata junto con otros tipos de problemas más convencionales y relat,ivamen-
te inofensivos dados en los Capítulos doce y trece.

Los capítulos han sido escritos y ordenados para proporcionar un máximo
de flexibilidad. Por ejemplo, los Capítulos seis y once se pueden omitir sin nin-
guna pérdida de continuidad si ell  profesor decide no cubrir las transformadas
de Laplace  o métodos matriciales. Similarmente, en el Capítulo diez el método
de la solución complementaria-particular para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales se ilustra sin el uso de matrices mientras que en el Ca-
pítulo once se trata con matrices. Así, el profesor puede usar uno u otro o am-
bos para demostrar sus relaciones. Como otro ejemplo, en el Capítulo trece, el
cual presenta métodos de series de Fourier para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales, las series de Fourier se introducen en una manera histórica,
esto es, como Fourier pudo haberlas descubierto. Como resultado, est,e  capítu-
lo es esencialmente independiente del Capítulo ocho, el cual trata con funcio-
nes y series ortogonales, proporcionándole al profesor la opcibn de omitir ente-
ramente el Capítulo ocho. En casos donde pudiera existir alguna duda, los
capítulos y secciones de capítulos han sido marcados con un diamante para
indicar que son opcionales. Sin embargo, los capítulos y secciones que han si-
do marcados como opcionales (tales  como los concernientes a las transforma- ‘.
das de Laplace,  métodos numéricos y aplicaciones particulares), no han sido
marcados como tales  debido a que el cubrimiento u omisión de los tópicos in-
cluidos generalmente dependerán de la clase de curso que se ofrezca, Ios  t.ópi-
cos  a considerar, etc.

Debido al alto grado de flexibilidad, el libro se puede usar en una varie-
dad de cursos empezando desde un curso de uno a dos semestres e incluyen-
do sólo ecuaciones diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales ordina-
rias y parciales. El diagrama en la pagina xvi, el cual indica secuencias
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posibles de capítulos, puede ser útil al profesor en la planeación  de un curso.
Por ejemplo, en un curso semestral que cubra ecuaciones diferenciales ordi-
narias y parciales, una posible secuencia de capítulos es 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 10,
12, 13. Una doble flecha indica que los capítulos se pueden intercambiar. Así,
por ejemplo, el Capítulo siete si se desea podría preceder al Capítulo seis.

El autor desea aprovechar esta oportunidad para expresar sus agradeci-
mientos a Esther y Meyer Scher por su continuado interés y estímulo; al gru-
po asesor de la Prentice Hall, especialmente a Leslie Nade11 y E3ob  Sickles,
por su excelente cooperación; y a los siguientes profesores de matemáticas
quienes revisaron el manuscrito y proporcionaron muchas sugerencias útiles:
Ebon E. Betz, United States Naval Academy; E. E. Burniston, North Carolina
State University; John Burns, Virginia Polytechnic Institute and State Uni-
versity; Ronald Hirschorn, Queen’s University; James Hurley, University of
Connecticut; R. N. Kesarwani, University of Ottawa; Anthony L. Peressini,
University of Illinois; William L. Perry, Texas A & M University; Daniel Sweet,
University of Maryland; Henry Zatzkis, New Jersey Institute of Technology.

* * *

Fue un gran placer enterarme de la traducción al idioma Español de mi
libro Ecuaciones diferenciales aplicadas, tercera edición. Espero que esto dará
una oportunidad a otros de disfrutar la belleza del tema de las ecuaciones dife-
renciales y sus numerosas aplicaciones.

Murray R. Spiegel
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Conceptos de ecuaciones diferenciales

1.1 ALGUNAS DEFINICIONES Y OBSERVACIONES

El descubrimiento independiente del cálculo por Newton y Leibniz en el
siglo 17 proporcionó el ímpetu para los grandes avances que siguieron en las
matemáticas, ciencias, e ingeniería. Una de las más importantes y fascinan-
tes ramas de las matemáticas que proporcionó el medio para las formulacio-
nes matemáticas y soluciones de variados problemas en estas áreas se llama
ecuaciones diferenciales, las cuales estudiaremos en este libro. Con el obje-
to de seguir adelante, necesitamos primero algunas definiciones.

Definición 1. Una ecuación diferencial es una ecuación que involucra de-
rivadas de una función desconocida de una o más variables. Si la función
desconocida depende sólo de una variable (de tal modo que las derivadas
son derivadas ordinarias) la ecuación se llama una ecuación diferencial or-
dinaria. Sin embargo, si la función desconocida depende de más de una va-
riable (de tal modo que las derivadas son derivadas parciales) la ecuación se
llama una ecuación diferencial parciul.*

Ejemplo 1. La ecuación L1.v
-=2x+> 0
dx

y’ =2x + y (1)

en la cual y es una función desconocida de una sola variable x es una ecua-
ción diferencial ordinaria. Frecuentemente escribimos y = f(x) y llamamos a
x la variable independiente, y y, la cual depende de x, la variable dependien-
te. Por brevedad podemos denotar el valor de y en x por y(x), y sus derivadas
sucesivaspory’(x),  y ” ( x ) ,  ,  osimplementey’,y”,.

Ejemplo 2.
d2XL a  e c u a c i ó n  --2$--15x=0
dt2

(2)

en la cual x es una función desconocida en una sola variable t es una ecua-
ción diferencial ordinaria. Podemos escribir x = g(t), donde t es la variable
independiente y x la variable dependiente. Por brevedad podemos denotar
el valor de x en t por x(t), y también podemos denotar las derivadas por x’(t),
x”( t ) ,  ., 0  s i m p l e m e n t e  x ’ ,  x ” ,

2 2

Ejemplo 3. La ecuación g+2+ (3)

en la cual V es una función desconocida en dos variables x y y es una ecua-
ción diferencial parcial. Podemos escribir V= F(x, y), donde x y y son va-
riables independientes y V es la variable dependiente. Por brevedad podemos
denotar el valor de V en x y y por V(x,  y).

\

*Excluimos de la clase de ecuaciones diferenciales aquellas que son identidades tales  co1110
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Definición 2. El orden de una ecuación  diferencial es el orden de la deri-
vada más alta que aparece en la ecljación.

Ejemplo 4. La derivada más alta que aparece en la ecuación (1) es dy/
dx, la cual es de primer orden, esto as, de orden 1. Por tanto, la ecuación di-
ferencial  es  una ecuación de orden 1,  o una ecuación diferencial ordinaria
de primer orden.

Ejemplo 5. La der ivada más a l ta  que aparece en ecuación (2)  es  dLx/  ’
dtz, la cual es de segundo orden, esto es, orden 2. La ecuación diferencial
es por tanto de orden 2, o una ecuación diferencial ordinaria de segundo or-
den.

Ejemplo 6. La derivada más alta que aparece en ecuación (3) es îi2V/Ox2
0 i2Vliy2, ambas son de segundo orden. Por tanto,  la  ecuación diferencial
es una ecuación diferencial parcial ‘de  segundo orden.

O~semm¿h  1. Una ecuación diferencial  ordinaria de orden  11  puede
expresarse como

g(x, y, y,, J”‘, . . , 2 . ‘ “ ‘ ) = 0 (4)

Si podemos resolver esta ecuación por la derivada más alta, obtenemos una
o más ecuaciones de orden n tomanalo la siguiente forma:

\ p) = F-(x,  j’, y, . > 4”” - l)) (5)

Ejemplo 7. La ecuación de primer orden (y’)” + xy’ -y  = 0

es equivalente a las sigüientes dos ecuaciones de primer orden

(6)

y’  = &p-Tq  - XI), 2“ = -&/TT-q  + s) (7)

Observación 2. Adicionalmente a su orden, es útil clasificar una ecua-
ción diferencial ordinaria como una (ecuación diferencial lineal o no-lineal de
acuerdo a la siguiente.

Definición 3. Una ecuación diferencial ordinaria lineal es una ecuación
que puede ser escrita -en la forma

a,(x)y’“~  + a,(x)J’“-  l’ + . . + an-,(X)J”  + U,(X)J~  = F(s) (8)

donde  F(x) y los coeficientes a, (x ) ,  a, (x),. ,  a, (x )  son funciones dadas
de x y a,(x) no es idéntica a cero.* Una ecuación diferencial que no puede
escribirse en la forma (8) se llama una ecuación diferencial no-lineal.

Ejemplo 8. Las ecuaciones (1) y (2) son ecuaciones diferenciales ordina-
rias lineales.

Ejemplo 9. La ecuación (6) o las dos ecuaciones equivalentes (7) son no-
lineales.

*En álgebra OU  + ¿IL’ donde a y b no dependen de u o de LJ frecuentemente se llama una fun-
ción lineal de u y U.  La terminología linevzl  cen  la Definición 3 está inspirada en una generaliza-
ción de esta idea debido a que el lado izquierdo de (8) es una función lineal de J’, y ‘, , J (“).

1
4 Capítula uno



Las ideas presentadas en las Observaciones 1 y 2 también se pueden ex-
tender a las ecuaciones diferenciales parciales. Como tendremos ocasión de
observar a lo largo de este libro, las ecuaciones diferenciales lineales son ‘en
general más fáciles de manejar que las ecuaciones no lineales.

Definición 4. Una solución de una ecuación diferencial es cualquier fun-
ción que satisface la ecuación, esto es, la reduce a una identidad.
Ejemplo 10. Las funciones definidas por X= eS  1 y x = e-3 f son dos so-
luciones de la ecuación (21, puesto que la sustitución de éstas conducen res-
pectivamente a

25P - 2(5P)  - 15f? = 0, ge-31  - 2(-3r-3’)  - 15p-3’  = 0

las cuales son identidades. Otra solución es x = 0, y pueden existir otras. IDe
hecho  x=c,e”‘+~,e-~’  d o n d e  cl  y cp son constantes arbitrarias es una
solución.
Ejemplo ll. La función definida por V= e”xsen  231 es unn solución  de  ((3)
puesto que

dV ¿F  v 3lJ
d.\-  = 38’ sen 2y,  a\-2  = 9~“”  sen 2y,  F = 2e3-’  cos  s,

p ,,’
p = - 4e.j 1 sen 2y

de modo que al sustituir encontramos la
sen2y) = e3xsen?4..

identidad 9e3”sen2y  + 2( -4e3’

Observación 3. En los Ejemplos 10 y Il las soluciones se dieron sin
restricciones sobre los valores-que asumen las variables independientes. Al-
gunas veces, sin embargo, debemos restringir tales  valores, como por ejemplo
cuando queremos que los valores de la función sean reales o tengan otras
propiedades. Por ejemplo, si f(x) = V9 - ~2, entonces para que f(x) sea real
debemos tener - 3 5 x 5 3. Tales valores constituyen lo que se llama el do-
minio de la función. Cuando no se especifica el dominio, como muchas ve-
ces ocurre, asumimos que el dominio es el conjunto de todos los valores para
los cuales las operaciones indicadas producen resultados con sentido. Así,
por ejemplo, si una función se define por f(x) = 1/(x  - 3),  entonces el domi-
nio es el conjunto de todos los valores de x excepto 3, esto es x.+  3, puesto
que la división por cero carece de sentido.

Ejemplo 12. La función definida por y = fl-  es una solución de

y’= -5.
Y

puesto que (10)

y al sustituir en la ecuación diferencial (9) se obtiene una identidad

Sin embargo, es claro que si deseamos que la función sea real y la derivada
(10) exista debemos restringir x al dominio -3< x<3;  esto es, debemos (ex-
cluir x = - 3 y x = 3. Así podemos decir que y = m es una solución de

.

Ecuaciones diferenciales en genera/ 5



(9) sobre el intervalo - 3 < x < 3. Otros dominios podrían también tomarse.
Por ejemplo, las funciones definidas por y = m, 0 3 x < 3, o y = m,
l< x: < 2 son también soluciones de (9).

Observaciones similares pueden hacerse para funciones de dos o más
variables. Por ejemplo, si V= V9 - (x2  + yz ), entonces para que V y sus deri-
vadas parciales con respecto a x y y existan y sean reales, se debe restringir
z JJ y de modo que ~2  +yz < 9, dominio que geométricamente representa el in-
terio,r  de un círculo de radio 3 en el plano xy y con centro en el origen.

Bbseruación  4. En todos los ejemplos anteriores tratamos con solucio-
nes 8-n las cuales la variable dependiente fue resuelta explicitamente  en tér-
minos de las variables independientes, y por esta razón nos referimos a las
funciones como funciones explícitas. Corno se aprendió en cálculo, sin em-
bargo, podemos tener funciones definidas implícitamente por ecuaciones que
involucran las variables dependientes e independientes, en cuyo caso ellas
se refieren como funciones implícitas.

Ejemplo 13. Dada la relación xs +y j = 9 entre x y y, podemos considerar
a y alefinida implícitamente como una función de X. De hecho, notando que
la relación es equivalente a y = t \/9 - ~2, podemos ver que una de éstas
es la misma que aparece en la relación del Ejemplo 12. Esta situación nos in-
dica el hecho de que al tratar con funciones implícitas se puede requerir in-
vestigación adicional para determinar la función especificada que se desea,
puesto  que se pueden incluir muchas funciones. Note que si diferenciamos
xi + yZ = 9 implícitamente, considerando a y como una función de X, obte-
nemos:

2x + 2yy’  = 0 0 y’= -2 (111
Y

la cual concuerda con (9). El hecho de que debemos ser cuidadosos sobre lo
que cestamos  haciendo puede ilustrarse al notar que x2 +y’  = -9 también
satisface formalmente a (ll), pero ella ni siquiera define a y como una fun-
ción real de X.

Ejemplo 14. Asuma que y3 - 3s + 3y = 5 (12)

defin.e  a y (implícitamente) como una función de X.  Entonces esta función
sería una solución de

y” zzz  -$( y’)”

puesto que al diferenciar (12) con respecto a x encontramos

(13)

y’= ’ -2Y
y”

y =
(y’ + ll”

(14)

de m.odo  que la sustitución de las derivadas dadas por (14) en (13) produce
la identidad

?Y 3- -
(y2  + ,)”  = -2)

I

(>-m (151

’La pregunta de si (12) realmente sí define a y como una función de x requie-
re mayor investigación, pero hasta que tal decisión se obtenga ella se puede
referiir como a una solución formal.. .
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1.2 EJEMPLOS SENCILLOS DE PROBLEMAS DE VALOR
INICIAL Y DE FRONTERA

Muy frecuentemente, especialmente en problemas aplicados, una ecua-
ción diferencial se resuelve sujeta a unas condiciones dadas que la función
desconocida debe satisfacer. Como un ejemplo sencillo, considere el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Una partícula P se mueve a lo largo del eje x (Figura 1.1) de tal manera que
su aceleración en cualquier tiempo t 2 0 está dado por a = 16-  24t. (a) En-
cuentre la posición x de la partícula medida del origen 0 a cualquier tiempo
t > 0, asumiendo que inicialmente (t = 0) está localizada en x = 2 y está via-
jando a una velocidad u = - 5. (b) Trabaje parte (a) si solamente se sabe que
la partícula está localizada inicialmente en x = 2, y en x = 7 cuando t = 1

+X
0 P

Figura 1.1

Para formular matemáticamente este problema, recordemos primero del
cálculo que la velocidad y aceleración de una partícula que sè mueve a lo lar-
go del eje x están dadas respectivamente por

dx d*x
v=z  Y a=Jp

Entonces de la primera frase del enunciado del problema se tiene

d*x
_ = 16 - 24t
dt*

la cual es la ecuación diferencial requerida para el movimiento.
(17)

Solución a la Parte (a) Las condiciones sobre la función x dadas en parte
(a) son

x = 2, v = -5 en t = 0 esto es, x(O)  = 2, x’(0) = - 5 (18)

Se debería notar que el significado del signo menos en u = - 5 es de que la
partícula está viajando inicialmente hacia la izquierda. Si integramos (17)
una vez, encontramos

dx
- = 16t - 12t2  + c1
d t

(19)

donde c1  es una constante arbitraria. Esta constante puede determinarse
de la segunda condición en (18) con t = 0 en (19). Encontramos - 5 = 0 + cr ,
esto es, c1  = - 5, de modo que

dx
- = 16t - 12t*  - 5
dt (20)

La integración de (20) da x = 8t2 - 4t3 - 5t + c2 (21)

donde c2  es otra constante arbitraria que puede determinarse de la primera
condición en (18) con t = 0 en (21). Encontramos 2 = Cl + c:, o cO  = 2. Así

x = Sr2  -- 4t3 - 5t + 2 (2.2)

Ecuaciones diferenciales en general 7



la cual es la ley requerida de movimiento permitiéndonos determinar la po-
sición en cualquier tiempo r > 0; por ejemplo, al tiempo t = 1, x = 1, al tiem-
po t = 2, x = -8, etc.

Solución a la Parte (b) En esta parte todavía tenemos la misma ecuación di-
ferencial (17) para el movimiento, pero las condiciones han cambiado a

s=2ent=O, x=7ent=  1 0 x(0) = 2, x(l) = 7 (23)

En este caso integramos (17) como antes para obtener (19). Sin embargo,
puesto que no tenemos una condición para dx/dt,  no podemos todavía de-
terminar c , , y por tanto debemos integrar (19) para obtener

x = 8t2 - 4t3 + c,t + c2 (24)

Podemos ahora usar las dos condiciones en (23) para hallar las dos constan-
tes arbitrarias en (24). Esto conduce a 2 = 0 + c2, 7 = B(l)2 - 4(l)”  + c, + c2
0 c, =l,  cz =2
de modo que x = 8r2 - 4t3  + t + 2 (25)

Las formulaciones matemáticas de las partes (a) y (b) en el problema
anterior son, respectivamente,

(al $= 16-24t, X(0) = 2, s’(0) = - 5

(b)
(F-C
dtz=  16-24t, x(0)=2,x(l)=  7

Una diferencia importante entre ellas es que en (a) las condiciones sobre la
función desconocida x y sus derivadas x’ o dx/dt están especificadas en un
ualor de la variable independiente (en este caso t = 0), mientras que en (b)
las condiciones sobre la función desconocida x se especifican en dos valores
de la variable independiente (en este caso t = 0 y t = 1). Los dos tipos de pro-
blemas presentados en (a) y (b), respectivamente, se llaman problemas de
valor inicial y problemas de valor de frontera. Debemos así hacer las siguien-
tes- definiciones.

Definición 5. Un problema de valor inicial es un problema que busca deter-
minar una solución a una ecuación diferencial sujeta a condiciones sobre la
función desconocida y sus derivadas especificadas en un valor de la varia-
ble independiente. Tales condiciones se llaman condiciones iniciales.

Definición 6. Un problema de valor de frontera es un problema que busca
determinar una solución a una ecuación diferencial sujeta a condiciones so-
bre la función desconocida especificadas en dos o más valores de la variable
independiente. Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.

Considere el siguiente ejemplo ilustrando las observaciones anteriores,

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Una curva en el plano xy tiene la propiedad de que su pendiente en cual-
quier punto (x, y) de ella es igual a 2x. Hallar la ecuación de la curva si ésta
pasa por el punto (2,5).

8 Capítulo uno
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Figura 1.2

Solución Puesto que la pendiente de una curva en cualquier punto (x, y)
de ella está dada por dy/dx,  del enunciado del problema se tiene

(28)

una ecuación diferencial de primer orden. Puesto que la curva debe pasar
por el punto (2, 5), y=5  cuando x=2  estoes, y(Z)=5 (29)

El problema de resolver (28) sujeta a (29) es un problema de valor inicial.

La integración de (28) da y = x2 + c (30)

donde c es una constante arbitraria. Usando la condición (29) en (30) se ob-
tiene 5 = (2)2 + c de modo que c = 1. Así la curva requerida está dada por
y=x”+l (31)

Gráficamente, (30) representa una familia de euruas  en el plano zy, cada
miembro de ella está asociado con un valor particular de c. En la Figura 1.2 se
muestran algunos de estos miembros para c = 0, - 1, 1, 2. Puesto que c pue-
de variar, frecuentemente se llama un parámetro para distinguirlo de las va-
riables principales x y y. La ecuación diferencial (28) que es satisfecha por
todos los miembros de la familia frecuentemente se llama la ecuación. dife-
rencial de la familia.

Observación 5. La misma terminología usada en este ejemplo puede
también usarse en el problema de la página 7. Así, (24) representa una fami-
lia de curvas en el plano tx, cada miembro de la cual está asociado con valo-
res particulares de los dos parámetros c 1 y cq  , mientras que (17) es la ecua-
ción diferencial de la familia. Para especificar el número de parámetros
involucrados, algunas veces hablamos de una familia de curvas de un par-á-
metro, una familia de curvas de dos parámetros, etc. Las soluciones cerres-
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pondientes a  las  ecuaciones diferenciales pueden entonces referirse como
la solución con un parámetro (o la familia de soluciones con un parámetro),
la solución con dos parámetros (o lla familia de soluciones con dos paráme-
tros), etc. También podemos referirnos a estas curvas como curvas solución.

En el proceso de la formulación matemática de problemas aplicados, pue-
den  surgir muchas clases de ecuaciones diferenciales, como veremos en fu-

l

turos capítulos. En la siguiente lista vemos una pequeña muestra de ellas.

d2x-= -kx
dt2 (32)

d2y dy
xlix’+~+xy=o

d v
VfM-=v2

dM

Ely”“’ = w(x)

sen 20t

y”  = ; JW

a2v  d2V a2v
Jjp+&-T+s=

g=k[$-$+$;

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

S2Y a2Y
-= al-..-
it2 2x2

( 4 )

a4cp  a”q5
r:x4+2- + * = F(x,  y)sx2cy2  cy (41)

La ecuación (32) es famosa en el campo de la mecánica en conexión con
el movimiento armónico simple, como en las oscilaciones pequeñas de un pén-
dulo simple. Elia podría, sin embargo surgir en muchas otras conexiones.

La ecuación (33) surge en mecánica, calor, electricidad, aerodinámica,
análisis de esfuerzos y en muchos otros campos.

La ecuación (34) surgió en un problema de vuelo de cohete.
La ecuación (35) es una ecuación impcrtante en ingeniería civil en la teo-

ría de deflexión o doblamiento de vigas.
La ecuación (36) puede surgir en la determinación de la corriente I como

una función del tiempo t en un circuito de corriente alterna, pero también po-
dría surgir en mecánica, biología, y economía.

La ecuación (37) surge en conexión con un problema de suspensión de
cables.

La ecuación (38) podría-surgir en problemas de electricidad, calor, aero-
dinámica, teoría de potenciales, y èn  muchos otros campos.
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La ecuación (39) surge en la teoría de conducción de calor, como también
en la difusión de neutrones en una pila atómica para la producción de ener-
gía nuclear. También surge en la teoría de movimiento browniano.

La ecuación (40) surge en conexión con la vibración de cuerdas, como
también en la propagación de señales eléctricas.

La ecuación (41) es famosa en la teoría de análisis de esfuerzos.
Estas son solo una pequeña parte de las muchas ecuaciones que podrían

surgir en algunos de los campos de los cuales están tomadas. Exámenes de
ecuaciones tales  como éstas por matemáticos puros, matemáticos aplicados,
físicos teóricos y aplicados, químicos, ingenieros, y otros científicos a través
de los años han conducido a la conclusión de que existen ciertos métodos de-
finidos por medio de los cuales muchas de estas ecuaciones pueden resolver-
se. Tales ecuaciones y métodos junto con los nombres de las personas asocia-
das con ellas se darán a lo largo del libro.* A pesar de todo lo que se conoce,
sin embargo, muchas ecuaciones permanecen sin solución, algunas de ellas
de gran importancia. Gigantescas máquinas modernas de cálculo actualmen-
te están siendo ocupadas en determinar soluciones a tales  ecuaciones vita-
les para la investigación relacionada con seguridad nacional, planeación  eco-
nómica, e ingeniería aeroespacial así como también en muchos otros campos.

Uno de los objetivos de este libro es ofrecer una introducción a algunos
de los problemas importantes que surgen en la ciencia y la ingeniería con los
cuales la mayoría de científicos deberían estar familiarizados. Para conse-
guir este objetivo, será necesario demostrar cómo uno resuelve las ecuacio-
nes que surgen como resultado de las formulaciones matemáticas de estos
problemas. El estudiante debiera siempre recordar que hay tres etapas en
la solución teórica de problemas científicos.

1. Formulación rrktemática  del problema científico. Las leyes
científicas, que por supuesto están basadas en experimentos u observacio-
nes, están traducidas en ecuaciones matemáticas. En muchos casos un mo-
delo matenático  se usa para aproximarse a la realidad física. Así, per ejem-
plo, al tratar con el movimiento de un planeta, tal como la tierra, alrededor
del Sol, podemos considerar a la Tierra y al Sol como partículas (o puntos de
masa). Sin embargo, en un estudio de la rotación de la tierra sobre sus ejes,
tal modelo es claramente inapropiado, de tal modo que podemos considerar
a la tierra como una esfera o aún más precisamente como un esferoide ova-
lado.

2. Solución de las ecuaciones. Las ecuaciones formuladas en Etapa
1 necesitan ser resueltas, sujetas a condiciones obtenidas del problema, pa-
ra determinar la incógnita, o incógnitas, involucradas. Los procedimientos -
usados pueden producir una solución exacta o, en casos donde soluciones
exactas no se pueden obtener, soluciones aproximadas. Frecuentemente,
para elaborar los cálculos numéricos se recurre al uso de calculadoras. El
proceso de obtener soluciones frecuentemente conduce a preguntas de natu-
raleza puramente matemática que algunas veces tienen mayor interés que
el problema científico original. De hecho, muchos de los avances en las ma-
temáticas fueron obtenidos como un resultado de los intentos de resolver
problemas en la ciencia y la ingeniería.

*En la contraportada del frente del texto se da una lista de referencias de algunos de los
contribuidores importantes a la teoría y aplicaciones de las ecuaciones diferenciales.
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3. Interpretación científica de la solución. Con el uso  de las solucio-
nes conocidas, el científico puede ser capaz de interpretar lo que está suce-

diendo desde el punto de vista aplicado. Puede hacer gráficas o tablas y
comparar Ia teoría con los experimentos. Puede incluso basar investigación
posterior en tales interpretaciones. Por supuesto que, si encuentra que los
experimentos u observaciones no están de acuerdo con la teoría, debe revi-
sar el modelo matemático y su formulación matemática hasta que se consi-
ga un acuerdo razonable.

Cada una de estas etapas es importante en la solución final de un pro-
blema aplicado y, por esta razón, enfatizaremos todas las tres etapas en es-
te libro.

Puesto que, como uno podría esperar, las ecuaciones diferenciales par-
ciales son mucho más complicadas que las ecuaciones diferenciales ordina-
rias, la mayor parte de este libro, esto es, los once capítulos en las Partes I
y II, se dedican a las ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecuaciones
diferenciales parciales se tratan en los tres capítulos de la Parte III. Así, a
menos que se diga lo contrario, cuando nos refiramos a una ecuación dife-
rencial implicaremos una ecuación diferencial ordinaria.

EJERCICIOS A
1. Complete la siguiente tabla.

(W y” - 4y’ - 5y = e3x

(4
au a2u  au
-=4=+ay

( d )  (+$;+&$-3t

te)

d2x

p-
3x = sen y

(h) ( 2 x  +  y ) d x  + ( x  - 3 y ) d y  =  0

6) y” + xy = sen y”

(3
a27- d2T <?‘T

- 03++++-
CX
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2. Haga una tabla similar a la anterior para las ecuaciones diferenciales (32)-(41)  de
la página 10 y complete la tabla.

3. iCuáles de las ecuaciones diferenciales ordinarias en la tabla del Ejercicio 1 son
lineales y cuáles son no-lineales?

4. Trabaje el Ejercicio 3 para la tabla construida en el Ejercicio 2.

5. Muestre que cada una de las funciones definidas en la Columna 1, con una ex-
cepción, es una solución de la correspondiente ecuación diferencial en la Colum-
na II, sujeta a las condiciones dadas, si hay alguna.

1 II

(a)  J’ = e-*  + x - 1. J” + J‘  = X;  J’(0)  = 0.

(,,,  I‘ = Ae””  + Be-z”  _ $-l !“’  - 3J,’ - 10~.  = 61,‘.

cl’.,
( c )  s =  8  cos  3t  + hsen3t. -=-9s:r=X.~j:=lXaf=O.

dt2

(d) 8‘~”  - 27~,~  = 0. (?.‘)3  = J’; y(O)  = 0.

te)  Y(‘i,  t) = 4sen(2x  - 3t).
(?‘y  -2 /

9  T  =  4  ‘;;; : Y(rr,  0 )  =  0
(Y

(f)  J’ = c,em2x  + c# + (.++

(g)  J‘ = As3  + Bsm4  - f.

(h)  1 + i2y  + 4~ = 0.
(i) .Y? - y3  = c.

J “ ” ~ 2~“’ - 5J”  + 6J,  = 0

S2J” + 2s)”  ~~ 12! = 2-Y’.

J”’  = 2x(  Jy:  y’(0)  = 0.  J” ‘ (0) = $
J‘ tl‘c + (2s - 3J.)d\.  =  0 .

6. Una partícula se mueve a lo largo del eje x de modo que su velocidad instantánea
está dada como una función del tiempo t por u = 12 - 3tL Al tiempo t = 1, está
localizada en x = - 5. (a) Establezca un problema de valor inicial que describa el
movimiento. (b) Resuelva el problema en (a). (c)  Determine dónde estará la par-
tícula en los  tiempos t = 2 y t = 3. (d) Determine los tiempos cuando la partícula
está en el origen. Al hacer esto , iqué  supuestos se están haciendo? (e) Describa
el movimiento de la partícula usando un gráfico u otro medio.

7. Una partícula se mueve a lo largo del eje x de modo tal que su aceleración instan-
tánea está dada como una función del tiempo t por a = 10 - 12t’.  En los tiempos
t = 2 y t = 3, la partícula está localizada en x = 0, y x = - 40 respectivamente. (a)
Establezca la ecuación diferencial y condiciones asociadas que describen el mo-
vimiento. iE problema es de valor inicial o de frontera? (b) Solucione el proble-
ma en (a). (c) Determine la posición de la partícula en t = 1.  (d) Dibuje aproxi-
madamente el gráfico de x contra t y úselo para describir el movimiento de la
partícula.

8. Trabaje el Ejercicio 7 si la partícula está inicialmente en x = 3 y tiene una veloci-
dad v=  -6.

9. La pe,ndiente de una familia de curvas en cualquier punto (x, y) del plano xy  está
dada por 4- 2x. (a) Establezca la ecuación diferencial de la familia. (b) Determi-
ne una ecuación para aquel miembro particular de la familia que pasa por el pun-
to (0, 0). (c) Dibuje varios miembros de la familia incluyendo al hallado en (b).

10. Trabaje el Ejercicio 9 si la pendiente está dada por 4e-2”.
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11. Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial o de frontera. En
cada caso dé una interpretación física o geométrica posible.

(a) 2 = 3 sen x, y(n) = - 1. (b) ;  = 4e-’  - 2, x = 3cuando  t=O

(c) $ = 8 - 4t + t2,
dx

x = l,z  = -3 cuando t=O.

(d)$=gJ’ü, s(4) = 16. (e) y” = 12x(4 - x), Y(0)  = 7, y(1) = 0.

12. En cada uno de los aparies siguientes se da una ecuación diferencial para una
familia de curvas. Obtenga las curvas solución para cada familia y dé el número
de parámetros involucrados. Halle los miembros particulares de cada familia que
satisfagan las condiciones dadas.

(a) y’ = -4/x*, y(1) = 2. (b) y” = 1 - cos  x, y(0) = 0, y’(0) = 2.
(c) y’f = JGTi, y(0) = 5, y(4) = -3.

EJERCICIOS B

1. Una partícula se mueve a lo largo del eje x de modo que su velocidad en cualquier
tiempo t 10 está dada por u = l/(t’ + 1). Asumiendo que inicialmente se encuen-
tra en el origen, muestre que la partícula nunca pasará a n = if/2.

2. iPara  qué valores de la constante m la función y = emx  será una solución a ca-
da una de las siguientes ecuaciones diferenciales? (a) y’ - 2y = 0.  (b) JI” + 3~’ -
4y = 0. (c)y”’ - 6Y”  + lly’ - 6y = 0.

3. &El  método del Ejercicio 2 podría funcionar para hallar soluciones a xuy “- xy  ’ +
y = O? Explique. De sus conclusiones, ipuede  usted sugerir una clase de ecuacio-
nes diferenciales que sikmpre  tengan soluciones de la forma y =emx?

4. (a) Si y = Y, (le)  y y = Y, (x) son dos soluciones dey ” + 3y’ - 4y = 0 muestre que y =
c 1 Y, (x) +c, Yz  (x) es también una solución, donde c, y c2 son constantes ar-
bitrarias. (b) Use el resultado de(a) para hallar una solución de la ecuación di-
ferencial que satisfaga las condiciones y (0) = 3, y ‘(0) = 0.

5. Si y = Y1  (x) y y = Y2  (x)  son soluciones de y “+y’  = 0, y = Y, (x) + Yz  (x),  jes
también una solución? Compare con el Ejercicio 4 .y  discuta. iPuede  usted carac-
terizar el tipo de ecuación diferencial que tenga la propiedad descrita en el Ejer-
cicio 4?

6. Muestre que una solución de y ’ = 1+ 2ny sujeto a y(l) = 0 es y = 8’ JT e-‘* dt.

7. Es 1~2  +yz  - 6x + 1Oy  + 34 = 0 una solución a la ecuación diferencial g = 3-x  ?
Yf5

8. La ecuación diferencial de una familia de curvas en el plano xy  está dada por
ns

1

f = -24~0s~.

(a) Halle una ecuación para la familia y dé el número de parámetros involucra-
dos. (b) Halle un miembro de esta familia que pase por los puntos (0, - 4), (1, 0),
y que tenga una pendiente de 6 en el punto donde x = 1.

9. iEs  posible que la ecuación diferencial de ima  familia con tres parámetros sea
de orden 4? Explique.

EJERCICIOS C

1. En la ecuación dy/& + &/dy = 1I, icuál es la variable independiente? ¿Cuál  es
la variable independiente en la ecuación
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2. Muestre que la ecuación de primer orden xy(y  ‘)s  - (x2  +yi  )y ’ + xy = 0 es equiva-
lente a dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Muestre que y = cx y x2 -
yz E c, donde G es cualquier constante, son soluciones de la ecuación.

3. Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones e interprete geométricamente:

ta) $ =Y, Y (0)  = 1; (b) g = ey, y(l)  =O; (c) g = secy,  y(O)  = 0. (Sugerencia: ES-

criba cada ecuación diferencial en términos de dr/dy  en vez de dy/dx.)

4 .  ( a )  M u e s t r e  q u e  d2L.  = _ _d2x dx 3

dx2 dy2  dyi(  >
es una identidad. (Sugerencia: Derive am-

bos lados de dy/dx = l/dx/dy  con respecto a x.) (b) Use el resultado en (a) pa-
ra transformar la ecuación diferencial

con variable independiente y, en una con variable independiente n. iPuede usted
obtener la solución de esta ecuación?

5. Muestre que x = a(s -seno), y= u(l-  cos 8),  donde a es cualquier constante
distinta de cero, es una solución de 1+ (y ‘)’ + 2yy” = 0.

1.3 SOLUCIONES GENERALES Y PARTICULARES

En páginas 8-9 consideramos una ecuación diferencial la cual tenía una
solución que involucraba una constante arbitraria (o parámetro) la cual se
podía determinar a partir de una condición dada. En forma similar, en las
páginas 7-8 consideramos una ecuación diferencial de segundo orden la cual
tenía una solución que involucraba dos constantes arbitrarias (parámetros)
las cuales se podían determinar a partir de dos condiciones dadas.

Suponga ahora que nos dan un problema de valor inicial o de frontera
que busca determinar la solución de una ecuación diferencial de orden n sa-
tisfaciendo n condiciones especificadas. Para conseguir esto sería bueno si
pudiéramos hallar una solución de la ecuación diferencial que contuviera n
constantes arbitrarias, para luego usar las n condiciones y encontrar las n
constantes, y así obtener la solución requerida. Como una ilustración, con-
sideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva el problema de valor inicial 2 + y =0, y(O)=3,  y’(O)  = - 4. (42) ’

Para satisfacer las dos condiciones iniciales’en (421,  es natural para no-
sotros busca:  una solución a la ecuación diferencial en (42), que esperamos
tenga dos constantes arbitrarias, y luego usar las’ dos condiciones para de-
terminar estas constantes. Hasta el momento, por supuesto, no sabemos có-
mo determinar tal solución, y los métodos para hacerlo deben dejarse para
un capítulo posterior. Suponga, sin embargo, que por algún  medio (tales  como
por conocimiento previo o usando error y ensayo) lleguemos a

y=Acosx+Bsenx (43)
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la cual tiene las dos constantes arbitrarias A y B que se necesitan y que pue-
de verificarse como una solución. Usando la primera condición de (42) en (43),
esto es, y(O)  = 3, o y = 3 cuando x = 0, encontramos A = 3, de modo que (43)
se convierte en:

y = 3 cos  x + B senx

Para hallar B primero tomamos la derivada en (44) para obtener

(44)

y’= -3senx+Bcosx (45)

Luego usando la segunda condición de (42) en (45),  esto es, y ‘(0) = - 4 o y ’ ti - 4
cuando x = 0, encontramos B = - 4. La solución requerida está así dada por

y = 3 cos  x - 4 senx (46)

Ahora en general una ecuación de orden n tendrá una solución que involu-
cra n constantes arbitrarias, y debido a su especial importancia para noso-
tros le damos el nombre especial de solución general.* Una solución parti-
cular obtenida  de esta solución general al seleccionar los valores particulares
de las constantes arbitrarias (por ejemplo para satisfacer condiciones dadas)
se llama entonces una solución particular.

Ejemplo 15. En el problema (42) de la página 15, y =A cos x + B sen x es
la solución general, mientras que y = 3 sen x - 4 sen x es una solución parti-
cular.

Ejemplo 16. En el Ejemplo ilustrativo 1, páginas 8-9, y = ~2 + c es la solu-
ción general dey ’ = 2x, mientras que y = ~2  + 1 y y = ~2 - 3 son soluciones par-
ticulares.

Ejemplo 17. Para la e’cuación  diferencial g = 3~“~ (47)

y = (x + c)~  es la solución general, y y = (X - 2)3  es una solución particular.

Ejemplo 18. Para la ecuación diferencial y ’ = 4y (48)

y =AeB+zX no es la solución general puesto que la podemos escribir como
y  = (AeB)e*x  o  y  =  cezx, la cual es una solución pero tiene sólo urza
constante, mientras que la ecuación diferencial es de orden 2.*  Sin embargo,
el estudiante puede mostrar fácilmente por sustitución directa que y=
cle2x  + c2e-2x con las dos constantes c,, c2 es una solución de (48) y es
por tanto su solución general.

La solución general de una ecuación diferencial puede ocurrir en forma
implícita. Para examinar esta situación consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

R e s u e l v a dyz-- &, Y(l)  = 2.

‘Úna justificación teórica para usar el término de solución general está dada en la referen-
cia [13]  de la Bibliografia.  De ahora en adelante números en corchetes cuadrados se referirán
a la Bibliografía.

*Si una relación involucra un conjunto de constantes que no pueden remplazarse por  un
conjunto menor, las constantes algunas veces se dice que son esenciales.
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Una solución es y2 - xy = c (50)

tal como puede verificarse por diferenciación implícita de (50). Puesto que
(50) involucra una constante arbitraria, nos referimos a ella como la solución
general. Para obtener la solución particular que satisfaga y(l) = 2, sustitui-
m o s  x51, y = 2 en (50) y encontramos c = 2. Así

y2 - XJ  = 2 (51)

La solución requerida al problema de valor inicial está en (51). Para mos-
trar explícitamente esto solucionemos (51) para y en términos de x por la fór-_ I.
mula cuadrática para obtener

Y=
X+JFT%

2
(52)

Probando la condición y = 2 cuando X= 1 en (52) muestra que debemos ex-
cluir el signo menos en (52). La solución requerida es por tanto

y  =  gx  +  Jrn> (53)

Es de interés interpretar el resultado gráficamente. Las curvas descritas
por (52) se muestran en la Figura 1.3. Aunque ambas curvas representan cur-
vas solución a la ecuación diferencial (49),  sólo una de ellas satisface la con-
dición y(1) = 2, esto es, pasa por el punto (1, 2). Es también de interés notar
que para puntos en la recta y = x/2 que separa las dos curvas, el denomi-
nador a la derecha de la ecuación diferencial en (49) es cero.

Los comentarios anteriores sugieren lo siguiente. Dado el problema de
valor inicial

Y’ = FC.%  Y), Y(Xo)  = Yo (54)

Y

Figura 1.3
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que involucra una ecuación diferencial de primer orden, tratamos de hallar
una solución que contiene una constante arbitraria llamada la solución ge-
neral. Esto puede ocurrir en cualquiera de. las formas

y = f(x, 4 U(x, Y) = c, G(x, y, c) = 0 (55)
la primera representando a una función explícita, y las dos últimas a funcío-
nes implícitas. La constante c se determina entonces de modo que se satis-
faga la condición dada en (54). Las extensiones a ecuaciones de alto orden
se hacen fácilmente.

El problema de hallar soluciones generales de ecuaciones diferenciales
será tratado en capítulos posteriores. Un problema más simple es el proble-
ma inverso de hallar la ecuación diferencial a partir del conocimiento de su
solución general, esto es, “dada la respuesta, hallar el problema”. Para moti-
var el procedimiento, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Encuentre una ecuación diferencial que tenga como solución general

y = ce -2x + 3x - 4 (56)

Diferenciando (56) se obtiene y’ = -2ce-‘” + 3 (57)

Eliminemos ahora c entre las ecuaciones (56) y (57). Podemos hacer esto ya
sea resolviendo c en una ecuación y sustituir en la otra, o más fácil en este
caso multiplicar la ecuación (56) por 2 y sumar la ecuación (57). El resultado es

y’ + 2y = 6x - 5 (58)

Como chequeo podemos süstituir (56) en (58) para hallar la identidad

y’ + 2y = -2ce-2”  + 3 + 2(cep2”  + 3x - 4) = 6x - 5
Así, (58) es la ecuación diferencial de primer orden requerida teniendo a (56)
como su solución general. De acuerdo a la página 9, podemos imerpretar  (56)
como una familia de curvas de un parámetro, y llamar (58) la ecuación dife-
rencial de la familia.

La misma idea se puede usar con soluciones generales que contienen
más de una constante arbitraria, simplemente diferenciando tantas veces
como existan constantes arbitrarias y luego usar estos resultados para elimi-
nar todas las constantes arbitrarias. Ilustremos el procedimiento con algunos
ejemplos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre una ecuación diferencial cuya solución sea y = c, x + c2 x3.

Solución. Puesto que hay dos const.antes  arbitrarias c r y c2,  tenemos que
diferenciar dos veces, obteniendo

y =  c,x +  c2x3, y’ = CI + 3c2x2, y”  = 6czx (59)

Ahora eiiminemos las constantes arbitrarias. Para esto, resolvamos cL en

la última ecuación de (59). Encontramos c2 = g. (60)
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Usando esto en la segunda ecuación de (59) da y ’ = c , + xy “/2,  de modo que

c 1 = y’ ~ $l (61)

Finalmente, usando (60) y (61) en la primera ecuación de (59),  tenemos

y+4)x+(x~)(~), (62)

la cual al simplificarla se reduce a la ecuación diferencial de segundo orden
requerida.

X2$’ - 3xy’  +  3 y  =  0 (63)

Chequeo. x2y” - 3xy’ + 3y  = x2(6c2x)  - 3x(r,  + 3~~x7  + 3(c,x  + c2x3)  =  0

Note que y=c,x+c,x3 representa gráficamente a una familia de curuas
de dos parámetros en el plano xy, y (63) es la ecuación diferencia1 de esta fa-
milia.

Observación 6. Si nos dan una solución que contiene n constantes ar-
bitrarias, frecuentemente es fácil obtener una ecuación diferencial de orden
mayor a n que tenga esta solución. Así, en el Ejemplo ilustrativo 2, y = c, x +
c2x3 sería una solución de la ecuación de cuarto grado y(r”)= 0. Por supues-
to que ésta no es la solución general de esta ecuación. Cuando buscamos la
ecuación diferencial que tenga una solución general dada (por ejemplo y =
c r x + ~~3~3  ) buscamos aquella del menor orden, esto es, de orden igual al
número de constantes arbitrarias (en este caso dos).

- EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Encontrar una ecuación diferencial para la familia de círculos con radio
1 y centro en cualquier punto del plano xy.

Solución. La ecuación de un círculo con centro en (A, B) y radio 1 es

(x - A)Z + (y - B)2  =  1 (64)

Aquí tenemos dos parámetros o constantes arbitrarias A y B. Lo que
buscamos es la ecuación diferencial cuya solución general esté dada por (64),
para lo cual podemos usar el mismo procedimiento dado anteriormente. Di-
ferenciando (64) con respecto a x,

Z(‘c  - A) + 2(v  - B)y’ =  0 (65)
4

Resolviendo para (X -A)  y sustituyendo en (64), tenemos

(y - Q2(Jq2  + (y - B)Z = 1 (66)

donde hemos tenido éxito en eliminar a A. Para eliminar a B, resolvamos pa-

ra (y -B) para obtener y - B = +[1 + (y’)y’2

Diferenciando y simplificando esta última ecuación se obtiene
(67)
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la cual es la ecuación diferencial de segundo orden requerida. El estudiante
puede recordar que el lado izquierdo de (68) es la curvatura de un plano cur-
vo. Así, (68) establece que la curvatura de un cierto plano curvo en cualquier
punto de él es igual a 1 en valor absoluto. Solamente los círculos de radio 1
tienen esta propiedad.

1.4 SOLUCIONES SINGULARES

Cada vez que se formule un problema de valor inicial o de frontera, hay
tres preguntas en relación a éste que podrían y deberían hacerse.

1. Pregunta de existencia. iExiste  una solución de la ecuación dife-
rencial que satisfaga las condiciones dadas?

2. Pregunta de unicidad. Si existe una solución que satisface las con-
diciones dadas, ipuede haber una solución diferente que también satisfaga
las condiciones?

3. Pregunta de determinación. iCómo  encontrar las soluciones que
satisfagan las condiciones dadas?

Una tendencia natural es proceder directamente a la tercera pregunta e ig-
norar las dos primeras. Sin embargo, supóngase que llegamos a una formula-
ción matemática de algún problema aplicado y pudiéramos probar que no tie-
ne solución. Entonces claramente no vale la pena gastar tiempo en tratar de
encontrar una solución. De nuevo, aún si tuvieramos éxito en encontrar una
solución, respondiendo así afirmativamente a la Pregunta 1, está todavía la
pregunta de unicidad. Si se pueden encontrar dos o más soluciones, esto vio-
laría el principio científico fundamental de que un sistema no puede compor-
tarse en varias formas diferentes bajo las mismas condiciones. En tal caso
se pondría en sospecha la validez de la formulación matemática.

Para mostrar que hay alguna base para hacer las preguntas anteriores,
supongamos que se nos ha dado el problema de valor inicial

dy- = $Jl3,
dx Yc3  = 0

Del Ejemplo 17, página 16, la ecuación diferencial (69) tiene la solución ge-
neral y= (X+c)3. De la condición en (69) se tiene (2 + c)3 = 0 de modo que
c = - 2. Así, obtendríamos una solución que satisface (69) dada por

y = (x - 2)3 (70)
Sin embargo otra solución de (69) está dada por y = 0. Aún una tercera selu-
ción  está dada por x-2-

X<2 (71)

Así, la solución no es única.
La solución de (69) dada por y = 0 no puede obtenerse de la solución ge-

neral y = (X + c)3 con ninguna selección de la constante c de modo que no
es una solución particular. Es costumbre llamar una solución singular a cual-
quier solución de una ecuación diferencial que no pueda obtenerse de la so-
lución general mediante una selección particular de las constantes arbitra-
rias. Como el nombre lo sugiere, las soluciones singulares son soluciones no
usuales o extratis.  Ocasionalmente, éstas aparecen en problemas aplicados
cuya formulación matemática involucra ecuaciones diferenciales no lineales.
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Observación 7. Algunos autores emplean la terminología de solución
general para referirse a todas las soluciones de una ecuación diferencial (es-
to es, incluyendo todas aquellas que hemos llamado soluciones singulares).
Nosotros no hemos hecho esto porque, como ya se .ha indicado, tenemos un
punto de vista práctico que generalmente no se interesa en todas las solucio-
nes, sino en aquella solución de una ecuación diferencial de orden n que con-
tiene n constantes arbitrarias las cuales pueden afortunadamente determi-
narse a partir de n condiciones asociadas.*

Debido a situaciones tales  como las anteriores, los matemáticos han Ile-
gado a estar interesados en teoremas, llamados teoremas de existencia y uni-
cidad, que sirven para decirnos dónde se puede garantizar la existencia y
unicidad de las soluciones en vez de confiar en el azar.+ Presentaremos un
ejemplo de uno de estos teoremas en la próxima sección. Presentaremos tam-
bién un procedimiento gráfico conocido como el método de campo de direccio-
nes que con frecuencia permite visualizar dentro de las clases de soluciones
que pueden ocurrir y sus relaciones. Sin embargo, puesto que’principalmente
estamos interesados en este libro con problemas aplicados que pueden ser
resueltos exactamente y para los cuales existen soluciones y son únicas,  he-
mos marcado la próxima sección como opcional, indicando que el-estudiante
puede omitir la sección y pasar directamente al Capítulo dos sin perturbar
de ninguna manera la continuidad de la presentación.

EJERCICIOS A

1. Muestre que cada ecuación diferencial en-la Columna 1 tiene por solución la corres-
pondiente relación en la Columna II. Obtenga las soluciones particulares que satis-
fagan las condiciones eñ  la Columna III.

1 II III

(a) y’  + y tan x = 0~~~  -
(b) y”  - y = 4x.

y = A cos x.

y = c,e”  f c,e-”  - 4x.

(c) y’  = (y + x)/(  4’  - x).

(d) y”’ = 0.

(e) x(y’)’  + 2yY’  + xyy” = 0. XY2 = Ax + B.

2. Encuentre una ecuación diferencial correspondiente a cada relación, con las cons-
tantes arbitrarias indicadas. Verifique en cada caso que la ecuación diferencial
tiene la relación como su solución general

(a) y = 3x2  + te-2X:  c. (b) .p = Y  + c senx:  c.
(c) x* - ay2 = 1:a. (d) .yIn  x = hx:h.

*La terminología de solución completa se usa algunas veces para denotar todas las solu-
ciones, esto es, la solución general junto con las soluciones singulares, si hay alguna.

‘El autor conoce al menos el caso de un científico quien, desesperado por resolver trna  ecua-
ción diferencial sujeta a condiciones dadas, sometió el problema a un computador (a un gran cos-
to), pero aún no encontró solución. Finalmente, se le indicó que mediante el uso de un avanzado
teorema de existencia se podía haber mostrado que el problema no tenía solución.
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(e) y = cI sen4x + c2 cos  4x + x:cI,  c2. (f) 1 = ate-’ + Be-’  + 2 sen3t: (Y, 0.
(g) x* + i2 - cx = 0:c. (h) y = ax3  + bx*  + c’x:a,  b, c.
(i) y = Ae-3X  + Be’” + Ce4’: A, B, C. (j) r=aIn4+/$+c:a,b,c.

3. Encuentre una ecuación diferencial para cada una de las siguientes familias de
curvas en el plano xy: (a) Todos los círculos en el origen y con cualquier radio. (b)
Todas las parábolas que pasan por el origen con el eje x como su eje común. (c) To-
dos los círculos con centros en y = x y tangentes al eje y. (d) Todas las elipses con
centro en el origen y ejes en los ejes coordenados.

EJERCICIOS B

1. Encuentre una ecuación diferencial de tercer orden que tenga como solución y=
ar sen x + bx cos x, donde a y b son constantes arbitrarias. iClasificaría  usted esta
solución como una solución general o particular de la ecuación de tercer orden?

2. (a)  iCuántas  constantes arbitrarias tiene y=cle5x+co  +,c3e5x?  (b) Encuentre
una ecuación diferencial que tenga ésto como solución general.

3. Muestre que la solución general de y ” + y = e-I’  es
y = A cos x + B  senx + sen x

s
* e-” cos t dt - cos x

s
x e-“sen  t dt

Encuentre la .solución  particular que zatisfaga y (0) = y ‘(0) 2 0.

4. (a) Escribiendo la ecuación diferencial del Ejemplo 17,  página 16, en la forma 2 =
1 dy

__3y2’3  y luego integrando directamente, verifique la solución general allí obtenida.

(b) De la forma de la ecuación diferencial en (a), ipuede  usted sugerir cómo la so-
lución singular y = 0 de la ecuación original pudo haber sido descubierta? (ver pá-
gina 20).

5. Encuentre la solución general de dy/dx  =y3. iEs y = 0 una solución singular?
Explique.

6. (a) Muestre que y’=yp,  donde p es una constante tal quk O<p  < 1 tiene solucio-
nes dadas por y = 0 y y = [ (1 -p) (n  + c)] UU-P)  . Examine los casos especiales
p = 4,  5,  3.  (b) Discuta las relaciones entre estas soluciones. (c) iHay otras solu-
ciones además de las dadas en (a)? (d) Discuta los casos donde p =( 0, p 2 1.

7. (a) Muestre que y =A COSV?X  +B  senfir es la solución general de y” + Xy = 0
donde A es una constante. (b) Muestre que no existe solución al problema de va-
lor de frontera y”+ hy = 0, y(0)  = 0, y(l) = 0 distinta de y = 0 a menos que X tome
uno de los valores ~2, 4~2, 9+,  16~2,. y determine soluciones en estos casos.
(c) De estas observaciones, iqué puede usted concluir acerca de la existencia y
unicidad de las soluciones al problema de valor de frontera dado en (b)?

EJERCICIOS C

1. (a) Muestre que la ecuación diferencial para y = c,uI (x) +c,u, (x), donde
LL, (x) .y  u2 (x) son funciones que al menos son doblemente diferenciables,  pue-
den ,escribirse  en la forma de determinantes como*

r UI(X)  u*(x)

l I

/’ u;(x)  u;(x) = 0

(b) ¿Qué pasa en el caso donde
J *”  u ; ‘ ( x )  u;(x)

,:=, 1UI u2(4  = o

u;(x)  u;(x) -

*Ver Apéndice para un breve repaso de determiriantes.
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El determinante W se llama el Wronskiano de u,(x)  y u2 (x).

2.  (a) Haga uso de los ejercicios anteriores para obtener la ecuación diferencial que
tenga como solución general y = c 1 e3X + c2  e- f*. cb)  G e n e r a l i c e  e l  m é t o d o  d e l
Ejercicio 1 y, así, obtenga una ecuación diferencial que  tenga como solución gene-
raly=c,x’+c,senx+c,  cosx.

3. Discuta las posibles soluciones de (y ’ - 2x) (y ’ - 3x2 ) = 0.

4. Muestre que (a) 1 y ’ 1 + 1 = 0 no tiene solución. (b) (y ‘)2  + 1= 0 tiene solución pero
no solución real. (c) 1 y’l  + Iy 1 =0 t iene una solúción  pero ninguna involucra una
constante arbitraria.

5.  (a) Encuentre una ecuación diferencial para la familia de tangentes a ~2 +y’  = 1.
(Sugerencia: Haga (cos c, sen c) cualquier punto en el círculo.) (b) Muestre que la
solución general de la ecuación diferencial en (a) está definida por la familia de Ií-
neas tangentes. (c)  Muestre que x2 +y2  = 1 es una solución de la ecuación dife-
rencial de (a). iQué  clase de solución es ésta?

6. (a) Use el Ejercicio 6B para resolver el problema de valor inicial y ’ =yp,  y (0) = 1.
(b) Determine el límite de la solución en (a) a medida que p-+1.  (c)  ¿La  función
obtenida  en (b) es una solución de y‘=y,  y(O)? Discuta.

7. (a) Halle la ecuación diferencial de la familia y =
( >

1 + 2 “donde n # 0 es el pa-
n

rámetro. (b) Muestre que y = e* es una solución de la ecuación encontrada en
(a) y explique por qué esto no es tan sorprendente.

Observaciones adicionales relacionadas con las soluciones

2.1 OBSERVACIONES SOBRE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Digamos desde un priñcipio que, para la mayoría de las ecuaciones dife-
renciales que trataremos, hay soluciones únicas que satisfacen ciertas con-
diciones especificadas. Sin embargo, por temor a que el ingeniero o el cientí-
fico lleguen a ser demasiado confidentes con sus conocimientos, mostramos
por medio de un ejemplo, qué tan importante es estar prevenido sobre los pro-
blemas de existencia y unicidad. El estudiante que piense que estará prote-
gido por el 99 por ciento de los casos está probablemente en lo correcto, pero
el autor conoce unos pocos que estuvieran “atrapados” en la categoría del 1
por ciento restante.

Consideremos la ~ ecuación diferencial xy ’ - 3y = 0 (1)
la cual surgió el! un cierto problema aplicado, cuyos detalles omitimos. Es su-
ficiente decir que una curva experimental obtenida  aparece en la Figura 1.4.
De esta curva aparece que y = 0 para x I 0 y que y aumenta (de alguna ma-
nera) para x 20.  Mediante métodos sencillos que discutiremos más adelante,
el científico dedujo que la solución general de (1) es y = c2c3,  donde c es una
c o n s t a n t e  a r b i t r a r i a .  C o n s i d e r a c i o n e s  t e ó r i c a s  p r o p o r c i o n ó  l a  c o n d i c i ó n  y  =  1
donde x = 1 fa cual estuvo de acuerdo con el experimento. Por tanto, el cien-
tífico decidió que la solución requerida estaba dada por y = x3,  cuyo gráfico
aparece en la Figura 1.5. Los gráficos experimentales y teóricos estuvieron de
acuerdo para x 10 pero no lo estuvieron para x < 0. El científico decidió que
las matemáticas deben estar equivocadas. Sin embargo, resultó que el mane-
jo de las matemáticas estuvo equivocado. El científico erróneamente ha asu-
mido, como siempre lo había hecho antes, que existía una solución única. No
es difícil mostrar que
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Figura 1.4

.--I (2,8)r

donde A y B son constantes, es también una solución. Escogiendo A = 1 pa-
ra satisfacer y = 1 donde x = 1 y escogiendo B= 0 en la solución (2), obte-
nemos

(3)

estando completamente de acuerdo con el experimento.
Este ejemplo muestra la necesidad de conocer cuándo una solución úni-

ca realmente existe .  Aunque no podemos adentrarnos en los detal les  de la
prueba, no debemos esconder nuestras cabezas de la realidad como el aves-
truz del probervio sino que, en vez, satisfaceremos nuestra conciencia con la
siguiente cita

Teorema de existencia-unicidad. Dada la ecuación diferencial  de pri-
mer orden y ’ = F(r,  y), si F(x,  y) satisface las siguientes condiciones:*

1. F(x,  y) es real, finita, simple valorada, y continua en todos los puntos
de una región R del plano xy (que puede contener todos los puntos).

2 iF(x,  y)
*--&--- es real, finita, simple valorada y continua en R.

Entonces existe una y sólo una solución y = g(x)en  R, tal que y =yO  cuan-
do  x=x0, esto es, y (x0)  = yo .**

Observación. Este teorema da las condiciones suficientes para la exis-
tencia y unicidad de una solución, esto es, si las condiciones se cumplen, la

*AlguAas  de las condiciones dadas en el teprema  están implicadas por otras y se enuncian
meramente por énfasis.

**Se puede concluir más precisamente que ~(1’)  existe y es continua en algún intervalo
xg  -h ( x 5  x0  + h;  esto es, 1 x ~ x0  1 3  h dbnde h es algún número positivo que depende de
F(x,  v).
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existencia y unicidad están aseguradas. Sin embargo, las condiciones no son
condiciones necesarias; esto es, si no se satisfacen todas las condiciones,
puede que aún baya una solución única. Se debería notar  que e]  teorema  no
nos dice cómo obtener esta solución. Correspondientes teoremas para ecus-
ciones de alto orden también existen.*

Una interpretación gráfica de este teorema es que, si R es la región (par-
te sombreada en la Figura 1.6) en la cual las condiciones especificadas se
cumplen, entonces por cualquier punto (x0  yo)  en R pasará una y sólo una
curva C cuya pendiente en cualquier punto de R está dada por y ’ = F(r, y).
La solución y = g(x) representa la ecuación de esta curva en R. El teorema
equivale a establecer que existe una solución única a y ’ = F(x, y) en R, la
cual puede describirse por cualquiera de las ecuaciones dadas en (55), pági-
na 18, donde c se determina al conocer el punto (zO,y,,),  esto es, y (x0)  =
yo. Esto sirve para soportar el uso de la terminología de solución general,
puesto que si se satisfacen las condiciones del teorema no existen otras so-
luciones en R. Pueden surgir complicaciones si tratamos de extender la solu-
ción más allá de la región R. De hecho las soluciones singulares, si hay algu-
na, tienden a ocurrir en la frontera de la región.

Y

Figura 1.6

En un cierto sentido el teorema de existencia-unicidad puede ser más
;significativo  desde el, punto de vista práctico donde las condiciones no se
cumplen que cuando ellas sí se cumplen. Esto es debido a que cuando ellas Y
no se cumplen ni la existencia ni la unicidad de la solución pueden garanti-
zarse y esta falta de garantía debería servir como una alarma de eomplicacio-
nes potenciales. Por ejemplo, en el caso de la ecuación diferencial (1) del cien-
tífico, página 23, las condiciones no se cumplen en una región rect,angular  tal
como se muestra en la Figura 1.7 la cual contiene puntos donde x 5 0. Así el
científico pudo no haberse sentido tan confidente y tal vez incluso podría ha-
ber obtenido la solución teórica correcta (3) estando de acuerdo con el expe-
rimento.

Consideremos algunos ejemplos adicionales que ilustren el uso del teo-
remo de existencia-unicidad.

*Un teorema de estos se considera en el Ejercicio 2C, página 33 y en el Capíth  cuatro, Pa-
ra las pruebas de los teoremas incluyendo el dado anteriormente vea [ 131.
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Figura 1.7

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Determine si existe una solución única para el  problema de valor inicial

&dx = J9  - (x2  + y2), L’(1) = 2 (4)

Solución Tenemos F(x, J.) = ,/9 - (x2  + y2),
l?F -y
- =
dY  J9 - (x2 + y2)

(5)

y vemos que una complicación potencial surge para los puntos (x,  y) para los l
cuales x2 + yz  = 9. Supongamos que estamos alejados de tales  puntos al es-
coger por ejemplo una región R dentro del círculo ~2  +yz  = 8 (ver Figura 1.8),

Y
9

Figura 1.8
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la cual incluye al punto (1,2) descrito por la condición inicial. Entonces,
puesto que se cumplen las condiciones del teorema, podemos concluir que sí
existe una solución única al problema de valor inicial. En otras palabras,
existe una única curva solución C contenida en la región R que pasa por el
punto (1,2) como se indica en la Figura 1.8.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 .

Use el teorema de existencia-unicidad para determinar si existe una so-
lución única para el problema de valor inicial

4z = 3y2’3, y(2) = 0
6)

Solución Tenemos
?

F-(x,  y) = 39’3; g = --$

Así esperamos tener complicaciones en regiones que incluyan puntos donde
y = 0. Del teorema de existencia-unicidad no podemos garantizar la existen-
cia o unicidad de una solución en tale?  regiones. Probando y = 0 vemos que
es una solución lo cual muestra que al menos una solución existe, pero no sa-
bemos si es única. Realmente como se vió en la página 20, ésta no es única.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Dada la ecuación diferencial lineal de primer orden

2 + JWY = Q(x)

donde P(n)  y Q(x)  se asumen continuas en un intervalo a $ x $ b, pruebe
que existe una solución única a la ecuación diferencial tal que y(x,)  = yo
donde x,,  está dentro dlel intervalo.

?
Solución Tenemos g= F(x, y) donde F(x,  y) = Q(x) - P(x)y,  $= -P(x) (9)

de modo que las condicciones del teorema de existencia-unicidad se cumplen
en una región rectangular R acotada por las rectas x = a y x = b. Así el re-
sultado requerido está Iprobado.

EJEMPLO ILtlSTRATIVO  4

(a) Determine si existe una solución única para el problema de-valor
inicial

&
z = Y2, Y(O)  = 1

(10)

(b) Verifique su conclusión en (a) resolviendo el problema

Solución (a) Tenemos F(x,  y) = y2,  g = 2y (11)

Así las condiciones del teorema de existencia-unicidad se satisfacen en cual-
quier región R tal coma, el rectángulo de la Figura A.9  y podemos concluir que
existe una solución úniica  en R.
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X

Figura 1 .9

dx 1
(b) Escriba la ecuación diferencial dada como - = ?.

dy  Y

Entonces al integrar se tiene x = - h + c. Puesto que y = 1 cuando x = 0, es-
1 1

to da c = 1 de modo que x = - y + 1, esto es, y = ~
1 -x’

La única curva solución C correspondiente a esto también se muestra en la
Figura 1.9. Se debería notar que aun cuando la región R pueda escogerse tan
grande como se desee y que aún se satisfagan las condiciones del teorema de
existencia, la curva no se extiende indefinidamente hacia la derecha.* De
hecho, como se ve, no se extiende más allá de x = 1 lo cual representa una
asíntota. El hecho de que x = 1 sea una barrera no es del todo evidente des-
de la ecuación diferencial dada. Estos resultados indican las complejidades
que pueden ocurrir en ecuaciones no-lineales.

2.2 CAMPO DE DIRECCIONES Y EL METODO  DE LAS ISOCLINAS

Suponga que nos dan la ecuación diferencial

Y’ = F(x, Y) (12)

donde F(x, y) satisface las condiciones del teorema de existencia-unicidad.
En cada punto (a, b)  de la región R (ver Figura 1.10) podemos construir una
línea corta, llamada un elemento de línea, con pendiente F(a,  b). Si hacdmos
esto para un gran número de puntos, obtenemos un gráfico tal como se mues-
tra en la Figura 1.10 llamado el campo de direcciones de la ecuación diferen-
cial. Los elementos de línea representan líneas tangentes a las curvas solu-
ción en estos puntos.

ES bastante llamativo que mediante el uso de esta simple idea podamos
llegar a tener una representación de la solución general de la ecuación dife-
rencial sin ni siquiera resolver la ecuación. La técnica es por supuesto muy
útil, especialmente cuando no se puede encontrar una solución exacta. El grá-

*El teorema de existencia-unicidad expresa esto al no garantizar más de lo que se estable-
ce en el segundo pie de página de la página 24.
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Figura 1 .lO

fico  indica que la solución general de (12) está dada por

JJ = f(x, 4, U(x,  y) = c o G(x, y, c) = 0 (13)

donde c es una constante arbitraria. Así, cada curva de la Figura 1.10 corres-
ponde a un valor diferente de c, o dicho de otra manera, existirá una y sólo
una curva que pasa por un punto dado de acuerdo al teorema de existencia-
unicidad. Ilustremos el procedimiento de obtener el campo de direcciones pa-
ra una ecuación diferencial al considerar el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Obtenga el campo de direcciones de la ecuación diferencial

dY x-= - -
dx  4 (14)

Solución Es conveniente escoger puntos (x, y) para los cuales x y y sean en-
teros, y calcular las pendientes correspondientes en estos puntos  En ecua-
ciones más complicadas el uso de la calculadora de bolsillo puede servir para
minimizar cálculos laboriosos, y se pueden usar otros puntos que permitan
una mayor precisión. Los cálculos se indican en la Figura 1.11 para el caso
donde x y y están entre - 4 y 4. Así, por ejemplo, la pendiente correspondien-
te a x = 2, y = 3, esto es, el punto (2, 3) es -.$.  Puesto que X/y no existe pa-
ra y = 0 las entradas para estos casos se indican por una raya.

El correspondiente campo de direcciones se indica en la Figura 1.12. El
gráfico parece indicar que las curvas correspondientes a la solución general
son círculos con centro en el origen; esto es,

x2 + 1’2  = c (15)

la cual llega a ser más evidente con la selección de más puntos. El resultado
(15) es realmente correcto puesto que tiene la solución general de (14); o di-
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Figura 1.11
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cho  de otra manera, la ecuación diferencial de la familia de círculos (15)  esta
dada por (14).

Cuando se busca el campo de direcciones para la ecuación diferencial

)“ = F(x,  Y) (16)

el trabajo involucrado se puede reducir en algo al hacer

Rx, Y) = m (17)

donde m es una constante, y darse cuenta que cualquier punto sobre la cur-
va representado por (17) tiene asociado un elemento de línea con pendiente
m. Esto frecuentemente se llama el método de las isoclinus (isoclina significa
pendiente constante) y se ilustra en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Use el método de las isoclinas para trabajar el Ejemplo ilustrativo 5, en
la página 29.
Solución Para obtener el campo de direcciones requerido, escojamos un va-
lor particular de m, digamos m = 2. Entonces sobre la correspondiente recta
y = -x/2 construimos elementos de línea paralelos de pendiente m = 2, co-
mo se muestra en la Figura 1.13. Luego hacemos lo mismo para otros valores
de m y así obtenemos el patrón indicado.

Figura 1 .13
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Figura 1.14

El dilema del científico referido en la página 23 pudo haber sido resuelto
por medio del uso del campo de direcciones, como se indica en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Obtenga el campo de direcciones de la ecuación diferencial uy’  = - 3y = 0
Solucitin El campo de direcciones obtenido por el método de las isoclinas, o
como en las páginas 29-30, se muestra en la Figura 1.14. Es interesante que

‘4 esta figura revela la posibilidad de soluciones tales  como

Ax3,
y = cc3  0. y = &

i ’

x-20
x 50

la segunda de las cuales, con A = 1, B = 0, da la solución deseada de la pá-
gina 24.

El campo de direcciones de la Figura 1.14 sirve para ilustrar de una ma-
nera elegante el teorema de existencia-unicidad en vista del hecho de que
hay infinitas soluciones por el punto (0, 0), mientras que no hay soluciones
por (0, y ) donde y f 0.

EJERCICIOS A

1. Use el teorema de existencia-unicidad para determinar si existen soluciones úni-
cas para cada uno de los siguientes problemas de valor inicial
(a) y’  = 3x + 2y;  y(1)  = 4.
(c)  4” = 1/(x2  + y2);  y(0)  = 0.

(b)  y’  = 1/(x2  + y2);  y(O)  = 1.
(d) y’ + xq‘  = x2;  y(0) = 2.

(el  4” = (x - 21’)/()‘ - 2x); y(1)  = 2.
(g)  ?” = x2 + y2;  y(O)  = 2.

(f) y’ = 1/(x2  - y2):  J(1)  = 2.

(i) !”  = !‘csc  x; y(O)  = 1.
(h)  y’  = J-.  ~‘(1)  = 0.
(j) y’  = l/jx* + 4~~  - 4; y(3)  = 2.
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2. (a) Muestre que la ecuación diferencial y ’ =
I

rfï  tiene las soluciones y = t (x  + c)2
y y = 0. (b) Discuta estas soluciones y sus r laciones  con el teorema de existencia-
unicidad y entre cada una.

3. (a) Obtenga el campo de direcciones para y ’ = 2.x - y . (b) Explique la relación exis-
tente entre las varias soluciones de la ecuación y el campo de direcciones. (c) ¿Pue-
de usted estimar la posición aproximada de aquella curva que pasa por (0, O)?
(d) Muestre que la solución general dey’= 2x-y es y = 2~-2+ce-~,  y compare
así con su estimativo en (c).

4. Obtenga el campo de direcciones para cada una de las siguientes ecuaciones (a)
y’=2x.  (b) y’=y/x. ( c )  y’=x+y. ( d )  y’=l/(x’+4y’).

5. (a) Obtenga el campo de direcciones para y’= yI/,.  (b) Explique la conexión en-
tre el campo de direcciones y los resultados del Ejercicio 2.

EJERCICIOS 6

1. Discuta la existencia y la unicidad de una solución al problema de valor inicial
y’=P(x)y+Q(x)yn,  y(x,)=y,,  para constantes dadas n, x0,  yo.

2. Encuentre el campo de direcciones para las ecuaciones diferenciales dadas en Ejer-
cicios A l(a)-(f), y relacione los resultados obtenidos con las conclusiones obtenidas
en esos ejercicios.

3. Discuta Ja. existencia y la unicidad de una solución al problema de valor inicial
y’=l+xy+x9y2, y (0) = 1. Generalice al caso y’ = a,(x) + a, (x)y + a, (r)y’  ,
Y(oj=Y,.

\

EJERCICIOS C

1. Muestre que la ecuación diferencial y’ = m+ 1 tiene soluciones y = x, y = x +
; (x  + c)” e infinitamente muchas otras soluciones, tales  como, por ejemplo

y= x9
1

x<o

x + gx + cp, x20

iCómo  podría usted explicar esto?

\‘2.  Un teorema de existencia-unicidad para la ecuación diferencial de segundo orden
y ” = F(x,  y,  y ‘), la cual puede escribirse como dos ecuaciones de primer orden z’ =
F(z,  y,  z), y’ = z, establece que si F(x,  y, z) y sus derivadas parciales dF/i?y,  aF/¿?z
son reales, simple valoradas, y continuas en todos los puntos (x, y,  z) dentro de la
región R del espacio tridimensional, entonces existe una y sólo una solución y =
g(x) que pasa por cualquier punto dado de R. Note que si el punto es (x0, yo, z,)
esto es equivalente a y =yo,  y’= z,,  para x = x, (a) Usando este teorema in-
vestigue la existencia y unicidad de soluciones ay ” + II  (y ‘)‘J  = 1. (b) Trabaje parte
(al para xy” +y’ + xy = 0, y(l) = 2, y’(1) = 0. (c) iQué  dificultades ocurren  en caso
de que se especifiquen condiciones en x = O? (d) iPuede  pensar usted en una genera-
lización de este teorema?

3. iPiensa usted que es posible generalizar el método del campo de direcciones a ecua-
ciones diferenciales de segundo orden? Explique.

4. Muestre que y = 0, y = ca x + 2c, y = - 1/x son soluciones de i

y,=  Jlfxy-lZ
( X 1

Discuta estas soluciones y sus relaciones con el teorema de existencia-unicidad y
entre cada una.
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2 El método de  separacibn  de variables

Suponga que se nos da una ecuación diferencial de primer orden

4- = F(x, y)
dX

(1)

Entonces, considerando dy/dx como una cociente de diferenciales, esto
también puede ser escrito en la forma

M(x, y)dx  + N(x, y)dy  = 0 (2)

Así, por ejemplo, dy x - 3y
d?c=2y

puede también ser escrita (x - 3y)dx + (5x - 2y)dy = 0 (4)

donde M = x - 3y, N = 5x - 2y.  El problema de resolver ecuaciones diferen-
ciales de primer orden está vinculado con la solución de la ecuación (1) o (2).
Un tipo especialmente simple de ecuación que ocurre a menudo en la práeti-
ca es aquelia que puede ser escrita en la forma

f(xVx  +  g(y)4  =  0 (5)

donde un término involucra sólo a s mientras el otro involucra sólo a y. Esta
ecuación puede ser resuelta inmediatamente por integración. Así, la solución
general es

Sf.W + jky)d~  = c (6)
4

donde c es la constante de integración. Nosotros podemos por supuesto re-
gresar a la ecuación (5) tomando la diferencial en ambos lados de (6), y así

-liminar  8 c; esto es,

d Jf(x)dx  + d sg( y)dy  = d(c) or f(x)& + g( y)dy = 0

Puesto que el método de solución depende de la posibilidad de escribir
(1) o (2) en la forma (5),  donde las variables son “separadas” en dos térmi-
nos, éste es llamado el método de separación de variables, y las variables se
dice que son separables. Esta situación afortunada en la cual las variables
son separables, para nuestro pesar, no ocurre todas las veces. Por ejemplo,
no hay manera de que la ecuación (4) pueda ser escrita en la forma (5). En
tales  casos estaremos forzados a buscar otros métodos. La búsqueda de tales
métodos será el tema concerniente al resto de este capítulo.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

& x2 + 1
(a) Encuentre la solución general de dx = __-

2 - Y
y (b) determine la so-

lución particular para la cual y = 4 cuando x = - 3.
E”fork;  (a) Separando las variables podemos escribir la ecuación dada en
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La integración da la solución general requerida

s (X2  + 1)dx  + (y - 2)dy  = c esto es,s
;+x+;-2y=c (8)

(b) Colocando x = - 3, y = 4 en (8) da c = - 12. La solución particular reque-
rida es

;+x+;-2y=  - 1 2 (9)

Observación 1. Se debería notar que para llegar de la ecuación diferen-
cial a (7) debemos multiplicar por y = - 2 así que, estrictamente hablando de-
beríamos asumir y f 2. Sin embargo, si olvidaramos esto, o aún optaramos
por ignorarlo, no conseguimos nada, porque aparece de todos modos en el he-
cho de que las curvas (8) tienen una pendiente vertical en el punto donde
y = 2.

Observación 2. La solución puede, si se desea, obtenerse explícitamen-
te en este caso al resolver y en (9). El resultado se encontrará por la fórmula
cuadrática y será

Y=
12 + ,/-24x3  - 72x - 720

6

Ocasionalmente, el hecho de que una ecuación diferencial pueda ser
“separable” no es tan obvio, como lo muestra el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resolver x 2 - y = 2x2y.

XSoZución  Podemos escribir la ecuación (multiplicando por dx) como

x dy - y dx = 2x2y dx or (2x2y  + y)dx - x dy = 0

esto es, y(2x2  + 1)dx  - x dy = 0

Dividiendo por x y y, esto es por xy, da

&--co  0
Y

frxzx+ ‘)dx  - j$ =  c \

así que* x2 + In 1x1 - In (yl  =  c (10)

Esto también puede escribirse en una forma libre de logaritmos escribiendo
(10) sucesivamente como

x2+lnifl=c,  ,ln/51=c--x2,  /j=k?-X2=ec~-X2

*Se debe notar que J dx/x  = ln x sólo si n > 0. Para x < 0 ó .x < 0, J dx/x  = In 1 x 1.  Una
tabla con algunas integrales importantes aparece en el interior de la contraportada posterior de
este libro.
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X- = fece-XZ
Y- ’

y = +e-‘xeXz  o finalmente y = Am?

Chequeo. Colocando y = AxeXZ en la ecuación diferencial  dada,  tene-
mos

x(2,4x2r”’  +  AeX’)  - Axr:’  =  2x2(Axe”‘) o  2Ax3ex2  =  2Ax3e”

1.

2 .

1.

2 .

3 .

EJERCICIOS A

Resuelva cada uno de los siguientes ejercicios, sujetos a las condiciones donde se
den.

(a) 2 = -z; y = 2dondex = 1 (b) 2 = -f;  y(1)  = 3.

(c) 3xtL.2  + 1)dx .+ y(x2 + 2)dy = 0. (d) 2y dx + e- 3X  dy = 0.

(e) y’ = y;  y(1) = 0. (f) r$=@ + 1.

(g) sen’ y dx + CO?’  x dy = 0; y
0

4
n

= 4. (h) xJl+p2 dx = y,/m  dy.

( i )  2ycosxdx+3senxdy=O;y  5 =2.
0

lj) y’ = 8xy  + 3y.

(k) ;+  51 = 10; Z(0) = 0. (1) y dx + (x3y2 + x3)dy = 0.

La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x, y) está dada por

& _ 3x + xy2

dx 2y+x2y’

Halle la ecuación del miembro de la familia que pasa por (2, 1).

EJERCICIOS B-4
Resuelva cada uno de los siguientes ejercicios:

1 2  = (Y - 1)(x - 2)(Y +  3 ) dr

* d x ( x  - l)(y - 2)(.x  +  3 ) ’ 2-  G=

sen4  + e2rsen+
----;  r = Odonde  = z

3 9  + e’  cos 24

3 x3e2x2 + 39 dx - y3e-~2-2Y2  dy = 0,

EJERCICIOS C

Una partícula se mueve a lo largo del eje x de tal manera que su velocidad es pro-
porcional al producto de su posición instantánea x (medida de x = 0) y el tiempo t
(medido de t = 0). Si la partícula está localizada en x = 54 cuando t = 0 y x = 36
cuando t = 1, idónde  estará cuando t = 2?

dy 4y2 - x4
Muestre que la ecuación diferencia z = ___

4xY
no es separable pero se convierte

en separable con el cambio de la variable dependiente dey a u de acuerdo a la trans-
formación y = ux. Use esto para encontrar la solución de la ecuación original.

(a) Muestre que la ecuación diferencial no separable [F(x) +yG(xy)]  dx  +
xG(xy)dy  = 0 se convierte en separable al cambiar la variable dependiente de y a

Ecuaciones diferenc!ales  de primer orden y ordinarias simples de alto orden 3 7



u de acuerdo a la transformación u = XY.  (b) Use esto para resolver (x2  +y sen XY  )dx
+ x sen xy dy  = 0.

2 El metodo  de la transformaciõn de variables

Puesto que una ecuación diferencial cuyas variables son separables es
muy fácil de resolver, una pregunta relativamente obvia que podría formu-
larse es la siguiente.

Pregunta. iExisten  algunos tipos de ecuaciones diferenciales cuyas
variables no son separables, que de alguna manera se puedan cambiar o
transformar en ecuaciones cuyas variables sean separables?

La respuesta 8 esta pregunta es “si”. De hecho una de las más impor-
tantes maneras de resolver una ecuación diferencial dada es hacer un apro-
piado cambio o transformación de variables de tal manera que la ecuación
dada se reduzca a algún tipo conocido que pueda resolverse. La situación es
mucho más análoga al de los “trucos ingeniosos” a menudo usado en cálcu-
lo para la evaluación de integrales por un cambio de variable. En algunos
casos la transformación particular de variables arser  usada es sugerida por
la forma de la ecuación. En otros casos la transformación puede ser menos
obvia.

2.1 LA ECUACION HOMOGENEA

Una ecuación que casi siempre puede transformarse en una con varia-
bles separables es

2=f($ (1)

y cualquier ecuación diferencial que es o se pueda escribir en esta forma se
llama ecuación diferencial homogénea. Para cambiar (1) en una ecuación se-
parable, usamos la transformación y/x = u ó y = ux, esto es, el cambio de

Ja variable dependiente de y a u manteniendo la misma variable indepen-
diente x. Entonces

dy dv
d:y=v+x~

y la ecuación (1) se convierte en u + xg = f(v)

de modo que (2)

donde las variables están separadas. La solución se obtiene entonces por in-
tegración.*

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva 2 = !??!
dx x+y

*Debería notarse que el método no funciona en el caso f(u) = LI;  esto es, f(y/.r)  =y/x. Sin
embargo, en este caso la ecuación ya ea de tipo separable.

38 Capítulo dos



Solución Podemos escribir la ecuación como dy 1 - YIX- -
dx- 1 + YlX

en la cual el lado derecho es una función de y/x, así que la ecuación as ho-
mogénea. Haciendo y = VT, tenemos

d6 1-u  - du 1 - 2v - v2 dx (1 + o)du
U+X-&=l+v’ xz= l+u ’ x=1-2”-vZ

Así, lnx= - f ln(l-2u-uz)+cl ó  In [x2(1-2u-u’)] =cz  de modo que
~2  (1 - 2u - uz ) A c. Remplazando u por y/x y simplificando, encontramos
x2 -2xy-yz  =c.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva dy yeyix + y
z= x .

Soluc ión  El lado derecho puede escr ibirse  como (y/x)eylx  + (y/x), una
función de y/x, de modo que la ecuación es homogénea. Haciendo y = vx,
obtenemos

dV e-‘dv  d x
v+xz=ve”+v  0 c’ =x

De donde

La integración no puede desarrollarse en forma cerrada.

Observ@ón  El estudiante debería notar que una ecuación y’= f(x, y)
es homogénea si al celocar  y = un en el lado derecho de la ecuación se con-
vierte en una función sólo de U. Así, en el Ejemplo ilustrativo 1, por ejemplo
(x - y)/(x + y) se convierte en (l- u)/(l + u).

2.2 OTRAS TRANSFORMACIONES ESPECIALES

Como un ejemplo de una transformación especial sugerida por la forma
de una ecuación diferencial dada, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Resuelva la ecuación diferencial y ’ = Vlx + y.

Solución La ecuación no es separable. Sin embargo, la presencia de x + y
sugiere que pudiéramos tratar  de cambiar  la  variable dependiente de y a  v
dada por

x+y=d (3)

donde hemos usado VS en (3)  en lugar de u para  evi tar  las  ra íces  cuadra-
das. De (3) tenemos

y’ = 2 = g (02  - x) = 2u $ - 1
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Así la ecuación se convierte en 2c*-1=, )dx

Podemos escribir esto en forma separable como

2v  dv 2v dv
-=dx o
u+l s

-=  d x
VS1 s

(4)

Desarrqllando  la integración en el lado izquierdo, tenemos

s 5 = 2 f (’ t t’  le  ’ du  = 2 s (1 - &) do = 2v - 2 In (u + 1)

así que la solución general de (4) es 2u - 2 In(u + 1) =x  + c.

Remplazando u por my obtenemos ahora la solución general requerida de
la ecuación dada

2Jxfy-ZIn(Jx+y+  l)=x+c

EJERCICIOS A

Resuelva cada uno de los siguientes:

1. 2 = 1 + L
X

2. g = x + ;; y(1) = 1.
X

3. xy’ = 2x + 3y. 4. (x2 - y2)dx - 2xy úy = 0.

5. (x + 2y)dx + (2x + y)dy = 0.
-4

6 2,Y + xcos2(y/x)
dx x

; Y(l)  = 4”

7. x9’  = y - JFg. 8. y dx = (2x + 3y)dy.

9. (x3 + y3)dx - xy2  dy = 0; y(1)  = 0.

ll.  y’=~+s&.
X X

12. (x - 4y)dx + (3x - 2y)dy  = 0.

Resuelva:
EJERCICIOS B

t

2 6x2 - 5xy -3 2y2

’ dx
=

6x2 - 8xy + y2

4. y’ = (x + yp. 5. y’ = Jw.

Resuelva la ecuación 2 2x6. + 3y -t 1 .=
ú.x 3x - 2y - 5

SI  x=X+h y y=  Y+k,  donde X, Y son

nuevas variables y h y k son constantes, y luego escoja h y k apropiadamente.

7. Resuelva (3x-y -9)~’  = (lo- 2x + 2~).

8. Muestre que el método del ejercicio 6 ‘falla  para la ecuación (2x  f3y + 4)dx=
(4x + 6y + l)dy.  Sin embargo, muestre que la sustitución 2x + 3y = u conduce a la
solución.
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9. Resuelva (2x + 2y  + l)dx  + (x +y - 1)dy  = 0.

10. Resuelva 2x sen?  + zx tan  !I - Y cos  k - L‘  sec  -21
X x x X

EJERCICIOS C

1. Resuelva fa)‘::  =

x  cos  y + x  sec*  y
x x

dl‘  =  0 .

dy  2y x3
2 .  R e s u e l v a  z = ~- + -- + x tan 4~ por la transformación y = uxL

X Y x2

3. Resuelva 2 =
3 x 5  +  3.x21.2

2x34.  - 2J.3
haciendo x = up, y = u v y escoja las constantes p

y q apropiadamente. iPodría  la ecuación ser resuelta haciendo y = UF  y selec-
cionando la constante n?

4. Haciendo y = ux” y escogiendo la constante n apropiadamente, resuelva

(2 + 3xy2)dx  - 4xzy  dy = 0

5. Resuelva (a) 2 = (Xi:‘-1’>;. (b) 4-y’  = Jm.

6. Resuelva $ = Y(l + XY)
x(1  - xy)’

7. Muestre que xciy  -ydx  = tan- 1 (y/x)dx  puede resolverse por la sustitución y =
un aún cuando la ecuación no es homogénea. Explique.

3 La idea intuitiva de exactitud

Suponga que nos dan una ecuación diferencial de primer orden

dJ
Mdx+Ndy=O o -mg

d x

Entonces, por analogía con la ecuación (6),  en página 35, podemos esperar
que la solución general esté dada por

U(x,  y) = c (2)

donde U(x,  y) debe ser determinada y c es una constante arbitraria. En tal
caso la ecuación diferencial correspondiente a (2) se obtiene tomando la di-
ferencial de ambos lados de (2),  esto es

_
dU = g,I,  + p::dy  = 0

Así la ekación  diferencial requerida está dada por

dy aulax  .
gdx+gdy=O  o dx=-p

2 u/ay

I(3)

(4)
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Ahora puesto que la ecuación (4) deberá ser la misma que la ecuación (l),  de-
beremos tener

aujax  M aulax  aulay
a==z 0 =-

M N

Llamando cada uno de estos últimos cocientes cc,  el cual puede ser tina
función de x y b, tenemos

au
- = pM,

au
ax

- = pN
aY

(5)

Sustituyendo estos valores en (3) encontramos que

p(M dx + N dy) = dU  = 0 (6)

De (6) vemos que p (Mdx + Ndy) es la diferencial de una función U de x y
y. Llamamos a esto una diferencial exacta 0 perfecta. Si comenzamos con la
ecuación diferencial

Mdx+Ndy=O (7)

y multiplicamos por /I para obtener p(M  x + N dy)  = 0 (8)

donde el lado izquierdo es una diferencial exacta, decimos que hemos hechc
exacta la ecuación (7) y llamamos (8) una ecuación diferencial exacta. En tal
caso, (8) puede escribirse como

._ dU(x,  y) = 0 (9)

de la cual u (x, Y) = c (10)

La función /I, la cual nos permite ir de (7) a (9) y luego por integración a
(lo), es por obvks  razones llamada un factor integrante. Resumamos estas
observaciones en tres definiciones.

Definición 1. La diferencial de una función de una o más variables es lla-
mada una diferencial exucta.

Definición 2. Si Mdx  + N dy= 0 se multiplica por u(x,  .y) para obtener
p(M  dx + N dy) = 0, cuyo lado izquierdo es una diferencial exacta, decimos
que hemos hecho exacta la ecuación diferencial.*

Definición 3. La función’ multiplicadora p es llamada un fuctor  integrun-
te de la ecuación diferencial Mdx +N  dy = 0.

En el método de separación de variables, hemos, sin darnos cuenta, he-
cho uso de las ideas anteriores. Por ejemplo, en el Ejemplo ilustrativo 2, pá-
gina 36 nos dieron la ecuación diferencial

(2x2y  + y)dx - x dy = 0

*Naturalmente, asumimos pf 0. También, si p - 1, la ecuación es ya exacta.
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Después multiplicamos la ecuación por el factor integrante “apropiado” b =
l/xy para obtener

( )2x+!-  dx-Lo
X Y

(ll)

Esto es, d(.$  + In 1x1  - In  (yl)  = 0 0 x2 + In 1x1 - In  ly[ = c

Para una ilustración más dramática de las ideas anteriores, considere-
mos una ecuación cuyas variables no sean separables como en el siguiente

Ejemplo de motivación. Se requiere resolver la ecuación

(2y + 3x)dx + x dy = 0 (12)

Suponga que “conocemos” que un factor integrante de esta ecuación es x.
Multiplicando (12) por x se obtiene

(2xy + 3X2)dX  + x2 dy = 0 (13)

la cual, por definición de factor integrante debería ser exacta. El estudiante
puede verificar que esto es así, puesto que podemos escribir (13) como

d(x*y  + x3) =  0

y así, por integración, la solución general es x”y + ~3  = c.

(14)

Teóricamente, el ejemplo es perfectamente claro, pero los estudiantes se
podrían hacer las siguientes

JI
Preguntas. (1) iCómo  hace uno para “conocer” que x es un factor inte-

granté?  (2) iCómo  hace uno para “conocer” que podemos escribir (13) como
(14)?

Pregunta 2 se responde en la próxima sección. Pregunta 1 formará la ba-
se para una discusión más adelante de este capítulo.

4 Ecuaciones diferenciales exactas

Si la ecuación diferencial M dx + N dy = 0 es exacta, entonces por de-
finición hay una función U(x, y) tal que

M d x  +  Ndy =  dU (1)

Pero, del cálculo elemental, dU=gdx+gdy (2)

y así, al comparar (1) y (2),  vemos que

au-=M au
ax ’ dy=

N (3)
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Diferenciando la primera de las ecuaciones (3) con respecto a y y la segunda
con respecto a 31,  encontramos*

a2Ll  í?M  í?‘U  ¿3N
ayax  =aJI' axay  = 7%

\
(4)

Bajo condiciones apropiadas, el orden de la diferenciación es indiferen-
tet,  así que la ecuación (4) lleva a la condición

aM dN-=-
ay ax (5)

Esto es una condicih  necesaria para la exactitud; esto es, si la ecuación di-
ferencial es exacta, entonces de lá necesidad sigue que (5) es verdadera. El
teorema recíproco establece que si (5) se cumple, entonces M dx + Ndy es
una diferencial exacta, esto es, podemos encontrar una función U tal que
c?UJC?X  = M, aUjay  = N. Este teorema recíproco puede probarset  y se mues-
tra que (5) es también una condición suficiente para la exactitud. Resumi-
mos estas observaciones en el siguiente

Teorema. Una condición necesaria y suficiente para la exactitud de la
ecuación diferencial M dx + N dy = 0 es ;M/8y  = aNJ&.  Esto significa que
(1) si Mdx  + Ndy = dU= 0 (esto es, la ecuación es exacta), entonces i+M/¿?y  =
iTN/ax,  (necesidad); (2) si aMIay  = aNJ&x  entonces U existe tal que M dx+
N dy = dU  o, lo que es equivalente, U existe  tal que aU/& = M Y aU/ay  = N
(suficiencia).

Para ilustr:r  el teorema, considere la ecuación (13) de la página 43, esto
es,

(2xy + 3X2)dX  + x2 dy =  0

M = 2xy + 3x2, N  =  x2, -M = 2X
ay ’

E!  = 2X
ax

Así, por la parte de suficiencia del teorema, se nos garantiza una función U
tal que

(2xy + 3x2)dx + x2 dy = dU (6)

0, lo que equivale a lo mismo, existe una función U tal que

au
- = 2xy + 3x2,

au
í3X

- = 9
?Y

(7)

*Estamos suponieñdo naturalmente que estas derivadas existen; de otro modo no tenemos
derecho a tomarlas.

tuna  condición suficiente bajo la cua1  el  orden de la diferenciación es indiferente es que
U y sus derivadas parciales (al menos de orden dos) sean continuas en una región del plano xy
tal como se muestra en la Figura 1.6, página 25. En lo que sigue asumiremos que esta condición
se satisface a menos que se diga Io contrario.

1 Ver páginas 45-46.
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Nos falta determinar U. Esto no es difícil, ya que la primera ecuación en (7)
establece solamente que la derivada parcial de U con respecto a x es 2xy +
3x2. Deberíamos luego ser capaces de encontrar a U por el recíproco de la
diferenciación con re pecto a x, esto es, la integración con respecto a x, man-
teniendo y constant 1. La constante de integración que debe añadirse es in-
dependiente de x pero podrh  depender de y ; esto es, la constante arbitraria
puede realmente ser una función de y. Denote esto por f(y). Así, obtenemos

u = s(2xy + 3X2)fJX  + f(y) (8)

el símbolo ax  enfatiza que la integración es con respecto a X, manteniendo y
constante. Desarrollando esta integración, encontramos

u = x2y  + x3 + f(y) (9)

Para hallar f(y), sustituya (9) en la segunda de las ecuaciones (7). Entonces

$ rx*y + x3 + f(y)] = x2  0 x2 + f'(Y) = x2

de modo que f’(Y)  = 0 0 f(y) = constante = A
.&

De donde, U = x2y  + x3 + A

Así, la ecuación diferencial puede ser escrita d(x”y + x3 +A) = 0 y la inte-
gración produce 3czy  +’ x3 + A = k ó x2 y $ ~3 = c donde hemos escrito c =
B:A.  Se observa que ésta es la misma solución que se obtuvo en la pasada
sección. Se observa también que no hubo realmente necesidad de añadir la
constante de integración, A, para hallar f(y).

Para probar la parte de suficiencia del teorema de la página 44, basta
mostrar que si Ml8y=  aN/¿?x entonces podemos de hecho producir una fun-
ción U(n, y) tal que

au  M au  N-= ,
ax ay=

(10)

Ciertamente hay funciones U que satisfarán la primera de las ecuaciones
(10); de hecho todas estas funciones están dadas por

u=  J~u+f(y) (11)

Todo lo que  tenemos que hacer ahora es mostrar que existe una función f(y)
tal que (ll) también satisfará la segunda de las ecuaciones (lo),  esto es, de-
bemos mostrar que f(y) existe de modo que

d

& LS
M8x+f(y)  =N 0 f’(y)=N-$Jkfax1

Para mostrar esto, necesitamos sólo probar que

G$JIW~ (12)
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es una función sólo de y. Esto será realmente cierto si la derivada parcial con
respecto a x de la expresión (12) es cero. Pero ésto se muestra fácilmente co-
mo sigue:

puesto que aM/dy  = aN/dx por hipótesis. La suficiencia está por tanto pro-
bada.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva 2xy dx + (x2  + cos y)dy  = 0.

Solución Aqui M = 2xy,  N = x2 + cos  y, F = 2x - aN- ax

Y la ecuación es exacta. Así U existe tal que

au
- = 2xy,

au
ax ay = x2 + cos y 03)

Integrando la primera ecuación con respecto a x da U=.x”  y + f(v). Susti-
tuyendo en la segunda ecuación de (13),  encontramos

x2 + y(y)  = x2 + cos y, f’(Y)  = cos Y, -OY)  = seny

De donde, U= ~2  y + sen y y la solución general requerida es x2  y + sen y = c.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva ‘y ’ = (xy2  - l)/(l - ~2 y), dado que y = 1 donde x = 0.

Sts$ución  Escribiendo Ia ecuación como (xyz  - 1)dx + (~2  y - 1)dy  = 0,
tenemos

M = xy2  - 1, N = x2y  - 1,
aM aN
ay=5

= 2xy

y la ecuación es exacta. Así, de dU/dx = M y dU/ay = N encontramos
‘-

u - x2y2.
2

x - y = c

Usando la condici6n  de que y = 1 donde x = 0, tenemos finalmente kx’y’  -
.x-y = - 1.

El estudiante puede encontrar más fácil resolver ecuaciones exactas por
un método de inspección conocido como “agrupación de términos”. Este está
basado en la habilidad de reconocer ciertas diferenciales exactas.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Resuelva 2xy  dx + (x2 + cos y) dy = 0 por “agrupación de términos”.

Solución La ecyación  es exacta. Si agrupamos los términos como sigue:

(2x4’ dx + x2  dy) + cos y dy = 0

entonces d(x’y) + heny)  =  0 0 d(x2y  + seny)  = 0
Así, la solución es x2  y + sen y = c, estando de acuerdo con el Ejemplo ilus-
trativo 1.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Resuelva y ’ = (xyz  - l)/(l  - x’y)  por “agrupación de términos”.

Solución La ecuación escrita (3tyz  - 1)dx + (x’y  - l)dy  = 0 es exacta.
Agrupando se obtiene

(xy2  dx + x2y  dy) - dx - dy = 0

0 - dx - dy = 0, esto es d

De donde ,  k

En general, el método de agrupación produce resultados más rápidos pe-
ro requiere más experiencia. El método general requiere menos ingenio

EJERCICIOS A
-c

1. Escriba cada ecuación en la forma M dx f N dy = 0, pruebe la exactitud, resuelva
aquellas ecuaciones que son exactas.

(a) 3xdx  + 4ydy=  0. (b) y’ = s. (c) 2xyy’ $= x2  - y2.

(4 Y’ = 2, (f) $ = r2 sen 4 .
2r cos  C/I  - 1

(ii9 (ye-” -senx)dx - (eCX  + 2y)dy = 0. dx + (In  x + 2y)dy = 0.

(i) y’  = AY - 4
e”  - 2xy’

(j) (x2  + x)dy + (2xy  + 1 + 2 cos x)dx  = 0.

2. Resuelva cada ecuación sujeta a las condiciones indicadas.

(a)  y’  = y - 2x .-’ y(1) = 2.
2y- x’

(b) 2xy  dx + (x2 + 1)dy  = 0; y(1) = - 3.

w Y’ =
2x -seny

x cos  y ; Y(2)  = 0. (4 ; =,,,;~~‘,a,  y ; ~(4 = ;.

, (e) (x2  + 2ye**)y’ + 2xy  + 2yZe2”  = 0; y(O)  = 1.
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3.

i.

2.

3.

\
4.

5.

1.

2.

- 3 .

4.

Muestre que cada una de las siguientes ecuaciones no es exacta pero llega a ser
exacta al multiplicarla por el factor integrante indicado. Luego, resuelva cada ecua-
ción.
(a) (y2 + 2x2jdx  + xg dy = 0; x. (b) y dx + (4x - y’)dy  = 0; y’.

(c) cos x dy  - (2yknx - 3)dx = 0; cos  x.
1

(4 (x - y)dx  + (x + Y)~Y = 0;  -$yz).

EJERCICIOS B

Resuelva [--&-++-&]dY=o.

Pruebe que una condi& necesaria y suficiente para que la ecuación f(x)& +
g(r)h(y)dy  = 0 sea exacta es que g(x) sea constante.

Pruebe que una condición necesaria y suficiente para que la ecuación [f,(x) +
gl(y)l  dn  + [fi (x1 + g, (y)] dy = 0 sea exacta es que g,  (yhfx  +fi (n)dy  sea una
diferencial exacta.

Determine la ecuación más general ZV(x,  y) tal que (y sen x + xzy  _ x secy)dx  +
N(x, y)dy = 0 sea exacta, y obtenga su solución.

eesuelva 2xsen:  + 2x tan y - y cos 2 - y seg’ f x cos  f + xseg’  i dy  = 0.
X X >

Compare con21  Ejercicio 10-B,  página 41.

EJE RCIC IOS  C

Muestre que yf(xy)dx  + rg(ry)dy = 0 no es exacta en general pero llega a ser exac-
ta al multiplicarla por el factor integrante { ny[f(xy) -g(xy) ] ] -1.

lhe Ejercicio 1 para resolver (xyz q 2y)dx + (3x2~ - 4n)dy = 0.

Si dP/ax = i?Qfdy  y @/ay  = -aQ/ax muestre que la ecuación Pd+ + Qdy = 0 no es
exacta en general pero llegar a ser exacta al multiplicarla por l/(F +Q’).  Ilus-
tre al considerar P = x2 -yz  , Q = 2xy.

Sea f(z) = P(n, y) + iQ(z, y) donde f(z) es un polinomio en la variable compleja z =
z -+ iy y P y Q son reales. (a) Pruebe que

ap aQ aP  aQ
z=-$  dy=-dx

(b) Discuta la relacih de (a) con el Ejercicio 3. (c) Las ecuaciones en Ja),  frecuen-
temente llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann,  json  válidas para otras fun-
ciones? Explique.

C)E cuaciones  hechas exactas por un factor
integrante apropiado

Si la ecuación M dx + N dy = 0 es exacta, esto es, si aA4/¿3y  = aN/ax,
entonces la ecuación s,e puede resolver por los métodos de la sección anterior.
En caso de que la ecuación no sea exacta, es posible que la ecuación la poda-
mos hacer exacta al multiplicarla por un factor integrante apropiado cc,  de
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modo que la ecuación resultante

pMdx+,uNdy=O (1)

será exacta, esto es &W = &N) (2)

Desafortunadamente no hay un solo método para obtener factores integrantes.
Si hubiera, nuestra tarea estaría altamente simplificada. Afortunadamente,
sin embargo, existen algunos metodos, los cuales discutiremos, que parecen
surgir frecuentemente en la práctica. El primer método que debería buscarse
siempre en la práctica es por supuesto el método de separación de variables,
donde el factor integrante es generalmente aparente puesto que M y N pue-
den cada una escribirse como el producto de una función de x y una función
de y. Veamos uno de tales  ejemplos usando las ideas del factor integrante y
exactitud.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva 2 = 3x  + xy2 ,si y(l) = 3.
Y + X2Y

Solución Escribiendo la ecuación como (3x + ~yz  )dr  - (y + x”y)dy  = 0

tenemos
aN

M = 3x -t xy2,  N = -y - X2y,%  = 2xy,- = -2xy
aY ax

de modo que la ecuación no es exacta. Notando que M y N cada una puede
ser factorizada en un producto de una función de x y una función de y, esto
es,

x(3 + y2)dx - y(1  + ‘x2)dy =  0 (3)

un factor integrante es
1

p = (3 -t y2)(l  + x2)

Multiplicando (3) por este factor integrante se tiene

la cual es separable y la ecuación es exacta. La integración de (5) produce en-
tonces

-$ In  (1 + x2)  - 3 In  (3 + yz)  = c 0 (1 +- x2) = 43  + y2)

Puesto que y = 3 cuando x = 1, encontramos A = i.
Así, la solución requerida es (1  + x2) = Q(3  + y2)  o y2 _ 6x2 = 3 (Q

5.1 ECUACIONES HECHAS EXACTAS POR FACTORES
INTEGRANTES QUE INVOLUCRAN UNA VARIABLE

Supóngase que se desea resolver la ecuación diferencial

(2y2x - y)dx f x dy = 0 (7)
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Es fácil mostrar que la ecuación no es separable y no es exacta: Agrupando
apropiadamente los términos en la forma

(xdy - ydx) + 2y2x  dx = 0

y dividiendo por y2  podemos escribir la ecuación como

- 0
-d f + d(x2) = o o -; + X2 = c

lo cual da la solución general.
El  método es comúnmente conocido como el método de inspección y está

basado en la ingenuidad en muchos casos. El estudiante puede observar del
método anterior que l/y2 es un factor integrante de la ecuación (7). La
multiplicación por este factor hace exacta la ecuación (7), y podemos luego
usar nuestro procedimiento estándar. Pero icómo  podemos decir que l/y2
es un factor integrante? Consideremos este problema.

Considere el caso donde Mdx  + N dy = 0 no es separable o exacta. Mul-
tipliquemos nuestra ecuación por el factor integrante p (aún desconocido).
Por definición de un factor integrante, la ecuación PMdr  +pNdy  = 0 es aho-
ra exacta, de modo que

(8)A +j  ww = &N

Simplificaremos nuestro trabajo al considerar dos casos:

Cuso 1, p es una función sólo de x. En este caso podemos escribir (8)
como

(9)

Si el coeficiente de dx a la derecha de (9) es una función sólo de x [digamos
fWl> entonces tenemos d& = f(x)dx y así

In p = If(x)dx o p = ej fwdx

omitiendo la constante de integración. Podemos enunciar este resultado co-
mo sigue:

Teorema. Si i(g - g) = f(x), entonces &f(x)dx  es un factor integrante.

Caso 2, b es una función sólo de y. En este caso, (8) puede ser escrita
como

dp
P fi+M-=$  0

aY dY

y podemos probar el

.Teorema.
-

Si k (g - 2) = g(y), entonces .cJg(Y)dY  es un factor integrante.

Un esquema nemotécnico para resumir el procedimiento es el siguiente.
Considere

Mdxi-Ndy=O
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calcule

Si (1) = (2), la ecuación es exacta y puede fácilmente resolverse.
Si (1) # (2), calcule (1) menos (2), dividida por N; llame el resultado f.
Si f es una función sólo de x, entonces eJf dx es un factor integrante.
Si no, calcule (2) menos (l),  divida por M;  llame el resultado g.
Si g es una función sólo de y, entonces eSg*y  es un factor integrante.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva y di  + (3 + 3x -y)dy = 0.

Solución Aquí M=y,N=3+3.~-y,$f=l,E=

de modo que la ecuación no es exacta.

Ahora
l - 3

3+3x-L’

3-l 2
no es una función sólo de x. Pero -= ~

Y Y

3

es una función sólo de y. Por tanto eJc2/y)*y  = e21ny  = e’ny*  = Y2 es un factor
integrante.

Multiplicando la ecuación dada por ~2, el estudiante pnede  ahora mos-
trar, realmente, que llega a ser exacta y la solución es

Y4xy3  + y3  - -j- = c

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

2XYUna curva que tiene una pendiente dada por 2 = 2p
x -y2

pasa por el

punto (2, 1). Encuentre su ecuación.

Solución La ecuación diferencial puede escribirse 2xy  dr + (y’ - x2 )dx = 0.

M = 2xy, N = y2 - x2,

de modo que la ecuación no es exacta. Ahora
2 x  - ( - 2 x ) 4.X

y2  - x2 =.zj - x

no es una función sólo de x, pero
- 2 x - 2 x  - 2-=-.

2xy 4

es una función sólo de y. Por tanto, un factor integrante está dado por
,S(-W*y  = e-21n~  _- y - 2
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Usando el factor integrante, encontramos la solución general

x2 + y2 = cy

Para la curva particular que pasa por (2, 1) hallamos c = 5, y la ecuación re-
querida es x2 + y’ = 5y, o en forma explícita, y = + (5 - V25 - 4x2).

Observación. La ecuación también puede resolverse como una ecua-
ción homogénea.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  4

Resuelva y’ = x -y, dado que y = 2 donde x = 0.

Solución Escribiendo la ecuación diferencial como (x -y)dx - dy  =  0

3M dN
tenemos M = X _ y, N = - 1 ,  --z-j, -=o

aY UX

de modo que la ecuación- no es exacta. Ahora (- 1 -O)/- l= 1 es una fun-
ción de x. Por tanto, eJ ’ dx  = ex es un factor integrante. Como el estudiante
puede mostrarlo, la solución requerida es (X  - l)ex - yex = - 3.

E J E R C I C I O S  A

1. Resuelva:
(a) (3x + 2y')dx  + 2xy dy = 0. (b) (2x3 - y)dx + x dy = 0; y(1) = 1.
(c) (1.2  cos x - y)dx + (x + Jqdy  = 0. (d) (x + x3sen  2y)dy  - 2y dx = 0.

dV
(4 -& =

sen y
x cos  y -sen2  y

; y(0) = f. (f) (2ysenx - cos  x)dx + cos x dy = 0.

- 3x
(h) $ = $-.

(j) (y3 + 2e"y)dx  + (ex  + 3$)dy  = 0.

2. La ecuación diferencial de una familia es y ’ = (x +y)/x.  Encuentre la ecuación
de una curva de esta familia que pasa por (3,O).

3. Complete las soluciones de las ecuaciones diferenciales en los Ejemplos ilustrativos
3 y 4.

E J E R C I C I O S  B

Resuelva cada uno de los  siguientes ejercicios

l 2 = !y’cotx  +st+nxcosx

(1.Y 24' -.
2. g=

x'y.1 4.3'

3. (3x2  + )’ +  3X3?.)<iU  + .Y dy = 0. 4. (2.x  + 2q2)dx + (X2),  +  2J + 3?.3)tl,v  = 0.

E J E R C I C I O S  C

1. Muestre que si la ecuación M dx + N dy = 0 es tal que

esto es, una función del producto xy, entonces un factor integrante es eJF’“‘d”‘donde
u= xy.
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2. Use el método del Ejercicio 1 para resolver (yz  + ny + 1)dx  + (~2  + xy + 1)dy  = 0.

3. Resuelva (2~’  + 4x2y)dx + (4xy  + 3ns)dy = 0, dado que existe un factor inte-
grante de la forma xpyp,  donde p y q son constantes.

4. En el Ejercicio 2A, ¿hay  algún miembro de la familia que pasa por (0, O)?

5.2 LA ECUACION DE PRIMER ORDEN LINEAL

Una ecuación que puede escribirse en la forma

2 + P(.x)y  = Q(x) (10)

donde P(x) y Q(x)  son funciones dadas de x se llama una ecuación diferen-
cial de primer orden lineal.* Es fácil verificar que la ecuación tiene como
factor integrante a eJPdx, puesto que al multiplicar ambos lados de (10) por
este factor se obtiene

e-fPdx$  + pye.fPdx  = Q,IPdx (11)

lo cual es equivalente a &(ye’Pd”)  = Q,JPdx (12)

Esto es cierto debido a que si usamos la regla del cálculo para la diferencia-
ción de un producto, el lado izquierdo de (12) es

= y(e’Pdxp)  + eP’dx$ = elf’d~~ + pyeSf’d”

esto es, el lado izquierdo de (ll). De (12) obtenemos por integración la solu-
ción.?

yeSPdx  =
s QerPdxdx  +  c (13)

Observación. No hay necesidad de memorizar (13). Es mucho mejor usar
el factor integrante p = esPdx, multiplicar la ecuación dada (10) por este fac-
tor y luego escribir el lado izquierdo como la derivada del producto de p con
y como en (12).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Resuelva dyz + 5y = 50.

+*Una ecuación que no puede ser escrita en esta forma, como por ejemploz  + xy2  = sen X,
se llama una ecuación de primer orden no-lineal.

*Es  interesante notar que (13) proporciona la solución única de una ecuación diferencial
de primer orden lineal predicha en el Ejemplo ilustrativo 3 en la página 27
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Solución Esto está en la forma (10) con P=  5, Q = 50. Un factor integrante
es els dx  = esx.  Multiplicando por eS  *, podemos escribir la ecuación como

$(ye”)  = 50e’” esto es, yeSX  = lOe’”  + C 0 y = 10 + cee5’

Se podría haber usadq,también  el método de separación de variables.

EJEM, LO ILUSTRATIVO 6

- Resuelva dt!!!+ 1oz- = 10, dado que I= 0 donde t = 0.
2t + 5

Solución La ecuación tiene la forma (lo),  remplazando I con y y t con n. Un
factor integrante  es er lo dfj(2’+5)  = e5”’  (2r+5)  = e”’  f2’+5)’  = (2t  + 5)~ . Multi-

plicando  por (2t + 5)s  , encontramos

$ [(2t + 5);1]  = lO(2t  + 5)5 0 Z(2t +  5)5  =  3(2t +  5)6  +  c

Colocando I = 0 y t = 0 en la ecuación, tenemos c = - 78.125/6.

Así z = 5(2t  + 5) - 78.125
6(2t + 5j5

Realmente no hay necesidad de considerar (10) como una nueva ecua-
ción puesto que pertenece a. una categoría ya considerada, la categoría de
ecuaciones con un factor integrante el cual es una función de sólo una va-
riable. A pesar de esto, la forma en la cual (10) aparece ocurre tan frecuente-
mente en aplicaciones prácticas, y el método de solución es tan simple, que
vale la pena llegar a estar familiarizado con ella. Sin embargo, si el estudian-
te no puede reconocer que una ecuación particular tiene la forma (10) puede
estar seguro que el método de los factores integrantes de una variable si fun-
cionará. Por e$mplo,  considere la ecuación

y dx + (3 + 3x - y)dy = 0

la cual discutimos en el Ejemplo ilustrativo 2, página 51. Si se nos ocurre re-
conocer que esta ecuación se puede escribir como

dx’ 3x Y - 3
dy+y= y

la cual está en la forma (LO) con x y y intercambiados, podemos resolverla co-
mo una ecuación lineal. (Ver Ejercicio 3A). En otro caso podemos buscar un
factor integrante que involucre una sola vatiable.  Para mostrar que este mé-
todo es aplicable escribirnos (10) como

[P(x)y  - Q(x)]dx  + dy = 0

Entonces M = P(X)JJ  - Q(X), N = 1,
dM- = P(x),

dN

aY
&- = 0

Ahora (P(x)-01 I=P(  )
tor integrante.

x es una función de x sólo, y así erp(x)dx  es un fac-
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EJERCICIOS A

1. Resuelva

(a) 2 + 5 = 1.

(c) y2 $ + XJ’  = 2Y2 + 1

(b) xy’ + 3Y = x2.

h 2Y(d) z - x = x’sen3x.

(e) I’  + 31 = emzl; I(0) = 5. (f) Y’ + y cot x = cos  x

(g)  y’ = --L
.Y  - 3y

(h) $ = C$ --$  r = 1, b, = 1.

2. La corriente Z, en amperios, en un cierto circuito eléctrico satisface la ecuación di-
ferencial

2+21=  10em2’

donde t es el tiempo. Si Z= 0 donde t = 0, encuentre Z como una función de t.

3. Resuelva la ecuación diferencial de la página 54 como una ecuación lineal.

EJERCICIOS B

1. La ecuación dy/dr + Py = Qy”, donde P y Q son funciones de x sólo y n es una
constante, se llama la ecuación diferencial de Bernoulli y surge en varias aplicacio-
nes. Muestre cómo se resuelve con n = 0 ó 1.

2. Si n #O, 1, ninguno de los métodos discutidos hasta ahora sirve. Muestre, sin
embargo, que al cambiar la variable dependiente de y a u de acuerdo a la transfor-
mación u =yl  -”  la ecuación puede resolverse.

3. Resuelva y’ -y = xy” por el método del Ejercicio 2.

4. Resuelva y2 dx + (xy - xJ  )dy  = 0.

5. Resuelva xy ” - 3y’  = 4x2.  (Sugerencia: Haga y ’ = v.)

6. Resuelva el Ejercicio 4 buscando un factor integrante de la forma xpyp,  donde
p y q son constantes apropiadamente escogidas.

7. Resuelva la ecuación y ’ = ay - @yn, donde 01,  p y n # 0,  1 son constantes, como
(a) una ecuación de Bernoulli; (b) como una ecuación separable.

EJERCICIOS C

1. Muestre que la ecuación diferencial y’+ Py = Qy lny, donde P y Q son funciones
de x, puede resolverse al hacer lny = u.

2. Resuelva xy ’ = 2x2~  + y In y.

3. Muestre que una ecuación lineal con variable independiente x se transforma en
otra ecuación lineal cuando x sufre la transformación x = f(u),  donde u es una
nueva variable independiente y f  es cualquier función diferenciable.

4. Resuelva xy’+  3= 4xe-r;  y(2) = 0.
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5.3 EL METODO  DE INSPECCION

En la página 50, se mencionó que un factor integrante de una ecuación
diferencial podía algunas veces encontrarse por inspección, un proceso basa-
do en el ingenio y la experiencia. En esa sección evitamos usar el método de
inspección para los casos donde el factor integrante involucraba sólo una va-
riable. Sin embargo, en algunos casos los factores integrantes dependen de
ambas variables y la “inspección” puede ser útil. El método de inspección
generalmente se aplica cuando uno nota ciertos aspectos especiales en la
ecuación.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Resuelva (x2  +y2 -y)dx - x dy = 0.

Solución Todos los métodos estándar discutidos hasta ahora no funcionan
para esta ecuación. Sin embargo si escribimos la ecuación como

(x2 + y2)dx + y dx - x dy = 0

y “se nos ocurre notar” que esto puede escribirse

dx + Y dx - x 4
x2 + y2

=O  o  d x - d  tan’: = 0[ 1
inmediatamente obtenemos por integración la solución x - tan- 1 - = c.

X

El estudiante observará que un factor integrante para esta ecuación es l/
(x2 +y*  ).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Resuelva x dx + (y - V/x*  +y*  )dy  = 0.

Solución Escribiendo esto como
x dx + y dy

pq
= dy

podemos notar que el lado izquierdo puede escribirse d( fl
la ecuación puede escribirse d( V‘  ) = dy.  La integración

p-T-j7  =  y  + c  0 x2 = 2cy  + c2

El estudiante también podría haber resuelto este problema a

dy
Z=p-&-y

y luego usar la transformación y = vx.

+Y*),  Y así
nos lleva a

1 escribir

Los siguientes resultados fácilmente establecidos pueden ayudar en la
solución de ecuaciones diferenciales por “inspección”.

x dy - y dx =d 2
0

x dy - y dx
x2 x ’ Y2
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x dx + ’ dy, d(,/m),
Ji5-7  .w

x dx - y dJ’=  qpT-j-2)
pq

EJERCICIOS A

Resuelva cada ecuación por el método de inspección o por cualquier otro método

1. y dx + (2x2y  - x)dy  = 0. 2. y dx + ( y3 - x)dy  = 0.

3. (x3  + xy2  + y)dx - x dy = 0. 4. (x3 + y)dx + (x2y - x)dy  = 0.

5. (x - Jmjdx  + (Y - ,/m)dy  = 0. 6. (2  t yz  + y)dx + (x2  + yz  - x)dy  = 0.

7. (x - x2 - y2)dx  + (y t x2 + y2)dy  = 0. 8. (x2y  + y3 - x)dx + (x3  + xy2  - y)dy  = 0.

-4 EJERCICIOS B

1. Muestre que ,/m(x  dx  + y dy)  = +d[(x2 + Y~)~‘~].  Ahora, resuelva

(y - .,fmdx  + (x - y ,/mfdy = 0

2. Muestre que
x dy + y dx

W)”
= -$d[(x~)-~].  Ahora, resuelva

(y - x5JJ4)dx  + (x - x4ys)dy  = 0

y dx - x dy
3 .  M u e s t r e  q u e  x2

- Y2
= i d [In lsi].  Ahora, resuelva

Resuelva

(x3 - xy2  + y)dx + ( y3  - .x24,  - x)dy = 0

EJERCICIOS C

1. (x3 + 2xy2  - x)dx + (x2y + 2y3  - 2y)dy = 0.

x3 i- 2y2.$=-.
x3 l-  x

3. (Xy2  -t xsen2x  -sen 2x)dx - 2y dy  = 0.

4. [x2+y(x-y)‘tan(!)]dx-[x2  +x(x-y)2tan(:)]dy=0.

6 Ecuaciones de orden superior al primero
que se resuelven fácilmente ’

Ahora ya hemos aprendido cómo resolver algunas ecuaciones de primer
orden. Para resolver ecuaciones de orden superior, es natural preguntar si
ellas pueden de alguna manera ser reducidas a ecuaciones de primer orden,
las cuales puedan luego resolverse. Realmente hay dos tipos importantes de
ecuaciones de alto orden que pueden resolverse fácilmente de esta manera.
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6.1 ECUACIONES INMEDIATAMENTE INTEGRABLES

Como ya hemos encontrado en el Capítulo uno, la ecuación diferencial
más simple que puede surgir es aquella que puede integrarse directamente.
Revisemos esto brevemente en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva y”“= r, dadoquey=O,y’=l,y”-y”‘=Odondex-0.

x2
Solución Con una integración de la ecuación dada tenemos yfJ’  = T + c1

Puesto que y “’ = 0 donde x = 0, implica que c1  = 0. Así, y “’ = 5.

Integrando de nuevo, obtenemos y ” =;+e,.
*

X3
Usandoy”=Odondex=O,  tenemos c,=O. Dedondey”=T.

X4
Integrando de nuevo, encontramos y ’ = z+  cS.

Usandoy’=ldondex=O,tenemosc,=l.  Así,y’  =G+l.

x5
Integrando de nuevo, obtenemos y =1X) + II + c 4.

Puesto que y=Q  donde  x=0,  c., =O.  Así, y=&+~.

Note que la ecuación dada se consideró como una de primer orden en y”’ la
segunda ecuación como una de primer orden en y”, etc. Note también que en
el resultado final hemos evaluado cuatro constantes arbitrarias estando de
acuerdo con el hecho de que empezarnos con una ecuación de cuarto orden.

6.2 ECUACIONES CON UNA VARIABLE AUSENTE

Nuestro próximo método se aplica cuando una de las variables no apare-
ce en la ecuación. El método es con frecuencia útil en aplicaciones.

EJEMPLQ  ILUSTRATIVO 2

Resolver xy”+y’=  4x.

Solución Aquí una de las variables, y, está ausente de la ecuación. El mé-
todo en este caso es hacer y ’ = v.’ Entonces y ” = u ‘, y la ecuación puede escri-
blrse

xv’+v=4x  0
.d
-& (xv) = 4x
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Li integración da xv = 2x2 + c,, v=2x+(c,/n).

Remplazando u por y’, tenemos y’  = 2~ +2  o y = x2 + Cl  In x + c2

/
EJEMPLO  ILUSTRATIVO 3

Resolver 2yy ” =E  1+  (y ‘) 2 .

Solución En este caso falta x.  Haciendo y ’ = u como antes, encontramos

2yo’  = 1 + ll2 0 2yg  = 1 + v2

Desafortunadamente tenemos ahora tres variables x, u  y y. Sin embargo, po-
demos escribir

* du dv dy do-=-.-
dx dy dx  = dy.  ’

así (1) se convierte en 2yu$= 1 + v2

Separando variables e integrando, tenemos

s 2v dv
s

dy-=
1 fu2 -y’

In (1 + u2) = In y + c

Así, -
1 + v2-=c

Y
1 0 “=&&T

esto es,

La integración da 2 de  ly - 1 = f e 1x + c2,  de donde y puede obtenerse.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Resolver y ” + y = 0.

Solución Haciendo y ’ = u, podemos escribir la ecuación dada como

g+y=o,
dv dy

-+y=O  0
&’ dx

ve+  y=o
dy

Separando las variables e integrando, encontramos

j+vdv+Jydy=c  o iv’ f+y2=c

Luego escogiendo 2c = c2, tenemos u = k dcz  - yz

esto es, $=fJcf--Yio J J&= Itfdx

La integración produce sen-’ (y/Cl)  = +X  + C;
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0 y = c1  sen(rf  x + c.J = c1 sen c2  cos x * Cl COS C2  senx

lo  cual puede escribirse y = Asen x + B cos  x

EJERCICIOS A

Resolver cada uno de lacsi@entes  ecuaciones sujetas a las condiciones dadas.

1. y” = 2x; y(0) = 0, y’(0) = 10.

3. y”’ = 3senx; y(0) = 1, y’(0) = 0, y”(O)  = - 2.

4. 2y”“’  zc f?  - eeX;  y(0)  = y”(0) = y”‘(O) = 0.

5. r”(t) = t2 + 1; I(0)  = 2,1’(O)  = 3. 6. x’y”  = x2  + 1; y(1)  = 1,  y’(l) = 0.

7. x3y”’ = 1 + Jx. 8. y”Y’  = 1; y(0) = 5, y ’ (0) = 1 .

9. y” + 4y = 0; y(0) = 3, y’(0) = 2. 10. xy” + 2y’ = 0.

l l . y”  - y = 0. 12. yy” = y’.

13. y” + ( y’)Z  = 1. 14. y” = y’(1  + y). 15. y” + xy’ = x.

EJERCICIOS 6

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones sujetas a las condiciones indicadas

1. y(“’  = In x; y(1)  = y’(1)  = y”(1) = y”‘(1) = 0.

2. y(V)  f 2y”“’  = x; y(0) = y’(0) = y”(0)  = y”‘(0) = y”“‘(0) = 0.

3. xy”’ + y” = 1. 4. (JI”‘)2  = (y”)3. 5. y”’ - y’ = 0.

6. 1 t (y’)’  + yy”  = 0. 7. x2y”’  + 2xy”  = 1.

EJERCICIOS C

1. Si y”= -4/y3  y y(2) =4,  y”(2) = 0, halle y(4).

2. Resolver y ” = [l  +(y’)c]  3/2  e intreprete geométricamente.

3 . Resolver ff.?.fi  = 1.
dx= dy2

4. Una curva en el plano ny tiene la propiedad de que su curvatura en cualquier pun-
to (x, y) es siempre igual a sen n.  Si la curva tiene pendiente cero en el punto (0, 0),
¿cuál es su ecuación?

5. Trabaje el Ejercicio 4 si sen x se remplaza por 2x.

La ecuación de Clairaut

Una ecuación de primer orden que presenta propiedades interesantes
está dada por

Y = XY’  + AY’) (1)

Y es conocida como la ecuación diferencial de Clairaut en nombre del mate-
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mático quién primero investigó estas propiedades. Supondremos que f(y’)  de-
fine una función diferenciable de y’.

Ejemplo. y=  ~y’+(y‘)~, y=xy’+tany’,  y=xy’+  m- son todas
ecuaciones de Clairaut.

Para resolver (11,  gagamos primero y ‘ = u para obtener ”

y = xv + f(o) (2)

luego diferenciando ambos lados de (2) con respecto a x se obtiene

y’ = xv’  + v + f’(U)V’  0 v’[x + f’(v)] = 0

Dos casos surgen de la última ecuación.

Cuso 1, u  ‘= 0. En este caso tenemos, al integrar, u  = c, donde c es cual-
quier constante. Luego remplazando u por c en (2) obtenemos

y = cx + f(c) (3)

Es llamativo que (3), la cual se obtiene directamente de la ecuación diferen-
cial dada (1) al remplazar simplemente y’ por c, produzca la solución general
de (l),  como se puede verificar por sustitución.

Caso 2, x + f’(u) = 0. En este caso tenemos, usando (2),

x + f’(u) = 0, y = xv + j-(u)

de lo cual x = -f’(u), Y = -W(v)  + f(v) (4)
Las ecuaciones (4) son ecuaciones paramétricas para una curva donde u es
el parámetro. Esta curva da una solución a (l),  como se ve en el Ejercicio 4B,
página 64. Sin embargo, puesto que ésta no es un caso especial de la solución
general (3),  es una solución singular.

Para ilustrar el procedimiento y obtener alguna idea concerniente a la re-
lación entre la solución singular y la general, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO

Resolver y = xy  ’ + (y ‘)2 .

Solución Como antes, sea y ’ = v de modo que y = xu + uz . Luego derivando
con respecto a x se obtiene

y’ = xv’  + ll + 2uu’  0 u’(x + 2v) = 0

Entonces hay dos casos.

Cuso 1, u’= 0. En este baso  u = c, el cual sustituido en y = zu + ~9 da
la solución general

y = cx + 2 (5)
Caso 2, x + 2v = 0. En este caso obtenemos de x + 2~ = 0 y y = XV  + ~2

las ecuaciones paramétricas

;:
X2

x = - u , y=-v2 0
‘=-4
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eliminando u. Puesto que esto satisface la ecuación diferencial dada y no es
un caso especial de (5), es una solución singular.

La relación entre la solución singular y la solución general puede ser vis-
ta en la Figura 2.1. En esta figura hemos mostrado el gráfico de y = - ~2  /4,
la cual es una parábola, junto con gráficos de y = cx + c* para varios valo-
res de c, las cuales representan líneas tangentes a y = - ~2  /4 (ver Ejercicio
3B). La parábola y = - X*  /4, la cual “envuelve” todas las tangentes y = ex  +
c*, es por obvias razones llamada enuoluente  de la familia de líneas tan-
gentes.

Por la ecuación general de Clairaut (l),  la solución singular (4) repre-
senta la envolvente de la familia de líneas rectas (3), las cuales a su vez son
líneas tangentes a la envolvente. Es posible obtener la envolvente directa-
mente de esta familia, como se indica en Ejercicio 1B.

El teorema fundamental de existencia-unicidad del Capítulo uno tam-
bién puede proporcionar guías a la presencia de soluciones singulares y sus
conexiones con soluciones generales. Refiriéndonos a la ecuación de Clairaut
en el Ejemplo ilustrativo de la página 61, por ejemplo, vemos al resolver para
y ’ que hay dos valores,

y '  = -x + Jx’ + 4y - x  - &TqJ
2 .? y '  =

2 (7)

Considerando la primera ecuación en (7), notamos que la derivada parcial
con respecto a y del lado derecho es l/v~z  + 4y, y es real, simple valorada
y continua sí y sólo sí y > - x2 /4, la cual describe geométricamente la región
por encima de la parábola de la Figura 2.2. Dado un punto, diagamos (1, 2),
en esta región, vemos de la solución general y = cx + cz que cz + c - 2 = 0

Figura 2.1

6 2 Capítulo dos



Figura 2.2

ó  c = l , - 2; esto es, y = x + 1, y = 4-2x.  De éstas, solamente y = x + 1,
x 2 - 2, satisface la primera ecuación de (7), mientras que y = x + 1, x 0 - 2,
satisface la segunda ecuación de (7) acorde con el teorema de existencia-uni-
cidad.

De manera similar podemos mostrar que y = 4 - 2x, x 5 4, es la única so-
lución de la segunda ecuación en (7) que pasa por (1, 2), mientras y = 4 - 2x,
x 2 4, es la única solución de la primera ecuación. La situación se indica en
la-Figura 2.2.

Los conceptos descritos anteriormente para la ecuación de Clairaut sir-
ven para indicar algunos principios guías en relación a las soluciones para
tipos más generales de ecuaciones. Para las ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden, habrá usualmente una solución general en ciertas
regiones restringidas como lo garantiza el teorema de existencia-unicidad.
Soluciones singulares, si ellas ocurren, deben manifestarse ellas mismas en
las fronteras de tales  regiones. En algunos casos ellas pueden ser vistas des-
de ciertos factores que pueden llegar a ser cero o infinito.*

EJERCICIOS A

Obtenga la solución general y singular para cada uno de los siguientes

1. y = xy’ - (y’)2. 2 .  J =  -uy’  + 1  + 4(Jq2,

3. y = xy’ - tan y’. 4. 4‘ = xy’ + Ji-q#.

*Para futuras discusiones de envolventes y soluciones singulares, junto con tópicos rela-
cionados, vea los ejercicios avanzados en la página 64 y también la referencia [ 131  .
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EJERCICIOS B

1. (a) Muestre que la ecuación diferencial para la familia de líneas rectas y = cx - c3
es y = xy ’ - (y ‘)3 . (b) Muestre que la envolvente de la familia y = cx - c3 es tam-
bién una solución de la ecuación diferencial en (a). ¿De  qué clase es?
[Sugerencia: La envolvente de una familia de un parámetro F(x,  y,  c) = 0, si exis-
te, se puede encontrar de la solución simultánea de F(r,  y,  c) = 0 y ¿?F(x, y,  c)/
ac = 0.1  (c) iSe puede obtener la envolvente directamente de la ecuación dife-
rencial?

2. Use el método del Ejercicio 1 para obtener las envolventes en (a) Ejemplo ilustra-
tivo en la página 61. (b) Ejercicio 1A.  (c) Ejercicio 2A. (d) Ejercicio 3A. (e) Ejer-
cicio 4A.

3.  Muestre que y= cx+c’ es tangente a y= -x2/4.

4. Muestre que la curva definida por las ecuaciones parámetricas (4) en la página 61
representa una solución de (l),  página 110. También muestre que las líneas y =
cx +f(c)  representan líneas tangentes a esta curva; esto es, la curva es la envol-
vente de la familia de líneas tangentes.

5.  La solución general de y’ = 3~213 está dada por y = (x + c)3 y la solución singu-
lar es y = 0. Examine la relación entre estas soluciones desde el punto de vista de
las envolventes. Compare con el Capítulo uno, páginas 16, 20 y 27.

6. Encuentre la solución general y singular de y ’ = fi.

EJERCICIOS C

1. Muestre que la ecuación y = y ’ tan x - (y ‘)2 sec2 x se puede reducir a la ecuación
de Clairaut con el uso de la transformación z = sen x, y resuelva así la ecuación.

.

3. Trabaje el Ejercicio 4C,  página 33, usando el concepto de una enuoluente  (ver Ejer-
cicio 03).

Revisión de m&odos  importantes

En este capítulo hemos encontrado varios métodos de solución de las
ecuaciones diferenciales de primer orden. Es natural para los estudiantes
preguntarse cuál de estos métodos se espera encontrar más a menudo en la
práctica para que así se pueda dar un apropiado énfasis.

La siguiente lista, en la cual presentamos esos métodos de importancia
primaria y otros de importancia secundaria, puede servir como una ayuda
útil.

A .  Inaportunoia  prhuria
1. Separación de variables: f(x)dn + g(y)dy  = 0.

Integre para obtener la solución requerida J f(n)dx  + J g(y)dy  = c.

2. Ecuaciones homogéneas: 2 = j-p).

Haga y - vx, donde v es una nueva variable dependiente dependien-
do de x, y así reduzca la ecuacián  al tipo de variables separables.
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3. Ecuaciones lineales: 2 + P(x)J  = Q(x).

Multiplique ambos lados por el factor integrante p = e’  Pdx de modo

que la ecuación se pueda escribir &(py)  = FQ.  Luego integre para ob-

tener la solución requerida py = s PQ dx + c.

4. Ecuaciones exactas: M dx + N dy = 0, donde F = 2.

Escriba la ecuación como dU=  0 e integre para obtener la solución re-
querida U(x,  y) = c.

B. Importancia secundaria
1. Ecuaciones que pueden ser hechas exactas: Vea páginas 48-54. Esto

incluye 1 y 3 de lo anterior.
2. Transformación de variables: Esto incluye artificios especiales suge-

ridos por la forma particular de la ecuación diferencial y a menudo cae
en la categoría de “artificios ingeniosos”. El método 2 ‘dado anterior-
mente está incluido aquí.

3. Técnicas varias, tales  como el método de inspección y la ecuación de
Clairaut.

Los siguientes ejercicios intentan servir como un repaso a los varios mé-
todos.

EJERCICIOS MISCELANEOS SOBRE CAPITULO 2

EJERCICIOS A

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales sujetas a las condi-
ciones dadas, si hay alguna.

1. (x2  + l)(y3 - 1)dx  = x24,2  dy. 2. (JJ + 2xy)dx + (x2  + 2xy)dy = 0 .

3. (x2  + 2xy)dx + (y2 + 2xy)dy = 0. 4. 2 + 2 = x2.
X

5. (3 - y)dx + 2x dy  = 0; y(1)  = 1. 6. g i 2x = 2.

7 .  s2t  ds  + (t2  + 4)dt =  0 . 8 .  2xyy’  + x2  + y2  =  0 .

9.  !!L 2x2 - ye”

dx ex
10. x2y’  i- xy = x + 1.

11. - = Y + tan-‘?,(IY
dx x X

13. J’ + xy = x3.

15. r2 sen+ dqb = (2~  cos  C$  + 1O)dr.

12.2 = x + y.

14. (3 - x2y)y’  = xy2  + 4.

16. f = x2  + 2y.

17
2 x y  - y4

.y’=-,
3 x 2

18. (x2  + y2)dx + 2y dy = 0; y(0)  = 2.

19. (x2  + y2)dx + (2xy - 3)dy  = 0. 20.  y’(2x + y2)  = y
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21.

23.

u2v  du - (u3  + v3)dv  =  0 . 22.

24.

(tan y - tan2 y cos x)dx - x seo2 y dy = 0.

y’senx = y cos x t-sen*  x.

25. (x2  - y2)dx + 2xy  dy  =  0 . 26. (2x2 - ye”)dx - 8 dy  =  0 .

27. (x + y)y’ = 1. 28. (x + 2y)dx + x dy = 0.

29. sen y dx + (x cos  y T y)dy = 0. 30. y’ = gix + ?,
X

31.

33.

35.

37.

sen x cos y dx + cos  x seny  dy = 0. 32. xy’ = x3  + 2y.

(3xy2  + 2)dx + 2x’ydy  =  0 . 34. (2y2 - x)dy + y dx = 0.

y” = y’ + 2x. 36. ( 1  + y)y’  =  x&.

tanxsenydx + 3dy  =  0 . 38. x d y  - y d x  =  xcos  l
0

dx.
X

39.

41. x2y dx + (1 + x3)dy = 0. 42.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55. (UV - 2v)du + (u - u2)dv  = 0. 56.

57.

59.

61.

63. y’  = sen x tan y. 64. y’  = 2 + x,
Y x

65. x dy - y dx = 2x2y2  dy. 66. xy’ + y In x = y In y + y.

ds

x=

dN

dt=
-aN;  N = N,ent  = 0. 44.

46.

x dy - y dx = x2y dy. 48.

(33’  COS  x + 2)~’  = y*senx;  y(0)  = -4.

4” = 3x + 2y.

50.

52.

dr r(1 + In 4)-=di ~(1  + In r);  C$ = e2 donde r = e. 5%

ds 1
-=
dt s+t+l‘

XJrq  + yy~Jr-7  = 0.

58.

60.

62.

(2y  + 3x)dx + x dy = 0.

(seny - x)y’ = 2x + y; y(1) = 2.
2

dy Yb  + Y)

iii=-----x(x - Y)

xy’ + y = x2; y(1) = 2.

(x + x cos  y)dy - (y + seny)dx = 0.

y2  d x  =  (2xy + x2)dy.

dU
-=
dt

-a(U - 1OOt);  U(0)  = 0.

z + 31 = 10sent;  I(0) = 0.

yy” + (y’)2  = 0.

y’ + (cot x)y  = cos x.

xy’ - 33’ = x4e-X,
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67. y’ = 2 - f, 68. xy” + y’ = 1.

ir2
69. $ = -r3  - 13’ 70. (ey + x + 3)y’ = 1.

71-
dr

3
= e4 - 3r; r = 1 e n 4 = 0. 72. yy” = (y’)‘.

.

73. x4y”’  + 1 = 0.

75. y’ cos x = y -sen 2x.

77. r3 $ = JF7.

79. x dy + 2y dx - x cos x dx  = 0.

81. (3~’  + 4xy)dx + (2xy + x2)dy  = 0.

83. y’ = x(x + y).

76. e2x-Y  dx + eY-”  dy = 0.

78. (2x2 - ye”)dx  - e’ dy = 0.

80. Ji77 d$ = x2y + x2.

82. y’ = y(x  + y).

85. 2 = 1 - (x - Y)~; y(0)  = 1.

1 .
2.

3.

4.

5.

6.

8.

9.

10.

12.

EJERCICIOS B

Resuelva xyy ’ +y* = sen x haciendo y* = u.

Muestre que sen-lx+sen-ry=c  y  x m+yVTTF=c,  s o n  s o l u -
ciones generales de

,/mdx  + ,fmdy  = 0

iPuede  una de estas soluciones ser obtenida  de la otra?

(a) Resuelva (1+ z*)dy+  (1 +y2)dx=O,  dado que y(0)  = 1. (b) Muestre que
y = (1 -x)/(1  + x) es una solución. Relacione esto con la solución obtenida  en (a).

Resolver y = 2/(x + 2y - 3) haciendo z + 2-y  - 3,=  u.

Resuelva y ’ = Vy + sen x - cos x.  (Sugerencia: Haga fy  + sen x = u .)

Resuelva y ’ = tan(x  +.y). 7. Resuelva y’ = eX+  3Y  + 1.

Resuelva ya”)=  2y  “’ + 242 sujeto ay (0) = 1, y ‘(0) = y”(0) = y”‘(O)  = 0.

Muestre que la ecuación yF(ny)dn  + xG(lcy)dy  = 0 puede resolverse por la trans-
formación ny = u.  Así resuelva (Sy3  + 2xyz  +y)dx  + (~3~3 - 2x3~  + x)dy = 0.

Resuelva (y ‘)*  + (3y  - 2x)y  ’ - 6xy = 0. dy x + y2ll. Resuelva ~ = -;
2Y

y(0) = 1.

Resuelva y ’ = r + c
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1. Resuelva g =

EJERCICIOS C

2. Muestre que si y1  y y2 son dos soluciones diferentes de y’+P(r)y=  Q(z)  en-
tonces ellas deben estar relacionadas per y2 = y 1 (1+ ce-rQ dX/yl).  Por tanto, obser-
vando que y = ~t es una solución de y ’ + xy = x* + 1,  encuentre la solución general.

3. Muestre que z~y~(aydx  + gzdy)  + rry8( ~dudn  +6x dy)  = 0 donde p, q,  r, s,
a,  í3, 7, 6 son constentes  dadas, tiene un factor integrante de la forma raya,

donde a y b son constantes adecuadas.

4. Resuelva (xzy + 2y4)dx  + (x3 + 3zy3 )dy  = 0, usando el método del Ejercicio 3.

5. Muestre que 2 =
y(y2  - x2 - 1)

NY2 - x2 + 1)
se puede resolver por transformación a coorde-

nadas polares r, @, donde x = r cos 4,  y = r sen 4. Luego determine su solución.

6: Muestre que, si k es un factor integrante de la ecuación diferencial M dx + N dy =
0 tal como pMdx  +pNdy  = dU(r,y),  entonces p+(U),  donde $ es una fun-
ción arbitraria, es también un factor integrante. Ilustre esto con algunos ejemplos.

7. Muestre que la ecuación diferencial y’ = P(x)F(y)  + Q(x)G(y)  se puede reducir a
una ecuación lineal por la transformación

F(Y) ‘3~)
U=G(y) Q u=F(y)

siempre que
FG’  - GF’  ó F G ’  - G F

sea una constante.
G F

8. Usando los resultados del Ejercicio 7, obtenga la solución general de:
(a) y’=secy+ztany. (b) y’ = P(x)y  + Q(x)y”  (Ecuación de Bernoulli).

9. Muestre que si la ecuación M dx + N dy = 0 es tal que

entonces un factor integrante está dado por e’  F’“‘r”  , donde u = y/x .

10. Pruebe que si una ecuación diferencial M dx + N dy = 0 es exacta y homogénea,
entonces su solución es Mx + Ny = c. Ilustre usando la ecuación diferencial

(x2  + y’)dx + 2xy dy = 0

ll. (a)  Pruebe que si p y u son dos factores integrantes diferentes de la ecuación
M dx + N dy = 0 entonces su solución general es p = cu.  (b) Ilustre parte (a) en-
contrando dos factores integrantes de x dy - y dx = 0.

1 2 . La ecuación de Riccati está dada por y ’ = P(x)yz  + Q(x)y  + R(x).
(a) Muestre que si una solución de esta ecuación, digamos y,(z),  es conocida,

entonces la solución general puede encontrarse usando la transformación y =
y1  + l/u  donde u es una nueva variable dependiente.
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(b) Muestre que si se conocen dos soluciones, digamos y I (x) y yz (x),  la solu-
ción general es

Y - Yl

(c) Muestre que sí se conocen tres soluciones digamos y , (x), y î (x) y y B  (x), en-
tonces la solución general es

(Y - YlHY2  - Y3) =
c(Y - YdY1  - Y3)

13.  Resuelva la ecuación y’ - ny2  -2y+4-4x notando que y = 2 es una solución
particular.

14.  Resuelva 2 + y2  = I + x2.

Y’
15.  Resuelva la ecuación y’  = - -

- ciones. x- 1
5 + 1 notando que y = I y y = x son solu-
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En este capítulo discutiremos aplicaciones de ecuaciones diferenciales
de primer orden y simples de orden superior a problemas de la mecánica, eco-
nomía, química, doblamiento de vigas, y otros. Las secciones están organi-
zadas de modo que los estudiantes puedan hacer énfasis en aquellos tópicos
que se adaptan particularmente a sus intereses o necesidades.

Aplicaciones a la mecánica

1.1 INTRODUCCION

El tema de la física trata de la investigación de las leyes que gobiernan
el comportamiento del universo físico. Por universo físico entendemos la to-
talidad de objetos alrededor nuestro, no sólo las cosas que observamos, sino
las que no observamos, tales  como los átomos y moléculas. El estudio del mo-
vimiento de los objetos en nuestro universo es una rama de la mecánica lla-
mada dinámica. Las leyes del movimiento de Newton, conocidas por los es-
tudiantes en física elemental ,  forman la base fundamental  para su estudio.
Resulta, sin embargo, que para los objetos que se mueven muy rápido (por
ejemplo, cerca a la velocidad de la luz, 186.000 millas por segundo) no pode-
mos usar las leyes de Newton. En vez debemos usar una versión revisada de
estas leyes, desarrolladas por Einstein y conocidas como mecánica relativis-
ta, o mecánica de la relatividad. Para objetos de dimensiones atómicas, las
leyes de Newton tampoco son válidas. De hecho, para obtener descripciones
precisas del  movimiento de objetos de dimensiones atómicas,  necesi tamos
establecer  un conjunto de leyes estudiadas en un tema avanzado conocido
como mecánica cuántica. Mecánica cuántica y relativista son muy compli-
cadas para ser  invest igadas en este  l ibro,  puesto que el  estudiante necesi-
taría conocimientos previos más extensos en matemáticas y física para em-
pezar a estudiar estos temas.

Afortunadamente, para estudiar el movimiento de los objetos que encon-
tramos en nuestra vida diaria, objetos que ni alcanzan velocidades cercanas
a la de la luz ni objetos con dimensiones atómicas, no necesitamos mecánica
cuántica o relativista. Las leyes de Newton son lo suficientemente precisas
en estos casos y por tanto emprenderemos una discusión de estas leyes y sus
aplicaciones.

1.2 LEYES DEL MOVIMIENTO DE NEWTON

Las tres leyes del movimiento primero desarrolladas por Newton son:

1. Un cuerpo en reposo tiende a permanecer en reposo, mientras
que un cuerpo en movimiento tiende a persistir en movimiento en
una línea recta con velocidad constante a menos que fuerzas exter-
nas actúen sobre él.

2. La tasa de cambio en momentum de un cuerpo en el tiempo
es proporcional a la fuerza neta que actúa sobre el cuerpo y tiene la
misma dirección a la fuerza.

3. A cada acción existe una reacción igual y opuesta.
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La segunda ley nos proporciona una relación importante conocida a los
estudiantes de física elemental y nos referiremos a ella brevemente como la
ley de Newton.

El momentum de un objeto se define como su masa m multiplicada por
su velocidad u. La tasa de cambio en momentum en el tiempo es así d/dt
(mu). Si denotamos por F la fuerza neta que actúa sobre el cuerpo la segunda
ley dice que

-$mu) CC  F (1)

donde el símbolo oc  denota proporcionalidad. Introduciendo la constante de
proporcionalidad k, obtenemos ,,

$nv)  = kF

d v
Si m es una constante, mz=kF  o  m a = k F

dònde  a = dv/dt’  es la aceleración. Así vemos que

F=y (2)

El valor de  k depende de las unidades que deseemos usar. Hasta el momen-
to se usan dos sistemas principales.

(a) El sistema CGS o sistema Centímetro, Gramo, Segando. En .
este sistema la longitud se mide en centímetros (cm), la masa en gramos (g),
y el tiempo en segundos (seg). El valor más simple para k es k = 1, de modo
que la ley (2) es

FL mu (3)
Si una cierta fuerza produce una aceleración de un centímetro por segundo
por segundo (1 cm/segz  ) en una masa de 1 g, entonces de (3)

F = 1 g . 1 cm/segz  = 1 g cm/segY
Llamamos tal fuerza una dina. El sistema cgs también se llama sistema mé-
trice.

(b) El sistema PLS, o sistema Pie, Libra, Segundo. En este sistema
también podemos usar k = 1, de modo que la ley es FE  ma. Si una cierta
fuerza produce una aceleración de un pie por segundo por segundo (1 pie/
seg2) en una masa de una libra (Ib), llamamos esta fuerza un poundal.  Así,
de F = na tenemos ñ poundal = 1 Ib piesheg”  .

Otra manera de expresar la ley de Newton es usar el peso en vez de la
masa del objeto. Mientras que la masa de un objeto es la misma en toda par-
te de la tierra (o realmente en cualquier parte del universo)* el peso cam-
bia de lugar a 1ugar.f Se observará que para que un cuerpo actúe sólo por
su peso W, la aceleración correspondiente es aquella debida a la gravedad g.
La fuerza es W, y la ley de Newton es

W = mg (4)
Dividiendo la ecuación (3) por la ecuación (41, tenemos

*Realmente, estamos hablando aquí sobre “masa en reposo”, porque en la teoría de la rela-
tividad cuando un objeto está en movimiento su masa cambia.

tEn  la superficie de la Tierra este cambio no excede el 2 por ciento.
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F (1IX-  0 f- - W(r (5)w CI CI
Podemos usar la ecuación (5) ya sea con unidades cgs o pls. En tal caso es
claro que F y W tienen las mismas unidades si Q  y g las tienen.

Con unidades CGS: Si W está en gramos peso, a y g en cm/segz,
entonces F está en gramos peso. Si W está en dinas, a y g en cm/segg  , en-
tonces F está en dinas. En la superficie de la Tierra g = 980 cm/segz  , aproxi-
madamente.

Con unidades PLS:  Si W está en libras peso, a y g  en pie/segZ,  en-
tonces F está en libras peso. En la superficie de la Tierra g= 32 pies/seg2,
aproximadamente.

En ciertos campos es costumbre usar el sistema cgs junto con la ley F =
ma, y usar el sistema pls junto con la ley F = Wa/g.  Algunas veces se hace
uso de masa en términos de slugs.*

Nota: Será costumbre en este libro usar
1. F = mu,  donde F está en dinas, m en gramos, a en cm/seg”  .
2. F = Wa/g,  donde F y W están en libras, a y g en pie/segZ  .t

Cuando se desean otras unidades, se pueden hacer los cambios apropia-
dos. Si en un problema las unidades no se especifican, cualquier sistema se
puede usar siempre y cuando se mantenga la c0nsistencia.t

En la simbología del cálculo podemos escribir las leyes de Newton en for-
mas diferentes al notar que la aceleración puede expresarse como la primera
derivada de la velocidad u (esto es, du/dt)  ó como la segunda derivada de
un desplazamiento s (esto es, dzs/dt2  ). Así

f+/JErn-dt dt2 (cgs)

F = Jv*  _ Wti2s
9 dt g dt2 (PlS)

Consideremos ahora las formulaciones matemáticas de varios problemas
en mecánica que involucran los conceptos anteriores, y la solución e inter-
pretación de tales  problemas.

Q

Una masa de m gramos cae verticalmente hacia abajo, bajo la influencia
de la gravedad partiendo del reposo. Asumiendo despreciable la resistencia
del aire establezca la ecuación diferencial y las condiciones asociadas que
describen el movimiento y resuélvala.

*El número de libras peso dividido por g (lo cual es aproximadamente 32) se conoce como
el número de slugs.  Así, la masa de un peso de 64 Ib es 2 slugs.

iCuando  se use la abreviación Ib nos referimos a libras peso.
upara  algunos propósitos se puede usar una variación del sistema cgs conocido como sis-

tema metro, kilogramo, segundo o sistema mks.  Aquí la longitud está en metros (100 cm), la ma-
sa en kilogramos (1000 g)  y el tiempo en segundos. La fuerza requerida para mover una masa de
1 kilogramo a una aceleración de 1 metro/seg2 se llama un newton.  La abreviación de metro,
kilogramo, y newton son m, kg, y n respectivamente.
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Diagrama de fuerza

Tierra

Figura 3.1 Figura 3.2

firmulación  mutemática. En la formulación matemática de proble-
mas de física (o para tal propósito, cualquier problema) es útil dibujar dia-
gramas cuando sea posible. Estos ayudan a fijar ideas y consecuentemente
ayudan a traducir las ideas de física en ecuaciones matemáticas. Sea A (Fi-
gura 3.1) la posición de la masa n en el tiempo t = 0, y sea P la posición de
m en cualquier tiempo posterior t. En cualquier problema de física que invo-
lucre cantidades vectoriales tales como fuerza, desplazamiento, velocidad y
aceleración, las cuales necesariamente requieren un conocimiento de direc-
ción, es conveniente establecer un sistema de coordenadas, junto con la asig-
nación de direcciones positivas y negativas. En el presente problema sea A
el origen de nuestro sistema de coordenadas y escojamos el eje x como la ver-
tical con “abajo” como la dirección positiva (y por consiguiente con “arriba”
como la dirección negativa). La velocidad instantánea en P es u = ch/&.
La aceleración instantánea en P es a = dv/dt  ó a = d”x/dt’  . La fuerza
neta actúa verticalmente hacia abajo (considerada positiva como se muestra
en el diagrama de fuerzas de la Figura 3.2). Su magnitud es mg. Por la ley de
Newton tenemos _.

in  Li; = ntg 0 - = gdt
Puesto que la masa cae desde el reposo vemos que v = 0 cuando t = 0, ó en
otras palabras v(O)  =O.  Nuestra formulación matemática es el problema de
valor inicial

d o
z = Y. u(0) = 0

Aquí tenemos una ecuación de primer orden y su condición requerida.
Otra manera de formular el problema es escribir

d2X d2x
171  -$  = my  0 dt’  = B

En tal caso tenemos una ecuación de segundo orden en las variables x y t, y
necesitamos dos condiciones para determinar x. Una de ellas es v = 0 ó
dx/dt  = 0 en t = 0. La segunda puede obtenerse al notar que x = 0 en
t = 0 (puesto que escogimos el origen de nuestro sistema de coordenadas en
A). La formulación matemática es

d’x d‘c
dr’ = Y? x=0  y d;=O  e n  t = O
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El procedimiento será típico en las formulaciones matemáticas de problemas.
Cuando establezcamos ecuaciones diferenciales. para describir algún feno-
meno o ley, siempre las acompañaremos de suficientes condiciones necesa-
rias para la determinación de las constantes arbitrarias en la solución general.

Solución Empezando con du’/dt  =g,  obtenemos por integración u  =gt  +

cr. P u e s t o q u e  o=Ocuando  t=O,  c,=O,  ó  u=gt,  estoes,:=@.

Otra integración produce x = +gtz  +c,  . Puesto que x= 0 en t = 0, cz = 0.
Por tanto X = jgt”  . Podríamos haber llegado al mismo resultado al empezar
con (7).

Como una aplicación, supóngase que deseamos conocer dónde está el ob-
jeto después de 2 seg. Entonces, por el sistema cgs n = +(980  cm/segz  )
(2 seg)z  = 1960 cm. Por el sistema pls, x = +(32  pies/seg*  ) (2 seg)l  = 64 pies.

Para encontrar la velocidad después de 2 seg escribimos (en el sistema
PlS) dx

dt  = yt = 32 pies/segr  x 2 seg = + 64 pies/seg

El signo más indica que el objeto se está moviendo en la dirección positiva,
esto es, hacia abajo. Se debería notar que si hubiéramos tomado la dirección
positiva hacia arriba la ecuación diferencial hubiera sido m(du/dt)  = - mg,
esto es,

d v d2x--z-g 0
d t -g=  -9

Esto conduciría, por supuesto, a resultados equivalentes a los obtenidos.

Una bola se lanza hacia arriba con una velocidad de 128  pies/seg.  ¿ Cuál
es su velocidad después de 2,4 y 6seg?  iCuándo  regresará a su posición de
partida? iCuál  es la máxima altura que alcanza antesde regresar?

Formulación matemática. Aquí tomaremos el eje x como la vertical,
con su origen en la tierra en A de modo que x = 0 cuando t = 0 (Figura 3.3).
Consideremos “arriba” como positivo. La fuerza que actúa sobre la bola (Fi-

H

Pl&l
X

A

h

Tierra

P

l

mg

Diagrama de fuerza

Figura 3.3 Figura 3.4
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gura 3.4) es su peso y debemos considerar por tanto que es -mg (el signo
menos significa abajo). La ecuación diferencial para el movimiento es

d2x d2x
mF=-mg  0 z=-g

Se necesitan dos condiciones para determinar x. Una se obtiene del hecho
de que x = 0 en t = 0. La otra se obtiene del hecho de que la velocidad ini-
cial es 128 pies/seg.  Esta velocidad está en la dirección hacia arriba y por
tanto es positiva. Así

v=$=+128  e n  t=O

La formulación matemática completa es

d2x dx
z= -9, x=0  y - = 128 en t = 0

dt

Solución La integración de la ecuación diferencial en (8) produce $= - gt +

th8y  puesto que dx/dt  = 128 donde t = 0, c, = 128, de modo que * = -gt +

Otra integración produce x = &gt’  + 128t + c 2 y puesto que x = 0 donde
t=O, c1 =O. De donde,

x  =  -$gr’  +  128t o x = 128t - 16t2.

Velocidad después de 2, 4, 6seg. Tenemos para la velocidad en tiempo t

v=;=J28-32t

Hac>endo  t = 2, encontramos u = 64, lo que significa que la bola se está ele-
vando a la tasa de 64 pies/seg.  Haciendo t = 4, encontramos u  = 0, lo que
significa que la bola se ha detenido. Haciendo t = 6, encontramos ZJ  = - 64,
lo que significa que la bola se ha devuelto y baja a la tasa de 64pies/seg.

Tiempo para el retorno. La bola está en la posición A, el .punto  de parti-
da, cuando x =O. Esto ocurre cuando - 16tz  + 128t =O ó - 16t(t  -8) = 0,
esto es, t = 0 ó t = 8. El valor t = 0 es trivial, puesto que ya sabemos que
x = 0 en t = 0. El otro valor t = 8 indica que la bola regresa después de 8seg.

Máxima altura de elevación. El valor máximo de x puede hallarse ha-
ciendo dx/dt  = 0, lo cual equivale a hallarlo cuando u = 0. Tenemos

IJ = - = 128  - 32t = 0
dt

donde t = 4

Puesto que d’ x/dtz  es negativa, x es realmente un máximo para t = 4.
El valor de x para t = 4 es 256. De donde, la altura máxima que alcanza la
bpla es 256 pies.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Un paracaidista (y por supuesto su pa’racaídas)  cae desde el reposo. El
peso combinado del paracaidista y su paracaídas es W. El paracaídas tiene
una fuerza actuando sobre él (debido a la resistencia del aire) la cual es pro-
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porcional a la velocidad en cualquier instante durante la caída. Asumiendo
que el paracaidista cae verticalmente hacia abajo y que el paracaídas ya
está abierto cuando el salto ocurre, describa el movimiento resultante.

Formulación matemática. Dibujamos, como de costumbre, un dia-
grama físico y de fuerzas (Figuras 3.5 y 3.6). Asuma A como el origen y AB
la dirección del eje x positivo. Las fuerzas actuantes son: (a) el peso combi-
nado W hacia abajo; (b) la fuerza de resistencia R del aire actuando hacia
arriba. La fuerza neta en la dirección positiva (hacia abajo) es W-R. Pues-
to que la resistencia es proporcional a la velocidad tenemos

R  x11.1  o  R=/+.(

donde p  es la constante de proporcionalidad. Puesto que v es siempre posi-
tiva, no necesitamos el signo de valor absoluto, y podemos escribir simple-
mente R = bu.  De donde la fuerza neta es W-pu, y obtenemos por la ley de
Newton

w dc
- =  w  - ljl

7‘ dt

Puesto que el paracaidista empieza en el reposo, v = 0 en t = 0. Así la formu-
lación matemática completa está dada por el problema de valor inicial

w (11,
~ = w - pu,

7’ dt
r=O  e n  t=O

Solución La ecuación diferencial tiene sus variables separables. Así,

w (lls 7-.-- =w - /12: sg dt 0 -F In (CV - Pv)  = <~t  + c,

Wln W
Puest’o  que v=O  en t=O,  c, = -__-

B
y así,

De donde

Tierra

Figura 3.5 Figura 3.6
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V

t
Velocidad limite F

--r

Figura 3.7

Figura 3.8

Se notará que a medida que t - CO  , v tiende a W/a,  una velocidad cons-
tante límite. Esto registra lo que observamos en los paracaídas que viajan a
velocidades pwy aproximadamente uniformes después de transcurrido cier-
to tiempo. También podemos determinar la distancia recorrida por el para-
caidista como una función del tiempo.

De

tenemos

Usando el hecho de que n: = 0 en t = 0, encontramos c2 = - W*  /B*g  . De
donde, .

-Lww  _ !z
Bs

Los gráficos de IJ y x como funciones de t se muestran en las Figuras 3.7
y 3.8.

1.

"‘

2.

78

EJERCICIOS A

Una masa de 25 g cae desde el reposo bajo la influencia de la gravedad. (a) Esta-
blezca una ecuación diferencial y condiciones para el movimiento. (b) Encuentre
la distancia viajada y la velocidad conseguida 3 seg después de empezar su mo-
vimiento. (c) iCuánta  distancia recorre la masa entre el 30. y 40. seg? jentre  61 4o.-“‘-”
y 50. seg?
Una masa de 200 g se lanza hacia arriba con una  velocidad de 2450 cm/seg.  (a)
Encuentre las distancias desde el punto de partida y las velocidades conseguidas
2 y 4 seg después de empezar el movimiento. (b) Encuentre el punto más alto al-
canzado Y el tiempo requerido. (c) iCuáles son las distancias totales recorridas
después de 2 seg? idespués  de 4 seg?
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3.

4 .

5.

6 .

7 .

8 .

9 .

1.

2 .

Un peso de 6 Ib se deja caer desde una cima de f millas de alto. Asumiendo nin-
guna resistencia del aire, jen qué tiempo y con qué velocidad llega a la Tierra?

Una pequeña gota de aceite, de 0,2 g de masa, cae en el aire desde el’reposo. Para
una velocidad de 40cm/seg,  la fuerza debida a la resistencia del aire es 160 di-
nas. Asumiendo que )a fuerza de resistencia del aire es proporcional a la velocidad:
(a) Encuentre la velocidad y la distancia recorrida como una función del tiempo.
(b) Encuentre la velocidad límite.

La fuerza de resistencia del agua que actúa sobre un bote es proporcional a su ve-
locidad instantánea, y es tal que a 20 pies/seg  la resistencia del agua es 40 lb.
Si el bote pesa 320 Ib y el único pasajero pesa 160 Ib,  y si el motor puede ejercer una
fuerza estable de 50 Ib en la dirección del movimiento: (a) Encuentre lamáxima
velocidad a la cual  el bote puede viajar. (b) Encuentre la distancia recorrida y la
velocidad a cualquier tiempo, asumiendo que el bote parte del reposo.

Un paracaidista y su paracaídas pesan 200 lb. En el instante en que el paracaídas
se abre, él está viajando verticalmente hacia abajo a 40pies/seg.  Si la resistencia
del aire varía directamente proporcional a la velocidad instantánea y la resisten-
cia del aire es de 80 Ib cuando la velocidad es 20 pies/seg:  (a) Encuentre la velo-
cidad límite. (b) Determine la posición y la velocidad a cualquier tiempo.
Un peso de 192 Ib tiene la velocidad límite de 16 pies/seg  cuando cae en el aire.
el cual ofrece una fuerza de resistencia proporcional a la velocidad instantánea del
peso. Si el peso parte del reposo: (a) Encuentre la velocidad del peso después de
1 seg. (b) iA qué distancia se encuentra antes de que la velocidad sea de 15 pies/
seg?

Resuelva el problema anterior si la fuerza de resistencia del aire varía proporcio-
nalmente al cuadrado de la velocidad instantánea.

Una partícula se mueve a lo largo del eje x estimulada solamente por una fuerza
opuesta proporcional a su velocidad instantánea. La partícula empieza en el origen
con una velocidad de 10 pies/‘seg,  la cual se reduce a 5 pies/seg  después de mo-
verse 2,5 pies. Encuentre su velocidad cuando esté a 4 pies del origen.

EJERCICIOS B

Muestre que una bola lanzada verticalmente hacia arriba con velocidad inicial uo
toma para regresar el doble del tiempo requerido para alcanzar su punto más alto.
Encuentre la velocidad al regreso. La resistencia del aire se asume despreciable.

Un cuerpo se mueve en una línea recta con aceleración constante a. Si u0 es la
velocidad inicial, u la velocidad, y s la distancia viajada después de tiempo t,
muestre que:

(a) L‘  = ~;o  + ut. (b) s = rot + tat’. (c)  c 2 = 1;;  + 2u.s.

3. Una masa m se lanza hacia arriba con una velocidad inicial uO.  La resistencia
del aire es proporcional a su velocidad instantánea, siendo k la constante de pro-
porcionalidad. Muestre que la máxima altura conseguida es

muo
- - -
k

T:pln  l+kc,
( >mg

4. Un paracaidista y su paracaídas pesan Wlb. Cuando el paracaídas se abre él está
viajando verticalmente hacia abajo a LI,,  pies/seg.  Si la fuerza de resistencia del
aire varía proporcional al cuadrado de la velocidad instantánea y si la resistencia
del aire es F Ib,  donde la velocidad es Vpies/seg:  (a) Escriba las ecuaciones di-
ferenciales para la velocidad y el desplazamiento como una función del tiempo.
(b) Encuentre la velocidad t seg después de abrirse el paracaídas y la velocidad
límite. iQué  simplificaciones resultan si ue = O? (c) Encuentre la velocidad como
una función de la distancia recorrida.
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5. Un objeto con peso de 1.000 Ib se hunde en el agua empezando desde el reposo. Dos
fuerzas actúan sobre él, una fuerza de flotación de 200 Ib,  y una fuerza de resisten-
cia del agua la cual es numéricamente igual a 100 u Ib, donde u está en pies seg.
Encuentre la distancia recorrida después de 5 seg y su velocidad límite.

6. Un objeto de 10 Ib se deja caer verticalmente hacia abajo desde una cima muy al-
ta. La ley de resistencia en el sistema pls está dada por 0,001 IJ~,  donde v es la
velocidad instantánea. Determine (a)  la velocidad como una función de la distan-
cia, (b) la velocidad como una función del tiempo, (c) la velocidad del objeto des-
pués de haber caído 500pies,  (d) la velocidad límite, (e) la distancia recorrida
después de 10seg.

7.  Una partícula se mueve en una línea recta hacia un punto fijo 0 en la línea con
una velocidad instantánea proporcional a la n-ésima potencia de su distancia ins-
tantánea de 0. (a) Muestre que si n 2 1 la partícula nunca alcanzará 0. (b) Dis-
cuta los casos de n < 1.

8. Cuando una bola se lanza hacia arriba, ésta alcanza una altura particular después
de un tiempo T,  cuando asciende y en el tiempo T,  cuando desciende. (a) Asu-
miendo que la resistencia del aire es despreciable, muestre que la altura está dada
por $gT,  T,.  (b) ¿Cómo  se puede usar este resultado para medir la altura de un
árbol sin subirse a él?

9. Muestre que la bola en el Ejercicio 8 fue lanzada hacia arriba con una velocidad
d e  Ig(T,  +  T,).

10. iCuánto tiempo tomará para solo deslizar una cadena de longitud L sobre una me-
sa sin fricción si inicialmente una paf)te  de ella de longitud a cuelga sobre el lado?

ll. Una partícula de masa m se mueve a lo largo del eje 3c  bajo la influencia de una
fuerza dada por F(x). Si u es la velocidad instantánea, muestre que

$?u?  + V(x)  = E

donde E es una constante y V(x)  = J:  F(u)du

asumiendo que a es tal que V(a) = 0. El resultado se conoce como el principio de
la conservación de energía, donde 1 mui se llama la energía cinética, V(x) la ener-
gía potencial y E la energía total.

EJERCICIOS C

1. Un peso de 100 Ib se desliza hacia abajo desde el reposo en un plano inclinado (Fi-
gura 3.9) el cual forma un ángulo de 30” con la horizontal. Asumiendo la ausencià
de fricción: (a) Establezca la ecuación diferencial y’condiciones que describan el
movimiento. (b) ¿Qué distancia recorrerá el peso 5 seg después de empezar y cuál
será su velocidad y aceleración en ese instante? (Sugerencia: Descomponga la
fuerza debida al peso en dos componentes, una paralela y otra perpendicular al
plano. La componente P paralela al plano es la fuerza neta que produce el movi-
miento.)

2. Muestre que un peso W, dada una velocidad incial  vg, se desliza una distancia
s hacia abajo por un plano inclinado sin fricción de inclinación (Y en el tiempo

Jv; + Zgssen  r - uo

g senr

3. Un objeto de masa m se lanza hacia arriba por un plano con inclinación CY. Asu-
miendo que no hay fricción, muestre que la máxima distancia alcanzada es u,,/
(2 gsena).
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Figura 3  9

4. Si se tiene en cuenta la resistencia del aire proporcional a la velocidad instantá-
nea (constante de proporcionalidad h),  muestre que el objeto en el Ejercicio 3, al-
canza una distancia máxima hacia arriba en el plano inclinado dada por

nlv,
x

$L,,,.,,(*  +&J.

Verifique que esta distancia tiende a la del Ejercicio 3 a medida que k-0.

5.  Un peso de 100 Ib parte del reposo hacia abajo por un plano con 30” de inciina-
ción.  Si el coeficiente de fricción entre el peso y el plano es 0,2  ¿qué distancia ba-
jará el peso después de 5seg?  Encuentre su velocidad y aceleración en ese ins-
tante (asuma que el peso sí arranca). (Sugerencia: Refiriéndose a la Figura 3.9,
la fuerza de fricción que actúa está dada por la componente normal N multiplica-
da por el coeficiente de fricción.)

6. Un peso W se le da una velocidad inicial ug hacia abajo en un plano inclinado
de ángulo N. Si el coeficiente de fricción entre el peso y el plano es p, muestre
que después de un tiempo T el peso viaja a una distancia

r,,T + f(q senx - ,q  cos  x)T’ si tan r > jl

7. De acuerdo a la teoría especial de la relatividad de Einstein, la masa de una par-
~ tícula  varía con su velocidad LI  de acuerdo a la fórmula

“‘0111  =
J---

donde m,  es la masa en el reposo y c es la velocidad de la luz (186.000 millas/‘seg).
La ecuación diferencial del movimiento es

F = l+&J

Si una partícula parte del reposo en f = 0 y se mueve en una línea recta estimula-
da sólo por una fuerza constante F, ¿qué distancia cubrirá y cuál será su velocidad
en tiempo t? Muestre que a medida que transcurre el tiempo, la velocidad de la
partícula se acerca a la velocidad de la luz.

8. Un objeto con una masa en el reposo m, de 10.000 g se mueve en el eje n bajo una
fuerza constante de 50.000 dinas. Si empieza del reposo e? x = 0 en tiempo t = 0,
determine dónde estará en cualquier tiempo asumiendo: (a) La masa del objeto
es constante e igual a m,,. (b) L a masa varía de acuerdo a ley de la relatividad
especial.

9. Objetos que parten del reposo caen sin fricción a lo largo de cuerdas de un círculo
vertical terminan todos en el punto más bajo. Muestre que ellos alcanzan el punto
en el mismo tiempo.
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10. ¿El resultado del Ejercicio 9 es cierto si el círculo está inclinado a un ángulo con
la vertical? Explique.

ll. ¿Si un objeto se lanza verticalmente hacia arriba y si la resistencia del aire está
presente, tomará para regresar al punto de partida un tiempo igual al doble del re-
querido para alcanzar su punto más alto? Explique (vea Ejercicio 1B).

12. ¿En el Ejercicio 11 la velocidad de retorno del objeto será la misma a la cual es
lanzado? Explique.

13.  Un satélite gira en una órbita circular actuado sólo por una fuerza de resistencia
proporcional al cuadrado de su velocidad instantánea. (a) Si la velocidad es u0
en tiempo t = 0 y L’ i en el tiempo t = T, muestre que la velocidad en cualquier
tiempo es

f‘O~‘l  T,L> =
1.1  T, + (I’(,  - Ir]  II

(b) Muestre que el número de revoluciones hechas entre los tiempos t = 0 y f = T,
es

_ UilUl -r, 10 ‘3
niu,,-  U,J i ‘i“ 1

(c>  Muestre que aunque la velocidad se mantiene decreciendo el satélite gira in-
definidamente.
(d) iPiensa  usted que el problema representa una situación física posible? Ex-
plique.

14. Trabaje el Ejercicio 13 si la fuerza de resistencia es proporcional a la n-ésima  po-
tencia de la velocidad instantánea y examine el caso especial donde n = 3.

15. Trabaje el Ejercicio 10B si la mesa está inclinada un ángulo N con la horizontal y
el segmento de longitud a cuelga sobre el lado más alto. iHay alguna restricción
en CY? Explique.

2 Aplicaciones a los circuitos eléctricos

2 . 1  INTRODUCCION

Así como la mecánica tiene como base fundamental las leyes de Newton,
el tema de la electricidad también tiene una ley que describe el comporta-
miento de los circuitos eléctricos conocida como la ley de Kirchhoff, la cual
se describirá y usará en esta sección. Realmente, la teoría de la electricidad
está gobernada por un cierto conjunto de ecuaciones conocidas en la teoría
electromagnética como las ecuaciones de Maxwell. Así como no podemos en-
trar en una discusión de la mecánica relativista o cuántica debido a la insu-
ficiencia de conocimientos previos de los estudiantes tampoco podemos en-
trar en la discusión de las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, así como las
leyes de Newton son suficientes para el movimiento de los “objetos de dia-
rio”, la ley de Kirchhoff es ampliamente adecuada para estudiar las propie-
dades simples de los circuitos eléctricos. Para un completo estudio de los
circuitos eléctricos el estudiante debe, por supuesto, hacer prácticas de la-
boratorio y observar demostraciones en la clase. En un libro de matemáticas
podemos presentar sólo una breve discusión.

El circuito eléctrico más simple es un circuito en serie en el cual tenemos
una fem (fuerza electromotriz), la cual actúa como una fuente de energía tal
como  una batería o generador, y una resistencia, la cual usa energía, tal co-
mo una bombilla eléctrica, tostador, u otro electrodoméstico.
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En física elemental encontramos que la fem está relacionada con el flujo
de corriente en el circuito. En forma simple, la ley dice que la corriente ins-
tantánea I (en un circuito que contiene sólo una fem E y una resistencia) es
directamente proporcional a la fem. En símbolos,

De donde,
IxE  o Ex1 (1)

E = IR

donde R es una constante de proporcionalidad llamada el coeficiente de re-
sis tencia 0, simplemente, resistencia.  Las unidades,  generalmente conoci-
das como “unidades práct icas” son tales  que E es tá  en  v o l t i o s ,  I  es tá  en
amperios y R en ohmios. La ecuación (1) es familiar al estudiante de física
elemental bajo el nombre de la ley de Ohm.

Circuitos más complicados, pero para muchos casos más prácticos, son
circuitos que contienen otros elementos distintos a resistencias. Dos elemen-
tos importantes  son i n d u c t o r e s  y  c o n d e n s a d o r e s .  Un inductor  se  opone  a
cambios en corriente. Tiene un efecto de inercia en electricidad de la misma
manera que una masa t iene un efecto de inercia en mecánica.  De hecho la
analogía es bastante, y se podría decir mucho acerca de esto. Un condensa-
dor es un elemento que almacena energía.

En física hablamos de una caída de voltaje a través de un elemento. En
la práctica podemos determinar esta caída de voltaje, o como se llama co-
múnmente, caída de potencial o diferencia de potencial, por medio de un ins-
trumento llamado un voltímetro. Experimentalmente las siguientes leyes se
cumplen.

1. La caída de voltaje a través de una resistencia es proporcional a
la corriente que pasa a través de la resistencia.

Si E, es la caída de voltaje a través de una resistencia e I es la corrien-
te, entonces

ER x 1 o Ex=Rl

donde R es la constante de proporcionalidad llamada el coeficiente de resis-
tencia 0 simplemente resistencia.

2. La caída de voltaje a través de un inductor es proporcional a la
tasa de tiempo instantánea de cambio de la corriente.

Si EL es la caída de voltaje a través del inductor, entonces

E,  -%  ; o E,> = L ;-

donde L es la constante de proporcionalidad llamada el coeficiente de induc-
tancia o simplemente la inductancia.

3. La caída de voltaje a través de un condensador es proporcional a
la carga eléctrica instantánea en el condensador.

Si E,: es la caída de voltaje a través del condensador y Q la carga ins-
tantánea,  entonces

E,,  x Q o E,  = ;
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donde hemos tomado l/C como la constante de proporcionalidad, C se co-
noce como el coeficiente de capacitancia o simplemente capacitancia.

2 . 2  U N I D A D E S

En electricidad, como en mecánica, existe más de un sistema de unida-
des. En este libro consideramos y usamos solamente uno de tales  sistemas.
La Tabla 3.1 resume las cantidades eléctricas importantes con sus símbolos
y unidades. Como en mecánica, el tiempo está en segundos.

Tabla 3.1

Cantidad Símbolo Unidad

Voltaje, fem,  o potencial
Resistencia
Inductancia
Capacitancia
Corriente
Carga

E 6 v Volt io

R Ohmio

1, Henrio

(’ Faradio

I Amperio

4 Culombio

La unidad de corriente, el amperio (abreviado con frecuencia amp), co-
rresponde a una carga de un culombio que pasa por un punto dado del cir-
cuito por segundo.

2 .3  LA  LEY  DE  K IRCHHOFF

El siguiente es un enunciado de la ley de Kirchhoff:
La suma algebraica de todas las caídas de voltaje alrededor de un
circuito eléctrico es cero. [Otra manera de enunciar esto es decir
que el  voltaje suministrado (fem) es igual a la suma de las caídas
de voltaje.]

Se acostumbra indicar los diferentes elementos de un circuito como se
ilustra:

0 o  -I+ G e n e r a d o r  o  b a t e r í a

Reslstencla  m Inductor

it C o n d e n s a d o r  - -  L l a v e  o  I n t e r r u p t o r

Como un ejemplo, considere un circuito eléctrico consistente de una fuen-
te de voltaje E (batería o generador), una resistencia R, un inductor L co-
nectados en serie  como se muestra en la  Figura 3.10.*  Adoptamos la si-
guiente

Convención. La corriente fluye del lado positivo (+ ) de la bate-
ría o generador a través del circuito hacia el lado negativo (- ),  co-
mo se muestra en la Figura 3.10.

*Algunas veces,  por brevedad,  hablaremos de una batería  E, resistencia I;, condensador
(‘, etc., en vez de una batería con una fem de E voltios, una resistencia de R ohmios, un conden-
sador con una capacitancia de (’ faradios, etc.
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Figura 3.10

-n+ I_

.

.

.

Figura 3. ll

Puesto que, por la ley de Kirchhoff, la fem suministrada (E) es igual a
la  caída de vol taje  a  t ravés del  inductor  (15  dl/dt) más la  caída de voltaje
a través de la resistencia (RI), tenemos como la ecuación diferencial reque-
rida para el circuito

.~+RI=,

Como otro ejemplo, suponga que nos dan un circuito eléctrico consisten-
te de una batería o generador de E voltios en serie con una resistencia de R
ohmios y un condensador de C faradios como en la Figura 3.11. Aquí la caída
de voltaje a través de la resistencia es RI y la caída de voltaje a través del
condensador es Q/C,  de modo que por la ley de Kirchhoff

tal como aparece esto no es una ecuación diferencial. Sin embargo al notar
que la corriente es la tasa de tiempo de cambio en la carga, esto es, Z= dQ/
dt, (2) se convierte en

la cual es una ecuación diferencial para la carga instantánea. Acompañando
a las ecuaciones diferenciales obtenidas están las condiciones que se deri-
van, por supuesto, del problema especifico considerado.

Un generador con una fem de 100 voltios se conecta en serie con una re-
sistencia de 10 ohmios y un inductor de 2 henrios. Si el interruptor K se cie-
rra en tiempo t = 0, establezca una ecuación diferencial para la corriente y
determine la corriente en tiempo t.
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2 henrios

Figura 3.12

Formulación matemática. Como es costumbre dibujamos el diagrama
físico (Figura 3.12). Llamándo Z la corriente en amperios que fluye como se
ilustra, tenemos: (1) voltaje suministrado = 100 voltios, (2) caída de voltaje
a través de la resistencia (RZ) = 10 Z, (3) caída de voltaje a través del induc-
tor (L dZ/dt)  = 2 dZ/dt.  De donde, por la ley de Kirchhoff,

loo=lor+2-  0
dt

g + 51 = 50 (3)

Puesto que el interruptor se cierra en t = 0, debemos tener Z= 0 en t = 0.
Solución La ecuación diferencial (3) es una ecuación de primer orden lineal
con factor integrante es t . Multiplicado por este factor da

% (e5’I)  = 50e” ó estI=  10e5’  + c esto es, Z = 10 + ce-“.

PuestoqueZ=Oen  t=O, c= - 1 0 .  AsíZ=10(1-e-5f).
Otro método. La ecuación (3) puede también resolverse por separación

de variables.
El gráfico de Z contra t se muestra en la Figura 3.13. Note que la corrien-

te es cero en t = 0 y crece hacia un máximo de 10 amperios aunque teórica-
mente nunca lo alcanza. El estudiante debería notar la similitud entre este
problema y el problema de la caída del paracaidista en el Ejemplo ilustrativo
3 de la sección pasada.

Establezca y resuelva una ecuación diferencial para el circuito eléctrico
del Ejemplo ilustrativo 1 si el generador de 100 voltios se remplaza por otro
con una fem de 20 cos  5t voltios. .

---
1

10  amp

L/

Figura 3.13
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Formulación matemática. La única diferencia es que 20 cos 5t rem-
plaza a 100 en la ecuación (3). De donde, la ecuación requerida es

101 + 2; =
llI

20cos5t 0 z + 51 = 10 cos 5t (4)

Solución Multiplique la segunda ecuación en (4) por el factor integrante
Pt. L uego

; (2’1)  = loe”’  cos 5t y e5’1  = 10 d’
eS’  cos 5t dt = e5’(cos  St + sen5t)  + c

0 1 = cos  5t +sen  5t  + c.C5’

Puesto que I=O  en t=O, tenemos c= -1. Así, I=cos5t+sen5t-e-51.

L
Una fem decayente  E = 2OOe-5’ se conecta en serie con una resistencia

de 20 ohmios y un condensador de 0,Ol  faradios. Asumiendo Q = 0 en t = 0,
encuentre la carga y la corriente en cualquier tiempo. Muestre,que la carga
alcanza un máximo, calcúlelo y halle cuándo se obtiene.

Formulación matemática. Refiriéndonos a la Figura 3.14 tenemos
(1) voltaje suministrado (E) = 200e - 5 [, (2) caída de voltaje en la resisten-
cia (RI) = 201, (3) caída de voltaje a través del condensador (Q/C) = Q/
0,001 = 1OOQ. De donde, por la ley de Kirchhoff, 201+  1OOQ  = 200e- 5’ y,
puesto que I= dQ/dt,

202  +  1OOQ =  200@--“’ 0 ('Qrlt +  5Q  =  loe - ”

Solución Un factor integrante es eSr. De donde,$(Qe5’)  =lO,  Qest = 10t  + C.

Puesto que Q = 0 en t = 0, c = 0. De donde, Q = lote-sf.

La corriente en cualquier tiempo. Puesto que

1 = dQ/dt,  1 =-$ (10tee5’) = 10~~’ - 50teSs’.

Máxima carga. Para hallar cuándo Q es máxiina, haga dQ/dt  = 0, esto es,
I=  0.

10eT5’  - 50tew5’  = 0. esto es, t = + seg

+

-- 0.01
*- faradios

F i g u r a  3 . 1 4
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El estudiante debería mostrar que este valor de t realmente da un máximo.
El valor de la carga máxima es el valor de Q cuando t = %, esto es,

Q = 10 x -&e-  ’ = 2 - 0,74  culombio
P

EJERCICIOS A

1. En t = 0 una fem de 20 voltios se aplica a un circuito consistente de un inductor
de 2 henrios en serie con una resistencia de 400hmios. Si la corriente es cero en
t = 0, jcuál  es en cualquier tiempo t 2 O?

2. Trabaje el ejercicio anterior si la fem es 100 sen 10t.

3. Una resistencia de 20 ohmios y un inductor de 5 henrios se conectan en serie en
un circuito eléctrico en el cual hay un flujo de corriente de 20 amperios en tiempo
t = 0. Encuentre la corriente para t 2 0 si la fem es cero para t > 0.

4. Un condensador de 5~ lo- 3 faradios está en serie con una resistencia de 25oh-
mios y una fem de 50 voltios. El interruptor se cierra en t = 0. Asumiendo que la
carga en el condensador es cero en t = 0, determine la carga y la corriente en cual-
quier tiempo.

5. Trabaje el ejercicio anterior si la fem es de 50 cos 6t, t 10.

6. Un circuito consiste de una resistencia de 10 ohmios y un condensador de 0,Ol fa-
radios en serie. La carga en el condensador es de 0,05  culombios. Encontrar la car-
ga y la corriente en tiempo t después de cerrar el interruptor.

7. Una resistencia de 4ohmios y un inductor de 1 henrio se conecta en serie con un
voltaje dado por lOOe- Af  cos 50t,  t 2 0. Encontrar Z(t) si Z= 0 en t = 0.

8.  Una resistencia de 200hmios se conecta en serie con un condensador de 0,Ol  fara-
dios y una fem en voltios dada por 40e-J  f + 20e- Ii/. Si Q = 0 en t = 0, muestre
que Ia caída máxima  en el condensador es de 0,25 culombios.

EJERCICIOS B

1. Un circuito consiste de una resistencia constante de R ohmios en serie con una
fem constante de E voltios y una inductancia constante de L henrios. Si la corrien-
te inicial es cero, muestre que la corriente crece a la mitad de su valor teórico máx-
imo en (L  ln2)/R segundos.

2. Una fem de E,  cos wt voltios, donde E,, w son constantes, se aplica en t = 0 a
un circuito en serie consistente de R ohmios y C faradios, donde R y C son cons-

. tantes. Si Q = 0 en t = 0, niü&tre  que la carga en t > 0 es

Q = cEo
R2CZo’  + 1

(cos  wt + wRCseno>t  - eWrwr)

3. Una resistencia de .R ohmios varía con el tiempo ‘t (segundos) de acuerdo a R =
1 + O,Olt,  0 s 1.000. Se conecta en serie con un condensador de 0,l  faradios y una
fem de 100 voltios. La carga inicial en el condensador es de 5 culombios. Encuentre
(a) la carga y la corriente como una función del tiempo, (b) la carga máxima teórica.

4. Un iñductor  de L henrios varía con el tiempo t (segundos) de acuerdo a L = 0,05 +
O,OOlt,  0 I t s 1.003. Se conecta en serie con una fem de 40 voltios y una resistencia
de 10ohkios.  Si l= 0 en t = 0, encuentre (a) l(t), t > 0; (b) la corriente máxima
teórica.

5. Un circuito tiene R ohmios C faradios, y E voltios en serie con un interruptor, sien-
do R, C, E constantes. La carga inicial en el condensador es cero. Si el interruptor
está cerrado hasta que la carga sea el 99 por ciento de su máximo teórico y luego E
se reduce repentinamente a cero, encuentre Q de ahí en adelante.
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EJERCICIOS C

1. Un inductor de 0,l  henrios, una resistencia de lOohmios y una fem de E(t) vokkx%
donde

E(t) =

1

10,
o<ts5

o

>
t>5

se conecta en serie. Encuentre la corriente Z(t), asumiendo Z(0) = 0.

2. Una fem periódica E(t) mostrada gráficamente en la Figura 3.15 se aplica en t = 0
a un circuito consistente de R ohmios y C faradios en serie, donde R y C son cons-
tantes. Encuentre la carga cuando t = 4T, asumiendo que en t = 0 la carga es cero.

E(t)

CC
T 2T 3T 4T

Figura 3.15

3. Una fem E,  cos wt, t 2 0 se aplica a un circuito consistente de L henrios y R oh-
mios en serie. Las cantidades E,, W, L, R son constantes dadas. Si la corriente
es cero en t = 0; (a) Muestre que la corriente se compone de términos transientes
los cuales llegan a ser insignificantes después de algún’tiempo y términos de esta-
do estacionario los cuales tienen el mismo período de la fem aplicada. (b) Muestre
que la corriente media cuadrática definida por

J--
b 1’  dt
<I

1 b , - a
Gdonde (b -a) es el período 27r/w  de la fem, tiende a -. Ell

2 JFaw

3 Trayectorias ortogonales y sus aplicaciones

Suponga que nos dan una familia de curvas como en la Figura 3.16 (lí-
neas gruesas). Podemos pensar en ot=  familia de curvas (líneas puxiteadas).
tal que cada miembro de esta familia corte a cada miembro de la primera fa-
milia en ángulos rectos. Por ejemplo, la curva AB se encuentra coti  varios
miembros de la familia punteada en ángulos rectos en los puntos L, A4, ZV,  0,
P. Decimos que las ‘familias son mutuumeitte  ortogonales, o que una familia
.forma  un conjunto de trayectorias ‘ortogonales dè la otra familia. Como una
ilustración, considere la familia de todos los círculos con centro en el origen;
unos cuantos círculos aparecen en, la Figura 3.17. Las trayectorias ortogona-
les para esta familia de círculos podrían ser miembros de la familia de las

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden y simples de orden superior 89



Y

t

Figura 3.16

,

Figura 3.17

l íneas rectas ( l íneas punteadas).  Similarmente las trayectorias ortogonales
de la familia de líneas rectas que pasan por el origen son los círculos con cen-
tro en el origen.

Como una situación más complicada, considere la familia de elipses (Fi-
gura 3.18) y la familia de curvas ortogonales a ellas. Las curvas de una fami-
l ia  son las trayectorias ortogonales de la otra familia.  Las aplicaciones de
trayectorias ortogonales son numerosas en fisica e ingeniería. Como una apli-
cación muy elemental, considere la Figura 3.19. Aquí NS representa una ba-
rra magnética, siendo N su polo norte, y S su polo sur. Si limaduras de hierro
se esparcen alrededor del magneto encontramos que ellas se ordenan así mis-
mas como las  curvas punteadas de la  Figura 3.19.  Estas  curvas se l laman
líneas de fuerza.* Las curvas perpendiculares  a  estas  ( l íneas gruesas)  se

*El estudiante que ha leído la sección de campos de direcciones (pág. 28) debería notar la
similitud entre las limaduras de hierro y los elementos d e  linea.
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Figura 3.18

Figura 3.19

llaman líneas equipotenciales, o curvas de igual potencial. Aquí, también los
miembros de una familia constituyen las trayectorias ortogonales de la otra
familia.

Como otro ejemplo de física considere la Figura 3.20, la cual representa
un mapa del clima tan familiar en muchos de nuestros periódicos diarios.
Las curvas representan isobaras, las cuales son curvas que conectan todas
las ciudades que reportan la misma presión barométrica a la oficina metereo-
lógica. Las trayectorias ortogonales de la familia de isobaras podrían indicar
la dirección general del viento desde áreas de alta a baja presión. En vez de
isobaras, la Figura 3.20 podría representar curvas isotérmicas las cuales son
curvas que conectan puntos que tienen la misma temperatura. En tal caso
las trayectorias ortogonales representan la dirección general del flujo de calor.

,

Considere el ejemplo de las isobaras. Dado un punto (x,  y),  teóricamen-
te podemos encontrar la presión en ese punto. Así podemos decir que P=
f(r, y), esto es, la presión es una función de la posición. Haciendo P igual  a

u n  v a l o r  d e f i n i d o ,  d i g a m o s  P,, vemos que f(n,  y) = P, representa una
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Figura 3.20

curva, todos los puntos que tienen presión P, siendo así una isobara. Dan-
do otros valores a P, se obtienen otras isobaras. Es claro que estas isobaras
no se podrían intersectar, puesto que si lo hicieran, entonces los puntos de
intersección tendrían dos presiones diferentes, y esto sería imposible. Si
usamos c en vez de P vemos que

f(-%  Y)  = c (1)

donde c puede tomar valores dentro de un conjunto dado, representa una fa-
milia de isobaras. En el primer capítulo aprendimos cómo encontrar una
ecuación diferencial para una familia de curvas derivando hasta eliminar
las constantes arbitrarias (c en nuestro caso). El problema que enfrentamos
ahora es cómo obtener la familia de trayectorias ortogonales. Realmente esto
es sencillo puesto que la ecuación diferencial de la familia (1) está dada por

af af dydf=xdx+ãl;dy=O  o  - =
af/ax- -

dX 3fm
Ahora la pendiente de las trayectorias ortogonales debería ser el recíproco
negativo de la pendiente en (2), esto es,

afh
af1a.x

Así, la ecuación diferencial para la familia de trayectorias ortogonales es

dy afb-=-
dx af1a.x (3)

Al resolver esta ecuación se obtienen las trayectorias ortogonales. Ahora se
darán ,algunas  ilustraciones al procedimiento., Un error común de los estu-
diantes es olvidarse de eliminar las constantes arbitrarias al hallar la ecua-
ción diferencial de la familia.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Encuentre las trayectorias ortogonales de x2 +y” = cx.

Formulación matemática. Hay dos maneras de determinar la ecua-
ción diferencial de la familia.
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Primera manera. Resuelva c para obtener c = (x1 +yl )/x.
Derivando con respecto a x, tenemos

x(2.x  +  2JJ’)  - (2 +  j,‘)(l) = 0
2

o \,, = 9 = j.’ - x2
.Y (1.X ____3.Y )‘

S e g u n d a  m a n e r a .  Derivando x2 +J’” =cx con  respec to  a  x, encontra-
mos 2.Y +  2A.j.’ =  (’

Eliminando c entre esta última ecuación y la dada, encontramos la ecuación
como antes.

La familia de las trayectorias ortogonales tiene así la ecuación diferen-
cial

dl 2s \‘
-xn
(IX .Y - )‘ (4)

Solución Para resolver (4), note que es una ecuación homogénea. Haciendo
y = vx, el  estudiante puede mostrar  que 3~2  +yz =  c  ,y. La solución tam-
bién se obtiene al notar que (4), sin fracciones, tiene un factor integrante de-
pendiendo de una variable (l/y’ ).

Las dos familias ortogonales se muestran en la Figura 3.21. La familia
dada originalmente se muestra punteada.

Y

t x

Figura  3.21

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

Encuentre las tra3;ectorias  ortogonales de la familia y = x + ce-  * y de-
termine aquel miembro particular de cada familia que pasa por (0, 3).

Formulación matemática. Por diferenciación de la relación dada te-
nemos

)“ = 1 - (.e-*

Eliminando c da
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Así, la ecuación diferencialde la familia de trayectorias ortogonales es

dy  _ - 1

d-u 1 + x - J (5)

Solución Escriba (5) en la forma dx  + (1+x  -y)dy  = 0.

así que la ecuación no es exacta. Ahora o - 1 no es una función sólo de

1 - o 1 + s - J
x. Pero - =

1
1 es una función de y. De donde CS ’ dg  = e?  es un factor in-

tegrante. Multiplicando por este factor y procediendo como de costumbre pa-
ra ecuaciones exactas, obtenemos

,\.“>’  - eJ’(y  - 2) = (‘,

Las curvas referidas que pasan por (0, 3) son

!’ = s + 3&“, .y - ,’ + 2 + p3-J = 0 (6)

El estudiante lo puede encontrar instructivo obtener los gráficos de las ecua-
ciones (6). También lo puede encontrar instructivo resolver (5) al escribirla
como

$+x=?.l

una ecuación lineal con x como variable dependiente.

EJERCICIOS A

1. La ecuación yz = cx define una fahilia de parábolas. (a) Encuentre una ecuación
diferencial para la familia. (b) Encuentre una ecuación diferencial para las tra-
yectorias ortogonales y resuelva. (c) Grafique varios miembros de cada familia en
el mismo conjunto de ejes.

2. Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia y.3 = cxï y dibuje un gráfico
de las familias.

3. Determine las trayectorias ortogonales de cada familia y encuentre miembros par-
ticulares de cada una que pasen por los puntos indicados.

(a)  x2  -t cy = 1:  (2. I ). (b) x2 = c’y  + y’:  (3. - 1). (c) y = c tan 7.~ + 1:
i !
i.0

Id) y = “ C ?.’ + 3x: co:  3) (ej y2 = dl + x’):  ( - 2. 5).

4. Muestre que las familias xL + 4~”  = cI y y = c,n-’ son ortogonales.

EJERCICIOS B

1. Encuentre la constante (I para que las familias y.3 = c, x y ~2  +ay” = CL sean
ortogonales.

2. Muestre que la familia de parábolas 3”  = 4cx  + 4~’  es “así mismo ortogonal”. Gra-
fique algunos miembros.

3. Muestre que la familia
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donde a y b son constantes dadas, es “así mismo ortogonal”. Esta se llama una fa-
milia de “cónicas confocales”. Grafique algunos miembros de la familia.

4. Determine las trayectorias ortogonales de (a) .KP  + cyp  = 1; p = constante, (b)xl  +
cxy +y’  = 1.

E J E R C I C I O S  C

1. Determine la familia de curvas en la cual cada uno de sus miembros corta a cada
miembro de la familia de líneas rectas y = mx a un ángulo de 45”.

2. Determine la curva que pasa por ($,  x%??)  y corta cada miembro de la familia
~2 +y’  =cL a un ángulo de W.

3. Encuentre todas las curvas que cortan la familia y = CE”  a un ángulo N cons--.
tante.

4. Muestre que si una ecuación diferencial de una familia de curvas en coordenadas
polares (r, @) está dada por

dr
- = F(r.  4)
(4

entonces una ecuación diferencial para la familia de trayectorias ortogonales es

(11. ,.2
-=--,
r/4’, F-tr.  cp)

(Sugerencia: Use el resultado del cálculo elemental que en coordenadas polares la
tangente del ángulo formado por el radio vector y la línea tangente a la curva es
rd+/dr.)

5. Encuentre las trayectorias ortogonales de r = c cos  4 y grafique.

6. Determine las trayectorias ortogonales de las espirales r = erm

7. Encuentre las trayectorias ortogonales de la cardioide r = ~(1  - cos  4).

8. Sea F(Z)  = u (x, y) + io(x,  3,)  donde z = x + ;y y las funciones u (x, y) y 1,1(x,  y) son
reales. (a) Encuentre u (x, y) y u(x,  y) correspondiente a F(z)  = ~2  y muestre que
las familias U(X,  y) = C, y u(x,  y) = c2 son ortogonales. (b) Trabaje parte (a) pa-
ra las funciones F(z)  = z.I  y F(Z)  = 2x’  - iz  - 3. (c)  iPiensa usted que los resul-
tados indicados para estos casos especiales se cumplen en general? Explique (com-
pare con Ejercicio 4C, página 48).

4 Aplicaciones a química y mezclas químicas

Hay muchas aplicaciones de ecuaciones diferenciales a los procesos quí-
micos. Algunas de ‘éstas serán indicadas en los siguientes ejemplos ilustra-
tivos. Otras son presentadas en los ejercicios.

Un tanque está lleno con 10 galones (abreviación gal) de agua salada en
la cual están disueltas 5 Ib de sal. Agua salada conteniendo 3 Ib de sal por
gal entra al tanque a 2 gal por minuto, y la mezcla bien agitada sale a la mis-
ma tasa.

(a)  Encontrar la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo.
(b)  ¿Cuánta  sal está presente después de 10 min?
(c) iCuánta  sal está presente después de un tiempo largo?
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Formulación matemática. Sea A el número de libras de sal en el tan-
que después de t minutos. Luego d A/dt  es la tasa de cambio de esta can-
tidad de sal en el tiempo y está dada por

dA - tasa de cantidad ganada - tasa de cantidad perdida (1)
dt

Puesto que entran 2 gal/min conteniendo 3 lb/gal  de sal tenemos que la
cantidad de sal que entra por minuto es

2 gal 3 Ib 6 Ib-.-
min  g a l  = min (2)

lo cual es la tasa a la cual se gana sal. Puesto que siempre hay 10 gal en el
tanque y debido a que hay A libras de sal en cualquier tiempo t, la concen-
tración de sal al tiempo t es A libras por 10 gal. La cantidad de sal que sale
por minuto es, por tanto,

A Ib 2 gal 3‘4 Ib A Ib__.-=-=
10 gal rnin 10 min 5 min

De (l),  (2) y (3) tenemos

(3)

Puesto que inicialmente hay 5 Ib de sal, tenemos A = 5 en t = 0. Así, la for-
mulación matemática completa es

A=5  e n  t = O

Solución Usando el método de separación de variables, tenemos

s riA
s

dt-__ =
3 0 - A -? ’

-In(30 - A) =i  + C’

Puesto que A = 5 en t = 0, c = - In 25. Así,

-In(30-  A)=i-11125, In
30-,4  t
-=--

35 5
0 ,4 = 30 í- 25r-

la cual es la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t.
Al final de los 10 minutos la cantidad de sal es A = 30- 25e-  2 = 26,6 lb.
Después de un tiempo largo, esto es, cuando t- 00, vemos que A-

30 lb. Esto también podría ser visto desde la ecuación diferencial haciendo
dA/dt = 0, puesto que A es una constante cuando se alcanza el equilibrio.

Dos químicos, A y B, reaccionan para formar otro químico C. Se encuen-
tra que la tasa a la cual C se forma varía con las cantidades instantáneas
de los químicos A y B presentes. La formación requiere 2 Ib de A por cada
libra de B. Si 10 Ib de A y 20 Ib de B están presentes inicialmente, y si 6 Ib
de C se forman en 20 min, encontrar la cantidad del químico C en cualquier
tiempo.

Formulación matemática. Sea x la cantidad en libras de C forma-
das en el tiempo t en horas. Luego dx/dt es la tasa de su formación. Para
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formar x Ib de C, necesitamos 2x/3 Ib de A y x/3 Ib de B, puesto que se ne-
cesita que el químico A sea el doble de B. Por tanto, la cantidad de A pre-
sente al tiempo t cuando se forman x Ib de C es lo- 2x/3,  y la cantidad de
B en este tiempo es 20- x/3.  Por tanto,

donde K es la constante de proporcionalidad. Esta ecuación puede escribirse
rix
- = k(15  - x)(60  - x)
di

donde k es otra constante. Hay dos condiciones. Puesto que el químico C
inicialmente no está presente, tenemos x = 0 en t = 0. También x = 6 en
t = 1/3. Necesitamos dos condiciones, una para determinar k, la otra para,
determinar la constante arbitraria de la solución de la ecuación diferencial.
La formulación completa es

dx
- = k( 15 - x)(60  - x),
cit

x=0  e n  t=O, x = 6  e n  t=i

Solución La separación de variables produce

J
d.Y

J(15  - x)(60  - x)
= k dt = kt + cI

Ahora J
(1.X

(15  - s)(60  - 3) =

Así, podemos mostrar que 6 0 - ñ_ (.e4sk1

15 - x

Puesto que x = 0 en t= 0, encontramos c = 4. Así,
60 - x
- =
15 - x

4e45 Id

Puesto que x = 6 en t = 1/3, tenemos elsk  = $ . Así,

60 - x
- =
15 - x

4(e’9)3’ = 4 0 x 15[1 - ($,“‘]=
1 - #)“’

Cuando t- a3 > n-+15lb.
El problema anterior es un caso especial de la ley de acción de masa, la

cual es fundamental en la teoría de tasas de las reacciones químicas. Para
problemas que tratan con la descripción y aplicación de esta ley ver los  Ejer-
cicios C.

EJERCICIQS  A

1. Un tanque  está lleno con 8 gal de agua salada en la cual 2 Ib de sal están disueltas.
Agua salada con 3 Ib de sal por galón entra al tanque a 4 gal/min,  y la mezcla bien
agitada sale a la misma tasa. (a) Establezca una ecuación diferencial para  la can-
tidad de sal como una función del tiempo t. (b) Encuentre la cantidad de sal como
una función del tiempo. (c) Encuentre la concentración de sal después de 8 min.
(d) iCuánta  sal hay después de un tiempo largo?
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2. Un tanque tiene 40 gal de agua pura. Una solución de agua salada,con 1 Ib de sal
por galón entra a 2gal&in,  y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa. (a)
iCuánta  sal hay en el tanque en cualquier tiempo? (b) iCuándo  el agua que sale
tendrá f Ib de sal por galón?

3. Un tanque tiene 60 gal de agua salada con 2 Ib de sal por galón. Una solución con
3 Ib de sal por galón entra a 2 gal/min,  y la mezcla sale a la misma tasa. iCuándo
habrá 150 Ib de sal en el tanque?

4. Un tanque tiene 100 gal de agua salada con 40 Ib de sal disuelta. Agua pura entra
a 2 gal/min  y sale con la misma tasa. iCuándo la concentración de sal será 0,2
lb/gal?  ¿Cuándo  la concentración será menor que 0,Ol lb/gal?

5. El químico A es transformado en el químico B. La tasa a la cual B se forma varía
directamente con la cantidad de A presente en cualquier instante. Si 10 Ib de A
están presentes inicialmente y si 3 Ib se transforman en B en una hora: (a) ¿Qué
cantidad de A se transforma después de 2, 3 y 4 horas? (b) ¿En cuánto tiempo se
transforma el 7X;  del químico A? (Este tipo de reacción se llama reacción de pri-
mer orden .)

6. El químico C se produce de una reacción que involucra los químicos A y B. La tasa
de producción de C varía con el producto de las cantidades instantáneas de A y B
presentes. La formación requiere 3 Ib de A por cada 2 Ib de B. Si inicialmente están
presentes 60 Ib de cada químico A y B y se forman 15 Ib de C en 1 hora encontrar:
(a) la cantidad de C en cualquier tiempo; (b)  la cantidad de C después de 2 horas;
la máxima cantidad de C que se puede formar.

E J E R C I C I O S  B

1. Un tanque tiene 10gal  de agua salada con 2 Ib de sal disuelta. Agua salada con 15
Ib de sal por galón entra a 3 gal/min,  y la mezcla bien agitada sale a 4 gal/min.
(a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo. (b) Encuentre
la concentración de sal después de 10 min.  (c) Dibuje gráficas de la cantidad y
concentración de sal contra el tiempo y obtenga el máximo en cada caso.

2. Un tanque tiene 60gal de agua pura. Una solución con 3 Ib de sal por galón entra
a 2 gal/min  y sale a 25  lb/min.  (a) Encuentre la concentración de sal en el tan-
que en cualquier tiempo. (b)  Encuentre la concentración de sal cuando el tanque
tenga 30gal de agua salada. (c) Encuentre la cantidad de agua en el tanque cuan-
do se tenga la máxima concentración. (d) Determine la máxima cantidad de sal
presente en cualquier tiempo.

3. Un químico C se va a disolver en agua. Experimentalmente la tasa a la cual C en-
tra en la solución varía con el producto de (i) la cantidad instantánea de C que
permanece sin disolverse, (ii)  la diferencia entre la concentración instantánea del
químico disuelto y la máxima concentración posible a las condiciones dadas de
temperatura y presión (este máximo ocurre cuando la solución está saturado y no
es posible tener un incremento adicional de químico disuelto).

Si se colocan 5 Ib de C en 2 gal de agua, se encuentra que 1 Ib se disuelve en
1 hora. Asumiendo una solución saturada con una concentración de 4 lb/gal: (a)
¿Cuánto  de químico C permanece sin disolverse después de 4 horas? (b) iCuál  es
la concentración de la solución después de 3 horas? (c) iCuándo  la concentración
será de 2 lb/gal?

m
4. Cuando a Ib de un químico se colocan en b galones de agua, A libras del químico

se disuelven en tiempo T. Si una solución saturada contiene S libras del químico
por galón (S es constante), muestre que la cantidad de químico no disuelto en tiem-
po t es trR(hS  - II) AbS

1

ti=

1x5 -- uR
d o n d e  R  =

rr(A + hS  - 0)
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Tanque l Tanque I I

Figura  3 . 2 2

Muestre que si S+  m la cantidad de químico que permanece sin disolverse tien-
de a CI  1 A/u ] ‘rr

5. DOS tanques (Figura 3.22) contienen cada uno ~1  galones de agua. Empezando en
tiempo t = 0, una solución con a Ib,/gal  de un solvente quimico  fluye dentro del
tanque 1 a la tasa de ¿I gal/min.  La mezcla luego entra y sale del tanque Il a la
misma tasa. Asumiendo agitación completa en ambos tanques, muestre que la can-
tidad de químico en el tanque II después de tiempo t > 0 es r,((  1 - (,-“! ’ ) - tl/~(c~-“’  ‘.

EJERCICIOS C

Velocidad de las reacciones químicas y la ley de acción de masa

lina ecuación química describe cómo las moléculas de varias sustancias se com-
binan para producir otras sustancias. Por ejemplo, 2Hz+OZ-*2HJ0

dice que 2 moléculas de hidrógeno se combinan con una molécula de oxígeno para
producir dos moléculas de agua. En general, una ecuación química se lee

trA + hB + <,C  + + r~fM  +  nN  + /jP  +

d o n d e  A ,  B,”  C ,  r e p r e s e n t a n  m o l é c u l a s  d e  l a s  s u s t a n c i a s  r e a c t i v a s ,  M ,  N,  P,
representan moléculas de las sustancias formadas por la reacción, y a, b, c, , m,
n, p son enteros positivos significando el número de moléculas que toman parte en
la reacción. La tasa a la cual se l’orma una sustancia se llama la velocidad  de reac-
ción. Aunque ninguna regla general se aplica en todos los casos, la ley de acción de
masa se puede aplicar en la determinación de esta tasa.

Ley de acción de masa. Si la temperatura se mantiene constante, la ue-
locidad de una reacción química es proporcional al producto de las concen-
traciones de las sustancias que están reaccionando.

Si I-41,  IBI,  ICI, denotan las concentraciones de A, B, C,. en tiempo
t, estas concentraciones expresadas en moles por litro,* y si x es el número de moles
por litro que han reaccionado después de tiempo t, la tasa dx/dt de la reacción está
dada por

;; = /,  [A]“[B]“[C‘]’

*Un mol es el peso molecular de una sustancia en gramos, tomando el peso atómico del oxí-
geno como 16 g;  hidrógeno. H, como 1,008 g;  carbón, C, como 12,Ol  g, etc. Así, 1 mal 0,  = 2(16)  =
32 g; 1 mol H, 0 = 16 + 2(1,008)  = 18,016 g; 1 mal C 1 H, = 2(12,01)  + 6(1,008)  = 30,068 g.
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donde la constante de proporcionalidad k se llama la constante de oelocidad.  El or-
den de la reacción es la suma de los exponentes. Las reacciones se llaman unimole-
cular,  bimolecular, trimolecular, etc., de acuerdo a si el orden es uno, dos, tres, etc.

1. En la reacción bimolecular A+ B-M, CY moles por litro de A y ,V  moles por litro
de B se combinan. Si x denota el número de moles por litro que han reaccionado
después de tiempo t,  la tasa de la reacción está dada por

dX
- = k(a  - x)(fi  - x)
dt

x = $[l  - etp-T
(a) Mostrar que si N #ti, c( _ jeWM

y encuentre lím,,, x, considerando los 2 casos a > @, p > cy.
(b) Si (Y=P, muestre que x = COL kt/(l  +akt)  y encuentre lím,+,x.

2. En la reacción de tercer orden o trimolecular A+ B+ C-M + N, CY,  0 y Y moles
por litro de A, B y C se combinan. Si n denota el número de moles por litro de A,
B o C que han reaccionado después de tiempo t (o el número de moles por litro de
M o N que se han formado), entonces la tasa de la reacción está dada por

d x
- = k(x - x)(/3  - x)(;’ - x)
d t

Resuelva la ecuación, considerando que x = 0 en t = 0 y tratando los casos: (a)  cy,
8,  y son iguales; (b) CY,  p, y no son iguales; (c) solo dos de (Y,  fi, Y son
iguales.

3.  Las sustancias A y B reaccionan químicamente para producir P y Q de acuerdo
a la reacción de segundo orden A+ B- P+Q. En tiempo t=O,  M, g d e  A  y
M, g de B se combinan. Si x g reaccionan en tiempo t y si la ley de reacción de
masa se cumple: (a) Muestre que

dX-=K M,--2?LX
dt ( >(

MB -
mA  + mB m*xj

donde m,  y ms son los pesos moleculares de A y B, respectivamente. (b)  Mues-
tre que el número de gramos de P y Q producidos después de tiempo t son mps y
mys,  donde

1 - er* KM.&fB@fBmA  - MAmBh  + mB),y-
M,m,  - MBm,.,er” ’ = ___-  (MA + mB)2m,m,

y donde se asume que M,/m,  # M, /m,  . Note que m,  +m,  =mP  fm,.
Derive un resultado similar par el caso MB/mB  = J4, /m,  .

4. Una cantidad de 260 g de CH, COOC,  H5  (acetato etílico) se combina con 175  g
de NaOH  (hidróxido de sodio) en una solución de agua para producir CH, COONa
(acetato de sodio) y C,H,  OH (alcohol etílico), de acuerdo a la ecuación

CH,COOC,H,  + NaOH + CH,COONa  + C,H,OH

Al Cabo de 10 min,  60 g de acetato de sodio se han formado. Si la reacción obedece
la ley de acción de masa, (a) calcule la constante de velocidad; (b) encuentre el
número de gramos de acetato de sodio y alcohol etílico presente después de 1 hora.
(Sugerencia: use los pesos atómicos C = 12,01, H = 1,008, 0 = 16, Na = 22,997.)
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5 Apl’Icaciones  a flujo de calor en estado estacionario

Considere una pieza de material de longitud indefinida acotada por dos
planos paralelos A y B, como en la Figura 3.23. Asuma que el material es uni-
forme en todas sus propiedades, por ejemplo, calor específico, densidad, etc.
Supóngase que los planos A y B se mantienen al 50” C y 100” C, respecti-
vamente. Todo punto en la región entre A y B alcanza cierta temperatura que
no cambia posteriormente. Así todos los puntos en el plano C en la mitad en-
tre A y B estarán a 75” C; el plano E a 90” C. Cuando la temperatura en ca-
da punto de un cuerpo no varía con el tiempo, decimos que prevalecen las
condiciones  de estado estacionario o que tenemos un flujo de calor en estado
estacionario.

Figura 3.23

Como otro ejemplo considere un tubo de material uniforme, cuyo corte
secciona1 aparece en la Figura 3.24. Suponga que la parte exterior se mantie-
ne a 80” C y la interna a 40” C. Habrá una superficie (línea punteada) en
la cual cada punto estará a 60” C. Sin embargo, ésta no está en- la mitad en-
tre las superficies interna y externa. Líneas paralelas a A y en un plano per-
pendicular a A (Figura 3.23) se llaman líneas isotérmicas. La curva punteada
de la Figura 3.24 es una curva isotérmica.  Los planos correspondientes de la
Figura 3.23 y los cilindros de la Figura 3.24 se llaman superficies isotérmicas.
En el caso general, las curvas isotérmicas no serán líneas o círculos, como
en la Figurã  3.23 o 3.24, pero pueden ser una familia de curvas como se mties-
tra en la Figura 3.25 (curvas punteadas). Las trayectorias ortogonales de la

80°C

Figura 3.24
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Figura 3.25

Figura 3.26

familia se llaman líneas de flujo (vea la sección 3 sobre trayectorias ortogo-
nales).

Considere pequeñas porciones de dos superficies isotérmicas contiguas
(Figura 3.26) separadas por una distancia An.  Asuma que la temperatura co-
rrespondiente a la superficie S, es U, , y la correspondiente a S, es U, .
Llame la diferencia de temperatura U2 - U, = AU. Experimentalmente se
encuentra que la cantidad de calor que fluye de S, a S, por unidad aérea
y por unidad de tiempo es aproximadamente proporcional a AU/An.  La
aproximación llega a ser más precisa a medida que un  (y desde luego IU)
se hace más pequeño. En el caso límite a medida que A n +O,  A u/An ---t
dU/dn* lo cual se llama el gradiente de U (tasa de cambio de U en la di-
rección normal a la superficie o curva isotérmica).  Si H es la cantidad de flu-
jo de calor por unidad de área y unidad de tiempo, tomamos como nuestra
ley física:

tIC tll
H uu x,-  o

H-KT7
(1)

*En  el caso que I! depende de otros factores además de II, entonces dU/dn  se remplaza por
¿I  ¿,1.
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Si deseamos considerar a U como una cantidad vectorial (teniendo dirección
y magnitud), nuestro razonamiento es el siguiente. Considere como positiva
la dirección de S, a S,. Si dU/dn  es positiva, entonces U aumenta y,  por
tanto, debemos tener CT2 > U,  . Así, el calor realmente fluye de S, a S, (de
mayor a menor temperatura); esto es, el flujo de calor está en la dirección ne-
gativa. Similarmente, si dU/dn  es negativa, U disminuye, U, < U,, y el
flujo es de S, a S,; esto es, el flujo de calor está en la dirección positiva.
La dirección del flujo de’ calor puede tenerse en cuenta por un signo menos
en (1); esto es,

H (cantidad vectorial) = -K $ (2)

La cantidad de calor por unidad de tiempo que fluye a través de un área A
está dada por

1lU
q  =

-KArln (3)

La anterior constante de proporcional K depende del material usado y se lla-
ma la conductividad térmica. La cantidad de calor se expresa en calorías en
el sistema cgs, y en unidades térmicas británicas, Btu, en el sistema pls.
Considere ahora una ilustración usando los principios anteriores.

Un tubo largo de acero, de conductividad térmica k = 0,15 unidades cgs,
tiene un radio interior de 10 cm y un radio exterior de 20 cm. La superficie
interna se mantiene a 20” C y la superficie exterior se mantiene a 50” C.
(a) Encuentre la temperatura como una función de la distancia r del eje co-
mún de los cilindros concéntricos. (b) Encuentre la temperatura cuando r =
15 cm. (c) iCuánto  calor se pierde por minuto en una parte del tubo de 20 m
de largo?

Formulación matemática. Es claro que las superficies isotérmicas
son cilindros concéntricos con los cilindros dados. El área de tal superficie
con radio r y longitud 1 es 2rrl. La distancia dn en este caso es dr. Así, la
ecuación (3) puede escribirse

q = -K(27rr/)  g

Puesto que K = 0,15, 1= 20 m = 2.000 cm, tenemos

q = -6oom-
(ll

En esta ecuación, q es por supuesto una constante. Las condiciones son

,  U=200aC  e n  I’= 1 0 , U = 50°C en I’ = 20 (6) ,
Solución Separando las variables en (5) e integrando se obtiene

- 6007rU  = y In I’ + c (7)
Usando las condiciones (6), tenemos - 600~(200)  = q In lO+  c, - 6OOs(50)  =
q In 20 + c de donde obtenemos q = 408.000, c = - 1.317.000. Por tanto, de (7)
encontramos U = 699 - 216 In I.
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Si  r  =  1 5 ,  e n c o n t r a m o s  p o r  s u s t i t u c i ó n  q u e  U= 1 1 4 ”  C .  D e l  v a l o r  a n t e r i o r
de 9, el cual está en calorías por segundo, es claro que la respuesta a la par-
t e  (c)  e s

9 = 408.000 x 60 caljmin = 24.480.000cal/min

En el caso de conducción de calor, el calor fluye de lugares de más alta
temperatura a lugares de más baja temperatura. Físicamente, cuando un ex-
tremo de una barra aumenta de temperatura, el movimiento aleatorio de las
moléculas en este extremo se aumenta con un incremento resultante en ve-
locidad y número de colisiones entre moléculas. Las moléculas con más aìta
velocidad tienden a moverse hacia el otro extremo de la barra dando lugar a
c o l i s i o n e s  a d i c i o n a l e s  y  a  u n  c o n s e c u e n t e  i n c r e m e n t o  g r a d u a l  e n  t e m p e r a -
tura en el resto de la barra.

P o d e m o s  c o n s i d e r a r  u n a  c o n d u c c i ó n  d e  c a l o r  c o m o  u n  e s p a r c i m i e n t o  o
difusión de moléculas. Tal difusión, sin embargo, no está limitada a la con-
ducción de calor. Así, por ejemplo, si una barra está hecha de un material po-
roso y cubrimos un extremo con un químico, encontramos que después de un
cierto tiempo el químico se esparce o difunde dentro de la barra. Así como el
calor fluye de lugares con temperaturas más altas a aquellos con temperatu-
ras más bajas, las sustancias tienden a difundirse de lugares con concen-
traciones o densidades más altas a aquellos con concentraciones o densida-
des más bajas. La analogía nos permite usar la formulación matemática dada
anteriormente para conducción de calor en problemas de difusión, de modo
que U en tales  problemas representa la concentración o densidad (en g/cm3,
lb/pie3, etc.) en vez de temperatura. Problemas de difusión ocurren no sólo
en química sino en biología, como en el transporte de sustancias a través de
membranas celulares (un fenómeno llamado con frecuencia ósmosis), o en fí-
sica atómica como en la difusión de neutrones para energía atómica.

E J E R C I C I O S  A

1. Una pieza de metal tiene un espesor de 200 cm, y sus otras dos dimensiones son
mucho más grandes. Las caras planas de la pieza se mantienen a 75” C y 25” C,
respectivamente. (a) Encuentre la temperatura de estado estacionario en un plano
a una distancia x de la cara de 75” C. (b) Construya un gráfico que muestre la
distribución de la temperatura de estado estacionario. (c) iCuánto  calor atraviesa
un centímetro cuadrado del plano por segundo, asumiendo que la conductividad
térmica del plano es 0,15 unidades cgs?

2. Trabaje el Ejercicio 1 si la pieza tiene un espesor L, una conductividad térmica K,
y las temperaturas de las caras planas son U, y Ii,,  respectivamente.

3. Un tubo largo de acero, de conductividad térmica K.= 0,15  unidades cgs, tiene un
radio interior de 20 cm y un radio exterior de 30 cm. La superficie exterior se man-
tiene a 400” C, y la superficie interior a 100” C. (a) Encuentre la temperatura co-
mo una función de la distancia r del eje común de los cilindros concéntricos. (b)
Encuentre la temperatura donde r = 25 cm. (c) iCuánto calor se pierde por minuto
en una parte del tubo de 10 m de largo?

4. Un tubo largo tiene un diámetro interior de 10 cm y un diámetro exterior de 20 cm.
La superficie interna se mantiene a 200” C, y la superficie exterior se mantiene a
50” C. La conductividad térmica es de 0,12 unidades cgs. (a) Encuentre la tempe-
ratura como una función de la distancia r del eje común de los cilindros concéntri-
cos. (b) Encuentre la temperatura donde r = 7,s  cm.  (c)  iCuánto calor se pierde
por minuto en un segmento del tubo de 20 m de largo?
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5. Una pieza de metal de 500 cm de espesor y con sus otras dos dimensiones mucho
más grandes tiene una cara a 25” C y la cara opuesta a 65” C. Si la conducción
térmica es 0,005 unidades cgs, (a) Encuentre la temperatura en la pieza como una
función de la distancia Y desde la cara con la temperatura más baja. (b) iCuánto
calor se transmite por hora a través de una sección transversal paralela a las caras
y con una área de 100 cmL  ?

6. Un cilindro de longitud L está hecho de un material poroso a través del cual un
cierto químico es capaz de difundirse. Un extremo del cilindro se cubre con el quí-
mico a una concentración de C,, (g/cm,’  ) y se mantiene el suministro del quí-
mico a esta concentración. El otro extremo del cilindro se coloca de modo que esté
justo en contacto con agua, y tan pronto como el químico se difunde a este extremo,
se disuelve en el agua. Asumiendo que la superficie convexa del cilindro está cu-
bierta con una sustancia a través de la cual el químico no puede difundirse, (a)
encuentre la concentración de estado estacionario del químico en cualquier punto
x desde la fuente de suministro, y (b) construya su gráfico.

7.  Describa la analogía del Ejercicio 6 con los Ejercicios 1 y 2. ¿Hay alguna analogía
en el problema de difusión con la parte (c) que involucra conductividad térmica?
Explique.

E J E R C I C I O S  B

1. Muestre que la ecuación diferencial para la temperatura de estado estacionario en
una región acotada por dos cilindros coaxiales es

donde U es la temperatura a una distancia r del eje común.

2. Muestre que la temperatura U a una distancia r del eje común de dos cilindros co-
axiales de radios a y b (a  < b) mantenidos a temperaturas constantes U, y U,
respectivamente, es

c’ _ -Ll  In h r + L’?  In ij,,

In hju
3. Muestre que la ecuación diferencial para la temperatura de estado estacionario en

una región acotada por dos esferas concéntricas es

<I tlù’-
11,. ! !

cl2 IY 2 i/G
$ - -

di = 0  O (7;rz+,.z=O

donde U es la temperatura a una distancia r  del centro común.

4. Muestre que la temperatura U a una distancia r del centro común de dos esferas
concéntricas de radios a  y b (a <b)  mantenidas a temperaturas constantes U,  y
U,,  respectivamente, es

LT =
hCz  ~ UU, i Uh(b,  - c;J)

h - u (h - U)I’
5. Dé una interpretación que involucre difusión a los (a) Ejercicios 1 y 2; (b) Ejerci-

cios 3 y 4.

E J E R C I C I O S  C

1. Un tubo cilíndrico largo de longitud L que contiene vapor a temperatura U, tiene
un radio igual a a. Se cubre con un material aislante de espesor b y conductividad
térmica K. Muestre que si la temperatura externa del aislante es U,,  entonces la
perdida de calor está dada por

27dx(U,  - U,)

In (1 + h;u)
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2. Supóngase que un tubo tiene dos capas de material aislante de igual espesor, pero
de diferente conductividad térmica. Pruebe que hay menos pérdida de calor-cuan-
do la capa externa tiene la mayor conductividad térmica.

3.  Una pieza de ancho L (cuyas otras dimensiones pueden considerarse infinitas) está,
compuesta de un material radioactivo. Debido a las reacciones que ocurren en este
material, el calor que se genera continuamente fluye hacia afuera desde las caras
de la pieza. (a) .Tomando  el eje x perpendicular a las caras de modo que las caras
estén localizadas en x = 0 y x = L, respectivamente, muestre que la temperatura
de estado estacionario en la pieza está descrita por la ecuación

d2U-= - Q
dX2

donde Q es una constante positiva que depende de la tasa a la cual el calor se genera
y las constantes físicas del material. (b) Asumiendo que las caras de la pieza se
mantienen a 0” C, muestre que la temperatura en el plano de la mitad de la pieza
e s  kQL2.

4. Trabaje un problema similar al del Ejercicio 3 con material radioactivo contenido
entre dos cilindros concéntricos de radios a y b,  respectivamente.

A p l i c a c i o n e s  a  p r o b l e m a s  misceláneas
d e  c r e c i m i e n t o  y d e c a i m i e n t o

La ecuación diferencial C’Y- = Oj’ (1)
clt

dice que la tasa de cambio en el tiempo de una cantidad y es proporcional a
y. Si la constante de proporcionalidad a es positiva y y es positivo, entonces
dy/dt  es positivo y y aumenta. En este caso hablamos de que y crece, y el
problema es uno de crecimiento. Por otro lado, si a es negativo y 7 es positi-
vo, entonces dy/dt  es negativo y y decrece. Aquí el problema es uno que in-
volucra decaimiento.

Puesto que la solución de (1) está dada por la función exponencial y =
ceat frecuentemente nos referimos a (1) como la ley de crecimiento exponen-
cial si a > 0 y la ley de decaimiento exponencial si a ~0.  Ecuaciones muy
similares a (1) surgen de muchos campos aparentemente no relacionados. En
lo que sigue consideramos dos ejemplos ilustrativos, uno relacionado con
temperatura, y el otro con el fenomeno  de desintegración radioactiva.

Se calienta agua a la temperatura del punto de ebullición de 100” C. El
agua se remueve, luego del calor y se guarda en un cuarto el cual está a una
temperatura constante de 60” C. Después de 3 min la temperatura del agua
e s  9 0 ”  C .  ( a )  E n c u e n t r e  l a  t e m p e r a t u r a  d e l  a g u a  d e s p u é s  d e  6  min. ( b )
¿Cuándo  la temperatura del agua será de 75” C? ~61” C?

Formulación matemática. Denote por U la temperatura del agua t mi-
nutos después de remover la fuente de calor. La diferencia de temperatura
entre el agua y el cuarto es U- 60. La tasa de cambio en U es dU/dt. CÓn
base en la experiencia, uno espera que la temperatura cambie más rápidamen-
t e  c u a n d o  ( U - 6 0 )  e s  g r a n d e  y  m á s  l e n t a m e n t e  c u a n d o  ( u - 6 0 )  e s  pequeño.
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Figura 3.27

Desarrollemos un experimento en el cual tomamos temperaturas en varios
intervalos de tiempo, siendo A U el cambio en temperatura y ~t el tiempo
para producir este cambio. Tomando a 1 t pequeño esperamos que 1 U/At
será muy cercano a dU/dt.  Si graficamos  - AU/At  contra (U- 60), podría-
mos producir un gráfico similar al de la Figura 3.27. Los puntos marcados es-
tán determinados por el experimento. Puesto que el gráfico es, aproximada-
mente, una línea recta asumimos que dU/dt  es proporcional a (U - 60),  esto
es. ,r.

CI  L
- = LI(  L’  - 60)
rlt

donde a es una constante de proporcionalidad. Ahora dU/dt  es negativo
cuando (U- 60) es positivo, y así escribiremos a = -k donde k > 0. La ecua-
ción es tlli-=

At
- k( U - 60)

Esta ecuación se conoce en física como la ley de enfriamiento de Newton y
es de importancia en muchos problemas de temperatura. Realmente, es solo
una aproximación a la situación física. Las condiciones que acompañan esta
ecuación se obtienen de

C’=lOOC  d o n d e  r=O, c = 90 C donde t = 3 (minutos)
Solución Resolviendo la ecuación por separación de variables tenemos

I’
(il

____ =
L’  - 60 .I’ - li dt. In (C - 60) = -kr + c, o L - 60 = ceAh’

Donde t = 0, U = 100, así que c = 40. De donde, U=  - 60 = 40e - M.  Donde
t=3,  U=90,  a s í  q u e  ee3h =; ó e-“=  (2)1/:3.  D e  d o n d e

C.  - 60 = 40(rmh)’  = 40($)“”  esto es, C’  = 60 + 40(+)“” (2)

Temperatura después de 6 minutos. Haga t = 6 en (2), y obtenga U=
82,5”  C.

Tiempos donde la temperatura es 75” C, 61” C. Si U=  75” C, entonces
75 zz 60 + 40(2 )i’.j > (SJ  )‘/.j = ; y  t = 10,2. S i  U=61” C ,  e n t o n c e s  <a  )(Aj =
& y t = 38,5.

Así, toma 10,2 min  para que el agua a 100” C baje en temperatura a 75” C,
y 38,5 min  para que baje de 100” C a 61” C.

Por métodos experimentales similares a los indicados en el problema de
temperatura obtenemos la siguiente:

Ley de desintegración radioactiva. La tasa de desintegración
de una sustancia radioactiva es proporcional, en cualquier instante
a la cantidad de sustancia que está presente.
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Figura 3 28

Antes de formular matemáticamente esta ley, consideremos el fenómeno
de radioactividad con algún  detalle. Cuando un elemento radioactivo como
el radio o el uranio se desintegra, emite partículas de una manera aleatoria.
Cada una de estas partículas tiene una masa definida, la cual es pequeña.
Si empezamos con una masa de 1 g del material radioactivo y consideramos
lo que sucede cuando se emiten las partículas, encontramos una situación
similar a la que muestra en la Figura 3.2s.  Aquí, x es la cantidad de sustan-
cia que queda después de tiempo t, asumiendo que empezamos con 1 g en
t = 0. Cada vez que hay una baja en el valor de x significa que se han emiti-
do partículas; entre más grande sea la baja, mayor será el número de partí-
culas emitidas. Así, la cantidad de la sustancia radioactiva es, en realidad,
una función discontinua en t. Entonces, ¿qué se quiere decir con dx/‘dt?
Para obviar esta dificultad matemática aproximamos la curva verdadera por
una curva continua (punteada en Figura 3.28). Así, no cometemos mucho
error, y al mismo tiempo aseguramos tener un gráfico para el cual dx/dt exis-
tirá en toda parte. Aquí estamos construyendo una abstracción matemática
de una situación física. Las ideas presentadas aquí ocurren frecuentement,e
en física debido al tamaño finito aún de la partícula más pequeña, en otras
palabras debido a la teoría atómica. Aún en los problemas de circuitos eléc-
tricos, ocurre la abstracción matemática (el estudiante debería tratar de ver
cómo). Como una consecuencia uno debe siempre estar alerta en casos don-
de estas ideas sean importantes. Consideremos ahora un ejemplo.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

Se han encontrado que el 0,5 por ciento de radio desaparece en 12 años.
(a) ¿Qué  porcentaje desaparecerá en 1.000 años? (b) iCuál  es la vida media
del radio?

Formulación matemática. Sea A la cantidad de radio, en gramos,
presente después de t años. Entonces dA/dt  (la cual existe en virtud de
nuestra abstracción matemática) representa la tasa de desintegración del
radio. De acuerdo con la ley en la página 107,

rlA tlA
-rA o
tlt

- = YA
tlt
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donde (Y  es una constante de proporcionalidad. Puesto que A > 0 y decre-
ciente, entonces dA/dt  ~0 y vemos que LY debe ser positiva. Escribiendo
a=--k,

dA
dr=

- k A

Sea A,  la cantidad, en gramos, del radio presente inicialmente. Entonces
O,OO5A,  gramos desaparecen en 12 años, quedando O,995A,  gramos. Así

A = A0 en t = 0, A = 0,995,4,  en f = 12 (años)

Solución Separando las variables, tenemos al integrar

In A = -kt  + cI o A = cevkt
Puesto que A = A,  en t = 0, c = A0. De donde, A = A,e-  kf.  Puesto que
A = O,995A,  en t = 12,

0.995A,  = Aoe-““, e- 1Zk = 0,995, eTk  = (0,995)“12 (3)

De donde, A = &e-k’  = AO(evk)’ = A,(0,995)z~12 (4)

o, si resolvemos para 12 en (3),  hallamos k = O,OOO418,  de modo que
A = AOe-0,0004181

(5)
Porcentaje desaparecido en 1.000 años. Con t = 1.000 tenemos, de (4) ó

(51,  A = O,658A,  > así que el 34,2  por ciento desaparece en 1.000 años.
Vida media del radio. La vida media de una sustancia radioactiva se

define como el tiempo que toma para que se desaparezca el 50 por ciento de
la sustancia. Así, para nuestro problema, deseamos hallar el tiempo cuando
A = ‘,Ao.  Usando (5) encontramos e-O,OO”Jrs’  = f ó t = 1.660 años, aproxima-
damente.

EJERCICIOS A

1. Agua a una temperatura de 100" C se enfría en 10 min  a 80” C en un cuarto con
temperatura de 25” C. (a) Encuentre la temperatura del agua después de 20 min.
(b) /,Cuando  la temperatura será de 40” C? ~26”  C?

2. Agua a una temperatura de 10" C toma 5 min  para calentarse a 20” C en un cuar-
to con temperatura de 40" C. (a) Encuentre la temperatura después de 20 min;
después de 2 h.  (b)  iCuándo la temperatura será de 25” C?

3. Si la vida media del radio es de 1.700 años, ¿qué porcentaje de radio se puede es-
perar que quede después de 50, 100, y 200 años?

4. Encuentre la vida media de una sustancia radioactiva si el 25 por ciento de ésta
desaparece en 10 años.

5.  Si el 30 por ciento de una sustancia radioactiva desaparece en 10 días, &n  cuán-
to tiempo desaparecerá el 90 por ciento?

6. La carga eléctrica, en culombios, en una superficie esférica se escapa a una tasa
proporcional a la carga instantánea. Inicialmente, la carga es de 5 culombios, y
en 20 min  se escapa un tercio. ¿Cuándo  quedará 1 culombio?

7. Bacterias en un cierto cultivo incrementan a una tasa proporcional al número pre-
sente. Si el número original se incrementa en un 50 por ciento en 1 h, ien cuanto
tiempo se espera tener tres veces el número original? ¿Cinco  veces el número ori-
ginal?
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8.

9.

10.

l l .

Un cultivo de bacteria “enferma” crece a una tasa que es inversamente propor-
cional a la raíz cuadrada del número presente. Si hay inicialmente 9 unidades y
16 unidades están presentes después de 2 días, idespués  de cuántos días habrá
36 unidades?

En una cierta solución hay 2 g de un químico. Después de 1 hora hay 3 g del quí-
mico. Si la tasa de incremento del químico es proporcional a la raíz cuadrada del
tiempo que ha estado en la solución, icuántos  gramos habrá después de 4 horas?

Suponga que un
B

sustancia decrece a una tasa que es inversamente proporcional
a la cantidad presente. Si inicialmente hay 12 unidades presentes y 8 unidades
están presentes después de 2 días, icuánto  tiempo tomará para desaparecer la
sustancia?

La temperatura máxima que puede leerse en un cierto termómetro es 110” F.
Cuando el termómetro marca 36” F, se coloca en un horno. Después de 1 y 2 mi-
nutos, respectivamente, marca 60” F y 82” F. iCuál es la temperatura del horno?

E J E R C I C I O S  B

1. Los neutrones en una pila atómica incrementan a una tasa proporcional al número
de neutrones presente en cualquier instante (debido a la fisión nuclear). Si ini-
cialmente hay presente IV, neutrones, y N, y N, neutrones están presentes en
tiempos T, y T, ,  respectivamente, muestre que

(>” = (;yJ

2. Uranio se desintegra a una tasa proporciona)1  a la cantidad presente en cualquier
instante. Si M, y M, *gramos  están presentes en tiempos T, y T,,  respectiva-
mente, muestre que la vida media es

(Tl - T,)In2

In (hf,lMd

3. Un hombre presta $1.000 sujeto a la condición de que el interés se computa conti-
nuamente. Si la tasa de interés es del 4% por año, icuánto  tendrá que’pagar  en 10
años? i,Cuál  es la tasa de interés simple equivalente?

4. Muestre que el tiempo requerido, en años, para que una suma de dinero se doble si
el interés se computa continuamente a una tasa r por ciento por año es (100 In 2)/r.

5; En un cierto cultivo, una bacteria crece a una tasa que es proporcional a la p-ési-
ma potencia del número presente. Si inicialmente el número es N,, y si después
de tiempo T, el número es N, , muestre que el número es N, en un tiempo da-
do por

T, =
Ni-’  - NA-”

N;-P - N;-P

Discuta los casos p = 1 y p = 0.

6. Un isótopo radioactivo con vida media de T minutos se produce en un reactor nu-
clear a úna tasa de a gramos por minuto. Muestre que el número de gramos de isó-
topo presente después de un tiempo largo está dado por aT/ln 2. ’

E J E R C I C I O S  C

1. Cuando la luz pasa a través’ de un vidrio se absorbe algo de ella. Experimentalmen-
te, la cantidad de luz absorbida por un vidrio de espesor pequeño es proporcional
al espesor del vidrio y a la cantidad de luz incidente. Muestre que si r por ciento
de luz se absorbe por un vidrio de espesor uj, entonces el porcentaje de luz absor-
bida por un espesor de nu: está dado por
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2. La cantidad del isótopo radioactivo C 14 (carbono 14) presente en toda la materia
orgánica viviente presenta una razón constante a la cantidad del isótopo estable
(2’2.  Un análisis de los restos fósiles de un dinosaurio muestra que la razón es
solamente 6,24 por ciento de aquella para materia viviente. Asumiendo que la vida
media del C 14 es aproximadamente 5.600 años, determine cuándo estuvo vivo el
dinosaurio. Este nktodo  de fecha de carbono se usa con frecuencia por científicos,
tales  como físicos, químicos, biólogos, geólogos y arqueólogos quienes están intere-
sados en determinar la edad de varios materiales, tales  como rocas, reliquias anti-
guas, pinturas, etc.

7 El cable colgante

Considere un cable o una cuerda que cuelga de dos ,puntos,  A y B (Figu-
ra 3.29),  no necesariamente al mismo nivel. Asuma que el cable es flexible
de modo que debido a su carga (la cual puede ser debida a su propio peso, o
a fuerzas externas actuantes, o a -una combinación de éstas) toma la forma
como en la figura. Sea C la posición más baja del cable, y escoja los ejes x y
y como en la figura, donde el eje y pasa por C.

Figura 3.29

Considere aquella parte del cable entre el punto más bajo y cualquier
punto P en el cable con coordenadas (x, y). Esta parte estará en equilibrio
debido a la tensión T en P (Figura 3.30),  la fuerza horizontal H en C, y la car-
ga vertical total en el segmento CP del cable denotada por W(X)  la.cual  se
asume que actúa en alguín  punto Q, no necesariamente en el centro del arco
CP. Para el equilibrio, la”suma algebraica de las fuerzas en la dirección x (u
horizontal) debe ser igual a cero, y la suma algebraica de fuerzas en el eje y
(o vertical) debe ser igual a cero. Otra manera de decir lo mismo es que la
suma de fuerzas hacia la derecha debe ser igual a la suma de las fuerzas ha-
cia la izquierda, y la suma de fuerzas hacia arriba debe ser igual a la suma
de fuerzas hacia abajo.
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Figura 3.30

Descompongamos la tensión T en dos componentes (líneas punteadas en
la Figura 3.30),  la componente horizontal con magnitud T cose, y  la com-
ponente vertical con magnitud T sen 8.

Las fuerzas en la dirección x son H hacia la izquierda y T cose hacia
la derecha, mientras que las fuerzas en la dirección y son W hacia abajo y
T sene hacia arriba. De donde,

Tsen8 =  W , T cos 8 = H (1)

d e  l a  tangen-

(2)

Dividiendo, y usando el hecho que tan e = dy/dx = pendiente
te en P, tenemos

dy w-=-
rlx  H

En esta ecuación, H es una constante, puesto que es la tensión en el punto
más bajo, pero W puede depender de x. Por diferenciación de (2) con respec-
to a x,

d2y 1 IIW-=-*_
dX2 H tlx (3)

Ahora dW/dx representa el incremento en W por unidad de incremento en
x; ésto es, la carga por unidad de distancia en la dirección horizontal.

La ecuación (3) es fundamental. En los siguientes ejemplos ilustrativos
y erí/í& ejercicios veremos que para diferentes cargas por unidad de distan:
cia horizontal  obtenemos varias ecuaciones diferenciales las cuales produ-
cen varias formas del cable.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Un cable flexible de. POCO peso (despreciable) soporta un puente unifor-
me (Figura 3.31). Determine la forma del cable. (Este es el problema de de-
terminar la forma del cable en un puente coIgunte,  el cual es de gran uso en
la construcción moderna $e puentes . )

Formulación matemática. La ecuación (3) se cumple aquí y nos resta
determinar dW/dx, la carga por unidad de incremento en la dirección hori-
zontal .  En este  caso dW/dx es una constante,  l lamada el  peso por  unidad
de longitud del puente. Llamando esta constante w, tenemos

d2J  1\’-=-
dx2  H

(4)
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Denotando por b la distancia del punto más bajo del cable desde el puente,
tenemos

J’ = h donde s = 0,
(1J.
X = 0 donde z = 0

la segunda condición debido a que el punto donde x = 0 es un punto mínimo.
Integrando (4) dos veces, y haciendo uso de las condiciones dadas, en-

contramos que

4’ - ‘;.; ; b

El cable asume así la forma de una parábola.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

Una cuerda flexible con densidad constante cuelga entre dos puntos fi-
jos. Determine la forma de la cuerda.

Formulación matemática. Aquí también se cumple la ecuación dife-
rencial (3) y sólo tenemos que determinar dW/dx. Para ello, considere un
segmento de la cuerda (Figura. 3.32). Este segmento, supuestamente infinite-
simal, está ampliado en la figura. El peso está uniformemente distribuido so-
bre el arco PQ en la figura. Es fácil ver que si la densidad de la cuerda es w
(una constante) entonces d W/ds  = w. Sin embargo, deseamos d W/dn.

Figura 3.32

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden y simples de orden superior 1 1 3



Esto se consigue al escribir

dW (1 w dx dW ds
----=w 0

ds- dx ds -=wxdx

Así, (5)

Las mismas condiciones se mantienen aquí como en el Ejemplo ilustrativo
1, esto es y = b donde x =O,  dy/dx = 0 donde x=0.

Solución La ecuación (5) carece de x y y. Haciendo dy/&  =p, tenemos

4-2&~
dx f

Y JJ-&-j$X 0 In (p + &FÍ) = 5 + c1

esto es, p + J;;2+1  = (.p+’
Puesto que p = dy/dx = 0 donde x = 0, tenemos cp  = 1, así que

p + p-g  = p/H

Resolviendo para p al aislar el radical y elevando al cuadrado tenemos

(6)

De donde, por integración

Y= ; (&f’ + e-xJx/H)  + c3 (7)

Usando y = b donde x = 0, hallamos c3 = b - H/w. Si escogemos b = H/w,
por un cambio apropiado del eje x, entonces ca = 0 y tenemos

Si usamos la notación de funciones hiperbólicas,  1 (eux/H  +  e-u’*‘H) =
cosh  wx/H se obtiene

El gráfico de (8) o (9) se llama una catenaria (del latín, significando “ca-
dena”).

EJERCICIOS A

1. Un cable flexible de peso despreciable soporta un puente uniforme, como se mues-
tra en la Figura 3.33. Las dimensiones son como se indican: P el punto mínimo de
la curva APB. Usando un conjunto apropiado de ejes, determine una ecuación pa-
ra la curva APB.
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2. Un cable de un puente colgante tiene sus soportes al mismo nivel, separados a una
distancia de 500pies. Si los soportes están a 100 pies más altos que el punto míni-
mo del cable, use un conjunto apropiado de ejes para determinar una ecuación pa-
ra la curva en la cual el cable cuelga, asumiendo que el puente es de peso uniforme
y que el peso del cable es despreciable. Encuentre la pendiente del cable en los so-
portes..

3. El puente de la Figura 3.33 tiene un peso variable de 400 + 0,001~~ libras por pie
de longitud, donde x es la distancia en pies desde el centro del puente. Encuentre
una ecuación para la curva APB del cable.

EJERCICIOS B

1. Un cable pesa 0,5  lb/pie. Cuelga de dos soportes que están a un mismo nivel y a
100 pies de separación. Si la pendiente del cable en uno de los soportes es 12/5,
(a) encuentre la tensión del cable en su punto más bajo; (b) determine una ecua-
ción para la curva en la cual el cable cuelga.

2. Un cable de un puente colgante tiene sus soportes en el mismo nivel, separados a
una distancia de L pies. Los soportes están a pies por encima del punto mínimo
del cable. Si el peso del cable es despreciable pero el puente tiene un peso unifor-
,me de w libras por pie muestre que, (a) la tensión en el cable en el punto más bajo
es wL~,&z  Ib;  (b) la tensión en los soportes es (wL/8u)  VLY + 16~2  lb.

3. Un cable tiene una densidad constante de w libras por pie y cuelga de dos sopor-
tes al mismo nivel separados L pies. Si la tensión en el punto más bajo del cable
es H libras, muestre que la tensión del cable en los soportes está dada, en libras,
por H cosh  (wL/2H).

4. Muestre que el peso total del cable en el Ejercicio 3 es 2H senh (u:L/2H).

EJERCICIOS C

1. Un cable de P pies de largo tiene una densidad constante de w libras por pie. Cuel-
ga de dos soportes que están a un mismo nivel y separados L pies. Los soportes es-
tán a pies por encima del punto más bajo del cable. Muestre que la tensión H en el
punto más bajo del cable está dada por

H =
\CL

2 In  [(P + 2a)/(P  - 2u)]

2. Un cable de densidad 0.4 lb/pie  tiene 250pies de largo. Cuelga de dos soportes
que están al mismo nivel y separados 200pies. Calcule (a) la distancia de los so-
portes por encima del punto más bajo del cable, (b) la tensión en ese punto.
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3. Un cable de densidad 0,5 lb/pie cuelga de dos soportes que están al mismo nivel
y separados 50pies. Los soportes están a 10 pies por encima del punto más bajo
del cable. Encuentre (a) la longitud del cable, (b) la tensión en el punto más bajo
del cable, (c) la tensión en los soportes del cable.

Un viaje a la Luna

Desde t iempo inmemorial ,  la humanidad ha contemplado la Luna, pre-
guntándose muchas cosas, entre ellas si algún día los hombres podrían via-
jar a ella. Julio Verne escribió una novela fantástica sobre estas posibilidades.
Con el advenimiento de la tecnología moderna este sueño finalmente se ha
hecho realidad debido a la invención de los cohetes, los cuales discutiremos
en la próxima sección.

Por el tiempo en que se enunció la famosa ley gravitacional de Newton
fue cuando aquellas especulaciones sobre las posibilidades del viaje por el
espacio se les dió por primera vez una base matemática.

Ley de la gravitación universal de Newton. Dos objetos cua-
lesquiera en el universo están atraídos entre sí con una fuerza que
va& directamente al producto de sus masas e inversamente al cua-
drado de la distancia entre ellos. En símbolos

F = b”lM2
ii2

(1)

donde M,, M, son las masas de los objetos; d es la distancia en-
tre ellos; F es la fuerza de atracción; y G es la constante de propor-
cionalidad.

En esta sección usamos esta ley para investigar la posibilidad de dispa-
rar un proyectil con un gran cañón, por ejemplo, verticalmente hacia la Luna.
Aunque este medio de transporte es prácticamente inapropiado, a menos que
por alguna razón no deseemos regresar, el problema es interesante por una
variedad de razones, una de ellas es estimar la velocidad de salida que este
cañón debiera tener. Al intentar resolver este problema hacemos los siguien-
tes supuestos:

1. La Tierra y la Luna son esferas perfectas con radios respectivamente
R, Y R,> c o n  m a s a s  M, y  M,, y con la distancia entre sus superficies
igual a a.

2. El proyectil (o nave) de masa m se dispara verticalmente hacia arriba
hacia el centro de la Luna con velocidad inicial uo.

3. Las rotaciones de la Tierra y de la Luna no se tienen en cuenta.
4. La influencia del Sol y otros planetas no se considera.
5. La resistencia del aire no se tiene en cuenta.
Refiriéndonos a la Figura 3.34, tomando la dirección de la Tierra hacia la

Luna como positiva y r como la distancia de m a la superficie de la Tierra en
el tiempo t, tenemos por la ley de Newton y (l),

<121 G MJH
111  ) = -

tlt - (1. + Ra)”
+-

GM,,,IH

((1 + R,,, - 11’

0 tl’i. GM, GM, ca--= -
dt2 (I’ + R,)’ + (LI + R,,  - 1.)’
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F i g u r a  3 . 3 4

mostrando que los resultados son independientes de la masa del proyectil.
Es posible remplazar GM, por cantidades más familiares. Para ver esto, no-
te que la atracción de una masa m a la Tierra es su peso mg. Así, de (l),

GM,m
~ = mg

RS
o  G M ,  =  SR;

De manera similar, denotando por g, la aceleración debida a la gravedad en
la Luna

G M ,  =  c/,,,R: (4)

usando (3) y (4) en (2), se tiene

d2r gR,Z-zz
dt2 (1.  +  RJ2  +

g,Rrt
(a + R, - 1.3~ (5)

Las condiciones iniciales son r = 0 y dr/dt = uO,  donde t = 0. Puesto que
la ecuación (5) no contiene a t, sea dr/dt = v. Entonces

dV &

% = -(ï + R,J2  +
CI&

(LI + R,,  - r.)’

Integrando y usando las condiciones en t = 0, encontramos

L’ 2 _ 2sR:  / %nRi QnRi
r + R,

I
a + R,  - I

+ v;  - 2gR, - ___
a + R,

(6)

la cual nos permite determinar la velocidad instantánea v. Al remplazar u  por
dr/dt,  podemos determinar r como una función de t. De esto podemos teóri-
camente calcular el tiempo empleado para llegar a la Luna. Realmente las in-
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tegraciones  que surgen no pueden desarrollarse en forma cerrada, y deben
emplearse técnicas aproximadas.*

Determinemos la velocidad de salida de nuestro cañón que se necesita
para alcanzar el punto neutral (el lugar entre la Tierra y la Luna donde la gra-
vedad es cero) con velocidad cero. La posición neutral denotada por r= r,,
se determina de la ecuación

M, Wli
(r, + KY = (u + R,  - r,)’

(7)‘s

obtenida  al hacer el lado derecho de (2) igual a cero. Puesto que deseamos
u = 0 cuando r = r,,  , tenemos de (6),

uf, = 2gR,  - &nRrt + %mRi, 2&- - -
a + R,, - I’,, u + Rn, r, + R,

(8)

Para tener alguna idea de la magnitud de II,,,  empleemos las siguientes ci-
fras aproximadas en astronomía:

a = 240.000 millas, R, = 4.000 millas, g = 32 pies/segz

g,  = 5,3 pies/segz  (cerca de $ g), M, = 81M,

Puesto que M,  = 81 M, t aproximadamente, la ecuación (7) se puede escribir

81M, Mm 81 1
(1.”  + Re)’ = (a + R,  - r,j2 ’ (r,t  + RJ2  = (LI + R,,, - r,)’

esto es,
9a + 9R,  - R,

rn= 10

Usando esto en (8), tenemos

t-0  = 2gR, - 20anRi + %,,,Rrt 20gR,Z___ -
LI + R,,  + R, LI + R,,, 9(a + R,  + R,)

De (3) y (4) y con M,  = 81 M,, tenemos

& = 8ld71S

y puesto que g, = g/6,  aproximadamente, sigue

J6
R,,,  = 9 Re (11)

aproximadamente. Usando (10) en (9),  tenemos

u;  = ZgR, -
2OOg  R,Z

81(u  +  R,,,  +  R,)
+

(9)

de (10) que

(10)

î(]R;

81(tr + R,)

*Sin embargo, las integrales se pueden evaluar en términos de integrales elípticas.

(12)
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A h o r a  a es  apkximadamente  6 0  R,,  y ,  d e  ( l l ) ,  R,  e s  a p r o x i m a d a m e n t e
) R,. Por tanto, (12) se puede escribir

c; = 2gR,  -
200gR,

8 1  x 61,25  +

2gR,
81 x 60,25

I ’ = 2gR (1 - 0,02 + Ó 9002) aproximadamente, ó u c =m(l - 0,Ol)  =
“yzua  por ‘el teorema del binomio. Usando los valores g y R,, encon-
tramos qu>  uo = 6,9  millas/seg, aproximadamente. Actualmente esta veloci-
dad es bastante factible de conseguirse. El cañón “Gran Berta” de la primera
guerra mundial tenía una velocidad de salida de 1 milla/seg,  así que tal vez
todavía puede haber chance.

De la ecuación. (9) podemos determinar la así llamada “velocidad de es-
cape”, la cual es la velocidad que el proyectil debería tener para abandonar
la Tierra para nunca regresar, asumiendo que los otros planetas, soles, y otros
astros no entran en consideración. Para hallar esta velocidad sólo tenemos
que hacer a- 00 en (9). El resultado es u,,  = m, la cual es aproxima-
damente 1% mayor que la velocidad requerida para alcanzar el punto neutral.
Realmente, la velocidad de escape podría haber sido hallada más fácilmente
empezando con (2) y eliminando el segundo término de la derecha (ver Ejer-
cicio 4A).

1.

2.

3.

4.

5.

EJERCICIOS A

Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Tierra
con una velocidad inicial u,,  igual a la velocidad de escape. Despreciando la in-
fluencia de la Luna y otros planetas: (a) Muestre que la velocidad del proyectil a
la distancia r de su punto de partida es

donde R, es el radio de la Tierra. (b) Calcule la velocidad del proyectil después
de viajar 120.000 millas.

Muestre-que el tiempo empleado por el proyectil del Ejercicio 1 para viajar la dis-
tancia r es

---&(r +  RJ3” - R;“]

Desconociendo la influencia di  la Luna y planetas distintos a la Tierra, jcuánto
tiempo le tomaría al proyectil del Ejercicio 1 para cubrir las distancias 120.000 mi-
llas y 240.000 millas?

Explique cómo se puede encontrar la velocidad de escape de un objeto desde la su-
perficie de la Tierra a partir de la ecuación (2),  página 116, al eliminar el segundo
término de la derecha.

(a) Determine la distancia aproximada desde la superficie de la Tierra al punto
neutral entre la Tierra y la Luna. (b) Asumiendo que un proyectil se lanza desde
la superficie de la Tierra con la velocidad de escape, jcuál  sería su velocidad al al-
canzar el punto neutral?

EJERCICIOS B
1. Un objeto se proyecta verticalmente desde la superficie de la Tierra con una velo-

cidad inicial de u0 de magnitud menor a la velocidad de escape. Si solamente se
tiene en cuenta la influencia de la Tierra, muestre que la máxima altura alcanzada
es viR,/@gR,  - uo).

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden y simples de orden superior 1 1 9



2. Asumiendo constante la aceleración gravitacional en todo lugar, muestre que un
objeto proyectado desde la superficie de la Tierra con velocidad u0 alcanza una
altura máxima ug/2g. Obtenga esto también al hacer R,-  m en el Ejercicio 1.

3. Compare las alturas máximas alcanzadas de acuerdo a los Ejercicios 1 y 2 para un
objeto proyectado hacia arriba con velocidad de 50 pies/seg, 6 millas/seg.

4. iCuál  es la velocidad a partir de la cual las alturas en Ejercicios 1 y 2 difieren en
más de un 5%? ¿50%?

EJERCICIOS C

1. Muestre que el tiempo requerido para que el proyectil del Ejercicio IB  alcance la al-
tura máxima es

2gR,2

(2qR, - L.;)~‘* ísen

2. Muestre, por series u otro medio, que si u&c2gR,  (esto es, la velocidad inicial es
mucho menor que la velocidad de escape), entonces el tiempo para alcanzar la altu-
ra máxima es aproximadamente uO/g.  Este es el resultado que se obtiene si la ace-
leración de la gravedad se asume constante en todo lugar.

3. Un objeto cae a una distancia a del centro de la Tierra (radio Re). Muestre que (a)
toca la superficie de la Tierra con una velocidad igual a d2gR,  (1- R,/a);  (b)
alcanza la superficie de la Tierra en un tiempo dado por

J - i
&

c
Jm + :u cos-  ’ (.v)i

asumiendo despreciable la resistencia del aire.

4. Muestre que la velocidad de escape desde la superficie de la Luna es aproximada-
mente 1,5  millas/seg.

Aplicaciones a cohetes

Un cohete se mueve por la expulsión hacia atrás de una masa de gas for-
mada al quemar un combustible. Este rechazo de masa tiene el efecto de au-
mentar la velocidad hacia adelante del cohete, permitiendo así continuar ha-
cia adelante. Para considerar el movimiento de cohetes, debemos tratar la
noción de un objeto cuya masa es cambiante. En la Sección 1 de este capí-
tulo indicamos que la fuerza neta actuando sobre un objeto es igual a la tasa
de cambio en momentum (segunda ley de Newton). Usaremos esto para en-
contrar la ley de movimiento de un cohete.

Suponga que la masa total de un cohete en un tiempo t es M y que en
un tiempo más tarde t + At la masa es M + AM, esto es, una masa - AM de
gas se ha expelido por la parte de atrás del cohete (note que la masa de gas
expelido en el tiempo At es - AM, puesto que AM es una cantidad nega-
tiva). Suponga que la velocidad del cohete relativa a la Tierra en tiempo t es
V y en tiempo t + At es V+ A V, y tomemos la dirección hacia arriba del co-
hete como positiva. El gas expelido tendrá velocidad V+ u relativa a la Tie-
rra,  donde u es una cantidad negativa, de modo que -v  representa la mag-
nitud real de la velocidad del gas relativa al cohete, la cual para nuestros
propósitos se considerará constante. El momentum total del cohete antes de
la pérdida de gas es MV. Después de la pérdida de gas, el cohete tiene un
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momentum (MpAM)(V+  AV), y el gas tiene momentum - aM(V+n),  de
modo que el momentum total después de la pérdida es (M+ aM)(V+  A V) -
AM(V + u). El cambio de momentum, esto es, el mom$entum  total después
de la perdida de gas menos el momentum total antes de la perdida, es

(iI4 + AM)(V  + AL’) - AM(1’ + 1.) - .21d’  = M Ac’ - r AM + AMAV

La tasa instantánea de cambio en momentum es el límite del cambio en mo-
mentum dividido por At a medida que At-O, esto es,

(1)

Observación. Puesto que en tiempo t + At la masa del cohete ha decre-
cido, uno podría estar inclinado a expresarla como M - AM, donde AM  > 0,
en vez de M + AM donde AM  < 0. Sin embargo, es mejor usar el método del
texto para estar de acuerdo con la idea familiar del cálculo que, si una va-
riable es decreciente, su derivada (aproximadamente en este caso AM/At)
es negativa.

P u e s t o  q u e  A M - O ,  A V - 0 ,  AM/At-dM/dt,  y  AV/At-dV/dt
a medida que At-o, (1) llega a ser

111’ <IM
Mrt-‘(r

Ahora la tasa de cambio en momentum es la fuerza F. De donde

p-  = “I; - (.f$! (2)

es nuestra ecuación básica para el movimiento de cohetes.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O

Un cohete con masa inicial de M, gramos parte radialmente desde la
superficie de la Tierra. Expele gas a la tasa constante de a g/seg,  a una ve-
locidad constante b cm/seg relativa al cohete, donde a > 0 y b > 0. Asumien-
do que ninguna fuerza externa actúa sobre el cohete, encontrar su velocidad
y distancia viajada en cualquier tiempo.

Formulación matemática. Refiriéndonos a la ecuación fundamental,
tenemos que F = 0 puesto que no hay fuerzas externas. Puesto que el cohete
pierde a g/seg,  perderá at g en t seg, y por tanto.,su  masa después de t seg
está dada nor  M= M, - at. También. la velocidad del gas relativa al cohete
está dada por v = -b”.

< I V
Así, (2) se convierte (Mo  - c!t) - - trh =  0 o

rlr

rl’v’ rrh
-=
<Ir M,, - uf

t =o.

(3)

con las condiciones iniciales asumidas V=  0 en

Solución Integrando (3), encontramos V= -b 1

Puesto que V=O en t=O, cl =blnM,,  y

n (M, -at)+c,.

V = h ln M,  - h In (M,  - lli) (4)
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la cual es la vqocidad  requerida del cohete. Si x representa la distancia via-
jada por el cohete en tiempo t medida desde la superficie de la Tierra, tene-
mos V= dx/dt  de modo que

dx ’
-=blnMc-bln(M,-at)=  -bln
dt

de la cual se obtiene, al integrar, tomando x = 0 en t = 0,

x = bt + i (Mo - at) (5)

la cual es la distancia viajada requerida. Note que las ecuaciones (4) y (5)
son válidas solamente para t < M,/a,  el cual es el límite teórico para el tiem-
po de vuelo. El límite práctico es mucho menos que éste.

EJERCICIOS A

1. Si un campo gravitacional constante ac,túa sobre el cohete del ejemplo ilustrativo
del texto, muestre que

(M,  - ut): - ab = -g(Mo  - at)

Encuentre la velocidad del cohete en cualquier tiempo t < M,/a después de aban-
donar la Tierra, asumiendo que su velocidad inicial es cero.

2. Determine la altura del cohete del Ejercicio 1 en tiempo t

EJERCICIOS B

1. Un cohete tiene una masa de 25.000 kilogramos (kg), la cual incluye 20.000 kg de
un combustible. Durante el proceso de quema los productos de la combustión se
descargan a una velocidad relativa al cohete de 400 m/seg, involucrando una pér-
dida de 1.000 kg de combustible. El cohete parte de tierra con velocidad cero y via-
ja verticalmente hacia arriba. Si la única fuerza que actúa es la de la gravitación
(variación con la distancia es despreciable): (a) Encuentre la velocidad del cohe-
te después de 15, 20 y 30 segundos. (b) Encuentre la altura alcanzada cuando se
ha quemado la mitad del combustible.

2. Un cohete tiene una masa M, la cual incluye una masa m de un combustible. Du-
rante el proceso de quema los productos de la combustión se descargan a una ve-
locidad q > 0 relativa al cohete. Este proceso de quema involucra una perdida por
segundo de una masa p de combustible. Despreciando todas las fuerzas externas
excepto una fuerza gravitacional constante, muestre que la altura máxima teórica
alcanzada por el cohete es

si el cohete parte radialmente de la superficie de la Tierra con velocidad cero.

3. Adicionalmente a la fuerza gravitacional que actúa en el cohete del Ejercicio 2,
hay una fuerza debida a la resistencia del aire la cual es proporcional a la veloci-
dad instantánea del cohete. (a) Encuentre la velocidad del cohete en cualquier
tiempo asumiendo que su velocidad inicial es cero. (b) Determine la altura del co-
hete en cualquier tiempo. (c) Encuentre la altura máxima teórica alcanzada.

4. Un objeto de masa M,, sobre el cual no actúa ninguna fuerza externa, se mueve
en una línea recta a través del espacio con velocidad u0. En t = 0 empieza a in-
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crementar  su masa a la tasa constante de r g/seg.  Muestre que la velocidad en
cualquier tiempo t es V= M, u,/(M,  + rt),  y encuentre la distancia viajada.

EJERCICIOS C

1. Una masa esférica crece a una tasa proporcional a su área superficial instantánea.
Asumiendo que la esfera tiene un radio inicial a y que cae desde el reposo bajo
la influencia de la gravedad (no varía con la distancia), muestre que su acelera-
ción instantánea es

donde r es su radio instantáneo. Así, muestre que una condición necesaria y sufi-
ciente para que la aceleración sea constante es que la esfera tenga un radio inicial
de cero.

2. En un cohete de dos etapas la masa total inicial, incluyendo el combustible, es M.
Después de un tiempo especificado T, la primera etapa del cohete de masa MO  se
separa y la segunda etapa de masa M, continúa con el vuelo. Establezca y resuel-
va las ecuaciones para el movimiento, asumiendo que inicialmente el cohete se pro-
yecta verticalmente desde la superficie de la Tierra con velocidad uO.

10 Problemas de física que involucran geometría

Muchos tipos de problemas de física dependen de alguna manera de la
geometría. Por ejemplo, imagine un cilindro recto circular, lleno hasta la mi-
tad con agua, y rotando con velocidad angular constante alrededor de su eje.
La forma de la superficie del agua se determinará por la velocidad angular
del cilindro. Aquí la física determina la forma geométrica de la superficie del
agua.

Como otro ejemplo, considere el agua que sale a través de un hueco en la
base de un tanque cónico. Aquí la forma geométrica del recipiente determina
el comportamiento físico del agua.

En los ejemplos i lustrativos siguientes consideramos tres problemas fí-
sicos que involucran geometría; a saber, el flujo de agua de un tanque, la for-
ma de la superficie del agua en un cilindro que rota, y la forma de un reflector.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Un recipiente con una sección transversal constante A se llena con agua
hasta la altura H. El agua fluye del tanque a través de un orificio, de sección
transversal B, en la base del recipiente. Encuentre la altura del agua en cual-
quier tiempo y encuentre el tiempo para vaciar el tanque.

Formulación matemática. Considere el tanque que aparece en la Fi-
gura 3.35, donde A es el área de la sección transversal constante, y B el área
de la sección transversal del orificio. Sea h la altura del agua en el tanque en
tiempo t (nivel 1) y h + Ah la altura en tiempo t + At (nivel 2).

El principio básico que usamos es el principio obvio de que la cantidad
de agua que se pierde cuando el nivel baja de 1 a 2 es igual a la cantidad de
agua que se escapa por el orificio. Cuando el nivel del agua baja de 1 a 2, el
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h  h + A h

I L

-a

Figura 3.35

AS

Figura  3 . 3 6

volumen perdido es numéricamente igual a Aí~h.  Sin embargo, debemos ser
cuidadosos con los  s ignos.  Puesto que Ah es realmente negat,ivo, tenemos,
para el volumen real perdido en tiempo ~t, la cantidad - A A h. El volumen
de agua que escapa a través del orificio es aquel volumen que contendría un
cil indro de sección transversal  B y longitud AS (Figura 3.36),  donde  AS es
la distancia que el agua viajaría en tiempo At si se mantuviera viajando ho-
rizontalmente.  Tenemos entonces -AA~=  BAS.  Dividiendo por At y to-
mando el límite cuando At---O,  encontramos

dh

“5
=B$=Ru  o -Adh=BL:dt

donde u = ds/dt  es la velocidad instantánea de evacuación a través del ori-
ficio.

Necesitamos tener ahora una expresión para la velocidad v de evacua-
ción del agua. Es claro que a mayor altura del agua, mayor es v. De hecho,
no es dif íci l  mostrar  que para condiciones ideales* L’ =  ~~  Así ,  (1)  se
convierte en

- A d h  =  BJ29hdt (2)

Puesto que la altura es inicialmente H, tenemos h = H en t = 0.

*Esto se cumple puesto que la energía potencial mg11 de una masa m de agua es igual a la
energía cinética $mu  En la práctica, con pérdidas, L’ = m entonces  0  <C < 1,  donde c es
el coeficiente de descarga.
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Solución La separación de variables en (2) produce

usando h = H en t = 0, encontramos c = 2fli de modo que

lo cual expresa la altura como una función de t.
El tiempo para vaciarse el tanque se obtiene al enco&rar  t donde h = 0.

Obtenemos

Si A = 4 pie+, B = 1 pu12  , H = 16 pies, g = 32 pies/segz  , entonces t =
576seg,  o 9,6min.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Un cilindro recto circular con eje vertical se llena con agua y se hace ro-
tar alrededor de su eje con una velocidad angular constante W. iQué forma
toma el agua?

Forqdtzción  matemtítica.  Cuando el kilindro  rota, fa superficie del
agua toma la forma indicada en la Figura 3.37. Considere una partícula de
agua P, de masa m, en la superficie del agua. Cuando  prevalecen las condicio-
nes de estado estacionario, esta partícula se mueve’en una trayectoria circu-
lar, con centro en el eje de rotación,. Por eonvenienkia  escogemos el sistema
de ejes coordenados xy como se indica en la Figura 3.38, donde el eje y es el
eje de rotación y el eje r es perpendicular al eje y pasando por el punto más
bajo 0 de la superficie. Es claro que la superficie será simétrica con respecto
al eje y. Inves&uemos  las fuerzas sobre la partícula P cuando se alcanzan
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Figura 3.38

las condiciones de estado estacionario. Primero, está la fuerza debido al peso
de la partícula dada por mg (Figura 3.38). También está la fuerza sobre P de-
bida a la reacción de las otras partículas en el líquido. Esta fuerza de reac-
ción se denota por R y debe ser normal a la superficie del líquido.* La resul-
tante de R y mg apunta hacia el centro del círculo en el cual P gira. Esta
fuerza resultante es la fuerza centrípeta actuando sobre P y tiene magnitud
mw2  x,  donde x es la distancia de P al eje de rotación.

De la figura es claro que

R cos  o! = mg, R sena = mo2x

Dividiendo estas ecuaciones y notando que la pendiente de la tangente APB
es la misma pendiente -de  la curva DOPC  en P e igual a tana,  ó dy/dx,  te-
nemos

dy w’x
TX=  g

(4)

la cual debemos resolver sujeto a y = 0 donde n = 0.

Solución Integrando (4) con x = 0 donde y = 0, encontrarnos

w2x2
y= 2g

6)

Así, en cualquier plano perpendicular al eje y el nivel del agua asume la for-
ma de uná parábola. En tres dimensiones es un paraboloide de revolución.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Encuentre la forma de un reflector para que los rayos de luz emitidos por
una fuente puntual se reflejen paralelos 8 una línea fija.

*Si R no fuera normal a la superficie, habría una componente de R tangencial a la super-
ficie de la particula y la partícula se movería ya sea hacia o alejándose del eje de rotación.
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Figura 3.39

V

Figura 3.40

Formulación matemática. Sea 0 (el origen del sistema de coordena-
das xy),  Figura 3.39, la fuente puntual de luz. Rayos de luz tales  como OA
emergen de 0, tocan al reflector en A, y “rebotan” o se reflectan, y luego via-
jan en línea recta. Deseiamos  encontrar la forma del reflector de tal manera
que todos los rayos que emerjan de 0 “reboten” del reflector paralelos a la
línea Ox.

Sea CD (Figura 3.44) una parte del reflector y considere cualquier pun-
to P(x,  y) en ella. Si 8 1 es el ángulo de incidencia y eS  es el ángulo de reflexión,
entonces por un principiio  elemental de óptica B  r = e2*. Deseamos hallar una

’ relación entre la pendiente dy/dx  de la curva (reflector) en P y las coorde-
nadas (n, y) de P. Esto se puede obtener con el uso de geometría elemental.

*Realmente 90 - 8 I, el hgulo  con el cual el rayo OP forma con la normal al arco CD en P,
es el bngulo  de incidencia. Similarmente 90 - B *, el ángulo entre el rayo reflectado y la normal,
es el hgulo de reflexión. Claramente si 90 - B I = 90 - B *, entonces B , = e *.
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Puesto que BP (Figura 3.40) es paralela a OX, tenemos que p OEpS  ti*.
De donde $xOP = 0,  + e2 = 28 1 puesto que 0 1 = e2. La pendiente de OP  es
tan 28 1 pero por el triángulo OPF  se ve que es y/x.  Por tanto tan 28  1 = y/x.
Pero por trigonometría elemental, .

tan 26,  =
2 tan e1

1 -. tan2  611 (6)

Puesto que tan e , = tan e 2 = dy/dx  = y ‘, tenemos

2Y’ y 0 9- -xf Jm
1 - (y’)’ = x dx - (7)

Y

Solución La ecuación (7) es homogénea; por tanto, haciendo y = ux  encon-
tramos

dv -1-v2fJTTAx-.-z
dx

- de modo que
V

Haciendo v2  + 1 = u* en la segunda integral

v dv

lJ2+l+  J7T.T

para que v dv = u du, encon-
tramos

lnx+c,= -
s
$= -1n (u + 1) = -In  (J * 1)
-

Sigue que x(JTTT+l)=c  0 Jm=c&x

Elevando al cuadrado y simplificando se tiene

y2=  112cx  + c2 03)

Para un valor dado c (c f 0) la ecuación (8) representa dos paráboias simé-
tricas con respecto al eje x como se muestra en la Figura 3.41. La curva grue-

Figura 3.41
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Figura 3.42

88  tiene la ecuación y* = 2ex  +c* > c > 0. La curva punteada tiene la ecua-
ción

y2 = -2cx + c2, c>o  0 y2 = 2cx + 2, c-co

El foco para la familia de parábolas están en el origen. En la Figura 3.41 se
muestran también varios rayos emanando del foco y “rebotando” del reflec-
tor paralelamente al eje x.

Si giramos la parábola alrededor del eje x, obtenemos un paraboloide de
revolución. Una bombilla eléctrica que se coloque en el origen enviará rayos
de luz que “rebotarán” del reflector para producir un haz directo de rayos de
luz lo cual es, por supulesto,  la manera mas eficiente de iluminar. Esta pro-
piedad importante se tiene en cuenta en la forma paraboloide de las farolas
delanteras de un autorkívil.

Observación. Otro1  problema interesante es el hallar una curva en el
plano ,xy que tenga la p:ropiedad de que las ondas de sonido (o rayos de luz)
emitidos por una fuente puntual A se reflejen por la curva hacia un punto B
(ver Figura 3.42). La curva solución es una elipse con los dos puntos como
sus focos. Si giramos la elipse alrededor del eje mayor, x, obtenemos una su-
perficie en la forma de una elipsoide de revolución. Las ondas de sonido emi-
tidas de A se reflejarán todas por la superficie hacia el punto B. Esto tiene
aplicaciones en acrkstica, puesto que podemos diseñar un auditorio con esta
forma de modo que el colnferenciante  o la orquesta se localice en el punto A y
la audiencia se localice en B.

EJEFtCICtOS  A

* 1. Un cilindro rector circular de 10 pies de radio y 20pies de altura estA  lleno con
agua. Tiene un pequeño orificio en el fondo de 1 pu1  de diámetro. ¿Cuándo  se va-
ciará toda el agua si (a) v = m; (b) u = 0,6  VT@?

2. Un tanque tiene la fornia de un cubo de 12 pies. Debido a un pequeño orificio en el
fondo de 2puP de área presenta un escape. Si el tanque está inicialmente lleno
hasta las j partes, jcuándo  estari  (a) a la mitad?; (b) jvacío?  Asuma u = m.
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3. Un tanque en forma de un cono circular rector de altura H, radio R, con su vértice
por debajo de la base está lleno con agua. Un orificio, de sección transversal a en
el vértice, es la causa del escape de agua. Asumiendo o = c V@i,  donde c es el
coeficiente de descarga, muestre que el cono se vaciará en tiempo

donde A = TR~  es el kea  de la base del cono. Si H = 16pies,  o = 1 pulz,  R =
5 pies, encuentre T para los casos c = 1, c = 0,6.

4. El tanque cónico del Ejercicio 3 está ahora invertido con el vértice por encima de
la base y tiene un orificio de área a en la base. Encuentre el tiempo requerido pa-
ra vaciar el tanque. Compare con el Ejercicio 3.

E J E R C I C I O S  B

1. Una caneca cilíndrica está llena con un líquido de densidad p y se rota alrededor
de su eje a una velocidad angular constante W. Muestre que la presión a una
distancia r del eje excede a la presión en el eje en f p~‘r2.

2. Si el líquido en el Ejercicio 1 se remplaza por un gas ideal que obedece la ley de
Doyle (la presión de un gas varía inversamente al volumen a temperatura constan-
te), encuentre la presión como una función de la distancia del eje.

3. Si la ley de Doyle del Ejercicio 2 se remplaza por la ley p = kP” donde P y p son,
respectivamente la presión y la densidad del gas, y Ra y k son constantes, mues-
tre que la presión a la distancia r del eje esp = k(l - z)w2r2 llll -z,

L 2
+ PA-’ 1 Or#l

Obtenga el resultado del Ejercicio 2 al hacer a-1.

4. Verifique la observación de la página 129 al establecer y resolver una ecuación di-
ferencial apropiada.

5. La presión p y la densidad p de la atmósfera por encima de la superficie de la. Tie-
rra están relacionadas por la fórmula p = kp .f donde k y Y son constantes posi-
tivas. Si la presión y (densidad al nivel del mar son respectivamente p,,  y p,,,
muestre que (a) la variación de presión con la altura h está dada por
p;,  - ’ Iv

p’-‘/” =
- (1 - I/y)~)opõl’Yh  y (b) la altura de la atmósfera puede considerarse como

Yp,(Y-l)p,,.‘(c)  Discuta el caso Y=  1 y Y>  1.

6.  Una taza hemisférica de radio R está llena con agua. Si hay un pequeño orificio de
radio r en el fondo de la superficie convexa, muestre que la taza se vaciará en
tiempo

asumiendo que u = c ~7$$i,  donde v es la velocidad de evacuación del agua cuan-
do el nivel del agua está a la altura h y c es el coeficiente de descarga.

E J E R C I C I O S  C

1. IJn problema famoso estudiado en una parte avanzada de matemáticas llamada el
cálculo de uariaciones  es el de determinar la forma de un alambre para que una pe-
queña bolilla colocada en él viaje, bajo la influencia de la gravedad, de un punto
dado a otro punto dado más bajo en el tiempo más corto, sin considerar la fricción.

130 Capítulo tres



Tomando un sistema de coordenadas rectangulares con el eje y positivo hacia aba-
jo y el eje x positivo hacia la derecha y asumiendo que la bolilla parte de (0, 0) y
viaja a (a, b)  se puede mostrar que la forma dkl  alambre está dada por la ecuación
diferencial

1 + ($)2 + 24‘L“’  = 0

Muestre que la curva es una parte de un cicloide. Este problema se llama el pro-
blema de la braquistócrona (tiempo más corto) y fue propuesto por John Bernoulli
en 1696.

2.  Otro problema de cálculo de variaciones es la determinación de una curva que pase
por los puntos (a, b)  y (c, cl)  con la propiedad de que la superficie generada al rotar
la curva alrededor del eje x sea mínima. La curva requerida se puede obtener de la
ecuación diferencial

1 + (y’)2  = L’y”

Muestre que la curva es una parte de una catenaria.
La propiedad de superficie mínima tiene un interesante significado físico. Si

dos anillos circulares delgados inicialmente en contacto se colocan en una solución
jabonosa y luego se separan cuidadosamente de modo que se forme una superficie
de una película de jabón, la superficie tiene la propiedad de que su área es mínima.

3. Un hombre inicialmente en 0 (ver Figura 3.43) camina a lo largo de la playa recta
Ox de un lago halando un bote de remos, inicialmente en A, por medio de una cuer-
da de longitud a, la cual se mantiene siempre tensa. Muestre que el bote describe
una trayectoria (llamado una tructrix)  con ecuaciones paramétricas.

x = a In F 8
cot2  - cos  01 , y = asen8

F i g u r a  3 . 4 3

4. Los pueblos A y B (Figura 3.44) están directamente opuestos el uno del otro en las
riberas de un río de ancho D el cual corre hacia el oriente con velocidad constante
U.  Un bote que sale del pueblo A viaja con velocidad constante V siempre dirigido
hacia el pueblo B.  Muestre que (a) su trayectoria está dada por

x = +~[tl-“‘V  _ tl+“!V], J = Dt

y (b) no llegará al pueblo B a menos que V> U.
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5. Dos bombillas eléctricas con intensidades Z, y Z, están situadas en los puntos
(-a,  0) y (a, 0) de un sistema de coordenadas rectangulares (ver Figura 3.45).
Muestre que el lugar geométrico de todos los puntos en el plano en ei cual las in-
tensidades de iluminación desde ambas bombillas son iguales está dado por

(Sugerencia: La intensidad de iluminación varía inversamente con el cuadrado
de la distancia de la fuente de luz.)

1 - Problemas misceláneas  en geometría

Los problemas geométricos ofrecen una fuente fértil de ecuaciones dife-
renciales. Ya hemos visto cómo las ecuaciones diferenciales surgen en rela-
ción con las trayectorias ortogonales. En esta sección consideramos varios
otros problerhas  geométricos.



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

La pendiente en cualquier punto de una curva es 2x+ 3y.  Si la curva
pasa por el origen, determine su ecuación.

Formulación matemática. La pendiente en (x, y) es dy/dx.  Luego

dy- = 2x + 3y
dx (1)

es la ecuación diferencial requerida, la cual se resuelve sujeta a y (0) = 0.

Solución La ecuación (1) escrita como una ecuación lineal de primer orden

dy- - 3y = 2x
dx

tiene el factor integrante e-3x. De donde,

-&‘“)  = 2xe-3x

O ye-3”=  3 --
-2xe-‘”  2e-3X  + (

9

Así, puesto que y(0) = 0, c = 3 y encontramos Y = i e3x  - $ - a.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

La línea tangente a una curva en cualquier punto (x, y) de ella tiene su
intercepto en el eje x siempre igual 8 ix. Si la curva pasa por (1,2) encuen-
tre su ecuación.

Formulación matemática. Para resolver este problema debemos ha-
llar una expresión para el intercepto OA en el eje x de la línea tangente AP
a la curva QPR (Figura 3.46). Para conseguir esto, sea (X, Y)  cualquier punto
en AP. Puesto que y ’ es la pendiente de la recta, su ecuación es

Y - y = y’(X - x)

,
Figura 3.46
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El intercepto buscado es el valor de X, donde Y = 0. Esto resulta ser

x=x-$

Así debemos resolver x - $ = +x, y = 2 donde x = 1

Solución La ecuación (2) puede escribirse x = fx o $f = 2.
Y’

(2)

Figura 3.47

Tabla 3.2

Intercepto de la línea tangente: En eje x:
Yx - ,
Y

En eje y: Y - XY’

Intercepto de lo  línea normal: En eje x: x + YY’

En eje y : L.+;

Longitud de la  línea tangente desde P:  Al eje x:
lyTl

Al eje  y: IdmI

Longitud de la linea normal desde P: Al eje x: (YJi-GTI

Al eje y:

Longitud de la subtangente:

> Longitud de la subnormal: (yy’(
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S e p a r a h d o  l a s  v a r i a b l e s ,  i n t e g r a n d o ,  y  u s a n d o  l a  c o n d i c i ó n  y(l)  = 2, ehcon-
t r a m o s j‘ = 2.y’

E n  e l  E j e m p l o  i l u s t r a t i v o  2  s e  n o s  p i d i ó  d e t e r m i n a r  e l  i n t e r c e p t o  r,  d e  la
l í n e a  t a n g e n t e  a  u n a  c u r v a .  S e  n o s  p o d r í a  t a m b i é n  h a b e r  s o l i c i t a d o  determi-
nar el intercepto en el eje y de la línea tangente o la longitud de la línea tan-
gente definida entre el punto P y los ejes n o y. Puesto que muchos proble-
mas geométricos están basados en tales  consideraciones, las discutimos
brevemente. En la Figura 3.47, P es cualquier punto (x; y) en la curva QPR.
Es costumbre llamar la línea tangente desde P al punto A en el eje x simple-
mente la “tangente”. Similarmente PB se llama la “normal”. Las proyeccio-
nes de AP y PB en el eje x se llaman la ‘<subtangente”  y “subnormal”, res-
pectivamente. Por procedimientos análogos a los usados en el Ejemplo
ilustrativo 2 el estudiante puede verificar las entradas en la Tabla 3.2.

Se debería observar que en la tabla hemos usado los signos de valor ab-
soluto para la distancia puesto que ésta es una ca.ntidad positiva. También
hemos usado coordenadas rectangulares. Consideraciones similares que in-
volucran coordenadas polares pueden formularse. Vea los Ejercicios C.

EJERCtCIOS  A

1. La pendiente en cualquier punto (x,  y) de una curva es 1 +y/x.  Si la curva pasa
por (1, 1) encuentre su ecuación.

2. Encuentre una ecuación para la familia de curvas tal que la pendiente en cual-
quier punto es la suma de la mitad de la ordenada y dos veces la abscisa del punto.

3. El intercepto en el eje y de la línea normal a una curva en cualquier punto es 2. Si
la curva pasa por (3,4) encuentre su ecuación.

4. El intercepto en el eje y de la línea tangente a una curva en cualquier punto es
siempre igual a la pendiente en ese punto. Si la curva pasa por (2, 1) encuentre su
ecuación.

5. La longitud de la línea normal desde cualquier punto de una curva al eje x es siem-
pre igual a una constante a > 0. Muestre que la curva es un círculo de radio a.

6. Encuentre la ecuación de una curva que pasa por (1, 1) con la propiedad de que el
intercepto en el eje x de su línea tangente es igual al intercepto en el eje y de su
línea normal.

E J E R C I C I O S  B

1. Encuentre la ecuación de la curva que pasa por (3,4)  tal que la longitud de su sub-
tangente a cualquier punto es igual a la distancia del punto al origen.

2. Muestre que las longitudes de las líneas tangentes y normales de P (Figura 3.47)
a los ejes x y y son las que aparecen en la Tabla 3.2.

d 3. La diferencia entre las longitudes de la “subtangente” y “subnormal” de una fa-
milia de curvas es 2. Encuentre la ecuación de la familia.

4. Una curva en el primer cuadrante pasa por (0, 1). Si la longitud del arco de (0, 1) a
cualquier punto (x, y) es. numéricamente igual al área limitada por la curva, el eje

n, el eje y, y la ordenada en (x, y) muestre que la curva es una parte de una cate-
naria.
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5.

6.

7.

1 .

2.

3.

4.

5.
.’

6.

Un punto se mueve en el primer cuadrante del plano xy de modo que la tangente a
su trayectoria forma ch  los ejes coordenados un triángulo cuya área es igual a la
constante ap . Encuentre la trayectoria.

Encuentre la trayectoria del punto en el Ejercicio 5 si la tangente cortada por los
ejes coordenados es de longitud a.

Una familia de curvas tiene la propiedad de que la línea tangente a cada curva en
el punto (x, y), el eje n, y la línea que une (x, y) con el origen forma un triángulo
isósceles con la línea tangente como base. (a) Determine una ecuación para la fa-
milia y (b) aquel miembro particular que pasa por el punto (2, 0).

EJERCICIOS C

Sea (r, 4) las coordenadas polares de cualquier punto en la curva APB (Figura
3.48). El punto 0 es el polo del sistema de coordenadas, Ox es la línea inicial, y
OP es el radio vector. Sea COD una línea perpendicular a OP en 0. Definimos CP
como la tangente polar, PD como la normal polar, CO como la subtangente polar, y
OD como la subnormal polar. Demuestre la validez de lo siguiente, donde r’ = dr/d@.

Longitud de la subtangente = f
/ !r’  ’

Longitud de la tangente =

Longitud de la subnormal = lr’l, Longitud de la normal = !,/ml

6

J

Figura 3.48

Encuentre la familia de curvas cuyas subtangentes polares son de longitud cons-
tante.

Encuentre la familia de curvas cuyas normales polares son de longitud constante.

Encuentre la familia de curvas cuyas subtangentes y normales polares tienen igual
longitud.

Encuentre la curva que pasa por el punto con coordenadas polares (1, 7r/3) y tal
que la longitud de su subtangente polar en cualquier punto es igual a la distancia
del punto a la línea inicial.

(a)  Muestre que la longitud de la perpendicular desde el poio a la línea tangente
de cual+ier  curva es r* / lf/rz  + (r’)2  .
(b)  Encuentre todas las curvas tales que la longitud de la perpendicular desde el
polo a sus líneas tangentes es constante e igual a a > 0.



2 ta deflexión ¿fe  vigas

Considere una viga horizontal AB de la Figura 3.49(a).  Se asume que la
viga es uniforme en su sección transversal y de material homogeneo. El eje
de simetría se indica por la línea punteada. Cuando está sometida a fuerzas,
las cuales se asumen que están en un plano que contiene el eje de simetría,
la viga, debido a su elasticidad, puede distorcionarse en su forma como se
muestra en la Figura 3.49(b). Estas fuerzas pueden ser debidas al peso de
la viga, a cargas apIicadas  externamente, o a una combinación de ambas. El
eje de simetría distorcionado  resultante, punteado en la Figura 3.49(b), se
llama la curua  elástica. La determinación de esta curva es de importancia
en la teoría de elasticidad y será parte del propósito de esta sección mostrar
cómo se hace esto.

(al

b)

Figura 3.49

Hay muchas maneras de apoyar vigas. Por ejemplo, la Figura 3.50(a)
muestra una viga en la cual el extremo A está rígidamente fijo, .mientras  que
el extremo B está libre,para  moverse. Esto se llama una u&  en uotadizo.  En
la Figura 3.50(b)  la viga está apoyada en 10s extremos A y B. Esta se llama
una viga simplemente apoyada. En tales  casos la viga está asegurada en los
extremos A y B de modo que aunque esté fija en estos extremos, la rotación
se puede dar alrededor de los extremos. La Figura 3.50(c)  muestra aún otra
manera de apoyar vigas.

B /j--k
ta) 0-d

Figura 3.50
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Así como hay diferentes maneras de apoyar vigas, también hay diferen-
tes maneras de aplicar fuerzas de carga externa. Por ejemplo, en la Figura
3.50(a) hay una carga uniformemente distribuida sobre toda la viga. Puede
haber una carga uariable  sobre toda la viga o sólo en una parte de ella como
en la Figura 3.50(b). Por otro lado puede haber una carga concentrada como
se indica en la Figura 3.50(c).

Considere la viga horizontal OB de la Figura 3.51(a). Coloque el eje de
simetría (línea punteada) en el eje x tomado como positivo a la derecha y con
origen en 0. Escoja el eje y como positivo hacia abajo. Debido a la acción de
las fuerzas externas F,,  F,,  (y si es apreciable el peso de la viga) el eje
de simetría se distorciona  en la curva elástica que se muestra punteada en
la Figura 3.51(b), donde hemos tomado la viga como fija en 0. El desplaza-
miento y de la curva elástica desde el eje x se llama  la deflexión de la viga
en la posición x. Así si determinamos la ecuación de la curva elástica, se co-
nocerá la deflexión de la viga. Mostramos ahora cómo se puede obtener esto.

f, f 3

f 2 1 ) M(x) f4  F, f,
+

0 - - - - - - - - - - - - -  8. * x 0

2 x = L
X

B

Y
(a)

Y

X

(b)

Figura 3.51

Sea M(x) el momento flexionante en una sección transversal vertical de
la viga en x. Este momento flexionante se define como la suma algebraica de
los momentos de esas fuerzas que actúan sobre un lado  de x, los momentos
se toman sobre una línea horizontal en la sección transversal en x. Al calcu-
lar los momentos adoptaremos la convención de que fuerzas hacia arriba pro-
ducen momentos negativos y fuerzas hacia abajo producen momentos posi-
tiuos, asumiendo por supuesto que el eje y se toma hacia abajo como se
mencionó antes. Como se mostrará en el Ejemplo ilustrativo 1, no importa
cuál lado de x se tome puesto que los momentos flexionantes calculados des-
de cualquier lado son iguales.*

Mostraremos más tarde (ver página 143)  que el momento flexionante en
x está simplemente relacionado con el radio de curvatura de la curva elásti-
ca en X, siendo la relación II

El- -
[) + (yyy  z = .2l(.Y) (1)

donde E es el módulo de elasticidad de Young y depende del material usado
en el diseño de la viga, e Z es el momento de inercia de la sección transversal
de la viga en x con re,specto  a una línea horizontal que pasa por el centro de
gravedad de esta sección transversal. El producto EZ se llama la rigidez
flexural, y se considerará como una constante.

*Esto es cierto porque I;a  viga está en equilibrio.
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Si asumimos que la viga se dobla sólo levemente, lo cual es válido para
muchos propósitos prácticos, la pendiente y’  de la curva elástica es tan pe-
queña que su cuadrado es despreciable comparado con 1, y la ecuación (1)
se puede remplazar por la buena aproximación

Ely”  = M(x) (2)

Antes de presentar una derivación del resultado (1) del cual se obtiene la
aproximación (2), veamos cómo la ecuación (2) se puede usar.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Una viga horizontal, simplemente apoyada, de longitud L se dobla bajo
su propio peso, el cual es w por unidad de longitud. Encuentre la ecuación
de su curva elástica.

Formulación matemática. En la Figura 3.52 se muestra la curva elás-
tica de la viga (línea punteada) relativa a un conjunto de ejes coordenados
con origen en 0 y direcciones positivas indicadas. Puesto que la viga está
si.mplemente soportada en 0 y en B, cada uno de estos soportes lleva la mi-
tad del peso de la viga, o sea wL/2.  El momento flexionante M(x) es la su-
ma algebraica de los momentos de estas fuerzas actuando a un lado del pun-
to P. Escojamos primero el lado izquierdo de P. En este caso actúan dos
fuerzas:

1. La fuerza hacia arriba wL/2,  a una distancia x de P, produciendo
un momento negativo.

2. La fuerza hacia abajo wx, a una distancia de x/2 (centro de grave-
dad de OP) de P, produciendo un momento positivo.

El momento flexionante total en P es así

M(x)=  ++,, ; +i0
WLX

(3)

Si hubiéramos escogido el lado derecho de P, actuarían dos fuerzas:
1. La fuerza hacia abajo w (L - x), a una distancia (L -x)/2 de P, pro-

duciendo un momento positivo.
2. La fuerza hacia arriba wL/2,  a una distancia L-x de P, producien-

do un momento negativo.
wL WL
2 2

0 X

w(L  -x)
Y

Figu ra 3.52
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En este caso el  momento flexionante es

L-xM(x)  = w(L - x) y--
( 1

+L-x)+~

lo cual concuerda con (3) y muestra que al calcular el momento
no importa cuál lado de P se use.

Con el valor de M(X), la ecuación fundamental (2) es

Ely” = !$ _ !!$

Dos condiciones son necesarias para determinar y. Estas son

y = o dondex = 0 y donde x = L

puesto que la viga no se deffecta  en los extremos.

(4)

flexionante

(5)

Solución
wLx3  ’

Integrando (5) dos veces se obtiene Ely = !$ - 12 + (‘1x + Cl.

Puesto que y = 0 cuando z = 0, tenemos c2 = 0. De donde,
wx4 WLX3

Efy = y- - 12  + CIX.

Puesto que y = 0 cuando x = L, c1 = wL”  /24  y tenemos, finalmente,

I”_ (x4
’ = 24Ef

- 2Lx3 + L”x) (6)

como la ecuación requerida de la curva elásticá.  Es de interés práctico usar
(6) para hallar la máxima deflexión. De la simetría o por el cálculo, el máxi-
mo ocurre en x = L/2.  De donde,

4

deflexión máxima = &

EJElWPLO  ILtJSTRAT1VO 2

Encontrar la curva e&tica de una viga en voladizo uniforme de longi-
tud L con un, peso constante LU por unidad de longitud y determine la de-
flexión en el extremo libre.

Formulación matemática. La curva punteada en la Figura 3.53 es
la curva elástica de la viga en voladizo. El origen 0 del sistema de coordena-
das se toma en el  extremo fijo, y los ejes positivos z y y como se ‘muestran.
Para calcular M(x)  es más sencillo considerar la parte de la viga a la derecha
de P, puesto que sólo una fuerza actúa, a saber, la fuerza hacia abajo w(L - x1,
produciendo un momento positivo dado por

L - KM(x) =  w(L - x )  2 =;
i )

w(L -xj2 w(L  - x)l
2

de modo que Ely” = 2

el  cual debemos resolver sujeto a las condiciones y = y’= 6 donde x = 6,
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X L-X
L L

\
“..---~ _. _ I- iL .-. “” -. .-- - - x

- - - - - - - - - Y

-p ---8

4 WK  -x)
Y

Figura 3.53

puesto que no hay deflexión en x = 0, y puesto que la pendiente de la tan-
gente a la curva elástica en x = 0 es cero.

$‘olución Integrando dos veces y usando las condiciones es fáciI  mostrar que.I>

Y- (x4
’ = 24EI

- 4Lx3  + 6L2x’)

es la ecuación de la curva elástica. Colocando x = L, encontramos

deflexión en el extremo libre = E$

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  3

Una viga uniforme horizontal, simplemente apoyada de longitud L y sie
peso wreciable  se dobla bajo la influencia de una carga concentrada S a
una d+&ar)cia  L/3 de un extremo. Encuentre la ecuación de la curva elástica.

Formulación matemática. La curva elástica se muestra punteada
en la Figura 3.54. Los soportes en 0 y en B están a distancias con una razón
1:2 de la carga S. Por tanto, ellos soportan,cargas  con razón 2:1, así que en
0 se soporta la cantidad 2S/3,  mientras que en B se soporta S/3.

s
3

-.“^^--.._.  - ---WI.  -- -

- - ---B
_ - - -

1
Y

S

Figura 3.54

x
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Para determinar el momento flexionante en P se deben considerar tres casos:

Caso 1. P está a la izquierda de S, esto es, 0 0 x < L/3.  El segmento OP
tiene sólo una fuerza (hacia arriba) actuando a una distancia x de P. El mo-
mento flexionante es - 2Sx/3.  De donde,

Caso 2. P está a la derecha de S, esto es, L/3  < x 5 L. El segmento
OP tiene dos fuerzas, una fuerza 2S/3  hacia arriba, a una distancia x de P,
y una fuerza S hacia abajo, a una distancia x - L/3  de P. El momento flexio-
nante  es - 2Sn/3  + S(x - L/3). De donde

Ely" = -y + s
L
3

<xSL (8)

Caso 3. P está en S. En este caso el segmento OP tiene dos fuerzas,
una fuerza 2S/3  hacia arriba, a una distancia L/3  de P, y una fuerza S
hacia abajo, a una distancia cero de P. El momento flexionante es

2s L
3 7 + S(0)  = -T- -
0

Puesto que esto concuerda con los momentos flexionantes en ecuaciones (7)
y (8) podemos combinar el Caso 3 con esos casos simplemente al escribir las
ecuaciones como

Ely”  = -?$,
L

(9)

Puesto que cada ecuación es de segundo orden, esperamos necesitar
cuatro condiciones. Dos de éstas son claras

y = 0 en x = 0. y=O  e n  x=L ( 1 0 )

Una tercera condición se obtiene al notar que los dos valores de y obtenidos
de las ecuaciones (9) deben ser iguales en x = L/3.  Esto es la condición de
continuidad. Una cuarta condición se obtiene al notar que debe haber una
tangente en x = L/3.  Esta es la condición para la continuidad en la derivada.

Solución Integrando las ecuaciones (9) una vez cada una, tenemos
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Puesto que estos dos valores de 3” deben ser iguales en x = L,‘3,  tenemos
C , = c2. Así, sx2

Ell”  = -~ t i’].
3

(12)

Integrando estos una vez cada uno, tenemos

Ely= %+? LA
(13)

t ('1 x + ('4. <xSL
9 6 T=  -

Usando la primera y la segunda condiciones de (10) en la primera y segunda
ecuaciones de (13), respectivamente, y también usando la condición para con-
tinuidad, encontramos

5.SL2
cj = 0. c,=o.  c’=TT

s
--(5L”X  - 9.x3).
XIEZ

O’xá$

0 J‘ =

I

s
~
81EI L

L3  L
jL’x  - 9x”  + 7 x - -i 11

(14)

3
.

71x5L\

Obtengamos ahora la ecuación (1). Para ello consideramos un elemento
pequeño de una viga curvada entre x y x + dx, como se indica, con gran au-
mento en la Figura 3.55. En esta figura, ABCDA representa la sección media
la cual contiene la curva elástica. Una fibra tal como GH, ilustrada debajo
de la sección media, se estira debido al doblamiento de la viga, mientras que
fibras por encima de la sección media se contraen. Las fibras en la sección
media, sin embargo, no se estiran ni se contraen. El elemento de viga de la
Figura 3.55 se muestra en una sección transversal longitudinal en la Figura
3.56. En esta figura AB representa una parte de la curva elástica de longitud
1. La curva GH, la cual representa una fibra estirada, tiene longitud 1 +dl,
donde dl= JH es la magnitud del estiramiento. La distancia entre AB y GH
se denota por u = AG = BJ= BH. Hacemos ahora uso de una generalización

Figura 3  5 5
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Figura 3.56

de la ley de Hooke debido a los varios casos especiales que pueden surgir
(por ejemplo, página 111).

Ley generalizada de Hooke. Suponga que en un material elásti-
co una fuerza actúa perpendicular a una área y que la fuerza por uni-
dad de área, llamado el esfuerzo, se denota por P. Suponga que debi-
do a este esfuerzo, un elemento de longitud 1 se estira en la dirección
de la fuerza en una cantidad dl. La razón dl/l  se llama la tensión.
Entonces, asumiendo que no se excede el límite elástico del material,
el esfuerzo será proporcional a la tensión. En símbolos esto se expre-
sa por

P=ET (15)

donde la constante de proporcionalidad, denotada por E, se llama el
módulo de elasticidad de Young.*

Ahora, si la fibra tiene una sección transversal dA  (ver Figura 3.55), en-
tonces la fuerza que actúa sobre la fibra es PdA.  ‘El momento dM de esta
fuerza alrededor de la sección media es igual a esta fuerza multiplicada por
la distancia u a la sección media, esto es,

dti = UP dA (16)

Si R denota el radio de curvatura de la viga, vemos de la Figura 3.56 que

*Note que tenemos estiramiento si di > 0 y contracción si df  < 0. Un ejemplo de un caso
donde se excede el límite elástico sería el de un resorte que se estira tanto que sus propiedades
cambian (y como resultado, el módulo de Young). Si ocurre demasiada fuerza y estiramiento re-
sultante el resorte finalmente se romperá.
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dl 1 dl u-=- 0 -=-
l l R 1 R

(17)

así que (15) se convierte en

1

Usando (18) en (16), encontramos dA4 = q dA

(18)

Así el momento total es M = ;ju’dA

donde la integral se toma sobre la sección transversal completa de la viga,
incluyendo las fibras por encima y por debajo de la sección media.*

La integral en (20) es el momento de inercia de la viga alrededor de la sec-
ción media, el cual se denota por 1. Así, (20) se puede escribir

Pero el radio de curvatura se conoce del cálculo como

(22)

Usando esto en (21) se obtiene la ecuación requerida (l), y como ya se ha
mencionado, (2) se cumple bajo el supuesto de que la pendiente de la viga
es pequeña de modo que y ‘2 es despreciable comparado con 1.

EJERCICIOS A

1. Una viga en voladizo uniforme de longitud L y de peso despreciable tiene una car-
ga concentrada S en el extremo libre. Encontrar (a) la ecuación de la curva elás-
tica, (b) la deflexión máxima.

2. Una viga de longitud L y de peso despreciable está apoyada simplemente en ambos
extremos. Una carga concentrada S actúa en su centro. Encuentre (a) la ecuación
de la curva elástica, (b) la deflexión máxima, (c) el valor numérico de la pendien-
te en los extremos.

3. Asuma que, además de la carga concentrada, la viga del Ejercicio 1 pesa w por uni-
dad de longitud, donde w es constante. (a) Encuentre la ecuación de la curva elás-
tica. (b) EncuentFe  la deflexión máxima. (c) Muestre que al hacer S= 0, se ob-
tienen los resultados del Ejemplo ilustrativo 2.

4. Asuma que, además de la carga concentrada, la viga del Ejercicio 2 pesa w por uni-
dad de longitud, donde w es constante. (a) Encuentre la ecuación de la curva elás-
tica. (b) Encuentre la deflexión máxima. (c) Haciendo S = 0, obtenga los resulta-
dos del Ejercicio ilustrativo 1. (d) Al hacer w=O, muestre que se obtienen los
resultados del Ejercicio 2.

*Note que para fibras por encima de la sección media, dl y u son negativas. Puesto que
aquí P es también negativa (esto es, una fuerza a compresión) todo anda bien así que (20) es co-
rrecta.
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5. Una viga en voladizo de longitud L y peso despreciable tiene una carga concentra-
da eñ su centro. Encuentre la ecuación de la curva elástica, y determine la de-
flexión máxima.

6. Determine la curva elástica para la viga del Ejercicio 5 si se asume que la viga tie-
ne además un peso uniforme w por unidad de longitud.

EJERCICIOS B

1. Una viga de Jongitud  L y peso uniforme w por unidad de longitud tiene sus dos ex-
tremos horizontalmente fijos empotrados. Determine la ecuación de la curva elás-
tica y encuentre la deflexión máxima. (Sugerencia: Asuma que el momento desco-
nocido en cualquier extremo es A, y determine A de las condiciones de frontera.)

2.  Resuelva el problema anterior si una carga concentrada 5’ actúa en el centro de la
viga, además del peso uniforme.

3.  Un extremo de una viga de longitud L y de peso uniforme UI por unidad de longitud
está simplemente apoyado, mientras que el otro extremo está horizontalmente fijo.
(a) Encuentre la ecuación de la curva elástica. (b) Muestre que la deflexión máxi-
ma ocurre a una distancia (15-  ~%?)L/16=  O,578L, aproximadamente, del ex-
tremo fijo y tiene una magnitud aproximada de 0,00542  ccL~,/El.

4. Una viga de longitud L y peso despreciable está simplemente apoyada en ambos
extremos y en el centro. Soporta un peso uniforme de w por unidad de longitud.
Determine la ecuación de la curva elástica.

EJERCICIOS C

1. Si y,(x)  es la deflexión en el punto x de una viga, debido a una carga concentra-
da S, en el punto P,  de la viga, y yn es la deflexión en el punto x, debido a
una carga concentrada S, en el punto P,  de la viga, muestre que la deflexión en
el punto x, debido a ambas cargas concentradas, está dada por y,(x) +yn  (x).
Este es el “principio de superposición” para vigas.

2. Generalice el Ejercicio 1 a n cargas concentradas S,,  .,  S, en los puntos P, ,
.I  P”.

3. Usando los resultados de los Ejercicios 1 y 2 y del Ejemplo ilustrativo 3, encuentre
la curva elástica formada por una viga de longitud L, la cual está simplemente apo-
yada en ambos extremos y tiene cargas concentradas S a distancias de L/3  de
cada extremo.

4. Una viga de longitud L está simplemente apoyada en ambos extremos. Soporta una
carga variable dada por w(x) por unidad de longitud, donde x es la distancia me-
dida desde un extremo de la viga. (a) Muestre que la ecuación diferencial para de-
terminar la curva elástica es

(.Sugewncia:  Asuma el intervalo 0 s x 5 L,  subdividido en n partes iguales por los
puntos

1.  2L (n -- I )L
-_ -. .
M II n

en los cuales actúan respectivamente las cargas

Considere el límite cuando n - CO  , aplicando el teorema fundamental del cálculo
integral. Note que las subdivisiones no necesitan ser iguales,) (b) Por diferencia-
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ción de (23) con respecto a X,  obtenga

5.

6.

7.

8.

asumiendo EZ constante. La ecuacion  (24) es de gran importancia en la teoría de
vigas. La cantidad a la derecha de (24)A es el negativo de la carga total a la dere-
cha de x y se llama el esfuerzo cortante vertical  en x. Las ecuaciones (24) son vá-
lidas para vigas diferentes a las simplemente apoyadas (vea Ejercicio 8).

Usando la ecuación (24)B del Ejercicio 4(b) con w(x)  constante, obtenga el resulta-
do del Ejemplo ilustrativo 1.

lisando  la ecuación (24)B del Ejercicio 4(b), determine la curva elástica de una vi-
ga de longitud L, la cual está simplemente apoyada en ambos extremos y tiene una
carga proporcional u (a) la distancia de un extremo, (b) al cuadrado de la distan-
cia de un extremo.

Una viga de longitud L y de peso despreciable está simplemente apoyada en am-
bos extremos. Una carga concentrada S actúa a una distancia p de un extremo.
Muestre que la deflexión máxima de la viga nunca excederá la deflexión en el cen-
tro por más de un 3 por ciento.

Considere un segmento de una viga entre las secciones en x y en x + ox  (Figura
3.51). Denote por kI y M + n M los momentos flexionantes  respectivos en estas sec-
ciones. Sea w(x)  la carga por unidad de longitud en x, de modo que u>(x)~x  repre-
senta la carga en el segmento entre x y x + ax,  además de infinitesimales de orden
superior a 1x.  Sea V el esfuerzo cortante vertical en x (esto es, la suma algebraica
de las fuerzas verticales a un lado de x, digamos a la derecha), y V+ 1V  el corres-
pondiente esfuerzo cortante vertical en x +4x.(a)  De las consideraciones de equilibrio
de este segmento d e  la viga muestre que

AV + 14,(X  JAX  t rlA2xt2  =  0 (suma dp  fuerzas = 0)

3.11  t (V + AV)Ax  + w(r)AxO  A2x  = o . 0 2  iI  - I (suma de momentos = 0)

y así dividiendo por ‘rx  y haciendo 1x--0,  m u e s t r e  que

(ll/ d L’l--=
dx

~ W(XJ. ~ v
cl\- -

(b) Usando los resultados en (a), muestre que la ecuación EI>,”  = M(x)  se convier.
te en

1.1)““’  = W(X)

asumiendo EI constante. Compare con el Ejercicio 4.

Figura  3  5 7
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23 Aplicaciones a biología

Uno de los campos más fascinantes del conócimiento  al cual los métodos
matemáticos han sido aplicados es el de la biología. La posibilidad de que
las matemáticas pudieran aún ser aplicadas exitosamente en el estudio de
varios procesos naturales de los seres vivos desde los microorganismos más
elementales hasta la misma humanidad ‘sorprende a la imaginación. ¿Qué
beneficios podrían resultar si uno pudiera entender aquellos problemas rela-
cionados con el cerebro y el sistema nervioso, el corazón, el proceso de diges-
tión, la producción celular, y aún el origen de la vida mediante la formula-
ción matemática y solución de tales  problemas?

La explicación para intentar tal estudio es que si las matemáticas son
capaces de manejar problemas que involucran objetos inanimados tales  co-
mo máquinas, ¿por qué no puede también manejar problemas que involucran
seres vivientes, de los cuales se puede pensar que son máquinas muy com-
plejas?

Aunque no es posible en un libro de este tipo presentar muchas aplica-
ciones interesantes en biología, presentaremos unas pocas y se espera que
el estudiante pueda motivarse para proseguir un estudio adicional de este
fascinante tema.

13.1 CRECIMIENTO BIOLOGICO

Un problema fundamental en biología es el crecimiento, sea este el cre-
cimiento de una célula, un órgano, un ser humano, una planta o una pobla-
ción. Ya hemos tratado algunos problemas relacionados con crecimiento en
la Sección 6, páginas 106-111. En esa sección la ecuación diferencial funda-
mental era

dY- = zy
tlt (1)

con solución y = <.p” (2)

donde c es una constante arbitraria. De esto vemos que el crecimiento ocu-
rre si uy > 0 mientras que el decaimiento (o encogimiento) ocurre si LY  < 0.

Un defecto obvio de la ecuación (1) y de la solución correspondiente (2)
es que si a > 0 entonces tenemos que y- a3 si t- m , así que a medida
que el tiempo transcurre el crecimiento es ilimitado. Esto está en conflicto
con la realidad, ya que después de transcurrir cierto tiempo sabemos que una
célula o individuo deja de crecer, habiendo conseguido un tamaño máximo.
La pregunta que naturalmente surge es de si podemos modificar la ecuación
(1) para que corresponda a estos hechos biológicos. Veamos si podemos for-
mular el problema matemáticamente.

Formulación m’atemática.  Para fijar ideas, supongamos que y deno-
ta la altura de un ser humano (aunque como ya se ha mencionado esto po-
dría referirse a otras Scosas, tales  como el tamaño de células). Es natural asu-
mir que la tasa de cambio de la altura dependa de la altura de una manera
más complicada que la simple proporcionalidad como en (1). Así, tendríamos

dy- = F’(y).
d/

y = yo  para t = 0 (3)
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donde yo representa la’ altura en algún  tiempo especificado t = 0, y donde
F es una función apropiada pero aún desconocida. Puesto que la función li-
neal F(y) = CUY  no es apropiada, ensayemos con una aproximación de orden
superior dada por una función cuadrática F(y) = ay - /?y’,  donde seleccio-
namos B > 0 para restringir el crecimiento de y como lo exige la realidad. La
ecuación diferencial (3) se convierte así en

dv- = ry - /jy2,
dt Y = yO para r=O

Se debería enfatizar que esta ecuación sólo proporciona un modelo matemá-
tico el cual esperamos describa los hechos biológicos del crecimiento, y si el
modelo produce resultados que no están de acuerdo con la realidad éste se
debe revisar.
Solución Puesto que en la ecuación (4) las variables son separables, tene-
mos

<IV
di 0

s

lb

xy - /iy’  = y(r: - py, = t + c

1 1
esto es,

JL
P- - + ___ dy  = t + I’ 0 (5)

2 y Y - py 1
i [In y - In (x - /jy)]  = f + 1’

Usando la condición y =yO e n  t=O, v e m o s  quec  =J-[lny,  - in  (r - lTvo)l.

Así, (5) se convierte en ; [In y - In (x  - /"y,]  = r + ; [In y,, - In (31 - /{yo)]

Resolviendo para y se obtiene XlP
Y= (6)

Si tomamos el límite de (6) cuando t- a3 , vemos, ya que (Y  > 0, que

Esto muestra que hay un límite al crecimiento de y como lo requieren los he-
chos biológicos, y tiende a indicar la validez de nuestro modelo matemático.
Como se indicó en (7), este máximo se denotó por ymáx.

Para aplicar al resultado (6), supongamos que los valores de y correspon-
dientes a los tiempos t = 1 y t = 2 (donde usamos alguna unidad de tiempo
especificada) están dados por y, y y2  respectivamente. Entonces de (6)
vemos que I

0

Para determinar @/cu  y cy en términos de yo,  y,  y y2,  podemos proceder
así. Divida los miembros de la segunda ecuación en (8) por los correspondien-
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tes miembros de la primera ecuación para así eliminar B/“. Esto produce

1 e-2z
--__

1 + e-3  = “f d‘u2 (9)
--_
Yl  Yo

Por simple álgebra e-3 _ Yo(L)2  - 1’1)-
Y,(Yl - Yo)

(10)

Si ahora sustituimos en la primera de las ecuaciones en (8), encontramos

B Y:  - YOYZ-=
cl Yl(YOY1  - 2YoY2 + Yd’*)

(11)

Los valores (10) y (ll) se pueden usar para escribir la ecuación (6) en térmi-
nos de valores apropiados de yo,  y i y yz  . También es de interés notar que
el valor límite de y es

y d = límy  = Yl(YOY1  - 2Y0Y2  + YlY2)mx (12)
r+r Y:  - YOYZ

Ilustremos con algunos ejemplos cómo estos resultados se pueden aplicar.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Las alturas promedio de niños varones de varias edades se muestran en
la Tabla 3.3. Use estos datos para predecir la altura media de varones adul-
tos con pleno crecimiento.

Tabla 3.3 Altura media de
niños varones

de varias edades

E d a d Altura (pul) ~-

Nacimiento 19,4
1 año 31,3
2 años 34,5
3 años 37,2
4 años 40,3
5 años 43,9
6 años 48,l
7laños 52,5
8 años 56,8

Solución Para cubrir el conjunto completo de datos dado en la tabla, sea t =
0, 1, 2 las edades al nacimiento, 4 años y 8 años, respectivamente. Así tenemos

Yo = 19,4, Yl  =46,3, y2  = 56,8

Sustituyendo estos valores en la ecuación (12) se obtiene el valor de 66,9 pu1
o 5 pies con 7 pu1 como la altura media máxima requerida.
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E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

De acuerdo a la Oficina de censos, la población de los Estados IJnidos
en el, período 1900-1960 está dada en la Tabla 3.4. Usando estos datos, deter-
mine (a) la población máxima teórica de E.U., (b) la población esperada en
1990, y (c) la población de 1870.

T a b l a  3 . 4 Poblach  d e

los Estados Unidos

Aho
Población

(en millones)

1900 76,O
1910 92,0
1920 105,7
1930 122,8
1940 131,7
1950 151,l
1960 179,3

Solución Para cubrir el conjunto completo de datos dado en la tabla, haga-
mos que t =O, 1, 2 corresponda a los años 1900, 1930 y 1960 respectivamente.
Entonces tenemos

yo  = 7690, y 1 = 122,8, y2 = 179,3 (13)

(a) Sustituyendo estos valores en (12) produce ymi,=  346,3; esto es, la
población máxima de los Estados Unidos será cerca de 346 millones.

(b) Sustituyendo los valores (13) en (10) produce e-a = 0,5117.  Usando
esto y el resultado CU/@  = 346,3 de la parte (a),  encontramos de (6) que

3463
y = 1 + (3,557)(0,5117)’  O

346,3
y = 1  +  3,557e-0,hh7X’ (14)

Puesto que el año 1990 corresponde a t = 3, obtenemos al colocar este valor
t en (14) el resultado y = 234,5.  Así, la población esperada en 1990 es cerca
de 235 millones.

(c) El año 1870 corresponde a t = - 1. Colocando este valor t en (14) en-
contramos y = 43,6.  Es interesante que la población real de los Estados Uni-
dos, de acuerdo a la Oficina de censos, fue de 39,8  millones.

Los ejemplos anteriores swven  para mostrar que el modelo matemático
(4) y expresado por la ecuación (6) sí tiene mérito como una posible ley de
crecimiento biológico (o aún crecimiento en otros campos, tales como física,
química y economía). Como ya lo hemos subrayado, sin embargo, como cual-
quier ley destinada para la descripción matemática de la naturaleza (tales
como la ley de Newton, o la ley de Kirchhoff), debe estar de acuerdo con la
evidencia experimental o tendrá que modificarse. En este respecto es útil te-
ner algunos criterios con los cuales se puede esperar que la ecuación (6) con-
cuerde con la realidad. Uno de estos se obtiene al notar que el gráfico de (6)

. tiene el aspecto general que se muestra en la Figura 3.58. Este gráfico indica
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Y

0

Figura 3.58

que a medida que t crece de 0, y crece de yo  y se aproxima más y más a
ymáx.  La curva tiene una pendiente creciente de t = 0 a un tiempo correspon-
diente al punto P, y de ahí en adelante tiene pendiente decreciente. Así, P
es un punto de inflexión y se obtiene de acuerdo al método usual del cálculo
al hacer la segunda derivada d>y/dt”  = 0.

Esta curva en forma de S se llama con frecuencia la curva logistica  (de
la palabra griega logistikos, que significa racional) y es ampliamente usada
en las ciencias de la vida.

E J E R C I C I O S  A

1. Escriba la ecuación de la curva logística correspondiente a los datos de la Tabla 3.3.

2. Chequee la precisión de los resultados en (a) el Ejemplo ilustrativo 1 y (b)  el Ejem-
plo ilustrativo 2 comparando los datos calculados con los datos reales.

3.  La Tabla 3.5 muestra el crecimiento  de una colonia de bacterias sobre un período
de un número de días medido por su tamaño en centímetros cuadrados. (a) En-
cuentre una ecuación para el área y en términos del tiempo t. (b)  Usando la ecua-
ción hallada en (a), compare los valores calculados del área con los valores reales.
(c)  ¿Cuál  es el tamaño máximo teórico de la colonia? iEsperaría  us ted  que  ta l
máximo exista en la realidad? Explique.

Tabla 3.5 Crectmtento  de  una  colonla  de  bacterlas

Edad t (días) 0 1 2 4 5 6

Area y (cm1 1 1.w .3,4x Y,64 19,8 ‘>4,0 X3,8 37,4

4. La altura promedio de un cierto tipo de planta después de 16, 32 y 48 días está da-
do respectivamente, por  21,6, 43,8 y 54,2 cm. Asumiendo que el patrón de crecimien-
to sigue la curva logística, determine (a) la altura máxima teórica esperada, (b)  la
ecuación de la curva logística, y (c> las alturas teóricas después de 8, 24 y 60 días.
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E J E R C I C I O S  B

1. Derive los resultados (10) y (ll) en la página 150  y así obtenga (12).

2. Obtenga el resultado (7),  página  149, directamente de la ecuación diferencial (4),
página 149

3. Muestre que el punto de inflexión de la curva logística ocurre donde y =(u/~B y
que el correspondiente valor de t es

1
t,=;ln e-1

i 1

4. Muestre que la ecuación de la curva logística se puede escribir como

4P
y = 1 + e-“‘-‘“’

donde t,  es el tiempo correspondiente al punto de inflexión.

dv
5. Suponga que la “ecuación de crecimiento” en (4) está dada por - = zy - /?y”

dr

donde (Y,  p y n son constantes. Resuelva esto y verifique que la curva logística
se obtiene en el caso especial donde n = 2.

6. Muestre que el máximo valor de y en el Ejercicio 5 está dado por (r/D)!“‘-“‘.

7.  Muestre cómo modificar (4),  página 149, en el caso de representar el crecimiento de
la población de un país si la inmigración al país se presenta a una tasa constante.
Resuelva el problema de valor inicial resultante.

8.  Trabaje el Ejercicio 7 si hay inmigración y emigración.

E J E R C I C I O S  C

1. Suponga que la “ecuación de crecimiento” está dada por
dy
- = ry  - py2  t yy’
di

donde CY,  p y Y son constantes. (a) Resuelva esto y verifique que la curva lo-
gística se obtiene en el caso especial donde r=O.  (b) Determine si existe un va-
lor máximo de y. (c) iCree  usted que esta ecuación proporcionaría un modelo me-
jor para el crecimiento biológico que aquel de la página 149? Explique.

2. Muestre que si ~y/py - 1 se grafica  en una escala logarítmica contra t el gráfico
resultante de la. curva logística es una línea recta. Discuta cómo esta observación
puede ayudar a obtener valores de las constantes en la ecuación de la curva lo cual
podría dar mayor precisión. (Sugerencia: Use el Ejercicio 4B.)

3. Demuestre el uso del Ejercicio 2 al aplicarlo al (a) Ejemplo ilustrativo 1; (b) Ejem-
plo ilustrativo 2; (c) Ejercicio 3A.

1 3 . 2  U N  P R O B L E M A  E N  EPIDEMIOLOGIA

Un problema importante de biología y medicina trata de la ocurrencia,
propagación y control de una enfermedad contagiosa, esto es. una enferme-
dad que puede transmitirse de un individuo a otro. La ciencia que estudia
este problema se llama epidemiología, y si un porcentaje grande no común
de una población adquiere la enfermedad, decimos que hay una epidemia.

Los problemas que contemplan la propagación de una enfermedad pue-
den ser algo complicados. Por ejemplo, se sabe que algunos individuos pue-
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den  no adquirir realmente una enfermedad aún cuando estén en contacto
con personas enfermas por un período largo de tiempo. Se dice en tales  casos
que el individuo tiene una inmunidad a la enfermedad ya sea porque ha ad-
quirido la enfermedad antes desarrollando defensas contra la recurrencia o
porque tenga una resistencia inicial (inmunidad natural) para no adquirir
la enfermedad de ninguna manera. En algunos casos hay individuos que son
inmunes a la enfermedad pero aún son capaces de transmitirla a otros; en
tales  casos ellos se llaman “transmisores”. Un ejemplo bien conocido de esto
es el caso de la fiebre tifoidea.

Para presentar un modelo matemático sencillo para la propagación de
una enfermedad, asumamos que tenemos una población grande pero finita.
Para fijar ideas, supongamos que nos restringimos a los estudiantes de al-
gún colegio o universidad grande quienes permanecen en los predios univer-
sitarios por un período relativamente largo y que no tienen acceso a otras
comunidades. Supondremos que hay sólo dos tipos de estudiantes, unos que
tienen la enfermedad contagiosa, llamados infectados, y otros que no tienen
la enfermedad, esto es, no infectados, pero que son capaces de adquirirla ai
primer contacto con un estudiante infectado. Deseamos obtener una fórmula
para el número de estudiantes infectados en cualquier tiempo, dado que ini-
cialmente hay un número especificado de estudiantes infectados.

Formulación matemática. Supóngase que en cualquier tiempo t hay
N, estudiantes infectados y N, estudiantes no infectados. Entonces si
N es el número total de estudiantes, asumido constante, tenemos

.2; = .l\;¡  + jY[, (16)

La tasa de cambio en el número de estudiantes infectados está dada enton-
ces por la derivada dN,/dt,  donde al escribir tal derivada debemos suponer
ideas similares a aquellas consideradas en el problema de la radioactividad
en la página 108. Esta derivada debería depender de alguna man.era  de N,
y así de N, en virtud de (16). Asumiendo que dN,/dt,  como una aproxima-
ción, es una función cuadrática de N, tenemos

(17)

donde a,, a , , a, son constantes. Ahora esperaríamos que la tasa de cam-
bio de N,,  esto es, dNJdt  sea cero donde N,  = 0, esto es, no hay estudian-
tes infectados, y donde N,  = N, esto es, todos los estudiantes estén infecta-
dos. Entonces de (17) tenemos

a ,,=o  y a,.‘l’  +-  a,.V’ = 0 0 a, = -2

d.\
así que (17) se convierte en -2 = CI, .Y, ~~ - o d!y,  ~ ala,.Vf

ill !l dr
:\: .Y,(N  ~ ,V,)

d.1
esto es, 2 = k.Z ,(.\. ~ .2’,)

dr
(18)

donde k = a, /N  es una constante. Si suponemos que, inicialmente, t = 0,
hay N,,  estudiantes infectados, entonces

.V,  = <Yo  en I = 0 (19)
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Así, nuestra formulación matemática corresponde a un problema de valor
inicial dado por (18) y (19).

Solución La ecuación diferencial (18) es separable de fácil solución. De he-
cho podemos notar que la ecuación (18) y la condición inicial (19) son idr$n-
ticas a la “ecwkión  de crecimiento” y su condición inicial dada en (4), pá-_
gina 149, donde

x = kN. /3 = k, Yo = N,, (20)

(21)

Interpretación. El gráfico de (21) es la CWUQ  logística, esto es, la cur-
va en forma de S ya descrita en la página 152. Se desprende que los resulta-
dos ya obtenidos en la discusión y ejercicios relacionados con la “ecuación
de crecimiento” se aplican también a la “ecuación de enfermedad” (18) o (21).
En particular, vemos de la forma de la curva logística que inicialmente hay
un incremento gradual en el número de estudiantes infectados, seguido de un
incremento más o menos pronunciado en el número cerca al punto de inflexión,
y finalmente una disminución gradual. El caso límite ocurre cuando todos los
estudiantes llegan a estar infectados, como se ve al notar de (21) que N,-N
a medida que t- w . Desde el punto de vista práctico, esto afortunadamen-
te no ocurre en la realidad puesto que una vez se descubran estudiantes in-
fectados éstos son aislados y puestos en cuarentena para prevenir el contacto
con los otros. El problema de epidemias donde se considera la cuarentena es
más complicado y se discute en el Capítulo diez.

En los casos donde se involucran grandes poblaciones, tales  como una
ciudad o un país, es fácil ver por qué el desastre puede prevalecer aún con
intentos de cuarentena. Tal fue el caso por ejemplo en la enfermedad frecuen-
temente llamada la “plaga negra”, la cual devastó mucho de Europa por va-
rios años en la mitad del siglo XIV.

E J E R C I C I O S  A

1. Suponga que en tiempo t los porcentajes de estudiantes infectados y no infectados
s o n  1oOp, Y  lW,, respectivamente, mientras que el porcentaje inicial de estu-
diantes infectados es lOOpO.  Muestre que

PO
P,  = -

p,,  + (1 - p,,F

2. Si el 6% de los estudiantes de una universidad tienen una enfermedad contagiosa
y 1 semana más tarde un total de 15?¿  han adquirido la enfermedad, ¿qué  porcen-
tajes la habrán adquirido 2, 3, 4 y 5 semanas más tarde asumiendo que no hay cua-
rentena?  Grafique los resultados.

3. Muestre que la curva logística (21) tiene un punto de inflexión en el punto donde
la mitad de los estudiantes están infectados.

4.  Se puede trabajar el Ejercicio 2 Si  se hace el supuesto de que la tasa a la cual los
estudiantes se infectan es proporcional al número de infectados? Justifique su
respuesta.

5. Muestre que el modelo matemático para la enfermedad contagiosa usado en la pá-
gina 154 es el mismo a aquel en el cual se asume que la tasa a la cual los estudian-
tes se infectan es proporcional al producto de los números que están y no estáh  in-
fectados. iPuede  usted justificar este razonamiento?
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EJERCICIOS 6

1. Un animal de laboratorio infectado se introduce en una población de 24 animales
no infectados. Despuks  de 3 días otro animal resulta infectado. ¿En  cuántos días
más se puede esperar que todos los animales estén infectados excepto uno? ¿Qué
supuestos hace usted?

2. iEs  posible determinar el menor número de días en el cual podamos esperar que to-
dos los animales del Ejercicio 1 estén infectados? Explique.

3. Suponga que los porcentajes acumulados de animales infectados en alguna pobla-
ción en los extremos de tres intervalos iguales de tiempo son lOOp,, lOOp,  y lOOp,  ,
respectivamente, donde 0 <pe <p,  <ps < 1. (a) Muestre que

1 - 2P, 1  - (Po + P2)
->=

Pi POP2  *

(b) Use esto para mostrar que p, = 4 si y sólo si pO  +p2  = 1, y explique el significa-
do. (c) Muestre que si p;”  = pop2 entonces debemos tener p.  = p, = pz  y dé una
interpretación de estos resultados.

4. Suponga que el percentaje  de animales infectados en algún tiempo es lOOp,,  mien-
tras que en tiempos t,  y t,  posteriores los porcentajes son lOOp,  y lOOp,  res-
pectivamente. Muestre que

EJERCICIOS C

1. En una cierta comunidad el número de individuos está creciendo a una tasa cons-
tante r.  Suponga que en tiempo t = 0 hay un número N,,  de individuos infectados
y que la población en este tiempo es N. Usando un modelo matemático análogo al
dado en el texto, muestre que un problema de valor inicial para el número de indivi-
duos infectados Ni  en la comunidad en cualquier tiempo t > 0 está dado por

dN.
- - k(N  + rr)N;  = - kN!,

dr
Mi(O)  = N,  donde k es una constante

2. Al resolver el problema de valor inicia1 en el Ejercicio 1, muestre que

(Sugerencia: La ecuación diferencial es una ecuación de Bernoulli como se discu-
tió en los Ejercicios l-í’B  de la página 55.)

13.3 ABSORCION  DlE  DROGAS EN ORGANOS 0 CELULAS

Para propósitos de análisis matemático en biología, a menudo es conve-
niente considerar un omrganismo  (tal como un humano, animal, o planta) como
una colección de componentes individuales llamados compartimentos. Un
compartimento puede ser un órgano (tal como el estómago, páncreas o hígado)
o un grupo de células las cuales actúan como una unidad. Un problema im-
portante consiste en determinar la absorción de químicos, tales  como drogas,
por células u órganos. Esto tiene aplicación práctica en el campo de la medi-
cina, puesto que puede suceder que ciertas drogas fatales puedan acumular-
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se en un órgano o un grupo de células llevando finalmente a su destrucción.
El tipo más simple de problema trata solamente con un compartimento. Sin
embargo, puede ser importante para algunos propósitos tratar con sistemas
que involucran dos o más compartimentos los cuales interactúan entre sí.
Como se podría esperar, la dificultad del análisis matemático tiende a crecer
con el número de compartimentos. Los ejemplos siguientes servirán para
ilustrar las clases de problemas que pueden surgir.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  3

Un líquido transporta una droga dentro de un órgano de volumen Vcm3
a una tasa de a cm,<  /seg  y sale a una tasa de b cms  /seg.  La concentración
de la droga en el líquido que entra es c g/cm”  . (a) Escriba una ecuación
diferencial para la concentración de la droga en el órgano en cualquier tiem-
po junto con las condiciones apropiadas, y (b) resuelva la ecuación.
Solución (a)  La situación está descrita esquemáticamente por la Figura
3.59 la cual muestra un compartimento simple de volumen V junto con la en-
trada y salida. Si n representa la concentración de la droga en el órgano (esto
es, el número de gramos de la droga por cm”  ), la cantidad de droga en el ór-
gano en cualquier tiempo t está dada por

(V cm”)(x  g/cmJ)  = xc’ g

El número de g/seg  que entran al órgano en tiempo t está dado por

(a cm”/seg)(c  g/cm’)  = ar g/seg

El número de g/Seg  que salen del órgano está dado por

(22)

(23)

(b cm”/seg)(x  g/crn’)  = bx g/seg (24)

Ahora la tasa de cambio de la cantidad de droga en el órgano es igual a la ta-
sa a la cual entra la droga menos la tasa a la cual sale. Así, de (22), (23) y (24)

;,.xV>  =  ac  - b x

Si asumimos que la concentración de la droga en el órgano en t = 0 es x0,
entonces

x = xg en I = 0 (26)
-

cm3
OseS
7 V o l u m e n  V  -

I-J-
Figura 3.59

p3
seg

I
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( b )  S i  a s u m i m o s  q u e  a ,  b ,  c  y  V s o n  c o n s t a n t e s ,  l o  c u a l  n o  s e  r e q u i e r e  d e
acuerdo a la formulación en la parte (a), la ecuación (25) se puede escribir

(27)

R e s o l v i e n d o  ( 2 7 )  p o r  s e p a r a c i ó n  d e  v a r i a b l e s  u s a n d o  l a  c o n d i c i ó n  ( 2 6 )  d a

(28)

Dos casos son de interés.

Caso 1. a = b. En este caso la tasa a la cua
la tasa a la cual sale y (28) se convierte en

x =  c +  (.\.,,  - c)Fh””

.l  e n t r a  l a  d r o g a  e s  i g u a l  a

(29)

Caso 2 .  a  =  b  y  x,, =  0 .  E n  e s t e  c a s o  l a s  t a s a s  d e  e n t r a d a  y  d e  s a l i d a
s o n  i g u a l e s  y  l a  c o n c e n t r a c i ó n  i n i c i a l  d e  d r o g a  e n  e l  ó r g a n o  e s  0 .  E n t o n c e s
t e n e m o s

.y  = C(] - (,-‘w) (30)

E J E R C I C I O S  A

1. Un líquido transporta una droga dentro de un órgano de 500 cm” de volumen a
una tasa de 10 crnd  ,/‘seg  y’  sale a la misma tasa. La concentración de la droga en
el líquido es de 0,08 g/cmd  Asumiendo que inicialmente la droga no está presen-
te en el órgano, encuentre (a) la concentración de la droga en el órgano después
de 30seg  y 120seg,  respectivamente; (b) la concentración de estado estacionario.

2.  iCuánto  tiempo demoraría para que la concentración de la droga en el Cirgano del
E j e r c i c i o  1  a l c a n c e  (a)  0,04 gkrn.j  ; (b) 0,06 g,/crn~j  ?

3. Trabaje el Ejercicio 1 si la concentración inicial de la droga en el órgano es 0,20
g cm”

4. Obtenga el gráfico de (29) para los casos (a) xi) = 0, (b) x0 =  c ,  (c>  x0 > c ,  (d)
x,,  < c, e interprete.

E J E R C I C I O S  B

1. Suponga que la concentración máxima de una droga presente en un órgano dado

de volumen constante V debe ser c,,,~,.  Asumiendo que el órgano inicialmente no
contiene la droga, que el líquido que transporta la droga en el órgano tiene una con-
centración c > cmaxr y que las tasas de entrada y de salida son ambas iguales a b,
muestre que no se debe permitir entrar el líquido  por un tiempo mayor que

-; 111  (
T&)

2. Trabaje el Ejercicio 1 si la concentración inicial de la droga en el órgano es x0.

3. Suponga que en el problema del texto la tasa a a la cual el líquido con concentra-
ción de droga constante c entra al órgano es mayor que la tasa h a la cual sale. Co-
mo consecuencia, suponga que el volumen del órgano se expande a una tasa cons-
tante r de modo que V- V,,  + rt. Si la concentración inicial de la droga en el órgano
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es

4.

1.

2.

I

x0, muestre que la concentración en cualquier tiempo t > 0 es

Muestre que si r-0 el resultado del Ejercicio 3 se reduce a (28), en página 158.

EJERCiCIOS  C

Suponga que en el problema del texto el volumen del órgano varía con el tiempo de
acuerdo a V= V, + r sen wt,  donde Vo, r y w son constantes. Muestre que la
concentración de la droga en el órgano está dada por el problema de valor inicial

$+
i

1) + I‘“, cos  WI .

J

oa
.Y  =

, C;,  + r sen wf C;,  + rsenc/jl  ’
x(0) = 0

donde se asume que la droga inicialmente no está presente en el órgano.

Muestre que la solución al Ejercicio 1 está dada por

? A p l i c a c i o n e s  a  l a  e c o n o m í a

En años recientes ha habido un interés creciente por la aplicación de las
matemáticas a la economía. Sin embargo, puesto que la economía involucra
muchos factores impredecibles, tales  como decisiones sicológicas o -políticas,
la formulación matemática de sus problemas es difícil. Se debería hacer én-
fasis que, como en los problemas de ciencia e ingeniería, cualquier resultado
obtenido teóricamente debe finalmente ser probado a la luz de la realidad.

14.1 OFERTA Y DEMANDA

Suponga que tenemos un bien tal como trigo o petróleo. Sea p el precio
de este bien por alguna unidad especificada (por ejemplo bushel de trigo o
barril de petróleo) en cualquier tiempo t. Entonces podemos pensar que p es
una función de t así que p(t) es el precio en tiempo t .

El número de unidades del bien que desean los consumidores por unidad
de tiempo en cualquier tiempo t se llama la demanda y se denota por D (t 1,  o
brevemente D. Esta demanda puede depender no sólo de! precio p en cual-
quier tiempo t, esto es, p(t), sino también de la dirección en la cual los con-
sumidores creen que tomarán los precios, esto es, la tasa de cambio del pre-
cio o derivada p’(t). Por ejemplo, si los precios están altos en tiempo t pero
los consumidores creen que pueden subir, la demanda tiende a incrementar.
En símbolos esta dependencia de D en p (t ) y p’( t ) puede escribirse

D = f(p(t),  P’(I))

Llamamos f la función de demanda.
(1)
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Similarmente, el número de unidades del bien que los productores tie-
nen disponible por unidad de tiempo en cualquier tiempo t se llama la oferta
y se denota por S(t), o brevemente S. Como en el caso de la demanda, S tam-
bién depende de p(t) y p’(t ). Por ejemplo, si los precios están altos en tiempo
tpero  los productores creen que éstos pueden subir más, la oferta disponible
tiende a incrementar anticipándose a los precios mas altos. En símbolos es-
ta dependencia de S en p (t ) y p’(t) puede escribirse

s = (/(P(f),/“(r)) (2
Llamamos g la función oferta.

Al hacer las observaciones anteriores implícitamente hemos asumido lo
siguiente.

(a) Una economía competitiva o libre. El sitio de mercado es aquel en
el cual los consumidores y productores compiten para determinar los precios.
Debido a esto, los productores se preocupan de hasta dónde deben subir los
precios, puesto que los consumidores pueden negociar con otros que ofrezcan
precios más bajos o pueden reducir su demanda.

(b) No hay demora en el suministro. La ecuación (2) asume que los pro-
ductores usan la tasa de cambio de precio en tiempo t, esto es, p’(t),  para de-
cidir sobre la oferta que esté disponible. Esto es una aproximación a la reali-
dad, puesto que en la práctica hay una demora T entre el tiempo de producción
real y el mercadeo al consumidor. En tal caso, (2) se remplazaría por

s = (/(/‘fo  - 5).  I>‘(t  - 5)) (3)
(c) No se considera los precios de otros bienes o el ingreso. Los precios

de otros bienes en el mercado además de aquel bajo consideración o el ingre-
so promedio de los consumidores en varios tiempos pueden afectar la oferta
o la demanda. En el modelo económico anterior esto no se tiene en cuenta.

(d) Los precios, demanda, y oferta son continuos. En la práctica, no po-
demos subdividir indefinidamente los precios o los números de un bien. Por
ejemplo, no tiene sentido hablar del número de bananos entre 240 y 241, o
que el precio de un bien asumirá todos los valores entre dos valores dados.
A pesar de esto, adoptamos el supuesto de que tales  variables discretas se
pueden aproximar con un buen grado de precisión por variables continuas
de la misma manera como se indicó en el problema de la radioactividad de la
página 108.

Ahora si la oferta S excede a la demanda D, hay una tendencia para que
los precios se ajusten a sí mismos en el sitio de mercado hasta que la oferta
se reduzca para igualar la demanda, esto es, hasta que S = D. Esto es espe-
cialmehte cierto, por ejemplo, cuando existe la posibilidad que un bien se
deteriore, como los bananos. Similarmente, si la demanda D excede la oferta
S, los precios tenderán a ajustarse hasta que la oferta iguale a la demanda,
esto es, S = D. Esto nos lleva a adoptar el siguiente

Principio económico de la oferta y la demanda. El precio de
un bien en cualquier tiempo t, esto es, p(t), está determinado por la
condición de que la demanda en t sea igual a la oferta en t, o usan-
do (1) Y (2)

f(p(rl. p’(r)  1 = g(p(r).  p’(r)  1 (4)
La ecuación (4) es una ecuación diferencial de primer orden para determinar
p(t) si se conocen las formas de las funciones f y g. Si se usa (3) en vez  del
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lado derecho de (4), la ecuación resultante se llama una ecuación diferencial
de diferencia de primer orden.

Naturalmente surge ahora la pregunta sobre qué formas deberían tomar
f y c! en (4). Las más simples son funciones lineales en p(t) y p’(t), esto es,

D = ,f’(p(t),  p’(t))  = u,p(t)  + LIZP’(f) + Q3,

s = g(p(t),  p’(t))  = h,p(O  + h,p’(t)  + h3 1
(5)

donde los a’s y b ‘s son constantes. En tal caso (4) se convierte en

O,P(f)  + u,p’tr)  + 03 =  h,p(r)  + b,p’(G  +  h.3 (6)

0 (Q2  - b,)p’(r)  + (íl, - b,)p(t)  = b3 - a3 (7)

A s u m a m o s  q u e  a, fb,, a2  #b,,  a3 fb,. E n t o n c e s  p o d e m o s  e s c r i b i r
(7) como P(r) = b3 - u3

ít2 - b,
(8)

Resolviendo esta ecuación lineal de primer orden sujeta a p = p0  en t = 0 da

h, - LI3 e-‘a~  -bz)ti(a2rbz)
01 - h

(9)

CUSO 1, p. = (b3  -aB)/(aI  -b,). En este caso vemos de (9) que
p(t) =po  y que los precios permanecen constantes en todo tiempo.

Cuso 2, (aI  -b 1)/(a2  -b,) > 0. En este caso vemos de (9) que el
precio p(t) tiende a (b3  - a3 )/(a r - b, ) como el límite cuando t crece, asu-
miendo por supuesto que este límite es positivo. En este caso tenemos esta-

bilidad de precio, y el límite (b3  - a3)/(a r - b r) se llama el precio de equi-
librio.

Cuso 3, (a 1  - b 1  )/(a2  - b, ) < 0. En este caso vemos de (9) que el precio
p(t) crece indefinidamente a medida que t crece, asumiendo que p. >
(b3  -a3)/(a,  -b,),  esto es, tenemos inflación continuada o inestabili-
dad de precio. Este proceso puede continuar hasta que los factores econó-
micos cambien, lo cual puede resultar en un cambio en la ecuación (7).

Es posible por ,supuesto  que de vez en cuando las constantes en (5) cam-
bien de tal manera que sobre un intervalo de tiempo tengamos un conjunto
de constantes, sobre otro intervalo un conjunto diferente, etc. Más general,
los as y b ‘s podrían ser en sí mismos funciones de t . Consideremos estos y
otros casos interesantes en los ejercicios.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

La demanda y oferta de un cierto bien están dadas en miles de unida-
des por D = 48- @p(t) + 3p’(t),  S = 30+p(t)  + 4p’(t),  respectivamente. Si en
t = 0 el precio del bien es 10 unidades, encuentre (a) el precio en cualquier
tiempo t > 0 y (b) si hay estabilidad o inestabilidad de precio.

Solución El precio p(t) está determinado al igualar la oferta y la demanda,
esto es,

48 - 2p(f) + 3$(r)  = 30 + p(r)  + 4$(t)  o p’(r) + 3p(t)  = 18 (10)
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p(t)

-~~

Figura 3.60

-. t

Resolviendo la ecuación de primer orden lineal sujeta a p = 10 en t = 0 da

p(t)  = 6 + 4~~’ (ll)

(b) De (ll) vemos que, si t-, CO  , p-6. Por tanto tenemos estabilidad de
precio, y el precio de equilibrio es 6 unidades.

El gráfico de precio contra el tiempo se muestra en la Figura 3.60.

14.2 INVENTARIOS

El análisis anterior examinó la situación donde la oferta y la demanda
son ya iguales para determinar un precio. Sin embargo, éste no examinó la
situación dinámica donde la oferta y la demanda no son iguales pero la ofer-
ta cambia con el tiempo para satisfacer la démanda. Si, por ejemplo, la oferta
es mayor que la demanda, entonces los productores tienen una cierta canti-
dad de bien en su posesión, la cual se llama su inuentario del bien, el cual
esperan vender. Por otro lado, si la demanda es mayor que la oferta, enton-
ces los productores deben adquirir inventario. Nuestro problema es formu-
lar matemáticamente cómo el inventario cambia con el tiempo como un re-
sultado de la oferta y la demanda.

Formulación matemática. Para conseguir esto, sea q(t) la canti-
dad o número de unidades de un bien C disponible en tiempo t. Entonces
q(t + +t) = q(t) + Aq es la cantidad disponible en tiempo t + At. Así, tene-
mos

cantidad acumulada en intervalo t a t +.  A t = aq = q (t + A t) - q(t) (12)
Ahóra de las definiciones en páginas 159-160, tenemos

S = número de unidades de C ofrecidas por unidad de tiempo por los
próductores  en tiempo t.

D = número de unidades de C demandadas por unidad de tiempo por
10s  consumidores en tiempo t.
Entonces el número de unidades ofrecidas por los productores y demanda-
das por 10s  consumidores entre t y t + At  están dados aproximadamente por
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SAt  y D 1 t respectivamente, donde los resultados son precisos excepto
por términos que involucran (At)’ y mayores.
Así, cantidad acumulada en intervalo t a t + At

= SAr  - DAr + términos con (At)’ o mayores (13)

De (12) y (13) Aq= S At -Dat $-términos con (At)2 o mayores (14)

Así, A4- = S - D + términos con (At)a  0 mayores
At (15)

Tomando el límite cuando At-O, 4-=S-D
dt (16)

En el caso especial donde q es constante, tenemos S = D.
La ecuación (16) forma la base para análisis posteriores sobre precios.

Como una ilustración, supongamos que un productor desea proteger sus uti-
lidrdes al requerir que la tasa a la cual incrementará el precio sea proporcio-
nal a la tasa a la cual declina el inventario. En este caso

dp 4
Ti= -Yz- (17)

donde (Y  > 0 es la constante de proporcionalidad que se asume conocida, de
modo que usando (16)

dp-1
d t

-x(S  - D )

Puesto que S y D se pueden expresar en términos de p, la ecuación (18) es
una ecuación diferencial para p. Considere el siguiente

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

Suponga que la oferta y la demanda están dadas en términos de precios
p por S = 60 + 2p,  D = 120 - 3p,  respectivamente, la constante de proporcio-
nalidad en (17) es CY = 4. (a) Escriba la ecuación diferencial para p, y (b) de-
termine el precio en cualquier tiempo t > 0 asumiendo que p = 8 en t = 0.

Solución (a) De (18) la ecuación diferencial requerida para p es

4’-=
dt

-4(60 + 2p - 1 3 0  +  3~) o d$ + 3op  = 240 ’

(b) Resolviendo (19) como una ecuación diferencial lineal de primer or-
den (o una con variables separables) se obtiene

p = 12 + <.e-20’

IJsandop=8  en t=O  da c= -4, y así

p = 12 - 4em20’ (20)

El gráfico de (20) está dado en la Figura 3.61. Note que el precio se incremen-
ta de 8 al precio de equilibrio 12. Este precio de equilibrio también se obtiene
al igualar la oferta y la demanda, esto es 60 + 2p = 120 - 3p o p = 12.
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1.

2.

3.

4.

5.

1.

Figura 3.61

EJERCICIOS A

La oferta y la demanda de un cierto bien están dadas en miles de unidades, respec-
tivamente,porD=120+p(t)-5pf(t),S=60-2p(t)-3p’(t).Ent=Oelpreciodel
bien es 5 unidades. (a) Encontrar el precio en cualquier tiempo posterior y obten-
ga su gráfico. (b) Determine si hay estabilidad de precio y el precio de equilibrio
si existe.

La oferta y la demanda de un bien están dadas en miles de unidades, respec-
tivamentepor D=40+3p(t)+p’(t),  S= 160-C@(t)-3p’(t).  En t=O el preciodel
bien es 20 unidades. (a) Encuentre el precio en cualquier tiempo posterior y obten-
ga su gráfico. (b) Determine si hay estabilidad de precio y el precio de equilibrio
si existe.

Trabaje el Ejercicio 2 si D = 40+p’(t),  S = 16C- 3p’(t).

Para proteger sus ganancias, un productor decide que la tasa a la cual incremen-
tará los precios debería ser numéricamente igual a tres veces la tasa a la cual de-
crece su inventario. Asumiendo que la oferta y la demanda están dadas en térmi-
nos del precio p por S = 80 + 3p,  D = 150 - 2p y que p = 20 en t = 0, encuentre el
precio en cualquier tiempo.

Determine el inventario del productor en el Ejercicio 4 en cualquier tiempo t si tie-
ne 2.800 unidades del bien en t = 0.

EJERCICIOS B

La ofèrta  y la demanda de un bien es& dadas en miles de unidades por S=
24(2--~~“)  + l@(t)  + lOp’(t),  iI = 240-8p(t)  - 2p’(t),  respectivamente. En t = 0
el precio del bien es 12 unidades. (a) Encuentre el precio en cualquier tiempo
posterior y obtenga su gráfico. (b) Determine si hay estabilidad de precio y el pre-. ._..  _
cio de equilibrio si existe alguno.

2. Suponga que el productor del Ejercicio 1 decide que para proteger sus utilidades
la tasa a la cual incrementari precios debería ser numéricamente igual a un cuar-
to de la tasa a la cual su inventario decrece. Encuentre el precio en cualquier tiem-
po si el precio en t = 0 es 12 unidades.

3. Si la oferta y la demanda de un bien están dadas por (5) en la página 161, discuta
l o s  c a s o s  (al  a,=b,,  ( b )  aI =b,,  a2 zb,, ( c )  a3 =b,,  a,#b,.
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EJERCICIOS C

1. Resuelva completamente el caso donde la oferta y la demanda están dadas Pr S=
k, + k,p,  D = k, +k,p?  y donde dp/dt  = - cudq/dt.  Se asume que k I, kz,
k,,  k, y <y son constantes. Discuta las igplicaciones económicas al tratar t&
das las situaciones que surjan.

2. La demanda y la oferta de un bien están dadas en miles de unidades respectiva-
menteporD=8O-4p(t)sen4t+5p’(t)cos4t,S=120+8p(t)sen4t+Q’(t)cos4t.
En t = 0 el precio del bien es 25 unidades. Encuentre el precio en cualquier tiem-
po y discuta las implicaciones económicas.
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L a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  l i n e a l  g e n e r a l  d e  o r d e n  n

En el Capítulo dos se encontró que la ecuación diferencial de primer orden

donde  P y Q son funciones de x podía  resolverse  exactamente por  e l  uso
de un factor integrante. En este capítulo nos concentraremos en ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior al primero. Recordemos la siguiente

Definición. Una ecuación diferencial lineal de orden n tiene la forma

+ ((z(X)

(/” 2

& + +  a,,-.,(x) $ +  a,,(x)y  =  F(x) (2)

donde  a,(x), a,  (x),  ,  a , (x) ,  con f recuencia  abreviados por  a,,  aI,.  ,  a,
y F(x) dependen solo de x y no de y.*

Sì n = 1, las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes. Si n = 2, entonces (2) se
convierte en

(3)

la cual es una ecuación diferencial lineal de segundo orden. Si todos los coe-
f i c i e n t e s  u,, a f’, ,  u, en (2)  son constantes ,  est,o es ,  no dependen de  x ,
la ecuación se llama ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes.
Sin embargo, si no todos los coeficientes son constantes, la ecuación se llama
ecuación diferencial lineal con coeficientes variables

Ejemplo 1. Las ecuaciones

(124
~ - 3 2 + 2)) = 4 sen 3s
(1X2

and 3~“’  + 2~” - 4y’  +  8y =  3C” +  5x2

son ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de orden 2
Y 3.

Ejemplo  2.  Las  ecuaciones  xy ”
d”y

-2y’+xyy=x3  - 2  y  -+xy=O  s o n
(1X3

ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables de órdenes 2 y 4.

Observación. Ya hemos visto en el Capítulo dos que la ecuación dife-
rencial lineal (l), o su equivalente (2) con n = 1, siempre se puede resolver
exactamente por el uso de un factor integrante apropiado. Así, la solución de
(1) está dada pot

Y = e - r ’ “-’ ?
Q& P d-y  <ls + de - i P d-x

(4)

*Una ecuación diferencial de orden n que no puede escribirse en esta forma se llama  no-
lineal.

.
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y decimos que esta solución es exacta aún cuando no seamos capaces de ex-
presar las integrales indicadas en forma cerrada. La pregunta que natural-
mente surge es si (2) puede resolverse exactamente, esto es, en términos de
integrales tales  como en (4), para el caso donde n 2 2. La respuesta es que
no se ha encontrado un resultado tal como (4) para la ecuación (2) si n 2 2.
Sin embargo, (2) con n 2 2 se puede resolver exactamente en varios casos es-
peciales, los cuales se examinarán en este y en próximos capítulos. Una clase
de ecuaciones diferenciales lineales que siempre pueden resolverse y que tam-
bién surgen frecuentemente en aplicaciones es aquella con coeficientes cons-
tantes. Una gran parte de este capítulo se dedicará a este caso.

Al discutir la ecuación (2) es conveniente usar los símbolos D, Dz , 03,
para indicar las operaciones, de tomar la primera, segunda, tercera,

derivadas de aquello que les sigue. Así, Dy es lo mismo que dy/dx,  D”y es
l o  m i s m o  q u e  d2 y/dx”,  L o s  s í m b o l o s  D ,  02,.  s e  l l a m a n  operadores
debido a que ellos definen una operación a ser desarrollada. En forma similar
xD2 es un operador para denotar la operación de tomar la segunda derivada
y luego multiplicar por x.

Con esta simbología (2) puede escribirse

a,D"y + u,D"-'y + u,D"-~ 2‘  +  ... + a,-,Dq’  +  a,,.v =  F (5)

0 (a,D" + ulDnpl + u2DnP2  + . + a,- ,D + a,,)~  = F (6)

en la cual se entiende que cada término en los paréntesis esta operando sobre
y y los resultados se suman. Si escribimos por brevedad

4(D) = a,D” + u,D”-’  + u2Dn-' + . + an_ ,D + u, (7)

la ecuación (6) puede escribirse convenientemente como +(D)y = F.

Ejemplo 3. La ecuación diferencial 4(D)y  = F, donde F = 3~2  +ex, y G(D)  E
03 + 502  + 6D - 8 realmente es una manera abreviada de escribir

Ejemplo 4. La ecuación diferencial @(D)y  = F, donde F= 4 sen 2x y 6(D)  E
xD* - 20 + 3x* es una manera abreviada de escribir

t12\. íi 1’
.y j$ - 2 $ + 3s’~ = 4sen2.x

Al considerar lo que representan los símbolos, deberá ser claro al estu-
diante que

D"(u + r) = D"u + DY, D"(m) = uD"u (8)

donde u y u son funciones diferenciables, a es cualquier constante, y n es
cualquier entero positivo. Cualquier operador tal como Dn  que tiene las pro-
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piedades mostradas en (8) se llama un operador lineal.* Es fácil mostrar que
4(D) dado por (7) es un operador lineal, esto es,

&D)(u + L.)  = qb(D)u  + 4<D)u, &DNau)  = u&D)u (9)
Los resultados se obtienen directamente al interpretar ambos lados y mostrar
que son igua1es.t

Consideremos la ecuación lineal general de orden n dada en (2). Estamos
particularmente interesados en saber cómo podemos obtener su solución ge-
neral. Para hacer esto asociamos con la ecuación general

qb(D)y  = F(.Y) (10)
otra ecuación 4<D,.v  =  0 (11)

obtenida  al remplazar F(x)  por cero. Por supuesto que, si F(x)  ya es cero, en-
tonces (10) y (ll) son realmente las mismas. Asumimos F(x)  # 0.

Terminología Nos referimos a la ecuación (10) con F(x)  no idéntico a
cero como la ecuación dada, o la ecuación con miembro no cero al lado dere-
cho, y nos referiremos a la ecuación asociada (ll) como la ecuación comple-
mentaria, la ecuación reducida, o la ecuación con miembro cero al lado de-
recho.1

Teorema fundamental 1. Si y = u(x)  es cualquier solución de la ecuación
dada (lo),  y y = u(x)  es cualquier solución de la ecuación complementaria
(ll), entonces y = u(x)  + u (x) es una solución de (10).

Demostración. Puesto que u es una solución de (lo),  tenemos

@(D)u =  F ( x ) (12)

Puesto que u  es una solución de (ll), ~(D)v  = 0 (13)
Sumando (12) y (13), $J(D)(u  + U) = F(x)  10 cual es otra manera de decir que
y=u+  v es una solución

En el Capítulo uno definimos la solución general de una ecuación dife-
rencial de orden n como una solución que contiene n constantes arbitrarias.
Del Teorema fundamental 1 anterior sigue que y = u(x)  + u (x) será la solu-
ción general si u(x)  no tiene constantes arbitrarias y u(x) tiene n constantes
arbitrarias. Si u(x)  tiene n constantes arbitrarias, entonces es la solución ge-
neral a la ecuación complementaria (ll). Si u(x)  no tiene constantes arbitra-
rias es una solución particular a la ecuación dada (10).

‘Es posible extender estas ideas a los casos donde n es un entero negativo o una fracción.
Por ejemplo, podemos definir un operador de “media derivada” Di/2  3  dl/J  /ck1/2  como aquel
que, cuando opere dos veces sobre una función, produzca la primera derivada de la función. Pa-
ra  una interesante discusión de tales  operadores  vea [ 211. También vea Ejercicios 10 y llC,
página 290.

+Debido  a  que 4(D) es un operador lineal el símbolo L a lgunas  veces  se  usa  en lugar  de
4(D).  No usaremos esto sin embargo porque L se usa en muchos otros tópicos, por ejemplo, in.
ductancia, longitud, etc.

t En muchos textos se usa el término homogéneo. Sin embargo, esta palabra se usa también
en muchos, diferentes y no relacionados tópicos en matemáticas. En este texto le damos a esta
palabra un descanso.
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Terminología Llamaremos a la solución general de la ecuación comple-
mentaria o reducida (ll) la solución complementaria* y algunas veces se de-
notará por y,. Llamaremos a una solución ,seleccionada  de la ecuación dada
(sin constante arbitraria) como una solución particular? de la ecuación da-
da y algunas veces se denotará por yp. Las observaciones anteriores son de
tal importancia para lo que se discutirá  en este capítulo que las resumimos
en el siguiente

Teorema fundamental II. La solución general 4(D)y  = F(x)  se puede
obtener al encontrar una solución particular yp  de esta ecuación y añadirle
la solución complementaria y,, la cual es la solución general de 4 (D)y = 0.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Encontrar la solución general de d2Ydx2 - 52 + 6y = 3x.

Solución En notación de operadores esto se puede escribir

(0’ - 5D +  6)y  =  3.~ (14)

La ecuación complementaria o reducida es
. (D2 - 5D + 6)y  =  0 (15)

Se puede verificar que y, = cle3x  + c,e Zr es la solución complemen-
taria de (14) puesto que tiene dos constantes arbitrarias y por tanto la solu-
ción general de (15). +

También se puede verificar que yp = 3x +& satisface (14) y por tanto es
una solución particular.

Del Teorema fundamental II vemos que la solución requerida es
y = y,  + y, = c,e3x + c2e2*-  + fx + j$

La ecuación diferencial del Ejemplo ilustrativo 1 es una ecuaciórl’  dife-
rencial lineal con coeficientes constantes. Como otro ejemplo de una ectiación
diferencial que involucra coeficierites  variables, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

,Encuentre la solución general de x2 y ” - 2xy’  + 2y = In x.

Solución En notación de operadores esto se puede escribir

(x2D2  - 2xD + 2)y  = In x (16)

La ecuación complementaria o reducida es

(x2D2  - 2xD + 2)y  =  0 (17)
Podemos verificar que y,  = c 1 x2 + czx  es la solución complementaria de
(1’6) puesto que tiene las dos constantes requeridas y por tanto la solución
general de (17).

*También se usa el término función complementaria o integral complementak.
iTambién  se usa el término integral particular.
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También podemos verificar que yP  = 3 In x: +$  satisface (16),  y por tanto
es una solución particular.

Así, del Teorema fundamental II, la solución general requerida es

y = y,.  + y, = c,x2  + c2x + 0 In x + 4

De estos ejemplos ilustrativos es claro que para obtener la sohción  gene-
ral de 4(D)y = F(n), se deben responder las siguientes preguntas.

Preguntas

1. ¿Cómo  encontramos la solución complementaria?
2. ¿Cómo  encontramos una solución particular?

Responderemos a estas preguntas en secciones 3 y 4 para el caso muy
importante donde las ecuaciones diferenciales tienen coeficientes constantes,
el cual afortunadamente resulta relativamente fácil de resolver. El caso de
coeficientes variables se puede resolver exactamente sólo en situaciones es-
peciales, y consideramos algunos de estos posteriormente.

Existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones lin’eales

En el Capítulo uno, página 241, se enunció un teorema de existencia y
unicidad para ecuaciones diferenciales de primer orden. Ahora enunciamos
sin demostración un teorema correspondiente para la ecuación lineal gene-
ral de orden n

[uo(x)Dn  ‘t a,(x)D”-’ + . . + u,(x)]y  = F(x) (18)

Teorema de existencia-unicidad. Sean a,(x)  $0, al CC),. ., a , ( x )  y
F(x) funciones las cuales son continuas en el intervalo a 5 x 5 b, y suponga
que po, p l,. ., p,,- 1 son constantes dadas. Entonces existe  una solución
única y(x) que satisface la ecuación diferencial (18) y también las condicio-
nes

Y(C) = Po* y’(c) = p1,  . . , y’“-“(c)  = pn- 1 (19)
donde a-c-b.

<orno  en el Teorema de existencia-unicidad sobre ecuaciones de primer
orden, este teorema sólo proporciona condiciones suficientes. Esto es, aún
sin las condiciones enunciadas no se satisfacen todas, pueden aún existir
soluciones únicas.

EJERCICIOS A

1. Escriba cada una de las siguientes ecuaciones en “notación de operadores”.

(b) 3~““’ - 5y”  + y = eex  + senx.

(d) x’y”  - 2.xy’  = y + 1.
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2. Si y=x3  -3rz+2e-x  y .z=sen‘2w+3cos2x  evalúe:
(a) (0’  + 30 + 1)~. (b) (2D3  - D2 - 4)~.

(c) (D2  + 2D)(y  + z) (d) (.uzD2  + 3xD  - 2)(2y  - 32).

3. Complete las entradas en la tabla. Verifique que las soluciones generales en la cuar-
ta columna satisfacen las ecuaciones diferenciales en la primera columna.

Ecuación diferencial

J” - 33” + 2y = s

(D2  - I)y = e-”

Solución Solución
complementaria particular

Solución general

3
y,  = clex + c2e2x yp  = ;+;

Y x
yp  = --e-x

2
~3  = c,e” + c2eex  - - t>-’

2

1

4

(D3 + D)y =sen2s
y = Asen-x +‘Bcos x

+ c + $cos2x

(x2D2  + XD  2 4)y = .x3 yc = Ax2 + -?
.Y3

s=
yp  = ~

5

EJERCICIOS B

1. Evalúe F(x)  z (D - 1)(x3  + 2x), donde D I d/dx.  Luego evalúe (D  - 2)F(+).  El re-
sultado puede escribirse (II - í!)(O - 1)(x3  + 2x). iEs esto lo mismo que (D’  - 30  + 2)
(x3 + 2x)? iEs el operador (II - 2)(0  - 1) igual al operador D’  - 30  + 2 cuando las
operaciones se desarrollan en cualquier función diferenciable? Pruebe su respuesta.

2. (a) iEs (D -a)(D  - b)  = D*  - (a + b)D + ab, donde a y b son constantes? (b) Dos
operadores 4, (D) y ti(D)  se llaman conmutatiuos  con respecto a la multiplica-
ción si

4,(W,(W  = &(D)Q),(D)~f.

4 Son conmutativos los operadores (D-a) y (D-b)? (c) Los operadores C#I~  (D),
\ dJ*(D)  Y <p,(D) se llaman asociatiuos  con respecto a la multiplicación si

rb,(D)[~,WdG’)l~~  = [d>,UWdVd~(D)~~
Son asociativos los operadores (D-a), (D-b) y (D-c), donde a, b, c son cons-
tantes?

EJERCICIOS C

1. Evalúe F(x)  = (D - x)(2x3 - 3x2  ). Luego evalúe (D  + x)F(x).  El resultado puede
escribirse (D + x)(D  - x)(2x3 - 3x2  ). LEste  resultado es el mismo que (Dz  - ~2)
(2x3  -3x”)?  i(D-x)(D+x)  es igual a (D+x)(D-x)?

2. Responda a la Pregunta 2 de los Ejercicios B cuando a, b, c no son todas constantes.
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3. Represente 03  - 6D”  + 1lD - 6 como un “producto” de tres factores si esto es po-
sible. iImporta  el orden? Pruebe sus conclusiones.

4. Discuta la existencia y unicidad de las soluciones de (a) y ” - 3y ’ + 2y = ~2  ; y (0) =
y’(O)=O.(b)  xy”+y’+xy-O;y(c)=p,,y’(c)=  p2.

5. Escriba la ecuación diferencial (02  -3-D + 2)y  = x como (D - l)(D  - 2)y  = x. Ha-
ciendo (D - 2)y = u,  escriba la ecuación como (D - 1)~ = x y así encuentre u. De
esto encuentre y. iTiene  usted la solución general? Si es así, escriba las soluciones
complementaria y particular. Esto se llama el método de reducción de orden.

6. Use el método del Ejercicio 5 para obtener soluciones generales a cada una de las
siguientes ecuaciones y verifique su respuesta en cada caso. (a) (D2  + D - 2)~ =
e - * . ( b )  (D-3)(0+2)(D-l)y=3ex--2.(c)  (D-l)Py=l.(d)  (D-x)(D+l)y=x.

3 ¿Cómo  obtener la solución complementaria?

3.1 LA ECUACION AUXILIAR

En esta sección concentramos nuestra atención en los métodos para en-
contrar la solución general de la ecuación $(D)y = 0 con coeficientes cons-
tantes. Considere el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

¿Cuál  es la solución general de la ecuación diferencial y ” - 3y’ + 2y  = O?
En notación de operadores esta ecuación se puede escribir (02  - 30 + 2)y  = 0.
Antes de proseguir con esto, regresemos a la ecuación diferencial lineal de
primer orden con coeficientes constantes, por ejemplo, (D - 2)y  = 0. Pode-
mos escribir esta ecuación

dY--2v=o
dX

Resolviendo esto por uno de los métodos posibles encontramos que y = cezx
es la solución general. Esta solución se pudo haber encontrado asumiendo
una solución de la forma y = emx, donde m es una constante aún inde-
terminada. Para que ésta sea una solución, tenemos al sustituir en (1)
(rp - 2)emx  = 0, esto es, m = 2, puesto que emx  nunca es cero. De -esto es
fácil deducir que ce21  es también una solución que da la solución general.
Nos preguntamos ahora si la misma técnica funcionará también sobre la
ecuación (02  - 30  + 2)y = 0. Haciendo y = emx,  la ecuación se convierte en

m2Px  - 3memx  +  2emx  = 0 0 (m2  - 3m + 2)emx  = 0

y es claro que ésta será satisfecha si m 2 -3m+2=0  0 m=l,  2. Así, sigue
que y = ex  y y = ezx  son soluciones. Preguntamos ahora: ¿Cuál  es la so-
lución general? Sabemos que la solución general tiene dos constantes arbi-
trarias y el estudiante puede sospechar que un buen pronóstico para esta
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s o l u c i ó n  g e n e r a l  s e r í a  y  =  c  1  ex +  c2 e2x. Esta sospecha se confirma al sus-
tituir simplemente en la ecuación y mostrar que se satisface. Si el estudian-
te desea puede reforzar su sospecha con el  siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva y “’ -6y”+lly’-6y=O.

Solución Haciendo y = emx, donde m es una constante, vemos que  m de-
be ser tal que m3 - 6m2 + llm - 6 = 0. Las tres raíces de esta ecuación son
m = 1, 2, 3. Por tanto, las soluciones son ex,  e2x  y eaX,  y siguiendo con
nuestra sospecha pronosticamos que

es la solución general requerida. Nuestra sospecha de nuevo se confirma por
sustitución.
Podemos confirmar permanentemente nuestra sospecha con el siguiente

Teorema 1. Si y , y y2  son dos soluciones de 4 (D)y  = 0, entonces c,y 1 +

c2y2,  donde  cl Y c2 son constantes arbitrarias, es tambien una solución.

Demostruciórzz  Puesto que y 1 y y2  son soluciones, @(D)y,  = 0, @(D)y,  =
0. Multiplicando estas ecuaciones por c1 y c2 respectivamente, y recordan-
do que 4(d)  es un operador lineal, tenemos $(D)(c  Iy 1  + c,y,)  = 0, lo cual
muestra que c,y,  +c,y, es una solución y prueba el teorema.

El estudiante debería ser. capaz de extender esto al siguiente

Teorema 2. Siyl,  y2,..., y,sonksolucionesde@(D)y=O,entoncesc,y,  +
C,Y,  +.  . +c,y,  es también una solución.

an el caso de que el número de constantes arbitrarias en la salución  sea
igual al orden de la ecuación diferencial, tenemos la solución general.* Este
teorema confirma las sospechas que teníamos anteriormente.

El estudiante probablemente ha notado que la ecuación para determinar
m tiene la misma forma de la ecuación diferencial escrita en términos de ope-
radores. Así, para (D2 - 30 + 2)y = 0, la “ecuación de m” es m2 - 3m + 2 = 0.
En general para coeficientes constantes la ecuación diferencial $(D)y  = 0
tiene la “ecuación de m” $(m)  = 0. Esta “ecuación de m” se llama la ecua-
ción auxiliar y nos referimos a ella por su nombre.

bbservación.  No es difícil mostrar que los Teoremas 1 y 2 anteriores
se cumplen para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables,
como también para aquellas con coeficientes constantes. Como resultado po-
dríamos resolver tales  ecuaciones si pudiéramos encontrar las soluciones
Yl>  Y2,.  “9 de @(D)y  = 0. La dificultad que surge en el caso de los coeficien-
tes variables es la de que soluciones del tipo y = emx  raramente existen, de
modo que no podemos determinar fácilmente y 1, y 2,.  El caso de coeficien-

*El estudiante debería recordar que cuando hablamos de constantes arbitrarias queremos
implicar constantes arbitrarias esenciales como se indicó en el pie de página de la página 16.-
Este concepto está íntimamente relacionado con aquel de independencia lineal de funciones el
cual se discute en la página 181.

1 7 4 Capítulo cuatro



tes  constantes, soluciones del tipo y = emx siempre existen y nuestra tarea
es mucho más fácil. Vea Ejercicio 2B.

EJERCICIOS A

1. Encuentre las soluciones generales de cada una de las siguientes:
fa)  1.‘!  + 4jv - 5).  = 0. (b)  (40  ~ 3)l  :z 0. (cl , ” = 41,.
(d)  2j.“’  ~ 5),”  + 21.  = 0. (e) I’(f) ~ dl’(/l + 31(t)  = 0. (f) (D”  + iv - 5D - 6)l.  = 0.

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas: (a) y ” -y  = 0,
y (0) = 2, s’ ‘(0) = - 3. (b) (D’  - 30  + 2)y  = 0, y (0)  = - 1, Y ‘(0) = 0. (c)  (II3 - 16o)y  =
0, y (0) = 0, y ’ (0) = 0, y “(0) = 16.

EJERCICIOS B

1. Resuelva (D,r -+  50”  + 20  - 12)~  = 0. ’

2. ;Se puede usar y = emx con m constante para resolver y”-  x.v’  +y = O?  Explique.

3. Pruebe (a) Teorema 1 y (b) Teorema 2 tanto para coeficientes variables como para
coeficientes constantes.

4 .  ( a )  R e s u e l v a  [Di -(m1  +m,)D+m,m,Jy=O,  m,, m2 constantes, sujeta
a  y(O)=O,  y’(O)=1  s i  m ,  f-m,.  ( b )  iCómo llega a ser la solución de (a) si
m2  +m,? (c) iLa  solución límite de (b) satisface la ecuación de (a) si m,  =  m,?
iPuede  usted idear una regla para raíces repetidas?

EJERCICIOS C

1. Resuelva (D1 - 200”  + 4)y = 0. 2. Resuelva (D1  - 20,’ - 16D2  + 120 + 12)~  = 0.

3.2 EL CASO DE RAICES  REPETIDAS

Considere el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva (Dn - 6D +9)y  = 0. Escribiendo la ecuación auxiliar como de
costumbre, tenemos rn2 - 6m + 9 = 0. Resolviendo ésta tenemos m = 3,3; es-
to es, dos raíces iguales. Sin pensarlo, podríamos escribir y = c 1 e3x  + c2e3  1
como la solución general. Sin embargo, aunque aparentemente tenemos dos
constantes arbitrarias, en realidad esto no es cierto puesto que podemos es-
cribir y = (c, + c2)e3*  o y = cesx, l a  c u a l  s ó l o  t i e n e  u n a  c o n s t a n t e  a r b i -
traria. De donde nos preguntamos: ¿Qué se hace en el caso donde las raíces
de la ecuación auxiliar están repetidas?

El método siguiente, el cual es de gran generalidad y útil en trabajo fu-
turo, puede ayudarnos ahora. Lo enunciamos como

Teorema 3. S i  c o n o c e m o s  u n a  s o l u c i ó n ,  digamos  y  =y 1 de la ecuación
d e  o r d e n  n ~p(D)y =  0 ,  e n t o n c e s  l a  s u s t i t u c i ó n  y  = y  1 u t r a n s f o r m a r á  l a
ecuación dada en una ecuación de orden (n - 1) en U’ esto es, do,/&.

Observación. Este teorema es válido para coeficientes constantes o
variables, y es también vrilido  para la ecuación @(D)y = F(X).

.
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Demostración. Probaremos este teorema para el caso n = 2. Las ex-
tensiones para n > 2 siguen el mismo patrón. Para n = 2 la ecuación dife-
rencial es

(a,D’  + a,D  + trz)y  =  0 (2)

Ahora si y = y i v tenemos

Dy = pl  Dr + vD.r,, D2y =  y,D2v  +  2(Dj,,)(Dlj  + vD2y,

Sustituyendo éstas en (2) y simplificando produce

a,y1D2v  + (2a,Dy,  + u,yl)Du  + (ooD2y, + LI~DY,  + 02y,)u  =  0 (3)
Puesto que y i satisface (2), el último término a la izquierda de (3) es cero
de modo que la ecuación es

uoy,D2r’ + (2u,Dy,  + a,y,)Du =  0 (4)

la cual prueba el teorema para n = 2, puesto que (4) es de orden n - 1= 2 -
l=l  e n  Dv=v’.

En el caso especial n = 2, el Teorema 3 puede usarse para obtener la so-
lución general. Al hacer Du = u en (4) y dividiendo por a,y ru, podemos
escribir (4) como

. du 2 dY1- + - + u’dx  = 0
U Y l UO

La integración lleva entonces a

Puesto que Dv = u, tenemos por otra integración

Finalmente usando y = ylu,  obtenemos la solución general requerida

/

Ilustremos el teorema al aplicarlo a (D2 - 6D + 9)y  = 0. Hemos visto que
e”  x es una solución. De acuerdo al teorema hacemos ,y = ue x. Puesto que

Dy  =  v’e3x +  3ce3X, DIy = ufle3x  + 6ft>3S  + gve3X

tenemos sustituyendo en la ecuación y simplificando,

Sigue que v” = 0 ,  ó  v=ci  +c2x.  D e  d o n d e ,  t e n e m o s  y= (~i+c~x)e3~.
Así, la solución general es y = c le3~  + cg xe3  X. Así el dilema que surgió en
nuestro problema está resuelto. Hacemos ahora una pregunta más o menos
obvia de qué pasa cuando tenemos 3 raíces iguales. Por ejemplo, suponga que
las raíces son 2, 2, 2. Esto ocurrirá cuando la ecuación auxiliar sea (m - 2)3  =

0, esto es, rn”  - 6m’ + 12m - 8 = 0. La ecuación diferencial en este caso sería

(D3 - 6D2  + 120  - 8)~, =  0
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Puesto que e2x  es una solución, sustituimos y = uezx  de acuerdo al teo-
rema y encontramos que la ecuación dada lléga a ser, después de simplifica-
ciones,

“‘~‘p  = () o urfI = 0

de modo que u=c,+c,x+c,x~ por integración y ia solución está dada
por

y = (CI  + (‘2-Y  + c3.v2p

La idea deberá ser ahora aparente al estudiante. Si tenemos 5 raíces todas
iguales a - 1, la solución requerida sería

(CI  + (‘2X  + (,Jx2  +  l,g3  +  l.sx4)e-x

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva (06 - 605 +12D4  -6D3  -9Ds +lZD-4)y=O.

Solución La ecuación auxiliar m 6-6m5+12m4-6m3-9m~-+12m-4=
0 tiene raíces m = 1, 1, 1, 2, 2, - 1. Así, hay (a) tres raíces iguales a 1, (b)
dos raíces iguales a-2, (c) una raíz igual a - 1, y la solución general (con las
seis constantes arbitrarias requeridas) es

y =  (c,I  + c2x +  c,.~‘)e”  +  (c4 +  c,x)e’*  + c6eCï

EJERCICIOS A

1. Encuentre las soluciones generales de las siguientes:
(a)  (ll-  40 + 4)~ = 0. (b) 16~1” - 8~’ + y = 0. (c) 41"(t)  - 121'(f) + 91(f) = 0.

(d) (Dh  - 4D4)y  = 0. (e) (Ll4  - 20" + D’)y  = 0. (f)  4y”“’ - 20~"  + 25~  = 0.

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas:
(a)(D’-2Df  l)y=O:Sy(0)=l,y’(O)=  - 2 .

, (b) (D3 - D’)y  = 0; y(O)  = 1, ~‘(0)  = y”(0) = 0.

(c)g=  -l6$-64~;,~=0,2=  -4dondet=O.

EJERCICIOS B

1. Si a es constante y CL es diferenciable, pruebe lo siguiente: (D - a)(eaAu)  = eaxDu,
(D  - a)i  (ea*u)  = eaxD2 LL,  (D  - a)” (eaxu) = eaxL%~  LL.  iPuede  usted probar por induc-
ción matemática que (D-a)” (eaxu) = eaxlI”u  donde n es cualquier entero positi-
vo? Esto algunas veces se llama el teorema de cambio exponencial.

2. Use el resultado del Ejercicio 1 para mostrar que la ecuación (D-a)“y  = 0 tiene
la solución general

y = (cl  + c2.x  + c3z2  + + c~Y-~)~‘~

y así establezca el resultado de esta sección.

3. Pruebe el teorema de la página 175 para (a) n = 3 y (b) n = 4. iPuede  usted pro-
barlo para n > 4?
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EJERCICIOS C

1. Encuentre la solución general de y ” - xy ’ +y = 0, dado que y = x es una solución.

2. Encuentre una constante p tal que y = x p satisfaga x2y  ” + 3xy ’ + y = 0. Escriba
la sohición general.

3. Dado que y = x es una solución de (1 - x2 )y ” - 2xy ’ + 2y = 0, encuentre su solución
general y también encuentre la solución general de (1 - x2 )y ” - 2xy’ + 2y = x.

4. Si y = Y1  (x) satisface [a,  (x)P  +a,  (x)D +a, (x)]y  = 0, resuelva [a,  (x)P  +
al(n)D+a,(X)]Y=R(X).

3.3 EL CASO DE RAICES  IMAGINARIAS

Considere el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva la ecuación y ” + y = 0. (6)

Si hacemos y = emx  como de costumbre, encontramos m2 + 1= 0, y las raí-
ces son m = f i, esto es, las raíces son imaginarias. Formalmente la solución
es

y = qe’* + c.,e-‘X (7)
pero la pregunta naturalmente surge: ¿Qué queremos decir con eix  y e-ix?
Una pista para el posible significado se puede encontrar al notar que la ecua-
ción (6) le falta una de las variables. Esta ecuación de hecho ya ha sido re-
suelta antes (ver páginas’59-60  y la solución general está dada por

y = A seny + B cos  x (8)

donde A y B son constantes arbitrarias. Ahora se puede mostrar.que  la ecua-
ción diferencial no puede tener más de una solución general, así que tenemos
que aceptar que aunque (7) y (8) luzcan diferentes ellas realmente son lo mis-
yo. Veamos por tanto lo que podemos deducir de esto. Tenemos

(.leix-  + (.2e-i.y  = A senx + B cos  x (9)

Colocando x = 0 en esta identidad y asumiendo que cti ‘= 1, encontramos
<‘,  + (‘1  = B (10)

Diferenciando ambos lados de la identidad (9), asumiendo que las reglas ha-
bituales se cumplen cuando hay raíces imaginarias, tenemos

c,ie’”  - <,,iemix  E A  cos  x - B s e n x (11)

Colocando x = 0, tenemos (c r -- c1 )i = A (12)

Con 10s valores de A y B de (10) y (la),  la ecuación (9) llega a ser

c.,ei.y  + c.,e-i.x  _ ~~(~0s .x + i senx) + (.2(cos  x - isenx) (13)

Puesto que c1 y cg son arbitrarias, podemos colocar cg = 0 y cr = 1. Luego,
de (13)

e ix- = cosx  + isen‘i (14)
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En forma similar,

lo cual también se podía haber obtenido de (14) al remplazar x por ~ .Y o i por
-i. Usaremos (14) y (IS), llamadas las fórmulas de Euler, como definicrones
de el*  y e-l”, puesto que lo que hemos hecho antes hace plausible, pero no
prueba, estos resultados.*

P R O B L E M A  P A R A  D I S C U S I O N

.Resuelve  (Dg  + 20  + 5)~ = 0. La ecuación auxiliar es rrzz + 2m + 5 = 0,
y m = - 1 i 2i.  Entonces formalmente

,)) = (.,(,i  1 ‘ii\  + (.,‘,I  1 li,,
(16)

esto es, ); = (.,e-.~‘,2i + (.z(,-.\L,  2i.x (j y = 61  ‘((.,(Si\  + (.?(, 21X)

Por analogía con los resultados anteriores

(.,‘?l\ + (‘,fl_ “’ = .A sen 2x- + U cos  7,~

de modo que (16) se convierte en
y = cm  ‘(A senlx  + B cos  2~)

Esto puede, de hecho, verificarse como la solución general requerida. En ge-
neral, si a t bi son raíces de la ecuación auxiliar, una solución correspondien
te es

P(.4 senhx  t B cos  /7x-)

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  3

Resuelva (D1 - 50’ + 120 + 28)~ = 0.

Solución La ecuación auxiliar rn4
m =  - 2 ,  -2,2-+ di.

- 5rn”  + 12m + 28 = 0 tiene las raíces

Puesto que m = - 2 es una raíz doble, (c 1 + ca x)e-2 * es una. solución.
Puesto que 2+  VTi  son raíces, e2* (c.i sen V3x  + cq  cos  \%>  es una

solución. De donde,

P R O B L E M A  P A R A  D I S C U S I O N

iCuál  es la solución general de una ecuación diferencial cuya ecuación

*Para aquellos quienes estén familiarizados con series podemos ohtener  estoh  resul tados
al usar la serie

(>i’  = , +,,,“,“+L~_

2! 3! 3!

remplazando LL por ix y no tando que

Sin embargo, este método necesita justificación, la cual dejamos para un curso en variable com
pleja.

.
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auxiliar tiene raíces 2, - 1, 0, 0, 3 +5i, 2, 0, 3=k  5i. Tenemos diez raíces. Es-
tas son:

(1) la raíz triple 0 (2) la raíz - 2
(3) la raíz doble 2 (4) las raíces dobles 3k5i

De (1) una solución es (c, +c,x+c,~2)eo~=c~  +c,x+c,xp.
De (2) una solución es cqe-*.
De (3) una solución es (e5  + c,x)es  x.

Para obtener una solución correspondiente a (4), note que una solución
correspondiente a la pareja simple 3+ 5i sería eJx (c 7 sen 5X + cx’cos 5~).
Puesto que la pareja se repite. otra solución es xe3  *(cs sen 5x + c ,. cos  5~).
Esto es análogo a nuestros resultados sobre raíces repetidas. [Si 3 + 5i fuera
una raíz triple, otra solución sería x2 e3  *(c , ,sen5x + cI2  COS~X).]  De lo
anterior sigue que la solución general con las diez variables arbitrarias sería

y =  c, +  cl3  +  c3x2  + cbe-*  +  (c5  +  c,s)e2”
+ e3”(c,sen5s  + c8 cos  5x)  + se3”(c,sen5‘í  + clo  cos  5X)

Hemos así respondido adecuadamente a la pregunta: ¿Cómo  obtener la
solución complementaria?.

EJERCICIOS A

1. Encuentre la solución general de cada una de las siguientes:

(a) y” + 4y = 0. (b )  (0’ +  40  +  5)~  =  0 .
d".\

(c) 43 = -9.h

(d)  4~”  - 8~’ + 7~ = 0. (e) y" = - 16~~". (f)  (LI” + DI - Z)y  = 0.

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas.
(a)  (D’  + 1)~  = 0 ;  y(O)  =  4 .  J’(O)  =  0 . (b)  c”‘(r) = - lhl’(t):  c’(O)  = 0. L:‘(o)  = 4
(c) I"(f) + 21'(t)  + 51(f) = 0: I(0) = 2. I'(0)  = 0.

EJERCICIOS B

1. Encuentre la solución de (Db;  - 64)~  = 0; D = d/dn.

2. (a) Encuentre la solución de (D2  + a2 )(D2 + bZ  )y = 0, sujeta a y(O)  = 1, y’(O) =
y”(0) = y”‘(0) = 0, si a # b.  (b) iCómo llega a ser la solución en (a) si b-a? LES  ésta
una solución de la ecuación dada cuando b = a.7 iSus  resultados concuerdan con
los resultados generales relacionados con raíces repetidas de la ecuación auxiliar?

3. Encuentre la solución general de (D4 + 402 + 4)y = 0.

EJERCICIOS C.

1. Resuelva (D4 + 4)y = 0; D = d/dx.

2. Resuelva (D* + 6D2 + 25)~  = 0; D = d/‘dx.

EJERCICIOS DE REPASO MISCELANEOS SOBRE

SOLUC!IONES  COMPLEMENTARIAS

EJERCICIOS A

1. Escriba la solución general de las ecuaciones diferenciales cuyas ecuaciones auxi-
liares tienen las siguientes raíces:
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2.

1.

2.

1.

2.

3.

4.

(a)  3, -1. (b) 4, 0. -2.
(c) 2. 2. 2, 0, 0. ( d )  - -  1.  - i .  i,  - 2 .

(e) 2 i 3i.  -1 * 2i,  5, -1. (f)  1 + fii.  - 3 .  - 2 ,  0 ,  - 1 .
(g)  ~ 1, 1. 0, -2. - 1,  1,  - 1 + 2;. (h)  1 + i, I k i.

(i) &J3,  +4.  $ & 2i, - 1 & 3i. (j)  1, 1, l,O, 0, ii,  -ti.

Encuentre la solución general para cada una de las siguientes:

(a) (0’  + D + 1)~‘ = 0. (b) (LI4  - 1)~  = 0.
( c )  (0’  +  2D5  +  D’)y  =  0 . (d) (D3  - 4D2  + 4D)y  = 0.
(e) J”’ = y”. (f) S”“‘(f)  + 2S”(f)  - 8.7(C)  = 0.

EJERCICIOS B

Determine las constantes a, b,  c tales  que (03  + aD2 + bD + c)y = 0 tengan la so-
lución.

y = c,e -x + e -2”(cLsen4.~  + c3 cos  4~)

Encuentre una ecuación diferencial cuya ecuación auxiliar tenga las raíces - 1,
- 1, lk 2i,  lt 2i. Escriba la solución general.

EJERCICIOS C

Muestre que la solución general de Dny =y,  donde n es un entero positivo, es

y=  i ~!%L’““c-y
A=  t

donde mk  = e2kn’/“,  k = 1,. , n. i,La solución se puede expresar en forma real?

Encuentre las soluciones reales de (a) D3y=y;  (b) Dsy=y.

Resuelva DJ y = 4y.

Sea X, y X, dos soluciones cualesquiera de la ecuación diferencial X + k2 X =
0 tales  que .Xf +X,S = 1, donde !,os  puntos denotan derivadas con respecto a t.
Pruebe que Xi + X’$  = kz y Xi +X2’ = k4 . Generalice a derivadas de orden superior.

/ 3.4 INDEPENDENCIA LINEAL Y WRONSKIANOS

En el Ejemplo ilustrativo 1, página 174, consideramos la ecuación dife-
. 1

rencial

(D3-6D2+11D-6)y==O (17)

Por sustitución directa encontramos que ex, ezx, eS+ son soluciones de
las cuales se obtenía la solución general

y = cle* + c2e2.’  + c3e3x

Suponga, sin embargo, que de alguna manera obtenemos las tres funciones

$x + Ze”, > .5eZX  + 4e”, , ex - e2x (18)

las cuales fácilmente se muestra que todas son soluciones. iPodríamos  de-
cir entonces que

y = A(e’” + 2e”) + B(5e2” + 4r”)  + C(e-’ - e2-\) (19)
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con las constantes A, B, C es la solución general? El estudiante observador l
al ver que (19) se puede escribir

y = (2A + 4B + C)e”  + (A + 5B - C)e2” 0 J‘ =,cle”  + c2e2”
diría que la solución realmente no tiene tres constantes arbitrarias de modo
que no puede ser la solución general. Hacemos ahora la pregunta, ¿“Qué hay
en las funciones (18) que nos hubiera permitido prever esta situación? Una
clave se obtiene al notar que hay tres constantes LY,,  oz,  og no todas ce-
ro, tal que

cll(e2x + 2ex) +  a2(5ezx  + 4e”) + cx3(ex  - e2x) E 0
esto es, idénticamente cero; por ejemplo (Y  1 = 3, o2 = - 1, LY~  = - 2. Así llegamos
a la idea de que aunque tenemos tres soluciones, éstas son en una manera
dependientes. Esto ha llevado a los matemáticos a tener la siguiente

Definición. Un conjunto de funciones y 1 (x), yz  (x),  , yn (x) denotadas
por brevedad y1, ~2,.  ., yn, se dice que son linealmente dependientes en
un intervalo si existe un conjunto de n constantes, no todas cero, tales  que
en el intervalo

a,y, + c12y2 + . . . + c(,J’,  = 0 (20)

en caso contrario se dice que el conjunto es linealmente independiente. En
forma equivalente, podemos decir que el conjunto y 1, y2  ,. , yn es lineal-
mente independiente en un intervalo si la existencia de la identidad (20) im-
plica que todas las constantes deben ser cero, esto es, (Y  1 = (y2 = . = LY,  = 0.

Observación 1. Note que si y,,  y2,. ., y,, son linealmente dependien-
tes entonces podemos expresar una de estas funciones en términos de las
otras. Así por ejemplo si suponemos que (Y,  # 0, entonces podemos resolver
para yn para obtener

L’ = --(alY,  + @2Y,  + “’  + %lYn-l)
n

‘%
(21)

mostrando que y,,  depende de y , , , y,-  i . Cuando no podamos obtener
nirfguna de las funciones y r, y2,. , y,, en términos de las restantes tene-
mos independencia lineal. En el caso (21) con frecuencia decimos que y,, es
una combinación lineal de y,  , y2,  , yn-  1.

Observación 2. Los conceptos de dependencia e independencia lineal
de funciones siempre se refieren a algún intervalo dado. Para no repetir las
palabras “en un intervalo”, con frecuencia no referiremos simplemente a de-
pendencia o independencia lineal de funciones sin añadir cada vez estas pa-
labras.

De las ideas anteriores creemos, al menos intuitivamente, que las fun-
ciones linealmente independientes deben Jugar un papel muy importante en
la solución de ecuaciones diferenciales [que se asumen tienen la forma (2),
página 1671 y esto de hecho ocurre.

Al resolver ecuaciones diferenciales lineales esencialmente se ha usado
hasta ahora este concepto de independencia lineal sin realmente expresarlo.
Por ejemplo, al considerar la ecuación

(D2 - 30 + 2)r  = 0
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encontramos las soluciones ex  y ezx y de éstas la solución general y = c l ex  +
c2e2x.  Implícitamente ésta contiene el supuesto de la .independencia  li-
neal de estas funciones. Para mostrar esto, supongamos que existen dos
constantes (Y r y p2, no ambas cero, tales que

cl*ex  + x2e2x-  = 0
esto es, suponemos que las funciones son linealmente dependientes. Enton-
ces, al dividir ambos lados por ex, encontramos

c$eJ  E  -a,
lo cual es claramente imposible a menos que (Y 1 y CY~  sean ambas cero. Así
las funciones son linealmente independientes.

Nos gustaría tener una condición para la dependencia ó independencia
lineal que no requiera el cálculo de cx 1, , <r,,  contenidas en la definición
puesto que esto puede resultar tedioso. Examinemos primero el caso de dos
funciones y , y y2. Por definición, si y r y y2 son linealmente dependien-
tes, entonces podemos encontrar constantes (Y, y (y2  no ambas cero, tales
que

RlYl + Z2Y2  = 0 (22)

Al diferenciar esta identidad. asumiendo que las derivadas y ‘, y l2 existan,
encontramos

cr,y;  +  cc,y; = 0 (23

Multiplicando (22) por y ‘*, (23) por y2 y restando encontramos

%(YlY2 - Y2Y;)  - 0 (24)

Similarmente multiplicando (22) por y II, (23) por y 1 y restando, encontramos

%(YlY; - y2Y;) 5% 0 cm

De 64)  Y  (25) vemos que si CY  1 y (y2  no son ambas cero entonces

Llamamos el determinante W(y 1, y2) en (26) el Wronskiano de y 1 y
y2, con frecuencia denotada por brevedad W.

Obseruación  3. Podemos también obtener (26) al considerar (22) y (23)
como ecuaciones lineales simultáneas para determinar (Y  1 y LY~.  Esto se
hace usando el Teorema 6 en el Apéndice el cual establece que las ecuacio-
nes (22) y (23) producen soluciones (Y  1 y cy no ambas cero si y sólo si el de-
terminante de los coeficientes (Y 1, (Yo es cero, lo cual conduce a (26).

Hemos probado así el siguiente

Teorema 4. Si y1 y yz son linealmente dependientes en un intervalo, y
si sus derivadas y ’ y Y’~ existen en el intervalo, entonces el Wronskiano de
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y1  Y y2  dado por

W(Y,>  YA = ‘II  &;
I /

= /II.r$  - v2.v;

es idénticamente cero (esto es, W= 0) en el intervalo.

Este teorema puede enunciarse en términos de independencia lineal co-
mo sigue.

Teorema 5. Si el Wronskiano de y,  y y2 no es idénticamente cero (esto
es, W# 0) en un intervalo, entonces y 1 y y 2 son linealmente independien-
tes en el intervalo.
Esto es cierto puesto que si y, y yn  fueran linealmente dependientes en el
intervalo su Wronskiano sería idénticamente cero en el intervalo por el Teo-
rema 4. Esta contradicción muestra que las funciones no son linealmente in-
dependientes, esto es, son linealmente dependientes en el intervalo. El resul-
tado también se obtiene de (24) y (25) puesto que si W=  y,y12 -y*y’l  & 0,
tenemos CY ~=o,a2=0.

Ejemplo. Puesto que el Wronskiano de y 1 = ex  y y2  = e2 x es

el cual no es idénticamente cero, las funciones son linealmente independien-
tes en cualquier intervalo.

Es natural hacer la siguiente

Pregunta. Si W= 0 idénticamente, se concluye que y , y y 2 son li-
nealmente dependientes, esto es, Les  cierto el recíproco del Teorema 4?

Desafortunadamente, la respuesta a esto es “no”, como se muestra en
el Siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Sea y , = x2  y y2  = x 1 x 1, donde (n 1 es el valor absoluto de x, dos funcio-
nes definidas en el intervalo - 15 x 5 1. (a) Encuentre el Wronskiano de
y, y y2. (b) Muestre que las funciones no son linealmente dependientes,
esto es, son linealmente independientes, en el intervalo.

Solución (a)  La derivada de y 1 = x2 en el intervalo es claramente y’, = 2x.
Puesto que

tenemos
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Ahora para 0 5 x 5 1 tenemos y l2 = 2x, mientras que para - 15 x 5 0 , tenemos
y l2 = - 2x.

si 0 x 1Así Y; = 2-Y, s 2
T 2x, si’-1  5 x 5 0

Para determinar el Wronskiano, debemos calcularlo para 05 ~5  1 y luego
para - 15 x s 0, esto es, hay dos casos.

Caso 1 . 05 x s 1. Aquí = 0.

C a s o  8 -l_rxsO.Aquí  W=

De estos dos casos tenemos W= 0 idénticamente en el intervalo - 1 g
x I 1. (b) Si y 1 = x2  y y2  = x 1 x 1 son linealmente dependientes en - 1 s
x < 1, entonces deberíamos ser capaces de encontrar las constantes (Y
nõambas  cero tales que

19  a2

x1x2  + x2xI.xI  =  0

idénticamente en T 15 x 5 1. Esto significa que debemos tener

cQx2  + cx2x2 = 0 para 0 s x 5 1, $X2 - a2x2  = 0 para - 1 5 x 2 0

para constantes (Y  1, a! 2 no ambas cero. Sin embargo, esto es claramente im-
posible. Sigue entonces que las funciones son linealmente independientes
e n  -1~~~1:

Al ver este ejemplo involucrando a la función y2  = x IX  1, el estudiante
cauteloso bien podría preguntar, ¿Por  qué el matemático tiene que inventar-
se una función como esta para probar que el recíproco del Teorema 4 no es
cierto? La respuesta obvia por supuesto es que, si se usara una “función nor-
mal”, no produciría el resultado deseado, y para tales funciones el recíproco
del teorema sería cierto.
/ Una pista se obtiene cuando uno nota que, aunque la función y2 = x Ix  )
tiene una primera derivada en el intervalo - 15 x I 1 (justo para permitirnos
calcular el Wronskiano), no tiene una segunda derivada. Tal función no po-
dría satisfacer de ninguna manera una ecuación diferencial lineal de segun-
do orden

(a,D2  + a,D  + a,)y =  0 (27)

como se da en el Teorema de existencia-unicidad en la página 171 para n=
2. Esto nos conduce a funciones restrictivas consideradas como soluciones
de (27).

Ahora si tomamos y 1 y y2 como soluciones de (27), tenemos

u,yy  + qy;  + a,y,  = 0, a,y’,’  + qy; + a,y,  =  0 (28)

Multiplicando la primera ecuación de (28) por y2, la segunda por y r, y res-
tando, encontramos

%(Y,Yt  - Y2Y;‘)  + al(Y,Y;  - Y2Yi)  = 0 (29)
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Puesto que el Wronskiano está dado por W= y 1 y ‘* -y2y  ‘, y puesto que

dW d-=
dx z(Y’Y; - YzYi)  = Y,Y’; - YZYY

(29) se convierte en
dW

a,dx+a,W=O

Resolviendo, encontrarnos una relación importante conocida como la identi-
dad de Abel, dada por

w = ce-J’“ho’d” (30)

Puesto que la función exponencial en (30) nunca es cero, vemos que el
Wronskiano W debe ser idénticamente cero en el intervalo dado, en cuyo ca-
so c = 0, o nunca cero en el intervalo, en cuyo caso c $0.  No puede haber
nada intermedio. Resumimos los resultados en el siguiente

Teorema 6. Sea y 1 y y2 dos soluciones de la ecuación diferencial

(uoD2  + a,D + a,)y  =  0

donde a,#O,  a,,  a2 son funciones continuas de z en algún intervalo. En-
tonces el Wronskiano de y , y yz está dado por la identidad de Abel.

= ce-J kw/ulMx
wj

y W es ya sea idénticamente cero en el intervalo o nunca cero en el intervalo.

Usando este teorema, podemos probar ahora el siguiente teorema para el
caso de que y , y yz sean soluciones de (27).

Teorema 7. Sean y r y yz  soluciones de la ecuación diferencial (27) en al-
’ gún intervalo. Entonces

(a) y 1 y yz son linealmente dependientes si y sólo si W=  0 en el intervalo.
(b) y 1 y y2 son linealmente independientes si y sólo si W# 0 en el in-

tervalo.

No presentaremos una prueba de este teorema pero en vez se dejará pa-
ra el Ejercicio 9C.  Debería notarse que no hay contradicción alguna entre el
Teorema 7 y el Ejemplo ilustrativo 4 en la página 184,  puesto que la función
y2 = x 1 x 1 no puede ser una solución de ninguna ecuación diferencial lineal
de segundo orden porque su segunda derivada no existe en - 15 x I 1.

De los Teoremas 6 y 7 podemos obtener el siguiente teorema útil.

Teorema 8. Sea y I una solución a la ecuación diferencial (27). Entonces
una solución linealmente independiente está dada por
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Una prueba a esto sigue de inmediato de (31) si dividimos ambos lados
por Yf asumido distinto de cero. En tal caso obtenemos

(1  Y2

(i

c.e  - ICU,  WMh (.g  I(u,!uoMx
- -  =

Y:
0

Y2-=

(1X  Yl s Y:
LlX

Yl

al integrar y tomar la constante de integración igual a cero. Luego escogien-
do el caso especial c = 1, obtenemos (32).

Observación 4. El estudiante notará que el Teorema 8 está muy rela-
cionado con el Teorema 3 en la página 175.

Terminando con la teoría anterior tenemos el siguiente teorema impor-
tante, el cual hemos hecho uso en la parte inicial de este capítulo pero nun-
ca enunciado en forma precisa.

Teorema 9. Si yr y yz son soluciones linealmente independientes de la
ecuación (27), entonces

Y  =  ClYl +  (‘2Y2 (33)

es una solución de *(27)  para cualesquiera constantes c r, cp. Recíprocamen-
te, toda solución de (27) tiene la forma (33) para selecciones apropiadas de
las constantes c r , c 2.

Tenemos también el siguiente teorema

Teorema 10. Si y r y yz son soluciones linealmente independientes de (27)
y y,, es una solución particular de

entonces
I

Y  =  C’lYl  +  (‘2Y2  +  Y, (35)

es una solución de (34) para cualesquiera constantes c r., c2. Recíprocamen-
te, toda solución de (34) tiene la forma (35) para selecciones apropiadas de
las constantes c r, c 2.

Las demostraciones de los Teoremas 9 y 10 se dejan para el Ejercicio
lOC,  página 192.

Observación 5. Es importante que el estudiante entienda el signifi-
cado de los Teoremas 9 y 10. Hemos definido la solución general de una ecua-
ción diferencial de orden n como aquella solución que involucra n constantes
arbitrarias. Todas las soluciones que no se podían obtener de esta solución
general por ninguna selección de estas constantes fueron llamadas solucio-
nes singulares. Como ya ha sido mencionado, en la mayoría de los problemas
de naturaleza práctica la solución general es la que proporciona la solución
significativa después de determinar las constantes de las condiciones dadas,
Si surgen soluciones singulares, estas tienen “generalmente” poco 0 ningún
significado práctico.
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En 10 que nos interesa, el significado de los Teoremas 9 y 10 no es el de
que hayamos encontrado la solución que involucra dos constantes arbitra-
rias (el mismo número como el orden de la ecuación diferencial), la cual he-
mos llamado la solución general, sino en realidad todas las otras soluciones
que de existir son soluciones particulares, esto es, casos especiales de la so-
lución general obtenidos por la selección apropiada de las constantes. Así,
los Teoremas 9 y 10 de hecho garantizan que no hayan soluciones singulares.
Esta propiedad de no tener soluciones singulares es peculiar de las ecuacio-
nes diferenciales lineales, pero no de todas las ecuaciones diferenciales no-
,lineales.

Algunos autores usan el término de solución general para significar to-*
das  las soluciones de una ecuación diferencial. Aún otros autores lo usan
solamente para el caso de las ecuaciones diferenciales lineales. Así, el es-
tudiante que vea el término de solución general en otros libros debe ser cui-
dadoso en determinar cuál definición se está usando.

Aunque los teoremas anteriores se refieren a dos funciones y a ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden, éstos se pueden generalizar a, los casos
de n funciones y ecuaciones diferenciales de orden n. Por ejemplo, el Wrons-
kiano en el caso de n funciones y r, yZ , , y,,  es una generalización na-
tural de (31) y está dado por

1 Yl Yz . . . Y,, 1

(36)

Tenemos los siguientes teoremas correspondientes a los Teoremas 6, 7,
9 y 10, respectivamente.

Teorema ll .  Sean  yl,  yz,. ., yn n soluciones de la ecuación diferencial

I
(a,D”  + a,D”-’  + ‘. .  +  u,,)y  =  0 (37)

donde a,#O,  a ,,...,  az, son funciones continuas en x en algún interva-
lo dado. Entonces el Wronskiano (36) denotado por W está dado por la iden-
tidad de Abel.

y W es ya sea idénticamente cero en el intervalo o nunca cero en el intervalo,

Teorema 12. Sean y r, y2,. ., yn soluciones a la ecuación diferencial (37)
donde a,#O,  a,,. .,  a, son funciones continuas de x en algún intervalo
dado. Entonces

(a) y r , y2,. , y,  son linealmente dependientes si y sólo si W= 0 en el
intervalo.

(b) y 1, y2;. , y,  son linealmente independientes si y sólo si WZ 0 en
el intervalo.
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Teorema 13. S i  y,,  y2,.  ,  y,, son soluciones linealmente independien-
tes de la ecuación (37), entonces

y = c,y, + c’2Y,  + ’ . + c,y, (39)

es una solución de (37) para cualesquiera constantes c1, c2,. ., c, _ Re-
cíprocamente, toda soluciórn  de (37) tiene la forma (39) para selecciones apro-
piadas de las constantes c, , cs,.  , c,.

Teorema 14. Si y 1, y2,.,  ., yn son soluciones linealmente independien-
tes de la ecuación (37) y yp es una solución particular de

(a,D” +.  LIILY-l  + ‘. + u,)y = F(x) (40)

entonces y = c,y,  + c’zy, + . . + c,,y,  + y, (41)

es una solución de (40) para cualesquiera constantes c r, c2,. , c,. Re-
cíprocamente, toda solución de (40) tiene la forma (41) para selecciones apro-
piadas de las constantes c,,  c 2,.  _, c,  .

Consideremos ahora a.lgunos  ejemplos que ilustran los teoremas ante-
rieres.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

(a) Determine si las soluciones y r = ez* + 2eX,  y s’ = 5ezx  + 4e x, Y 3  =
ex  -e2~  de la ecuación diferencial ‘(LI3  - 6D2 + 1lD  -6)~ = 0 son lineal-
mente dependientes o independientes. (b)  ¿Puede usted obtener la solución
general de las soluciones d’adas?  Explique.

Solución (a) El Wronskiano del conjunto de soluciones está dado por

e2x  + 2e” 5e2” + de”  e”  _ e2x

I
WY,,  Y,,  y3)  = 2eZX  + 2e” loe’”  + 4e” @ - 2e2’  = 0 (42)

4e2X  + 2e” 20e2” + &.‘  e”  _ &2.X

Puesto que es idénticamente cero en cualquier intervalo, vemos por el Teore-
ma 12 que todas las soluciones son linealmente dependientes (compare con
la página 181).

(b) Del Teorema 13 vemos que se necesitan tres soluciones linealmente
independientes para hallar la solución requerida. Aunque las tres soluciones
dadas son linealmente dependientes, es fácil mostrar que cualesquiera dos
son linealmente independientes. Por ejemplo, en el caso de la primera y ter-
cera soluciones, el Wronskiano  está dado por

eY  _ e2”

WY,,  Yi= ,;::  1;;: ex - 2e2”,  =
-3e3”  # 0

mostrando que y , , y3 son lineal independientes.
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Para obtener la solución requerida, debemos hallar una solución Y que
sea linealmente independiente de y r y y s . Un método para hallar Y es apli-
car el Teorema 3, página 175, dos veces (vea el Ejercicio 7B). De esta manera
obtenemos l a solución requerida y = c r ex  + c s e2 * + c s es x.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Verifique la identidad de Abel para la ecuación diferencial (D3 - 6D” +
11D  - 6)y  = 0.

Solución C o m p a r a n d o  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  d a d a  c o n  (37),  p á g i n a  1 8 8 ,
para n = 3, tenemos a,  = 1, a 1 =
gina 188, es

- 6. Entonces la identidad de Abel (38),  pá-

Para verificar esto, debemos obtener, el Wronskiano para tres soluciones
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  y  p o d e m o s  e l e g i r  e s t a s  c o m o  y  r = ex,  y2  =
ejx,  y3 =e3x.  A s í

leY e2x e 3 ‘i

w = $c ~~2.r  3e3.~ = 1~65 (43)
,e”  &2.Y  ge31

lo cual proporciona la verificación requerida si c = 2. Por supuesto que, si
hubiéramos elegido soluciones linealmente dependientes, la verificación sería
inmediata puesto que c = 0 estaría de acuerdo con W= 0

EJERCICIOS A

1. Determine cuáles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente depen-
dientes y cuáles son linealmente independientes. En cada caso use la definición
directa y los teoremas que involucran el Wronskiano.

(a)  rm4*.  P4r; (t-l)  2x”. -3x”. (C)  1.  cos  x. (d)  x + 1. 2n - 3.
(e) x2. ‘í2  + 1. x2 - 1. (f)  (x + I )(.Y  - 7). (2x - 1 )(x + 3). Ix-  + 2)(x  - 1)
(g)  sen’ X. cos X. 2. (h)senx-+cosx.3senx--~cos~.4cosx.

2. (a) Muestre que dos soluciones linealmente independientes de la ecuación (Dï  -
6D + 9)y = 0 están dadas por ej  x y xeJ *. (b) Escriba la solución general de la
ecuación en (a).

3. Escriba las soluciones generales de cada una de las siguientes ecuaciones y jus-
tifique sus resultados.

(a) (Ll2 + 2D - 3)y = 0 . (b) (D2 - 20  + 5)y = 0 .
(c) (P - 3D’)y = 0. (d) (Da - 8D2  + 16)~ = 0 .

EJERCICIOS B

1. (a) Pruebe que cualesquiera tres polinomios de primer grado deben ser linealmente
dependientes. (b)  iCuál  es el mayor número de polinomios de segundo grado
los cuales serán linealmente independientes? iPodrían  ser algunos de estos de
grado menor? Explique. (c) Generalice los resultados en (a) y (b).

190 Capítulo cuatro



2. Pruebe que si el cero se añade a cualquier conjunto de funciones linealmente inde-
pendiente, el conjunto resultante es lineaimente dependiente.

3. Sea P,(X)  polinomios de grado n donde n = 1, 2, 3, Pruebe que cualquier con-
junto finito de estos polinomios es linealmente independiente.

4. Investigue la dependencia lineal del conjunto de funciones

5. (a) Pruebe sin usar Wronskiano que las funciones x2 y ~3 son linealmente in-
dependientes en el intervalo 15  x 0 2, y también en el intervalo - 15 x 5 1. (b) En-
cuentre el Wronskiano de ~2 y x.3  En vista de que este Wronskiano es cero en
algún punto del intervalo - 1 s x s 1, jesto está en conflicto con el resultado en
(a)? Explique.

6. Encuentre n soluciones linealmente independientes de la ecuación D”y = 0 y es-
criba la solución general.

7. Complete la parte (b) del Ejemplo ilustrativo 5, página 189. (Sugerencia: Haga pri-
mero y = uy 1 en la ecuación diferencial dada para obtener una ecuación de segun-
do orden en v “. Luego haga v ’ = wy L  en esta nueva ecuación para obtener una ecua-
ción de primer orden en w ‘.)

8. Muestre que la función y 2 = x /x 1,  - 1 s x 0 1 de la página 184 no tiene segunda de-
rivada.

E J E R C I C I O S  C

1. Suponga que en la ecuación diferencial (27), página 185, a,, a,  y a2 son funcio-
nes continuas de x en un intervalo y a,  # 0 en cualquier punto del intervalo.
(a) Pruebe que si el Wronskiano correspondiente a dos soluciones y, y y2 es
cero en algún punto del intervalo entonces es idénticamente cero en el intervalo y
las soluciones y 1 y .yz  son linealmente dependientes. (b)  Muestre que las fun-
ciones xp y x3 del Ejercicio 5B son soluciones linealmente independientes de
la ecuación x”y” - 4xy’  + 6y = 0. iHay  algún conflicto con (a)? Explique.

2. Escriba la identidad de Abel para las ecuaciones (a) y ” - 3y ’ + 2y = 0; (b) x’y  ” +
xy’(x’-n’)y=O;  ( c )  (l-.T’)y”-2xy’+2y=o.

3. Dada una solución de una ecuación diferencial lineal de segundo orden, icómo  ob-
tendría usted una solución linealmente independiente a partir de la identidad de
Abel? iCómo encontraría luego usted la solución general? Ilustre al encontrar la
solución general de las ecuaciones (a) (D’  - 20 + 1)y = 0, y (b) (1 - ~2 )y ” -
2x,y’+?y  = 0. [Sugerencia: Note que en (b) x es una solución.]

4. (a) Muest,re que la función 3x2 - 1 satisface la ecuación diferencial (1 - x2 )y ” -
2ry’  + 6y = 0 y tiene un mínimo en x = 0. (b) Muestre que cualquier solución li-
nealmente independiente de la ecuación en (a) no puede tener un mínimo o máxi-
mo en x = 0.

5. Generalice el resultado del Ejercicio 4.

6. Pruebe la identidad de Abel para ecuaciones diferenciales de tercer orden y supe-
riores.

7 .  SiY  YY~ son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación a,y  ” +
a,y’+a,y=O  donde a,, a1 y u2 son polinomios que no contienen factores co-
munes excepto una constante pruebe que el Wronskiano es cero si y sólo si a,  = 0,
y viceversa.
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8. Generalice el resultado del Ejercicio 7.
9. Pruebe el Teorema 7, página 186.

10. Pruebe (a) los Teoremas 9 y 10, página 187, (b) Los Teoremas 11-14, páginas 188-189.

iCómo obtener una solución particular?

Para encontrar  la  solución general  de @(D)y  =  F(x)  debemos encontrar
una solución particular de esta ecuación y adicionarla a la solución general
de la  ecuación complementaria o reducida 4(D)y  = 0.  En la últ ima sección
encontramos cómo obtener la solución general de @(D)y  = 0. En esta sección
encontraremos cómo obtener la solución particular de $ (D)y  = F(x).

Hay muchos métodos por medio de los cuales se pueden obtener solu-
ciones particulares. Un método a menudo usado en física e ingeniería es el
método de los coeficientes indeterminados. Este método es simple de enten-
der, donde sea aplicable, pero desafortunadamente no se puede usar en cier-
tos casos. Sin embargo, tales casos son raros en la práctica. Cuando ellos
surjan, otros métodos se deben usar. Debido a su simplicidad y amplio uso,
discutiremos este método primero.

4 . 1  METODO  DE LOS COEFIC IENTES INDETERMINADOS

El metodo de los coeficientes indeterminados se aplica a la ecúación  di-
ferencial 4(D)y  =  F(x) ,  donde  F(x)  contiene un polinomio, términos de la
forma sen r x ,  cos r x ,  erx  donde  r  es constante ,  o  combinaciones de sumas
y productos de estos. Para obtener alguna idea, considere el siguiente

P R O B L E M A  P A R A  D I S C U S I O N

Resuelva y ” + 4y  = 4e2  +. (1)

Estamos buscando una función cuya segunda derivada adicionada Gua-
t,ro veces a la función produzca 4ez  x. Puesto que las varias derivadas de epx
involucran ezx nos l leva a considerar  y = ae2x  donde a  es  una constante
indeterminada,  como una posible solución.  Susti tuyendo en la ecuación da-
da tenemos

41,e2.v  + 4r,e2-l  = 4pz~y, Q(,lp  zzz 4$‘. (1 = ;

Así, una solución particular es y, = ien+., Por 10s  métodos de la última sec-
ción, la solución general de y ” + 4y  = 0 es

)‘ = \’‘ = c’, cos 2.~ + c2 sen?\-

La solución general de la ecuación dada es, por tanto,

j’ = j’, + j‘p = cI cos 2.~  + (’ sen 3\- + $LJ’”‘” -.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Resuelva (D2 + 40 + 4)~ = 6 sen 3x.
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Solución La solución complementaria es

Para encontrar una solución particular nos preguntamos: ¿Qué  funciones di-
ferenciadas una o dos veces dan sen 3x o constantes múltiples? La respues-
ta es que serán términos como sen 3x 0 cos  3x. Por tanto intentemos como
una solución particular

y = asen3.u + h COS  3x

donde a y b son nuestros coeficientes indeterminados. Sustituyendo en la
ecuación dada, encontramos después de simplificar

(0’ + 40  + 4)~ = (-5~  - 12b)sen3s  + (12~  - 5h) cos  3.~ = 6sen3.u

Esto será una identidad si y sólo si -5a  - 12b = 6, 12~  - 5b = 0. Resolvien-
d o  a=-30b=-72> 169, 169.

La solución particular es, por tanto, --+$ sen 3x -s cos  3x. De donde,
la solución general es y = (c r + c 2 x)e - 0 = - asen  3x - 72~0s  3x.169

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva (D*  + 40 + 9)y = x2 + 3x.

Solución La solución complementaria es y, = e - 2 X(c r cos  flx + c 2 sen V5x).

Para encontrar una solución particular nos preguntamos: ¿Qué  función
al diferenciarla produce un polinomio ? Claramente los polinomios cuando se
diferencian producen polinomios. Asumamos por esta razón como solución

-. particular y = y,, = ax3  + bx* + cx + d, esto es, un polinomio de tercer grado.
Sustituyendo esta solución asumida en la ecuación dada y simplificando,
encontramos

9ax3 + (12a + 9b)x’  + (6~ + 8b + 9c)x + 2b + 4c + 9ci = x2 + 3x

D e  d o n d e ,  9&=0,  12u+9b=l,  6a+8b+9c=3,  .Zb+4c+9d=O.  R e s o l -
viendo, tenemos a = 0, b = 4, c = g, d = ‘-&. De donde, yp = +x2 + gx -B.

La solución general es, así,

y = e -2x(c1  cos Js,  + c2 senJ5x)  + g + $ - &

El hecho de que a = 0 significa que no tenemos que usar un polinomio de ter-
cer grado en nuestra solución asumida; un polinomio de segundo grado ha-
bría sido adecuado. En general cuando un polinomio de grado n se presenta
en la derecha de $(D)y=  F(x)  asumimos como solución particular un poli-
nomio de grado n.*

*En página 196 veremos que hay algunas excepciones a esta regla. El razonamiento en es-
tos casos está, sin embargo, basado en los supuestos usados aquí.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Resuelva (DZ + 20 + 1)~  = 2 cos  2x + 3x + 2 + 3ex.

Solución La solución complementaria es yC = (c r + c*x)e-x.

Tenemos que decidir qué asumir como solución particular.
Para el termino 2 cos  2x, asumimos a sen x + b cos  2x.
Para el término 3x + 2 (polinomio de primer grado) asuma cn + d.
Para el término 3eX,  asuma fez.
De donde, asuma como solución particular yp  = a sen 2x + b cos  2x + cx +

d+fex.
Sustituyendo la solución particular en la-ecuación diferencial dada y

simplificando, tenemos

(-3a - 4b) sen2x  + (4~ - 3b) cos  2x + cx + d + 2c + 4fex

= 2 cos  2x + 3x + 2 + 3e”

Sigue que - 3a - 46 = 0, 4a - 36 = 2, c = 3, 2c + d = 2, 4f = 3. Resolviendo
esto encontramos a =&  , b = - &, c = 3, d = - 4, f = $.  Así la solución parti-
cular es yp  =&sen  2x - =&cos  2x+3x -4+aex  y la solución general de la
ecuación dada es

y = (cl + c,x)eTx  + &sen2x  - ft cos  2x + 3x - 4 + $8

4.2 JUSTIFICACION AL METODO DE COEFICIENTES
INDETERMINADOS. EL METODO ANIQUIlADOA

Es natural buscar razones de por qué el metodo de los coeficientes inde-
terminados parece funcionar. Para hacerlo, retornemos a la ecuación dife-
rencial (1) considerada en la página 192, la cual escribimos en forma de ope-
radores como

(0’ + 4)y  = 4eZX (2)

Puesto que sabemos cómo resolver la ecuación diferencial con el lado dere-
cho remplazado por cero, es natural preguntar si tales  métodos se pueden
usar directamente para resolver (2). Ahora podemos cambiar (2) en una ecua-
ción con el lado derecho cero como sigue. Primero diferencie ambos lados de
(2) o equivalentemente opere en ambos lados con el operador D para obtener

D(D*  + 4)y  = 8ezx (3)

Podemos ahora eliminar el término que contiene e*x en las ecuaciones (2)
y (3) al multiplicar la ecuación (2) por 2 y restar de la ecuación (3). El resul-
tado es

(D - 2)(D*  + 4)~ = 0 (4)
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Suponga ahora que inicialmente se nos haya dado (4). Entonces usando los
métodos de las páginas 173-180,  obtendríamos la solución

y = cI cos  2x + c2 sen2x  + c3ezX

Note que ésta contiene la solución complementaria de (2) y también la solu-
ción especial particular yp  = c 3 e2 x asumida al trabajar el problema en la
página 192. Así, no teníamos que adivinar la forma de la solución particular,
pero en lugar de esto podríamos haber llegado a ella como una consecuencia
natural al resolver (4). Usando yp  = c3e2 x en (2), encontraríamos como
antes ca = 3.

El proceso de operar en una ecuación tal como (2) para así obtener una
ecuación con el lado derecho cero es apropiadamente llamado e;l método de
aniquilación o el método aniquilador. El operador requerido para hacer esto,
tal como D-2 en (4),  se llama el operador de aniquilación o brevemente el ani-
quilador. Trabajemos otro ejemplo.

EgEMPLO  ILUSTRATIVO 4

Use el método de aniquilación para trabajar el Ejemplo ilustrativo 1, pá-
gina 192.

Solución La ecuación 8 resolver es

(0’ + 40 -t  4)~  = 6 sen3x (5)

Debemos encontrar un operador tal .que  cuando se aplique a (5) haga el lado
derecho cero. Puesto que D(sen  3x) = 3 cos  3x, D” sen 3x = - 9 sen 3x así que

(D2  + 9jsen3.u =  0

Ternos  que el aniquilador es 02 +9. Usando esto en (5),  tenemos

(0’ + 9)(D2  +  40  + 4)~ =  0 (6)

Note que si encontramos la solución de (6) obtenemos

y = (cI  + c2x)e-2X + c3 sen3x  + cq  cos  3x

los dos últimos términos son justamente lo que sería la solución particular
asumida para (5).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Trabaje el Ejemplo ilustrativo 3, página 194, por el método de aniquilación.

Solución Para aniquilar el término 2 cos  2x del lado derecho de la ecuación
dada

(0’ + 20  + 1)~ = 2 COS  2x + 3x + 2 + 3e” (7)
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debemos usar el aniquilador D’ +4. Similarmente, para aniquilar los térmi-
nos 3x + 2 y 3ex,  respectivamente, debemos usar el aniquilador 02  y (D - 1).
El aniquilador resultante el cual sirve para eliminar todos los términos es por
tanto 02 (D - l)(Dz  + 4). Aplicando esto a (7) da

D’(D - l)(D’  +  4)(02  +  20 +  1)~  =  0 (8)

La solución de (8) es
J‘ = (cI + c,‘c)e-”  + c3 sen2s  + (‘4 COS  2x + <a5cx  + cá.Y + c7

la cual está compuesta de las soluciones complementarias y particulares de
(7). De aquí el método continúa como en el Ejemplo ilustrativo 3.

EJERCICIOS A

1. Encuentre la solución general de cada una de los siguientes:

(a) y” + y = 2e3”. (b) (0’  + 20 + 1)~ = 4sen2.x.
(c) (LP  - 4)y  = 8.2. (d)  (D2  + 40 + 5)y  = t>-*  + 15x.
(e) 41”(t) + l(t) = t2  + 2 cos 3t. (f) (D3  + 4D).u  = e” +senx.

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas:

(a) 4”’ + 16~  = 5 senx; ~(0)  = ~‘(0)  = 0.
(b) s”(f)  - 3s’(r)  + 2s(t)  = 8tZ + 12e-‘; s(0)  = 0, s’(O) = 2.

3. Demuestre el uso del método de aniquilación trabajando (a) Los Ejercicios 1 (a).
(f); (b) Los Ejercicios 2 (a) y (b); (c) El Ejemplo ilustrativo 2, página 193.

EJERCICIOS 9

1. Resuelva y ” +y = 6 cos2  x, dado que y (0) = 0, y (7r/2)  = 0.
2. Resuelva la ecuación diferencial que surge en un problema de un circuito eléctrico:

!
LD’ + RD + G Q = E,sentut

>

donde D = d/dt; L, R, C, E,  y w son constantes dadas y Q(O)  = Q’(O)  = 0.

EJERCICIOS C

1. Encuentre la solución general de y ” - 3y ’ + 2y = 4 sen3 3x.

2. Resuelva y”  +y = F(x), donde

1:

0 s \ 5 ll
f ( x )  =  -;’

z > 7[

asumiendo que y (0) = y ‘(0) = 0 y que y y y ’ son continuas en x = K.

4.3 EXCEPCIONES EN EL METODO  DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Consideremos el siguiente
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PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva (Dz + 30 + 2)y = 4e-zx. La solución complementaria es yC  =
ele-2x  + c2e-1. Del hecho de que 4e-2X está en la parte derecha de la
ecuación dada, el supuesto de costumbre nos conduciría a la solución parti-
cular y = ae -zX. Sustituyendo

4ae-2~  _ 6c,e-2.~ + 2ae-2~  = 4-2.~ o 0 = 4e-2~

una situación imposible! Si pensamos un poco acerca de lo que hemos hecho,
deberíamos ser capaces de ver que esta “catástrofe” podría haberse previs-
to. Asumimos la solución ue-zx, la cual no es esencialmente diferente del
término c 1 e-2x  de la solución complementaria. Se esperaba por tanto que
ae-  X satisfaciera  (II2  + 30 + 2)y = 0.

Un poco de experimentación muestra que si asumimos como solución
particular uxe-2  x en vez de ae-2~ obtenemos resultados. Si y = uxe-2*,

(D2 + 30  + 2)(uxem2”)  = --ueezx  = 4e-‘“, esto es, a =  - 4

De donde, una solución particular es - 4xe-2  x y la solución general es

y = c.,e-2x  + c2e-x  - 4xe-2*

Observación. La razón por la cual el supuesto de que una solución par-
ticular uxe-2*  funcione en este problema se obtiene por el método de ani-
quilación. Para ver esto, notamos que para aniquilar el lado derecho de la
ecuación diferencial (02  + 30 + 2)y = 4e-2 *, debemos usar el aniquilador
D + 2, obteniendo así

(D + 2)(D2  + 30 + 2)y  = 0

-Pero debido a las raíces repetidas en la ecuación auxiliar para este caso, la
solución general es y=~~e-~~+c~e-~+c,xe-~~  lo cual muestra cómo
aparece el término axe-2  x.

Antes de pasar a las conclusiones sobre reglas, miremos algunos ejem-
plos más.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Resuelva (02 + 4)y = 6 sen 2x + 3x2 .

Solución Normalmente asumiríamos como solución particular a sen 2x +
b cos  2x correspondiente al término 6 sen 2x y cx2 + dx +f  correspondien-
te al término 3x2. No caeremos, sin embargo, en la misma trampa como an-
tes porque vemos que la solución particular asumida a sen 2x + b cos 2x está
contenida en la solución complementaria. Así estamos inclinados, en virtud
de la experiencia previa, a escribir como nuestra solución particular asumida
x (4:  sen 2x + b cos  2x), esto es, el resultado asumido previamente, multipli-
cado por x. Puesto que cx2.+ dx + f no tiene ningún término contenido en la
solución complementaria, lo usamos tal cual es. Nuestra solución particular
asumida es por trnto

Ecuaciones diferenciales lineales 1 9 7



yp  = x(asen2x  + b COS  2x) + cx’ + dx  + f

Al sustituir en la ecuación diferencial produce

4n  cos 2x - 4bsen2x  + 4cx2  + 4 dx + (4f + 2c)  = 6sen2x  + 3x2

0 4a = 0, -4b = 6, 4c = 3, 411  = 0, 4f + 2c = 0,

esto es, a = 0, b= -$, c = 2, d = 0, f=-f

La solución particular es, por tanto, yp  = - 4 x cos 2x + J$  x2  -; y así la solu-
c ión  genera l  es  y=c,  sen2x+c,  cos2x-~xcos2x+~x~-~.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Resuelva (03 - 302 + 30 - 1)y  = 2e*. (9)

Solución De la ecuación auxiliar m 3 -3m* +3m-l=(m-1)3  =O tenemos
m = 1, 1, 1. La solución complementaria es, así,

(cI + c2x + c3x2  )ex

Debido al término 2eX en el lado derecho de (9) normalmente tomaríamos
como solución particular uex.  Este, sin embargo está presente ‘en la solución
complementaria. Por tanto la experiencia nos lleva a asumir como solución
particular uxex.  Puesto que este también está presente, nos lleva a ux*  ex.
Sin embargo, este también está presente y nos lleva a ax3ex. Finalmente,
este no está en la solución complementaria. Sustituyendo ux3e*  en la ecua-

%ón dada, tenemos (03  -302 + 30 - 1)y  = 6uex = 3ex.  De donde, f3u  = 2,
u = 4,  y una solución particular es 5 x3ex.  La solución general es y =
(cI +c2x+c3x2)ex++x3ex.

De estos dos ejemplos obtenemos la siguiente regla, la cual no es difícil
de justificar al usar el método de los aniquiladores.

Regla. Para resolver una ecuación diferencial con coeficientes cons-
tantes:

1. Escriba la solución complementaria y,.
2. Asuma una solución particular correspondiente al lado derecho de la

ecuación:
(a)  Para un polinomio de grado n, asuma un polinomio de grado n.
(b) Para términos sen rx, cos TX,  o sumas o diferencias de tales tér-

minos, asuma u sen rx + b cos rx.
(c) Para términos como erx  asuma uerx.

3. Si algunos de los términos asumidos a 2(a), (b), o (c) ocurren en la
solución complementaria, debemos multiplicar estos términos asumi-
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dos por una potencia de x suficientemente alta (pero no mas alta) de
modo que ninguno de los términos asumidos aparezca en la solución
complementaria.

4. Escriba la forma asumida para la solución particular y evalúe los coe-
ficientes, obteniendo así yp.

5. Sume y,, con ye para obtener la solución general requerida.

EJERCICIOS A

1. Encuentre la solución general de cada una de las siguientes:

(a) (0’  + 20  - 3)p = 2e”. (b) (D2  + 1)~  = x2 +senx.
(c) (D2 + D)y  = x2 + 3x + e3+. (d) (D2  - 20  + 1)~‘ = ti.
(e) $’ + 43’  = 8 coi  2s - 4s. (f) (D3 + D)y  = x + senx $ cos x.

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas:

d21
dt2  + 91 = 12 cos  3t;  I(0)  = 4, I’(O)  = 0.

d2s ds ds

z+Llt=t+e
-1;  s = Qrlt  = Oent = 0.

EJERCICIOS B

1. Encuentre la solución general de (04  - 1)y  = cosh  x.

2. Resuelva. (Dz + 1)y  = 3c sen r.

3. Trabaje los Ejercicios A 1 (a)-(f) usando el método de aniquilación.

EJERCICIOS C

1.  (a) Resuelva (Dz  +w’)y  =A cos XX ; w, x > 0, w # X, donde A, w, x son cons-
tantes, sujeta ay(O) =(Y,  y’(0) = 8.  (b) iCuál  es el límite de la solución en (a) cuan-
do X-W?  (c) iEs  la solución límite de (b) una solución de la ecuación diferencial
dada cuando x = w ?

2. Justifique el método descrito en la regla 3 anterior usando el método de aniquilación.

3. Resuelva y ” + 4y = sen4 x.

4. iCómo se pueden usar los resultados de! Ejercicio 4 de los Ejercicios C, página 178,
para resolver los problemas de esta sección? Dé ilustraciones.

4.4 CASOS DONDE FUNCIONES MAS COMPLICADAS
APARECEN EN EL LADO DERECHO

En el caso de que el lado derecho contenga productos de términos como
e’x, sen TX,  cos  rx, y polinomios, se puede aún usar el método de los coefi-
cientes indeterminados, pero el método puede llegar a ser difícil de manejar
y perder su atractivo. En tales  casos otros métodos a discutir en las seccio-
nes que siguen producen resultados más fácil y rápidamente. Por complitud
demostraremos ahora un procedimiento general para determinar qué usar
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como solución particular asumida. Para motivar este procedimiento conside-
re el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva (02 + D + 1)y  = x3 ex. La solución complementaria es

e -xi2
(

J3 8c, cos  -x + c2sen-  x
2 2 1

Para ver qué solución particular podría ser preguntamos: LQué  funciones al
diferenciarlas podrían producir x e3 x? Si asumimos la solución particular
0x3 ex como se podría pensar en un principio, obtenemos al sustituir en
la eciación  diferencial el resultado

6(axex + 9ax2ex  +  3ax3ex  =  s3eX (10)

y es claro que no podemos determinar a, así que ax3ex  no puede ser una
solución. Para elimina:r  los términos de (10) que involucran -x*ex;  3ce*  y ex,
nos podría conducir n tratar como solución particular (1x3  ex + bx2ex +
cxe*  + dex. Realmente cuando ésta se sustituye, encontramos

(0’ + D + 1)~’ = 3as3ex  + (9a + 3b)x’e” + (6a + 6b -t  3c)sr”

+ (2b + 3c + 3d)e”  = x38

0 3a = 1, 9a + 3b = 0, 6a + h + 3c = 0, 2h + 3c + 3<i  =  0

Y a = 4, b =  - 1 , (’ = $, [ic  -f

- De donde, la solución particular es yp  = f x3 ex  - x* ex  + xex  - {ex y la solu-
ción general es

)/ = e-x/2

(
J3 j3 2s

C, COS-x  +  c2 s e n -  x
2 2 >

+ +x3$  - x2$  f $wY - -
3

En base a lo que se ha observado en los ejemplos, tal como el anterior,
estamos en capacidad de formular un método para determinar la solución
particular que se debería asumir. El método consiste en diferenciar el lado
derecho de la ecuación indefinidamente y registrar todos los términos esen-
cialmente diferentes que ocurran. Si hay un número finito de estos términos
se puede aplicar el mktodo de los coeficientes indeterminados y la solución
particular a asumir se puede formar al tomar cada uno de estos términos,
multiplicándolo por urna constante indeterminada y luego sumar los resulta-
dos. Después de obtener esta sqlución  particular, debemos por supuesto mo-
dificarla de acuerdo con la regla 3 en la página 1% si alguno de sus términos
aparecen en la solución complementaria. Este método también puede justifi-
carse usando el método de aniquilación, pero dejaremos tal justificación pa-
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ra los ejercicios. En vez, presentaremos la siguiente ilustración de su uso.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Resuelva (Dz +l)y=  x2 cos6x.

Solución La solución complementaria es y,  = c r cos  x + c 2 sen 3~. Para
hallar una solución particular considere el lado derecho x2 cos  5x.  Una di-
ferenciación simple daría lugar a los términos (sin considerar los coeticien-
tes numéricos) como

Aen  5x, s cos  5x

La diferenciación de cada uno de estos produciría términos como

x2 cos  5x, x sen 5.x, cos  5x

Continuando de esta manera, encontramos que no surgen otros términos di-
ferentes a los del siguiente grupo:

x2 cos 5x, x2 sen5.u, x cos  5.y x sen5x, cos 5x, sen 5x

Así, asumimos como solución particular,

yp = ux2 cos 5s + hx2 sen5x  + cx cos  5x + &sen  5x + f’ cos  5x + g sen5x (11)

puesto que ninguno de estos términos aparece en la solución complementaria.
Las constantes en (ll) se pueden encontrar al sustituir yp  en la ecuación
diferencial dada e igualando coeficientes de los términos correspondientes.

Si el lado derecho fuera In X,  por ejemplo, las diferenciaciones sucesivas
producen el conjunto infinito de funciones 1/x,  1/x2,  , y en este caso
el método es inaplicable. Para tales  casos, se pueden emplear otros métodos

-descritos más adelante en este capítulo.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 9

Resuelva (02  + 25)~ = n2 COS  5x.

Solución Procediendo como en el Ejercicio ilustrativo 8, encontramos la so-
lución particular

y, = ux2 cos 5x + bx2  sen5x + cx cos 5x + dx sen5x  + f cos  5x + gsen5x

Sin embargo, la solución complementaria es yc  = c r cos  5x +c, sen 5x, y
vemos que algunos de los términos en la solución particular anterior apare-
cen en la solución complementaria. Entonces de acuerdo a la regla 3 de la pá-
gina 198, debemos multiplicar la solución particular en este caso por x para
obtener

y, = ux3 COS 5x + bx3  sen5x + cx2 COS 5x + rix’sen 5x + fx cos 5s  + g.y sen5x
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Las constantes a, b, , f, g se puede obtener ahora al sustituir en la ecua-
ción dada e igualar los coeficientes de términos similares.

EJERCICIOS A

1. Para cada uno de los siguientes, escriba la solución complementaria y la expresión
en términos de coeficientes indeterminados que usted usaría al intentar encon-
trar una solución particular. No necesita evaluar estos coeficientes.

(a) (Dz  + 1)p  = xCx + 3sen.u. (b) (D’  - 20 - 3)~  = xsen2x  + x3e3.‘.
(c) (04 + D2)y  = 3.x’ - 4e’. (d) (LI2  - 20 + 1)~  = x28.
(e) (D2  + 1)~  = eex  cos x + 2s. (f) (D2 - 40 + 3)~  = 3e”  + 2e-”  + x3emx.

2. Encuentre la solución general de cada uno de los siguientes:

(a) (0'  - 1)~’  = xe”. (b) (0'  + 4)~'  = x2 + 3xcos2x.
(c) (D2  + 2D + 1)~  =sen3x + .ye-I. (d) Q”(t) + Q(rj  = tsént  + cos  t.

EJERCICIOS B

1. Encuentre la solución general de (03  - 50”  - 20 + 24)~ = na e3 x.

2. Resuelva (D* +~*)y=t(sen~t+cos~t);  D=d/dt  sujeto a y(O)=y’(O)=O.

3. Resuelva y ” -3y’+2y=e-x(l+cos2x).

EJERCICIOS C

1. Resuelva y”+4y  = cas x cos 2x cos  3x. 2. ResueIvay”‘+4y”-  6y’-  12y=(senh  x)4.

3. Resuelva (02  + 1)y  = x2 cos 5x usando los resultados del Ejercicio 4 de los Ejer-
cicios c, página 178.

4. Justifique el método-de hallar soluciones complementarias descrito en el Ejemplo
ilustrativo 8 usando el método de aniquilación.

4.5 EL METODO  DE VARIACION DE PARAMETROS

Ha sido mencionado que el método de los coeficientes indeterminados es
efectivo sólo cuando el lado derecho de la ecuación  es de un tipo especial. Es
natural que nos preocupemos sobre lo que se puede hacer en el caso de que
el método de los coeficientes indeterminados sea inaplicable. Afortunadamen-
te se nos ha ahorrado mucha de la preocupación por los esfuerzos de un ma-
temático famoso llamado Lagrange, quien descubrió un método muy ingenio-
so y poderoso el cual se aplica en los casos donde el método de los coeficientes
indeterminados no funciona tan bien como donde lo hace. De hecho conocien-
do sólo este método uno lo puede hacer muy bien sin el método de los coefi-
cientes indeterminados.

Para mostrar cómo trabaja el método de Lagrange, trataremos de obtener
la solución general de la inocente ecuación diferencial

y” + y = tan x (12)

La única cosa que disturba aquí es la presencia del término tan x. La solu-
ción complementaria es

Acosx + Bsenx (13)
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donde A y B son constantes arbitrarias.
El ingenio de Lagrange está en su supuesto, el cual a primera vista (co-

mo muchos supuestos no obvios) aparece ridículo. El dijo:

Asuma que A y B en (13) no son constantes sino en vez funciones de
X, denotada por A(x) y B(x) respectivamente. La pregunta es: iQué
funciones deben ser estas para que A(x) cos  x + B(x) sen x sea una
solución de (12)?

Puesto que el método asume que las cantidades A y B varían, el método
generalmente se llama el método de variación de parámetros o variación de
constantes. Es claro que puesto que se van a determinar dos funciones A(x)
y B(x), esperamos que se deban imponer dos condiciones. Una de estas sur-
ge del hecho de que la solución asumida satisface la ecuación diferencial. Es-
tamos por tanto en libertad de imponer otra condición. Con esto en mente
procedamos. Por diferenciación de

y = A(x) cos  x + B(x) senx (14)

tenemos y' = -A(x) sen.Y  + B(x) COS X + A'(x) COs x + B'(x) senx (15)

Al darnos cuenta que una diferenciación adicional introduciría un poco de
términos más, aprovechamos de nuestra libertad para escoger una condición
sobre A(r) y B(x). Escogemos una condición que simplifique (Xi),  esto es,

A’(x) cos  x + B’(x)senx  = 0

idénticamente. Así, (15) se convierte en

y’ = -A(x) senx + B(x) cos  x

Una diferenciación más produce

y” = -A(x) cos  x - B(x) senx - A’(x) senx + B’(x) cos  x

Sustituyendo (14) y (17) en la ecuación diferencial dada, encontramos

-A’(x) senx + B’(x) cos  x = tan x

De las dos ecuaciones simultáneas (16) y (M),  es fácil obtener

(16)

(17)

(18)

A’(x) = -ss, B’(x)  = senx

De donde,

A(x) G J =;;  dx = J (cos  x - sec  x)dx = senx - In (sec  x + tan x) + c,

B ( x ) =  -cosx  + (‘2
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Sigue que la solución requerida (14) es

J’ = A(x)  COS  .Y + B(X) sens  = c , Cos  x + c2 sen.X  - cos  s in  (sec  x + tan x)

Observación 1. No es difícil mostrar que si y =Au,  (x) +Bu,  (x) es
la solución complementaria de la ecuación y ” + Py ’ + Qy = F(x), donde P y Q
pueden depender de x, las dos ecuaciones principales (16) y (18) son

A’u,(x) + Fu,(x) = 0, A’zil(x)  + B’&(x)  = F(x) (19)

de donde A y B se pueden encontrar. Note que el determinante de los coefi-
cientes en (19) es el Wronskiano dado por

el cual se asume diferente de cero.
Se debería enfatizar que el método de variación de parámetros es muy

útil y que es aplicable a cualquier ecuación diferencial (con coeficientes cons-
tantes o variables) donde podamos escribir la solución complementaria. Por
esta razón se puede usar aún en los casos donde se pudiera aplicar el método
de los coeficientes indeterminados. De hecho, algunos fanáticos fervientes
de este método claman que sólo se debería aplicar este método. Para ilustrar
el método en el caso donde el método de los coeficientes indeterminados se
puede usar, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 10

Resuelva y ” - 3y’  + 2y = xex + 2x.

Solución En este caso la solución complementaria es

j’ _z Ae”  + Be2” (20)

Si asumimos de acuerdo al método de variación de parámetros que A y B son
funciones de x, entonces tenemos por diferenciación y = Aex  + 2Be’  x + A ‘ex  +
B’+x

Tomando A’e”  + B’e’”  = 0 (21)

de modo que ! <’  = Ae*  + 2Be2” (22)

tenemos al diferenciar de nuevo

! *” = .4$ + 4Be2”  + ,4’$  + 2Bte2* (23)

La sustitución de (20), (22) y (23) en la ecuación diferencial dada produce

A’$  + 2B’e’”  = .y@ + 2.x (24)
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Resolviendo las ecuaciones diferenciales simultáneas (21) y (24) para A’ y
B’ da

A ’  =  -x - 2.xeC”, B ’  =  .xemX  + 2xe-2X

Luego por integración

A = -$ + ,&e-” + 2e-”  + cI, B = mxe-x  - e-” _ .xe-2X _ te-2x  + c2

Usando estas en (20) da la solución requerida:

X2

y = clex  + c2e2’ - 2 ex  - xe-”  - ex  + x + i

2

= C,e”  + C2ezx - K ex  - ‘(eex
2

+x+;

El estudiante debería comparar esto con el método de los coeficientes inde-
terminados.

Otro método. De la Observación en página 204, las ecuaciones (21) y
(24) se pueden escribir de inmediato, y se puede ahorrar algún tiempo en el
uso del método.

Observación 2. En la práctica puede ser difícil o imposible expresar
las integrales obtenidas de A’ y B’ en forma cerrada. Por ejemplo, suponga que
el lado derecho de la ecuación a ser resuelta en el Ejemplo ilustrativo 10 sea
sen x3 en vez de xex  + 2x. En este caso llegaríamos a las ecuaciones simultá-
neas.

A’e”  + Bfe2*  = 0, A’ex + 2B’e2”  = seny

con solución A ’  =  -e-“senx3, B’ = e-2x  senx3

de modo que A  = - eexsenx3  dx +  c1,s B  =
s

em2”sen2  dx + c2

La solución requerida es

y  =  clex  + c2e2x  - ex
s

epx  senx3 dx + ezx
s

e-2xsen x3 dx

aún cuando no podamos desarrollar las integrales. Esto no es una limitación
sin embargo, puesto que en un problema aplicado se pueden llevar a cabo in-
tegraciones numéricas si fuere necesario.

El .método  de Lagrange de variación de parámetros puede extenderse a
ecuaciones lineales de alto orden. Tal extensión se considera en los ejercicios.

EJERCICIOS A

Resuelva cada uno de los siguientes por variación de parámetros:
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1. Use el método de variación de parámetros para resolver y ’ + P(x)y  = Q(x).

2. Muestre que la solución de y ” + a2y  = F(x) sujeto a y (0) =y ‘(0) = 0 es

y=!  xsa 0
F(u)sena(x  - u)du

3. (a) Sea d(D)y  = F(x) una ecuación diferencial lineal de tercer orden. Asuma que
la solución complementaria se conoce de modo que de acuerdo al método de varia-
ción de parámetros y = Au 1 (n) + Bu, (x) + Cu, (x) donde A, B,  C son funciones
apropiadas de n. Muestre que las ecuaciones para determinar A, B y C están da-
das por

A’u, f B’u,  + C’u, = 0

A’u; + B’u; + C’u; = 0

A’ú;  + B’u; + Cu;  =

i.

5.

6.

(b) Resuelva y “’ - 5 ” - j, ’ + 2y = ex  por el método en (a) .

Resuelva y ,”  - 6~”  + lly’  - 6y = e*  + e-x  por variación de parámetros.

Muestre que la solución general de x2y  ” - 2xy  ’ + 5 = 0 es y = Ax2  + Bx. Luego,
encuentre la solución general de x2y  ” - 2xy ’ + 2y = re - r.

Pruebe los resultados en la Observación de la página 204.

EJERCICIOS C

1. Si la solución complementaria de y ” + P(x)y  ’ + Q(x)y  = R(x)  es Au 1 (x) + Bu, (x),
muestre que su solución general es

donde W(lf,,  112,  = /;::;*;  :;;;;;l = fr,(x)u;(s)  - lf2(.Y)u;(x)

2.

es el Wronskiano de u1 (x) y u2 (x) y no es idhticamente  cero. Discuta el caso
donde W= 0.

Use la identidad de Abel y el Ejercicio 1 para mostrar que la solución general de
~“+P(x)y’+Q(x)y=R(x)  es

1. !“’  + y = cot x. 2. y” + y = sec  x.

3. y” + 4y = csc 2x. 4. ytt  2 y = 8.

5. y” + 34”  + 2y = 3eC’”  + x. 6. y” + y’ - 2y = In x.

7. 2y”  + 3y’ + y = e-3x. 8. (Ll2  - 1)y  = x28.

9. y” - y = e-x2, 10. y” - 43”  + 4y = JÑ.

EJERCICIOS B

y = c,u,(x) + r2u2(.y)  + y SR(r)lr,(.~)e~P”)d”  h - T JR(.y)lr,(x)rJ  P(x)ds  &.
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3. Aplique los resultados de los Ejercicios 1 y 2 al Ejercicio 5 de los Ejercicios B.

4.6 METODOS  ABREVIADOS INVOLUCRANDO OPERADORES

Hemos visto cómo resolver ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes usando el método de coeficientes indeterminados y el mé-
todo de variación de parámetros. El primer método se aplica solamente cuan-
do el lado derecho de la ecuación contiene funciones apropiadas (polinomios,
exponenciales, etc.) El segundo método sin embargo puede usarse no sólo pa-
ra tales  funciones apropiadas sino también para funciones más complicadas.
En este caso pueden existir soluciones que involucren integrales indefinidas
(ver Observación 2, página 205). En vista de esto, los así llamados métodos
de operador u operacionales para resolver tales  ecuaciones a ser descritos en
esta sección pueden aparecer superfluos. Sin embargo, antes de que el estu-
diante pase rápidamente a la próxima sección, se deberían indicar varias
razones para discutirlos. Primero, tales  métodos con frecuencia ofrecen so-
luciones a problemas en una manera más corta, menos tediosa que otros mé-
todos. Segundo, ellos sirven como un preámbulo a los métodos de la trans-
formada de Laplace  a ser discutidos en el Capítulo seis,* aunque por sí
solos son de interés. Con estos comentarios presentamos ahora una discusión
breve de los métodos operacionales.

Considere
c#@)J = F(s)

donde 4(D)  es el operador polinómico lineal en D E d/x,  esto es,

(25)

donde aquí tomaremos a,, a r, , a, como constantes dadas. Si “resol-
vemos” formalmente para y en (25),  tratando algebraicamente la ecuación,
obtenemos

Aquí 1/4(D)  representa una operación a ser desarrollada sobre F(x). Una
pregunta que se debe responder es: iCuál  es la naturaleza de la operación?
Para tener alguna idea, considere la simple ecuación Dy = x. Aquí simbóli-
camente tenemos +

*Históricamente, el ingeniero eléctrico Heauiside  usó formalmente métodos operacionales
con gran éxito. Los métodos de la transformada de Laplace  fueron desarrollados en gran parte
en un esfuerzo para colocar sus métodos en-una base metemática sólida.

‘Algunos prefieren escribir D - I (inverso de D) en vez de l/D.  Ambos símbolos serán a-
usados indistintamente.
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&Qué  queremos significar con esto ? Una pista aparece si resolvemos Dy = X.
Obtenemos,

y=Jxdx=;+c

de donde es natural hacer  la definición
1
- X 3 fx dx
D

(27)

siendo la interpretación que la operación de “multiplicar” una función por
l/D  corresponde a una integración de la función. Es natural preguntar si
l/D* operando sobre una función corresponde a una doble’ intégración  de
la función, y en general si l/Dn, n un entero, corresponde a n integracio-
nes sucesivas. El estudiante puede convencerse fácilmente de esta interpre-
tación. Operadores tales  como l/D,  l/D*, etc., se llaman operadores in-
versos. Investiguemos otros operadores. Considere
\ (D - p)y = f(x)

donde p es una constante. Formalmente, tenemos
(28)

Y = &f(") (29)

Puesto que la ecuación (28) puede resolverse fácilmente para dar

y = epx s e-pxf(x)dx

es natural hacer la interpretación

(30)

& f(x) z epx  JePpXf(x)dx (31)

’ Note que esto se reduce a (27) si p = 0 y f(x) = x.
Es de intérés preguntar qu6 podría significar uno por

(D - PA@ - P~Y  = f(x) (32)

donde p , y p2 son constantes. Sabemos que

(D - PdY  = 2 - P2Y

Así parece plausible que

(D-PW-,,,,=(&P,)@_,,,)

--g~-P2Y)-P,(~-P2”)

d2y
= -&y  - (PI +  PJ 2 +  PIP2.Y

= [D2 - (~1 + PS  + ~21~

2 0 8 Capítulo cuatro



Así, el operador (ll-p,)(D-pz)  es equivalente a Dz  -(pl +pz)D-+
p1p2.  Lo opuesto puede establecerse en forma similar. Se desprende que
los operadores se pueden multiplicar o factorizar como cantidades algebrai-
cas. Esto no es, sin embargo, siempre posible si p1  y p2 no son constantes.
Se puede mostrar que la factorización de operadores

a,D” + ulDn-’  + 4.. + 0, = %(D - PI w - Pd . . . (D  - P”)

siempre es posible (y única) cuando ao,.  , a,,  y consecuentemente p 1,
. . ., p,, son constantes. Además no importa el orden de los factores, esto es,
los operadores obedecen las leyes conmutativa, asociativa, y distributiva co-
mo lo hacen las cantidades algebraicas.* Este hecho importante nos permi-
te tratar la ecuación (32) de la misma manera como se trataron las otras ecua-
ciones, esto es, podemos escribir (32) formalmente como

1
2’  = (D - PW - P2)

f(x)
\

La doble aplicación de (31) produce

De manera similar podemos escribir

’ (D _ pl)  . f . (D _ ,f(x)  = eplx J e-p1xep2x  J e-pzxep3x  J . . . epnx J emp~xf(x)dx~33J

El método funciona aún en el caso de que algunas o todas las constantes p ,,
. ., pn  sean iguales.

Puesto que el lado izquierdo de (33) se parece mucho a una fracción al-
gebraica, es natural preguntar si uno puede, descomponerla en fracciones
parciales, esto es, podamos escribir por ejemplo, en el caso donde p,  , ,
p,, sean constantes distintas, la identidad

1 Al A
(D - p,)(D  -. p2).  . . (D - p,) = D- +

A2_ _ _  +  .  .  .  +.  n
D - ~2 D - un

(34)

para constantes determinadas apropiadamente A, , A2,.  . , , A, . Si (34) es
cierto, entonces

1

iD _L  P,). . . (D - P,)
f(x)  = -A’,f(4 + &rcx> + ... + $-j(x)

*Ver los Ejercicios B y C en las páginas 172  y 173.
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y el lado derecho se puede interpretar, usando (31) como

AlePLX  es -P’xf(~)d~  +  A2eP2X  emPz”f(x)dx  +  ’ .  +  A,epmXs s
’e-Pnxf(x)dx

Esto resulta ser correcto y es más fácil que la interpretación (33), puesto que
sólo involucra integrales individuales.

EJEMPLO ILUSTRATIVO ll

Encuentre la solución general de (02 - 1)~  = IZ--~.

Solución Podemos escribir la ecuación como (D - l)(D + 1)y  = e-~. De
donde,

1
y = (D - l)(D + 1) e-x =

+
D - l\ = *ex s edx(emx)dx  - +epx

s
ti(e-“)dx

= clex  + c2ewr  - +e-.’ - fxemx

= Ae”  + Be-”  - +.ye-.’

Se debería subrayar que si se omiten las constantes de integración nues-
tros métodos se pueden usar para obtener soluciones particulares.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 12

Encuentre una solución particular de (02  + 40 + 4)y = x3 e -21.

c Solución Escribimos (D + 2)2y = x3  e-21.  Así,

1
y = (D + 2)2  (x e

3 -2x)  _ ’ ’ (x3e-2x)

D+2  D+2

En este ejemplo el trabajo es mucho más corto al que se hubiera hecho
si hubiéramos usado el método de los coeficientes indeterminados.

Los métodos de operador son de gran uso para hallar soluciones particu-
lares. Los métodos empleados pueden no siempre ser fácilmente justificables,
como se muestra en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 13

Encuentre una solución particular de (02 -D + 1)y = x3 - 3x2  + 1.
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1
Solución Escribamos J’=i-D+p (x3 - 3x2  + 1).

Por división ordinaria en potencias ascendentes de D encontramos

1
l-027

= 1 + D - 03  - 04  + . . .

De donde, formalmente,

I’  = (1 + D - D3 - D4 + . . .)(x3 - 3x2 + 1)

= 1(x3 - 3x2 + 1) + D(x3 - 3x2  + 1) - D3(x3  - 3x2 + 1)

- D4(x3  - 3x2 + 1) + . .

= x 3 - 6 x - 5
\

El hecho sorprendente de esto es que y = x3 -6x - 5 es realmente una
solución particular.

Debido al ejemplo anterior, el estudiante no debe adquirir la impresión
de que cualquier manipulación de operadores conducirá a resultados exito-
sos. Aunque hay muchas maneras en las cuales los operadores se pueden ma-
nipular, también hay muchas maneras en las cuales no se pueden. En los
Ejercicios B y C hemos presentado algunas de las técnicas más comunes de
operadores con sus demostraciones. El estudiante los puede hallar útiles pa-
ra obtener resultados rápidamente en muchos casos.

EJERCICIOS A

Usando métodos de operador, encuentre la solución general de cada ecuación.

1 . (0’ - D)y = 1 . 2 . (0’ - 20 + 1)y  = ex.

3. (D2 + 30 + 2)y = ex  - Lx. 4. (D2 - 1)y = 2x4 - 3 x  + 1 .

5. (0’ + D)y = 4x3 - 2eZX. 6. (D2 + 20 + 1)y  = x2e-* + 1

7. (0’ - 40 + 4)y  = e’“sen3x. 8. (D3 - D)y = 1 + x5.

EJERCICIOS B

1. Si d(D)  es un operador polinómico en D con coeficientes constantes, y m es cual-
quier constante, muestre que 4(D)emx = @(m)emX. Luego, muestre que una solu-
ción de d (D)y = 0 es y = emx, donde n puede tomar valores que satisfacen 4 (n) =
0. Note que 4(m) = 0 es la ecuación auxiliar.

2. Si a y b son constantes y y1,  ya son funciones apropiadas de x, muestre que

Esto muestra que 1/4(D)  es un operador lineal.
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3. Muestre que si se omiten constantes arbitrarias

$j (em”)  = & (P”X 4(m) # 0

Así, evalúe 1
02 -20-3

e-L”y obtenga la solución general de (Dz  - 20 - 3)y = e4 % .

4. Obtenga una solución particular de (03  + 30’  - 40 - 12)~  = 2eSX - 4e-51.  Tam-
bién encuentre la solución general.

5. (a) Pruebe que si m es una constante y F es diferenciable,

II
D(e”“F) = emnx(D  + m)F, D’(e”‘“F)  = ernx(D  + m)*F

(b) Por inducción matemática, extienda los resultados de (a) a D, (emxF) =
em*  (D + m)“F.

6. Use el Ejercicio 5 para mostrar que 4 (D)(emxF)  = emxti(D  + m)F donde 4(D)
es un polinomio en D con coeficientes constantes. El resultado se llama el teore-
ma de cambio de operador.

7. Use el teorema de cambio de operador del Ejercicio 6 para mostrar que la ecuación
(D-m)~y=O  tiene la solución general y=em*(cl  +c,z+ .  .  .+c,xp-1).

8. Use el teorema de cambio de operador para mostrar que

[Sugerencia: Haga $(D  + m)F= G en el teorema de cambio de operador del
Ejercicio 6.1  El resultado es el teorema de cambio de operador inverso. Note que
por este teorema, 1/4(D)  tiene la misma propiedad de b(D)  en el Ejercicio 6.

9. Usando el Ejercicio 8, evalúe

(al -1
D2 - 40 $ 3

(x3e2X)  y obtenga una solución particular de (Dz - 40  + 3)~ = x3 eBx.

(b) D2 + iD + 1 (2x2e-2X + ~~2”)  y obtenga una solución particular de (Dz  + 2D  +

1)y  = 2x2e-PX+  3eZX.

10. Muestre que si C#I  es un polinomio con coeficientes constantes,

&D’)(senax)  = & - a2)(senax),

así, derive los resultados,

q5(D2)(cos  ax) = $( - a2)(cos ax)

4(-a2) # 0
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11. Usando el Ejercicio 10 evalúe

(4 & (sen3x). (b) D”-:D2+2(2 COS  2x - 4 sen2x).

12. Los resultados del Ejercicio 10 se pueden usar para encontrar soluciones particu-
lares de qb(D* )y  = sen ax ó CJ(D~  )y  = cos ax, pero no funcionan para las ecua-
ciones +(D)y=senay  ó d(D)y=  cosay.  (a) Muestre que 4(D)  siempre se pue-
de escribir como F, (02  ) + DF,  (02  ).  Considere

[F,(D2) + DF2(D2)]y  =senax

Opere a ambos lados por F, (02  ) - DFz  (02  ) para obtener

!
{ [FI(D’)]~ - D2[F2(D2)12}y  = F,(  -2)  senax - aF,(  - a2) cos  ax

y por tanto muestre que una solución particular es

FI( - ff2)sen  UX  - aFz( - a’) cos ax

[F,(-a’)]’  + a2[F2(-a2)]2

(b) Finalmente obtenga el resultado en (a) escribiendo

1 1

z)senax  = F,(D2)  + DF,(LqSenax

F,(D’)  - DF,(D2)

= [F,(D’)  + DF,(D’)][F,(D’)  - DF2(D2)]Senax

F,(-a2)  - DF,(-2)
= [F,(-ay2  + a2[F2(-U2psenax

F,( -a2)senffx - uF,( - a2) COS ux
= [F,(  -u’)]’  + d[F,( -u’)]’

Llegue a un resultado similar para 1 cosax

d(D)  ’

13. Use los resultados del Ejercicio 12 para encontrar soluciones particulares de:
(a) (D* - 30 + 2)y = sen 3x. (b) (203 + D* - 20 - 1)y = 3 sen 2x + 4 cos 2x.

14. Combinando el teorema de cambio de operador del Ejercicio 8 y los resultados del
Ejercicio 12, evalúe

1
(4 D2+D-2

(P sen 3x). W DJ + iD2  _ 1 wx cos  2x1.

15. Muestre cómo las identidades
sen 0 =

&,ie  _ e-‘8 @ + e-i+l

2i ’
cos 6 = - -

2
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se pueden emplear para obtener los resultados de los Ejercicios 10-14.

16.  Usando los métodos de los Ejercicios 1-15 evalúe:

(4 D2  + kD  _ 5 (e3x). (b) & (x5 + 3.x4  - 2.x”). (c) & (zc%~~).

(4 & (8 sen4.x). (e) & (senx + cos  u). (f) & (eAX  cos 4x).

(g) D2 _ iD  + 3 [ex(2  senx - 3 cos  x)]. (h) (D  + 2)j(D + l)j  (x3eP”  + e-“senx)

(9 D3  + D21p D _ 1 (x2  + 3senr). (j) o3 _ D2 + D (.x2@  - 4x4).

JI
EJERCICIOS C

1. (a) Use fracciones parciales para obtener
1_ _

(Ll  - 2)2(D + 3)
(x2ezx)

y verifique su resultado por otros métodos. (b) Justifique las manipulaciones en
(4 probando que

2 .  ta) Muestre cómo modificar el resultado del Ejercicio 3B en el caso d(m)  = 0 pero
4’(m) # 0 (esto es, m es una raíz pero no una raíz doble de 4(m)  = 0), obte-
niendo

(b) E n  e l  c a s o  dm)=O,  @‘(m)=O,  #“(m)=o,  .  .  .  .  4(p-l)(m)=O,  g,(~)(m)~O,
[esto es,  m es una raíz de multiplicidad n de d(m)  = O],  muestre que

>

1 1

F = %m F + b 42m F

[Sugerencia: Si m es una raíz de multiplicidad p de b(r) = 0, entonces (r  - m)p
es un factor de d(r);  en forma similar (D-m)p  es un factor de ti(D).]

3. Use los resultados del Ejercicio 2 para investigar el caso del Ejercicio 10B si
f$(-a”)=O.

4. Evalúe
1 1

(a)  (D - 1)2 (ex). (b) D2  _ iD + 2 w - e2”).

(4 & (sen3x).
1

(e) ___
D3 f D

(cos  x +sseIlx). (0 o4  + jD2  + 1 (sen+
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5. Resuelva (02  + I)y = x2 cos x escribiendo cos x como la parte real de eix y fac-
torizando (02  + 1) en (D  - i)(D + i).

6. Usando operadores resuelva (aD2  + bD + c)y = F(x) donde a, b, c son constantes.

; Ob servaciones relacionadas con ecuaciones con coeficientes
variables las cuales se pueden transformar en ecuaciones
lineales con coeficientes constantes:
La ecuación de Euler

El estudiante ha tenido ocasión de ver cómo algunas ecuaciones diferen-
ciales pueden ser resueltas por el uso de adecuadas y a menudo ingeniosas
transformaciones. No debería sorprender que algunas ecuaciones diferencia-
les con coeficientes variables puedan ser resueltas al transformarlas en ecua-
cionecj  diferenciales lineales con coeficientes constantes. La transformación
particular usada puede no siempre ser olhia,  y el estudiante no debe desa-
rrollar un sentido de inferioridad si no la ve inmediatamente.

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva xzy” + ny’+ 4y = 1. (1)

No es tan obvio de cómo Droceder  a resolver esta ecuación lineal con coe-
ficientes variables. Los matemáticos han encontrado, sin embargo,
ecuación pertenece a un tipo especial que puede ser resuelta por la
mación  x = ez.  Para ver esto note que

dy dy dz dyldz
Y’=z=z.x=-J@=e

-,dY
z

así que

Similarmente,

así que

dy dvxy'  = x - = -
dx dZ

d2y d2y dy
x2y”  = X2  - = __  - -

dx2  dz2  dz

Debido a (2) y (3), la ecuhión  diferencial se convierte en

que esta
transfor-

(2)

d2y
;IZT+44’=1 (4)

así que y = A  cos  2z + Bsen2z  + $
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Puesto que z = In x, la solución de la ecuación requerida es*

y = A cos  (2 In  x) + Bsen (2 In x) + $

La transformación x = et transformará

(&X”D”  + al-Y”-  lDn-l  + . . . + an- ,xD + a,)y  = F(x) (5)

donde a,,, u1 ,. ., a, son constantes en una ecuación lineal con coeficien-
tes constantes. Esto fue primero descubierto por Euler, y se conoce como la

lecuación  diferencial de Euler, aunque algunas veces se atribuye a Cauchy.

Observación. Suponga que los operadores D y 9 son definidos por

ll
06)

Entonces por (2) y (3), xDy = 9y, x2D2y  = B(9 - l)y

lo cual resulta en la equivalencia de operador

XD  E 53, x2D2  = 9(9  - 1)

(7)

(8)

De esto se puede conjeturar que

x3D3  = 9(9  - l)@ - 2), x4D4  = G2(9 - 1)(9  - 2)(9  - 3),  < .  . (9)

Esto realmente resulta ser cierto, como se ve en el Ejercicio 2A y Ejercicio 2B.
Estos resultados nos permiten transformar la ecuación de Euler fácilmente.

’ Ejemplo. Usando (7) u (S),  la ecuación (1) se puede escribir inmediatamen-
te como

Oa@  - 1)y  + &Vy  -I-  4y = 1 or (g2 + 4)y  = 1

la cual es la misma (4).

EJERCICIOS A

1. Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones de Euler sujeta a cualquiera de las
condiciones dadas.

(a) x’y” - 2xy’  +  2y  = 0. (b) 4x’y”  + ‘J  = 0, y(1)  = 1, y’(l)  = 0.
( c )  .Gy” =  x +  2 y . (d) (xzD2  - XD  + 2)y  = In X.
( e )  x’y”  + Sxy  +  43’ =  x2 + 16(ln  x)~. (f) x2.y” + J’  = 16 sen(ln  x).

(g) r2  $ + 2r f + 1 = f In t. , y(l)  = 0, y’(l) = 2.

(i) x’y”  + xy’ - 9y = x1’2 + X- liz. (j) x2y”’  - 2xy’  =  5 I n  x.

*Hemos asumido thitamente  aqui que x > 0. Para LX  < 0 podemos hacer x = e-2  y obtener
la solución y=Acos [2ln(-x)] +Bsen [Zln(-x)1.
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2 .  S i  x=eZ,  m u e s t r e  q u e  x3LFy  =

cc@  - 1)($2  - 2)y,  x4D4y = S(Lc - 1)(8  - 2)@ - 3)y,

donde los operadores D y 2 están dados en (6). Así demuestre los resultados (9).
Use los resultados para resolver x3 y “’ + 3x2~”  = 1 + x. 2 y ” = 1 + x.

3. Resuelva (a) x3y”’  + X-V’  - y = x In x; (b) x4ycv)  + 6x3y”’  + 7x2y”  + xy’  - JJ  = 1.

4 . Pruebe el resultado de pie de página de la página 216.

1. Etalúe

EJERCICIOS B

2.

3.

4 .

de dos maneras diferentes. LPuede usted generalizar el resultado? (Sugerencia:
Para la primera manera, muestre que x*1”  = In x; para la segunda, use cálculo ele-
mental.)

S i  x=eZ, m u e s t r e  q u e  _x”v(“)  = 9(9 - 1)(9  - 2).  . (9 - n + 1)y d o n d e 9 = d/dz.

(Sugerencia: Use inducción matemática.)

Determine la constante m para que y = x m sea la solución de x2 y ” + 3xy ’ - 3y = 0.
Luego, obtenga la solución general. iCómo se puede usar esto para encontrar la so-
lución general de x2 y ” + 3xy ’ - 3y = x2 -4x + 2?

¿Se puede usar el método del Ejercicio 3 para determinar soluciones generales de
las ecuaciones (a) x’y  ” -xy’+y=O y (b) x’y”-xy’+4y=O?  Use el métododel
texto para obtener las soluciones. Discuta las ventajas y desventajas del método
del Ejercicio 3.

5 . Use la transformación 2x + 3 = eZ  para resolver (2x + 3)2y  ” + (2x + 3)~’  - 5 = 24x2.

6 . Resuelva (x + 2)*y”-y  = 4.

7.

1.

2.

3.

Resuelva r $ (rR)  - n(n + l)R = 0.

EJERCICIOS C

Use la transformación 2 = sen x para resolver y ” + (tan x)y ’ + (co@ x)y = 0.

Haga x = zm y escoja la corrstante  m apropiadamente para resolver la ecuación
diferencial xy ” -y  ’ - 4x3 y = 0.

Muestre que cuando se hace la transformación x = F(x) en la ecuación y ” + P(x)y  ’ +
Q(x)Y = R(x)

la ecuación resultante es

d o n d e
2” + Pz’ Q R

P(Z) ~
(z’)2  ’

Y(Z)  = (2’)2-’ r(z)  = (L’)z
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las primas denotan derivadas con respecto a x.  (b) Use el resultado de (a) para
mostrar que si z se escoge tal que q(z) sea una constante (digamos l), esto es, z’ =
Vq,  z = J Vq  dr, y si esta elección hace que p(z) también sea constante, la pri-
mera ecuación de (a) se puede resolver. (c) Use el resultado de (a) y muestre que
si 2 se escoge tal que 2”  + Pz’ = 0 y si con esta elección q (2)  es una constante, enton-
ces la primera ecuación de (a) se puede resolver.

4. Usando el Ejercicio 3, resuelva las ecuaciones de los Ejercicios 1 y 2.

5. Use el Ejercicio 3 para resolver la ecuación de Euler n*y ” - 2xy ’ + 2y = 3x - 2.

6. Resuelva (a) (senx)y”  + (3sen2  x - cos  x)y’  + 2(sed  x)y = 0. (b) x4$  + 2x3$  + y = xm2.

Revisih  de métodos importantes

dn este capítulo hemos estado trabajando con varios métodos para resol-
ver la ecuación diferencial lineal

d”y d”-‘y
‘o&ii + ‘1 dx”-1 + . . . + a,y  = F(x) (1)

o brevemente W)Y  = w4 (2)

donde D 3 d/dx  y

c#J(D)  = aoD”  + a,u-1 + . . . + a, (3)

E n  ( 1 )  los  coef ic ientes  a,, a , , .  ,  a , , se asumen reales, pueden ser
funciones de x, pero en muchos casos importantes ellos son constantes. La
teoría para resolver (1) por (2) se aplica tanto en el caso de coeficientes cons-
tantes como en el de coeficientes variables y consiste de los siguientes pasos.

PASO 1

Encuentre la solución general de la ecuación complementaria de (1) o (2),
esto es,

9wY = 0 (4)

obtenida  remplazando el lado derecho por cero. Para hacer esto debemos en-
contrar n soluciones linealmente independiente, y 1, y2,.  , y,, (las cua-
les se pueden chequear con la teoría de Wronskianos en las páginas 181-190).
Una vez hayamos encontrado éstas la solución general requerida de (4),  tam-
bién llamada la solución complementaria de (2), está dada por

Yc  =  ClYl  +  C2Y2  +  .  ..  + CnY, í5)

d o n d e  cr, c2,.  ., c, son constantes arbitrarias. Obviamente, si F(x)  I 0,
(5) sería la sol’ución  requerida. Si F(x)  f 0 debemos proceder con el Paso 2.

Hay dos tipos de ecuaciones (2) las cuales pueden surgir de acuerdo a
que los coeficientes sean todos constantes o no todos constantes.
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Caso (a). Todos los coeficientes constantes. En este caso hacemos
y=emx en (4) para obtener la ecuación auxiliar.

ug?z”  + a,rd-’ + . . . + a, = u (6)

con n raíces dadas por m , , m,,  . , m,. Las siguientes posibilidades pue-
den ocurrir

(i) Raíces reales y distintas. Aquí la solución complementaria es

y,  = Cle-  + c2eQx  + . . . + c,PnX

(ii,) Algunas (o todas) las raíces son repetidas. Aquí si la raíz m,,  por
ejemplo, ocurre p1 veces entonces los términos de la solución complemen-
taria correspondientes a estas raíces están dados por

c,e-  + CZXtmX  + C3X2F  + . . + cp,Xp~-lemlx  = (c, +.c,x + . ‘. + CplXpIqP

La suma de todos estos términos para todos las raíces produce yC.
(iii) Algunas (o todas) .las  raíces son imaginarias. Puesto que las cons-

tantes  a , ,  a , ,  .,  a, en (6) se asumen reales, cualesquiera raíces imagi-
narias deben ocurrir en parejas complejas conjugadas. Si aI ~t  j3  1 i es una
de tales  parejas la cual es no repetida el término yC  correspondiente a la
pareja está dado por ealx(x,  cos  @ I~ + c2 senBlr).  Si esta pareja ocurre
dos veces el término correspondiente en ye  está dado por

ealx(cl  cos  fllx + c2 sen pIx)  + xealx(c3  cos  fiIx + cqsen/FIIx)

etc.

Caso (b). Coeficientes variables (no todos constantes). Aquí el
método de hacer y = emx  no funcionará (excepto en casos muy especiales),
así que se deben usar técnicas especializadas para encontrar y 1, yz,. ,
Y como por ejemplo en el caso de la ecuación de Euler, página 215, donde
18’transformación  x = ez se usa para reducir el caso de coeficientes varia-
bles al de coeficientes constantes.

PASO 2

Encuentre una solución particular yp de la ecuación (2) dada. Para el
caso de coeficientes constantes hay tres posibles métodos los cuales pueden
ser usados, como sigue:

(a). Método de los Coeficientes indeterminados. Esto es aplicable
solamente cuando F(x)  consiste de tipos especiales de funciones tales  como
polinomios de grado n, funciones exponenciales de la forma er* y funciones
trigonométricas de la forma sen FX y cos  TX.  El procedimiento consiste en asu-
mir una forma apropiada para la solución particular que contenga coeficien-
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tes constantes los cuales deben ser determinados por sustitución en (2). Este
procedimiento está resumido en la página 198 y no necesitamos repetirlo aquí.

El método es también aplicable en casos en donde ocurren sumas y pro-
ductos de funciones especiales en F(n). En tales  casos usamos el procedi-
miento resumido en la página 200.

Como una alternativa al procedimiento anterior podemos emplear el mé-
todo de aniquilación que involucra un operador apropiado que “barre” F(x)
del lado derecho de (2) resultando en una ecuación con el lado derecho cero.
Entonces el procedimiento dado en el Paso 1 se puede usar para llegar auto-
máticamente a la forma apropiada de la solución particular.

(a).  Método de Variación de parámetros. Este se puede usar para
cualquier función F(x) y en particular para aquellas funciones usadas en el
méto* (a). Así este es un método “más poderoso” que (a). El método usa la
solucrón complementaria (5), asume que las constantes c 1, c2, cS,. . , se
remplazan por funciones de x, denotados por A, B, C,.  , y luego busca de-
terminar estas funciones para que (5) satisfaga a (2). En el caso de una ecua-
ción de segundo orden con solución complementaria y,  = c I u 1 (x)  + c2 up  (x)
la solución asumida de (2) es y = Au,  (x)  +Bu,  (x) que involucra las dos
funciones A y B para ser determinadas. Puesto que una restricción se usa en
el hecho de que y debe satisfacer la ecuación (2),  estamos en libertad de es-
coger una condición que relaciona A y B. Esto conduce a las ecuaciones para
determinar A y B dadas por

A’u,(x) + l-h,(x) = 0, A’u;(x) + B’u’,(x)  = F(x)

donde la segunda ecuación se encuentra a partir de la ecuación diferencial
dada. El método puede también usarse para coeficientes variables y puede
ser extendido a ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superiores.

(c) Métodos abreviados de operador. Estos métodos (ver páginas
207-215) son algunas veces útiles en el sentido de que puede ser posible en
algunos casos obtener soluciones más rápidamente que con los métodos (a)
ó (b), condicionado a que uno desarrolle habilidades para trabajar con tales
métodos de operador. Ciertamente el estudiante debería familiarizarse con
los dos primeros métodos anteriores, y considerar como opcional este método
de operador.

PASO 3

Una vez hayamos obtenido yc  y yp, la solución general de (2) está da-
da por

Y = Yc + Y, (7)

Obseruación.  El teorema de la página 175 a menudo es útil cuando uno
no puede encontrar todas las soluciones independientes que se necesitan
en (5).

LOS siguientes ejercicios intentan servir como un repaso de los varios
métodos.
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EJERCICIOS MkXELANEOS SOBRE EL CAPITULO CUATRO

EJERCICIOS A

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales sujetas a condicio-
nes dadas si las hay.

1. y” + 3y = x2  + l;y(O) = O,y’(O)  = 2.

3. (0’  + 20 + 1)y  = ex + e-x.

5. $ + 2 2 + 51 = 34 cos 2t.

7. y” - 4y = xeZX;  y(0)  = y’(0) = 0.

ll. y(’  + 43’ = x(1 + cos x).

13. 4”” - 44”’  + 4y’  = 12e’”  + 24x2.

15. x2y”  - 4xy’  + 4y = 24(x  + 1).

17. 43.” - 4y’ + y = In x.

19. 2 + 92 = 20e-‘;I(O)  = r(O)  = 0.

2. 2 - 3g + 2y  =senx

4.  y“’ - 4y = 4x i- 2 + 3e-l”.

6. d4X - x = ge-‘,

dt4

8 . x*y - 6y = 0; y(1) = 2, y ’ (1) = 0.

10. y”“’ + 16~”  = 64 cos 4x.

12. d2r  = 27. _
G2

e-26

14. y” + y = sec  x, y(0)  = 1, y’(0) = 2.

16. $ - 2 2 + s = 100 cos 3t.

18. D(D2  - l)(D’  - 4)y  = x2  - x + ex

20.  “2)í” - xy”  + y’  = !!E.
X

EJERCICIOS B

1. Resuelva y “‘- 2y”+4y’--8y=64senZx.

2. Encuentre la solución de r2y  ” + 2xy  ’ - 6y = 0 la cual está acotada en el intervalo
Osxslytieneelvalor deZparax=+.

3. Una partícula se mueve a lo largo del eje x de tal modo que su aceleración instan-
tánea está dada por a = 16e-t  -20x  - 8v donde x es su posición instantánea me-
dida del origen, u es su velocidad instantánea y t es el tiempo de viaje. Si la par-
tícula comienza del reposo en el origen encuentre su posición en cualquier tiempo
t > 0.

4. Resuelva y ” + (cos x)y’  + (1 + sen x)y = 0 notando primero que cos n es una so-
lución.

5. Resuelva el Ejercicio 4 si el lado derecho se remplaza por 1.

6. Resuelva e = 24(t: y), 7. Resuelva
dx3

xy”’ + 2xy”  - xy’ - 2xy = 1.

EJERCICIOS C

1. Muestre que la ecuación y ” + P(x)y  ’ + Q(x)y = 0 se puede transformar en U” +
f(x)u  = 0 baciend o y = u(  y escogiendo u(x) apropiadamente. Luego, re-

suelva
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y” + 4xy’  + (3 + 4xqy  = 0

2. Resuelva xy ” + 2y’ + xy = 0.

3. Muestre que la ecuación y” + uy = 0, sujeta a las condiciones y(0)  =y(~) = 0,
tiene soluciones no cero solamente para un cielito conjunto de valores del paráme-
tro X. Estos valores se llaman ualores propios, 0 valores característicos, y las so-
luciones correspondientes se llaman funciones propias o funciones caracteristicas.
Las ecuaciones diferenciales que generan valores propios y funciones propias son
de importancia en trabajos avanzados. Investigaremos tales  problemas en capítu-
los posteriores.

4. (a) Muestre que por dedio  de la sustitución Y = --iu  g la ecuación de Riccati del

Ejercicio 12, página 68, se transforma en la ecuación diferencial lineal de se-
A gundo orden

(b) Use el método de (a) para resolver xy ’ = x2 yz - y + 1.

5. Resuelva y ” = (y’)*  (2 + xy ’ - 4~2~‘).  (Sugerencia: Use el Ejercicio 4C,  página 15.)

6. Resuelva el problema de valor inicial dtzd2Q  + kQ = E(t), Q(0) = Q,, , Q’(0) = 0 don-

de E(t) es una función dada de t y k es una constante positiva. (b) Trabaje la
parte (a) si E(t)  está dada por la gráfica del Ejercicio 2C, página 89.

7. (a) Muestre que la solución de y”=F(x),  y(0) =y(l)  =0 es

d o n d e G(x, t) =
t(X - l), OItSx
x(t - 1), X=<fSl

La función G(n, t) a menudo se llama la Función de Creen.
(b) Discuta cómo usted podría obtener G (x, t) si ésta no fuera dada. [Sugerencia:

Una posibilidag  es escribir

s
)’ =  ;  G(x.  r)Flr)tlt  +

s
I G(s, t)F(t)dt

y sustituir en la ecuación y condiciones dadas para encontrar condiciones
adecuadas sobre G en las dos regiones 0 5 t 5 n, x 4 t s 1.1

(c) Apliq~sumétodoen(b)pararesolvery”+y=F(x),y(O)=y(~)=0.
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8:  cinco
aplicaciones de

ecuaciones diferenciales
lineales

1. MOVIMIENTO VIBRATORIO DE SISTEMAS MECANICOS
1.1 El resorte vibrante. Movimiento armónico simple
1.2 El resorte vibrante con amortiguamiento. Movimiento

sobre amortiguado y críticamente amortiguado
1.3 El resorte con fuerzas externas
1.4 El fenómeno de resonancia mecánica

2. PROBLEMAS DE CIRCUITOS ELECTRICOS
3. PROBLEMAS MISCELANEOS

3.1 El phdulo  simple
3.2 Oscilaciones verticales de una caja flotando en un líquido
3.3 Un problema en cardiografía
3.4 Una aplicación a Economía
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En el capítulo anterior, se dieron métodos para la solución de

donde a, b, c son constantes dadas o funciones de t y F(t) es una función da-
da de t. Esta ecuación ocurre con tanta frecuencia en aplicaciones de física,
ingeniería y otras ciencias que merece un estudio especial. En este capítulo
estudiaremos aplicaciones de tales  ecuaciones diferenciales a:

1. Movimiento vibratorio u oscilatorio de sistemas mecánicos.
2. Problemas de circuitos eléctricos.
3. Problemas misceláneas.

M o v i m i e n t o  v i b r a t o r i o  d e  s i s t e m a s  m e c á n i c o s

1 . 1  E L  R E S O R T E  V I B R A N T E .  M O V I M I E N T O  A R M O N I C O  S I M P L E

Tal vez el sistema más simple disponible para estudiar el movimiento vi-
bratorio consiste de un resorte ordinario de peso despreciable [ Fig. 5.1(a)]
suspendido verticalmente de un soporte fijo. Suponga que un peso W se cuel-
ga del resorte [Figura 5.1(b)].  Cuando el peso está en reposo describimos su
posición como la posición de equilibrio. Si el peso se hala hacia abajo una
cierta distancia y luego se suelta, estará bajo un movimiento vibratorio alre-
dedor de la posición de equilibrio [Figura 5.1(c)] . Nuestro propósito en esta
sección es discutir el movimiento del peso en este y similares casos. Para con-
seguir este propósito, tendremos que conocer las fuerzas que actúan sobre el
peso durante su movimiento. Es claro por experiencia que hay una fuerza
tendiente a regresar o restaurar un peso desplazado a su posición de equili-
brio. Esta fuerza se llama la fuerza restauradora.

La ley que gobierna esta fuerza es un caso especial de la ley generaliza-
da de Hooke en la página 144. Nos referiremos a este caso especial como la
ley de Hooke, la cual se enuncia como sigue:

(4 (b) (cl

Figura 5.1
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Ley de Hooke. La fuerza ejercida por un resorte, tendiente a res-
taurar el peso W a la posición de equilibrio, es proporcional a la dis-
tancia de W a la posición de equilibrio. (Algunas veces se abrevia
como “la fuerza es proporcional al alargamiento”.)

Denote la magnitud de la fuerza restauradora por 1 f ( , y sea x la posición de W
medida desde la posición de equilibrio. Asuma la dirección positiva hacia
abajo, de modo que n es positivo cuando W está por debajo de la posición de
equilibrio y negativo cuando W esté por encima de esta posición. De acuerdo
a la ley de Hooke,

J.f’l cc 1x1 esto es j.f.1  = klx-]

donc@  k > 0 es una constante de proporcionalidad que depende de la dureza
del resor@  y se llama la constante del resorte. Para determinar la dirección
de la fuerza, note que cuando x > 0 la fuerza está dirigida hacia arriba y por
tanto negativa. Cuando x < 0 la fuerza está dirigida hacia abajo y es por tan-
to positiva. Esto se puede satisfacer sólo si la fuerza está dada tanto en m,ag-
nitud como dirección por - kx, de modo que la ley de Hooke es

.f =  - k x (2)

Cuando el peso W se coloca en el resorte, se estira una distancia s como en
la Figura 5.1(b).  De acuerdo a la ley de Hooke, la tensión T, en el resorte es
proporcional al estiramiento, y así T,  = ks. Puesto que el resorte y el peso es-
tán en equilibrio se tiene que

T,  = ks = W (3)
Cuando el peso se hala más y se suelta, su posición en cualquier tiempo se
muestra en la Figura 5.1(c). La tensión T, en el resorte en este tiempo es,
de acuerdo a la ley de Hooke,

T2  = k(s  +  x ) (4)

Sigue que la fuerza neta en la dirección positiva está dada por

W - T , =  W - k s - k x =  - k x

debido a (3). Así por la ley de Newton la ecuación del movimiento es

W d’x
--LZ

7 . dt2
-kx

Así la fuerza neta es simplemente la fuerza restauradora y no depende del pe-
so w.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Se encontró experimentalmente que un peso de 6 Ib estira un resorte
6 pul. Si el peso se hala 4 pu1 por debajo de la posición de equilibrio y se suel-
ta: (a) Establezca una ecuación diferencial y condiciones asociadas que des-
criban el movimiento; (b) Encuentre la posición del peso como una función
del tiempopy  (c) determine la posición, velocidad y aceleración del peso i seg
después de haberse soltado.
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Formulación matemática. Por la ley de Hooke (puesto que 6 pu1 = 4 pie),
1 f 1 = k )X 1, ó 6 = k l $ ;!‘esto  es, k = 12. La ecuación diferencial que describe el
movimiento es por tanto

6 d2x d2X

Q’z= - 1 2 x  o  Z+64~~=0 (5)

Puesto que inicialmente (t = 0) el peso está 4 pu1 por debajo de la posición
de equiiibrio, tenemos

.Y=+(pie)  e n t  = 0 (6)

También, puesto que el peso se suelta (esto es, tiene velocidad cero) en t = 0,

dX-=
rlt

0 ent=O (7)

La respuesta a (a) está dada por la ecuación (5) con las condiciones (6) y (7).

Solución La ecuación auxiliar para (5) es m* + 64= 0 y tiene raíces m =
III 8i. De donde la ecuación diferencial tiene la solución

x = A cos  8t + Bsengr

De la condición (6) encontramos A = 4, así que

s = +  cos  8t + Bsen 8r
rlx

Y - = -$sen8t  + 8Bcos  8r
rlt

Usando la condición (7),.  encontramos ahora B = 0. De donde, la solución re-
querida es

.Y  = f cos  8r (8)

la cual da la respuesta a la parte (b). Note que en la ecuación (S),,  x está en
pies. Si se desea medir x en pulgadas, la ecuación sería x = 4 cos  8t.

Volvamos a la parte (c). Diferenciando (8) con respecto a t, vemos que

dx
¿’ = - = -fsengt,

dt

Colocando t = 4 y usando el hecho de que 4 radianes = 4 x (180,‘;) grados =
229 grados, aproximadamente, encontramos

s = 3 (- 0,656) = - 0,219, 1’  = -9 ( - 0,755) = + 2,01,

a = -y( -0,656) = + 14,0

Así después ‘de + seg el peso está a 0,219 pies por encima de la posición
de equilibrio y está viajando hacia abajo con velocidad 2,Ol  pies/seg  y ace-
leración 14,0 pies/seg*  .

El gráfico de (8) se muestra en la Figura 5.2. Del gráfico se ve que el peso
empieza en x = 5 donde t = 0, luego pasa por la posición de equilibrio en x =
0 a la posición x = - 3 y luego regresa de nuevo a la posición de equilibrio, la
pasa y vuelve a x = $. Este ciclo se repite una y otra vez. Físicamente el grá-
fico descrrge  el movimiento periódico hacia arriba y abajo del resorte el cual
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X

$f = $ (seg)

Figura 5.2

se llama movimiento armónico simple. En general, cualquier movimiento des-
crito por

d2X
~ = -ux
dt2

donde a > 0 es una constante, será movimiento armónico simple. Físicamen-
te (9) dice que la aceleración es directamente proporcional al desplazamiento
pero en dirección 0puest.a  (indicado por el signo menos).

Llamamos el desplazamiento máximo del peso de su posición de equili-
brio (esto es, x = 0) la amplitud. En el ejemplo anterior la amplitud es 4 pie.
El tiempo para un ciclo completo se llama el periodo. Del gráfico se ve que el
período es n/4seg.  Otra forma de ver que el período es 7r/4  sin el gráfico es
determinar cuándo el peso está en un extremo de su trayectoria (esto es, ya
sea el punto más alto, o más bajo). Suponga por ejemplo, que tomamos el pun-
to más bajo dado por x = + . De (8) vemos que esto ocurrirá cuando

cos  8t = 1, esto es, 8t = 0, 2rt, 47~,  6n,  . . o t = 0; x/4, 2x14,  3x14,  . . .

De donde la primera vez que x = f es cuando t = 0, la segunda cuando t =
7r/4,  la tercera cuando t = 21r/4,  etc. La diferencia entre tiempos sucesivos
es 7r/4,  la cual es el período. El número de ciclos por segundos se llama la
frecuencia. Tenemos

Período = número de segundos por ciclo = ~/4

Frecuencia = Número de ciclos por segundo = $ = 4
71

En general si T es el período, la frecuencia f está dada  por
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EJEMPLO ILUSTRATIVO  *

En el Ejemplo ilustrativo 1, suponga que eI peso se hala  4 PUI  por debajo
de la posición de equilibrio y luego se le  da tina  velocidad hacia abajo de 2
pies/seg  en vez de soltarlo. Determine la am@tud,  período Y frecuencia del
movimiento.

Formulación matemática. La ecuación diferencial es

como en el Ejemplo ilustrativo 1. Las condiciones iniciales son

1 dx
x = -> -=

3 dt 2
eflt = o

Solución La solución general de (lo)  es x = A COS  8t + B sen 8t. De la prime-
ra de las condiciones (ll), A = 4 . Por tanto, jc = 3 cos 8t + B sen 8t.  La dife-
renciación da

dx
- = -$sen8t + 8~cos  8td t

y usando la segunda de las condiciones de (111,  encontramos B = 2. La solu:
ción requerida es

x = 3~0s  8r + +seP8t (12)

Si x se mide en pulgadas, la ecuación es

x = 4 cos 8t + Jsep8t (13)

A veces es útil escribir (12) en una form5 qe uivalente, haciendo uso de
la identidad*

a cos wt + bsenot = JaFpsen(ot  + $11

donde (14)

como se indica en la Figura 5.3. El ángulo  4 a menudo se llama el ángulo de
fase. Con la ayuda de esta identidad (14) se convierte en

x = J-sen (8r  -+. 4) j Asen(8t  + 4) (15)

donde sen 4 =$ , cos $ = 5. De tablas, 9 = 53”  8’ ó 0,9274  radianes así que

x = & sen (8t  + 0,927’4) (16)

si x está en pies, y

x = 5 sen (8t  +0,9274)

*Esto es fácil de probar, puesto que

JaTTtb’isen  (wt  + I$) = J7T2 (sen Ot cos Q + Cos  0X sen 4)

= J;r;i;i[(stm  0x)(d&.-) + batj(-j=$$)]  = acosot  + hsenwl
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si x está en pulgadas. El gráfico de (16) se muestra en la

Figura 5.3

Figura 5.4. La amplitud es 5 pul, o&pies, el período es 2~/f3= ~/4  segundos
y la frecuencia es el recíproco del período, ó 4/7r ciclos por segundo. En ge-
neral si un movimiento se puede describir

x = Asen(ot  + 4) (17)

entonces

Del último enunciado, tenemos la relación O = 27rf,  la cual a menudo es útil.
El movimiento armónico simple ocurre en muchos otros casos además de

las vibraciones de resortes como en el movimiento del péndulo de un reloj de
abuelo, el balanceo de un barco o un avión, etc. Discutimos algunos de éstos
en los ejercicios y también en secciones posteriores.

EJERCICIOS A

1. Un peso de 2 Ib suspendido de un resorte lo estira 1,5  pul. Si el peso se hala 3 pu1
por debajo de la posición de equilibrio y se suelta: (a) Establezca una ecuación
diferencial y condiciones que describan el movimiento. (b) Encuentre la veloci-
dad y posición del peso como una función del tiempo. (c) Encuentre la amplitud,
período y frecuencia del movimiento. (d) Determine la posición, velocidad y ace-
leración x/64  seg después de soltar el peso.

I Figura 5.4
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2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

Un peso de 3 Ib en un resorte lo estira 6 pul. Cuando se alcanza el equilibrio el pe-
so se golpea con una velocidad hacia abajo de 2pies/seg.  Encuentre: (a)  la ve-
locidad y posición del peso en tiempo t seg después del impacto; (b) la amplitud,
período ‘y frecuencia; (c) la velocidad y aceleración cuando el peso está 1 pu1 por
encima de la posición de equilibrio y se mueve hacia arriba.

Un resorte suspendido de un techo tiene una constante de 12 Ib/pie. Un peso de
8 Ib se coloca en el resorte, y cuando se alcanza el equilibrio, el peso se eleva 5 pu1
por encima de la posición de equilibrio y se suelta. Describa el movimiento dando
la amplitud, período y frecuencia.

Resuelva eT  Ejercicio 3 si el peso se eleva 5 pu1  y luego se golpea hacia arriba con
una velocidad de 5pies/seg.

Un resorte se estira 2 cm por una fuerza de 40 dinas. Se coloca una masa de 1 g
en el resorte, y cuando se alcanza el equilibrio, la masa se eleva 5 cm por encima
de la posición de equilibrio y luego se suelta. (a) Encuentre la amplitud, período
y frekrencia  de la vibración. (b) ¿En qué tiempos la partícula está 2,5  cm por en-
cima de la posición de equilibrio?

Un peso de 256 Ib está suspendido de un resorte vertical el cual tiene una constan-
te de 200 lb/pie.  Si el peso se eleva 3 pu1  por encima de su posición de equilibrio
y se suelta: (a) Encuentre la posición del peso en un tiempo 7r/3 seg después y
determine en cuál direwión  y qué tan rápido se está moviendo el peso en este tiem-
po. (b) Encuentre la amplitud, período y frecuencia de la vibración. (c) ¿En  qué
tiempos está el peso 1,5  pu1  por debajo de la posición de equilibrio y moviéndose
hacia abajo?

Una partícula se mueve a lo largo del eje n hacia el origen 0 bajo la influencia de
una fuerza de atracción en 0 la cual varía directamente con la distancia de la
partícula de 0. En t = Cl la particula  está a 4 cm de 0 y se mueve hacia 0 con ve-
locidad de 6 cm/seg  y aceleración de 16 cm/segz  . (a) Encuentre la velocidad
y posición como una función del tiempo. (b) Encuentre la amplitud, período y fre-
cuencia del movimiento. (c) Encuentre la velocidad y aceleración máxima.

Una partícula de 2 g de masa se mueve en el eje x atraída hacia el origen 0 por
una fuerza que es directamente proporcional a su distancia de 0. En t = 0 la par-
tícula pasa por 0 con velocidad de 20 cm/seg.  La fuerza sobre la partícula es de
100 dinas a 2 cm de 0. (a) Encuentre la posición, velocidad y aceleración como
una función del tiempo. (b) Encuentre la amplitud, período y frecuencia de la vi-
bración. (c) Encuentre la fuerza sobre la partícula en t = ~/4.

Una partícula parte del reposo a una distancia de 10cm  de un punto fijo 0. Se
mueve a lo largo de una recta horizontal hacia 0 bajo la influencia de una fuerza
de atracción en 0. Esta fuerza en cualquier tiempo varía con la distancia de la
partícula de 0. Si la aceleración de la partícula es 9 cm/segz dirigida hacia 0
cuando la partícula está a 1 cm de 0, describa el movimiento.

Una partícula parte del reposo a 1 pie de un punto fijo 0. Se mueve a lo largo de
una línea horizontal hacia 0 sujeta a una fuerza de atracción en 0 la cual varía
directamente con su distancia de 0. La aceleración de la partícula es de 8 pies/
sega hacia 0 cuando está a 4 pie de 0. (a) Encuentre la velocidad cuando la
partícula está a $ pie de 0. (b) Encuentre la amplitud, período y frecuencia del
movimiento. (c) Determine la ,posición,  velocidad y aceleración después de U/
16 seg.

ll. Una partícula parte del reposo a 20 cm de un punto fijo 0. Se mueve a lo largo de
una línea horizontal hacia 0 bajo una fuerza de atracción en 0 la cual varía di-
rectaAnte  con su distancia de 0. En 0 su velocidad es 40cm/seg.  (a) Encuen-
tre su velocidad y aceleración a 10 cm de 0. (b) Determine la amplitud, período y
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frecuencia del movimiento. (c) Encuentre su posición, velocidad y aceleración
después de ~/3  seg. (d) Encuentre los tiempos cuando la partícula pasa por 0.

EJERCICIOS B

1. Un peso W suspendido de un resorte vertical produce un estiramiento de magni-
tud a. Cuando el peso está en equilibrio se le aplica una fuerza que le da una ve-
locidad u0  hacia abajo. Muestre que el peso viaja una distancia vg \/a/g  por un
tiempo (1r/2) a antes de que empiece a regresar.

2.  Un peso W en un resorte vertical con constante k está oscilando con movimiento
armónico simple. Cuando el peso alcanza su posición más baja recibe un golpe el
cual le imparte una velocidad vg hacia abajo. Asumiendo que esto no afecta las
propiedades del resorte, muestre que el resorte oscila con el mismo período de an-
tes pero tiene una nueva amplitud dada por VAi + (Wv$/gk),  donde A, es la
amplitud original.

3.  Cuando un peso al extremo de un resorte se pone en movimiento, el período es 1,5
seg. Después de añadirle un peso de 8 Ib,  el período es de 2,5  seg. iCuánto  peso
estaba originalmente en el resorte?

4. Un resorte oscila verticalmente. La velocidad y aceleración máximas están dadas
respectivamente, por u,  y a,.  Muestre que el período de oscilación es 2rru,/a,,
y la amplitud es vk /Q,.

5. Un resorte oscila con amplitud A y período T.  Muestre que la velocidad máxima
ocurre en el centro de la trayectoria y tiene magnitud 2~.4/T,  mientras que la
aceleración máxima ocurre en los extremos de la trayectoria y tiene magnitud
479 A/T’  .

6. Si se taladrara un hueco a través del centro de la Tierra, uno encontraría que un
objeto colocado en él está bajo la influencia de una fuerza de atracción que varía
directamente con la distancia entre el objeto y el centro de la Tierra. Asumiendo
que la Tierra es una esfera de 400 millas de radio: (a) Encuentre el tiempo para
que un objeto que se deja caer en el hueco regrese. (b) Encuentre su velocidad al
pasar por el centro de la Tierra.

EJERCICIOS C

1. Un resorte reposa tenso pero sin estirar en una mesa horizontal. Un extremo esta
acoplado a un punto 0 en la mesa y el otro a un peso W. El peso se desplaza para
que el resorte se estire una distancia a y luego se suelta. Si el coeficiente de fric-
ción entre el peso y la mesa es p,  y si la constante del resorte es k,  muestre que
cuando el resorte regrese a su posición sin estiramiento la magnitud de su velo-
cidad es

y que esto toma un tiempo dado por

2. Cuando el resorte del ejercicio anterior está en su posición sin estiramiento, al
peso W se le da una velocidad ue alejándolo de 0. Muestre que viaja una dis-
tancia

/,2  \,pJ”

J-l?

1 n’u;  /pJ

4 h
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antes de empezar a regresar, y que esto toma el tiempo dado por

JgcotP  gg

3. Compare los Ejercicios 1 y 2 con los Ejercicios B1 y 2.

4. Una partícula se mueve con movimiento armónico simple a lo largo del eje n des-
crito por la ecuación x = a sen wt. (a) Muestre que la probabilidad de hallar la
partícula entre las posiciones x1 y x2, donde -alx, <x2 sa,  está dada por

1

i

x2 X1- sen-‘- -sen-‘-
ZT a a 1

(b) iDónde  espera usted que estaría la mayor probabilidad de hallar la partícu-
la? Explique.

5. (a) Refiriéndose al Ejercicio 4, muestre que si F(r) es la probabilidad de hallar la
partícula a la izquierda de n entonces

i

14  5 a
F(X)  = S-ïrn ~(u)dc  donde P(X)  =

0, 1x1  > a

Con frecuencia llamamos F(z) la función de distribución y P(n) la función de den-
sidad. (b) Muestre que la raíz media cuadrática del desplazamiento de la partí-
cula de su posición de equilibrio es a/fi.

6. Trabaje el Ejercicio 6B para el caso donde el hueco conecta dos puntos en la su-
perficie de la Tierra pero no pasa por el centro de la Tierra..

1.2 EL RESORTE VIBRANTE CON AMORTIGUAMIENTO. MOVIMIENTO
SOBRE AMORTIGUADO Y CRITICAMENTE AMORTIGUADO

Los resortes vibrantes acabados de considerar no fueron muy reales,
puesto que las oscilaciones no disminuían, como uno esperaría por experien-
cia, sino por el contrario se mantenían por siempre. En la práctica, fuerzas de
fricción y otras (tales  como la resistencia del aire) actúan para decrecer la
amplitud de las oscilaciones y finalmente traer el sistema al reposo. Una ma-
nera para obtener una mejor aproximación a la realidad es asumir una fuerza
amortiguadora. La ley exacta para esta fuerza no se conoce, puesto que de-
pende de muchos factores variables, pero se ha encontrado de experimentos
que para velocidades pequeñas, la magnitud de la fuerza amortiguadora es
aproximadamente proporcional a la velocidad instantánea del peso en el re-
sorte. La magnitud por tanto está dada por

donde g es la constante de proporcionalidad llamada la constante de amor-
tiguamiento. La fuerza amortiguadora se opone al movimiento de modo que
cuando el peso va bajando la fuerza amortiguadora actúa hacia arriba, mien-
tras que actúa hacia abajo cuando el peso va subiendo. Asumiendo hacia aba-
jo comola  dirección positiva, como lo hicimos antes, vemos que la fuerza
amortiguadora debe ser negativa cuando dx/dt  sea positiva, y debe ser po-
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sitiva cuando dx/dt sea negativa. Así, con 0 > 0, es claro que la fuerza amor-
tiguadora debe estar dada tanto en magnitud como en dirección por - ,v dr/dt  .
Cuando se tienen en cuenta las fuerzas restauradoras ya consideradas, sigue
por la ley de Newton que la ecuación diferencial del movimiento es

W d2x
-pjp---p!!+ 0 y!$ +B$+kx=0

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Asuma que una fuerza amortiguadora, dada en libras numéricamente por
1,5 veces la velocidad instantánea en pies por segundo, actúa sobre el peso
en el Ejemplo ilustrativo 1, página 225. (a) Establezca la ecuación diferencial
y condiciones asociadas. (b) Encuentre la posición x del peso como una fun-
ción deptiempo  t .

Formulación matemática. Teniendo en cuenta la fuerza amortiguado-
ra - 1,5 dx/dt  en el Ejemplo ilustrativo 1, encontramos la ecuación del mo-
vimiento

6 d2s-.-
3 2  dt2

=  -12x--  1.5;  0 (19)

Las condiciones iniciales son las del Ejemplo ilustrativo 1:

.y=$ e n  t = O
rlx

Y - = O e n  t=O
clt

(20)

Solución‘ La ecuación auxiliar correspondiente a (19) tiene raíces m = - 41:
4fii, de modo que su solución general es

X = ed4’(A  COS 4JXt  + Bsen  4J3t)

Determinando las constantes A y B sujetas a las condiciones (20),  encontra-
mos s = &-41 (3cos4J3t f $sen4  J3t) (21)

Si hacemos uso de la identidad en (14), página 228, (21) se puede escribir

El gráfico de (22), mostrado en la Figura 5.5, está entre los gráficos de

(líneas punteadas en la Figura 5.5), puesto que el seno varía entre - 1 y + 1.
La diferencia entre los tiempos de los máximos (o mínimos) sucesivos de

este gráfico se puede mostrar que es constante e igual a 2~/4\/3 (ver Ejer-
cicio 2 de los Ejercicios B). Se debería notar que los máximos (o mínimos) del
gráfico no están sobre las curvas punteadas como se podría imaginar (ver
Ejercicio 2 y 4 de los Ejercicios B). Así; como se muestra en la Figura 5.5, el
punto hrepresenta  un mínimo relativo, mientras que el punto Q está sobre la
curva punteada. La diferencia constante en tiempos entre máximos (o míni-
mos) sucesivos se llama cuasi período, aunque algunas veces nos referimos
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a éste como el período. El adjetivo cuasi se usa, puesto que los valores fun-
cionales no se repiten como lo harían si realmente hubiera periodicidad. El
cuasi período es también igual al doble del tiempo tomado entre ceros su-
cesivos, esto es, el doble del tiempo entre los pasajes sucesivos del peso por
la posición de equilibrio (ver el Ejercicio 4 de los Ejercicios B).

El movimiento descrito en este ejemplo se llama movimiento osciZatorio
amortiguado o movimiento amortiguado. Se debería notar que (22) tiene la
forma

s = .d(t)sen  (ot + 4) (23)

El cuasi período está dado por 2rtJw  = 2~1148.

x

0 . 4
- C u a s i  p e r i o d o - d

0.1
‘5-58

0
f/ z

- - - - -

.
/ -

-0,2 00 -2J3 -47

/ X=-----e 9
/

/
- 0 . 4 Figura 5.5

Por analogía con el caso no amortiguado, d(t)  se llama la amplitud, o
más exactamente la amplitud tiempo variante. Se ve que la amplitud decrece
con el tiempo, estando así de acuerdo con nuestra experiencia. Un hecho que
se debería notar es que la frecuencia con amortiguamiento es menor que aque-
lla sin amortiguamiento. Esto es plausible puesto que uno esperaría oposición
al movimiento para incrementar el tiempo para un ciclo completo. La frecuen-
cia sin amortiguamiento, esto es, con p = 0, a menudo se llama la frecuericia
natural. Esta es de gran importancia en conexión con el fenómeno de reso-
nancia a ser discutido posteriormente.

La fuerza amortiguadora puede ser demasiado grande comparada con la
fuerza restauradora para permitir el movimiento oscilatorio. Consideramos
esta situación en el siguiente
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

En el Ejemplo ilustrativo 1, página 225, asuma que se tiene en cuenta
una fuerza amortiguadora en libras numéricamente igual a 3,75  veces la velo-
cidad instantánea. Encuentre x como una función de t.

Formdación  matemática. Teniendo en cuenta la fuerza amortiguado-
ra de - 3,75dx/dt  en la ecuación diferencial. encontramos

6 d2x
~ = - 1 2 x  - 3.75:  0 2

3 2  dt2
+ 20;  + 64.x = 0

Las condiciones iniciales son como antes dadas por (20).

Solución La ecuación auxiliar tiene raíces m = - 4, - 16. De donde,
\ .y = Ae- + Be-‘6’ (25)

X

t
\

Figura 5.6

Usando las condiciones (20), encontramos x = $ e-dt - +,e-  ‘Gr  . El gráfico apa-
rece en la Figura 5.6. Se ve que no ocurren oscilaciones; el peso tiene tanto
amortiguamiento que solo retorna gradualmente a la posición de equilibrio
sin pasar por ésta. Este tipo de movimiento se llama movimiento sobre amor-
tiguado .

Un caso interesante ocurre cuando el amortiguamiento es tal que cual-
quier disminución en éste se producen oscilaciones. El movimiento está en-
tonces críticamente amortiguado.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

En vez de 3,75  en el Ejemplo ilustrativo 4, use 3, y encuentre x como una
función de t.

Formulación matemática. La ecuación se convierte en
6 d’x d2x-=

32. dt2
-12x-32  o rlt2 +16$+64x=0 (26)

y las condiciones iniciales son todavía x = 3 en t = 0 y dx/dt = 0 en t =O.

Soluchz Las raíces de la ecuación auxiliar son - 8, - 8. De donde
x = Ae- + llte-8’
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y usando las condiciones en t = 0 tenemos

uY  = Le-81 + !&-8’
3 (27)

El gráfico aparece en la Figura 5.7 (curva gruesa) y se compara con la curva
de la Figura 5.6 (línea punteada en la Figura 5.7). Un pequeño decremento en
el amortiguamiento produciría oscilaciones tales como se muestran en la Fi-
gura 5.5.

Es interesante investigar lo que pasaría si las condiciones iniciales en
los ejemplos ilustrativos anteriores se cambiaran. Será claro sin pensarlo de-
masiado que tal modificación no podría cambiar un movimiento amortiguado
o críticamente amortiguado en movimiento oscilatorio. Sin embargo algunas
caractepsticas  del movimiento pueden cambiarse.

x

0.4

Sobreamortiguado

Críticamente amortiguado

t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.7

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Asuma la ecuación diferencial del Ejemplo ilustrativo 5 pero cambie las
condiciones iniciales a x = 0, dx/dt  = 5 en t = 0.

Solución La solución a la ecuación diferencial es, como en el Ejemplo ilus-
trativo 5, x=Ae-*f+Bte-*‘. Usando las condiciones dadas, encontramos

x 1L  5te-8’

El gráfico aparece en la Figura 5.8. Para interpretar este movimiento, observe
que inicialmente el peso está en la posición de equilibrio y le es dado una ve-
locidad hacia abajo (dirección positiva) de 5 pies/seg.  Viaja hasta que al-
canza un desplazamiento máximo (punto P en la figura) y luego regresa len-
tamente a la posición de equilibrio, nunca sobre pasándolo. El desplazamiento
máximo, ocurre después de $ seg, y se encuentra que aproximadamente es
2,8 pul.

El movimiento amortiguado puede por supuesto ocurrir en muchas otras
conexiones. además de los resortes y es la base de variadas aplicaciones im-
portantes. Algunos ejemplos son los siguientes:

Ejeihplo  1. Los amortiguadores en un automóvil ofrecen la amortiguación
que se necesita para reducir vibraciones y así ofrecer una más suave y segu-
ra conducción.
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Figura 5.8

Ejemplo 2. En una puerta contravidriera existe un tornillo ajustable el
cual ofrece suficiente amortiguación para cerrarla sin golpeteo 0 sin que per-
manezca abierta.

Ecuaciones análogas a las dadas anteriormente para un resorte sirven de mo-
delos para tales  aplicaciones. Como una ilustración de tal ecuación conside-
remos la puerta contravidriera del Ejemplo 2. Suponga que una vista superior
de la puerta abierta está representada por OA  en la Figura 5.9, mientras que
OB representa la vista superior de la puerta cuando está cerrada. Sea 4 el
ángulo que la puerta OA  forma con OB en cualquier tiempo t. Entonces la
ecuación diferencial para 4 está dada por

Podemos llegar a (28) si usamos el resultado de fisica  elementa

,T =  I r
donde

1 que

(28)

(29)

1. ,T es el torque neto o efecto tornante  tendiente a producir rotación
de un objeto alrededor de un eje.

2. I es el momento de inercia del objeto alrededor del eje,
3. CY  es la aceleración angular del objeto alrededor del eje.

Ahora habrá dos torques actuando sobre la puerta, un torque restaurador ten-
diente a regresar la puerta a la posición de equilibrio OB, el cual es proporcio-
nal al ángulo 4 y dado por k@, y un torque de amortiguamiento proporcional
a la velocidad angular d$/dt y dado por p d4/dt. Puesto que estos torques
tienden a oponerse al movimiento hacia afuera de la puerta, el torque neto es

Pero puesto que el torque neto es igual al momento de inercia I de la puerta
alrededor de su eje multiplicado por la aceleración angular d2  @/‘dtz  de la
puerta, esto es,

r

tenemos al igualar (30) y (31) ei  resultado (28).
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La ecuación (28) también puede representar las vibraciones de un barco.
o un avión alrededor de su eje a través del centro de gravedad (ver Ejercicio
SC).

Figura 5.9

EJERCICIOS A

1. Un peso de 4 Ib suspendido de un resorte lo estira 3 pul. El peso se hala 6 pu1  por
deba  de su posición de equilibrio y se suelta. Asuma que sobre el peso actúa una
fuerza amortiguadora que numéricamente en libras es igual a 2u, donde u es la ve-
locidad instantánea en pies por segundo. (a) Establezca una ecuación diferencial
y condiciones, que describan el movimiento. (b) Determine la posición del resorte
en cualquier tiempo después de haber soltado el peso. (c) Escriba el resultado de
(b) en la forma d(t)  sen (wt  + 4).  Así, determine la amplitud tiempo variante, cua-
si período, y el ángulo de fase.

2. Un peso de 2 Ib suspendido de un resorte lo estira 6 pul. Una velocidad de 5pies/
seg hacia arriba se le imparte al peso en su posición de equilibrio. Asuma una fuer-
za amortiguadora numéricamente igual en’libras  a 0,6u, donde u es la velocidad
instantánea en pies por segundo. (a) Encuentre la posición y velocidad del resor-
te en cualquier tiempo. (b) Escriba el resultado de (a) en la forma&(t)  sen (wt  + 4).

3. Un peso de 64 Ib está suspendido de un resorte con constante 50 lb/pie.  El peso
está bajo la influencia de una fuerza resistente numéricamente en libras igual a 12
veces la velocidad instantánea en pies por segundo. Si el peso se halas6  pu1 por de-
bajo de la posición de equilibrio y se suelta, describa el movimiento, dando la am-
plitud tiempo variante y el cuasi período del movimiento.

4. Un resorte se- estira 10 cm por una fuerza de 1.250 dinas. Una masa de 5 g se sus-
pende del resorte y, después de que está en equilibrio, se hala hacia abajo 20 cm
y se suelta. Asumiendo que hay una fuerza amortiguadora numéricamente en di-

_ nas igual 3Ou, donde u es la velocidad instantánea en centímetros por segundo,
encuentre (a) la posición, y (b) la velocidad en cualquier tiempo.

5. -Trabaje  el Ejercicio 4 si la masa se hala hacia abajo 20 cm y luego se le da una ve-
locidad de 120 cm/seg  (a) hacia abajo; (b) hacia arriba.

6. Un peso de 2 Ib en un resorte lo estira 1,5  pul. El peso se hala 6 pu1 por debajo de
su posición de equilibrio y se suelta. Asuma una fuerza amortiguadora en libras
numéricamente igual a 2u, donde u es la velocidad instantánea en pies por segun-
do. (a) Encuentre la posición del peso encualquier tiempo. (b) Determine si el
movimiento es sobreamortiguado o críticamente amortiguado.

7. En el Ejercicio 6 asume que las condiciones iniciales se modifican de modo que el
peso se le da una velocidad ‘hacia abajo de 10 pies/seg  cuando está en la posi-
ción de equilibrio. Encuentre (a) la posición y velocidad en cualquier tiempo, (b)
e1  desplazamiento máximo del peso desde la posición de equilibrio.

8. m peso de 3 Ib en un resorte lo estira 6pul. Asumiendo una fuerza amortiguadora
en libras numéricamente igual a BU,  donde u es la velocidad instantánea en pies
por segundo y p > 0, muestre que el movimiento es (a) críticamente amortiguado
si @ = 1,5, (b) sobreamortiguado si B  > 195, (c) oscilatoria si B < 1,5.
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EJERCICIOS 6

1. La ecuación diferencial para el movimiento de una masa m suspendida de un re-
sorte vertical de constante k, si se tiene en cuenta el amortiguamiento proporcio-
nal a la velocidad instantánea, es rnl:  + pX +kx = 0, donde los puntos denotan
diferenciación con respecto a t. Muestre que oscilaciones amortiguadas se presen-
tarán si la constante de amortiguamiento es lo suficientemente pequeña para que
B < 2 V%ñ y que x está dado por x = Ce- oti2m sen (UJ~ + ti), donde

UJ=  dk/m-p2/4mL

y C y 4 representa dos constantes arbitrarias

2. (a) Muestre que los tiempos en los cuales x = Ce - mf sen (wt + f$)  es un máximo (en
valor absoluto) están dados por t,,  t,,  , donde

1
t,, = -~

1
tanm’ -+(,l-f)n-</,

w % 1
Así muestre que el cuasi período es ~A/w.  (b) Muestre que el cuasi período para
el movimiento descrito en el Ejercicio 1 es mayor que el período natural (recíproco
de la frecuencia natural).

3. Usando el resultado del Ejercicio 2 (a) muestre que las distancias sucesivas máxi-
mas desde la posición de equilibrio están dadas por x, = Ce-p’,,  2m  dl  -p”/4mk
donde t,  está dado en el Ejercicio 2(a).

Luego,  muestre  que Z!C!  = e-fl” h*> esto es, los vaivenes sucesivos decrecen en
x,

progresión geométrica.
En ingeniería, la cantidad p*/2mw  se llama el decremento logarítmico.

4. (a) Mueskre  que los tiempos en los cuales x = Ce- af  sen (wt + $J) intersecta  las
curvas x = Ce- al  y x = - Ce- et  están dados por

,,=L (Zn-l);-Q  )1 n=l,2,3,...0,
De donde, muestre que el cuasi período puede también obtenerse al considerar la
diferencia de los tiempos sucesivos donde sen(wt + 6) = 1 (ó - 1). Compare con el
Ejercicio 2(a) anterior. (b) Sea X,, X,, los valores absolutos de los valores
sucesivos de x correspondientes a los tiempos rl,  Ti,. Muestre que

X ll+,- e-lJn2mw
X,

y compare con el resultado del Ejercicio 3.

5.  Compare los tiempos t, y 7, de los Ejercicios 2 y 4, respectivamente, y muestre que

l l w
W(T.,  -

at,)  =  ~ - tan-’  ~ = tan-’  -
2 x w

También muestre que T, > t, y que T, -t, llega a ser cada vez más pequeño a
medida que el amortiguamiento disminuye.

EJERCICIOS C

1. Una masa m está suspendida verticalmente de un resorte con constante k. En t = 0
la masa es golpeada para así darle velocidad u0 hacia abajo. Una fuerza amorti-
guadora BU,  donde o es la velocidad instantánea y fl  es una constante positiva,
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actúa sobre la masa. El amortiguamiento es tan grande que 8 > 2%. (a) Mues-
tre que la posición instantánea de la masa en cualquier tiempo t > 0 es

vQ -pllz”x = - e sen h yt d o n d e
y=Jjj2-4jzm’

Y 2 m

medida desde la posición de equilibrio. (b) Muestre que la masa viaja hacia abajo
por un tiempo

1 2w~ tanh-’  __
Y P

y luego regresa gradualmente a la posición de equilibrio pero nunca la alcanza. No-
te que el tiempo es independiente de v,,  . (c) Discuta el caso r-0  y compare
con el Ejercicio 1B.

2. ResuQva  el problema anterior en el caso de que la masa se hale una distancia x0
por debajo de su posición de equilibrio y luego se la da la velocidad u,, hacia abajo.

3. Una masa m está suspendida verticalmente de un resorte con constante k. La ma-
sa se hala x,,  por debajo de su posición de equilibrio y se le da una velocidad u0
hacia abajo. Una fuerza amortiguadora BU,  donde v es la velocidad instantánea
y B es una constante positiva, actúa sobre la masa. Muestre que si la masa se es-
coge tal que m = 82 /4k,  entonces viaja hacia abajo por un tiempo dado por

B’h
2k(2kx, + /Ir,)

y luego regresa gradualmente a la posición de equilibrio.

4. Interprete los resultados del Ejercicio 3 si BU, = - 2kr,.

5. Obtenga la solución general de la ecuación (28), página 237, e interprete físicamente.

6.,  Sea Z para representar el momento de inercia de un barco (o avión) alrededor de
un eje que pasa por el centro de gravedad y en la dirección del frente hacia atrás.
Muestre cómo la ecuación (28) se puede usar para describir las oscilaciones que
ocurren.

7. Trabaje el Ejercicio 6 si Z es el momento de inercia alrededor de un eje que pasa por
el centro de gravedad pero teniendo la dirección de lado a lado.

1.3 EL RESORTE CON FUERZAS EXTERNAS

En las páginas previas discutirnos el problema de un resorte donde solo
se consideraron las fuerzas restauradora y amortiguadora. Consideramos
ahora casos donde pueden actuar otras fuerzas externas que varían con el
tiempo. Tales fuerzas pueden ocurrir, por ejemplo, cuando el soporte que sos-
tiene el resorte se mueve arriba y abajo en una manera especificada tal co-
mo en movimiento periódico, o cuando al peso se le da un pequefio  empuje
cada vez que alcanza la posición más baja. Si denotamos la fuerza externa
por F(t), la ecuación diferencial para el movimiento es

w d2x w d2x-=-kx-p$+F(t)  0 -’g dt2 9
jp + p 2 + kx = F(t)

la CI& puede escribirse
2

0% +  b$  + cx =  F(t)

(donde a = W/g,  b= p, c = k), a menudo llamada la ecuación de vibracio-
nes forzadas.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

En el Ejemplo ilustrativo 3, página 233, asuma que una fuerza externa
periódica dada por F(t)= 24 cos  8t está actuando. Encuentre x en términos
de t, usando las condiciones dadas allí.

Formulación matemática. La ecuación diferencial es

6 d2x 1,5: (1=x (1X
jyjp= - 1 2 x - + 2 4 cos 8t o rlt2  + 8 cit + 64x = 128 cos  8t  (33)

y las condiciones iniciales son x = Q , dx/dt  = 0 en t = 0.

Solución La solución complementaria de (33) es

\
sc = em4’(A  cos  4& + Bsen4J3t)

Si asumimos como solución particular a sen 8t + b cos  8t,  encontramos a = 2,
b = 0. De donde, la solución general de (33) es

x = eC4’(A  cos  4fit  + Bsen4&)  + 2sen8t
X

0

0,5

1.0

- 1 . 5

- 2 , 0

! Figura 5.10

Usando las condiciones iniciales, tenemos A = $, B = - ll 6/9  y así,
&4r

x = T(3 cos  4 J3t - llJ?sen4,&)  + 2sen8t (34)

El gráfico de (34) áparece en la Figura 5.10. Se observará que el término en
(34) que involucra e- 4~ llega a ser despreciable cuando t es grande. Estos
términos se llaman términos trunsientes y sólo son significativos cuando t es-
tá cerca de cero. Estos términos transientes en la solución cuando son signi-
ficativos, algunas veces se llaman la solución transiente.  Cuando los térmi-
nos transientes son despreciables el término 2sen  8t permanece. Este se
llama el término de estado estacionario o solución de estado estacionario,
puesto que éste indica el comportamiento dèl sistema cuando las condicio-
nes se han estabilizado. Se ve que la solución de estado estacionario (curva
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punteada en la Figura 5.10) es periódica y tiene el mismo período al de la
fuerza externa aplicada.

EJERCICIOS A

1. Un resorte vertical con constante de 5 lb/pie tiene suspendido un peso de 16 lb.
Se aplica una fuerza externa dada por F(t) = 24 sen lOt, t 2 0. Se asume que actúa
una fuerza amortiguadora dada numéricamente en libras por 4u,  donde u es la ve-
locidad instantánea del peso en pies por segundo. Inicialmente el peso está en re-

poso en su posición de equilibrio. (a) Determine la posición del peso en cualquier
tiempo. (b) Indique las soluciones transiente y de estado estacionario. (c) En-
cuentre la amplitud, período y frecuencia de la solución de estado estacionario.

2. Un resorte vertical con constante de 8 lb/pie tiene suspendido un peso de 64 lb.
Se aplica una fuerza dada por F(t) = 16 cos 4t, t 2 0. Asumiendo que al peso, ini-
cialmepte  en la posición de equilibrio, se le da una velocidad hacia arriba de 10
pies/seg  y que la fuerza amortiguadora es despreciable, determine la posición y
velocidad del peso en cualquier tiempo.

3. Un resorte se estira 10 cm por una fuerza de 509  dinas. Una ,masa  de 2 g está sus-
pendida del resorte y se le permite que llegue al equilibrio. Luego se le aplica una
fuerza dada en dinas por F(t) = 200 sen 5t,  t 2 0. Asumiendo que hay una fuerza
amortiguadora dada numéricamente en dinas por 200,  donde ZJ  es la velocidad ins-
tantánea en centímetros por segundo, encuentre la posición de la masa (a) en cual-
quier tiempo; (b) después de un tiempo largo.

X

Figura 5.1 1

EJERCICIOS 6

1. El movimiento de una masa en un cierto resorte vertical está descrito por

(í2x- ( / . X
<It2 + 106s  = 36 cos Sr,  x = 0, - = 0  ent=O

tlt

donde x es la distancia instantánea de la masa desde la posición de equilibrio, la
dirección positiva se toma hacia abajo. (a) Dé una interpretación física al proble-
ma. (b) Muestre que la solución puede escribirse x = 2 sen t sen 9t.  (c) Muestre
que el gráfico de x como una función de t es similar al de la Figura 5.11.

La solución puede escribirse x = d(t) sen 9t,  donde B(t) = sen t se llama la am-
plitud tiempo variante y es una función que varía lentamente (período = 2~) en
comparación con la onda sen 9t (período = 2r/9).  La onda sen 9t se llama la am-
plitud modulada. En la teoría de acústica estas fluctuaciones de amplitud se lla-
man pulsaciones, los sonidos altos correspondiendo a las amplitudes grandes. Pul-
saciones pueden ocurrir cuando dos diapasones que tienen casi igual frecuencia se
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ponen a vibrar simultáneamente. Un uso práctico de esto está en el afinamiento de
pianos (u otros instrumentos) donde el afinamiento exitoso se marca ajustando la
frecuencia de una nota a la de una estándar hasta que se eliminen las pulsa-
ciones. El fenómeno es también importante en las teorías de óptica y electricidad.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si las condiciones iniciales se cambian de modo que

(a) x = 6, ds/dr  = 0 en t = 0. (b) x = 0, tlx/rlf  = 10 en f = 0.
(c) s = 6, tlxjdr  = 10 en t = 0.

EJERCICIOS C

1. Un resorte de constante k con una masa acoplada m está suspendido de un soporte
que oscila alrededor de la línea OP (Fig. 5.12) de modo que la distancia instantánea
del soporte de OP es A cos&,  t 10, donde A es constante. Sea x para representar
el estiraTiento  instantáneo del resorte.

Pmosición  de
equilibrio -

r - i
l---J

Figura 5.12

(a) Muestre que si el amortiguamiento es despreciable la ecuación diferencial del
movimiento de la masa es

d2X
m - f kx = mAw2  cos  wt

dt2

(b) Si en t =O,  x=  0 y dr/dt  =0, y si w es casi cercano a m, muestre que
se producen pulsaciones con amplitudes muy grandes las cuales llegan a ser más
grandes entre más cerca esté w de m.
(c)  Discuta el caso w = VG%.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si la fuerza está dada por At cos  w  t.

1.4 EL FENOMENO DE RESONANCIA MECANICA

Cuando la frecuencia de una fuerza externa periódica aplicada a un sis-
tema mecánico está relacionada de una manera sencilla (la cual se describirá)
con la frecuencia natural del sistema, puede ocurrir resonancia mecánica la
cual eleva las oscilaciones a Mes magnitudes tremendas que el sistema pue-
de desplomarse. Una compañía de soldados marchando en fila a través de un
puente puede de esta manera hacer que el puente colapse, (y esto realmente
sucedió en un desastre famoso) aún cuando el pW?hte  hubiera sido lo sufi-
cientemente fuerte para soportar muchos más soldados si hubieran marcha-
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do fuera de formación, Por esta razón a los soldados se les exige “romper fi-
las” para cruzar un puente. En una manera análoga, puede ser posible que
una nota musical de una frecuencia característica propia estalle un cristal.
Debido a los grandes daños que pueden ocurrir, la resonancia mecánica es en
general algo que necesita ser evitado, especialmente por el ingeniero al dise-
ñar estructuras o mecanismos vibrantes.

Se debería mencionar, sin embargo, que la resonancia mecánica puede
también servir para propósitos útiles. Por ejemplo, si un automóvil se queda-
ra atascado en la nieve (o barro), puede, al “mecerlo”, ser puesto a vibrar con
su frecuencia natural. Entonces, al aplicarle una fuerza con esta misma fre-
cuencia, la resonancia mecánica resultante puede ser algunas -veces  suficiente
para liberarlo. En un aspecto más placentero, la resonancia mecánica tam-
bién sirve para producir mucho más amplias oscilaciones para un niño o adul-
to en un kolumpio.

Los siguientes casos especiales indican las posibles consecuencias de
resonancia.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Suponga que una fuerza externa dada por 3 cos 8t se aplica al resorte del
Ejemplo ilustrativo 1, página 225. Describa el movimiento que resulta si se
asume que inicialmente el peso está en la posición de equilibrio (X = 0) y que
su velocidad inicial es cero.

Formulación matemática. La ecuación diferencial es

, 6 d2x
- 1 2 x  +  3  cos  8t o r

d2x
Q’$i= dt2 + 64x = 16 cos 8t

y las condiciones iniciales son x = 0, dx/dt  = 0 en t = 0.

Figura 5.13
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Solución La solución complementaria de (35) es x, =A cos  8t + B sen 8t.
Debemos asumir por solución particular x,~ = t (a cos  8t + b sen 8t).  Sustitu-
yendo en (35) encontramos a = 0, b = 1. Asl,  la solución general es

.x  = A cos  8t + BsenXt  + rsen8t

De las condiciones iniciales, rápidamente se encuentra que A = B = 0. De
donde

x = tsen8t (36)

El gráfico de (36) está entre los gráficos de x = t y x = - t como se mues-
tra en la Figura 5.13. Se ve del gráfico que las oscilaciones van creciendo sin
límite. Naturalmente, el resorte está limitado a romperse dentro de un corto
tiempo.

Se debería notar que en este ejemplo el amortiguamiento fue ignorado y
ocurrió resonancia porque la frecuencia de la fuerza externa aplicada fue igual
a la frecuencia natural del sistema no amortiguado. Esto es un principio ge-
neral. En el caso donde ocurre amortiguamiento, las oscilaciones no crecen
sin límite pero sin embargo pueden llegar a ser muy grandes. Resonancia en
este caso ocurre cuando la frecuencia de la fuerza externa aplicada es ligera-
mente menor que la frecuencia natural del sistema. Para una mayor discu-
sión de esto vea el Ejercicio IB.

EJERCICIOS A

1. Un resorte vertical con constante de 4 lb/pie tiene acoplado un peso de 32 lb. Se
aplica una fuerza dada por F(t) = 16 sen 2t,  t 2 0. Asumiendo que en t = 0 el peso
está en reposo en la posición de equilibrio y que la fuerza amortiguadora es des-
preciable, (a) establezca una ecuación diferencial y condiciones que describan el
movimiento; (b) determine la posición y velocidad del peso en cualquier tiempo-
(c) muestre que el movimiento es de resonancia.

2. En el problema anterior suponga que en t = 0 el peso está 6 pu1 por debajo de la po-
sición de equilibrio y se golpea para darle una velocidad de 4pies/seg  hacia arri-
ba. Determine la posición y velocidad del peso en cualquier tiempo. iE movimien-
to es de resonancia?

3. Un resorte se estira 20 cm por una fuerza de 8.000 dinas. Una masa de 4 g se sus-
pende del resorte y se le permite llegar al equilibrio. Luego se aplica una fuerza da-
da por F(t) = 60 cos wt, t 2 0. (a) Asumiendo que el amortiguamiento es despre-
ciable, encuentre la posición de la masa en cualquier tiempo para todo w > 0. (b)
¿Para qué valores de w ocurrirá resonancia?

EJERCICIOS B

1. La ecuación de vibración forzada de una masa en un resorte vertical es

donde x es el desplazamiento de la masa de su posición de equilibrio y m, B, k,

A y w son constantes positivas. (a) Muestre que una oscilación de estado esta-
cionario está dado por

A
x =  -~  +- , ~~~  cos (ox + 4)

\f(ww  ~ ley + /?‘(U’
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(b) Muestre que las oscilaciones máximas (resonancia) ocurrirán si w se escoge
tal que rk7-

u= --7
J m 2nr

con tal que p’ < 2km. (c) Muestre que en resonancia, la amplitud de la oscilación
varía inversamente con la constante de amortiguamiento p.

2. Discuta el Ejercicio 1 si ~2 2 2km.

EJERCICIOS C

1. Una masa en un resorte está sometida a vibración forzada dada por

d2s
111  - + kx = A cos  rut,

df2
tzo

Muestre que hay dos valores de w en los cuales ocurre resonancia y determínelos.

2. Una masa en un resorte-está sometida a vibración forzada dada por

(l’.Y ‘II 27lnt
n, ~

1/t2
+ ku  = 1 cl,,  cos  -F , t 2 0, q1 # 0

,z= I

(a) Muestre que el período menor de la fuerza externa es T. (b) Muestre que ocu-
rrirá resonancia si T tiene cualquiera de los M valores 2rnm,  donde n =
1, 2, > M.

Se puede mostrar que una función apropiada F(t) definida en el intervalo 00
t 5 T y tal que F(t  + T) = F(t) fuera del intervalo [esto es, F(t) tiene período T]
puede expandirse en una serie

Tales series se llaman series de Fourier. Condiciones bajo las cuales tal expansión
es posible y la determinación de las constantes A, a,,  b,  se presentan en el Ca-
pítulo ocho.

3. Si m dLx/dt%  + kr = F(t), t 20 tal que x = 0, dx/dt  = 0 en t = 0, muestre que

Encuentre x y discuta una posible interpretación física si F(r) = ‘*
osts7

0. f>T

4. Resuelva el problema anterior si j Ir)  =
OltjE-

1 >E

donde F, y 6 son constantes. Discuta el caso c -0 e interprete el problema fí-
sicamente.

2 Problemas de circuitos eléctricos

En el Capítulo tres, Sección 2, el estudiante aprendió como formular las
ecuaciones diferenciales que surgen de ciertos problemas que involucran cir-
cuitos eléctricos. El caso donde una resistencia, condensador, e inductor fue-
ran conectados en serie con una batería o generador no fue considerado. En
esta sección trataremos este caso.
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Considere el circuito de la Figura 5.14. Cuando el interruptor K está ce-
rrado, fluye una corriente instantánea. Si Q es la carga instantánea en el
condensador C, entonces por la ley de Kirchhoff,

L 2 + RI + g = E(t) (1)

donde E(t), la fem, puede depender del tiempo, pero donde L, R, C son cons-
tantes. Puesto que 1= dQ/dt,  (1) se convierte en

(2)

La comparación con la ecuación general, de las vibraciones forzadas [ ecua-
ción (32),  página 240 , muestra la impresionante analogía entre cantidades
mecánicas y eléctricas.

+

-

Figura 5.14

La carca Q corresponde a la posición x.
La inductancia L corresponde a la masa m o W/g.
La resistencia R corresponde a la constante de amortiguamiento 8.
La capacitancia inversa l/C corresponde a la constante del resorte k.
La fuerza electromotriz E(t) corresponde a la fuerza externa aplica-
da F(t).
La corriente I= dQ/dt corresponde a la velocidad v = dx/dt .

Debido a la marcada analogía entre las cantidades mecánicas y eléctri-
cas, la cual se cumple aún en casos más complicados, muchos de los enun-
ciados hechos para sistemas mecánicos se aplican a sistemas eléctricos y
viceversa. En efecto, la analogía es a menudo usada en la industria para es-
tudiar sistemas mecánicos los cuales pueden ser muy complicados o costo-
sos de construir, o cuando las consecuencias pueden ser muy peligrosas.

En particular, el fenómeno de resonancia ocurre en sistemas eléctricos.
Sin embargo, contrario a los efectos peligrosos que pueden resultar en reso-
nancia mecánica, los efectos de resonancia eléctrica son principalmente muy
útiles. Los campos de radio, televisión, radar y comunicaciones serían vir-
tualmente imposibles si no fuese por la resonancia eléctrica. En tales  casos
la corriente y consecuentemente la potencia generada pueden alcanzar gran-
des cantidades necesarias en estos campos. Es debido a la resonancia eléc-
trica que sintonizamos nuestro radio a la frecuencia de la estación de radio
transmisor para conseguir la recepción.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO

Un inductor de 0,5 henrios es conectado en serie con una resistencia de
6 ohmios, un condensador de 0,02  faradios, un generador con un voltaje al-
terno dado por 24 sen lOt, t 2 0, y un interruptor K (Figura 5.15).

0.5 henrio

_L
T

0.02 faradio 24 sen 1 Ot voltios

\ hSollmo.
Figura 5.15

(a) Establezca una ecuación diferencial para la carga instantánea en el
condensador.

(b) Encuentre la carga y la corriente al tiempo t si la carga en el conden-
sador es cero cuando el interruptor K se cierra en t = 0.

Formulación matemática. La caída de voltaje a través de la resisten-
cia es 61.  La caída -de  voltaje a través del inductor es 05 dI/dt.  La caída de
voltaje a través del condensador es Q/Q,02=  506.

Por tanto, por la ley de Kirchhoff,

61 + 0,5 $ + SOQ = 24senlOl

o puesto que I= dQ/dt, 0,5 $f$  + 6 z + 50Q = 24 senlOt

0
d2Q (lQdt2  + 121r + 1OOQ = 48 senlOt (3)

Las condiciones son Q = 0 e I= dQ/dt  = 0 en t = 0.

Solución La solución complementaria de (3) es e- 6 L (A cos  8t + B sen 8t).  Asu-
miendo la solución particular usen 10t + b cos lOt,  encontramos a = 0, b = -3 .
Por tanto, la solución general de (3) es

Q = ee6’(.4 cos St + BsenSt) - 3 cos 10t

De las condiciones iniciales encontramos A = a,  B =&.  De donde, la solu-
ción requerida es

Q = &ee6’(4  cos Sr  + 3sen8t) -+ $cos  10t

Se notará que el término con e- 6L es la solución transiente; que pronto
se hace despreciable. El término - $ cos 10t es la solución de estado estacio-
nario;  permanece después de que el término transiente virtualmente ha de-
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saparecido. El estudiante debería comparar esto con el ejemplo y gráfico en
la página 241.

EJERCICIOS A

1. Una fem de 500 voltios está en serie con una resistencia de 2Oohmios,  un inductor
de 4 henrios y un condensador de 0,008 faradios. En t = 0, la carga Q y la corrien-
te Z son cero. (a) Encuentre Q e Z para t 2 0. (b) Indique los terminos  transiente y
de estado estacionario en Q e Z. (c)  Encuentre Q e Z después de un largo tiempo.

2. Un condensador de lo-3  faradios está en serie con una fem de 20 voltios y un in-
ductor de 0,4 henrios. En t = 0, Q = 0 e Z= 0. (a) Encuentre la frecuencia natural
y el período de las oscilaciones eléctricas. (b) Encuentre la carga y corriente máxi-
ma.

3. Un inductor de 0,l  henrios, un condensador de 4x 1O-3  faradios, y un generador
teniendo una fem dada por 180 cos 40t,  t 2 0, se conectan en serie. Encuentre la
carga inktantánea  Q y la corriente Z si Z= Q= 0 en t = 0.

4. Una resistencia de 50 ohmios, un inductor de 2 henrios y un condensador de 0,005
faradios están en serie con una fem de 40 voltios y el interruptor abierto. Encuen-
tre la carga instantánea y la corriente después de que el interruptor se cierre en
t = 0, asumiendo que a ese tiempo la carga en el condensador es 4 columbios.

.

EJERCICIOS B

1. Un inductor L, un condensador C, y una resistencia R están conectados en serie.
En t = 0, la carga en el condensador es Q,, , mientras que la corriente es cero. Mos-
trar que la carga Q y la corriente Z serán oscilatorias si R < 2m y estarán da-
das pori

Q = & e-Rt12L  JR2 + 4a2L2sen(wt  + 4). I = -Qo(R’  + 4w2L2)  ,-m,zL
4wL2

sen ~t

d o n d e

iCuál  es el cuasi período de las oscilaciones (ver página 233)?

2. Si R = 0 en el Ejercicio 1 mostrar que el período natural de las oscilaciones es
2~  a. Si L = 0,5 henrios y C = 4 microfaradios, encuentre la frecuencia natural.

3. Discuta el Ejercicio 1, si R 2 2a mostrando la analogía del movimiento crí-
ticamente amortiguado y sobre amortiguado en sistemas mecánicos.

4. Un inductor de 0,5 henrios es conectado en serie con una resistencia de 5 ohmios,
y un condensador de 0,08  faradios. En t = 0 la corriente es lOamp,  y la carga en el
condensador es cero. Muestre que la carga se eleva al máximo en 0,2seg  y deter-
mine el valor del máximo.

EJERCICIOS C -

1. Un inductor L, una resistencia R y un condensador C se conectan en serie con un
generador de c-a con un voltaje dado por E, cos  w t, t 2 0. Si L, R, C, E,  y w
son constantes dadas:
(a) Muestre que la ecuación diferencial del circuito es
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2.

donde Z es la corriente instantánea y Re denota “la parte real de”.
(b) Sea Z= Re(AeiWl),  do nde A es número complejo constante y muestre que

EO
A=p-

J%
R + i(oL - l/wC) R f iX

Escriba R + iX = Zel@,  tal que Z= m, 4 = tan- 1 X/R.  De donde, mues-
tre que

I= ~cos(m  - 4)

es la corriente en estado estacionario. Aquí Z se llama la impedancia y X la reac-
tancia.
(c) Pruebe que la corriente llega a ser muy grande (resonancia eléctrica) cuando
la frecuencia del voltaje aplicado está dada por f= 1/(2~m),  mientras que la
carga del condensador es un máximo cuando

Muestre que hay dos frecuencias, una por debajo y otra por encima de la frecuencia
de resonancia, a las cuales las amplitudes son l/h-ésimo  de la amplityd  de reso-
nancia. Pruebe que la diferencia de estas frecuencias es independiente de la ca-
pacitancia y está dada por Rdm/2~L.  La razón de esta diferencia a la fre-
cuencia de resonancia f = ~/27r  es R &T/uL.  La cantidad Q = wL/R
se llama la “Q del circuito”. Si Q es grande, la resonancia es “nítida” y decimos
que tenemos una “sintonía nítida”. Esto es importante en radio, televisión y comu-
nicaciones. Para propósitos prácticos n generalmente se toma como 2.

Problemas misceldneos

3.1 EL PENDULO SIMPLE

Como una primera ilustración, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Un péndulo simple consiste de una partícula de masa m soportada por
una cuerda (o un hilo inelástico)  de largo 1 y de masa despreciable. Si la cuer-
da está siempre derecha y el sistema está libre para vibrar en un plano ver-
tical, encuentre el período de vibración.

Formulación matemática. Denotemos por AB (Figura 5.16) la cuerda,
_ siendo A el punto fijo del soporte, B el otro extremo de la cuerda al cual está

acoplada la masa m. Sea B el ángulo de la cuerda con la vertical AO en cual-
quier instante. Mientras la masa m está en movimiento dos fuerzas actúan
sobre ella, la tensión T en la cuerda y el peso mg de la masa. Descomponien-
do el peso mg en dos componentes, uno paralelo a la trayectoria del movi-
miento y el otro perpendicular a ésta, vemos que la componente perpendicu-
lar a la trayectoria se b’alancea  por la tensión. La magnitud de la fuerza neta
tangente 8 la trayectoria es mg sen e.
Escojamos signos de modo que 0 > 0 cuando la masa está a la derecha en
la figura y 8 < 0 cuando está a la izquierda. Esto esencialmente significa que
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mgsen  ’
-1

.---
L--_  _--- /A

0

’ ?

mg COS  e e
mg

F i g u r a  5 . 1 6 *

estamos escogiendo direcciones a lo largo del arco a la derecha como posi-
tiva y a la izquierda como negativa. Cuando 0 > 0, la fuerza resultante está
a la izquierda, y cuando B ~0,  la fuerza resultante está a la derecha. La fuer-
za neta en magnitud y dirección está así dada por -mg sene.  Puesto que
la longitud del arco está dada por s = 10, tenemos por la ley de Newton,

sentI (1)

La ecuación (l), la cual es una ecuación no lineal, no puede resolverse en tér-
minos de funciones elementales (sin embargo, vea los Ejercicios C 3, 4, 5).
Con el objeto de seguir adelante hacemos una aproximación. Para ángulos
pequeños (aproximadamente entre - 5” y + 5” ) podemos escribir sen B = B,
donde 8 está en radianes. Así, entre el rango de nuestra aproximación, po-
demos remplazar (1) por la ecuación diferencial lineal

Solución Las raíces de la ecuación auxiliar de (2) son kim  así que

0 = Asen&@ + B cos mt (3)

De esto es claro que el período T está dado por

T = T=27c,,& (4)

una fórmula familiar en física elemental.
Se debería notar que para encontrar el período aquí, no se necesitan las

condiciones iniciales. También se debería notar que nuestra aproximación
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de sen $ por 0 es equivalente a asumir que el movimiento es un movimien-
to armónico simple.

Si las vibraciones no son pequeñas, no podemos usar la aproximación B
por sene.  Sin embargo, en este caso podemos resolver (1) en términos de
integrales elípticas, y el movimiento es todavía periódico. Discusiones adi-
cionales se dan en los ejercicios.

3.2 OSCILACIONES VERTICALES DE UNA CAJA
FLOTANDO EN UN LIQUIDO

Como una segunda ilustración consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Una caja cúbica de 10 pies de lado flota en agua quieta (densidad 625
lb/pies3  ). Se observa que la caja oscila hacia arriba y abajo con período
4 seg. iCuál  es su peso?

Formulación matemática. La Figura 5.17 muestra el cubo en su po-
sición de equilibrio, indicado por ABC. La Figura 5.18 muestra el cubo muy
próximo a estar del todo sumergido en el agua. En esta posición hay una fuer-
za tendiendo a empujar de nuevo la caja hacia arriba. Para determinar esta
fuerza necesitamos la ley física conocida como:

Figura 5.17

Principio de Arquimedes. Un objeto parcial o totalmente sumer-
gido en un fluido es empujado hacia arriba por una fuerza igual al
peso del fluido que desplaza.

De este principio es claro que el peso del cubo iguala al peso del  agua ocu-
pada por la porción del cubo por debajo de la superficie en la Fj,gura  5.17, la
cual se indica por 1. La región I necesaria para balancear el peso del cubo tam-
bién se muestra en la Figura 5.18, de la cual es evidente que hay una fuerza
adicional no balanceada igual al peso del agua que ocuparía la región som-
breada en esa figura. Puesto que las dimensiones de la región sombreada son
x pies por 10 pies por 10 pies y puesto que el agua pesa 62,5 lb/pies3 , el
peso del agua que normalmente ocuparía tal región sería 62,5x x x 10 x 10 Ib,
ó 6.2503~ lb. Esto es numéricamente la fuerza neta actuando para mover el cu-
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bo. Esto es análogo a la fuerza restauradora del resorte vibrante. Si el peso
de la caja en libras es W, la ley de Newton da

W d2x
~ = -6.250~  o

7’ dt2

2oo.ooox  o
w =

(5)

tomando g = 32.

Solución La solución general de (5) es

x = A cos (6)

Figura 5.18

de la cual es claro que el período es

Igualando esto a $ seg, encontramos W= 1.270 Ib aproximadamente. Se ve
que la caja vibra con movimiento armónico simple.

3.3 PROBLEMA EN CARDIOGRAFIA

La ciencia biológica que se ocupa del estudio del corazón se llama car-
diologíu. Como se podría esperar, la naturaleza y efectos de las vibraciones
del corazón a medida que bombea sangre a través del sistema circulatorio del
cuerpo son una gran fuente de aplicaciones matemáticas. Un aspecto impor-
tante involucra el registro de tales  vibraciones, lo cual se conoce como car-
diogrufta.  Un instrumento disponible para el registro de tales  vibraciones es
un ekCtFOCardiOgFa?W,  el cual traduce las vibraciones a impulsos eléctricos
los cuales luego se registran.

En vez de traducir las vibraciones del corazón en impulsos eléctricos, es
de interés que estas vibraciones se puedan traducir en vibraciones mecáni-
cas. Para ver cómo esto es posible, supongamos que una persona descansa
sobre una mesa horizontal, la cual tiene resortes para que pueda vibrar ho-
rizontalmente pero no verticalmente. Entonces, debido al bombeo del cora-
zón, la mesa se encontraría sometida a pequeñas vibraciones, la frecuencia y
magnitud de las cuales dependerán de varios parámetros asociados con el
corazón. Así, investigando el movimiento de la mesa se pueden sacar algu-
nas conclusiones importantes concernientes a las vibraciones del corazón.
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Formulación matemática. Sea x para denotar el desplazamiento ho-
rizontal de algún punto especificado de la mesa (como por ejemplo un extre-
mo) desde alguna localización fija (tal como una pared). Representemos por
M la masa combinada de la persona y del segmento de mesa que se pone en
movimiento. Si asumimos que hay una fuerza de amortiguamiento proporcio-
nal al desplazamiento instantáneo, entonces la ecuación que describe el mo-
vimiento de la mesa es

(8)

donde @ y y son constantes de proporcionalidad y F es la fuerza sobre el
sistema debido a la acción de bombeo del corazón. Suponga que m es la ma-
sa de sangre bombeada fuera del corazón durante cada vibración y y es el
centro intantáneo de masa de esta cantidad de sangre. Entonces por la ley
de Newton tenemos

fzmd2y
dt2

Se podría suponer como una primera aproximación que y se puede expresar
como una simple función senosoidal de t dada por

y  =  asen& (10)

donde a, w son constantes. Esto, sin embargo, resulta ser una sobre simpli-
ficación, puesto que (10) asume que hay solamente una frecuencia asociada
con las vibraciones del corazón, mientras que las evidencias indican que hay
muchas frecuencias. Esto nos conduce a remplazar (10) por

y = a,senot  + a,sen  20X + u3sen30t  + ... (11)

La serie de términos a la derecha frecuentemente se llama una serie de Fou-
rier en honor al hombre quien primero la investigó en conexión con problemas
de flujo de calor, y examinaremos varias propiedades de estas series en ca-
pítulos posteriores. Una propiedad importante es que una función periódica
adecuada con período 2~/~  se puede expresar en términos de tales  series
con una apropiada elección de los coeficientes a r, u2, a3,. El primer tér-
mino del lado derecho de (ll) representa una primera aproximación a la fun-
ción, la suma de los primeros dos términos una mejor aproximación, etc. Para
nuestros propósitos aquí, necesitamos solamente señalar que la sustitución
de (ll) en (9) y luego el resultado en (8) conduce a una ecuación diferencial
la cual se puede resolver sujeta a varias condiciones iniciales posibles.

Solución Usando solamente los primeros dos términos de la serie (ll), tene-
mos

2

M $f + B $ + yx = -mw2ul sen ot  - 4mu2a2 sen2wt (12)

La solución general de esta ecuación consiste de dos partes, (1) la solución
general de la ecuación con el lado derecho remplazado por cero, y (2) una so-
lución particular. La primera parte será la solución trunsiente  y desaparecerá
rápidamente con tal que p > 0. La segunda parte será la solución de estado
estacionario en la cual estamos interesados. Esta solución de estado esta-
cionario se encuentra fácilmente como
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x =
m2u1  [( Mo~2  - 7) sen wt + /?o  COS  wt]

(MW2 - y)2  + g202

+
4m02a2[(4Mu2  - j)sen 2wt  + 2/k1  cos  2wt]

(4M02 - y)2  f 4/3%0* ( 13)

Una solución correspondiente se puede encontrar asumiendo cualquier nu-
mero de términos en (ll).

3.4 APLICACION  A LA ECONOMIA

Un problema importante en economía concierne al comportamiento del
precio P de un bien en algún tiempo t. Obviamente, el problema depende de
muchos factores, algunos de los cuales ya han sido descritos en la página 160.
En consecuencia, debemos hacer algunos supuestos simplificativos, tenien-
do presente que podemos incurrir en el riesgo de sobre simplificación y qui-
zás llegando a resultados en conflicto con la realidad. Como hemos menciona-
do muchas veces, debemos en tal caso rechazar los supuestos y buscar otros.

- Formulación matemática. No es irreal suponer que el bien es tal que
incrementando su precio resulta en un incremento de la oferta S, la cual co-
mo consecuencia finalmente resulta en la disminución del precio. Para bus-
car un modelo posible del comportamiento del precio del bien, busquemos los
factores que pueden conducir a cambios del precio. Claramente, los precios
cambian con el tiempo como un resultado de la inflación. Asumiremos que el
factor ùnflacionario  está dado como una función del tiempo por F(t), la cual
no especificamos por el momento. También asumimos que aparte de la infla-
ción la tasa de cambio en el precio es proporcional a la diferencia entre la
oferta S en el tiempo t y alguna oferta de equilibrio que denotamos por Se.
Si S > S,,, la oferta es demasiado grande y el precio tiende a decrecer, mien-
tras que si S < S,, la oferta es demasiado pequeña y el precio tiende a in-
crementar, así que la constante de proporcionalidad debe ser negativa y se
denota por -k r. Estas observaciones nos conducen. a la ecuación

dP
- = F(f) - k,(S  - S,)
cit

También asumimos que la tasa de cambio de la oferta es proporcional a
la diferencia entre el precio y algún precio de equilibrio, el cual denotamos
por P,. Entonces tenemos, denotando la constante de proporcionalidad por
k 29 dS

- = k,(P - Po)
rlt (15)

Si PC P,, el precio es demasiado bajo, dS/dt  es negativa, y la oferta de-
crece; si P > P,, el precio es demasiado alto, dS/dt  es positivo, y la oferta
aumenta. Por tanto, k, > 0.

Solución Si resolvemos para S en (14),  encontramos
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Sustituyendo esto en (14) y asumiendo que S, es constante, tenemos
d2P
tlr’ + k,k,P  = F’(t) + k,kzP, (17)

Varios casos surgen dependiendo del factor inflacionario F(t).
Consideremos el caso especial donde

F(f)  = 3: (18)
donde (Y es una constante. En este caso (17) tiene la solución general

P = P,  + A cos C’I\,X2t  + Bsenv  k,k2t (19)

Sustituyendo esto en (14) entonces da

S=S,+;+A
I J

x
;, cos \ klkzt (20)

Asumiendo que a algún tiempo t = 0, P=  P,, S = S,,  encontramos de (19)
Y (20)  que

P O S

Per íodo = T= ~

Figura 5.19

(21)

(22)

t
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Interpretación. Las ecuaciones (21) y (22) muestran que el precio y la
oferta oscilan senosoidalmente alrededor de Po y S, +cr@r, respectivamen-
ix, con período

(23)

Si escribimos (22) en la forma

S=S,+;+$!n~ t-
1 1 ( $7)

vemos que el precio está adelante de la oferta por un tiempo igual a un cuar-
to del período, esto es, t T, o que la oferta está detrás del precio por + T. Esto
significa que si el precio máximo ocurre en algún tiempo particular la oferta
máxima ocurre en un tiempo t T más tarde cuando el precio ya ha caído.
La situación se muestra gráficamente en la Figura 5.19, donde para propósi-
tos de comparación el mismo eje vertical se usa para S y P aunque lógica-
mente las unidades para estas variables no son las mismas.

EJERCICIOS A

1. Las oscilaciones pequeñas de un péndulo simple tienen un período de 2 seg. Deter-
mine la longitud del péndulo. Encuentre la longitud correspondiente de un péndu-
lo simple que tiene dos veces este período.

2. El medallón de un péndulo simple de 2pies de longitud se desplaza de manera que
la cuerda del péndulo forma un ángulo de 5” con la vertical. Si el péndulo se suel-
ta de esta posición: (a) Encuentre el ángulo 8 que la cuerda forma con la verti-
cal en cualquier tiempo. (b) Determine la frecuencia de la vibración. (c) Calcule
la distancia recorrida por el medallón del péndulo durante un período. (d) Encuen-
tre la velocidad y aceleración del medallón en el centro de su trayectoria.

3. Un cubo de 5 pies de lado y 500 Ib de-peso flota en agua quieta. Se empuja hacia
abajo suavemente y se suelta para que ocurran oscilaciones. Encuentre el período
y la frecuencia de las vibraciones.

4. Un cilindro de 4gies de radio y 6pies de altura, pesando 1.000 Ib,  vibra en agua
quieta con su eje vertical. Encuentre la frecuencia y período de las vibraciones.

EJERCICIOS 6

1. Un cilindro de radio r y de altura h y con peso W flota con su eje vertical en un Ií-
quido de densidad p. Si se pone a vibrar, muestre que el período es

2 7CW

J-
- -
I P9

2. Un cilindro vibra con su eje vertical en un líquido. Se encuentra que la frecuencia
de las vibraciones en el líquido es la mitad de aquella en el agua. Determine la den-
sidad del líquido.

3. Un péndulo simple vibra en un medio en el cual el amortiguamiento es proporcional
a la velocidad instantánea. Si el medallón del péndulo pasa a través de la posición
de equilibrio 8 = 0 en t = 0 con velocidad u,,, muestre que el ángulo B que for-
ma la cuerda del péndulo con la vertical es

0 = !C e-P’sen  w í
WI

0=
J

4-p
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donde 0 es la constante de amortiguamiento y 1 es la longitud del péndulo. En-
cuentre fi  si la distancia recorrida durante un ciclo completo es la mitad de la del
ciclo previo. iCuál  es el cuasi período y la frecuencia?

47 Usando tres o más términos de (ll) generalice el resultado (13), página 255,

5. , Obtenga el precio y la oferta en el problema de la página 255 para los casos
(a) F(t) =o +flt;~a,  @ constantes.
(b) F(t)=Ksen  wt;  K, w constantes.

EJERCICIOS C

1. Una esfera de radio R que flota la mitad sumergida en un líquido se
ción.  Si x es el desplazamiento instantáneo de su plano diametral
ción de equilibrio, muestre que

pone en vibra-
desde la posi-

De donde, muestre que para vibraciones pequeñas la esfera vibra con una frecuen-
cia igual a la de un péndulo simple de longitud 2R/3.

2. Si la esfera del problema anterior se empuja hacia abajo hasta que escasamente
esté por debajo del líquido y luego se suelta, muestre que la velocidad de la esfera
en el instante en que el plano diametral coincide con la superficie es 4 m

3. Usando la ecuación (1) para las vibraciones de un péndulo simple muestre que

d0 =(-1d t
= f (cos 6 - cos e,)

Así, muestre que el período T está dado por

F - - - - - + x

Figura 5.20

4. Use la identidad cos u = 1 - 2 sen2 u/2 para mostrar que

Entonces haciendo sen i = sen : sen 4, donde 4 es una nueva variable, muestre que
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5. ---=(a) Usando el resultado & 1 + i x + G x2 + : : i : 6 .x3 + ., IxI < 1

donde x = kz  sen2 B,  muestre que

(b) Encuentre el período de un péndulo cuando la cuerda forma un ángulo máximo
de 30”,  60” con la vertical.

6. Si la esfera del Ejercicio 1 se empuja hacia abajo hasta que el plano diametral esté
a una distancia p(0  <p 5 R) por debajo de la superficie y luego se suelta, muestre
que el período T de las vibraciones resultantes es

Use el resultado del Ejercicio 5 y calcule T en el caso donde p= R. Determine T
cuando p está cerca a cero. Compare con el Ejercicio 1. iSe  cumple el resultado
cuando p = O?

7. Una fuerza horizontal constante F se aplica al extremo libre de una viga en voladi-
zo de longitud L y peso W como se indica en la Figura 5.20.
(a’)  Muestre que la deflexión y estl  dada por la ecuación

Esta integral es llamada una integral elíptica de primera clase.

W(L - x)’
Ely”=-Fy-  2L .

(b) Encuentre la deflexión máxima de la viga.
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1 Introduccibn  a l  método de  las
transformadas de Laplace

1.1 MOTIVACION  POR LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE

En los capítulos anteriores el estudiante aprendió cómo resolver ecuacio-
nes diferenciales lineales con coeficientes constantes sujetas a condiciones
dadas llamadas de frontera o condiciones iniciales. Se recordará que el mé-
todo consiste en encontrar la solución general de las ecuaciones en términos
de un número de constantes arbitrarias y luego determinar estas constantes
de las condiciones dadas.

Durante el siglo XIX estuvo de moda para científicos e ingenieros, enca-
bezados y motivados por el ingeniero electricista Heaviside,  usar métodos de
operador tales como los descritos en las páginas 207-215 para resolver varios
problemas involucrando ecuaciones diferenciales. En estos métodos los ope-
radores  fueron tratados como símbolos algebraicos y las ecuaciones resultan-
tes fueron manipuladas de acuerdo a las reglas del álgebra (vea, por ejemplo,
el Ejemplo ilustrativo 13, página 210).  Admirablemente, los métodos condu-
jeron a respuestas correctas. Estos éxitos motivaron a científicos e ingenie-
ros a usar los métodos aún más, e incitaron a la retórica de parte de algunos
matemáticos quienes no gustaban de ver tales ciegas manipulaciones mate-
máticas gratificadas con el éxito. Comentarios demeritando los procedimien-
tos no rigurosos se contestaban con observaciones tales  como “iDebe uno
entender el proceso de la digestión para poder comer?” y “Esta serie es di-
vergente; por tanto debe tener algún uso práctico”.

Algunos matemáticos inquietos, viendo que las manipulaciones algebrai-
cas sí conducían a resultados correctos> razonaron que debería haber alguna
manera de colocar los procedimientos en una base matemática rigurosa. La
investigación hacia este objetivo condujo al poderoso método de las transfor-
madas de Luplace, el cual examinamos en este capítulo. Este método tiene
varias ventajas sobre otros métodos. Primero, usando el método podemos, co-
mo en el enfoque de Heaviside, transformar ecuaciones diferenciales dadas
en ecuaciones algebraicas. Segundo, cualesquiera condiciones iniciales da-
das automáticamente se incorporan en el problema algebraico de modo que
no se necesita hacer ninguna consideración especial sobre ellas. Finalmente,
el uso de tablas de transformadas de Laplace  pueden reducir el .trabajo  de
obtener soluciones lo mismo que las tablas de integrales reducen el trabajo
de integración.

Las transformadas de Laplace  tienen muchas otras aplicaciones además
de resolver ecuaciones diferenciales, tales como la.  evaluación de integrales
y la solución de ecuaciones integrales, y examinaremos algunas de ellas, pos-
teriormente en el capítulo.* Con una visión hacia tales aplicaciones, dirigi-
mos nuestra atención a la definición y ejemplos de la transformada de La-
place.

*Las transformadas de Laplace son también de interés teórico en sí mismas. Ver (301
por ejemplo.
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1.2 DEFINICION  Y EJEMPLOS,DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sea F(t), t > 0 dada. La transformada de Laplace  de F(t) se define como*

f(s)  = Y(F(t)}  = Jom  e-“‘F(t)dt

donde s es un parámetro real.** El símbolo 2’ se llama el operador  de la trans-
formada de Laplace.

La integral impropia en (1) se define como
l í m sM e-“‘F(t)&
M+m  O

(2)

y la transformada de Laplace  se dice que existe o no de acuerdo a si el límite
existe o no. Si (2) existe decimos que la integral converge. Condiciones bajo
las cuales la transformada de Laplace  existe se discuten en la página 267.

Usando la definición (1) podemos encontrar la transformada de Laplace
de varias funciones como se indica en la tabla en la contraportada posterior. t

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Encuentre (a) .P’{  l),  (b) T(P).

Solución a (a) 2?{1)  = Jom e-“‘(l)&  = Mí-“, Jo” e-“’ dt = GIGI  2 11

= lím  1 - PM 1=- sis  > 0
M-+02 s s ’

Solución a (b) Y{e”‘f = Joa eCs’(ent)dt  = lí+~ soM  e-(‘-‘)*  dt

e-(s-a)t  M 1 _ e-(s-a)M
. =J!!~-(S-a)o =;ym--------

1
sis>  a

s - a s - a’

Estas corresponden a las entradas 1 y 5 de la tabla.

Note.que del Ejemplo ilustrativo 1, la existencia de la transformada
P

e
Laplace  de una función F(t) depende de los valores de s. Así la transfo ma-
da de Laplace  de 1 existe si s > 0 pero no existe si s 6 0. Similarmente la trans-
formada de Laplace  de e at existe si s > a pero no existe si s 5 a. Una situa-
ción similar surge al considerar cualquier transformada de Laplace.+ No es
difícil mostrar que si la transformada de Laplace  de una función existe para
s = LY entonces también existirá para todo s > (Y.  Hay funciones cuyas trans-

*En general si las funciones se denotan por letras mayúsculas tales  como F, G  sus trans-
formadas de Laplace se denotan por las letras minúsculas correspondientes f, g. Alternativa-
mente una sobrebarra se puede usar para denotar la transformada de Laplace.  Por ejemplo

-qf@)) = As,.
“En la teoría avanzada de las transformadas de Laplace  es conveniente  asumir  que  s es

una variable compleja de modo que f(s) es una función de una variable compleja.  La letra  p se .
usa algunas veces en lugar de s, especialmente por algunos ingenieros y físicos. En otras defini-
ciones  algunas veces usadas, la integral en (1) se multiplica por s (o p).

*Note  que la transformada de Laplace de cero es cero, como es claro de la definición, y no
ha sido incluido en la tabla.

tA1 escribir transformadas de Laplace no siempre puede ser conveniente indicar el rango
verdadero de valores para los cuales existe la transformada de Laplace, y frecuentemente lo omi-
tiremos. Uno debería por supuesto ser capaz de producirlo cuando se solicite.
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formadas de Laplace  no existen para ningún valor de s. Así, por ejemplo, pues-
to que la integral n

no converge para ningún valor de s, la transformada de Laplace  de et  * no
existe.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre (a) 6P(sen  cot),  (b) Z{cos  ot).

Soluciones Aunque estas se pueden hallar directamente de la definición
(ver Ejercicio 1B) acudiremos al siguiente procedimiento. Remplace a por iw
en parte (b) del Ejemplo ilustrativo 1. Luego usando la fórmula de Euler e’“’ =
cos  wt + i sen wt tenemos

,{ei”‘)  = Jox e-s’e’“’  rlt  = Jo*  ees’ cos ot dt + i JoT  e-” sen 0.X  dt

1 s + iw s + io
= Lf{cos  oti + iY{sen  wt) = & = -. ~ = ~

s - iw  s + iw s2 + oI2

=*+i&

Igualando las partes reales e imaginarias obtenemos

qcos  ox) = +, $P{sen ot}  = +
s f o

las cuales corresponden a las entradas 6 y 7, respectivamente, en la tabla.
Pbesto  que ya hemos sugerido que las transformadas de Laplace  son úti-

les para resolver ecuaciones diferenciales no debería sorprender que estaría-
mos interesados en hallar las transformadas de Laplace  de derivadas. Pode-
mos conseguir esto directamente de la definición. Así tenemos

Z{ Y’(t)) = Jo=  e -“‘Y’(t)At  = Mrna  JoM e-“‘Y’(t)&

= f.. je-“Y(t)  11  ++s  Jf  e-“Y(t)&}

= lím
M+X i

epsM Y(M) - Y(0) + s JoM  ees’Y(t)dt
1

s

m
= s

0
eC”‘Y(t)dt  - Y(0)

= sy - Y(0)

donde hemos asumido que Y{Y(O}  = Y(S) =  Y y  lim,-,  e-SMWW  =  0.’
.

*Se debería notar que el método está basado en la igualdad

s
C C 1,-srgwt  & -

0 s - i w ’
s>o

Esto se puede justificar usando métodos de variable compleja.
tTambién  se asume que Y(t) es continua en t = 0. Para el caso donde esto no es así, vea

el Ejercicio 3C.
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Para hallar las transformadqs  de Laplace  de derivadas de alto orden po-
demos usar la definición y la integración por partes. Sin embargo es más fá-
cil emplear el resultado que acabamos de obtener. Para hacer esto haga
G(t) = Y’(t). Entonces

.Z{Y”(t))  =  cY{G’(t))  =  s6P{G(t)) - G(O)

= .%Y<;P(Y’(t)J  - Y’(0)  = s[sg(s)  - Y(O)] - Y’(0)

= s2y(s)  - sY(0) - Y’(0)
Los resultados corresponden a las entradas 15 y 16 de la tabla. Generaliza-
ciones a derivadas‘más altas se pueden obtener en forma similar y se indica
por la entrada 17 de la tabla.

ObServación.  Note que las derivadas de Y tienen transformadas de
Laplace  las cuales son funciones algebraicas de s y contienen los valores ini-
ciales de Y y sus derivadas. Esta observación ‘proporcionó una pista impor-
tante  a los matemáticos para relacionar las transformadas de Laplace  con los
métodos operacionales descritos en la página 261, y la aparente conexión en-
tre el operador D y el símbolo algebraico s. También sirvió para mostrar las
ventajas descritas en la página 261. Ilustraremos el uso de los métodos de la
transformada de Laplace  en ecuaciones diferenciales en la página 278 des-
pués de que hayamos examinado algunas ,propiedades  más de la transfor-
mada.

Es de interés e importancia notar que el operador de la transformada de
Laplace  2 es un operador linea1 como los operadores D,  02,.  . , del Capítu-
lo cuatro, página 168. Para probar esto sólo necesitamos mostrar que

T{F(O  + W}  =  y(W))  + ~{W))  =  f(s)  + g(.y) (3)

IP{cF(t))  =  &{F(t)) =  c:f(s) (4)
donde F(t) y G(t) tienen transformadas de Laplace  f(s) y g(s), respectivamen-
te, y c es cualquier constante. La prueba sigue directamente de las propieda-
des de las integrales. Puesto que

g”(F(t)  + G(t)) = Jox  e-“*(F(t)  + G(t))& = Jo=  e-“‘F(t)dt + SO e~“‘GW&

= Y(F(t)j  + Y(G(t))  = ,f(s)  + g(s)

--áP(cF(t)} = Jom  e-“‘{cF(t))  tlt = c JoK  eC”‘F(t)tlt  = cá”(F(t)j  = cI

Esta propiedad lineal nos permite hallar transformadas de Laplace  de sumas.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Encuentre <;p{3  - 5e2’ + 4senr - 7 cos  3t).

Solución Usando la propiedad lineal tenemos

F(3 - 5e2’ + 4sen  t - 7 cos  3r) .
=  9{3j  +  sP{  -5e 2’) + y2’(4  sen  t) + F{  -7 cos  3t)

= 3911;  - 59{e2’j  + 49{sen  t)  + 91-7 cos  3tj

3 5 4 7s=- -___ +---- sis r 2
S s - 2 s2 + 1 s2 + 9’
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Los resultados que involucran transformadas de Laplace  de derivadas a me-
nudo son útiles para hallar las transformadas de Laplace  sin el uso directo
de la definición. Considere el

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Encuentre L?{t”;,  n = 1,2,  3,. .

Solución Haga Y(t) = t” de modo que Y’(t) = nt”-’ , Y(0) = 0. Entonces
tenemos Lf{Y’(tj)  =  SIP{  Y(t); - Y ( 0 )  0  ~{rtt”-‘]  =  sZ{t”)

Así 2?{r”J  = Fujr-1:

Colocando n = 1, 2,. , encontramos para s > 0

P?{t]  = f 9{1)  = $, T{t”) = 5 Z(t) = ;, (iB{t”}  = +?J{q  = y = 6

zy)  = n(n  - 1) . . . 1 n!=--yI+  1 gl+1y en general (5)

1.3 PROPIEDADES ADICIONALES DE LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Al construir tablas de transformadas de Laplace  ciertas propiedades de-
muestran ser útiles. Para desarrollar una de tales propiedades escribamos la
definición

f(s) = .S(F(t)) = Joa  e-“‘F(t)dt (6)

y formalmente remplace s por s -a.  Entonces encontramos

f(s - a) = Jr e-(S-a)‘F(t)dt  = j: emS’{e”F(t))dt

y así 9{eatF(t)]  = f(s - a) (7)

Otra propiedad importante surge al diferenciar ambos lados de (6) con
respecto a s. Encontramos

g = f’(s)  = $ Jox e-“‘F(t)dt  = JOm  - te-“‘F(t)dt = -y{t~(q)

asumiendo justificable la diferenciación bajo el signo de la integral.* Así si-
gue que

<;P(tF(t))  = -f’(s) (8)

Diferenciando más tenemos

Lf{?F(t)} = f”(S), T{t3F(t)}  = -f”‘(S) . (9)

*Si a y b son constantes, el resultado
d 1
- $ G(s, t)dt  = l ‘; dt
ds a

con frecuencia llamada la regla de Leibniz  para derivar una integral. Para las condiciones bajo
las cuales el resultado se cumple, ver cualquier libro sobre cálculo avanzado (por ejemplo [26]
de la bibliografía).
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0 en general ~~r’~F(t))  =  ( -  l)y”“‘(.s)  =  ( -  l)$

LOS resultados anteriores se resumen en el siguiente

Teorema. Si Y ( F(t)/ = f(s) entonces
1. LfftV(e”‘F(t))  = f(s - 0).
2. (ru jt”F(t)) = ( - l)“f’“‘(s),  II = 1) 2 ,  3 ,  .

Para ilustrar estos resultados consideremos algunos ejemplos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Halle 940(e3’  cos  4t).

Solución Puesto que Y(cos  4t)  = 7: 1% tenemos

-Yl’le3’ 4t’ ~~  s 3 s - 3cos = -

L 1 (s - + 163)2 .s2 - 6s + 25
Note que esto es válido si s > 3. El resultado es un caso especial de la entra-
da ll en la tabla.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Halle (a) LF[(tsentj,  (b) F[t’sen t).

Solución Puesto que Y(sen,t)  = A tenemos

las cuales son válidas para s > 0. Compare con la entrada 13 de la tabla.

1.4 LA FUNCION GAMMA

Ya hemos encontrado (en el Ejemplo ilustrativo 4) que

Una pregunta natural que surge es, icómo  se debe modificar (ll) si n no es
un entero positivo? Para responder a esto notemos primero que

Haciendo la sustitución u = st, s > 0, encontramos
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Si usamos ahora la notación l-(/1  + 1) = Jo'  unc"  LlU (13)

entonces (12) llega a ser

Llamamos r (n + 1) la función gamma. Examinemos esta función un poco más
de cerca. Integrando por partes encontramos

r(i7 + 1 )  =  jo’ Il”emu tl1r  =  (IP)(  -C”) ’ -
l J0

(; (Mrl)(  -~-~‘)th

s

7
= II un  ’ e

0
-Id  du  = /c(n)

La relación l-(/7  + 1) = ill- (15)
se llama una fórmula de recurrencia para la función gamma. Puesto que

(16)

tenemos r(2) = ir-(i)  = 1, r(3) = 2r(2) = 2. I = 2!, r(4) = 31-l13) = 3!

y en general cuando n es un entero positivo

rtn + 1) = d (17)
Así (14) concuerda con (ll) para este caso.

Sigue que Ia función gamma es realmente una generalización del facto-
rial. Un resultado interesante es que

r(i)  = $i (18)
Para indicar una prueba de esto notemos que al hacer u = x2

Cambiando a coordenadas polares (r, 4) esta última integral se puede trans-
formar en

I2 = 4 @‘fo
s s

rr=O e-“r  dr  d$ = 4

de la cual 1= r (4) = \r;;. Aunque esto es un enfoque algo “informal”, el mé-
todo se puede hacer matemáticamente riguroso por procedimientos de límites
apropiados.

Es de interés notar que

(19)

1.5 OBSERVACIONES CONCERNIENTES A LA EXISTENCIA
DE LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE

En la definición (1) de la transformada de Laplace,  el factor e-S’  es un
“factor de amortiguamiento” el cual para cualquier valor fijo positivo de s
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tiende a decrecer al crecer t. Intuitivamente hablando, esperaríamos que la
integral converja, y así exista la’ transformada de Laplace,  con tal que F(t)
no “crezca tan rápidamente” al crecer t. Los matemáticos hacen esto más
preciso al definir una clase de funciones tales  que existen constantes K y (Y
para las cuales

lF(t)l  < Ke”’

Tales funciones se dice que son de orden exponencial CI, o brevemente de
orden exponencial. La función F(t) = t es ciertamente de orden exponencial
puesto que tenemos (por ejemplo)

ttd

Por otro lado la función et2 no es de orden exponencial, esto es, crece muy
rápidamente para ser de este tipo.

Otra clase de funciones que el matemático encuentra importante es la
clase de funciones continuas a tramos o seccionalmente continuas. Llama-
mos una función seccionalmente continua en un intervalo si tiene solamente
un número finito de discontinuidades en el intervalo y si los límites por la de-
recha y por la izquierda existen en cada discontinuidad.* Por ejemplo,

cuyo gráfico se muestra en la Figura 6.1 es seccionalmente continua en el in-
tervalo 0 5 t s 4 puesto que solamente hay una discontinuidad, t = 2, en el
intervalo y los límites por la derecha y por la izquierda en esta discontinui-
dad existen (y son iguales a 2 y 1, respectivamente).

, F(t)

t
f

L---L--  - -..L-.---.--. .-  -s_ ,. ..-.. i ..-- _. ..-q t

1 2 3 4 5

Figura 6.1

- *El límite por la derecha de una función F(t) en el punto t,, se define como lírne.+o  F(t,  + c)
donde 6 tiende a cero por valores positivos. Similarmente, el límite por la izquierda de F(t) en
t. e s  l í í r-O F(t,  -t) donde t tiende a cero por valores positivos. Para indicar que c tiende
a cero por valores positivos algunas veces escribimos lím,,o+F:(t,,  + C)  y lím,+,,+F&,  - c) para los
límites por la derecha y por la izquierda, respectivamente, y deñotamos estos limites, si existen,
por Me  + 0)  y F(t,  - 0)  respectivamente.#



El siguiente teorema es de importancia fundamental. Para una prueba vea
el Ejercicio 5C.

Teorema. Si F(t) es de orden exponencial LY y es seccionalmente conti-
nua en todo intervalo finito 0 5 t 5 T entonces la transformada de Laplace
de F(t) existe para todo s > (Y  .
Se debería enfatizar que la hipótesis de este teorema garantiza la existencia
de la transformada de Laplace.  Sin embargo si estas condiciones no se satis-
facen no quiere decir que la transformada de Laplace  no exista. De hecho
puede o no puede existir (vea los Ejercicios 3 y 6B). En situaciones como ea-
tas, las condiciones se dicen que son suficientes pero no necesarias para la
validez de las conclusiones.

Ilustremos el teorema anterior en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Encuentre la transformada de Laplace  de F(t) = 3, 05t<2
o

, t > 2.

Solución La función es seccionalmente continua y de orden exponencial y
por el teorema anterior tiene una transformada de Laplace.  Esta está dada por

Y{F(t)}  = Jom ews’F(t)dt  = Jo2  e-“‘(3)& + J2m  e-“‘(0)dt

= 3(!C)l;  = 3(’ -;-“)

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Encuentre la transformada de Laplace  de e%‘.

Solución La función es seccionalmente continua en cualquier intervalo ini-
to. Podemos también mostrar que es de orden exponencial. Para ello no iemos
que para t > 1, VR  t, y así

evi  < et

de la cual vemos que F(t) =e”  es de orden exponencial. Por tanto =.Y(eVG>
existe. Sin embargo, aún cuando exista esta transformada de Laplace,  no la
podemos determinar en forma cerrada porque la integral

1

m

. 0
e -stevidt  = 2

s
1 eu-su2  du (20)

donde t = u2 no se puede evaluar exactamente. Sin embargo se puede eva-
luar aproximadamente para cualquier valor de s > 0 usando integración nu-
mérica o el método del Ejercicio 7(c)C.

Este ejemplo sirve para ilustrar el hecho enfatizado con frecuencia en ca-
pítulos previos, de que existe una gran diferencia entre probar que algo exis-
te y el.  hallarlo.

1.8 LA FUNCION SALTO UNIDAD DE HEAVISIDE

La función definida por H(t - a) = t>a
t t a (21)

Solución de ecuaciones diferenciales por transformadas de Laplace 2 6 9



H(t -d

Figura 6.2

llamada la función salto unidad de Heaviside, o más brevemente la función
de Heaviside o la función salto unidad, es frecuentemente útil en aplicacio-
nes. El gráfico se muestra en la Figura 6.2.

La transformada de Laplace  de esta función está dada por

y[:H(t  - U)} = Jo=  e-“‘H(t  - a)dt  = J: e-“‘(O)&  + r edst(l)&

=
asumiendo que s > 0.

s
x emas

e -Sr&=  - -
u s

varias  funciones discontinuas frecuentemente se pueden expresar en
términos de la función de Heaviside como se indica en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 9
t>71

4

Exprese la función F(t) = t < ~ en términos de la función sal-

to unidad de Heaviside.

Solución La función dada se puede expresar como

sen t - cos  t,
F(t) = cos t + o

1.

t>rr
t-cl-t1

=cost+(sent-cost){A:  :zE[

= cos  t + (sen t - cos  t)H(t  - 7~)
l

EJERCICIOS A

1. Usando la definición, encuentre la transformada de Laplace  de cada una de las
siguientes funciones. En cada caso especifique los valores de s para los cuales la
transformada existe. Compare con los resultados obtenidos de la tabla de trans-
formadas de Laplace.
(a) 3t - 2. (b) 4sen 3t. (c) 5 cos  2t.
(d)  lOe-  5*. (e) 2~’  - 3eF’  + 4t’. (f) 3sen 5t - 4 cos 5t.
(g) 6 cosh  3i - 2 senh 5t. (h) t(em3*  - tZ + 1).
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2. Dado que Y/‘(sen  WI  i = & usedlla  entrada 15 de la tabla para hallar Y(cos  wtj.

3. Halle la transformada de Laplace  de cada una de las siguientes
( a )  t2e3’. (b) e - 2r(5  sen2t  - 2 cos 2t). (c) t(sent+  e-‘).
(d)  (t’ + 1)‘. (e) t(cosh  2t - 2t). (f) 8 senh’  3t.

-4.  Use la función gamma para hallar(a)Y(t3’2j,(b)lP((r”“+t-“4)2~,(c)~pjt2’3~,(d)~4p:~~r~~ Ir~9)*
’ 4

5. (a) Explique cómo puede usted estar seguro que la función F(t) = o
i,

o<r<4
t>4

tiene una transformada de Laplace  sin realmente hallarla. (b) Encuentre YjF(t‘)).  .

PS. Verifique las entradas 15 y 16 en la tabla para las funciones (a) Y(t) = tec, (b)%Io$
Y(t) = t2 sen 3t.

7. Exprese cada una de las siguientes funciones en términos de la función de Heavi-
side y obtenga sus gráficos.

t> 1 t>3 t > 2n
t < 1’ t < 3' t < 2x'

8. Hallar (a) y{tH(t  - 1)). (b)  y{e’H(t  - 2) - e-‘H(t  - 3)).

EJERCICIOS B

1. Obtenga y(  serrut)  por (a) evaluación directa; (b) usando el hecho de que senwt
satisface la ecuación diferencial Y”+ w2  Y= 0. Haga lo mismo para Y{cos  cot).

2 .

3 .

4 .

5 .

Hal$+y ( te-’ sen t) .

Pruebe que (;e(e:‘>  existe pero U(e@ ) no existe.

Si .T{ F(t)] existe para s =(Y, pruebe que también existe para todo s >o.

Halle la transformada de Laplace  de la función periódica que se muestra  en la Fi-
gura 6.3.

6 . Muestre que aunque la función F(t) = t- r/2 no satisface las condiciones del teo-
rema en la página 269 aún tiene una transformada de Laplace.  ¿Hay  alguna con-
tradicción en esto? Explique

.
-

l-----+---
I

a
-g-+g---~.~------  t

- 1  ^

Figura 6.3
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Figura 6.4

7. Exprese en términos de la función de Heaviside

i

3 sen t, tgn
F(r) = t2, x<t$2x

t - cos  t, t > 2rl

8. La función

i

0, t-ca

P(t)  = l/C, astsa+c 4
0, ’ r>a+e

donde a 2 0 y e > 0, cuyo
uha  función impulso.

@áfico se indica en la Figura 6.4, es a menudo llamada

(a) Exprese esta función en términos de la función salto unidad de Heaviside.
(b) Halle la transformada de Laplace  de esta función.
(c) Muestre que el límite de la transformada de Laplace  en (b) cuando  c+O exis-
te y es igual 8 e-Os.

EJERCICIOS C

1. Muestre que F(t) = 1, t > 0 y G(t) =
i
:’

t=3
tienen las mismas transformadas

t#3

de Laplace,  a saber l/s, s > 0. ¿Puede  &.ted  pensar de otras funciones con la mis-
ma transformada de Laplace?  Explique.

2.
{

1,SeaF(t)=  t : z 0 (4 Encuentre  (i”{ F(t)!  y 2 ( F’(t)}. (b) Es cierto para

este caso q;e  91 F’(t)1  =s(i”(  F(t)!  -F(O)?

3. Pruebe que si Y(t) tiene una discontinuidad en t = 0 entonces debemos remplazar
la entrada 15 de la tabla por sy- Y(O+ ), donde Y(O+) scgnifka  lím,,,+Y(t)  esto
es, el límite cuando t-0 por valores positivos. Usando esto explique la discre-
pancia en el Ejercicio 2.

4. Sea F(t) una función periódica de período P, empezando en t = 0 (por ejemplo, vea
la Figura 6.2). (a) Si Y{F(t)} existe muestre que está dada por

s
,’ e-“‘F(t)&

1 - e-sp
(b) Usando 6)  obtenga la transformada de Laplace  de F(t) = [sen  t 1 donde el pe-
ríodo es ï~.
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5. Pruebe el teorema en la página 269. Sugerencia: Escriba

s
7
0

e-“F(t)dt  ” Ji e-“F(r)<lt + J; e -“tF(t)<It

y luego use el hecho de que

6. (a) Pruebe que si F(t) es seccionalmente continua en todo intervalo finito y de or-
den exponencial entonces su transformada de Laplace  f(s) tiende a cero cuando
s- ~0 . (b) Ilustre el resultado en (a) dando varios ejemplos. (c) ¿Qué concluiría
usted acerca de F(t) si lírnsw7  f(s) #O?  (Sugerencia: Use el Ejercicio 5.)

‘7. Sea F(t) = et.  Usando la expansión en serie ea = 1 +-t +c! + $ + y tomando

la transformada de Laplace  término a término, verifique formalmente que Ypl  et } =
l/(s  - l), s > 1. iCómo puede usted usar este método para hallar (a)Y’{ sen t} ;
( b )  At’{  cost);  ( c )  yle“;  ? 6. Puede usted justificar el método ?

9. Muestre que si a > 0 y n > 1 entonces (a)li H(u  - a)~/u  = (t - a)H(t  - a),

(b) j-i  ( u  - a)“H(u  - a)du = (t - “;+;y’ - a).

9. Muestre que la función ilustrada gráficamente en la Figura 6.2 se puede represen-
tar por

, H ( t )  + i (- l)“H(t - na)
n=  1

2 Funciones impulso y la funcibn  delta de Dirac

Suponga que una fuerza F(t) que depende del tiempo t actúa sobre una
partícula de masa m del tiempo t. al tiempo tl . Si u  es la velocidad instan-
tánea de la partícula durante este intervalo de tiempo, entonces por la ley de
Newton tenemos

F  =  $nu> (1)

así que
s

“Fdt  =
fo s

” d(m) = mu,
fo I

- mu0 (2)

donde uc y u1 son las velocidades de la partícula en tiempos t. y t , , res-
pectivamente. .

Puesto que mu es el momentum de la partícula, la cantidad a la derecha
de (2) es el cambio de momentum sobre el intervalo. La integral a la izquier-
da de (2) a menudo se llama el impulso de la fuerza sobre el intervalo, o bre-
vemente el impulso. Así, en palabras (2) dice que

impulso = cambio en momentum (3)
Ahora suponga que la diferencia entre t 1 y t, está dada por E > 0, así que
t 1 = t, + E. Si asumimos que la fuerza es una constante, digamos A, en el in-
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Figura 6.5

tervalo, 0 si asumimos que c se toma lo suficientemente pequeño para que
la fuerza sea aproximadamente. igual a A en el intervalo, entonces la fuerza se
puede representar gráficamente como en la Figura 6.5. El impulso denotado
por Z está entonces dado por

I= s “‘+’  A rlt = AE
(0 (4)

y está representada geométricamente por el área del rectángulo sombreado
en la Figura 6.5.

Suponga ahora que el impulso es una constante no cero, digamos 1, así
que como se ve de (2) hay un cambio unitario en momentum sobre el interva-
lo, esto es, Ac  = 1. Entonces cuando c+O  tenemos que A-  00 , así que geo-
métricamente el ancho del rectángulo en la Figura 6.5 se hace más grande de
tal manera que el área permanezca igual a 1.

Si el estudiante prefiere no asumir que F(t) esté dada como en la Figura
6.5, sino en vez que varíe de alguna manera como se indica en la Figura 6.6,
entonces de nuevo asumiendo Z= 1 tenemos

En tal caso, aún cuando la forma de la función no se conozca, no es difícil ver
que si (5) debe ser cierto, cuando c +O,  F(t) debe tender a infinito. La in-
terpretación geométrica es que cuando t -0 el pico de la curva de la Figura
6.6 debe tender a infinito de tal manera que el área bajo ella sea igual a 1, es-
tando esencialmente de acuerdo con la discusión dada en relación con la Fi-
gura 6.5.

Estas ideas nos llevan naturalmente al tema matemático de intentar des-
cribir funciones, tales  como las representadas por las Figuras 6.5 o 6.6, las

.

‘*  t
t.  f E

Figura 6.6



cuales tienden a infinito cuando t -0 de tal manera que sus integrales (geo-
métricamente sus áreas asociadas y físicamente el impulso) permanezcan
constantes. Tales funciones por obvias razones se llaman funciones impulso
o, en el caso especial donde la constante es 1, funciones impulso unitario.
Puesto que podemos considerar F(t) como cero fuera del intervalo de t, a
t, + C, podemos pensar más generalmente en una función impulso unitaria
caracterizada por las siguientes dos propiedades I,

i

/
1. F(f) = ó’ t = ro

3 t z ro?-. s;, F(f)flf  = 1
(6)

(7)

Tales funciones ciertamente no son de las clases convencionales con las cua-
les hemos tratado, y de hecho, como lo sugiere la Propiedad 1, no son realmen-
te funciones. Para distinguirlas de los tipos familiares de funciones, se han
llamado funciones generalizadas, y los matemáticos han tenido éxito en cons-
truir una teoría sobre ellas llamada la teorúz  de distribuciones.*

En su investigación sobre mecánica cuántica, Dirac encontró las funcio-
nes impulso de gran uso.3 El introdujo lo que se llamó la función delta, aho-
ra frecuentemente llamada de función delta de Dirac, con las propiedades
anteriores, esto es,

1. s(t - ro)  =
1

cI_3
t = t,

0, t # t,

2:
s
:, S(t - t,)tlt  =  1

Un resultado importante relativo a la función delta es que, si f(t) es cualquier
función la cual es continua e n t = tc, entonces

s:, fs(t - t,)jlt)dt = fft,) (10)
Esto algunas veces se llama la propiedad selectoru de la función delta, pues-
to que todos los valores de f( t ) se elimina excepto aquellos para los cuales t =
t. y sólo permanece el resultado f (to).

La propiedad selectora se puede hacer plausible si nos fijamos que el in-
tegrando en lado izquierdo de (10) es cero excepto donde t = t, . Entonces
puesto que f(t) = f(to) en t = to, podemos remplazar f(t) por f(t,,) en (10)
para llegar a

s ’-, 4t - t0V(Wt  = ,f’tt,)  J:7 S(t - t,)dt = .fjro)

usando la segunda propiedad de la función delta.
Si tomamos el caso especial f(t) = e- uf en (lo),  obtenemos la transfor-

mada de Laplace  de la función delta, esto es,

yifjtt  - t,); =
s0

’ r-.“fj(t  - t,)rlt = e-sr~~
(11)

Si en particular t,  = 0, tenemos F;S(t)) =  1 (12)

*Ver referencia [ 191  por ejemplo.
$ Ver referencia (41  .
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El hecho de que la transformada de Laplace  de s(t)  no tienda a cero cuan-
do s--ì m sirve como un recordatorio de que la función delta no es una fun-
ción convencional (vea el Ejercicio 6

B
, página 273). Para ganar habilidad en

el uso de la&rnción  delta, considerer os algunos ejemplos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Evalúe JTx  c-t26 (t - ;) dt.

Solución Sea t. = */2  y f(t) =e-t2  . Entonces por la propiedad (10) y f(t,) =
f(7r/2)  = e - +14, tenemos

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Evalúe s1,  ¿i(u  - t&u.

Solución Puesto que 6(u - to) = 0 para u <t,,  sigue que la integral es
cero para t < t. .

En el caso t > t,,, la integral se puede remplazar para todos los propósi-
tos prácticos por la integral en (9), puesto que 6(u - to)  = 0 para u > t, .
Así, la integral es 1 para t > ro.

s t > t,
Entonces tenemos t < t.
Se debería notar que la función a la derecha es la función de Heaviside de
modo que

s‘, 6(u - t&h  = H(t - to) (13)

Si formalmente tomamos la derivada de ambos lados de (13),  obtenemos

H’(t  - t()) = s(t - to) (14)

esto es, la función delta es la derivada formal de la función salto unidad de
Heaviside. Decimos derivada formal debido a que la función de Heaviside
no tiene una derivada en el sentido ordinario. En la teoría de las distribucio-
nes mencionada antes, se consideran tales  derivadas generalizadas.

La función de Dirac es útil en muchos problemas aplicados que surgen
en ingeniería, física y otras ciencias. Por ejemplo, si golpeamos un objeto
con un martillo o golpeamos un tambor con una vara, una fuerza algo grande
actúa por un intervalo corto de tiempo. Esta fuerza se puede aproximar por
una función delta multiplicada por alguna constante apropiada de magnitud
igual al impulso total. La función delta se puede también usar en electricidad,
tal como cuando hay grandes picos en voltaje o corriente por intervalos cor-
tos de tiempo.
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Figura 6.7

Una aplicación interesante de la función delta también surge en conexión
con los problemas de vigas. Suponga que la viga de la Figura 6.7 tiene una
carga concentrada P, actuando sobre ella en la localización x = x0 desde
el extremo izquierdo. Si asumimos que w(x) es la fuerza por unidad de longi-
tud actuando sobre la viga, entonces tendremos

sxu+ t w(x)dx  = P,. xo
donde se asume que c es pequeño. El resultado (15) en el limite cuando c-4)
sugiere que expresemos w(x) en términos de la función delta como

w(x) = P,h(x  - x0) (16)

un resultado útil para hallar la deflexión de la viga debido a la carga concen-
trada.

Presentaremos algunas aplicaciones de la función delta al final de este
capítulo.

EJERCICIOS A

1. Evalúe cada una de las siguientes integrales que involucran la función delta.

(a) JT,  S (t - 1) COS  2t dt. (b) S-E t2e-3’¿i(t  - +)dt.

(c) j-i  t3cqt  - ))dt. (d) JO1  t36(t  + +)dt.

(4  JoE t3,%(t  - $)dt. (f) [i 6 (t  - $sen  t2 dt.

2. Evalúe cada una de las siguientes transformadas de Laplace  que involucran la fun-
ción delta.
(a) Y[(r’cT(t  - 2);. (b)  Yfe -3’6(t  - 7x,;. (c) 6P(t6(t  - 1);. (d) Ytte-‘6(t + 1)).

EJERCICIOS 6

1. Encuentre la transformada de Laplace  de la función representada en el gráfico de
la Figura 6.4. (a) Muestre que el límite de la transformada de Laplace  hallada en
(a) es e-Sto . (c) Discuta la relación del resultado hallado en (b) con la función
delta.

2. Evalúe P(  6(t - T! cos tJ 1 .

3.  Discuta la relación del Ejercicio 8B,  página272, con la función delta.
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4. Muestre que
f sT,  &at)f(t)dt = !--.fmu ’

siu < 0

iQué supuestos debe hacer usted en relación a f(t)?

5. Evalúe (a) fTx S(2t  + a)sen  3t dt. (b) JmTX  & “’ 6(3t) dr.

EJERCICIOS C

1. Deduzca formalmente los siguientes resultados relativos a las derivadas de la fun-
ción delta.

(a) JT2  ¿Y(t)f(t)dt = -f’(O). (b) Sr,  G”“(t)f‘(t)dt  = (- l)“f”“‘(O).

(c) L?{¿P(f))  = f, n = 1,  2,  3, .

2. Muestre que si t, > 0 y f(t) es continua en t = f t,  entonces

sTX w - m-w  = ;-  [f(b)  + .f(-  f,)]

3. Considere la secuencia de funciones 4,;;)  = n/~(l  + np ti ),  n = 1,  2,  3,.

(a) Muestre que
s

-“, c$,  (t)dt  = 1. (b) Asumiendo que i(t)  es continlla  en t = 0,

muestre que lím
sxn-n: -a 4,(OfW = f(O)

(c) Discuta una posible conexión entre las funciones 9,(t)  y la función delta.

3 Aplicación de las transformadas de Laplace
a ecuaciones diferenciales

3.1 SOLUCION  DE ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS.
TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Para ver cómo se pueden usar las transformadas de Laplace  para hallar so-
luciones a ecuaciones diferenciales, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva Y ”  + 4 Y  =  16t, Y ( 0 )  =  3 ,  Y ’ ( 0 )  =  - 6 .

Si tomamos las transformadas de Laplace  de ambos lados de la ecuación dife-
rencial encontramos al usar la entrada 16 en la tabla y denotando 2?{ Y}  por y,

c!P”( Y ” )  + P’{4Y)  =  P’Y(16t),  .s2y - sY(0)  - Y ’ ( 0 )  + 4~. = ;

S’J.  - 3s + 6 + 4y = $

3s - 6 16
Y 4’=

s2+4+ s2(s2  + 4 )
(1)
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Parece lógico que si pudiéramos encontrar la función cuya transformada de La-
place es el lado derecho de (1) entonces tendríamos la solución. Para hacer esto
escribimos (1) en la forma

3s
>’ = -.---$2 + 4

-L+ il(~-~~-~)-\‘t4-~~-~+;:
s2 + 4

Sabemos ahora que

La transformada de Laplace  de cos  2t  es J+km4

La transformada de Laplace  de sen 2t es
2

s2 + 4'

La transformada de Laplace  de t es L
s2 .

Parecería por tanto que la solución buscada es

Y(t) = 3 cos  2t - 5 sen2t  + 4t.
Esta ciertamente satisface la ecuación diferencial dada y las condiciones y por
tanto es la solución requerida.

En el problema acabado de considerar necesitamos encontrar una función
F(t) cuya transformada de Laplace  f(s) se conoce. Tal función se llama una
transformada inuersa de Laplace  y se denota por Y-  1( f(s)1 donde 9’- 1 se
llama el operador de la transformada inversa de Laplace.
Del hecho de que Yi/‘(F(t)  -t G(t);  = J(s) + y(.\)>  Y’jr,F(f)  = c;/‘(s)  tenemos

Y-1 (f(s)  +  /(.\)j =  F(f) +  G(t)  =  Lz.- ’ ;,/‘<.s,;  +  y-l #.s); (2)

Y--‘j~:f(s);  = c~F(t)  = c2z-’  ( f(s)) (3)
lo cual muestra que Y-  1 es un operador lineal.

En vista de nuestra experiencia previa en relación a los problemas de exis-
tencia y unicidad (vea la página 20, por ejemplo) surgen varias preguntas.

1. Existencia. iExiste  la transformada inversa de Laplace  de una función
f(s)?

2. Unicidad. ¿Si esta existe, es única?
3. Determinación. iCómo  la encontramos?

Desde el punto de vista práctico, como ya lo hemos mencionado, el numeral 3
parece ser el más importante. Pero los otros dos también son importantes. En
lo que sigue investigaremos varios métodos por los cuales las transformadas in-
versas de Laplace  se pueden encontrar y al mismo tiempo mostraremos cómo
resolver varias ecuaciones diferenciales usando estos métodos. En la página 287

consideraremos las preguntas de existencia y unicidad.

3 . 2  A L G U N O S  METODOS  P A R A  H A L L A R  T R A N S F O R M A D A S

I N V E R S A S  D E  LAPLACE

Del problema de discusión anterior, de una vez es claro que la proficiencia
en resolver ecuaciones diferenciales usando transformadas de Laplace  es prác-
ticamente sinónimo con la proficiencia en determinar las transformadas de La-
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place inversas. Varios métodos están disponibles para hallar transformadas in-
versas de Laplace.  Estos son

(a) Uso de las tablas de la transformada de Laplace
(b) Uso de teoremas sobre las transformadas inversas de Laplace
(c) El método de las fracciones parciales
(d) El método de convoluciones
(e)  Métodos misceláneas

Trataremos ahora ejemplos que ilustran cada uno de éstos.

(a) Uso de las tablas de la transformada de Laplace

Suponga que deseamos hallar 9 - 11 f(s)) donde f(s) se conoce. Entonces
necesitamos sólo mirar en la tabla de la transformada de Laplace  lo opuesto a
f(s). Considere por caso el

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Resuelva Y” + Y = 16 cos  t, Y(0) = 0, Y’(0) = 0.

Solución Tomando las transformadas de Laplace  encontramos

(.GJ - sY(0)  - Y ’ ( 0 ) )  +  J  =  ei
1 6s

0 !‘ = (,2+1,2

Por tanto, de la entrada 13, tenemos el hacer w = 1 y dividiendo por 2 (jus-
tificado por la propiedad lineal de la transformada de Laplace)  la solución re-
ouerida I ,

En algunos casos una transformada inversa no se encuentra directamen-
te de la tabla pero se puede obtener al combinar transformadas que están en la
tabla. Considere por caso el

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre Iy-’

Solución La transformada como la dada no está en la tabla. Sin embargo al es-
cribirla como

-JyJ-1 {gl} - 355-l  {&)

vemos en las entradas 6 y 7 con w = 1 que la solución requerida es 2 cos  t -
3 s e n t .
Es bastante evidente que el éxito en usar las tablas depende en lo extensas que
sean las tablas y también en nuestra habilidad para usar las tablas eficiente-
mente.* En caso de que no podamos encontrar la transformada requerida en la
tabla se deben usar otros métodos.

*Como en el caso de la diferenciación e integración, el estudiante debería, por facilidad,
llegar a estar familiarizado con ciertas transformadas de Laplace  básicas, por ejemplo las entra-
das 1-7.
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(b) Uso de teoremas sobre las transformadas inversas de Laplace

Correspondiente a cada teorema desarrollado para las transformadas de La-
place hay un teorema sobre las transformadas inversas de Laplace.  Por ejemplo
correspondiente a los teoremas en la página 266, tenemos

Teorema. Si 9 - l{  f(s)} = F(t) entonces
1. 9-l (,f’(s  - 0);  = @‘F(t).
2. Lf- l (,f’“‘(.s))  = (- l)“t”F(t).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Resuelva Y” + 2Y’ + .5Y  = 0, Y ( 0 )  =  3 ,  Y ’ ( 0 )  =  - 7 .

Solución Tomando las transformadas de Laplace  encontramos

j.S2!.  - .sY(O)  - Y’(0))  + 2{SJ  - Y.(O)) + 5).  = 0, (s2 + 2s + 5)).  - 3s + 1 Yz  0

y así 3s - 1
J =sz+2s+5

Para hallar la inversa, completemos el cuadrado en el denominador y reescri-
bámosla como

3(s  + 1) - 42’=-
(s  + 1)2 + 4 =3{&z1+4}-4{~~4}

De la primera parte del teorema vemos que

y-1 s
i 1s2 + 4

= cos  2r, -i’lj~~:li)~l+4}=i-~cos2t

y-1 1

i 1
s2 + 4

= +sen2t, 2-l its  +  l\2 +  4\ =  +e-‘sen2t

De donde J =  3e-’ Cos 2 t  - $epfsen2t  =  e-‘(3  cos  2 t  - 2sen2t)

(c) El método de las fracciones parciales
En muchos problemas llegamos a una transformada la cual es una fun-

ción racional de s [esto es, una función con la forma P(s)/Q(s),  donde P(s)
y Q(s)  son polinomios y el grado de P(s)  es menor que el de Q(s)] . Enton-
ces es con frecuencia útil expresar el resultado dado como una suma de frac-
ciones más simples, llamadas fracciones parciales. Como un ejemplo consi-
dere el

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Resuelva Y” - 3 Y’ + 2 Y = 12e”, Y(0) = 1, Y’(0) = 0.

Solución La transformación de Laplace  produce,

(.?
-

- 3s + 2)y - s + 3 s2 7s + 2 4= 12s - 4 0 y = c l)(s - 2)(s - 4, ( 4 )

Para descomponer esto en fracciones parciales, se pueden usar dos métodos.
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Primer método. Si A, B, C son constantes indeterminadas tenemos

s2 - 7s  + 24 A B C

(s - l)(.s  - 2)(.s  - 4) s -  1 s - 2 s - 4 (5)

Multiplicando por (s - 1) (s - 2) (s - 4) obtenemos

s2 - 7s  + 24 = A(s - 2)(s - 4) + B(s - l)(s  - 4) +- C(s - l)(s  - 2)

= (A + B + C)s2 + (-6A - 5B - 3C)s + (8A + 4B + 2C)
Puesto que esto es una identidad tenemos al  igualar  coeficientes de poten-
cias similares de s,

A+B+C=l. -6A  - 5B - 3 C  =  - 7 , 8A  + 4B + 2C = 24

Resolviendo éstas encontramos A = 6, B = - 7, C = 2. Así,

7

s - 2
= fjr’  _ 7$f  + 1~41

Segundo método. Multiplicando ambos lados de (5) por (s - 1) encon-
tramos

s2 - 7s  + 24
(\-2)o  = A +

B(s - 1)

s - 2
+ ccs-Id!

s - 4

Luego haciendo s-l ,

Similarmente, multiplicando (5) por s - 2 y haciendo s-2 produce B= - 7,
y multiplicando (5) por s - 4 y haciendo s -4 produce C = 2. El método en-
tonces procede como antes

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Encuentre Tlí/‘-’ 5s2 - 7s + 17---.

(S - i)(.s2 + 4)

So luc ión  Asuma que
5s’ - 7s + 17 A Bs + C

(s - l)(.s2 + 4) s - 1 + s2 + 4

Primer método. Multiplicando por (s - l)(sz + 4) tenemos

5s’ - 7s  + 17 = (A + B)s2 + (C - B).s + 4A - C

Entonces A+B=5. C - B = - 7 , 4A - C= 17

Así A=3,  B=2,  C= -5  y  tenemos

= 3e’ + 2 cos 2t - $sen2t

Segundo método. Multiplicando (6) por s - 1 y haciendo s-l produ-
ce A = 3. Así

5s2 - 7s  + 17 3 Bs + C
(s - l)(s2 + 4) = s_l + ____.s2 + 4

282 Capítulo seis



Para determinar C es conveniente colocar s = 0 y obtener C = - 5. Finalmen-
te al colocar s = - 1 por ejemplo encontramos B = 2. El método luego procede
como antes.
Note que en ambos ejemplos, el primer método es general pero la solución de
las ecuaciones simultáneas es tedioso. El segundo método, aunque más corto,
es más efectivo cuando el denominador se puede factorizar en factores linea-
les distintos. Casos más complicados se consideran en los ejercicios.

(d) EL método de convoluciones

Ya hemos notado que si f(s) y g(s) son las transformadas de Laplace  de
F(t) y G (t ), respectivamente, entonces

Y ‘(f(s) + y(s)) = F(r)  + G(f), ((‘-l {f’(s)  - g(s);  = F(l)  - G(f)

Es de interés preguntar si hay alguna expresión para la transformada inver-
sa de Laplace  del producto f(s)g(s) en términos de F(t) y G(t). La respuesta
es si y el resultado se resume en el siguiente

Teorema. Si u/-‘{f’(s);  = F(t) y y-‘[g(s)) = G(t) entonces

1/‘- l jf’(.s)y(s))  = j+;  F(u)G(t  - u)du  = F*G

donde llamamos F*G la convolución de F y G. En forma equivalente,  tenemos

Y{F*G)  = Y = ,f’(s)y(.s)

Este teorema, llamado el teorema de convolución, con frecuencia es útil
para obtener transformadas inversas de Laplace.  Antes de presentar una
prueba del teorema, consideremos varios ejemplos de su uso.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Encontrar  (Y 1

=sen t

Por tanto por el teorema de convolución

=I’0 cos  II sen(t - U)C/U  = 1‘,: COS  Ir[sen  t cos  II - cos  t sen Il]  tlri

=sen t r
f
cos  Il rlu - cos  r.O sAsen  11  cos  11  rlu

= sen t[& + +sen  t cos  t] - cos  t[+sen2  t] = +t sent

Note que esto coincide con la entrada 13.
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Si hacemos G(t) = 1 en el teorema de convolución obtenemos

Así multiplicando f(s)  por 1,‘s corresponde a integrar F(t) de 0 a t; multipli-
cando por l/s2 a integración doble, etc. Para un uso de esto considere

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Encontrar (a) 9-l (b) Yw’

Solución (a) Puesto que Y-’

LF1 ists2’+ I,) = Jisenudz4  = 1 - cost

(b) Puesto que por (a), 9-l = 1 - COS t tenemos, usando (7),

Haciendo G(t) = eat en el teorema de convolución encontramos

Note que (7) es un caso especial de (8) con a = 0. De (8) vemos que hay
una correspondencia entre

1
Y

,at f
s e-y )du (9)

s - a 0

donde el primero se puede considerar como un operador actuando sobre
f(s) mientras que el segundo se considera como un operador actuando sobre
F(t). La correspondencia tiene algún parecido con la ecuación (31) en la sec-
ción sobre métodos de operador en la página 208. Esto proporciona una clave
para la conexión entre s y el operador D y así la conexión entre los métodos
de la transformada de Laplace  y los métodos operacionales de Heaviside.

Para presentar una prueba del teorema de convolución, notamos primero
que las transformadas de Laplace  de F(t) y G(t) se pueden escribir, respec-
tivamente, como

f(s) = som  emSXF(x)dx, g(s) = sox  eesyG(y)dy (10)

Podemos escribir éstos en términos de la función salto unidad de Heaviside
como

f(s)  = JTx  e -““F(x)H(x)dx, g(s)  = j-tx  e-“YG(~4W.~)~y (11)
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Entonces 1 = ~‘(s)y(s)  =
i
J:, t> ““F(s)H(s)tls e -“G(  -,)If(  j,)rlJ

I ïz s s e~“‘“+“‘F(s)H(.~)G(!~)H(~~)rl‘c  ~IJ-, --,
usando un procedimiento similar a aquel en la prueba de f (3)  = V/X  en la
página 267.

Escribamos ahora esta integral doble como la integral iterada

I= J:7 F(xW(‘c)
[
s-‘, L’ ++y)G( j,)H(  J,)~J, 1 rlx (12)

Suponga que en la integral entre paréntesis cambiemos la variable de inte-
gración de y a t, donde x +y  = t, esto es, y = t - x. Entonces (12) se convier-
te en

I=
i’;, F‘(.Y)H(.Y)

[J
’ e -“G(  t - s)H( t - s)dt  tls

1
(13)-,

o al cambiar el orden de integración

F(r)H(x)G(t - .u)H(t - s)rl‘c1 í/t (14)

Ahora debido a la definición de la función de Heaviside, el integrando de la
integral entre paréntesis es cero excepto para 0 < x < t, y para estos valores
de x las funciones de Heaviside son iguales a 1. Así (14) se convierte en

1
rlt

0

[ = i e-\I

i’ [J
0

’ F(u)G(t - LL)~L,]  tlt =  Y 1s;  F(u)G(t - LI)~U]  =  Y’(F*G)
0

al usar x = U. Esto completa la prueba. Los intercambios del orden de las in-
tegrales en esta prueba se pueden justificar si asumimos que las funciones
F y G satisfacen las condiciones en la página 269 para la existencia de sus
transformadas de Laplace.

La convolución con frecuencia es útil para resolver ecuaciones integru-
les donde la función desconocida a ser determinada está bajo el signo de la
integral. Como una ilustración considere

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Resuelva la ecuación integral Y’(t) = 3t + si Y(u)sen(t - zl)tlcr.

Solución La ecuación integral se puede escribir en términos de convolución
como Y(t) = 3t + Y(t)*sent
Luego tomando la transformada de Laplace  y usando el teorema de convolu-
ción tenemos

JjS)  = 3 + ;:.!$
2

.s2
0 ).(s)  = 22  ‘!! = 3  +  3

.s4 s2 .s4
Luego tomando !a transformada inversa de Laplace  encontramos y(t) = 3t +
+t3.
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El teorema de convolución  es frecuentemente útil para obtener solucio-
nes a ecuaciones diferenciales en las cuales hay funciones cuyas transfor-
madas de Laplace  son difíciles o aún imposibles de encontrar. Por caso con-
sideremos el

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  9

Resuelva el problema de valor inicial Y” + Y = Cr’. E’(0) = 0. Y’(0) = 0. (15)

Solución Remplace e -t2 por F(t) y denote su transformada de Laplace  por
f(s). Entonces. de la ecuación diferencial y condiciones dadas tenemos

Puesto que

tenemos

s2y - sY(0) - Y’(0) + I' = f(s) f(40 )' = ~
s2 + 1

22-l{  f(s)) = e-“, y-l 1

i isz + 1
=sent

(16)

La integral en (16) no se puede evaluar exactamente.

Es interesante notar que si el lado derecho de la ecuación diferencial en
(15) fuera et2 en vez de e-l* la transformada de Laplace  no existiría, pero
la solución sin usar transformadas de Laplace  es en efecto

Y = s0 e”sen(t  - U)All (17)

Así formalmente el método de las transformadas de Laplace  se puede usar
para llegar a soluciones posibles las cuales se pueden luego chequear.

El hecho de que las técnicas de la transformada de Laplace  puedan con-
ducir a resultados correctos aún en los casos donde las funciones no tienen
transformadas de Laplace  parece indicar que hay algo más básico que la trans-
formada de Laplace,  pero aún bastante relacionado con ella, el cual puede
usarse en su lugar. De los ejemplos anteriores parecería que la misma conuo-
lución es el concepto deseado. Esto se indica además por el hecho de que la
convolución obedece muchas de las reglas comunes del álgebra, tales  como
las siguientes

:t,’
F*G = G*H Ley conmutativa

F*(G*H) = (F*G)*H Ley asociativa
(c) F*(G + H) = F*G + F*H Ley distributiva

Esto ha conducido a algunos autores a evitar el uso total de la transformada
de Laplace  y tratar sólo con convoluciones.* Por medio de este procedimien-
to es posible construir funciones de impulso rigurosas tales  como la función
delta de Dirac.

(e  1 Métodos misceláneas

Varios métodos especiales se pueden también usar para hallar las trans-
formadas inversas de Laplace.

*Ver por ejemplo, la referencia [ 191
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 10

Encontrar  Y ’ ic- “‘f’(s); donde,/‘(s)  =  Y’i/‘F(r)]  y  II > 0

Solución Tenemos por definición f(s)  = Jo’  e-“‘F(t)dt

Entonces multiplicando por e-as  encontramos e -“‘f’(s)  = 1,’  r-““+“‘F(t)dt

Con t +a = u esta integral se puede escribir como

e -“*f’(s)  = J,’ e -““f-(u  - ([)(/l, = ” p-51’
1’0

-hl’F(I/  - u)rhr

= Y/‘G(t)j

donde G(t)  =
i

0, t < Cl

F(t  - u). f > II

Tenemos así al tomar las transformadas inversas de Laplace

y-  1 !e-U.;f(,s)j  =

i

0. t<U

F(  t - LI), t > Li

Este resultado también se puede expresar en términos de la función unitaria
de Heaviside como

El resultado de este ejemplo es importante y lo enunciamos para referencia
en el siguiente

Teorema. Si -!F’{f(s)) = F(t) entonces

y-1  ;e-a”J(s);  =

i

0, t < ci

F(  t - a), t > (1
= F( f - tr)H(t  - u)

3.3 OBSERVACIONES CONCERNIENTES A LA EXISTENCIA Y UNICIDAD
DE LAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Tácitamente hemos asumido en lo anterior que hay sólo una función que
tiene alguna transformada de Laplace  dada, esto es, hemos asumido que la
transformada inversa de Laplace  es única. Esto no es realmente así al notar
aue la función

(18)

difiere de la función F(t) = 1, puesto que el valor de G(t) en t = 3 es 5 mien-
tras que el valor de F(t) en t = 3 es 1. Sin embargo la transformada de La-
place de ambas funciones está dada por l/s, s > 0. Así la transformada in-
versa de Laplace  de l/s puede ser F(t) = 1 o la función G(t) dada en (18),
o de hecho cualquiera de las infinitamente muchas funciones.

Una clave posible de la razón por qué no obtenemos unicidad se debe a
que la función G(t) dada en (18) es discontinua en t = 3. A propósito se pue-
de mostrar que si nos restringimos a las funciones continuas entonces la
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transformada inversa de Laplace  es única. Este teorema, el cual es algo difí-
cil de probar, se llama el teorema de Lerch.*

Ahora sabemos que si F(t) es seccionalmente continua en todo intervalo
finito y de orden exponencial entonces lím,,. f(s) = 0 (vea el Ejercicio 6C,  pá-
gina 273). En caso de que se tuviera lím,-, I f(s) # 0 sigue que la transforma-
da inversa no puede ser seccionalmente continua y de orden exponencial. Así
Iím,, , f(s) = 0 es una condición necesaria para la existencia de una transfor-
mada inversa de Laplace  que es  seccionalmente continua y de orden expo-
nencial. t

E J E R C I C I O S  A

1. Encuentre las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones.

2. Usando los teoremas sobre las transformadas inversas de Laplace encuentre cada
una de las siguientes.

3.  Use el método de fracciones parciales para encontrar las transformadas inversas
de Laplace de las siguientes

.\ + 17 5 - ll(;i, ~~~  ~~,
(a - I)(s  + 3)

(b) 3s8
.s2  - 16’ (c)  (s + I)(s  ~ 2)(.\ - 3)’

4. Use el método de convolución para encontrar cada una de las siguientes.

5. Resuelva cada una de las siguientes y chequee las soluciones.
(al 1~” - 4Y’  + 3Y = 0. Y(0)  =  3 . l”(O)  = 5 .
(b) Y”  + 2)” = 4, l’(o) = I. Y’(O)  = -4.  (c)  1”’  + 91.  = zocos’.  I’(O)  = 0.  I.‘(O)  = I
(d) 1”’ - 2 1.’  + 1’ = 121.  I’(O)  = 4.  I.‘(O)  = 1.
fe) 1.” +  XY’  +  3 5 2’ = 100. l’(O) = 2. 1 ‘(0) = 20.

*Más generalmente Lerch ha probado que si dos funciones tienen la misma transformada
de Laplace  entonces ellas difieren a lo sumo por una función nula, esto es, una función N(t) tal
que para todo t > 0

J,i :(lf)r/lf  = 0

Un significado práctico de esto es que, en un cierto sentido, la transformada inversa de Laplace
es “esencialmente única”, Para mayor discusión ver la referencia [6]

*La  condición no es suficiente sin embargo. Para condiciones suficientes debemos consi-
derar f(s) como una función de la variable compleja s. Ver [S]  por ejemplo.
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EJERCICIOS B

1. Use fracciones parciales para encontrar y 1
(,s2

ll.?  - 10s + 11
Sugerencia: Asuma __-.__-~~

As -t B Cs + D

(s?  + I)(s2 - 2s + 5)
= s2+-i  + --.-z--z;+5’

52 1
2. Encuentre 9-l

3. Resuelva Y”’ + 3Y" + 3Y' + Y = 12~~'.  Y(0) = 1. Y'(0) = 0. Y"(0) = -3.

4. Resuelva Y”“) - Y = cos  í sujeto a Y(0) = 1, Y’(0) = - 1, Y”(0) = Y”‘(0) = 0.

5. Encuentre (a)Y-‘{e-‘“~~~.  (b) íY-‘(e-‘;(s  + 1)3  ‘1.

9. Resuelva Y” + Y = 0, Y(0) = 0, Y(n/Z)  = 4.
[Sugerencia: Haga Y’(O)  = C y encuentre C.]

‘7. Pruebe (a) F*G = G*F. (b) F*(G*H)  = (F*G)*H.  Discuta.

8.  Resuelva las siguientes ecuaciones integrales y chequee S U S  respuestas.

(a) Y(t) = 1 + Ji e’“Y(t  - tf)du.  (b) J; Y (  )tf  sen(t - tf)t/tf = Y(r) + sent - cos  t.

9. Encuentre 9-r

10. Resuelva la ecuación integral s’o Y(tf)Y(t  - tf)h  = 4 (sen t - t cos  t).

EJERCICIOS C

1. Muestre que 1 = j: EF  dx  = 2 si t > 0.

(Sugerencia: Primero muestre que yl;p(l:  = s
-I  Yjsen  rxl
__~o x

í1.x  y evalúe la última in-
tegral.)

2. Muestre que
s

* cos  tx

0
--& = :Q-’  s i  t=O.
x2 + 1

3. Resuelva ?Y”  - tY’ + Y = 0, Y(0) = 0. Y’(0) = 1.

4. Pruebe que ~-‘~n[l  +$}=‘F.

5. Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial que involucran la
función delta de Dirac.
ta)  Y' + 2Y = 5d(t  - l), Y(0) = 2. (b) Y” + Y = 3d(r  - TC),  Y(0)  = 6. Y’(O)  = 0.
(c)  y" + 4Y' + 4Y = 66(t  - 2), Y(0) = 0. Y'(0) = 0.

6. Trabaje el Ejercicio 4C,  página 246, usando la función delta.

7.  Sean P(s) y Q(s) polinomios en s donde el grado de P(s) es menor que el  grado  de
Q(s) y donde Q(S)  = 0 tiene raíces distintas a,,  aa,,  ,  a,. Pruebe la fórmula
de expansión de Heaviside.
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9. Use el Ejercicio 7 para trabajar (a) el Ejemplo ilustrativo 4, página 281; (b) el
Ejemplo ilustrativo 5, página 282 (c) el Ejercicio 3(e)A.

9. Generalice el Ejercicio 7 para el caso donde las raíces pueden no ser distintas e
ilustre con un ejemplo.

19. (a) Muestre que

donde hay n integrales a la izquierda. LSe  cumple el resultado para F(w) = ex*  ?
Explique
(b) Muestre que el resultado en (a) es equivalente a enunciar que

D-“F(f) = ,11,.I;; (r - .Y)-‘F(t)dt
I

11. Suponga que el resultado en el Ejercicio 10(b) se toma como la definición de
D-“F(t) para cualquier número positivo n. (a) Muestre que si en particular n=
4 entonces

(b) Opere con D en ambos lados del resultado en (a) y asuma que D[D-  1’2  ] =
DI/2 para llegar a la definición de la media derivada de F(t) dada por

(c) Chequee la definición en (b) al encontrar la media derivada de t’  dos veces
para ver si concuerda con la derivada completa, esto es, 2t.

Aplicaciones a problemas físicos y biológicos

Como ya hemos visto en capítulos precedentes una formulación mate-
mática de problemas en mecánica, electricidad, vigas, etc., a menudo con-
duce a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. En es-
ta sección mostramos cómo la transformada de Laplace  se usa para resolver
tales  problemas.

4.1 APLICACIONES A CIRCUITOS ELECTRICOS

Como un primer ejemplo ilustrando el uso de la transformada de Lapla-
ce en la solución de problemas aplicados, consideremos el siguiente proble-
ma involucrando circuitos eléctricos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Un cierto circuito eléctrico (ver Figura 6.8) consiste de una resistencia
de R ohmios en serie con un condensador de capacitancia C faradios, un
generador de E voltios y un interruptor. En el tiempo t = 0 el interruptor se
cierra. Asumiendo que la carga en el condensador es cero en t = 0, encuen-
tre la carga y corriente en cualquier tiempo más tarde. Asuma  que R, C, E
son constantes.
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Figura 6.8

Formulación matemática. Si Q e I = dQ/dt son la carga y la co-
rriente a cualquier tiempo t entonces por la ley de Kirchhoff tenemos

RI++ 0 RIZ+$E (1)

con condición inicial Q(0) = 0.

Solución Tomando transformadas de Laplace  en ambos lados de (1) y usan-
do la condición inicial, tenemos, si q es la transformada de Laplace  de Q,

0
CE E R

’ = s(RCs  + 1) = s(s+~R~)

1 ! - ~~1

s + l/RC 5 s + I:RC

Entonces tomando la  t ransformada inversa de Laplace  encontramos

Los métodos de la  t ransformada de Laplace  prueban ser  de gran valor
en problemas que involucran funciones seccionalmente continuas.  En tales
casos las  propiedades de la  función unidad de Heaviside (página 269)  son
úti les.  Como una i lustración del  procedimiento consideremos

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Trabaje el  Ejemplo i lustrat ivo 1 para el  caso donde el  generador  de E
voltios se remplaza por un generador con voltaje dado como una función del
tiempo por

05t<T

t > T
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Formulación matemática. Ilemplazando  E en el Ejemplo ilustrativo
1 por E(t) obtenemos la ecuación diferencial requerida

con condición inicial Q(0) = 0. La ecuación (2) también puede expresarse
en términos de la función unidad de Heaviside como

R ‘$ + g = E,[l - H(t - T)]

Solución. Método 1. Tomando las transformadas de Laplace  de ambos la-
dos de (2) o (3) y usando la condición inicial encontramos

0

R{sq  - Q(0); +  ; =
EJ1 - emsT)-.

s

E, ( 1  - eFST) Eo
q = R s(s + l/RC)  = %(s-] -

EO
Rs(s  + l/RC) ’

-sl

1
s + l/RC

1 -57e
s + 1,‘RC

Tomando las transformadas inversas de Laplace  de ambos lados
resultado enunciado en el teorema de la página 287, encontramos

Q = CE,(l - FtIRC) - CE,(l - e-(‘-  ‘)jRC)H(f  - T)

=i

CE,(I - e-’ RC), t<T
cEo(e-“-l-“RC  _ e-t:RC), t>T

Para t = T tenemos Q = CE,(l - e-t!RC).

usando el

Método 2. Usando el Teorema de conuolución. Sea e(s) la transformada de
Laplace  de E(t). Entonces como antes tenemos

R(sq  - Q(O))  + : = e(s)

o puesto que Q(0) = 0, e(s)
’ = R(s +-  l/RC)

Ahora (iu-’  {blm] = G, Li?-‘(e(s)j  = E(t)

Así por el teorema de convolución Q = I”-‘(q)  -4 j-0 Q~)~-(‘-“)“RC

Para 0 < t < T tenemos Q =f  J; E~~-(~-QRC  [ltl = c,r,(l _ e-f,RC)
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Para t > T tenemos Q =; ji’ ~-(‘-‘d  RC  dL,  = CE,{~-“P’“R“  _ ,-t!RC;

la cual concuerda con el resultado del Método 1.

4.2 UNA APLICACION A LA BIOLOGIA

Como una aplicación biológica, en particular la absorción de drogas en
un órgano o célula, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Un líquido tránsporta una droga en un órgano de volumen Vcm3  a una
tasa de a cm3  /seg  y sale a una tasa de b cm3  /seg,  donde V, a, b son cons-
tantes. En el tiempo t = 0 la concentración de la droga es cero y crece lineal-
mente a un máximo de k en t = T, en este tiempo el proceso se detiene. ¿Cuál
es la concentración de la droga en el órgano en cualquier tiempo t?

Formulación matemática. El problema es el mismo de la página 157,
excepto que la concentración es una función del tiempo denotada por C(t)
dada por

cuyo gráfico aparece en la Figura 6.9. Denotando la concentración instantá-
nea de la droga en el órgano por x, tenemos así

;(xV)  = aC - bx, x(0) = 0 (4)

Solución Usaremos el método de convolución (Método 2 del Ejemplo ilus-
trativo 2) para resolver el problema de valor inicial (4). Tomando la transfor-
mada de Laplace  de la ecuación diferencial en (4), llamando Y { X}  = 2 y
2’ { C(t){ = c(s), tenemos

Vjs.Y  - x(O);  = ac - by

/)IK

- _ - _ -. .  ..-.L.-..-  .  .  .  .-_ .- . .----  - - -  -__4

0 T

Figura 6.9
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Luego usando x(O)  = 0 produce
ac

4 = V(s + b/V)

9-l IV@ &)} = ; e-bt!V, LP{c(s)j  = C(t)

Así por el teorema de convolución

x = y-‘(y)  cay ; c(u)e-WW’  dus

Para 0 s t < T, tenemos
a f

x=T oKUes
-b(t-u)iV  du  = 7 t _ v”“(1  _ ,-bf:V)

b2

Para t > T, tenemosx=~~orKue-b(~-u)~Vdu=~~-brlr + (,,’‘h;“) e-b(t-T,,V

El valor de x para t = T se encontró al hacer t = T en cualquiera de estos.
Interpretación. Del último resultado notamos que cuando t aumenta

más allá de T la droga gradualmente desaparece. Sigue que la concentración
de la droga en el órgano alcanzará un máximo en algún tiempo. El estudiante
puede mostrar (vea el Ejercicio 9B) que este tiempo está dado por t = T y que
este máximo el cual llamaremos la concentración pico de La droga está dado
por

IcaT- -
b

!!!$f (1 - e-bT/“)

En la práctica el tiempo de la concentración pico de la droga ocurrirá más
tarde que T debido al hecho de que la droga no entra al órgano instantánea-
mente, como en el modelo anterior, sino que en vez hay una demora.

4.3 EL PROBLEMA TAUTOCRONO-APLICACION DE UNA ECUACION
INTEGRAL EN MECANICA

Como un ejemplo de un problema en mecánica el cual conduce a una
ecuación integral de tipo convolución consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Un alambre tiene la forma de una curva en el plano vertical xy con su ex-
tremo más bajo 0 localizado en el origen como se indica en la Figura 6.10.
Asumiendo que no hay fricción, encuentre la forma que la curva debe tener
para que una bolilla bajo la influencia de la gravedad se deslice hacia abajo
desde el reposo a 0 en un tiempo constante especificado T independiente de
donde se coloque la bolilla sobre el alambre por encima de 0.

Formulación matemática. Antes de formular el problema en términos
matemáticos, puede ser instructivo examinar si el problema tiene sentido
desde el punto de vista físico. Para hacer esto suponga que tenemos dos per-
sonas con alambres idénticos a los mostrados -en la Figura 6.10. De acuerdo
al problema, si los alambres tienen la forma correcta, entonces las bolillas
puestas en cualquier lugar del alambre por las dos personas en un instante
dado deberían alcanzar sus extremos más bajos simultáneamente después
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Y

Figura 6.10

del tiempo T. A primera vista se puede pensar que esto no puede suceder,
puesto que parecería que entre más alto coloque la persona la bolilla en el
alambre le tomaría más tiempo a la bolilla alcanzar el extremo inferior por-
que la distancia a recorrer sería mayor. Sin embargo, la bolilla que viaja la
distancia mayor tendría también la velocidad más alta cerca del final del
alambre, así que presumiblemente la carrera podría resultar empatada.

Para formular el problema matemáticamente, sea (x,  y) cualquier punto
de partida de la bolilla y (X, Y) cualquier punto entre el punto inicial y el
punto 0. Sea (r la longitud del alambre (esto es, la longitud del arco de la
curva) medido desde 0.

Si denotamos por E.P. y E.C. la energía potencial y la energía cinética de
la bolilla, entonces de acuerdo al principio de conservación de la energía de
la mecánica elemental tenemos

E . P .  e n  (x,y)+E.C.  e n  (x,y)=E.P.  e n  ( X , Y ) + E . C .  e n  ( X ,  Y)

Si la bolilla tiene una masa m y t es el tiempo de viaje medido desde la posi-
ción de reposo esto se convierte en

nu 2
mgy+O=mgY  +fnl  -

0dt

Para conseguir esto tenemos que usar el hecho de que la energía potencial
es el peso mg multiplicado por la altura por encima del eje x, mientras la ener-
gía cinética es $mv2, donde la velocidad v = da/&  en (X, Y) pero es cero
en (x, y) puesto que se asume que la bolilla parte del reposo.

De (5) obtenemos resolviendo para da/&
do
- =  gzj(y7q
dt (6)

Sin embargo, puesto que u  decrece a medida que t se incrementa así que
da/dt < 0, debemos escoger el signo negativo en (6) para obtener

no-= -J2so
dt (7)
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Puesto que Y = y en t = 0 mientras que Y = 0 en t = T, tenemos de (7) al
separar variables e integrar

Ahora la longitud del arco se puede expresar como una función de y en la for-
ma 0 = F(y), de modo que (8) se convierte en

(9)

Nuestro problema se reduce así a determinar F(y), esto es, resolver la ecua-
ción integral (9) y de ésta obtener la curva requerida.

Solución La ecuación integral (9) es de tipo convolución y se puede escri-
bir como

T = + F’( y)*y 1:2
t B I

Tomando la transformada de Laplace  y usando el teorema de convolución
encontramos

T 1
- -qF’(Jg)9{p2)

5-G
(10)

Ahora si hacemos 2 { F(y)/  =f(s), entonces 6p(  F’(y)} = sf(s)  -F(O) = sf(s)
puesto que F(0) = 0. También 56 ( y - ll2 1 = P ( $)/s 1/2  = V%/\/s;  Así (10) se
convierte en

esto es,

Tomando las transformadas inversas de Laplace  conduce a

F’( ,,)  = !g = ‘“.g
rcdj?’

(11)

Ahora de la fórmula de la longitud del arco del cálculo elemental tenemos

do2 = dx2 + lly2 0 ($y  = (i;)-  + 1

Usando esto junto con (ll) conduce a

De esto tenemos
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al usar el hecho de que la pendiente dy/‘dx  y así dx/dy  no puede ser nega-
tiva. Separando variables en (12) e integrando obtenemos

JJ a - J‘
X= dy

J

Para desarrollar la integración en (13), es conveniente hacer y = a sen2 4.
Entonces

x = 2a scos2  4 d$ = a s(l + cos  2#)d$  = f (24  + sen 24) c c

así que x = ;(2rj,  +sen2$)  + c, y = asen2  4 = t (1 - cos  24)

o al hacer 24 = 0, x = t(O  +sen0)  + c, y = ;(l - COSO)

Usando el hecho de que x = 0 cuando y = 0, debemos tener c = 0 para que
las ecuaciones paramétricas de la curva requerida estén dadas por

x = z (H +sen Í3), y = ;(l - COSO) (14)

Interpretación. La curva descrita por (14) es una cicloide la cual es ge-
nerada por un punto fijo sobre un círculo de diámetro a a medida que rueda
a lo largo de la parte inferior punteada y = a, como se indica en la Figura
6.11. En nuestro caso la forma requerida del alambre está representada por
esa parte de la cicloide mostrada en la línea gruesa de la figura. El tamaño
de la cicloide naturalmente dependerá del valor particular de T.

La curva obtenida  es a menudo llamada una tautócrona del griego tauto,
que significa lo mismo o idéntico y Cronos  que significa tiempo. El problema
de encontrar la curva requerida conocido como el problema tautócrono* fue
propuesto cerca del final del siglo XVII y resuelto de varias maneras por al-
gunos prominentes matemáticos de ese tiempo. Uno de estos fue Huygens,
quien empleó el principio para diseñar un péndulo cicloidal para usar en relo-
jes. En este diseño (ver Figura 6.12) el medallón del péndulo B está en el ex-
tremo de una cuerda flexible cuyo lado opuesto está fijo en 0. El péndulo es-
tá restringido por dos arcos vecinos de la cicloide OP y OQ para que oscile
entre ellos.

Y

- - - - - - - - - - - - - - - - - -

x
0

Figura 6.1 1

*El estudiante debería comparar el problema tautócrono con el problema de la braquistó-
trona  (Ejercicio,aC,  página 130), el cual también involucra la cicloide.
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Figura 6.12

El período de oscilación es constante, y la trayectoria del medallón del pén-
dulo resulta ser una cicloide (ver Ejercicio 5C,  página 303).

El problema tautócrono, aunque aparentemente es sólo como un ejercicio
interesante en mecánica y ecuaciones diferenciales, realmente resulta de
gran significancia porque inspiró a Abel en 1923 a un estudio de ecuaciones
integrales. Investigación en esta interesante e importante rama de las mate-
máticas con numerosas aplicaciones fueron hechas por muchos matemáticos
de los siglos XIX y principios del XX, pero muchos problemas todavía per-
manecen sin solución. El estudiante que desea estudiar este tópico debería
consultar algunas de las referencias dadas en la Bibliografía.

4.4 APLICACIONES INVOLUCRANDO LA FUNCION DELTA

Como mencionamos en la página 276, algunos importantes problemas
aplicados pueden ser formulados en términos de la función delta de Dirac.
Como ejemplo consideremos

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Una masa m está acoplada al extremo inferior de un resorte vertical de
constante k suspendido de un punto fijo. En el tiempo t = t, la masa es gol-
peada al aplicarle una fuerza hacia arriba durando un tiempo muy pequetio.
Describa el movimiento subsecuente.

Formulación matemática. Asumiendo que el eje vertical del resorte se
toma como el eje x y que la masa está inicialmente en x = 0, tenemos

777  xT + ks = P,n(r  - ro), s(0) = 0, s’(0) = 0 (15)

Aquí hemos asumido que el impulso de la fuerza aplicada a la masa es cons-
tante e igual a P, de modo que la fuerza se puede tomar como P, d (t - t, ).
Solución Tome la transformada de Laplace  de la ecuación diferencial en
(15) usando las condiciones iniciales y el hecho de que 9 ( 6 (t - to)  = e-st*  .
Entonces si X =Y  ( Z)  , tenemos
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Puesto que

Interpretación. De (16) vemos que la masa permanece en reposo hasta
el tiempo t,, después del cual oscila senosoidalmente con período 27rV&7%
y amplitud PO/-.  En este ejemplo no hemos tomado en cuenta el amor-
tiguamiento. Esto se deja para el Ejercicio 12B.

4.5 UNA APLICACION A LA TEORIA  DE CONTROL AUTOMATICO
Y SERVOMECANISMOS

Suponga que un misil M está siguiendo a un avión enemigo o a otro mi-
sil E como se indica en la Figura 6.13. Si en tiempo t el enemigo E gira algún
ángulo, q(t), entonces M debe también girar este ángulo si quiere alcanzar
E y destruirlo. Si un hombre estuviera a bordo de M, él pudiera operar algún
mecanismo de dirección para producir el giro requerido, pero puesto .que  el
misil no está tripulado por cuestiones de seguridad, tal control se debe rea-
lizar automáticamente. Para hacer esto necesitamos algo para sustituir los
ojos del hombre, tal como un haz de radar el cual indicará o apuntará a la di-
rección que M debe tomar. Necesitamos también algo para sustituir las ma-
nos del hombre el cual girará un timón algún ángulo para producir el giro de-
seado. Un mecanismo, ya sea que involucre principios eléctricos, mecánicos,
u otros, diseñado para conseguir tal control automático se llama un servome-
canismo o brevemente un servo.

Formulación matemática. En esta aplicación asumamos que el ángu-
lo deseado de giro como lo indica el haz de radar es \k  (t). También sea 0 (t)
para denotar el ángulo de giro del timón en tiempo t. Idealmente desearíamos
tener o (t) = 9 (t), pero debido a que las cosas suceden tan rápido debemos
esperar tener una discrepancia o error entre los dos dada por

error = O(t)  - Y(t) (17)
La existencia del error debe ser señalizado hacia el timón, algunas veces re-
ferido como una señal de retroalimentación, de modo que se pueda producir
un efecto de giro o torque compensatorio. Si el error es grande, el torque ne-
cesario será grande. Si el error es pequeño, el torque necesario sera pequeño.

Figura 6.13
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Es así razonable diseñar el servomecanismo de modo que el torque requerido
sea proporcional al error (17). Ahora sabemos de la mecánica que el torque es
igual al momento de inercia de la cosa a ser girada (en este caso el timón jun-
to con lo que-esté conectado a éste), denotado por Z, multiplicado por la ace-
leración angular dada por 8 “(t).  Así tenemos de (17)

ro”(t)  = -h-[@(t)  - Y(t)] (18)
donde k > 0 es la constante de proporcionalidad. El signo negativo ante k se
usa porque si el error es positivo (esto es, el giro es demasiado grande) en-
tonces el torque debe ser opuesto a éste (esto es, negativo), mientras que si
el error es negativo el torque debe ser positivo. Asumiendo que el ángulo ini-
cial y velocidad angular son cero como condiciones posibles, tenemos

O(0)  = 0, O’(0) = 0 (19)
Para llegar a (18) hemos despreciado el amortiguamiento. Para este caso, vea
el Ejercicio 15B.

Solución Tomando la transformada de Laplace  de ambos lados de (18) usan-
do las condiciones (19),  y asumiendo que 53( e(t)} = e(s),  3’( 9(t)\  =+(s),
tenemos

zs2w = -K[O(S)  - $(s)]  0 g(s) = $!%!;

Entonces por el teorema de convolución

(21)

Interpretación. El resultado (21) nos permite determinar O(t)  a par-
tir de q(t). En la teoría de control automático q(t) se llama co.n frecuencia
la función de entrada o brevemente la entrada, e(t) se llama la función de
salida o brevemente la salida. El factor de multiplicación en (20),

~~  K---
Is + I\

el cual sirve para caracterizar el servomecanismo al relacionar la entrada y
la salida se llama la función de transferencia o función respuesta.

Los servomecanismos surgen en muchas situaciones en la práctica, co-
mo por ejemplo en el hogar donde un termostato se usa para regular la tem-
peratura y en barcos o aviones donde se necesita un piloto automático. La
idea básica de un servomecanismo se ilustra esquemáticamente en el dia-
grama de bloques de la Figura 6.14. En el primer bloque a la izquierda tene-
mos el, estado deseado (por ejemplo, la posición deseada y dirección en el
caso de un misil o la temperatura de un cuarto). Puesto que el estado desea-
do no es el mismo del estado real, hay un error indicado por el segundo blo-

Figura 6.14
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que.  Este error se alimenta en un adaptador, indicado por el tercer bloque, el
cual intenta rectificar el error (tal como un torque adaptivo en el caso del mi-
sil) y conduzca al estado real indicado por el bloque a la derecha. Este esta-
do real luego es retroalimentado (señal de retroalimentación) para indicar el
error de distanciamient,o  del estado deseado, y el proceso se repite una y otra
vez hasta conseguir el estado deseado.

E J E R C I C I O S  A

1. Un circuito eléctrico consiste de una resistencia de R ohmios en serie con un in-
ductor de inductancia L henrios y un generador de E voltios donde R, L y E son
constantes. Si la corriente es cero en el tiempo t = 0 encuéntrela en cualquier tiem-
po t>o.

2. Un objeto de masa m se lanza verticalmente hacia arriba con velocidad inicial uo.

Asumiendo que la aceleración debida a la gravedad es constante e igual a g, y la
resistencia del aire es despreciable, determine la posición y velocidad del objeto
en cualquier tiempo más tarde.

3. Trabaje el Ejercicio 1 si el generador tiene un voltaje dado por

OgtzT

t > T
(b) E(t) = E,senwt.

4. Trabaje (a) Ejemplo ilustrativo 3, página 76; (b) Ejercicio 3A,  página 88; (c!

Ejemplo ilustrativo 1, página 225.

E J E R C I C I O S  B

1. Una masa m en el extremo de un resorte vibrante vertical de constante k sufre una
vibración alrededor de su posición de equilibrio de acuerdo a la ecuación

d2X dX
m > f fi -- + kX = F,  cos  at

dt- d t

donde p es la constante de amortiguamiento, y X es el desplazamiento de la ma-
sa de su posición de equilibrio en cualquier tiempo t.  (a) Resuelva esta ecuación
sujeta a la condición inicial X(0) =X’(O) = 0. (b) iCuál  es la solución de estado
estacionario? (c) Explique cómo la transformada de Laplace  de la solución se
puede simplificar para que conduzca a la solución de estado estacionario.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si las condiciones iniciales se modifican así: X(0) =X0,
X’(0) = V,. Interprete los resultados físicamente.

3. Trabaje (a) El Ejemplo ilustrativo 8, página 244; (b) El Ejemplo ilustrativo en la
página 248.

4. Trabaje (a) Ejercicio lA, página 249; (b) Ejercicio lB, página 249.

5. Trabaje Ejercicio 1 si la fuerza externa de la masa m está dada por

F
(a) F(t) = o”’

i.

O<t<T

t > T
(b) F(r) = F,t  cos OI/.

6. Trabaje el problema de cardiografía,  página 253, usando la transformada de La-
place.

7.  Trabaje el problema en Economía, página 255, usando la transformada de Laplace.
3.  Use las ecuaciones paramétricas para la cicloide dadas por (14), página 297, para

verificar directamente que el tiempo gastado por la bolilla en deslizar hacia abajo
del alambre en el Ejemplo ilustrativo 4 es T.
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9. Pruebe los resultados establecidos al final del Ejemplo ilustrativo 3, página  294.

10. Discuta cómo usted construiría un alambre en un plano vertical tal que una boli-
lla puesta en cualquier lugar de él deslizaría del reposo al extremo más bajo en
3seg. iQué problemas esperaría usted que surgieran desde el punto de vista fí-
sico?

ll. Una partícula de masa m está en reposo en el origen 0 sobre el eje x. En t = t,
actúa sobre ella una fuerza durante un intervalo de tiempo muy corto donde el
impulso de la fuerza es una constante P,. (a) Establezca un problema de valor
inicial que describa el movimiento. (b) Resuelva e interprete los resultados.

12. Trabaje el Ejemplo ilustrativo 5, página 298, si el amortiguamiento se toma en
cuenta.

13.  Un circuito eléctrico está hecho de una resistencia R e inductancia L en serie. En
t = t,,  un voltaje muy grande se introduce en el circuito pero sólo por un corto
tiempo. Asumiendo que la corriente inicial es cero, icuál es la corriente en cual-
quier tiempo más tarde?

14.  Trabaje el problema del servomecanismo de la página 299 si (a) q(t)  = (Y, (b)
9(t)  =at,  (c)  P ( t )  =(Y  senwt, donde LY,  w son constantes.

15. Trabaje el problema del servomecanismo de la página 299 si hay una fuerza de
amortiguamiento actuando sobre el timón la cual es proporcional a la velocidad
angular instantánea.

16. Discuta las características del servomecanismo si la función de transferencia es-
tá dada por

EJERCICIOS C

1. Las vibraciones de una masa m en el extremo de un resorte vertical de constante
k están dadas por

donde F(t) es la fuelza  externa aplicada en cualquier tiempo t y X es el despla-
zamiento de m de su posición de equilibrio en cualquier tiempo t. Suponga que la
fuerza está dada por

F(f) =

i

Fc,, O<t<T

2F,, T < t < 2T

0 . t > 2T

(a) Encuentre el desplazamiento en cualquier tiempo t asumiendo que el despla-
zamiento inicial y la velocidad son cero. (b) Describa f%icarn:7te  las vibraciones
dé la masa.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si el término de amortiguamiento pdx/dt  SC t,oma  en cuenta.

3. Suponga que la fuerza F(t) en el Ejercicio 1 está dado por

F”/k.

1.

o<t<c
F(t)  = o

t>E

(a) Encontrar el desplazamiento en cualquier tiempo t asumiendo que el despla-
zamiento inicial y la velocidad son cero. (b) Discuta el resultado en (a) para el
caso límite donde e+O y dé una interpretación física. (c) iCómo  está relaciona-
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do su resultado en (b) con la función delta de Dirac? (d) Podría usted obtener el
resultado en (b) haciendo F(t) = F,d(t)  en la ecuación del Ejercicio 1 y después
tomando la transformada de Laplace  usando 2 { 6 (t )I  = 1 ? Explique.

4. Discuta el Ejemplo ilustrativo 4, página 294, en caso de que la bolilla se le dé una
velocidad inicial u0 en el punto de partida.

5. Pruebe los enunciados hechos acerca del péndulo cicloidal en el primer párrafo en
la página 298.

6. Trabaje el Ejemplo ilustrativo 3, página 145, usando la función delta. [Sugeren-
cia: Use la ecuación diferencial EZy”v’= w(x)  obtenida  en el Ejercicio BC, página
147.

7. Trabaje el Ejercicio 1A; página 145, usando la función delta.

8. Muestre cómo encontrar la solución de la ecuación integral de Abel

s, Y(u) rlu  = F(1), O<r<l” (r - uy
donde F(t) está dada y Y(t) es para ser determinada.

9. (a) Discuta el Ejercicio 8 para el caso especial CY  = 3 y explique la relación de la so-
lución con la media deriuada  del Ejercicio llC, página 290. (b) Muestre que la so-
lución del problema tautócrono en la página 294 depende de la solución de una
ecuación diferencial de “medio orden”.
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Introduccibn  al uso de series

1 . 1  M O T I V A C I O N  P A R A  S O L U C I O N E S  C O N  S E R I E S

Hasta ahora hemos estado ocupados, y de hecho nos hemos restringido,
con ecuaciones diferenciales que podían resolverse exactamente y con varias
aplicaciones que nos conducían a ellas. Hay ciertas ecuaciones diferenciales
las cuales son de gran importancia en altas matemáticas e ingeniería o en
otras aplicaciones científicas que no pueden resolverse exactamente en tér-
minos de funciones elementales por cualesquiera de los métodos. Por ejem-
plo, las aparentemente inocentes ecuaciones diferenciales

1“  = .\.2  + p, Z!.”  + j” + .‘j’  =  0

no pueden resolverse exactamente en términos de funciones generalmente es-
tudiadas en cálculo elemental, tales  como las funciones algebraicas raciona-
les, trigonométricas y trigonométricas inversas, exponenciales y logarítmicas.

Es algo frustrante para el ingeniero o científico, y aún para el matemático,
saber que existe una solución y es única pero que no es capaz de determinar-
la exactamente. Por supuesto, y es una buena cosa saber que existe una so-
lución y sea única porque podemos generalmente en tal caso emplear métodos
numéricos (lo cual es el tema del Capítulo nueve) en asocio con computado-
res poderosos que estén disponibles para proporcionarnos la solución deseada.
Mientras que esto es maravilloso desde el punto de vista práctico en nuestra
desesperación por obtener respuestas, algunos de nosotros pueden pensar
que estamos en efecto abdicando y recurriendo a esto como último recurso.

Afortunadamente, para aquellos entre nosotros que pueden pensar de es-
ta manera hay otro método el cual podemos ensayar cuando ningún otro pa-
rezca proporcionar una solución exacta. Para motivar una discusión de este
método, consideremos la ecuación diferencial y ’ =y  sujeto a la condición
y(0)  = 1. Por separación de variables fácilmente descubrimos que y = ex  es
la solución requerida. Ahora en el cálculo aprendimos que muchas funciones
tales  como e*, sen x y cos  x poseen expansiones en serie del tipo

(1” + UI-\’  $ U’Si  t IL3.Y3  + ” (1)

con frecuencia llamada serie de potencias. Hacemos la siguiente
Pregunta. Asumamos que no podemos resolver y ’ =y,  suponiendo, por

ejemplo, que no estuviéramos todavía familiarizados con las propiedades de
las funciones exponenciales. ¿De  qué manera posible podríamos proceder a
encontrar la solución requerida (asumiendo que existiera una)?

Una manera posible con la cual podríamos empezar sería asumir que la
solución (si existe) posee una expansión en serie del tipo (l),  donde a,,
a,, son constantes por el momento indeterminadas. Si (1) va a ser una
solución de y ’ = y, debemos tener

Ahora, asumiendo que se permita una diferenciación término a término de
series infinitas, tenemos
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Puesto que esto debe ser una identidad, debemos tener iguales los coeficien-
tes de las correspondientes potencias de x,* de modo que

u1 = uo. 2a,  = a,. 3í1,  = UJ. 4u, = u3.

De estas encontramos

siendo aparente’ la regla. Sustituyendo éstas en la solución asumida, tenemos

Usando la condición de que y = 1 cuando x = 0, encontramos a, = 1, de mo-
do que

2 ,3 4
j.=l+x+s+L+’  +...

2! 3! 4! (2)

Puesto que hemos encontrado el resultado (2), asumiendo tantas cosas, es
natural preguntar si esto es realmente la solución requerida. Cualquiera que
esté familiarizado con series sabe que (2) es la expansión en serie de e*, de
modo que realmente hemos obtenido la solución requerida. En casos donde
no tengamos nada contra qué chequear puede que realmente estemos en du-
da. La solución en la forma (2) es tan buena como y = ex,  y de hecho, para
muchos propósitos es mejor. Por ejemplo si uno deseara saber el valor de y
cuando x = 0,6, es cierto que la respuesta eO>”  se puede encontrar en las ta-
blas, pero a propósito el valor de tablas fue probablemente calculado usando
(2) con x remplazado por 0,6

Aunque tal vez hemos sido excesivamente simplistas en la discusión an-
terior, las conclusiones generales son aplicables a muchos casos importantes.
Debemos darnos cuenta que no hemos sido rigurosos porque se han omitido
varios pasos. Consideraremos la pregunta de rigor en la página 311. Mientras
tanto apliquemos el método a otro ejemplo.

EJ E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Resuelva y ” + y = 0 usando series.

Soluczón Sea J. =  Llo +  cIIs +  112.? +  (ias  + ill.?  + L15.X5  + (3)

de modo que J“ =  ci, +  ~LI?.X  +  3a3r’  +  4n,s”  +  511,.\-’ + (4)

J”’ = Zr2 +  60,s + 12~[~.?  +  20~~s”  + (5)
Sustituyendo (3) y (5) en la ecuación diferencial dada y combinando térmi-
nos similares da

(uo  +  212) + (u,  +  órr,ls  + (u2 +  12U,).Y’  + (u3 + 20rrg)x3  +  ” =  0

*Esto es una consecuencia del hecho de que si tenemos c0 + c,.x  + c2x2  + c3x3  + = 0
donde la serie de la izquierda converge en algún intervalo, entonces debemos tener c0 = 0, C, =
0, c2 =0, etc.
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Puesto que el lado derecho es cero, esto puede ser una identidad si y sólo si
cada uno de los coeficientes a la izquierda es cero. Así,

(10 + Al - 0.2- UI  + 6L1j = 0, 112 + 121, =  0 , u3 +  2uus =  0 , .

Esto lleva a

(‘0 “1 “ I (12 “0 u3 Ul
(12 = ----, ‘,3 - -zz -~ = = = -, .

2 6
---,

3!
1’4= -T2=F!!’ 115

20 5!

Sustituyendo éstas en (3), tenemos

(6)

Puesto que (6) involucra dos constantes arbitrarias sospechamos que ésta
representa la solución de la ecuación diferencial dada.

Somos afortunados en este ejemplo al tener un chequeo, puesto que si
recordamos del cálculo

cos  ‘í = , _ lf  + -P x3 $

21 4! - .“.
sen.\’  = s - 3! + 5! -

así que y = CL,  cos  x + a, sen x como ya se encontró por métodos del Capí-
tulo cuatro. Es interesante notar que aún en el caso de no haber oído de sen x
o cos  x al tratar de resolver la ecuación diferencial nos hubiera llevado a es-
tas funciones. Podríamos luego obtener sus propiedades, sus gráficos, etc.
Vea el Ejercicio 3C. La moraleja es por supuesto que ecuaciones diferenciales
pueden conducir a funciones con las cuales pueda que no estemos familiari-
zados pero que pueden tener propiedades importantes o interesantes. Vere-
mos algunos ejemplos de tales  funciones más adelante en este capítulo.

Observación 1. En vez de usar la serie (3) pudimos haber usado la serie
de potencias alrededor de x = a, dada por

(10 +  UI(.Y - L I )  +  az(s - Ir)2 +  U3(.Y  - u)3 + (7)
Esta se usa para el caso cuando las condiciones se especifican en x = a. Así,
por ejemplo, si tuviéramos que resolver y ’ = y dado y(1)  = 2, podríamos usar
la serie (7) con a = 1. Alternativamente, podríamos simplemente hacer el cam-
bio de variable independiente v = x -a = x - 1 y luego usar (3) con x rem-
plazada por v. Esto equivale a remplazar x por x -a = x - 1. La serie (7) con
frecuencia se llama una serie de Tuylor  alrededor de x = a, y el caso especial
donde a = 0 se llama una serie de Maclaurin.

1 . 2  U S O  D E  L A  N O T A C I O N  S U M A T O R I A

En el proceso de obtener las soluciones de las ecuaciones diferenciales
y ’ =y  y y ” +y  = 0, tuvimos que escribir mucho y hubiéramos tenido que escri-
bir más si usáramos más términos. Una simplificación que no sólo reduce el
trabajo involucrado sino a menudo útil para reconocer el término general de
la serie se obtiene con la notación sumatoria  con la cual el estudiante proba-

Solución de ecuaciones diferenciales usando series 3 0 7



blemente ya esté familiarizado del estudio de series o de integrales definidas
en cálculo.

De acuerdo a la notación de sumatoria, una serie tal como

210  + III + II2 + Lf3  + + Lf,,

con un número finito de términos se representa por

(8)

i ui (9)
j=O

la cual se lee la suma de todos los términos de la forma u,, donde j va de 0
a n. El signo es la letra mayúscula griega sigma, j se llama el índice  de la su-
matoria o brevemente el índice,  y podemos leer (9) brevemente como sigma, o
suma, de u!  de j = 0 a n. Como para integrales definidas j = 0 se refiere al
límite inferior,  mientras que n se refiere como el límite superior.

En el caso donde tengamos una serie infinita
110  + II, + 112  + 113  + ” (10)

la representamos por C llj (11)
j=0

donde el límite superior n es remplazado por CO .
Los siguientes son algunos ejemplos del uso del índice de sumatoria.

Ejemplo 1. i .i(,i + 1) = 1 2 + 2. 3 + 3.4  + .*+ M(H + 1).
, = 0

Ejemplo 2. ;gcI (ljsi  = Iro + 111s + (/2X2  + Cl3.G + ”

Ejemplo 3. II,,:, = 1 + .Y + -if sA+ q + ” tomando 0 ! = 1

Por supuesto que podemos usar otros límites además de 0 y n ó 03  . Por
ejemplo,

jI?2 I’i = 112  + 113  + Li4  + Lfs + Lle

esto es, la suma de u, donde j va de 2 a 6. Podemos también usar otros índi-
ces. Así la suma anterior se puede representar en cualquiera de las formas

; I’k. ,f(,  i’f%+2. jo [‘.,+2
k-2

Las siguientes son las propiedades importantes de la notación sumato-
ria, cuyas demostraciones se verifican fácilmente al escribir los términos en
cada lado.

1 . jio  lfj + ,go  "j  = ,io  tUi + “i)

2 .
>1

% i Lfj = 1 Wl, para? cualquier CY  independiente de j.
j = O j=O
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Los  resultados son también válidos si se usan otros límites además de 0 y n
con tal de que éstos sean los mismos en cada suma. Sin embargo, si cualquier
límite es infinito, la serie debe ser c0nvergent.e.

Para propósitos de hallar soluciones con series de pot,encias  de ecuacio-
nes diferenciales, es conveniente usar la notación

,=-I

donde acordaremos que a, = 0 para todos los valores enteros negativos de j,
esto es, j = - 1, - 2, - 3, En tal caso la serie (12) es equivalente a la del
Ejemplo 2 anterior.

Para ilustrar el procedimiento involucrado en obtener soluciones con se-
ries usando la notación sumatoria, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva y ” +y  = 0 (Ejemplo ilustrativo 1).
Asumimos como antes que

!, = ,=?,  t,j.yj, 0; = O,,j  = - l, -2,  -” . (13)

E n t o n c e s  p o r  d i f e r e n c i a c i ó n  J.’ =  c j~r~.~j  ’
j=-  1 (14)

j“’ = 1 j( j - 1 )Uj.Vj  z (15)
j=-,

Sustituyendo (13) en (15) en la ecuación diferencial dada se obtiene

1 j(,j - I)rrj.Ym’  + 1 (lpYi = 0 (16)
1=-J j: -,

Nos gustaría ahora combinar términos correspondientes en las dos series a
la izquierda de (16) para que la serie resultante revele el coeficiente de XJ.
Puesto que el coeficiente de XJ-~ en la primera sumatoria de (16) es j(j- l)a,,
sigue al remplazar j por j+ 2 que el coeficiente de XI  es (j+ 2)(j+  l)a,+,  .
Además, no hay necesidad de preocuparse acerca de los limites en la suma-
toria puesto que el índice va de - m a ~0  y cambiando j por j+ 2 no tiene
efecto en los límites, lo cual es incidentalmente la razón de introducirlos an-
tes. Sigue que (16) se puede escribir como

1 (,j  + 2)( j + 1 )aj+  ,.Yj  + 1 aj.YJ  = 0 (17)j=-, j= ~,

o asumiendo que la serie es convergente y usando la Propiedad 1 anterior
I

1 [<.i + 2)t.j  + 1 )II,  +  Z + LI~].Y~  = 0 (18)
j=-,

Ahora (18) es una identidad para todos 10s valores de x para los cuales la se-
rie converge si y sólo si cada coeficiente es cero, esto es

(,j  + 2)t.j  + I)u,+~  +  ai =  0 (19)
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Si colocamos j = - 2 en (19),  obtenemos O.a,  + 0 = 0, mostrando que a,  es
arbitraria. En forma similar, si colocamos j = - 1 en (19), obtenemos O.a,  +’
0 = 0, mostrando que a r también es arbitraria. Note que si colocamos j = - 3
en (19) obtenemos O-a- 1 + 0 = 0, pero ya sabemos que u_ 1 = 0 de nuestro ar-
gumento en la página 309, de modo que este valor de j no produce información.
Para j 2 0 obtenemos de (19)

IljTz.  = -
uj

(i + 2H.i + 1)

Colocando j = 0, 1, 2,. en sucesión encontramos que

uo “ 1 112 % 03 UJ
(12 = ‘13 =

-3  2,
‘IA = -~~- - -___-

Ti’
z -, ‘15 = =

4.3 4! 5.4
-,
5!

(21

Usando éstos en !’ = jzT,  Uj.d  = L I ”  +  UJS + u2‘i2 $

.x7 sA .x3 >
produce como antes J. = ~1~) 1 - 2i + 4! - .” .Y - 3! + :A: - ... (22)

Las ecuaciones (19) o (20) con frecuencia se llaman fórmulas de recurrencia
porque nos permite encontrar tantos términos de la serie como deseemos. Así,
por ejemplo, si deseáramos encontrar u7, obtendríamos de (20) al colocar
j=5

us 03 QJ u 1

('7 = -76 =775~-4=  -7:gr5.4.3.2  = -7 (23)

Se puede abreviar más lo anterior al omitir los límites de la sumatoria en (13)
y sumas posteriores, sobre entendiendo por supuesto estos límites.

Con el objeto de practicar más en hallar soluciones por medio de términos
de sumatorias, consideremos otro ejemplo.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva y ” + 2xy ’ - y = 0 sujeto a las condicio;res  y(0)  = 0, y ‘(0) = 1.

Solución Sea J‘ = 1 qxj (24)

omitiendo los límites de la sumatoria - ~0  , m . Entonces por diferenciación

j“ = 2 j,j.xim  ’ (25)

J“'  = 1 j(,j  - I)uJ.Yim2 (33)

Usando (24),  (25) y (26) en la ecuación diferencial dada y empleando la pro-
piedad 2 en la página 308, encontramos

1 j(,j  - l)II,.Y’-z + 2.x 1 ju,.x-  J - 1 Uj.xj  =  0 (27)

ó Jf j(,j  - l)~l,.Y’~~  -t C 2jllJrj  - C lIjxi =  0 (28)

Para que todas las sumas en (28) contengan XI,  remplace j por j + 2 en la pri
mera. Entonces (28) se convierte en

1 (j + 2)(j + l)trj+&  + 2 2ju# - C u$ = 0 (29)
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Usando las propiedades de las sumas de la página 308 con la primera exten-
dida a tres sumas en vez de dos, podemos escribir (29) como una simple su-
matoria

1 [(j + 2)(  j + I)u,+~ + (7; - 1 )rliJ.Y’  = 0 (30)

Así (j + 3)(,j  + 1)~~~~  + (lj ~ lla, = 0 (31)

0 (32)

Colocando j = 0, 1, 2, , obtenemos

110 “1 - hr, 3
02  = ~ (‘3 =3 .  1‘ -=.  4.3 5ll4 =d- ~ - (‘ll.

- 5u.s 5 - 70,  3.7
lli =  __ =  7 Cl,.

Olii 5.9
= = (I-  =(1, n (;I L’,l. E =5.4  5 Li,-7

etc .  Usando es tos  valores  en y  = C <t,x’  =  (I,,  + (I,X  + (I~x’ + ..encontramos

De ~(0)  = 0 JJ ~“(0)  = 1, obtenemos n,, = 0,  a,  = 1 respectivamente. Así (33)
se convierte en

1 j,? 5,9x- Ib, = x ~ ~5 $.  ~;r ~~  -~!  4 y 9 1 3.x” ~
3 ! 9 !

(34)

La serie en (34) no parece estar relacionada de ninguna manera obvia con nin-
guna de las funciones elementales con las cuales estamos familiarizados. Así
no hay  un chequeo inmediato para ver si nuestro resultado es correcto. Po-
demos sin embargo, mostrar que (34) es la solución correcta. Sabiendo esto,
si deseamos, podemos estudiar sus propiedades, obtener su gráfico, etc. Po-
demos aún si queremos darle un nombre. v si la ecuación resulta ser lo sufi-
cientetnente  importante podría entrar a la historia. Como veremos, hay  mu-
chos casos de ecuaciones diferenciales v funciones asociadas con los nombres
de sus descubridores.

1 .3  ALGUNAS PREGUNTAS DE R IGOR

De los resultados obtenidos en las páginas anteriores surgen varias pre-
guntas.

P r e g u n t a  1. ;,Cómo  sabemos si  las  series que obtenemos formalmente
son realmente soluciones de las  correspondientes ecuaciones diferenciales?
Esta es una pregunta razonable de hacer puesto que aJ obtener estas series
se realizaron varias operaciones cuestionables, tales  como, por ejemplo, la di-
ferenciacitin  de una serie término a término. Siendo científicos con un deseo
por la verdad, no queremos ser tildados de culpables de “manipulaciones cie-

Soluc~on  d e  emaclones  dlferenclales  u s a n d o  series 3 1 1

.-e



gas ” en la producción de un cierto resultado. Una manera de proceder es in-
tentar justificar cada etapa a medida que avanzamos. Desafortunadamente
esto puede ser imposible. Por ejemplo, icómo  sabemos que podemos diferen-
ciar la serie a,x + a 1 x + up  x + si no conocemos los coeficientes? Clara-
mente tenemos un círculo vicioso. KO  podemos probar si tenemos una solución
hasta que no conozcamos a,,  a,, a2,.  y honestamente no podemos decir
que hemos encontrado los coeficientes hasta tanto hayamos justificado las
etapas.

Pregunta 2. iCómo  sabemos si una serie de la forma (13) puede produ-
cir una solución de una ecuación diferencial dada? Por supuesto, podríamos
ensayarla y ver, pero esto no es muy científico y sería mucho mejor conocer
de antemano si la serie funcionaría.

Una manera muy buena para evitar las dificultades surgidas en las dos
preguntas anteriores es tratar de encontrar alguna clase de teorema de exis-
tencia y unicidad que nos dirá cuando una ecuación diferencial tiene solucio-
nes con series de potencias tal como (13),  o más generalmente (7). A primera
vista parecería que el teorema en la página 171 podría usarse. Desafortuna-
damente, sin embargo, el hecho de que exista una solución no significa nece-
sariamente que podamos hallarla en la forma (7).

Para simplificar las cosas, restrinjámonos a ecuaciones diferenciales li-
neales de segundo orden de la forma

I)(.Y)l.”  + i[(.Y)f  i r(-Y)y  =  0 (35)
donde p(r), g(x) y r(x) son polinomios. Resulta que tales  ecuaciones diferen-
ciales sí surgen mucho en la práctica, y también una vez tengamos informa-
ción en relación a ellas es fácil generalizar a ecuaciones de orden superior o
más complicadas.* Al resolver para y ” en (35) obtenemos

!” = ~ C/(.Y)f + /.(.Y).V
[‘f-\-l

(36)

Ahora si ha de existir una solución del tipo (7) seguramente desearíamos que
y ” exista en x = u, y sería catastrófico si el denominador p(x)  en (36) fuera ce-
ro para x = a. Esto nos lleva a introdlucir  la siguiente

Definición. Un valor de x tal que p(x)  = 0 se llama un punto singular, o sin-
gularidad, de la ecuación diferencial (35). Cualquier otro valor de x se llama
entonces un punto ordinario o punto no singular.

Ejemplo 1. Dada la ecuación diferencial x(1 - x)y ” - (2x + 1)y  ’ + 3y = 0,
x = 0 y x = 1 son ambos puntos singulares, mientras que otros valores de x,
tales  como - = f, - 3 por ejemplo, son puntos ordinarios.

Ejemplo 2. La ecuación diferencial xy ” +y  ’ + xy = 0 tiene solamente un
punto singular x = 0. Cualesquiera otros valores son puntos ordinarios.

*Una de tales  generalizaciones se refiere al  caso donde p(x),  q(x) ,  r(x)  son funcione,5  ann-
liticas,  esto es, tienen expansiones en series de potencias en algún intervalo de con;ergencia.
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Ejemplo 3. Las ecuaciones y ” +y  = 0 y y ” + 2~y’  -y = 0 no tienen puntos
singulares, o en otras palabras todo valor de x representa un punto ordinario.

E j e m p l o  4 .  L a  e c u a c i ó n  (x2  +  1)~”
dados por ~2 +l=O,  esto es, 1c=  ki.

- Zy  ’ + xy = 0 tiene puntos singulares
Así puntos singulares (y puntos ordi-

narios) pueden ser números complejos.

Tenemos entonces el interesante e importante teorema siguiente cuya
demostración, la cual es algo larga y tediosa, se omitirá.*

Teorema 1. Sea (2(-YJ.1.”  + L/(.\V)j.’  + r(.\-)j,  = 0 (37)

una ecuación diferencial donde P(X),  q(x) y r(x) son polinomios. Suponga que
a es cualquier punto ordinario de (37), esto es, p(a) # 0. Entonces podemos
sacar las dos siguientes conclusiones:

1. La solución general de (37) se puede obtener al sustituir la serie de poten-
cias (o serie de Taylor) alrededor de x = a dada por

!’ = 110 + Ll,(Z  ~ ll)  + LIZ(.Y  - Ll)2  + = 2 Uj(.Y - Ll); (38)
en la ecuación diferencial dada. Un resultado equivalente es que la solu-
ción general tiene la forma y = c 1 u1 (x) + clul  (x),  donde u1  (x) y ug  (3~)
son soluciones linealmente independientes cada una teniendo la forma (38).

2. Las soluciones con series obtenidas en la parte 1 convergen para todos los
valores de x tales  que 1 x -a 1 < R, donde R es la distancia del punto a a la
singularidad más próxima. Con frecuencia llamamos R el radio de conuer-
gencia.  Las series pueden o no pueden converger para Ix -a) = R, pero de:
finitivamente divergen para 1 x - a 1 > R.

Con frecuencia es fácil confirmar la segunda conclusión de este teorema
en relación a la convergencia de las soluciones con series usando la prueba
del cociente que el estudiante aprendió en cálculo. Para propósitos de repaso
resumimos los resultados en el siguiente

Teorema 2. (Prueba del cociente). Dada la serie C,:=.  II,,, suponga que

lím  “v! = 1
l ~

(39),,- , II,,
donde 1 es un número mayor o igual a cero, esto es, 12 0. Entonces la serie
converge si 1< 1 y diverge si 1 > 1. Sin embargo, la prueba falla si l= 1; esto
es, la serie puede o no puede converger para l= 1, y en tal caso se deben usar
otras pruebas.

Antes de mostrar cómo se usa este Teorema, consideremos la siguiente

Observación 2. En cálculo obteníamos la expansión en serie.

*Ver referencia [ 13)
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E j e  imaginario

,.._ * Eje real

Figura 7.1

al usar la división sucesiva a la izquierda o expansión en una serie de Mac-
laurin. Puesto que el término general de la serie es U, = (- l)n~2”,  tene-
mos por la prueba del cociente

/ = lím
(_ ,),+  lX2w+  1)

n - 7 (- 1 )n.Y2n
=  ní_/ 1.q =  /YI’

la cual muestra que la serie converge para IX 1 < 1 ó - 1 < x < 1 si x es real. Así
la serie a la derecha converge sólo para valores de x en el intervalo - 1 < x < 1,
mientras que no hay tal restricción sobre x para la función a la izquierda. Es
natural preguntar por qué la serie a la derecha no significa nada para x = 2,
por ejemplo, cuando la función a la izquierda tiene el valor 4,

Investigación adicional muestra que la explicación está en el hecho de
que el denominador a la izquierda es cero para x = f i ó 1 x 1 = 1 usando el
hecho de que el valor absoluto de un número complejo p + qi es 1 p + qi 1 =
Vm. La convergencia de la serie se garantiza así solamente para aque-
llos valores de x menores en valor absoluto que la distancia R de x = 0 (el
cual es un punto ordinario de la función a la izquierda) a x = f i (los cuales
son puntos singulares de la función de la izquierda). En este caso la distan-
cia es R = 1 y la situación se describe en la Figura 7.1, donde el círculo deno-
ta el círculo de convergencia y su radio R es el radio de convergencia. La se-
rie converge para todos los puntos dentro del círculo pero no necesariamente
en su borde. Sin embargo, definitivamente diverge para todos los puntos fue-
ra del círculo. Esta es la interpretación que damos a la parte 2 del Teorema 1.
Note que la Figura 7.1 simplemente representa un sistema de coordenadas
rectangulares. Cualquier número complejo p +qi se puede graficar  como el
punto (p, q) en este plano correspondiendo P a la coordenada en el eje horizon-
tal o eje real y q correspondiendo a la coordenada en el eje vertical o eje ima-
ginario. Por ejemplo, i = 0 + li corresponde al punto (0, 1).

Demos ahora algunos ejemplos ilustrando los teoremas anteriores.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  3

(a) Use el Teorema 2 para predecir la convergencia de la solución con series
de potencias  en el Ejemplo ilustrativo 2, página 310, y (b) verifique usando
la prueba del cociente.
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Solución (a) Puesto que y ” + 2xy ’ - y = 0 no tiene singularidad, la distancia
de x = 0 a la singularidad más próxima es infinita, esto es, la serie converge
p a r a  IxI< m ó para todo x. Otra manera de decir esto es que el radio de con-
vergencia de la solución con series de potencias es infinito.

(b) Podemos probar la convergencia de la solución con series (34) al en-
contrar primero el término general U, y luego usar la prueba del cociente da-
da en el Teorema 2. Sin embargo, puesto que sólo necesitamos el cociente en-
tre dos términos sucesivos los cuales se pueden obtener usando la fórmula de
recurrencia (32), es más sencillo proceder como sigue. Sea j= 2n - 1, donde
n = 1, 2,3,. , puesto que (34) contiene sólo términos a,xJ donde j es im-
par. Así tenemos ll,, = 112,,  - ,x2”-  l. Tu+  Il/,+ , = Ll2,,+  ,.r

Puesto que 1=  0 para todo x sigue de la prueba del cociente que la serie con-
verge para todo x como se predijo en la parte (a). Lo interesante acerca del
Teorema 1 es que ni siquiera tenemos que desarrollar la serie de potencias ni
examinar su convergencia.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Determine si las soluciones con series de potencias alrededor de x = a,
para los valores indicados de a, existen para cada una de las ecuaciones di-
ferenciales y prediga el conjunto de valores para los cuales se garantiza la
convergencia de cada serie: (a) y ” + y = 0; a = 0. (b) xy ” + y ’ + xy = 0;
a = 2, a = 0. (c ) (x’ + 1)y  ” - 2y ’ + 5xy = 0; a = 0, (2  = 1.

Solución (a) La ecuación no tiene singularidad. Así la distancia de a = 0
a la singularidad más próxima es infinita, esto es, la serie converge para
Ixl<  Oo ó para todo x. El hecho de que esto sea realmente cierto se verificó
en la página 307, donde si obtuvieron las soluciones con series para sen x y
cos  x, convergentes para todo x.

(b) La ecuación tiene una singularidad en x = 0. Así la distancia de a =
2 a la singularidad más próxima es 2. Sigue del Teorema 1 que podemos ha-
llar la solución general al usar

J‘  = uo + a,(x  - 2) + L12(S  - 2)’ + I1J.Y  - 2)3  +

La serie resultante será convergente para )x - 2 1 < 2, ó - 2 < x - 2 < 2, esto
es, 0 < x < 4, si x es real. En x = 0 y x = 4 la serie puede o no puede converger.

Para a = 0, el cual es una singularidad, el Teorema 1 no se aplica puesto
que solamente se consideran series de potencias alrededor de puntos ordina-
rios. En la próxima sección discutiremos soluciones con series de potencias
alrededor de singularidades.

(c) La ecuación tiene una singularidad en los valores de x para los cua-
les x9 + 1 = 0, esto es, x = + i. Si a = 0 la distancia a la singularidad más
próxima es 1, como se indica en la Figura 7.1 (note que ambas singularidades
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E j e  imaqinario

?

Eje real

.
Figura 7.2

i y -i son equidistantes de 0). La solución general se puede encontrar usan-
do la serie

j‘ =  LI()  + u,s  +  U2.YZ  +  Llj13 + ”
y la serie resultante convergirá para 1x1  < 1, 0 si x es real, - 1 < x < 1, pero
no hay garantía de convergencia en los puntos extremos - 1 y 1.

Si a = 1 la distancia a la singularidad más próxima como se ve en la Fi-
gura 7.2 es fl (note que ambas singularidades i y - i son equidistantes de
1). La solución general se puede encontrar usando la serie

.1’  = U”  + u,(s  ~ 1) + u2(1  - 1 )2 + Llj(.Y - 1)” +

y será convergente para 1 x - 11 < VT,  0 si x es real, 1 - VT<  x < 1 + VT.  Sin
embargo, puede o no puede converger en los puntos extremos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Resuelva el problema de valor inicial xy ” -y = 0, y(2) = 0, y ‘(2) = 3.

Solución El punto x = 0 es una singularidad de la ecuación diferencial. Pues-
to que las condiciones iniciales se especifican en x = 2, usamos la serie de

potencias alrededor de a = 2, el cual es un punto ordinario de la ecuación. Es
conveniente hacer la transformación v = x - 2 de modo que v = 0 cuando
x = 2. En tal caso el problema de valor inicial es

(1.  + 2) 5:‘;  - J‘ = 0, J‘  = 0
dv

> d; = 3 en IJ=O (40)

Para resolver esto asuma v = U() + LI1U + LIZV2  + ojr3 + ” = 1 u,r
donde como de costumbre a, = 0, j < 0. Entonces tenemos

(t + 2) g; - I‘  = (1. + 2) C,j(j  - l)uil~j-2 - 1 Uj“J

=  C,j(,j  ~ l)tr,uj-’  +  C Z!i(,i  - l)triC2  ~ 1 (I,v’
= C [(,j +  l),jLli+  r + 2( j +-2)(,j  +  l)tlj+2  - U;]V’  = 0

de modo que ti +  l)jUj+, +  2t.j  +  2)(j +  l)“j+2  - Ilj = 0 (41)
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I Colocando j = - 2 y j = - 1 en (41) muestra que a,  y a, son ambas arbitrarias.
Sin embargo, al notar que y = a,, dy/dv  = aI en v = 0, vemos de las con-
diciones en (40) que

n - 0 ,  a,=30- (42)

Tenemos ahora de (41)
Clj - (j + l)jUj+~

‘j+  2 = ---~--
2t.j + 2Nj  i 1)

I Colocando j = 0, 1, 2,. en sección y usando (42), encontramos

(43)

Así la solución requerida (única) es

.

I = yx _ 2) I tx ; 2J3tx y62j4 I !q _ 3(j202)6  +  .  .  ( 4 4 )

donde por el Teorema 1 la serie es convergente para (X - 2 1 < 2 o, puesto que
x es real, O< x ~4.  La serie puede o no puede converger en los puntos ex-
tremos.

Observación 3. Se debería notar que la fórmula de recurrencia (43) es
una fórmula de recurrencia de tres términos en vez del resultado acostum-
brado de dos términos obtenido anteriormente. Esto no causa ninguna difi-
cultad aunque tiende a oscurecer el término general de la serie. Podemos, sin
embargo, obtener tantos términos como deseemos, y no hay motivo de prep-
cupación puesto que conocemos del Teorema 1 los valores de x para los cua-
les la serie converge. Puede ser de interés para el estudiante deducir el radio
de convergencia de la solución con series anterior usando (43) y la prueba del
cociente (vea Ejercicio 6B).

I

1.4 EL METODO  DE LA SERIE DE TAYLOR

Un método alternativo para hallar soluciones con series de potencias de
la ecuación diferencial (35) alrededor de un punto ordinario x = 0 está dis-
ponible y se conoce como el método de la serie de Taylor. Este método usa los
valores de las derivadas evaluadas en el punto ordinario, los cuales se obtie-
nen de la ecuación diferencial por diferenciación sucesiva. Cuando se en-
cuentran las derivadas, usamos luego la expansión en serie de Taylor

y”(Lz)(X - g2
y(x)  = 4‘(u)  + 4”(U)(X  - a) + -r-

+ J““(U)(.Y  - ay______.--  ~- .k  .
3! (45)

dando la solución requerida, Consideremos algunos ejemplos, de este método.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Resuelva por el método de la serie de Taylor y ’ = x +y  + 1.

Solución De la ecuación diferencial encontramos

y’=x+y+l, y" = 1 + y', y"' = y", #IV’  = y”‘, .  . (46)
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Asumiendo y = c cuando x = 0, encontramos de (46),

J,‘(O)  = c + 1, J,“(O)  = c + 2, .l,“‘(O)  = í’ + 2, . .

Sustituyendo en (45) con a = 0, tenemos

J‘(x) = (- +  ((.  +  l)s +  (E-g!? + Eyt +

0 y(s)  = (’ + (c + 1)x + (c + 2)
i
-f

3

2!
+g+-

1
= <’ + (c + 1)s + (c + 2)(@  - 1 - .x) = (c + 2)e”  - \’ - 2

Esto se puede chequear como la solución sustituyendo en la ecuación dife-
rencial dada.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7
.

Trabaje el Ejemplo ilustrativo 5, página 316, por el método de la serie de
Taylor.

Solución Por diferenciación sucesiva de xy ” -y  = 0 tenemos

q”” + y” - J” = 0, ,y(‘“)  + 2j3”’  - y” = 0, ,j.C”, + 3J.W’  - j.“’ = 0.

~y,.‘vl~ +  4p _ y> = 0. .  .

Para x = 2 éstas llegan a ser

2r”(2)  - j‘(2)  = 0, 2J”‘(2) + j“‘(2)  - y’(2)  = 0. 2!,(n)(2) + 2r”‘(2)  - j.“( 2) = 0.

2~‘“‘(2)  + 3 ~(‘~‘(2)  - j,“‘(2)  = 0. 2jJ\  “(2)  +  4j,‘k’(2)  - j.““‘(2) =  0 . ’

Usando las condiciones y(2) = 0, y’(2) = 3, éstas producen

j,“(2) = 0, j.“‘(2) = 5, p”)(2) = -$, J”‘(2) = 3, J.‘““(2)  = -y,

Así

I.(s) - \.“(2)(‘( - 2)2 1,“‘(2)(S - 2)3= J(2) + .).,(2)(.x - 2) +
---~2! +--  3!

-.-+.

3’2
= 3(.\-  - 2) + _??‘.Y  - 2)3 +

- 3!‘2
-(.Y - 2p + ;i.y - 2)5 + =g(.Y - 2)6 +4!

-!” 2E t-y - 2? (.Y 2)?  3(s  2T- -= 3(-~ ,) + +-4F---- +_
4 16 320

lo cual concuerda con la solución obtenida  en la página 317.

El método de la serie de Taylor se puede usar también para obtener solu-
ciones con series  para ecuaciones diferenciales no l ineales.  Desafortunada-
mente, sin embargo, no hay un simple teorema como el Teorema 1 disponible
para estas ecuaciones no lineales, de modo que la convergencia de la serie ob-
tenida está cuest ionada y se requieren mayores invest igaciones.  Como un
ejemplo del método de la serie de Taylor para ecuaciones no lineales considere
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Resuelva y’ = x2 +y’  dado que y(0)  = 1.

Solución Tenemos

! ’ = 2 + y. j“’ = 2.Y  + 2j.j.‘. Y”  = 2  +  2J.‘2 + 2Jy,

!’ I\ = (j,.‘,.” + 2jtf”, y” = 6~,“~+ 8\,‘f”  + 21’1.‘“._ .

colocando x = 0 conduce a

y(O)  = 1, f(O)  = 1, J,“(O)  = 2, j,“‘( 0) = 8, y’“(O)  = 28,

Así de la expansión en serie de Taylor obtenemos

y”(O)  = 144,  .

2 3 4 144X”
2’(s) =  1 + s +  $ +  g + q+ +  ~~

51
+ “’

.
Puesto que la regla de formación para los términos de esta serie no es aparen-
te no podemos concluir nada acerca de su convergencia.

Observación 4. Como se indicó en el pie de página de la página 312, el
Teorema 1 no puede generalizarse al caso donde p(x),  s(x),  r(x) son series de
potencias en x-a en vez de polinomios. El teorema fundamental en tal caso
es el siguiente.

Teorema 3. Sea p(s)p”  +  q(s)y’  + I.(X)J  =  0 (47)
una ecuación diferencial dada. Sea x = a un punto ordinario [esto es, p(a) # 0]
y R la distancia de a a la singularidad más próxima. Suponga también que 13s
funciones p(x), q(x), r(x) tienen expansiones en series de potencias de la for-
ma (7), página 307, las cuales son convergentes para IX -a 1 CR,  esto es, den-
tro del círculo de radio R con centro en a (las funciones en tal caso se dice
con frecuencia que son analíticas dentro del círculo). Entonces podemos sa-
car las dos siguientes conclusiones:

1. La solución general de (47) se puede encontrar al sustituir la serie

I’ = u(J  + a,(x  - a) + a,(s  - g2 + ” = c Uj(S  - LZ)j (48)

en (47) usando la serie de potencias en x-a para p(x), q(x), T(X).  En forma
equivalente, la solución general tiene la forma y = c 1u1  (x) + c2u2 (x), don-
de u1  (x) y u2  (x) son soluciones linealmente independientes cada una te-
niendo la forma (48).

2. Las soluciones con series obtenidas en la parte 1 convergen para todos
los valores de x tales  que 1 x -a ) < R (esto es, dentro del círculo), y divergen
para todos los valores de x tales  que 1 x - a 1 > R (esto es, fuera del círculo).
Para los valores de x tales  que 1 x -a 1 = R (esto es, sobre el círculo), las series
pueden o no pueden converger.

En la práctica la solución se puede también obtener usando el método de
la serie de Taylor como en el Ejemplo ilustrativo 7. Una discusión adicional
se deja para los ejercicios avanzados.

1.5 METODO  DE ITERACION  DE PICARD

Hay un método muy interesante debido al matemático Picard  el cual se
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puede usar para obtener soluciones con series de ecuaciones diferenciales.
Su valor, sin embargo, surge más desde el punto de vista teórico que del prác-
tico. En efecto, Picard, usó su método para probar teoremas de existencia y
unicidad para soluciones de varios tipos de ecuaciones diferenciales tales
como las descritas en las páginas 24y  171. En el ejemplo siguiente ilustramos
el método de Picard para una ecuación diferencial de primer orden, aunque
su uso se puede extender a ecuaciones diferenciales de alto orden.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  9

Resuelva y ’ = x + y + 1.

Solución Asumiendo que y = c cuando x = 0, podemos integrar ambos lados
de (49) con respecto a x para obtener*

La integral a la derecha no se puede desarrollar puesto que no sabemos cómo
depende y de x. De hecho, esto es lo que estamos buscando. El método de Pi-
card consiste en asumir que y = c es una primera aproximación a y. Denota-
mos esta primera aproximación por y,  = c., Cuando este valor se sustituye
por y en el integrando de (50), denotamos el valor resultante de y por y 2, el
cual es una segunda aproximación a y, esto es,

y’ = C’  + 1‘,; (x + y,  + 1 Ir/.\-  = <’  + J‘,, (x + (’ + 1 )cix  = l’ + ; + <‘.Y  + .Y

Sustituyendo este valor aproximado en el integrando de (50), encontramos la
tercera aproximación ys, dada por

,

y,  en general,
,‘ = (’ + ((’ + l).\-  + ((’ +Tw+ (c + -1.x3  / + fc’ + 2)x” ’ + 5:

>r -. 3! (!f ~ 1)! ll!
En el caso límite vemos que

lím \’  = (’ + (c  + l)\-  + (Lf  î)-\-’>1 31
+  1:.  +  1).x-(”

ll’<? -. 3!

El hecho de que la solución a la derecha es, en efecto, la solución deseada se
ve al comparar con los resultados del Ejemplo ilustrativo 6, página 317, don-
de se resuelve la misma ecuación diferencial. Así vemos que para este caso
lím,,, ,y, =y.

*En la integración hemos usado .x en dos sentidos, uno para la variable muda de integra-
ción y el otro para el límite superior en la integral. Hay varias ventajas para hacer esto y no de-
bería haber ninguna confusión. Sin embargo, el estudiante podría desear usar un símbolo dife-
rente para la variable muda, tal como t. En tal caso (50) se escribiría

y = C’ +
î

,;  (f  + \‘ + 1 )t/7
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En general, dada la ecuación diferencial

y’ = /‘(.\..  JI)

podemos obtener por integración, como el ejemplo anterior, una secuencia de
a p r o x i m a c i o n e s  y  1, y2,  y  3,. Si f (x, y) satisface condiciones apropiadas
tales  como las dadas en el teorema en la página 24, esta secuencia converge
a la solución requerida.* El método no es práctico a menos que f(x,  y) sea una
función simple en x y y, tal como en el ejemplo anterior, puesto que de otra
manera las integraciones sucesivas pueden ser difíciles o imposibles. El he-
cho de que esto sea así puede verse al considerar por ejemplo la ecuación di-
ferencial

en Ia cual ni siquiera la primera integración se puede realizar.

E J E R C I C I O S  A

1. Encontrar soluciones con series de potencias para cada una de las siguientes ecua-
ciones alrededor de un punto apropiado x = a usando el valor de a si se indica. En
cada caso determine el conjunto de valores de x para el cual la serie converge y,
si es posible, sume la serie en forma cerrada.

( a )  J’ = -j‘l  J’(0)  =  4 . (h) y =  SJ’:  y(o)  =  5 .

(c) y’ = 2.x  - J‘. (d) J” - J‘ = 0; ~‘(0)  = 1.  j”(O)  = 0.
(e) ‘íy” + y’  = 0: y(1) = 2. y’(1) = 7. (f) .Y?“’  + J = 0; U = 1.

(g)  !“’ + sy’  + .r‘  = 0. (h) x’J.”  + XJ“ - J‘ = 0; CI  = 2.
(i) (1 - Y’)J,”  + J’ = 0: ~(0) = 1, y’(0) = 0. (j) (1 +.Y)J,” + 2~.’ = 0: CI  = 1.

2. Determine si las soluciones con series de potencias alrededor de a, existen para
cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, y prediga el conjunto de va-
lores para el cual sus convergencias estén garantizadas.

(a) 2~.” - 5~.’ + 3~. = 0; CI  = 1. (b) .x’y” - J.  = 0: (I  = 2.
(c) (1 - x2)v”  - ~.sJ,’  + 61, = 0; LI = 0. (d) .x(1 - .Y)J,” + J.  = 0; L, = +.
( e )  (.Y’ + 4)~”  - YJ’ +  j’  =  0 :  0 =  0 . (f) (Y’ + .Y)J”  + (.Y - 2)J,  = 0: LI = 1.

3. Trabaje los Ejercicios l(a)-(j) y Z(a)-(f) usando el método de la serie de Taylor don-
de sea aplicable.

4. Encuentre las soluciones con series de potencias para y ” + zy = 0 y discuta sus con-
vergencias.

E J E R C I C I O S  l3

1. Use el método de Picard para obtener las soluciones de cada una de las siguientes.
Encuentre al menos la cuarta aproximación a cada solución. (a) y’ = - 3y ; y (0) = 1.
(b) y’=x’ -y; y(O)=O.  (c) y’=e*+y; y(O)=O.  (d) 2y’+ny-y-O.

2. Use el método de Picard para obtener la cuarta aproximación a la solución de y’ =
x +y;  y(1)  = 2. (Sugerencia: Tome el límite inferior en la integración igual a 1.)

3. Trabaje los Ejercicios l(a)-(c) usando el método de Picard.

4. Resuelva usando series y ” + xy ’ - 2y = 0; y (0) = 1, y’(0) = 0.

*Para una demostración ver [ 131
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5. Encuentre la solución general de y ” - 2xy ’ + 4y = 0 usando métodos de series

6. Use (43),  página 317, y la prueba del cociente para hallar el radio de convergencia
de (44), página 317.

‘7. Muestre que la solución general en términos de series de potencias alrededor del
punto singular x = 0 se puede obtener para la ecuación diferencial x2y  ” - 2xy  ’ +
2y  = 0, pero no para 2x2~  ” + 2xy’  + y =O. iTiene  esto alguna conexión con el Teo-
rema 1 en la página 313? Explique.

8. iCómo resolvería usted por series y ” + xy = sen x?

9. iPuede  usted encontrar una solución con series de potencias alrededor de a = 1
para el Ejercicio 2(c)A?  Explique.

EJERCICIOS C

1. Resuelva usando series de potencias y ” + eXy  = 0, y(0)  = 1, y’(0) = 0. iPara  qué
valores cree usted que la serie es convergente? Explique.

2.  Explique cómo usted podría resolver (cos x)y”  + (sen x)y = 0 usando series. iPara
qué valores de x esperaría usted que la serie converja?

3. Suponga que usted nunca había oído de sen x y cos x pero que en algún  problema
aplicado llegó a la ecuación diferencial y ” +y = 0 y obtuvo las soluciones con series
de potencias como en el Ejemplo ilustrativo 1, página 306. Denotando estas solu-
ciones por C(x)  y S(x), esto es,

muestre que estas tienen las siguientes propiedades: (a) [C(x)”  + [S(x)] 2 = 1.
(b) S(u + u) = S( + C(u  (c) C(u+  u) = C( - S(U

4. Explique cómo encontraría una solución con series de y ’ = e-xy,  y (0) = 1.

5. iPuede  usted extender el método de Picard  a ecuaciones diferenciales de orden
mayor al primero? Si es así, ilustre con un ejemplo.

El método de Frobenius

2.1 MOTIVACION PARA EL METODO  DE FROBENIUS

En la sección anterior mostramos cómo obtener una solución con series
de potencias a la ecuación diferencial

p(s)!:” + Cl(S)),  + I.(S)).  =  0 (1)

alrededor de un punto ordinario x = a, esto es, donde p(a) # 0. Una pregun-
ta que naturalmente surge es si podemos encontrar soluciones con series de
potencias alrededor be x = a si a es un punto singular. Esto podría ser por
supuesto ventajoso, cuando por ejemplo las condiciones iniciales están da-
das en un punto singular.

Un matemático con el nombre de Frobenius llegó a interesarse en esta
pregunta al final del siglo XIX y decidió investigarla. Como una primera eta-
pa en la investigación, decidió inirar  a la ecuación diferencial de Euler, la
cual tiene un punto singular y que siempre puede resolverse como ya lo he-
mos visto en la página 215. Consideró varios ejemplos de ecuaciones diferen-

I 3 2 2 Capi?ulo s i e t e



ciales  de este tipo junto con sus soluciones generales, tales  como en la lista
siguiente:

1 . Wy” + 3.YJ’  + y = 0. 1‘ = (‘,X  ’ + L’2.Y 1 2
3 3 II 3.\-y’  + 2.v = 0. 7

3 :
. x -v  -
.yq  -

JJ =  <,,.r +  c,.\-.
xv’  + 1‘  - 0. JI = C’,.Y  + c2x  In .Y.

Estos ejemplos muestran que aunque las ecuaciones diferenciales mismas
no lucían muy diferentes entre sí sus soluciones eran bastante diferentes.
Por ejemplo, la segunda ecuación tiene soluciones que involucran potencias
positivas de x, la primera tiene soluciones que involucran potencias negati-
vas de x, mientras que la tercera tiene una solución que involucra In x. Al
asumir una solución con series de potencias de la forma

y = n,,  + ll,.\’  + uzx’ + = c L7,X’ (2)

en cada una de estas ecuaciones encontraríamos la solución general en el se-
gundo caso, una solución en el tercer caso, y ninguna solución en el primer
caso (aparte de la solución trivial y = 0). Llegó a ser claro para Frobenius que
la dificultad surge debido al tipo de serie asumida en (2). ¿Por  qué no asu-
mir un tipo más general de serie, tal como

y = S‘(U()  + 0,x + n$ + ” ,) = c Iljsj+< (3)’

donde c es una constante adicional desconocida, la cual se reduce a (2) en
el caso especial c = O? Este supuesto produciría la solución general en am-
bos el primer y segundo casos y una solución en el tercero.

De hecho, no es difícil mostrar que cualquier ecuación de Euler de orden
2 (o mayor) tiene al menos una solución del tipo (3). Frobenius fue llevado
así a hacer la siguiente

Pregunta. ¿Bajo  qué condiciones sobre p(x), q(x) y r(x) donde x = 0
es un punto singular la ecuación diferencial (1) tendrá una solución del tipo
(3)?

Debido a que una serie del tipo (3) está asociada con Frobenius, con fre-
cuencia nos referiremos a ésta como una solución tipo Frobenius.

Ahora es por supuesto imposible saber qué sucedió en la mente de Fro-
benius en la búsqueda de la respuesta a esta pregunta, pero el razonamiento
pudo haber sido como el que sigue.

Comparemos la ecuación general de Euler de segundo orden

/i,,.\-'u"  +  Ii,\--'  +  /i-,u  = 0 (4)

donde k,, k r, k, son constantes en (1). Para propósitos de una mejor com-
paración dividamos la ecuación (1) por p(x) jr (4) por k,x’  de modo que el
coeficiente de y ” en cada caso sea 1. Así obtenemos

u!,  / 4x1  “,  + I‘(s)  ” = () 1;  ]
y”  + - 1.’

lil

’ x0.\-

+ ~

lJ(.\-1 p ( s )
,,
‘0

.,-z J‘ = 0

Ahora si tenemos
y(x)  k, li2l.(X)
p(r) = Lq /J(.Xl -I\,,x’

xq(‘c) x’r(  s)0 en forma equivalente si ---- = una constante, -- = una constante
P(X) l’(S)

(5)

entonces (1) es precisamente una ecuación de Euler.
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Si no tenemos (5) pero si tenemos
, .U~(S)

hmO  p(.\-,~ = una constante,
.Y21~(.Y)

’ lím -~~~~  = una constante
.,+o  p(.v)

esto es, límites en (6) existen, entonces (1) no será una ecuación de Euler pe-
ro debería ser cercamente una ecuación de Euler si tomamos x lo suficiente-
mente cercano a cero. En tal caso esperaríamos que (1) tuviera una solución
del tipo Frobenius (3).

Ejemplo 1. Suponga que nos dan la ecuación diferencial

(2-Y’  + 5S”)J” + (2s - ‘í’y + (1 + ‘í)J  =  0 (7)
entonces para valores suficientemente pequeños de x, esto es, para x cerca a
cero, podemos despreciar 5x3 en comparación con 2x2,  x2 en comparación
con 2x, y x en comparación con 1, de modo que podemos esperar que una bue-
na aproximación a (7) cerca a x = 0 esté dada por

2X2f’  + 2.XJ’  + )’ = 0 (8) .
la cual es la primera ecuación de Euler dada en la página 323 con la solu-
ción general y=c,x-l +c,x-~/~. En vista de esto esperaríamos que (7)
tenga dos soluciones del tipo Frobenius (3) con c = - 1 y c = - +,  respectiva-
mente. Esto no es difícil de verificar (vea el Ejercicio 1B).

A pesar de que este enfoque “llamativo” no es por supuesto una prueba
de nada, el tipo de razonamiento involucrado puede ayudar a guiarnos hacia
una conjetura de un posible teorema, el cual debe ser demostrado. Antes de
enunciar tal “posible teorema” notemos primero que el imponer el requeri-
miento (6) estamos colocando una restricción sobre el punto singular x = 0,
puesto que el requerimiento puede o no puede cumplirse. Esto nos lleva a dis-
tinguir entre dos clases de puntos singulares como se expresan en la siguien-
te definición. Enunciamos esta definición en una forma aplicable a cualquier
punto singular x = a en vez de x = 0.

Definición. Sea x = a un punto singular de la ecuación diferencial (1). En-
tonces  si

lím t-y  - C~kJ(-X) (s - ay,
* - 4 P(S)

Y Iím m---pK-.  existen ambos
.x  - a

llamamos x = a un punto singular regular; en caso contrario se llama un pun-
to singular irregular,

Ejemplo 2. Dada la ecuación (x - 2)y  ” + 3y ’ - xy = 0, tenemos p(x) = x - 2,
q(x) = 3, r(x) = - x y x = 2 es un punto singular. Puesto que

lím i-y - 2~3)~-- zz 3, lím (‘c - W--Y) o
2 .Y -I-* 3 x- 2 .Y - 2

esto es, ambos límites existen, x = 2 es un punto singular regular.

Ejemplo 3. Dada la ecuación x3 (1 - X)JJ  ” + (3x + 2)~ ’ + x4y  = 0, tenemos
p(x)  = x3 (1 -x1,  q(x) = 3x + 2, r(x) = x4,
y x=1.

y hay dos puntos singulares x = 0
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no existe, mientras que

no existen ambos límites y por tanto x = 0 es un punto singular irregular.
Puesto que I

-lím (x 1)(3-x + 2) --5 lím (‘(  l)2!3-y  + 2, = 0
1-1 x3( 1 - x) \  - 1 .x3( 1 - X)

existen ambos límites y x = 1 es un punto singular regular.

Basados en las observkiones  anteriores, conjeturamos la verdad del si-
guiente \
Teorema 1. Sea x = a un punto singular regular de la ecuación diferencial

P(X)J”’  + q(s))“  + r(s)y =  0 (10)

donde p(x),  q(x), r-(x) son polinomios, y suponga que x = a es un punto sin-
gular regular, esto es, l

Iím  b - Cok/ y lím  (x - 42w existen ambos (11)x - 0 Pb) x-a P(X)

Entonces (10) tiene una solución tipo Frobenius de la forma

j’ =  (x - cqCILIO  + a,(s - LI)  +  a2(x  - u)2 + ” .] =  1 Uj(.Y - Lly+’

donde la serie aparte del factor (X - u)~  converge para todo x tal que 1 x -a 1 <
R y donde R es la distancia de x = a a la singularidad mas próxima (por su-
puesto distinta de a). La serie puede o no puede converger para ) x - a 1 = R
pero definitivamente diverge para )x - a 1 > R .*

La generalización se puede hacer al caso donde p(x), q(x), r(x) son ana-
líticas dentro del círculo de radio R con centro en a (esto es, tienen series de
potencias o series de Taylor en x -a convergentes para )x -a 1 < R).

Al enunciar este teorema usamos la. intuición dada por el Teorema 1, pá-
gina 313. Lo sorprendente acerca del conjeturado teorema anterior es que
es cierto. Sin embargo, como antes omitiremos una demostración y en vez pre-
sentamos ejemplos de su uso. t

Ejemplo 4. Puesto que x = 2 es un punto singular regular de (x - 2)~” +
3y’-  xy = 0 (ver el Ejemplo 2), la ecuación tiene una solución tipo Frobenius
de la forma

J‘  = (X  - 2)‘[u,  + L~,(x  - 2) + U~(X  - 2)2  + . .]  = 1 uj(x - 2)j+c

*Se debería notar que si incluimos el factor (x - a)~  entonces la serie resultante conver-
ge para 1 x -a ( < R si c > 0. Sin embargo, si c < 0, la serie no converge para x = a.

+ Para una demostración, ver [ 131
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donde la serie aparte del factor (X - 2)~ es convergente para todo x, esto es,
para x tal que Ix-21 < ~0, puesto que no hay otro punto singular.

Ejemplo 5. Dada la ecuación ~3  (1 - x)y ” + (3y + 2)~’  + x”y  = 0, sabemos
del Ejemplo 3 que x = 1 es un punto singular regular mientras que x = 0 es
un punto singular irregular. Así existe una solución tipo Frobenius de la forma

2‘ = (-u  - l>c[a,  + al(.X  - 1) + uz(s  - 1)2 + . .] = c aj(x - l)j+c
donde la serie aparte del factor (x - 1)’ es convergente para IX - 11 < 1 pues-
to que la distancia de 1 a la singularidad mas próxima (esto es, 0) es 1. La
serie puede o-no puede converger para 1 x - 11 = 1 pero definitivamente; diver-
ger para 1 n - 11  > 1.

Puesto que x = 0 es un punto singular irregular, no podemos concluir a
partir del teorema anterior si hay soluciones tipo Frobenius de la forma

!; =  .xC[uo $ a,x +  u2x2 + .  .] =  1 uj$+c

Observación 1. Como se indicó en el Ejemplo 5, el teorema de la pági-
na 325 no nos permite sacar ninguna conclusión que concierne soluciones ti-
po Frobenius en el caso de un punto singular irregular. Puesto que la teoría
que involucra puntos singulares irregulares es algo  difícil, no nos ocuparemos
de ella. Se debería indicar, sin embargo, que en tal caso siempre podemos ob-
tener una solución con series alrededor de un punto ordinario y luego usar el
Teorema 1 en página 313. *

Al comparar el teorema anterior con aquel en la página 313 el estudiante
alerta puede haber notado que el anterior no menciona solución general, mien-
tras que el de la página 313 sí lo hace. La razón es muy simple, porque aunque
el teorema anterior menciona condiciones bajo las cuales una solución tipo
Frobenius de una ecuación diferencial exista, no menciona que todas las so-
luciones deban ser del tipo Frobenius. Hemos visto esto de hecho en conexión
con la ecuación elemental de Euler, por ejemplo el Caso 3 en la página 323,
donde aparece In x, la cual ciertamente no es del tipo Frobenius.

Afortunadamente, haciendo uso del teorema en la pagina 175, si conoce-
mos una solución de una ecuación diferencial de segundo orden, podemos en-
contrar la solución general. Como veremos, esta segunda solución involucra
una serie tipo Frobenius multiplicada por In x, como podríamos esperar de las
observaciones de la tercera ecuación de Euler en la página 323.

2.2 EJEMPLOS USANDO EL METODO  DE FROBENIUS

Volvamos ahora a algunos ejemplos típicos del método de Frobenius.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Encontrar soluciones tipo Frobenius de 4xy” + 2y ’ + y = 0.
Solución  Tenemos p(x) = 4x, q(6)  = 2, r(x) = 1, y x = 0 es un punto sin-
gular.

.q(‘c)Puesto que lím ___  = lím  (x)(2) 1 s2r(x)__ = -
x-0 PC-Y) x-0 4x‘ 2 y

lím ___ =
x-0  PC4

lím  ce(l)  - 0
x+0  4.x

*Ver también los Ejercicios 3 y 4C de la página 337.
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existen ambos, vemos que x = 0 es un punto singular regular, de modo que
existe una solución tipo Frobenius de la forma

y = C Lljxj+c (12)

donde se omiten los límites de las sumatorias - m y m , donde a, = 0 para
los enteros negativos j. La diferenciación de (12) produce

\.’  = 1 (j + c.)Llj.yj+c-l, l./’_ = 2 (,j + c)(j + C’ - l)lli.YJ+c-2 (13)

Sustituyendo (12) y (13) en la ecuación diferencial dada, tenemos

4.x-J.”  + 2y’ + 1‘ = 2 4(,i  + c)( j + (’ - l)LrJS’+C~  l + c 2( i + c)$Yj+î-  I + 1 cl$+c
= x 4(,i  + C’  + l)(,j + l’)Oji  isJ+c + c 2(j + C’  + l)Uj, +j+<’  + 1 Ll$+C

= C [4(,; + (’ -t l)(j  + <‘)cIJ+ 1 + 2(j + (’ + l)(Ij+ 1 + “j]“,*c

= C [(2j + 2c  + 2)(2j + 2c  + l)aj, 1 + c~~]x,+~  = 0

de donde (?j +  2e  +  2)(?j + 2c  +  l)UjTI  +  Llj  =  0 (14)

Puesto que a! = 0 para j < 0, el primer valor de j para el cual obtenemos algu-
na informaclon de (14) es j = - 1 (j = - 2 produce 0 = 0). Para j = - 1 (14) lle-
ga a ser

(2c)(2c - 1)cr”  =  0 (15)

0, puesto que a, # 0, (2c)(2c - 1) = 0 (16)

de donde c = 0, 1. La ecuación (16) .para determinar c con frecuencia se lla-
ma la ecuación indicial,  y los valores de c se llaman las raíces indiciales, en
eSte caso c = 0, +. Hay dos casos que deben ser considerados, correspondien-
tes a los dos valores de c.

Cuso 2, c = 0. En este caso (14) llega a ser
(2j + 2)(2j + l)Uj+l + Llj = 0 0 aj+ ‘.i1 = - ___

(2j  + 2)(7.j + 1)

Colocando j = 0, 1, 2,. , encontramos

QO “ 1 QO u2 UO
Ll’  = - - .

2! a2=  --=4 . 3  rl u3=-== -Sr’

de donde 4‘  = c Uj.Xj  = a (17)

Cuso 2, c = 1. En este caso (14) llega a. ser

(?j + 3)(2j + 2)aj+ 1 + “j = 0, aj+l =
uj..____-

(?j + 3)(2j + 2)

Colocando j = 0, 1,2,. produce

00 al UO 02 fl0
LI,  = --)3!  n2 = 5.4  = y[l 03 =  -~- =  - -7.6 7!’

de donde
i

x1s2
+2 s5,2

x7  2
- 3!  + -~!-  - mi!  +

(18)
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De las soluciones (17) y (18) encontramos la solución general

El estudiante observador notara que las dos series en (19) representan, res-
pectivamente, cos\/x  y sen fi, de modo que la solución general es

!’ = A cos t .Y  + Bsen, YY (20)

Note también que las series en (19) convergen para todos los valores de
x. Esto sigue de inmediato del teorema en la página 325, puesto que x = 0 es
el único punto singular.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre soluciones tipo Frobenius para xzy ” + xy ’ + (x2  - 1)y  = 0.

Solución Aquí p(x)=x’,  q(x)=x,  r(x)= x2 - 1 y x=0  es un punto sin-
gular. Puesto que

,

sigue que x = 0 es un punto singular regular de modo que, por el teorema en
la página 325, hay una solución tipo Frobenius de la forma

Sustituyendo esto en la ecuación diferencial dada produce

x2 C (,j  + c)(,j  + c - 1)uJ.d+C-2  + x 1 (j + c~)cti.~iicml  + (.Y’  - 1) C u,zj-”  = 0

0 C (,j  + c)(.j  + c - l)cr,.~~~~  + 1 (,i + c)u~.Y~“  + C u~.Y’+~  +? ~ C u,.Y’-(  = 0

lo cual se puede escribir como la sola sumatoria

1 [(.j  +  c)(.j  + <’ - 1)Uj  + (j +  C)U,  + L!;-~  - -  r/,]Yi+‘ =  0

Haciendo el coeficientes de XJ+C igual a cero y simplificando obtenemos

(,j  + c’ + l)( j + (’ - I)L~,  + 0, z = 0 (21)

Colocando j = 0 en (21) produce (c + l)(c - l)a,  = 0, lo cual puesto que ao  # 0
produce la ecuación indicia1

(c + l)(<, - 1) = 0 de modo que <’  = ~ 1. 1

son las raíces indiciales. Así hay dos casos.

CUSO 1, c = - 1. Colocando c = - 1 en (al), tenemos

.i(,j  - SI,  + ue =  0 0
Llj- 2

“i = -~ ~-~j( j -~ 3)

Colocando j = 1 conduce a a, =
sin sentido para a

0, pero colocando j= 2 nos conduce a algo
2 puesto que asumimos a,  # 0. Así no podemos encon-

trar ninguna solución en este caso.
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Caso 2 ,  c = 1. Colocando c = 1 en (21

(j t 2),jtr,  + cljm2  = 0 ó

) produce

uj-2uj = - <-
.1(.1  + 2)

Colocando j = 1,2,3, c o n d u c e a

Ll, = 0. QOu2 =  - - ,
2.4

(13 = 0.

Note que todos los a, con j impar son cero porque son todos múltiplos de
a, = 0. La solución requerida está así dada por

Del Teorema 1 en la página 325, sigue que esta serie converge para todo x
puesto que x = 0 es el único punto singular.

A diferencia con el Ejemplo ilustrativo 1 el método de Frobenius en este
caso conduce a una sola solución. Para encontrar la solución general, debe-
mos hallar otra solución linealmente independiente. Afortunadamente, para
este propósito el Teorema 3, página 175, puede ayudarnos puesto que si cono-
cemos una solución, digamos Y, (x) o brevemente Y, , de una ecuación di-
ferencial lineal de segundo orden, podemos encontrar la solución general al
hacer y = UY,. Desarrollemos este proceso a través del siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Encontrar la solución general de x2y”  + xy’ + (x2  - 1)y  = 0.

Solución Haciendoy = UY,,  tenemosy’= UY’, + u’YI,y”,  + 2u’Y’,  + u”Y,

de modo que la ecuación diferencial dada llega a ser

s2(r.Y;'  + 2c'Y\ + r"Yl)  + s(rY; + r'Y,)  + (s2  - l)rY,  = 0

0 .?c"Y, + (2.?Y;  + SE;)l.'  + [.?Yl + SY; + (s2  - l)Y,]c = 0 (23)

Pero puesto que Y, satisface la ecuación dada tenemos x9 Y”,  + xY’,  +
(x2  - l)Y,  = 0 de modo que el último término en (23) es cero y tenemos

s'r"Y,  + (2.?Y>  + .YY,)L.' = 0

una ecuación de primer orden en u’. Haciendo u’  = u,  esto llega a ser

s2u'Y1 + (2sZY;  + sY-l)If  = 0

o al dividir por x2 Y, u, Li~ + G!. + ! = 0
11 1 s
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Integrando y denotando la constante de integración por In A, tenemos

In II + 2 In YI  + In ‘i = In A 0 In (Ir Y f-y)  = In 4

A
esto es, UY:.\-  = A ó {.J = -~

SY:

de donde [’ =

donde B es otra constante de integración. De y = UY,,  obtenemos ahora

J‘ = ,4Y, s $.BY,
1

la cual es la solución general. El resultado (24) muestra que además de Y,
siendo una solución tenemos como una solución linealmente independiente i

n‘c
Y2 = Y,

j---.YYf
(25)

Veamos en lo que se convierte (25) si usamos la solución conocida Y, , la
cual tomamos como la serie en (22) aparte de la constante arbitraria a,,
esto es,

(26)

Tenemos de (26)

donde hemos usado la división sucesiva en el segundo factor y hemos deno-
tado el coeficiente de x4 por CY,, el cual no necesitamos determinar explí-
citamente para nuestros propósitos del momento. Si ahora elevamos al cua-
drado (27) y multiplicamos por 1/x  tenemos

(28)

donde el nuevo coeficiente de x4 se denota por CY*.  La integración de (28)
conduce a

(1-Y 2

J ---7
= - T1IT +  t ]n -1~  +  T$I + (29)

S Y i \

Multiplicando (29) por Y, muestra que

Y2  = :Y, In z + F (30)
donde F es una serie tipo Frobenius. Sin embargo, debido al término que con-
tiene In x vemos que Y, no se puede representar por una serie de Frobenius
y explica por qué no obtuvimos la,  solución general en el Ejemplo ilustrativo 2.
El resultado también sirve para ilustrar la observación en la página 326 en
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relación a la presencia de In x en la solución. Es de interés que si estuviéra-
mos buscando una solución a la ecuación diferencial la cual esta acotada  en
x = 0 tendríamos que deshacernos de Y,, lo cual equivale a escoger A = 0
en (24). Esto a menudo se hace en problema aplicados puesto que las varia-
bles físicas no pueden ser en general no acotadas.

Observación 2. Hay otras maneras de obtener la segunda solución (es-
to es, una que no es del tipo Frobenius) en una forma que muestra el térmi-
no general. El método se indica en el Ejercicio 1C.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Resuelva xy ” + 2y ’ - xy = 0.

Solución Aquí p(x) = x, q(n) = 2, r(x) = - x y x = 0 es una singularidad.
Puesto que

lím  .v&) = lím  x(2) = 2 lím  .X2/.(X) x2( - .\-)- lím  ~ = 0
\ -0  /‘(.U) \  -* 0 .Y \  -0 /‘(XI L -0 .x

sigue que x = 0 es un punto singular regular. Así‘existe  una solución tipo Fro-
benius de la forma

!‘ = 2 l/pJ+‘

Usando esto, la ecuación diferencial llega a ser

1 (,j  +  c)(,j  + c - I)c~~Y’+‘~’  +  2 3(,j  + ~)tr~.x”~~  - 1 u,x’+“’ ’ = 0

(  i + c  + 1)f.j  + (,)oi+,  + I(  j + c  + (,)u,  , -- a,-  , =- 0

esto es, (,j  + c’ + 1 )(,j  + c’ -t 2)tri,,  - ff.j-  , = 0 (31)

Colocando j = - 1 en (31) produce c (c + l)a, = 0, y puesto que a,  # 0 obtene-
mos c = - 1, 0 para las raíces indiciales.

Caso 1, c = - 1. En este caso, de (31) tenemos

,j(,j  + l)aj+,  - oJm, = 0 0
‘1,  1Cl;+ , = ___

.i(i + 1)
(32)

Colocando j = 0, la primera ecuación en (32) da 0-a r - 0 = 0, así que a, es
arbitraria. Esto también se puede ver de la segunda ecuación en (32), la cual
formalmente da a, = O/O, lo cual es indeterminado. Ahora colocando j = 1,
2, 3,. en (32) da

Solución de ecuaciones diferenciales usando series 3 3 1



la cual da la solución general. Puesto que x = 0 es el único punto singular, la
primera serie a la derecha de (33) converge para todo x #O (debido al tér-
mino x - 1) mientras que la segunda serie a la derecha converge para todo x
incluyendo x = 0. Podemos escribir la solución en términos de funciones hi-
perbólicas, esto es,

a, cosh  .Y  + tiI senhx
J=- (34).Y

Caso 2, c = 0. No hay necesidad de desarrollar este caso puesto que ya
hemos obtenido la solución general a partir de Caso 1. Si lo desarrollamos ob-
tenemos solamente la segunda serie en (33). Debido a esta posibilidad, es ge-
neralmente aconsejable considerar primero la raís indicia1 más pequeña.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Obtenga una solución tipo Frobenius alrededor de x = 1 para la ecuación
diferencial x(x - 1)y  ” + xy ’ + y = 0.

Solución Tenemos p(x) = x(x - l),  q(x) = x, r(x) = 1, de modo que x = 0 y
x = 1 son puntos singulares. Puesto que

límb  - lM4 _ lím~~~b-~  = 1 (x - 1)2r(.Y) (.Y  - 1)2(1)
x-l P(X) x-1 x(x - 1)

y lím~~I’(x~  -= lím~-  ---=O
.x+ 1 x-1 X(-Y  - 1 )

sigue que x = 1 es un punto singular regular, y así por el teorema en la pági-
na 325 hay una solución tipo Frobenius alrededor de x = 1 dada por

I’ = 1 Uj(X  - l)‘+c (35)

Es conveniente hacer el cambio de variable u = x - 1 así que la ecuación di-
ferencial dada llega a ser

u(u + 1) ;G + (c + 1) 2 + J = 0 (36)

y (35) se puede escribir J’ = c ujCJ+C

Sustituyendo (37) en (36) produce

(37)

(r2 +  2.) c (,j + c)(j +  c  - l)ajL’j+C-2  +  (I’ +  1 )  c (,j ‘+ I’)LIJr’-C-’ +  c uir’*  = ()

0 c ([(.i +  d2  + l]lli  f (,j  +  c +  i)2uj+,)  l.J  +C  = 0

Así [<.i + c)2  + l]Uj + (j + C + l)‘Ll;+  1 = 0 (38)

Haciendo j = - 1 produce cz a,  = 0, esto es, c = 0 puesto que a, f 0. Así las
raíces de la ecuación indicia1 son ambas iguales a cero. Colocando c = 0 en
(38)  da

(.i2  + l)aj  + (j + l)‘ai+,  = 0 ó aj+,  = Z(J’-+  9 lli
<i + 1)’
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Ahora colocando j = 0, 1, 2,. , tenemos

--(ll  + 1)
a, = -uo, u2 = ~----- (1” + 1)

2’
~-cl1  = -22. ao.

(22 + 1) (1’ + 1)(Z2  + 1)
uj  = ----Cl32 2=

_ -----..-~--.~  (IO)  t
2232

IJsando  éstos en (37) y también remplazando u por x - 1, obtenemos la solu-
ción reauerida

1‘ = uo
[

1 - (s - 1) + <1’$) (X - 1)2 - (12 +  1w + 1) (s _ 1)3 +
2232 1

(40)

Del teorema en la página 325 sigue que la solución con series (40) converge
para )X - 11 < 1, puesto que la distancia de n = 1 a la singularidad más próxi-
ma x = 0 es 1. Es interesante verificar esto usando la prueba del cociente.
Para hacer esto notamos que el j-ésimo término es a,(x - 1)‘.  Así tenemos

uj+  l(.Y - l)‘+ I
Uj(.Y - 1 )J

al usar (39). Entonces

así que por la prueba del cociente la serie converge si (X - 1 ( < 1 y diverge si
1x - 11  > 1. La prueba falla si 1 x - 1) = 1.

Note que en este caso no hemos obtenido la solución general. Para ha-
cerlo procedemos como en el Ejemplo ilustrativo 3 (vea el Ejercicio 5C).

De los ejemplos anteriores es claro que las soluciones tipo Frobenius que
obtenemos dependen de las raíces indiciales y que pueden surgir varios casos.

1. Si las raíces indiciales difieren en una constante que no es un entero,
esto es, no es 0, f 1, $r2,. , siempre se obtiene la solución general. Esta
es la situación en el Ejemplo ilustrativo 1, página 326.

2. Si las raíces indiciales difieren en un entero no igual a cero, hay dos
posibilidades:

(a) No se obtiene solución al usar la raíz indicia1 más pequeña. Sin
embargo, en todos los casos se puede determinar una solución al usar
la raiz  más grande. Esta es la situación en el Ejemplo ilustrativo 2, pá-
gina 328.
(b) La solución se obtiene al usar la raíz indicia1 más pequeña. Por
ejemplo, si las raíces indiciales son - 2 y - 1, entonces - 2 es la raíz
más pequeña. Esta es la situación en el Ejemplo ilustrativo 4, página
331.

3. Si las ra.íces  indiciales difieren en cero, esto es, son iguales, se obtie-
ne solamente una solución. Esta es la situación en el Ejemplo ilustrativo 5,
página 332.

Se ve que los casos 1 y 2(b) no ofrecen dificultad puesto que se obtiene
la solución general. En los casos 2(a) y 3, se obtiene solamente una solución
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(esto es, con una constante arbitraria), y debemos encontrar otra solución in-
dependiente para determinar la solución general. Para hacer esto siempre po-
demos usar el teorema en la página 175, como en el Ejemplo ilustrativo 3, pá-
gina 329, o usar el método dado en el Ejercicio lC, página 335.

Observación 3. En el Teorema 1 en la página 325 se da información
concerniente a la convergencia de soluciones con series tipo Frobenius. Sin
embargo, como el estudiante puede haber notado, tal información no ha sido
proporcionada en la relación a la convergencia de una segunda solución con
series como en el Ejemplo ilustrativo 3 de la página 329, por ejemplo. Tal teo-
rema está disponible el cual lo enunciamos aquí para propósitos de referencia.

Teorema 2. Suponga que se satisfacen las condiciones del Teorema 1, pá-
gina 325 (o su generalización para funciones analíticas) de modo que una so-
lución del tipo Frobenius de la forma

(z - uy 1 Uj(.X - ll)’

existe correspondiente a la raíz indicia1 c, . Entonces si la segunda solución
(linealmente independiente) no es una solución tipo Frobenius, ésta debe te-
ner la forma -

(4 - u)L.l[C  bj(‘c  - a)j  + K In /s -- ul  1 aj(.y  - ri)j] (41)

donde K y c1 son constantes y donde la serie de potencias C a,(a - a)l y
C b,(x -a)l  convergen para jx -a 1 < R donde R, como antes, es la distan-
cia de a al punto singular más próximo.*

Ejemplo. La segunda solución Y, dada por (30) en el Ejemplo ilustrativo
3, página 329, tiene la forma (41).

Observación. El método de Frobenius se puede también extender a ecua-
ciones diferenciales con coeficientes variables de orden superior a dos, pero
puesto que la teoría involucrada es análoga a la dada anteriormente, y puesto
que tales  ecuaciones no ocurren en la mayoría de problemas aplicados, no
consideraremos esta extensión. Vea sin embargo el Ejercicio 7C.

EJERCICIOS A

1. Encuentre soluciones tipo Frobenius alrededor de x = 0 para cada una de las si-
guientes ecuaciones diferenciales. En cada caso determine la solución general y
discuta la convergencia.
(a) XJ”  + 2~“  + si‘  = 0. (b)  2 y”  + \.’  - “-’ = 0.
(c) u(1  - s)y” + îj“ + 2). = 0. (d) ( 1 - u’)!,”  - 3.~1.’ + 12~.  = 0.

(e) xy”  + J’ = 0. (f) .A+,”  + .Y!‘l  + (xi - i)!, = 0.

(g) .XJ,”  + (1 - S)\,’  $~ ,l = 0. ( h )  xj,”  - j,’ + 4-y’). =  0 .

( i )  4x21.”  - 4.YV’  + (3 - 4.Y’)j.  = 0. (J) ‘j”’ + !“ + J‘ = 0.

(k) \-(.?  + 2)r” ~ 1.’ - 6.y~  = 0. , (1)  r’~.”  + IY’ + (x2 - 4)~.  = 0.

2. Muestre que las raíces de la ecuación indicia1 puede encontrarse haciendo 4’ = xc
en la ecuación diferencial dada y determinando c de modo que el coeficiente de la
potencia más baja de x sea cero. Ilustre trabajando algunos de los ejercicios ante-
riores.

*Note que en el caso especial donde K = 0, (41) corresponde a una solución tipo Frobenius
linealmente independiente correspondiente a la raíz indicia1 ca  g  c,
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3. Use el método de Frobenius para obtener la solución exacta de

PC’ 2 tll:
cIr2

-~  +;;,;+xl’=O.

EJERCICIOS B

1. Verifique que la ecuación diferencial (7) en la página 324 tiene las raíces indiciales
c=-1,  -4,y resuelva la ecuación.

2. iCómo obtendría usted la solución general de y ” - xy ’ -y  = 5 ti? [Sugerencia:
Asuma una solución particular de la forma xc (b,  + b 1  x + b,nL  + ) y determi-
ne las constantes para que se satisfaga la ecuación dada. Luego resuelva y ” - xy ’ -
y = 0 asumiendo una solución tipo Frobenius y obtenga la solución complementaria.]

3. Resuelva ny  ” + 5 ’ + xy  = 2x.

4. Resuelva (a) (1 - .~)1;”  + (2 - 4x)),’  - J = 0, (b) (1 .- X)J”  + (2 - 4u)~” - y = 4x2.

5. Es x = 0 un punto singular regular para la ecuación xiy  +y’  + xy = O? iCómo ob-
tendría usted una solución de esta ecuación?

EJERCICIOS C

1. Si el método de Frobenius produce una solución con series con sólo una constante
arbitraria, existen procedimientos para determinar la solución general. Dos casos
pueden surgir: (A) las raíces de la ecuación indicia1 son iguales; (B) las raíces de
la ecuación indicia1 difieren en un entero. Se indicará el procedimiento en un ejem-
plo ilustrando cada caso.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 (CASO A)

Encuentre la solución general de xy ” +y ’ + xy = 0.

Solución Procedemos como de costumbre, usando la notación de sumatoria.
Sustituyendo y = C a,x/+c e n  l a  e c u a c i ó n  d a d a ,  e n c o n t r a m o s ,

xy” + j” +  .xJ’  =  1 [ajpl +  ( j  +  c’  +  1)2uj+  r]Xjfc (42)

El procedimiento acostumbrado ahora es decir que

Uj-  1 + (j + C + l)‘Uj+l = 0 (43)

y, al hacerj  = - 1, obtenemos las raíces indiciales c = 0, 0. Esto produce la so-
lución tipo Frobenius dada, aparte de una constante multiplicativa, por

U(X)  = 1 - Tf  + x4 x6
22 __-__2242 224262

+ (44)

la cual proporciona una solución a la ecuación dada. Para encontrar una se-
gunda solución, regresemos una vez más a ,la ecuación (43),  donde j 2 0 y don-
de supongamos por un momento que c # 0,  esto es,

Uj-  1 + (j + C + l)‘Llj+l  = 0, .i20

Entonces uj+l  = -
uj-l

(j  + c + 1)”
j?O

Colocando j = 0, 1,  2,  3, .  ,  tenemos
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0, Ll2  = LT!L
- u2

Ll,  = ((, + 92’ Ll3  = 01 a4 = (c + 4)X (c + 2;:;c + 4)2

0 .
( - l)ju,

rr2j-,  = (‘3 =  (;-cj)z((.  +  4)Z  (c +--G)ay, en general,

Considere ahora

Es claro de (42) o por sustitución directa que

XY”  + Y’ + KY = c2u().Yc-  ’ (46)
Ahora recurrimos al siguiente esquema; diferencie (46) con respecto a c. En-
tonces

0 .x(z) + oli; +  x(,<ì = ~uIz,.Y’~’  +  c2uo.F’  l n s

asumiendo válido el  intercambio del orden de la diferenciación. Sigue que
(¡?Y/~c)I,=~  es una solución de la ecuación diferencial  dada.  No es difícil
mostrar ahora que

¿Y

& C=O
=&+ +;)+2Ez(, +;+:J- . . . .

es una solución además de (44). La solución general es por tanto

J‘ = AU + B
I

U(x) In ‘í + zT -2 &(1+;)+$&(1+;++-]  ( 4 7 )

La segunda solución también se puede obtener usando el teorema en la pági-
na 175.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 (CASO 6)

Encuentre la solución general de xy ” + y = 0.

S o l u c i ó n  Haciendo y = za,xJ+’ como de costumbre,  encontramos

.vj“’ +  J‘ =  1 [(.j  + I’ + I)(.j + C)aj+l +  UJ].Yi+c (48)

Normalmente escribiríamos

(,j + c + l)(j + c)aj+  1 + LI,  = 0

y colocando’ j = - 1 para hallar c (c - 1) = 0 ó c = 0, 1. Considerando estos dos
casos, encontramos que no se obtiene la solución general. Así, procedemos co-
mo en el ejemplo ilustrativo anterior. Asumimos que c es variable y que

(i + (’ + l)(,i + (‘)Llj-L1  + Uj = Oc j>,O
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Entonces ~ (10 ~ ti, ((11(,,  = - - - - - - .  ((2  = - (Iu
c,(c.+  1) ((  +1)(<~+2)=l~~l)2(<.+2).  L’-~=~~((~+l)2((~+2)2((~+3)’

Considere ahora

Es claro de (48) o por sustitución directa que
KY”  + 1 = C~(C - l)Cl,,.Y ‘ 1 (50)

Una diferenciación directa con respecto a c como en el caso A no sirve para
producir resultados promisorios. Notamos que la serie para Y carece de senti-
do donde c = 0. Escribiendo a, = cp,, donde  p. es una nueva constante ar-
bitraria, el factor c desaparece, y por tanto la serie resultante sí tiene sentido
cuando c = 0. Para este valor de a,,  (50) llega a ser

NY” + Y = c2(c  - I )po.xc-  l

La diferenciación con respecto a c muestre ahora que

(51)

iY”  ^
.Y - -c 1r:c

+ ~;-JQ  z.z  (c3 - c2)p&  - ’ In  ‘c  + (3~’  - 2c)p0x’-’

y  a s í  (?Yjic)l,=, es una solución.  De (49), escr ibiendo cp,  en lugar de a,,
tenemos Y = p(& c .Y x2 \(‘---+--<’ + 1 (c i- l)?(, + 2) -. -!
El estudiante puede ahora mostrar que la solución general requerida es

donde

1 (52)

(53)

2. Encuentre la solución general de cada una de las siguientes usando el Ejercicio 1:

(a)  “J“’ + r”  + 1’  = 0. (b) .Yj“ ’ + Y\,’  + !‘ = 0. (c) .X2).” + uy + (-2  - 4)y = 0.

3. (a)  Muestre que las soluciones tipo Frobenius (alrededor de n = 0) no existen para
la ecuación xly ” + 2~:s~’  +y  = 0. (b) Haciendo x = l/u (a menudo usado para ta-
les casos), resuelva esta ecuación y así explique el resultado en (a).

4. Use el método del Ejercicio 3 para resolver (a) ?J.” + 7.~‘(.v  + 1)  1.’  + 1‘  = 0.

(b) 4r”f’ + 10.Y2f  + (2Y  + l)j, = 0.

5. Obtenga la solución general de la ecuación diferencial en el Ejemplo ilustrativo 5,
página 332.

6. iCómo obtendría usted las soluciones con series tipo Frobenius para una ecuación
diferencial tal como Z(sen  r)y ” + y ’ - xy = O?

Solución de ecuaciones diferenciales usando series 3 3 7



3

7. (a) Generalice las ideas del método de Frobenius a las ecuaciones diferenciales li-
neales de tercer orden. (b) Ilustre (a) mostrando cómo se resuelve xy  “’ +y = 0.

Soluciones con series de algunas ecuaciones
diferenciales importantes

En la página 307, (y en el Ejercicio 3C,  página322) indicamos que aún en
el caso de que nunca hubiéramos oído de sen x ó cos  x pudimos haber sido
llevados a estas funciones y sus propiedades por medio de la ecuación dife-
rencial

la cual surge, por ejemplo, en un problema de resorte vibrante. Esto no lleva
a la idea de que al “inventarnos” ecuaciones diferenciales y luego resolvién-
dolas podremos concebiblemente obtener algunas funciones especiales de in-
terés que no estén relacionadas con funciones ya familiares.* Aunque esto
puede hacerse, por supuesto el procedimiento toma aún mayor significancia
cuando la ecuación diferencial ocurre en una situación importante, por ejem-
plo en un problema aplicado. Esto explica el porqué muchos descubrimientos
de importancia matemática, especialmente en los siglos XVIII y XIX, fueron
hechos por científicos e ingenieros.

En el proceso de formular diferentes problemas aplicados, varias ecuacio-
nes diferenciales han sido encontradas conduciendo a funciones especiales
que llevan el nombre de sus descubridores. Una de tales  ecuaciones se llama
la ecuación diferencial de Bessel, en nombre del astrónomo alemán Wilhelm
Friedrich Bessel, quien la descubrió al formular un problema en movimiento
planetario (vea el Ejercicio lOC, página 348. Otra se llama la ecuación dife-
rencial de Legendre, en nombre del matemático y astrónomo francés Adrien
Marie Legendre. En esta sección obtendremos soluciones a estas ecuaciones
diferenciales y examinaremos algunas de sus propiedades. En capítulos pos-
teriores, especialmente en el Capítulo catorce, se darán algunas aplicaciones
importantes de los resultados obtenidos en este capítulo.

3.1 LA ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL

La ecuación X2J”  + SI”  + (x2 - n2)y =  0 (1)
donde n puede tener cualquier valor pero generalmente toma un valor entero,
se conoce como la ecuación de Bessel de orden n.+ Por métodos de la sección
previa se ve que la ecuación tiene un punto singular regular en x = 0. Así exis-
te una solución tipo Frobenius de la forma

J. = 1 aisj+c, lli  = 0 Para ,j < 0 (2)

Si sustituimos (2) en la ecuación dada, obtenemos

x2 1 (,j  + c)(,j  + c - l)a?~j+~-~  + .Y  1 (,j  + <.)IIYYi+‘-’
+ x2 c ajsj+c - 112  c aj.Yj-c  =  0

*Existen varios libros que tratan con funciones especiales tales como 1251,  [28]  ó [29]
+Desafortunadamente,  la misma palabra algunas veces se usa en matemáticas con diferen-

tes  significados. En este caso, orden  se refiere al parámetro n pan,  no debería surgir ninguna con-
fusión con la terminología de la página 4.
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1 (j + c)(j + C - l)UjXj+c  + C (j + C)UjXj+'  + C UjXj+c+2  - C n2UjXjfc  = 0

Esto puede escribirse

C [(j + Xi  + c’ - l)aj  + (j + L')Uj + Uj-2 - f12Uj]X “.i+c  = 0

0 C [(Cj  + cJ2  - n2)aj + ffje2]d+c  = 0 9

Así tenemos {(j + 4’ - f12’u.  + a.-J J ,z= 0 (3)

Colocando j= 0 en (3) y notando que am2  = 0 mientras que a,  # 0, esto se
+-:h,  reduce a
*<  y>

I (c2  - n2)ao  = 0 0 c2  - n2  = 0 *

% lo cual produce las raíces indiciales requeridas c = i; n. Consideremos dos
c a s o s ,  c=n,  ny0 y  c’=  -n ,  n>O.

. .
Cuso 1, c = n, n 20. En este caso (3) llegar a ser

,j(2n  + j)Uj  + Uj-2 = 0 esto es, uj =
-a-  2

4.1+&‘:  I .i(2fz  + .i)i
(4)

. Colocando j= 1, (4),muestra  que a, 2 0 puesto que a-,  = 0. Además, (4) tam-
bién muestra que a3 = 0, a5 = 0, u, = 0,. , o todos los a’s con subíndice impar
son cero. ’

Colocando j = 2, 4, 6,
,g$.=  --ao

2(2n  + 2)’

-a4

a6 = 6(2n  + 6) =

donde la regla de formación
tá así dada por

!’  = c LljXJ+”
r 7

en sucesión produce
-a2 00

u4  = 4(2n + 4) = 2 . 4(2r1  + 2)(2n  + 4)’

-a0
2 . 4. 6(2n  + 2)(2n  + 4)(2rg  + 6)’ ’ . ’

es aparente. La solución con series requerida es-

= aoxn 1 -
1

x-
2(2n  + L2) ’ 2  4(2n  f 2)(2n  + 4 )

X6

-
~

+
. . .

2 . 4 . 6(2n + 2)(2r? + 4)(2n  + 6) 1
la cual también puede

x2
22(n+  1)

escribirse en cualesquiera de las formas

x4 X6

+ - . .
241 .

2(/1 + l)(/l + 2)
261 2.

3(n + l)(H + 2)(n
+

+ 3) .  1
WJ2

0 Y = ([OX”  1 - -1 !(n  + 1)
[

(x/2)”
+ 2!(n + I)(n + 2) T

(x/2p

3!(n + l)(n  + 2)(n  + 3) + ‘.1 (5)
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Al mirar los términos de la última serie notamos que los denominadores con-
tienen factoriales, esto es l!,  2!, 3!,.  También están presentes en estos de-
nominadores n + 1, (n+  l)(n + 2),  (n + l)(n  + 2)(n + 3),  ., los cuales llega-
rían a ser factoriales, esto es (n + l)!, (n + 2)!, (n+3)!,. si multiplicarnos
cada término por B!  Otra cosa que notamos es que los términos de la serie to-
dos contienen x/2,  mientras que el factor multiplicativo en frente involucra
solamente x.  Una solución particular proporcionando estos factoriales e in-
eoduciendo  x/2 en vez de x en el factor se obtiene al escoger

1-__
ao  - yyn!

en cuyo caso (5) se convierte en

(x’2)” i
1 w)* wa4
z - l!(n + l)! + 2!(n  + 2)! -

cm6
3!(n  + 3)!

+ . . . 1
Esta es una solución para n = 0, 1, 2,. , donde definimos O! = 1 de modo que
(6) concuerde con (5) para n = 0.

Para permitir la posibilidad de que n sea cualquier número positivo, po-
demos usar la generalización del factorial llamada la función gamma, la cual
se consideró en la página 266. Esta función está definida por

Como en la página 267, tenemos la fórmula de recurrencia,?  I
l-(n + 1) = d-(n), r-(l) = 1 (8)

Así si n es un entero positivo, digamos 1, 2, 3, , entonces %i,

r(2) = ir(ij  = I!, r(3) = 2r(2) = 2. 11 = 2!

y en general l-(n  + 1) = n!, n =  1,2,3,... (9)

Tenemos el valor especial (vea la página 267) P( 4) = fi (10)

de modo que al usar (8)

r(j)  = fr(f)  = +Ji, r-(j) = f-l-($> = 3. &h, . . .
Para determinar la función gamma para cualquier número positivo, es

suficiente debido a (8) saber sus valores para los números entre 0 y 1. Estos
están disponibles en tablas.

Con este uso de la función gamma para generalizar factoriales podemos
escribir (6) como

(x/2)”  l
[.

w)2 bm4 WV
r(n + 1) - i!r(n + 2) + 2!r(n + 3) - 3!r(n + 4) + "' 1 (11)

la cual es una solución de la ecuación de Bessel para todo n 2 0. Ahora, así
como le damos nombres a personas para que podamos hablar de ellas, así tam-
bién le damos nombres a funciones importantes. Llamamos a (ll) por el nom-
bre J,,(x). Así

J,(x) =
(x/2) (x/2)"f2 (x/2)“+4 (x/2)"'6

r+ + 1) - i!r(n + 2) +'25-(n + 3) - 3!qn  + 4) + - (12)
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Caso 2, c = -n,  n > 0. Para tratar este caso, podíamos regresar al resul-
tado (3)  y obtener de nuevo los coeficientes. Sin embargo, esto no es necesa-
rio puesto que todo lo que tenemos que hacer es remplazar n por - n en (ll)
donde ocurra. Esto nos conduce a

J-,(q = (x/2)-” (s/2)p”+2 (s/2jrn n*3
~_____

r(-n + 1) l!T(-n + 2)
+ .~__~~ _ --(‘(,‘2-Zb  +  .  .

2!l--rz  + 3) 3!lT-n  + 4)
(13)

Una pregunta surge inmediatamente de cómo interpretamos la función gam-
ma para un número negativo. Así, por ejemplo, si n = 4,  los dos primeros de-
nominadores en (13) son r( -3) y r ( - 1 j. La definición (7) no se puede usar
puesto que sólo es aplicable para n > 0 donde la integral converja. Podemos
sin embargo extender el rango de definición para n <O usando (8), esto es,

r(ti + ij  = d-(n) para todo n (14)

Así, por ejemplo, colocando n = - 3 y n = - g en  (14)  encontramos

l-(-Q  = rit) = -24, u-8 -2JX 44%
r(-$)  = 3 = ___j = ~

2 2 1 3
Si colocamos n = 0 en (14),  formalmente tenemos 1= orto)  lo cual nos con-
duce a definir l/ r’(O)  = 0 o r (0) como infinito. En forma similar, si coloca-
mos n = - 1 en (14j,  tenemos r (0)  = - 1 r( - 1) o ljT(  - 1) = 0. El proceso
puede continuarse y encontramos

1 l 1 1--=
r(o) 0, rc-1,=

0 ’ ~ =
r(-2)

0, - = 0 , .
w3)

Usando estas interpretaciones, (13) llega a tener sentido para todo n > 0 y
representa una solución de (1).

Ahora si n es positivo pero no es un entero, la solución (13) no está aco-
tada en x = 0 mientras que (ll) está acotada (y de hecho es cero) en x = 0.
Esto implica que las dos soluciones son linealmente independientes de mo-
do que la solución general de (1) es

2’ = C,J”(X)  + c,J-.(x), n # 0, 1, 2, 3,. . . (161

donde también hemos incluido n # 0 en (16),  puesto que para n = 0, J,,(x)
y J_,,(x)  ambas se reducen a Jo (x), y (16) claramente no da la solución ge-
neral.

Si n es un entero, J,,(x)  y J-,(x) son linealmente dependientes. De
hecho tenemos

J-,(-Y) = (- l)“J,(‘;), n=O,1,2,3 ,... (17)

Por ejemplo si n = 3, (13) se convierte al usar (15)  en

También de (12)  tenemos si n = 3

(18)

(19)

Comparando (18) y (19), vemos que Je3(x)  = - J3(x)  concordando con (17)
para n = 3. En forma similar (17) se puede establecer para todos los enteros n.
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Para obtener una solución que sea linealmente independiente de J,,(x)
en el caso de que n sea un entero, podemos usar el Teorema 3 u 8, páginas
175 ó 186. Encontramos para la solución general

Esta es la solución general independiente de si n es entero o no y así incluye
a (16). Una desventaja de la segunda solución en (20) es que no la tenemos
en forma explícita de modo que no la podemos graficar, etc.

Para obtener una segunda solución en forma explícita, podemos recurrir
al siguiente artificio interesante. Si n no es un entero, sigue del hecho de que
J,,(x)  y J-,(X)  son ambas soluciones de (1) que una solución también está
dada por

cos  nnJ,(x)  - J -n(.Y)
y,(s)  = _____~~ (21)

sen n71
y que esta solución es linealmente independiente de J,,(x). Si por otro lado
n es un entero, (21) asume una forma indeterminada O/O  debido a (17) pues-
t o  q u e  cosn*=  (-  1)“. Así nos lleva a considerar como una posible solu-
ción para n igual a un entero.

Y,(x)  = lím
cos p7TJ,(s)  - L,(x)

P4n sen p7-r
(22)

Este límite se puede.encontrar usando la regla de L’Hopital  como en cálculo
y produce una solución, cuyos detalles se dejan para el Ejercicio 6C. Llama-
mos a esta solución, la cual es linealmente independiente de J,(x) sea o no
sea n un entero, la función de Bessel de segunda clase de orden n, reservan-
do el nombre de función de Bessel de primera clase de orden n para J,,(x).*
Usando esto podemos así escribir la solución general de (1) para todo n como

J’ =  d,(x)  +  BY,(x) (23)

Intentemos ahora obtener alguna familiaridad con estas funciones de
Bessel. Podemos empezar con el caso más simple donde n = 0. La función de
Bessel de primera clase en este caso está dada por

Jo(x)  = 1 - g + & - x6-  +
224262 (24)

Ahora podemos hacer con (24) tanto como con ex. Por ejemplo, después de
cálculos laboriosos podemos tabular los resultados:

J,(O) = 1. J,,(l)  = 0,77,5,(2) = -0,22,5,(j)  = -0,26,J,(4) = - 0,40

Podemos graficar J,(X) para x 2 0 y obtener lo que se muestra en la Fi-
gura 7.3. El gráfico para x < 0 se obtiene  fácilmente puesto que es simétrico al
eje y.

*Esta función Y,(x)  también se llama la función de Neumann en nombre del matemático
quien investigó sus propiedades.
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x

-0.6: Figura 7.3

ficos
Se verá que el gráfico es de carácter oscilatorio, asemejándose a los grá-

de las vibraciones con amortiguamiento del Capítulo cinco. El gráfico
también revela que hay raíces de la ecuación J,(x)  = 0, llamadas ceros de
Jo(x),  obtenidos como los puntos de intersección del gráfico con el eje x. La
investigación revela que hay infinitas raíces las cuales todas son reales y
positivas.

En una manera similar para J, (x) tenemos

J,(x)  = -; + g - .‘íj
22426  + ’

cuyo gráfico también se muestra en la Figura 7.3. Se debería notar que las
raíces de J,(x) F 0 están entre aquellas de J,(x)  = 0.

Los gráficos de J,(x) para otros valores de n son similares a aquellos
en la Figura 7.3. Es posible mostrar que las raíces de J,,(x) = 0 son todas
reales, y que entre cualesquiera dos raíces positivas sucesivas de J,,(x) = 0
hay una y solamente una raíz de Jn+, (x) = 0. Esto se ilustra en la Tabla 7.1
en la cual hemos listado para propósitos de referencia los primeros ceros po-
sitivos de J,(x), J,(x), Jz(x), J,(x).

Tabla 7.1 Ceros positivos de algunas funciones de Bessel

Ceros de 1 2 3 4 5

Jd.4 2,4048 5.5201 8,6537 Il.7915 14.9309

J,(x)  3,8317 7,0156 10.1735 13,3237  16,4706

J,W 5,1356 8,4172 11.6198 14,796O  17,9598

Jd.4  6,3802 9,761O 13.0152 16,2235 19,4094

J,,
Es de interés que si tomamos las diferencias entre ceros sucesivos de

(n) obtenemos 3,1153,  3,1336, 3,1378, 3,1394,. , sugiriendo conjeturala que
estas diferencias tienden a r = 3,14.  Una observación similar sobre las di-
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ferencias  de ceros sucesivos de JI(x), Jz(x), también nos lleva a tal con-
jetura. La conjetura realmente puede probarse (vea el Ejercicio SC), y puesto
que los ceros sucesivos de sen x ó cos  x difieren en K,  la descripción aproxi-
mada de la función de Bessel J,,(x) como una “onda seno amortiguada” es-
tá más confirmada.

Las características de onda de las funciones de Bessel se parecen mucho
a las ondas de agua las cuales podrían generarse por ejemplo al soltar una
piedra en el medio de un gran pozo de agua. Las ondas de agua así generadas
se asemejarían a una superficie de revolución generada al girar las curvas de
la Figura 7.3 alrededor del eje y. Resulta ciertamente que en la teoría de hi-
drodinámica tales  ondas teniendo las formas de funciones de Bessel sí ocu-
rren.

De la misma manera las funciones de Bessel de segunda clase Yo(x),
Y, (x) se muestran en la Figura 7.4. Note que éstas no están acotadas cuan-
do x-0 como se había indicado antes.

Al colocar R = f y n = - $ en (ll), encontramos

(.Y/2)“2 (x/2)5  2
J,,,W  = -ft  - ~~

+ (s;:2)9'2--_..
1 !I-(+) 2 ! I-(S)

(26)

(27)

lo cual muestra que J,,,(x), Jm1,2(x) son de hecho funciones elementales
obtenidas en términos de sen x y cos  x. Es interesante notar que las diferen-
cias entre ceros sucesivos son exactamente iguales a 7.

Y

1.0

0.8 *

0.6

0.4

0.2
0 '.

-0.2

-0.4 ;

-0.6 :

-0.8 7

- 1 . 0  1

Figura 7.4

344 Capíido siete



Hay muchas identidades que relacionan las funciones de Bessel. Alg=u-
nas importantes son las siguientes:

2.
211

J,, ,(.YJ  = ~-  J,,(.Y)  - J,,- l(sl
.Y (29)

*
Esto es una fórmula de recurrencia, la cual permite obtener J,,+,  (x) a par-
tir de J,(x)  y J,..  1 (x).

Esta a menudo se llama la función generatriz para las funciones de Bessel.
Otras propiedades interesantes e importantes y aplicaciones de las funcio-
nes de Bessel se dan en los ejercicios y en capítulos posteriores.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Pruebe la fórmula de recurrencia (29) para el caso donde n es un entero.

Solución Para obtener varias propiedades de J,(x) para n entero, con fre-
cuencia se emplea la función generatriz (30). En este caso si diferenciamos
ambos lados de (30) con respecto a t, manteniendo x constante, encontramos,
omitiendo los límites de la sumatoria por brevedad,

[(b’ 2)“k’  “1 [; (, + $1 = c nJ,(.Y)t”-’

Usando (30) en el primer factor a la izquierda de (31), obtenemos

1 Jn(.Y)Y = 1 nJ,(x)f”-  1

0

esto es,

1; J,,(s)r”  + 1; J,(x)rZ  = c nJ,(x)t”-  l

1 ; J,,(.Y)f”  + 1 ; J ,,+2(‘()Y = c (11 + l)J,+ *(s)t”

de modo que 1 ; [Jn(r)  + J,,. 2(.Y)]t’2 = 2 (11  + l)J,+ *(‘íY

Puesto que los coeficientes correspondientes de tn a ambos lados deben ser
iguales, tenemos

; [JA‘()  + J,,+zQ)]  .= (n + l)J,+  l(X)

lo cual produce el resultado (29) al remplazar n por n - 1. Esta técnica es con
frecuencia útil para obtener resultados válidos para valores enteros de n. Una
vez tengamos tales  resultados estamos en capacidad de mostrar que estos
también son válidos para otros valores de n usando la serie (12) directamen-
te. Este es el caso de (29), el cual en efecto se cumple para todo n (vea el Ejer-
cicio lOA).
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EJERCICIOS A

1. Muestre que

2. Muestre que (a) J;,(.x)  = -J,(.Y).  (1~)  7:;  [sJ,(x)]  = xJ,,(x).

3. Resuelva la ecuación de Bessel xzy ” + xy ’ + (x2  - +)y = 0 directamente usando el
método de Frobenius. *

4 .  M u e s t r e  q u e  ( a )  J ,(x)  =  -J,(n),  J-~,(x)  =  J2(x)  y ,  e n  g e n e r a l ,  Jet, =
(-  IPJ,  (x1. (b)  J, (- x) = (- lPJ,(x),  donde n es un entero.

5. Escriba la solución general de (a)  xJy”+xy’+(x2  -9)y=O.  (b) x~y”+xy’f
(x” - S)y  = 0.

6. Muestre que (a) J,  2(.x)  = cos s (b)  L, Jx)  = - + --~
s

7. Muestre que si x se remplaza por XX, donde x es una constante, entonces la ecua-
ción de Bessel se convierte en

x2y”  + ‘J’  + (i’x2  - P12)J  = 0

6. Use el Ejercicio 7 para resolver

(a) s’f  + JJ. + (3.x’ - 4)~.  = 0. (b) 4x2!,”  + 4‘0.’  + (2s’  - 1)~. = 0.

9.  M u e s t r e  q u e  1;  2(.~~  =  -J-2 cos .v.

10. Pruebe que (29) se cumple para todo n.

EJERCICIOS 6

1. Encuentre la solución de xzy  ” + xy ’ + (4x2 - l)y = 0, la cual está acotada en x = 0
y satisface la condición y(2) = 5.

2. Derive los resultados (a) ik [.x”J,(s)] = x”J”  ,(s).  (b) ii [x- “J,(x)] = -.Y-“J,,+  1(.x),

3. Muestre que

ta) J;(X)  = +[J.-  ,(x)  - J,,+,(s)]. (b)  J;(x)  = $[J”~&)  - ZJ,(z)  + J,+2(.~)].

4. Muestre que (a) J.YJ”-  ,(.  ) 1.Y i Y = s”Jl,(.x)  + c.  (b) s ‘-,i(“i  tls = -y + C.

5. Evalúe (a) [.~J,,(x)dx.  (b) [.Y~J,(x)&  (c) j.~-~J~(\-)h.  (d) j-y1 ‘J,  ,(.Y)~/.Y.

6 .  E v a l ú e  Jx”  J,(x)&.  [ S u g e r e n c i a :  U s e  e l  E j e r c i c i o  5 ( a )  e  i n t e g r a c i ó n  p o r
partes. J

7. Muestre que si m y n son enteros entonces J-xmJn(x)&  puede evaluarse en
forma cerrada si m + n es impar y en términos de J”  Jo(x)&  (la  cual  no puede
ser integrada en forma cerrada) si m + n es par. Ilustre trabajando
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8. Muestre que

(a) ,;‘,  [J;(z)]  = I,,  [Ji-  ,(z) - J;-  )(.Y)]. (b)  ,;‘,  [.~J,,(\-LJ,,.  I(\.)]  = x[J;(s)  - Ji+  ,(.Y)].

9. Demuestre gráficamente que las diferencias de ceros sucesivos de ~~~~  (X)  tien.
den  a K. (Sugerencia: Use el Ejercicio 6(a)A, y el hecho de que las interseccio-
nes de los gráficos de y = x y y = tan x dan los ceros.)

10. Pruebe q u e  SX~J~(X)~X=X~J,(~C)+(IZ-~)X~-~J~(~)-(~-~)~~X~-;!J~(X)~~

y así encuentre J‘xSJ,(x)dx.

EJERCICIOS C

1. Derive la función generatriz (30), página 345. [Sugerencia: Escriba e” ““-  ’ ‘] =
Y(~’  “. Yo * ” y luego use la expansión en serie para eu .]

2. Pruebe que entre cualquier par de ceros consecutivos de J,  (x) hay uno y solamen-
te un cero de J, (x). [Sugerencia: Use el Ejercicio 2(a)A  y el Teorema de Rolle
del cálculo elemental,el cual establece que entre cualquier par de ceros reales con-
secutivos de una función diferenciable f(x) hay al menos un cero de la derivada
f’(x).1

3. Generalice el Ejercicio 2 a los ceros de Jn  (x) y J,,,  (x). [Sugerencia: Use el
Ejercicio 2(a)B  y el Teorema de Bolle.]

4. Muestre que mediante el cambio de variable dependiente de y a v dado por y =
x- */s  u la ecuación diferencial de Bessel se convierte en

41’ - 1
1.”  +

i\
] ~ .4\2-.  ” = ()

1

Use el resultado para resolver la ecuación de Bessel para el caso de n = f.

5. Muestre que para valores grandes de x las soluciones de la ecuación de Bessel tie-
nen la forma

l’, sen .Y  + (‘2  cos  .Y

,ix

Explique cómo esto se puede usar para demostrar que las diferencias de ceros su-
cesivos de J,(x)  tienden a H [Sugerencia: Use el Ejercicio 4.1

6. Encuentre el límite expresado en (22), página 342, para el caso n = 0. Compare el
resultado obtenido en el Ejercicio lC, Ejemplo rfustrativo  6 (Caso A), página 335,
donde la misma ecuación diferencial se resolvió de otra manera.

7. Una ecuación diferencial que surge en varios problemas de ingeniería eléctrica es
xy ” + y ’ - ixy  = 0, donde i = V - 1 es la unidad imaginaria. (a) Muestre que una so-
lución acotada en x=  0 está dada por JO(i’ 3’2 x). (b) Las partes real e imagina-
ria de J, (jJ/P x) son conocidas por Ber(x)  y Bei(  Muestre que

I x4’ I
Bu(.Y)  = 1 + x (~ 1 )j i242

,= 1 (4$
&,j(.y)  = 2 , ~ 1)‘~  ‘ _I.“iif-  -

,= 1 ~24-. (4,  - 2)’

8. Muestre que la solución general de y ” + xy = 0 a menudo llamada la ecuación de
Airy es

)’ = ./jy”“J  ,,., ($.y”‘) + B\-‘/-‘J_  ,;Jy;‘)

9. Muestre que la solución general de xy ” +y  = 0 es y = A \/jcJ,  (2 fi)  + B \/ñy,
(2 VT).
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Compare con la solución encontrada en el Ejercicio lC, Ejemplo ilustrativo 6 (Ca-
so B), página 336.

10. En un problema sobre órbitas planetarias Bessel llegó a la función de x definida
por la integral

I‘  = L
s

**
271 0

cos  (UO - .Y  sen WI

Muestre que para n = 0 tenemos y =J,  (r).  (Sugerencia: Use la serie de Mac-
laurin para cos u donde u = x sen ti  y luego integre térpino  a término.)

11.  Sin usar el método indicado en la sugerencia del Ejercicio 10, muestre que para
n = 0 la función definida por la integral es una solución de la ecuación diferencial
de Bessel de orden cero, esto es,

sf’  + )”  + xy =  0

12.  La integral dada en el Ejercicio 10 en el caso donde n es un entero no negativo es
igual a J,(n). iPuede  usted probar esto?

3.2 ECUACION DIFERENCIAL DE LEGENDRE

La ecuación
(1 - x2)4”’  - 2x2” + n(il + 1)y =  0 (32)

es conocida como la ecuación de Legendre de orden n.* Se ve que x = 0 es un
punto ordinario de la ecuación, de modo que podemos obtener soluciones de
la forma

y = c UiXj (33)

Podríamos también usar una solución de tipo Frobenius pero resultaría con
c = 0, lo cual es equivalente a (33). Puesto que x = i. 1 son puntos singulares
de (32),  la serie (33) que se obtiene debería al menos convergir en el intervalo
- l < x < l .

Sustituyendo (33) en (32) tenemos

C j(j - l)aj,j-  2 - C j(j - l)ajxi - C 2jujxi + 2 n(n + l)ujxi  =  0

esto es, C [<j  + W + ll"j+2 - j(j - l)Uj  - 2jUj  + n(n + l)Uj]xj  = 0

0 C {ti + 2Kj + lJ"j+2 + [n(fl  + 1) - j(j + I)]aJxj  =  0

así que ti + 2)t.j  + llaj+2 + [Yl(tl + 1) - j(j + l>]Uj = 0 (34)

Colocando j= - 2 en (34) muestra que a, es arbitraria. Colocando j = - 1 en
(34) muestra que a, es arbitraria. Así podemos esperar en obtener dos cons-
tantes arbitrarias y por tanto la solución general.

De (34) ai+z  -= [fe  +  1) - j(j +  ll]~
(j + 2)(j + 1) ‘j

Colocando j = 0, 1,2,3,.  en sucesión encontramos

*Ver el segundo pie de página en la página 338
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n(n + 1) [rf(n  + 1) - 1 21
Q2 = ------Ll  07

2!
u3 = --a

3! 1,

a
[n(n + 1) - 2.31 n(n + l)[n(r? + 1) - 2 314 =

4 . 3
cl2  = ~

4! UO>

1 + 1) -
fl5

[n(n + 1) - 3 41 [n(n + 1) - 2][n(n 3.41
= - a3 Zr-

5 . 4 5!
01, etc.

Entonces (33) se convierte en

y=“o  1 -q!+ +

i

n(n+1)rn(n+1)-2.3ix”-...
4! 1

+a  x-[n(~+w4
1 i 3!

x3 + LO  + 1) - 1 2x+  + 1) - 3 .41 X5  _ . .
5!

(35)

Si n no es un entero, estas dos series convergen para - 1~ x < 1, pero se pue-
de mostrar que ellas divergen para x = f 1. Si n es un entero positivo o cero,
una de estas series se termina, esto es, es un polinomio, mientras que la otra
serie converge para - 1~ x < 1 pero diverge para x = + 1.

Encontremos solamente las soluciones polinómicas. Para n = 0, 1, 2, 3,. ,
obtenemos

1, x, 1 - 3x2,  . x - 5x33 -

los cuales son polinomios de grado 0, 1,2,3,.  Es conveniente multiplicar  ca-
da uno de estos por una constante elegida para que el polinomio resultante
tenga el valor de 1 cuando x = 1. Los polinomios resultantes son llamados po-
linomios de Legendre y se denotan por P,, (x). Algunos de los primeros están
dados por

P,(x)  = 1, Pi(X)  = x, P2(x) = 3(3x2 - l), P3(x)  = 4(5x-?  - 3x),

P‘&) =  8(35x” - 30x2  +  3), P,(x) = i(63x5  - 70x3  + 15x)

Para cualquier polinomio de Legendre tenemos
P,( - x) = (- 1 )“P,(x), P,(l)  = 1, P,(-1) = (-1)”

Debería notarse que los polinomios de Legendre son las únicas solucio-
nes de la ecuación de Legendre las cuales están acotadas en el intervalo - 15
x I 1, puesto que las series que producen todas las otras soluciones divergen
para x= kl.

Puesto que sabemos que P,,(x) es una solución de la ecuación de Legen-
dre, podemos usar los Teoremas 3 u 8, páginas 175 o 186, para encontrar la so-
lución general. Encontramos

Y = APnW + BPn(x)  J- (x2  _ ;[p,ix),*

Esta segunda solución está relacionada con la serie en (35). Si denotamos la
segunda solución por Qn(x),  la solución general se puede escribir

y = M,(x)  + BQ,(x) (37)
Estas funciones son a menudo conocidas colectivamente como funciones de
Legendre.
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Algunos resultados importantes que involucran polinomios de Legendre
son los siguientes:

1. xP,(x)  - $ P,- l(X) (38)

Esto es una fórmula de recurrencia para los polinomios de Legendre.

2. P,(x)  = 1- (x2
2%  ! hyn

- 1 ) (39)

Esta es conocida como la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Legen-
dre.

3.
1

-. = .zo P,(x)t”
vf 1zi+

(40)

Esta se llama la función generatriz para los polinomios de Legendre.
Si hacemos la definición P,(x) = 0 para n = - 1, - 2,. , (40)  se puede

escribir en la forma conveniente
1

JI - 2tx + t2
= c P,(x)t”

donde la sumatoria se toma de n = - m a 03 .
Otras interesantes e importantes propiedades y aplicaciones de los poli-

nomios de Legendre se dan en los ejercicios y capítulos posteriores.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Pruebe la fórmula de recurrencia (38) de los polinomios de Legendre.

Solución Diferenciando ambos lados de la función generatriz (41) con res-
pecto a t, manteniendo x constante, tenemos

x-t

(1 - 2tx + ty
= C nP,(x)t”  - 1

Multiplicando ambos lados por (1 - 2tx + tZ ) y usando (41) da

(X - t) C P,(x)t”  = (1 - 2tx + t2)  1 nP,(x)t”-’

0 1 xP,(x)t” - c P,(x)t”+ 1 = 1 nP,(x)Yl  - C 2nxP,(x)t”  + 1 nP,(x)t”+’

esto es,

C [xPn(x) - p,- l(x)]t” = 1 [<n + l)P,+  1(x) - hxP,(x) + (n - l)P,- l(x)]t”

Igualando los correspondientes coeficientes de ,tn da

xp,(x) - P,-,(x)  = (n + l)P,+,(x) - 2nxP,(x)  + (n - l)P,,-,(x)

lo cual conduce a los resultados requeridos (38).

3.3 OTRAS FUNCIONES ESPECIALES

Las soluciones con series de las ecuaciones diferenciales proporcionan
una fuente significante de funciones especiales, algunas de las cuales tienen
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importantes aplicaciones y están asociadas con matemáticos particulares quie-
nes las estudiaron. Los siguientes son tres ejemplos.

(a) Ecuación diferencial de Hermite: y ” - 2xy’ + 2ny = 0.

Esta ecuación tiene soluciones llamadas polinomios de Hermite para el
caso n = 0, 1, 2,. Estos polinomios denotados por H, (3~)  tienen muchas
propiedades importantes análogas a las funciones de Bessel y los polinomios
de Legendre. Esta analogía se demuestra por los siguientes resultados, los
cuales el estudiante podría comparar con los resultados en la página 345 y
350.

1. H,, l(x) = 2xH,(x)  - 2nH,-  1(x) (fórmula de recurrencia)

2. H,(x) = (- l)“exz  & (emx2) (fórmula de Rodrigues)

(función generatriz)

Algunos de los primeros polinomios de Hermite son

H,(x)  = 1, H,(x) = 2x, H*(x)  = 4x2  - 2, H3(x) = 8x3 - 12x

(b) Ecuación diferencial de Laguerre: xy ” + (1 - x)y ’ + ny = 0.

Esta ecuación tiene soluciones llamadas poliriomios  de Laguer’re  denota-
dos por L, (3~)  deben n = 0, 1, 2,. Estos tienen las propiedades

1. L,+l(~)  = (2n + 1 - x)&,(x) - n2L,-,(x) (fórmula de recurrencia)

2. L,(x) = ex  & (x”ewx) (fórmula de Rodrigues)

3.
,-xt/(l  -t)

l - t
= $ y (fórmula generatriz)

Algunos de los primeros polinomios de Laguerre son
Ll(x)  = 1, L,(x) = -x + 1, L2(x) = x2 - 4x + 2,

L3(x) = -x3 + 9x2  - 18x + 6

(c) Ecuación diferencial de Gauus: x(1  - x)y ” + [ Y - (cu  + p + 1)x] y ’ -
-c-xpyEo.  ~~

Esta ecuación en la cual (Y,  8, Y son constantes dadas se llama tam-
bién la ecuación diferencial hipergeométrica y sus soluciones se llaman fun-
ciones hipergeométricas a menudo denotadas por F(cx, 8, Y; x).  Una solución
con series está dada por

y = 1 ; a . P x + da + l)B(B + 1) x2  + . . .
1 ‘“J 1 . 2 :‘(>j  + 1)

(42)

EJERCICIOS A

1. Verifique que los primeros polinomios de Legendre dados en la página 349  son solu-
ciones de sus correspondientes ecuaciones diferenciales.
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2. Encuentre una solución de (l-  12 )y”  - 2xy’  + 6y = 0, la cual está acotada por
- 15  x 5 1 y satisface la condición y( 1) = 10.

3. Encuentre algunos de los primeros polinomios de Legendre usando (a) la fórmula de
recurrencia (38), página 350, con P,,(x) = 1, P,(x) = x. (b) La fórmula de Rodri-
gues (39), página 350.

4. Encuentre la segunda solución (esto es, la solución no polinómica) de la ecuación
de Legendre para los casos (a) n = 0, (b) n = 1, y luego escriba la solución general.

5. Verifique que las segundas soluciones encontradas en el Ejercicio 4 son no acota-
das para x = f 1.

6. Derive el resultado (36), página 349.

EJERCICIOS B

1. Encuentre una solución de (1~ .x2 )y” - 2xy’  + 2y = 0 en el intervalo - ; 3 x 5 $ tal
que y(0)  = 3, y ‘(0) = 4.

2. Muestre que (211  + 1 )P,,(x)  = PI,,  ,(z)  - P:,- ,(x) tal que î
(y)  - p,,-  IC\.)

P,,(\-)d.x  = ry,,  -tl + c.

3. Obtenga algunos de los primeros polinomios de Legendre usando la función genera-
triz (40), página 350.

4. Muestre que (a) Pi,_ ,(YJ  - P:,(s)  = (n + l)P,,(u).  (b) xPn(s)  - P:,m,(s) = rzP,,(x).

5. Muestre que i
0 ’

csc ~ = 2 P,(cos II),  0 < 0 < 7I.
b=”

6. Derive la función generatriz (40), página 350.

7. Derive la fórmula de Rodrigues (39), página 350
1 .3...(2n-l)

8. Muestre que (a) Pz,l+  ,(O)  = 0. (b) Pz,,(0)  = (-  1)” 24.  2n

EJERCICIOS C

1. Use la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite en la página 351 para
obtener H,(X), H,(x), H,(n), H3 (x),  y verifique que ellos satisfacen sus corres-
pondientes ecuaciones diferenciales.

2. Encuentre algunos de los primeros polinomios de Hermite usando la función gene-
ratriz en la página 351.

3. Derive la fórmula de recurrencia en página 351 para los polinomios de Hermite, y
muestre cómo los polinomios se pueden obtener por medio de ella.

4. Obtenga algunos de los primeros polinomios de Laguerre y verifique que ellos sa-
tisfacen sus correspondientes ecuaciones diferenciales.

5. Escriba las soluciones generales de (a) la ecuación de Hermite (b) la ecuación de
Laguerre.

6. Obtenga una solución de x(1 - x)y  ” + (1 - 3x)y’  -y = 0 reconociéndola como un caso
especial de la ecuación diferencial hipergeométrica. iPuede  usted encontrar la so-
lución general?

7. Muestre que (42) es una solución de la ecuación diferencial de Gauss.
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1 Funciones ortogonales

1.1 FUNCIONES COMO VECTORES

El estudiante recordará de Ia geometría analítica y el cálculo que un vec-
tor en un espacio tridimensional se puede denotar por

/-i  = A,i + Az,j  + ,4,ht (1)

donde T, j,  k,  son vectores unitarios en la dirección positiva de los ejes x, y,
z, de un sistema de coordenadas rectangulares (ver Figura 8.1). Puesto que
el vector (1) se conoce cuando se conocen los coeficientes Al,  A,, A3  y re-
cíprocamente, bien podríamos representar el vector A por la terna ordenada
(A,,  A,, As).  Esto es simplemente un conjunto de tres números reales los
cuales llamaremos componentes del vector* en las direcciones de x, y y z
respectivamente. S+imilarmente  si tenemos un vector en el plano xy podemos
representarlo por A = A 1 E+ A2j  o simplemente por el par ordenado (A 1, A,  ).

k

1

A3

Figura 8.1

Ahora los matemáticos gustan generalizar y de tales  generalizaciones
ellos a menudo pueden llegar a interesantes e importantes resultados. En el
caso de un vector por ejemplo un matemático podría fácilmente ser llevado
a hacer la siguiente

Pfiegunta.  Puesto que un vector tri-dimensional puede representarse
por una terna ordenada de tres números reales, ¿por  qué no representar un
vector n-dimensional por una n-tupla de números reales dados por (4 1, A,,
‘> A,)?  La pregunta de si un vector n-dimensional no tiene significado fí-
sico para n > 3 no es, estrictamente hablando, de interés desde un punto de
vista matemático. Hay sin embargo casos donde la interpretación física se

*En tal caso los vectores A,;,  AZ:, A,k  se llaman los uectores  componentes en las direc-
ciones x,  y, z.  Debido a que (A,, A,, A,) representa el punto terminal del vector A,  algunos
autores prefieren llamar A 1,  A,, A,  las coordenadas del vector.

354 Capítulo ocho



Y

3’

2.

, I.

- 1

- 2  I’”

- 3 i
i

2

1

Vector f(x),  x = 1,2,3,4,5

Figura 8.2

puede dar a vectores en más de tres dimensiones, tal como por ejemplo la teo-
ría de la relatividad de Einstein, de acuerdo a la cual vivimos en un univer-
so cuadra-dimensional compuesto por el acostumbrado espacio de tres coor-
denadas  x ,  y, z y el tiempo t. Un vector  en ta l  espacio se  podría  e n t o n c e s
denotar por (x, y, z, t ).

Aunque no hay modo de representar vectores físicamente como en la Fi-
gura 8.1 para n > 3, hay un modo de representarlos gráficamente. Para ver
esto, suponga por ejemplo un vector A cinco-dimensional cuyos componentes
están dados por 2, - 3, 1, - 2, - 1. Podemos representar estas componentes
por las ordenadas de y en la Figura 8.2 correspondientes a x = 1, 2, 3, 4, 5,
respectivamente. Podemos llamar el valor de y correspondiente a x = 1 la pri-
mera componente o componente en la “dirección x1 “, el valor de  y correspon-
diente a x = 2 la segunda componente o componente en la “dirección x1 “,
etc. Por tanto la cuarta componente o componente en la “dirección xq”, es
- 2. Vemos que si y es la componente correspondiente a x entonces y es una

función de x de modo que, correspondiendo a la Figura 8.2, podemos escribir
y = f(x), donde x = 1, 2, 3, 4, 5.

No se necesita tener mucha imaginación ahora para que podamos pensar
en un vector como una función y, recíprocamente,  en una función como un
vector.* En la Figura 8.3, por ejemplo, en la cual se muestra el gráfico de
y = f(x) para a 5 x 5 b, podemos pensar de f(c) donde c es algún valor entre
a y b que representa la componente del vector f(x) en la “dirección x,“.

Si tenemos un vector tal como el que se muestra en la Figura 8.2 en la
cual hay un número finito de componentes, hablamos de esto como de un vec-
tor finito dimensional. Extendiendo la Figura 8.2 para incluir componentes
para x = 6, 7,. , tendríamos un vector con infinitamente muchos componen-
tes; pero puesto que estos se pueden contar (esto es, 1, 2,. .),  hablaríamos

*Asumiremos a menos que se establezca otra cosa que las funciones consideradas son reales.
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Figura 8.3

de esto como un vector infinito dimensional contable. El vector de la Figura
8.3, por otro lado, el cual tiene infinitamente muchos componentes los cuales
no se pueden contar, se habla de un vector infinito dimensional no contable.*

1.2 ORTOGONALIDAD

Puesto que el estudiante ya conoce muchos resultados que involucran
vectores tales  como (1) en tres dimensiones, es natural buscar generalizacio-
nes de estos resultados a dimensiones superiores. Si bien muchas de estas
generalizaciones son posibles, algunas de las cuales se dan en los ejercicios,
nos concentraremos en solamente dos.

La primera generalización la cual exploraremos es la de la perpendicula-
ridad, o como a menudo la llamamos la ortogonalidad, de vectores. En el caso
de tres dimensiones el estudiante recordará que si tenemos dos vectores

ii = A,i + A,,j + A&, 8 = B,i + Bzj + BJ

entonces su producto escalar o interno, denotado por (A, B)  ó A.  6 está da-
do por

A B =  (2,  8) =  A,B, +  A2B,  + A,B, (2)

El estudiante también recordará que los vectores A y 6 son ortogonales si su
producto escalar o interno es cero. Recíprocamente, si este-producto es cero,
los vectores son ortogonales. Podemos por tanto decir que A y B son ortogo-
nales si y sólo si su producto escalar

A,B,  + A,B,  + A,B,  =  0 (3)

Ahora es fácil generalizar (2) al caso donde Á y B tiene cada uno n componen-
tes, puesto que es natural hacer la siguiente .̂_lr  _<.. ._

Definición 1. El producto escalar de ;Á y k = A.g = (Á, fi) =
_.-- ‘-.  . .__ __._, _<  ..-  -...

Correspondiendo a (3) tenemos así el enunciado

*El hecho de que las componentes en este caso no se pueden contar se prueba en cálculo
avanzado. Ver (261  , por ejemplo.
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A y B son ortogonales si y sólo si 3 A,B,  =  0
j=  1

(5)

Aunque (4) y (5) se cumplen para vectores finito dimensionales A y B de la
misma dimensión n, es fácil extenderlas a vectores infinito dimensional con-
tables simplemente tomando n como infinito. En tal caso, sin embargo, se de-
be tener cuidado para examinar la convergencia de la resultante serie infinita.

Un poco más de razonamiento se requiere para llegar a una generaliza-
ción de vectores infinito dimensionales no contables. Si nos dan dos vecto-
res, digamos f(x.) y g(T) donde a 5 x 5 b,  podríamos ser llevados por analogía
con (4) a definir el producto escalar de f y g como Cf(x)g(x) donde la suma
se extiende sobre todos los valores de x en el intervalo a 5 x 5 b donde b > a.

Sin embargo, tal definición es insatisfactoria debido a que aún en el caso sim-
ple donde f(x) > 0, g(x) > 0, la suma no existiera. Una manera de salir de la
dificultad es a través de nuestra experiencia con el cálculo integral donde las
integrales resultan de los límites de sumas. Esta idea sugiere que adoptemos
la siguiente definición para el producto escalar de f y g:

Definición 2. El producto escalar de :f y g= (f,g)= l f(x)g(x)dx (6)

Note que en (6) hemos evitado la notación de punto f-g para el produc-
to escalar sugerido por Á.  B puesto que esto podría confundirse con la mul-
tiplicación de f y g. Correspondiendo a (5) tendríamos entonces el siguiente
enunciado

Las funciones f y g son ortogonales en a 5 x 5 b si y sólo si

(f, g) = [ f(.Y)lJ(.Y)Ll.Y  = 0

Como una ilustración de estas ideas, consideremos el siguiente

(7)

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Sea f(x) = 2x, g(x) = 2 + cx para 0 5 x 5 1. Encuentre el valor de la cons-
tante c para que las dos funciones sean ortogonales en el intervalo.

Solución El producto escalar de f y g está dado por

(1’. .il) = ,(1:  (3.s)(3  + cYJt1.Y  = 3 + gc

Entonces las funciones son ortogonales en el intervalo 0 5 x 5. 1 cuando el
producto escalar sea cero, esto es 3 + jc  = 0 ó c = -4. Las funclones  en este
casosonf(x)=2x,g(x)=3-zx.

1.3 LONGITUD 0 NORMA DE UN VECTOR. ORTONORMALIDAD

La segunda generalización que buscaremos es la de longitud de un vec-
tor la cual en espacios de dimensión mayor que tres con frecuencia se refie-
re como la norma. La longitud del vector (1) se puede escribir como

/.,=,Tz=,A~+A;+A: (8)
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un hecho que puede conjeturarse directamente de la Figura 8.1 usando el Teo-
rema de Pitágoras. Por una extensión natural de esto tenemos la siguiente

Definición 3. La longitud o norma de un vector n-dimensional  esta dada
por -,-~-r--~~---

1, =  \‘AT +  A, +  “. +  A,5 (9)

Si n es infinito contable esto corresponde a la raíz cuadrada de una serie in-
finita.

Similarmente,  usando (6) podemos escribir  la siguiente definición para
la norma N, de f(x) donde a 5 x _I  b.

Definición 4. La norma de .f’ = N,  = X’cTi, = (10)

En tres dimensiones un vector-unitario es un vector cuya longitud es
igual a uno. Si nos dan un vector A,_entonces  podemos encontrar un vector
unitario ü en la misma dirección de A dividiendo A por la longitud de A, es-
to es, por 1,. El proceso de encontrar este vector unitario con frecuencia se
llama normalización, y ü se llama un vector normalizado.

Ejemplo 1. Si Á= 31-2i+5k,  entonces  1, = v/(3)’ +  ( -  2)2  +  (5)~  = ~73

así que

De la misma manera, vectores unitarios o normalizados en dimensiones ma-
yores se pueden obtener al dividir los vectores por sus normas.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

(a) Encuentre las normas de las funciones (vectores) f y g en el Ejemplo
ilustrativo 1, página 357, y (b) obtenga las correspondientes funciones nor-
malizadas.

Solución (a) Los cuadrados de las normas de f y g están dadas, respecti-
vamente, por

N.: = U’..f’, = Jo’  (2~)~ d‘í = 4, N; = (g, g) = Jo’  (3 - e-y>2  dx  = ;

A’, = & N, = 3

(b) Las funciones normalizadas correspondientes a f y g están dadas por

En el caso de que dos vectores o funciones sean ortogonales y adicional-
mente estén normalizadas,  con frecuencia decimos que ellas son funciones
0 vectores ortonormales.

Ejemplo  2. Las funciones $1  (x) y @2  (x) del  Ejemplo i lustrativo 2 están
normalizadas y también son ortogonales en el intervalo de modo que son or-
tonormales.
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En el caso de que tengamos un conjunto de funciones, digamos ti,(x),
42  ( x ) ,  ,  e n  a l g ú n  i n t e r v a l o  a 5 x 5 b  l a s  c u a l e s  e s t á n  n o r m a l i z a d a s  JJ  tales
que cualquier par, digamos 4, (x) y c#J~(x),  son ortogonales, podemos decir
que el conjunto es un conjunto mutuamente ortogonal y normalizado, o bre..
vemente  u n  c o n j u n t o  o r t o n o r m a l .  E n  t a l  c a s o  t e n e m o s.izk

j = k (11)

Observación. El espacio infinito dimensional no contable consistente
de todas las funciones (vectores) f(x), a 5 x 5 b, las cuales tienen norma (lon-
gitud) finita con frecuencia se llama espacio de Hilbert en nombre del mate-
mático quien investigó las propiedades de tales  funciones.

EJERCICIOS A

1. Grafique los siguientes vectores (funciones) y diga si son vectores dimensional-
mente finitos, contablemente infinitos, o infinitos no contables.

3, s = 2
(a) (2, - 1, 0,5). (b) f(x) = sen x, 0 5 .Y 5 TL (c) f(x) = - 2 , s = 5

4 s = 1

( d )  f‘(\-)  =  -;-
i .

x-0
y > o (e) f’(x) = i para x = n,  donde n = 1, 2, 3,.

2.  Determine el componente de cada uno de los siguientes vectores en las “direccio-
nes” indicadas.
(a) (-5, 3, 2, -6); dirección xs.  (b) f(x) = GCOS~~X,  O<  x < 1; dlrecclones  xLla,
x,/2  Y x2/3 0 5 s 0 2

2 < s s LYx2
y x ,; direcciones .Y\>  y x I.

3. Encuentre el producto escalar de cada uno de los siguientes: (a) Á = (2, - 1, $,  3)
y  B=(3,2,  - l , O ) .  ( b )  f(x)=2x-1,  g(x)=x+3,  d o n d e  0~x51.  ( c )  f(x)=
2e-3x,  g(x) = 6e-2~,  x 20.-

4. Encuentre la longitud o norma de los siguientes
(a) A = (2, - 1,4. 3). (b)  f’(x) = 2.x - I,O  5 x 5 1.

0 I s 2

(c) ,f’(s) = 4e-“, x 2 0 . (4 .f(-~1 {

3 . - 2

= -4 . 2 < x 5 3

5. Encuentre la constante c tal que los siguientes conjuntos sean ortogonales

(a)A=(5,1,2,3c,-2),g=(-c,-2.4,1.-l).
(b)  f’(r) = (x2 - 1, .y(s)  = x + 2,0 5 Y 5 3.
(c)  f’(s)  = 2CY, g(.y)  = Y + <‘.  1 5 x i 2.

6. Encuentre los  vectores (funciones) unitarios o normalizados correspondientes a
cada uno de los siguientes

(a) A = ( -4, 3, 5, -2). (b) f’(.~)  = 2.x - 3. 0 1 î 5 2.

0 4 .Y < 3
( c ) f(\-) = 20e-“, ‘i 1 0 .

3 5 s I 4

7. ( a )  D e t e r m i n e  l a s  c o n s t a n t e s  c,,  ca,  ca p a r a  q u e  f,(x)  =c,n+2,  f2(x)=
c2xz  +  cBx + 1  y  f3 (x) =x- 1  s e a n  m u t u a m e n t e  o r t o g o n a l e s  e n  00 x $ 1 .
(b) Obtenga un correspondiente conjunto ortonormal.
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EJERCICIOS B

1. Dado los vectores 2 = (a,, a2, a,,, a,),  B= (b,,  b,,  b,,  b,).  U s a n d o  l a  a n a -
logía- COQ vectores tridimensionales, explique cómo definiría usted (a) Á +>.
(b) A - B.  (c) mA y nA,  donde m y n son cualesquiera números reales (o escala-
res). (d) mA+nB.  Explique como podría usted generalizar estas ideas.

2. Muestre que las funciones fi (x) = a, + 6 i X, f2 (z) = a2 + b,x,  f3 (x) = a3 + b,  x,
donde los a’s y b’s son constantes, no pueden ser mutuamente ortogonales en nin-
gún intervalo a menos que al menos una de las funciones sea idénticamente cero.

3. (a) Muestre que las funciones f,  (n) = sen Y, f2 (x) = sen 2x, f3 (x) = sen 3x mu-
tuamente ortogonales en el intervalo 0 5 x =< ?r.  (b) Obtenga un correspondiente
conjunto ortonormal.

4.  Generalice el Ejercicio 3 mostrando que las funciones f,(x)  = sen nx,  n = 1, 2, 3,
, son mutuamente ortogonales en el intervalo 0 0 x 5 K,  y obtenga un correspon-

diente conjunto ortonormal.

5.  Dados los ve_ctores  Á = (1, :,  j , ),  ii= (1, l/VT,  1/  v3, ).  Muestre que (a)
la norma de A  es finita, (b) la norma de B es infinita, (c) el producto escalar es
finito.

6. Sea f(x) = l/\/x,  g(x) = l/fi  donde a 5 x 5 1. Muestre que (a) la norma de f
no existe, (b) la norma de g existe, (c) el producto escalar existe. Compare con el
Ejercicio 5.

EJERCICIOS C

1. En cálculo elemental el producto interno o escalar A.B  de dos vecrores Á =
(al, a,, a3) y B = jb,,  b,,  b,)  con frecuencia está definido como el producto
de la longitud de A, la longitud de B, y el coseno del ángulo B entre ellos. (a)
Muestre que de acuerdo a esto debemos tener

u,h, + cI&  + “JJ,
cos  0 =  - - - -  ~-~~~~  ~~ -~  ~~-

\ uf + us + 11; v7 7 bLF+-  /g+ h;

y que en particular A y B son ortogonales si y sólo si cos 0 = 0. (b) Muestre que
el resultado en (a) implica la desigualdad (a,  b, + a, b,  + a3b,  (2 5 (uf  + a2 + a3)
(bf + b’$ + bz) frecuentemente llamada la desiguaLdad  de Schwarz. Ilustre estos
resultados escogiendo vectores particulares.

2. iPuede  usted generalizar-las ideas del Ejercicio 1 al caso de vectores en cuatro di-
m e n s i o n e s  tales  c o m o  A = (a,,  a2,  a3, u4), B =  (b,,  b,,  b,,  b,)  o  m a y o r e s ?
¿Qué  dificultades se tendrían en tal generalización? iPiensa usted que la desi-
gualdad de Schwarz se cumpliría en tal caso? iSus conclusiones contradicen al
Ejercicio 5? Explique.

3. Si usted deseara extender las ideas del Ejercicio 1 y 2 a funciones f(r), g(x), don-
de a 5 x 5 6, explique por qué sería apropiado tomar

Muestre que la desigualdad de Schwarz se puede escribir en este caso como

iEsto  contradice al Ejercicio 6B?
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4. Justifique cada una de las siguientes etapas proporcionando una prueba de la de-
sigualdad de Schwarz del Ejercicio 3. (a) Si cy es cualquier parámetro real (es-
calar), entonces

i lC  - B’
+ il2p 2 0,  para todo cy

d o n d e A = (9,  Y) > 0. B = c.f> 9). c = CJ’.  1’) > 0
(c) Del resultado en (b) debemos tener AC  - B” 2 0, la cual es la desigualdad de
Scbwarz.  Establezca condiciones apropiadas sobre las funciones f y g.

5. Use el método de prueba esbozado en el Ejercicio 4 para probar la desigualdad de
Schwarz.

la,h, + tr,h2  + ” + u,,l#  1 (uf + 67: + ” + ‘I;)(h; + h$  + ” + h,‘)

Discuta el caso donde n en infinito.

6. Pruebe que si las normas de dos funciones f y g existen en un intervalo entonces
sus productos escalares también existen en el intervalo.

7. (a) Si Á  = (a,, aL,  u,~), B  = (b,,  b,,  b,<),  6 = (c,,  cl,  c,~) son vectores que

forman  los lados de un triángulo, muestre que Val  + a; + a; +Vbf  + 6; + b; 2
vc;  + c: + cj.
(b) ¿Qué  generalizaciones del resultado en (a) esperaría usted se cumplieran para
espacios de dimensión mayor? iPuede  usted probarlas?

8. Tres vectores A,,  AZ,  As, en el espacio tridimensional se dice que son lineal-
mente dependientes si existen constantes c,,  c2, cS no todas cero tales  que
c ,A,  + c,.4,  + c,~&  = 0 idénticamente, o en otras palabras si uno de los vec-
tores puede expresarse como una combinación lineal de los otros dos. En otro caso,
los vectores se dice que-son linealmente independientes. (a) Muestre que los vec-
tores A, = (2, - 1, 4), A,  = (1, 2, -3),  A,  = (-  1, 3, -7) son linealmente depen-
dientes y de+  una interpretación geométrica. (b) Muestre que los vectores A, =
(4, - 2, l),  A,  = (2, 0, 31,  A,  = (-2,  3, -8) son linealmente independientes e in-
terprete geométricamente. (c) iPuede  usted hallar una condición que involucre
determinantes de tercer orden los cuales indicarán dependencia o independencia
lineal? Ilustre usando (a) y (b).

9. Generalice las ideas en el Ejercicio 8 a espacios de dimensión mayor. En particu-
lar, discuta estas ideas en relación a los conceptos de dependencia lineal y Wrons-
kianos dados en las páginas 181-189  . iPuede  usted dar una interpretación geomé-
trica?

Problemas de Sturm-Liouville

2.1 MOTIVACION PARA LOS PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE.
EIGENVALORES Y EIGENFUNCIONES

Puesto que y = f (x) donde a 5 x 5 b es un vector en el espacio infinito
dimensional no contable, podemos tratar de dar rienda suelta a nuestra ima-
ginación y pensar en las cosas posibles que se le pueden hacer a los vectores
tridimensionales y luego intentar generalizar. Una cosa que se le puede ha-
cer a un vector ordinario sería transformarlo u operarlo. Por ejemplo, podría-
mos rotarlo, cambiando así su dirección, o estirarlo o contraerlo, cambiando
así su magnitud, o podríamos combinar ambos, esto es, rotación y estiramien-
to (0 contracción).
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Ya hemos encontrado operadores, realmente operadores diferenciales, al
principio de este libro. Sin embargo, con esta nueva interpretación de una
función como un vector es natural preguntar qué estamos haciendo cuando,
por ejemplo, tomamos la derivada de sen 2x para obtener 2 cos  2x, esto es,
D sen 2x = 2 cos  2x. Podemos pensar en sen 2x como un vector en el espacio
infinito dimensional no contable y en D como alguna transformación que se
aplica a este vector para producir otro vector 2 cos  2x en este espacio. Si apli-
camos la operación dos veces a sen 2x, simbolizada por D2 sen 2x, ocurre
una cosa interesante, puesto que obtenemos - 4 sen 2x, el cual podemos pen-
sar como un vector en este espacio que tiene una “dirección” opuesta a aque-
lla de sen 2x, pero una “magnitud” cuatro veces mayor. Así cuando Dz ac-
túa sobre sen 2x produce una rotación y un estiramiento.*

Suponga que ahora consideramos la ecuación diferencial
J,(D)), = F(s) (1)

como lo hemos hecho a menudo. La interpretación vectorial es como sigue:
Dado el vector F(x)  en un espacio infinito dimensional no contable, encuen-
tre todos los vectores y en el espacio los cuales se transforman en F(x)  por
4(D).  Podemos por supuesto encontrar estos vectores resolviendo la ecuación
diferencial, la cual en muchos casos ya lo podemos hacer. Así, aunque la in-
terpretación es nueva, el método es viejo.

Ya hemos dado una interpretación a la transformación Dz sen 2x = -
4 sen 2x. Esto es realmente una situación poco común, por ejemplo, si aplica-
mos D una, dos o cualquier número de veces a alguna otra función (vector)
tal como tan x, nunca regresaríamos a un múltiplo de tan X. Esto nos lleva a
hacer la siguiente

Pregunta. Dado un operador, digamos 4(D),  ipodemos determinar aque-
llas funciones (vectores) y las cuales sean transformadas por 4(D)  en múl-
tiplos constantes de ellos mismos?

Podemos expresar esto en la forma

c)(D)),  = -iJ (2)

donde hemos usado - hy para denotar el múltiplo constante dey. El signo me-
nos se ha usado simplemente porque pensamos pasar - hy al lado izquierdo
de la ecuación, y cuando lo hagamos nos gustaría que el término tuviera aso-
ciado un signo positivo.

Para que se propicie una discusión, asumamos que 4(D) es un operador
diferencial de segundo orden dado por a,DZ  + a ,D + 02,  donde a,,  a, ,
a2 pueden ser funciones de x. En tal caso (2) se puede escribir

Dividiendo por a,, la cual se asume diferente de cero, obtenemos
(12\.(~y+!g+  F!?+L  ))=()

0 ( -1(‘0 ao

*Usaremos la palabra estiramiento  para incluir los casos especiales donde la longitud o nor-
ma se decrece (contracción) o no se cambia (invariante) a menos que se especifique otra cosa.
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Si ahora multiplicamos esta ecuación por e’(dl’oo)“\,  la suma de los dos prime-
ros términos a la izquierda se pueden escribir como una derivada exacta, es-
to es,

(3)

donde se nota la analogía con el factor integrante de la página 53.
Podemos escribir (3) en la forma

(4)

donde p(s) = (,J’  (ClI  Udd.Y, Q(s)  = ‘2 (,I (o~;~r,,ld.\
(,J  ISI,  <r,>)d\

R(.\.) = -_ (5)
‘lo 00

Llamamos la ecuación diferencial (4) una ecuación diferencial de Sturm-Liou-
uille en nombre de los matemáticos quienes investigaron sus propiedades.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Exprese en la forma de Sturm-Liouville la ecuación diferencial

, y f!? - 3 ;t + (.yZ  + ;.)j.  = 0
(/X2

Solución Método 1. Divida la ecuación dada por x para obtener

Para hacer la suma de los dos primeros términos una derivada exacta, mul-
tiplique el factor integrante ‘,If--?;x)dx  - p--3 In  x = ‘,h  Ix-l)  = ‘i-3 asumien-
do x > 0. Entonces la ecuación se puede escribir en la forma requerida de
Sturm-Liouville:

(6)

la cual es la misma (4) con P(S) = .Y3. Q(s) = .Y-  2. R(.\)  = .Y-’

Método 2. Coloque a,  = X,  a, = - 3, a2 = xi en (5). Entonces

lo cual cuando se usa en (4) produce (6).
Una solución de la ecuación de Sturm-Liouville (4) es por supuesto y = 0,

la cual constituye el vector nulo o cero del espacio infinito dimensional no
contable. Claramente esta solución triuiul no nos interesa. Estamos intere-
sados en soluciones no triviales, o como algunas veces decimos soluciones
propias, para las cuales y # 0. Ahora puesto que mucha de la investigación
sobre la ecuación (4) fue escrita en alemán, y puesto que la palabra alemán
para propio es eigen, ha llegado a ser moda referirse a las funciones no tri-
viales o propias las cuales satisfacen (4)  como eigenfunciones combinando las
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palabras alemana y española. Las correspondientes constantes x se llaman
entonces eigenvalores.*

Como un ejemplo, suponga que consideramos la ecuación diferencial es-
pecial de Sturm-Liouville

Si y = sen 2x, (7) llega a ser - 4 sen 2x = - x sen 2x, de modo que x = 4. Así
sen 2x es una eigenfunción y x = 4 un eigenvalor correspondiente. Similar-
mente, si y = sen 3x, entonces (7) llega a ser - 9 sen 33~ = - x sen 3x, de modo
que x = 9. Así y = sen 3x es un eigenfunción y h = 9 un eigenvalor corres-
pondiente.

Supongamos ahora que tenemos dos eigenfunciones diferentes y, y yk
(esto es, jf  k) las cuales satisfacen (4) con los correspondientes eigenvalores
h, Y h,, respectivamente. Entonces tendríamos

;-; [P(x,yj]  + [Q<-x,  + ijR(.qyj  = 0, ;; [P(s).&]  + [Q(.Y,  + i,R(.Y)]J,  =  0

donde hemos usado y lj,  y Ik en lugar de dy,/dx, dy,/dx.  Si multiplicamos
la primera ecuación por yk, la segunda por y,, y luego sustraernos, encon-
tramos

en la cual notamos que Q(x) ha sido eliminada. Podemos escribir esto como

(“i - ik)R(-\.)JjJ.k  = J‘j i: [P(‘c)\‘;]  - )‘k $ [P(-Y)J’;] (8)

El lado derecho de (8) se puede expresar como una derivada exacta de modo
que

(;j - ik)R(‘c)J’,J’k  = $ [P(S)(J’jJ’i  - !‘k !‘;)] (9)

como puede verificarse por diferenciación directa.
Si integramos ambos lados de (9) de x = a a x = b, obtenemos

(ij - jvk) sl,b R(-Y)J’j!‘I<  (1.u = P(h)[J’j(h)J’,(b)  - )‘k(h)J’j(b)]

- P((I)[ !‘j(a)J’i(a)  - I’k(u)yi(a)] (10)

Ahora ciertamente sería muy bueno si el lado derecho de (10) fuera igual a
cero, porque en tal caso-puesto que X, # X,  pudiéramos dividir por x, - x, pa- ’
ra obtener

s b  R(x)~~j‘~  (1.~ = 0, .i#k (11)a

o si R(.Y)  2 0,

*Eigenfunciones y eigenvalores se llaman también funciones caractds~ticas  y ualores  ca-
racterkticos  respectivamente.
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Esto mostraría que las eigenfunciones a(x y $R(x)y,  son ortogonales
en el intervalo a 5 x 0 b.

Observación. Usando la interpretación de una función como un vector
donde los valores de la función en x representan componentes del vector en
la x-ésima dirección (vea la página 335,).  podemos interpretar R(X) corno un
factor de ponderación o factor peso el cual pondera las diferentes direcciones.
Debido a esto, cuando se cumple la propiedad (ll), con frecuencia diremos
que las funciones y, y yk son ortogonales en el intervalo a 5 x 5 b con res-
pecto al factor peso (o función peso) R(X). La idea puede también extenderse
a la ortogonalidad y ortonormalidad mutua con respecto a los factores peso.
Podemos resumir la observación en la siguiente

Definición.  S e a  y  1, y2,  y3, un conjunto de funciones tales  que

i’ b R(.y)Jjj‘r,  (1-Y = 0, .i  # 1, (12)<I
para cualquier par de funciones y.,,  yk. Entonces se dice que las funciones
son mutuamente ortogonales en el wzterualo  con respecto al factor peso R(x)  2
0. En el caso de que también tengamos

sb R(X)Jf  ds  = 1 (13)a
para todas las funciones en el conjunto, decimos que las funciones son orto-
normales en el intervalo con respecto al factor peso. En el caso donde se cum-
pla (13), decimos también que las funciones y, están normalizadas con res-
pecto al factor peso.

Examinemos ahora los diferentes casos bajo los cuales el lado derecho
de (10) será cero. Hay cuatro casos que pueden surgir.

Caso 1. J’j(d)‘;(Cl) - J’~(ll)J’;(ll)  = 0. ~~j(/~h~,(h)  - y,(b)yj(b)  =  0 (14)_

El primero de estos es equivalente a
uI j,i(dj  t uzJ’;(u)  = 0. U,j~,(U)  + UzJ‘k(U)  =  0 (15)

donde a,, a2 son constantes dadas. Para ver esto tenemos solamente que
resolver para a, ó a2  en una de estas ecuaciones y sustituir en la otra. Si-
milarmente, la segunda es equivalente a

b,Vj(l’)  +  b,J)(h) =  0. b,y,(b) + bzyk(b)  = 0 (16)
donde b,, b, son constantes dadas. Podemos también expresar (15) y (16)
en la forma

U,~~(U) + U,J~‘(U)  = 0. hl.dh)  + /J?!“(h)  = 0.  para !’  = j‘j  y  !‘  = !‘k (17)
Nos referiremos a este caso como el caso ordinario.

Caso 2. P(u)  = 0. \qh).v,(b)  - Jk(h).Yj(b)  = 0 (18)J

La última condición en Caso 1 es equivalente a

b, y(h)  + b,.v’(h)  = 0. para J = yj y !’ = !‘k (19)

Puesto que P(a) = 0 es equivalente a la situación donde la ecuación diferen-
cial de St’rrm-Liouville  tiene un punto singular en x = a, nos referiremos a
este caso como el caso de un punto singular. Note que podemos intercambiar
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los a ‘S  y los b ‘ s en (18) y (19). Este equivaldría a tener el punto singular x = b
en vez de x=a.

cuso 3. P(u) = 0. P(h) = 0 (20)

Este caso ocurrirá si, por ejemplo, P(x)  = 1- x2, a = - 1, b = 1. Puesto
que (20) es equivalente a la situación donde la ecuación diferencial de Sturm-
Liouville tiene dos puntos singulares, esto es, en x = a y x = b, no referire-
mos a este caso como el caso de dos puntos singulares.

Cuso 4. P(tr) = P(h) # 0, J.((I)  = j,(h). J.‘(L~)  = J.‘(h), para J’ = -‘j y J’  = -‘A (21)

Nos referiremos a este caso como el caso periódico, puesto que los valo-
res de P(x), y(x) y y’(x) son los mismos en x = a y x = b. A menudo también
ocurre que Q(a)  = Q(b) y R(a) = R(b).

Cada uno de los casos anteriores sugiere un problema de valor de fron-
tera involucrando la ecuación diferencial de Sturm-Liouville

$ P(.Y)  ::‘\  + [Q(r)  + ;X(u)]\~  = 0[ 1 t (22)

y una de las  s iguientes  cuatro condiciones de frontera  correspondientes  a
estos casos.

A. Caso ordinario, P(a)  # 0. P(b) # 0.

a,~fa) + a, y’(u)  = 0, b,y(b)  + h,y’(b)  = 0 (23)

B. Caso de un punto singular, P(a) = 0.

y y y ’ acotadas en x = a, h,),(b) + h,~,‘(b)  = 0 (24)

Un problema de valor de frontera análogo resulta si intercambiamos a y b.

C. Caso de dos puntos singulares, F’(a)  = P(b) = 0.

y y y’ aco tadas  en  x=a  y  x=b (25)

D. Caso periódico, P(a) = P(h) # 0.

da)  = .db). y’(a)  = y’(b) (26)

Cada uno de estos problemas de valor de frontera se llama un problema de
valor de frontera de Sturm-Liouville o brevemente un problema de Sturm- ,
Liouville. Consideraremos varios ejemplos de tales  problemas en este capí-
tulo.*

*La primera condición en (24) es en muchos casos prácticos más de lo que se necesita, po-
demos necesitar sólo y acotada en x = a. Más precisamente, deberíamos tener

lím  P(.x)[yj(.Y)y;(.Y) - !.k(.~)!‘;(‘o]  = 0
r-a+

donde x-a+significa  que x tiende a c1  por la derecha [ver (lo),  página 364.  La misma ob-
servación se aplica a las condiciones en (25).
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Como un ejemplo de un problema de Sturm-Liouville con condiciones de
frontera dadas en A, considere el siguiente Ejemplo ilustrativo. En próximas
secciones se darán i lustraciones de los problemas de Sturm-Liouvil le  B, C
Y D.

EJEMPLO 1LUSTRATIVO  2

Dado el problema de valor de frontera

ll’\‘
~3  i- ij, = 0. J,(O)  = 0, Jj 1) = 0

(a) Muestre que es un problema de Sturm-Liouville. (b) Encuentre los eigen-
valores y eigenfunciones. (c ) Obtenga un conjunto de funciones que sean mu-
tuamente ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 1. (d) Obtenga un conjunto co-
rrespondiente de funciones ortonormales en el intervalo 0 s x s 1.

Solución (a) La ecuación diferencial y condiciones de frontera en (27) son
casos especiales de (22) y (23) con

P(.Y)  = 1, Q(r)  = 0. R(s) = 1, 0 = 0, h = 1,

CI1 =. 1, u2 = 0, b,  = 1, b, = 0

de modo que (27) es un problema de Sturm-Liouville. (b) La ecuación dife-
rencial en (27) tiene la solución general

1’ = A cos ,f?.u + B sen,‘/,s (28)

donde A y B son constantes arbitrarias. Para satisfacer la primera condición
en (27), esto es, y(0) = 0, vemos de (28) que A = 0. Así (28) llega a ser

J’ = Bsen$.\- (29)

Para satisfacer la segunda condición en (27),  esto es. y(l) = 0, vemos de (29)
que debemos tener B sen VÁ  = 0. Hay dos posibilidades, ya sea B = 0 o sen v/x =
0. Si B= 0, entonces la solución (29) se reduce a la trivial y = 0 la cual no
deseamos. Requerimos así que sen v’T = 0 de la cual tenemos

.-
qfi=&i7n  0 i =  i., =  1727c2, 77  = 0, 1) 2,

Las soluciones correspondientes (29) están entonces dadas por

1‘ = 1‘. >I = B,  sen nrts, 17  = 0, 1, 2,
donde hemos usado diferentes  valores  de B  dadas  po r  B,,  B, ,  B,, ,  pues-
to que múltiplos de soluciones también son posibles. Puesto que n = 0 pro-
duce la solución trivial y = 0, la excluimos. Así los eigenvalores y las corres-
pondientes  eigenfunciones requeridas están dadas por

i = i.,, = 1727T2. .l‘ = J’,, = B,, sen nns, r7 = 1, 2. 3. (30)

(c) De la teoría dada en la página 365, las eigenfunciones deben ser mutua-
mente ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 1. Sin embargo, si queremos pode-
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mos verificar esto directamente, para ello tenemos de (30) y, = B, senjrx,
yk = B, sen k ~FX  para cualesquiera enteros positivos j y k. Así j # k

-1
1 ,~ -\‘,  J‘,,  t/.\- = n ’

i
,, (Bisen jn.\-)(B, sen k7i.Y)rl.Y  = B,Bk  JI’  sen jn.\- sen/<n.\-  t/.Y

= B,Bk sI:sen jnrsen  I,XY  t1.Y

= $BjB, I): [cos  ( j - /;)n.Y  - cos  (,j + k)n.Y]d‘i

donde hemos usado la identidad seno, sen0,  = i[cos((l,  - 0~ - cos(0,  + (1~1.

(d) Para obtener un conjunto ortonormal debemos determinar las constantes
B, en (30) de modo que el producto escalar de y, consigo misma es 1. Es-
to lleva a

i’
,: (B,, sen rms)2 cI\-  = 1 o Bf Jo1  sen2  HTCS  r/.~ = 1 (31)

Puesto que i’
I: sen’ IZTI.Y ils = : su1 ( 1 - cos 2w‘í)rl‘c  = 4

(31)  p roduce  B$ = 2 ó  B,  = fl, tomando valores  posi t ivos para B, .  Es to
lleva al  conjunto ortonormal de funciones 4, = flsenn  TX,  n  = 1 ,  2 ,  3 ,

Los resultados obtenidos en el ejemplo anterior son típicos para proble-
mas de Sturm-Liouville bajo condiciones poco restrictivas sobre las funcio-
nes P(x) ,  Q(x),  R(x) ,  las  cuales se sat isfacen generalmente en la  práct ica.
Podemos resumir los principales resultados como sigue:

1. Habrá un conjunto infinito de eigenvalores los cuales son todos reales
y no negat ivos.  El los  se  pueden denotar  en orden ascendente  por  x,,  Xi,
x3,. ., d o n d e  x,- m cuandon- 03.

2.  Habrá un conjunto infinito de eigenfunciones correspondientes a los
eigenvalores en el  numeral  1.  Ellos se pueden denotar  por y r, yL, y3,.

3. L a s  f u n c i o n e s  fl (x)y  ,  ,  mjy, ,  \/R(x)y3,.  s o n  m u t u a m e n t e
ortogonales en el intervalo a 5 x 5 b. Normalizando estas funciones se pueden
convertir  en las funciones $~r  (x) ,  f$2  (x),  las cuales conforman un conjunto
ortonormal en el intervalo. Alternativamente, podemos decir que ‘as  funciones
Yl, Y2> Y3,.-. son mutuamente ortogonales (y pueden ser  or tonormales)
en el intervalo a 5 x 5 b con respecto al factor peso R(X).

2.2 UNA APLICACION  AL PANDEO DE VIGAS

Suponga que tenemos una viga o columna OR de longitud L (ver Figura
8.4) la cual está asegurada en los puntos 0 y R. Esta viga está inicialmente
derecha de modo que su eje (o curva elástica) coincide con el eje x tomado en
la dirección hacia abajo como se muestra en la  f igura.  Debido a una carga
axial de magnitud constante P suponga que ia viga sufre una deflexión como
se muestra exagerada en la figura. Tratemos de encontrar la magnitud de es-
ta deflexión.
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Figctra  8 . 4

Y

Formulación matemática. De acuerdo a la teoría dada en la página
139, la deflexión y de la viga está dada por

(32)

donde E e I son constantes y M(x) es el momento flexionante de una sección
de la viga a la distancia x del extremo 0. Este momento flexionante se ve de
la figura que tiene una magnitud igual a la fuerza P multiplicada por la dis-
tancia y de la sección a la línea de acción de la fuerza. Sin embargo, puesto
que la tasa de cambio de la pendiente (esto es, dzy/dx’  ) se ve que es ne-
gativa, debemos tener M(x) = - Py así que (32) se convierte en

F, ll’\‘ cl’\,  P
Cl-Y2

= - Pj, 0 (,.+ + EI  !’ = 0 (33)

Puesto que el extremo de la viga tiene cero deflexión en x = 0 y x = L, debe-

mos también tener JjO)  = 0. j‘(I.) =  0 (34)

Soluc ión  La ecuación diferencial  (33) y las  condiciones de frontera (34)
constituye un problema de Sturm-Liouville. Si resolvemos (33), tenemos

j‘ = A cos , P El.\- + Bsen, P El.\- (35)

Usando la primera condición en (34) produce A = 0, mientras que la segunda
condición produce B  sen v/P/EIL  = 0.  Sin  embargo,  puesto  que B#  0 (de
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otro modo no hay deflexión), debemos tener sen -IL. = 0, de lo cual si-
gue que

Il’i?zEI
, P:  Ell, = 1171 0

p = -LT’
Il  = 1. 3. 3. (36)

Estos constituyen los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville. Las co-
rrespondientes eigenfunciones, obtenidas de (35) con A = 0, están dadas por

!. = B,,sen!?.\’
IL  .

Il = 1. 2. 3. (37)

donde Jos coeficientes que pueden depender de n se denotan por B,

Interpretación. Físicamente, los valores de P (eigenvalores) dados por
(36) representan las cargas criticas Pi. P,,  P,s,. p a r a  l a s  c u a l e s  l a s  c o -
rrespondientes deflexiones (eigenfunciones) están dadas por (37). Para una
carga dada P< P,,  la cual es la carga crítica más pequeña, la deflexión es
cero, así que la viga puede soportar tal carga. Para P= P, la viga se pan-
deará como se indica en la Figura 8.5 (o en la dirección opuesta), esto es, la
viga fallará a soportar la carga P,. Para prevenir tal pandeo es necesario pro-
porcionarle un apoyo en el punto medio x = L/2  de la viga para que no ocu-
rra deflexión. Si esto se hace la viga no se pandeará como se muestra en la
Figura 8.5 hasta que se alcance la carga crítica P,. La carga P,  hace que
la viga se pandee de la manera como se muestra en la Figura 8.6 de modo que
la viga falla a soportar la carga P,. Para prevenir este doblamiento, sin em-
bargo, podemos proveer dos apoyos adicionales en x = L/3  y x = 2L/3.  Si
esto se hace la viga no se doblará hasta que se alcance la carga crítica P,,
y esto a su vez causa pandeo como se muestra en la Figura 8.7. Continuando
el proceso de apoyos adicionales se permiten cargas críticas más grandes.

x
Figura 8.5
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I p 3 = gn2 JX
,2
L

V

Figura 8.7

3 Ortogonalidad  d e  l a s  f u n c i o n e s  d e  B e s s e l  y Legendre

Al final del Capítulo siete discutimos las’ soluciones, en la forma de se-
r ies ,  de las  ecuaciones diferenciales  de Bessel  y Legendre.  Puesto que las
ecuaciones involucradas son lineales y de segundo orden, es razonable pre-
guntar si podemos usar la teoría de Sturm-Liouville desarrollada en este ca-
pí tulo  para  obtener  propiedades  adicionales  de  las  funciones  de Bessel  y
Legendre.  En part icular  nos gustar ía  conocer  s i  los  problemas de valor  de
frontera que involucran estas ecuaciones t ienen eigenvalores y eigenfuncio-
nes, si  las eigenfunciones son mutuamente ortogonales,  etc.

Ocurre que podemos aplicar la teoría de Sturm-Liouville a estas ecua-
ciones especiales, y que las funciones de Bessel y Legendre proveen ejemplos
adicionales de funciones ortogonales de gran importancia en aplicaciones
posteriores. Primero consideremos la ortogonalidad de las funciones de Bessel.

3 .1  ORTOGONALIDAD DE LAS FUNCIONES DE BESSEL

En el Capítulo siete encontramos que la ecuación diferencial de Bessel

X2!.”  + .Yj,’ + (.? - ll’)!~  =  0 (1)

tiene una solución para n 2 0 dada por la función de Bessel

Para n # 0, 1, 2, 3,. , una solución la cual es linealmente independiente de
(2) está dada por J_,,  (x),  pero para n = 0, 1, 2,3,. (y de hecho para todo n),
una solución lo cual es linealmente independiente de (2) está dada por Y,(x)
(ver página 342).  Ambas funciones J-,(x)  y Y,,(x) llegan a ser infinitas
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cuando x -0, de modo que (2) es la única solución de (1) la cual está aco-
tada en x = 0.

Para investigar la teoría de Sturm-Liouville y la posible ortogonalidad de
las\ funciones de Bessel, puede ocurrir la idea de introducir el parámetro h
en el último término del lado izquierdo de (l),  por ejemplo, remplazando x por
VXx. Podemos hacer esto haciendo el cambio de la variable independiente

x = VXu  en (1) y luego formalmente remplazar u por X.  Dejamos los detalles
de esto al estudiante (ver el Ejercicio 8A)  y solamente note que el resultado
es

Usando cualquiera de 10s  métodos en el Ejemplo ilustrativo 1, página 363, la
ecuación (3) se puede escribir en la forma de Sturm-Liouville como

(4)

la cual corresponde a (22), página 366 con

P(.Y)  = x, Q(.Y)  = ~ ìr2/.s. R(.Y)  = .Y (5)
La pregunta que ahora surge es qué condiciones de frontera imponer. Si

queremos una condición de frontera en x = 0, tendremos que excluir solucio-
nes tales  como J-,,(x)  y Y,(X),  los cuales llegan a ser infinitas en x = 0.
Puesto que P(X) = X,  tenemos P(0) = 0, pero no hay otros valores de x para
los cuales P(X) = 0, esto es, hay solamente un punto singular. Esto sugiere
que usemos las condiciones de frontera asociadas con el problema de Sturm-
Liouville tipo B en la página 366, En tal caso tenemos

;;-;[.+]  f (II - f!. = 0 .

y y y ’ están acotadas en x = 0, h,!jh)  + bz,v’(h) =  0 (6)

Por simplicidad escojamos b = 1. La teoría de la sección 2 indica que debe-
riamos esperar encontrar soluciones no triviales a este problema solamente
para ciertos valores de X,  esto es, eigenvalores, y que las correspondientes
eigenfunciones deberían ser ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 P con respecto
a la función peso R(x)  = x. Intentemos confirmar esto para el caso especial
donde b, = 1, b, = 0, b = 1 en (6). En tal caso la última condición en (6) se
convierte en

j’( 1 ) = 0 (7)
Ahora la solución general de (3) se obtiene de (16) ó (23), paginas 341-342,
remplazando x por \/xx.  De la primera condición en (6) requerimos cg  = 0 ó
Z?=  0 para que se excluya J-,,(x)  ó Y,,(x), las cuales no están acotadas  pa-
ra x = 0. La solución requerida es por tanto

!’ = AJ,,(,  i.Y) (8)

Ahora para satisfacer la condición (7) tenemos de (8)

J,,(, 7.)  =  0 (9)
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puesto que A # 0 (de otro modo tendríamos la solución trivial y = 0). Aho-
ra como ya hemos mencionado en la página 343 existen infinitas raíces po-
sitivas de Jn(x)  = 0 dadas por x = r’,,  r2,  r3,.  Por tanto (9) tiene las so-
luciones

v’/.  = I’,.  1’2, l-A3  . 0 i = rf. r;. 1.:. (10)
las cuales son los  eigenvalores. Las correspondientes eigenfunciones están da-
das por

J,(r,s).  J,(r,‘c),  J,(r,‘i-), (11)

Usando (lo), pagina 364, sigue que . ;f uJ,,(r,.\-)J,,Ir,.\-)ds  = 0. .I f k (1%)

lo cual muestra que las funciones $TJ,,(  1’  ,x), + sJ,,(  1.2-Y),  , .‘J,,( 1.j.Y). (13)

son mutuamente ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 1, 0 equivalentemente que
J,,  (rlx), J,,  (r2  x),  J,,  (r3  x), son mutuamente ortogonales en el interva-
lo 0 5 x =<  1 con respecto a la función peso x.

Podemos también convertir el conjunto (13) en un conjunto ortonormal
normalizando cada función. Para hacer esto consideremos @J,(X)  = c, ViJ,,
(rkx)  y procuremos determinar la constante c, tal que

J”’  [&<.Y>]’  dx = Jo’  [CI,\  _\-J,,(r,s)]2 (1.X  = I

Esto produce ( (14)

asumiendo C, > 0. La integral en (14) no es muy fácil de evaluar directamen-
te. Sin embargo, podemos usar el siguiente procedimiento.

1. Evalúe la integral
so1 sJ,( rs)J,,(  p.qr1.Y (15)

Esto puede conseguirse usando (10) en la página 364.
2. Asumiendo que CY  es una variable y p  una constante, dejemos que

cy tienda a fi en (15). Esto producirá la integral

s(,’ sJ,5(  /j.Y)dY (16)

3.  Use el valor /j  = rk en (16).

Veamos qué conseguimos con este procedimiento. De (lo),  página 364, con
P(x)=x,  R(x)=x,  a=O, b=l,  y=J,,(V%x),  de modo quey’= ViJ’,(V/xx),
obtenemos

(ii - i,) ,r,’  .YJ,,(,.  i,.Y)J,,(,  ~;i x)rls = Jn(C’ij)[V’ihJn(~~~h)]  - J,(\/&/.J,(\  i,)]

Entonces escribiendo X,  = (~2, X,  = 82, encontramos

(17)

Ahora si tomamos el límite cuando LY  ---@, el lado derecho asume la forma
indeterminada O/O, lo cual sugiere que usemos la regla de L’Hôpital  del
cálculo elemental. Esta regla establece que el límite deseado, si existe, es igual
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al límite cuando cy -/j de la fracción obtenida  diferenciando el  numerador
con respecto a cy y el denominador con respecto a (Y.  Si llevamos a cabo es-
tas diferenciaciones, (17) se convierte en

Ahora puesto que J,,(x) satisface la ecuación diferencial de Bessel, tenemos

s2J;;(s)  +  .YJ;,(.Y)  + (x2 - d)J,(.Y)  =  0 (19)

de modo que para x = B, pJ;(p>  + pJ;(  p, + (fl’ - n2)J,(  p> = 0 (20)

Usando el valor de J”(p)  obtenido de (20) en (18), encontramos simplificando

Este  resul tado se  cumple para  todos los  valores  de B. En el  caso especial
donde fi = rk es una raíz de J,,(x) = 0 de modo que J,, (rh)  = 0. (21) asume
la forma simple

so1  sJ,2(r,s)dx  = +J;2(rk)

De esto sigue que el conjunto de funciones

(22)

(bk(~)  =,Í 2.xJ,l(r/(.Y).J,<1.k)  ’ k = 1,2,3,... (23)

es ortonormal en el intervalo 0 5 x 5 1.
En el caso de la ecuación J;,(s)  =  0 (24)

t iene también infinitas raíces positivas las cuales denotamos también por rk,
aunque estas  ra íces  son por  supuesto diferentes  a  las  de J,,  (3~)  = 0.  En tal
caso J’,(rk)  = 0, y así tenemos de (21) con p = rk

Esto muestra que (26)

es un conjunto ortonormal en el intervalo 0 5 x 5 1.
Consideremos ahora el caso a = 0, b = 1, b 1 =p, b, = 1, donde p es una

constante positiva. Entonces la última condición en (6) llega a ser

UJ‘(1)  + y’(l) =  0 (27)

La solución acotada en x = 0 debe como en la página 372 estar dada por

J’ = AJ,(Ji.x) (28)
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Para satisfacer (27) debemos así tener

Ahora así  como es  c ier to  que J,(X)  = 0  y J ’ , (x )  = 0  tienen  infinitas  raíces
positivas así también es cierto que

pJ,,(\-)  + sJ;,( s) = 0 (30)

para cualquier número posit ivo p t iene infinitas raíces posit ivas.  Denota-
remos estas  ra íces  también por  rR, pero debemos por supuesto darnos cuen-
ta que las raíces de (30) son diferentes de las raíces de J,,(x) = 0 ó J’,,(x) = 0.
Sigue que las raíces de (29) están dadas por

\/- = I”. 1’2, 1’3,  0 /. = r;. r<. r:, (31)

De (13), página 373, sigue así que las funciones

$J,,(J~,S), \ sJ,,( rg), ,~SJ,,(r-3s). (32)

donde rk  son las raíces de (30) son ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 1. Pa-
ra normalizar éstas podemos proceder como en la página 374, Colocando @  =
rk en (al),  tenemos

s
r:JI12(  I’J  + (J$ - d>J,y(r~>o’ .yp( rhs) (/.y = ~~~~~~2ï2~  .- .~-~~~ (33)

h

Puesto que r,, son las raíces de (30), /AI,, + r,Ji,(r,) = 0 (34)

Usando esto en (33),

Esto se puede usar para normalizar las funciones (32) y nos lleva al conjunto
de funciones ortonormales en el intervalo 0 =< x =( 1 dado por

(36)

Para propósitos de referencia, resumimos en la Tabla 8.1 los resultados im-
portantes obtenidos anteriormente.  Ellos nos serán muy úti les en nuestro
trabajo posterior.

Tabla 8.1

Ecuaciones con raíces ri

Valores de

,f:,  xJz(r,x)dx
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3 .2  ORTOGONALIDAD DE LAS FUNCIONES DE LEGENDRE

Observaciones similares hechas para las funciones de Bessel también se
pueden hacer para las funciones de Legendre. En el Capítulo siete resolvimos
la ecuación diferencial de Legendre.

II’\’
( 1 - .x2 1 (,.\-’  ~ 1.\- i-j:  + II(/I + 1 J\, = 0 (37)

y encontramos que para n = 0, 1,2,.  , la ecuación tiene soluciones polinómi-
cas llamadas polinomios de Legendre, mientras que para n f 0, 1, 3, ,
tiene soluciones con series de potencias alrededor de x = 0 las cuales conver-
gen para - 1 < x < 1, pero divergen para x = t 1. Podemos escribir (37) en la
forma de Sturm-Liouville como

(38)

la cual es un caso especial de (22), página 366, con

PC.\-)  = 1 - .x2. Q(.Y)  = 0. K(s) = 1, 2 = n(n + 1) (39)

Puesto que P(x) = 1 - x2, tenemos P(x) = 0 donde x = -+  1, esto es, dos pun-
tos singulares, y esto sugiere que escojamos a = - 1, b = 1. También el hecho
de que P(a) = 0, P(b) = 0 para a = - 1, b = 1 sugiere el problema de Sturm-
Liouville tipo C, página 366, el cual involucra las condiciones de frontera

y y y ’ están acotadas en x = * 1 (40)

Una solución de (38) la cual satisface (40) está dada por los polinomios de Le-
gendre j‘ = AP,,(.Y) (41)

Los eigenvalores están ya indicados por

i = /7(/7 + I), II = 0, 1, 2, 3. (42)

y las correspondientes eigenfunciones están así dadas por

P,(.Y),  PI(S),  PI(S),  P3(s). (43)

Usando (10) en la página 364 con P(a)  = P(b) = 0, sigue que

i‘’-1 Pj(.Y)P,(.Y)dY  = 0, .i # k (44)

1 0  cual muestra que P,(x), P, (x) ,  PC (x) , son mutuamente ortogonales en
el intervalo - 15  x 5 1, siendo la función peso R(x) = 1. Las funciones (43)
se pueden normalizar .  Para hacer  esto escr ibimos 4,(x) = A,P,(x) e inten-
tamos hallar  la constante A, tal que

I-;, [‘/‘r(.\-1]2  (II = J’_, [A,P,(.Y)]z  rls = 1

Esto produce (45)

escogiendo A, > 0. Desafortunadamente, no podemos usar el mismo procedi-
miento dado en la página 373, para las funciones de Bessel puesto que j y k
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son enteros, Una manera de obviar esto es evaluar la integral (45) para dife-
rentes valores de k puesto que sabemos, por ejemplo, que P,(n) = 1, P, (x) =
X,  P, (x) = ‘2  (3x2  - l), P, (x) = 1 (5x3  - 3x) (vea la página 349). Si lo hacemos
encontramos

El patrón evidentemente sugiere el resultado

J
1,  = 0,  1.  1.  3. (46)

lo cual se confirma al tomar valores grandes de k. Sin embargo, simplemente
tomando un conjunto finito de valores k y hallando que el resultado es correc-
to no constituye una prueba matemática (aunque tal evidencia se usa con
frecuencia en ciencia e ingeniería como una “prueba”).*

Se puede dar una prueba usando la función generatriz para polinomios
de Legendre (vea la página 350 dada por

Si elevamos al cuadrado ambos lados de (47) obtenemos

(48)

donde la segunda suma a la izquierda es la suma de todos los términos de
productos cruzados que aparecen en el proceso de elevar al cuadrado. La in-
tegración de (48) de x = - 1 a x = 1 produce

Puesto que la integral en la segunda suma a la izquierda es cero debido a la
ortogonalidad de los polinomios de Legendre, podemos escribir (49) como

hzo  I,t”‘ = -2, In (1 - 2t.x  t f2) ’ = : [ln  (1 - f) - In (1 + t)] (50)
.x=-I

donde 1, denota el valor de la integral (46) lo cual buscamos. Multiplicando
ambos lados de (50) por t da

f Ikt2“+ 1 = In (1 - t) - In (1 + I) (51)
h :- 0

Si ahora diferenciamos ambos lados de (51) con respecto a t, llegamos a

(52)
h = 0

*Un ejemplo interesante de esto es la “fórmula para generar números primos” dada por p =
k”  + k + 41. Colocando k = 0, 1, 2, , obtenemos sólo números primos (esto es, números p que
tiene solamente -+ 1 y ip  como factores). Sin embargo la fórmula se rompe cuando k = 41.
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Asi al igualar coeficientes de t’k  en las  dos sumas encontramos

2
(2k  -t l)f, = 2 0 1, = i’;  , /‘f(x)dx  = ~

2k + I
(53)

c

3 . 3  F U N C I O N E S  O R T O G O N A L E S  M I S C E L A N E A S

Existen muchos otros ejemplos de funciones ortogonales que pueden ser
estudiadas. Esto es de esperarse puesto que hay muchos casos especiales de
las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouvil le .  Por supuesto que no todas
éstas son importantes en aplicaciones, pero las relativamente pocas que son
importantes merecen investigación especial .  Dos conjuntos importantes de
funciones ortogonales son los polinomios de Hermite y Laguerre H,(x) y
L,, (x),  respectivamente, ya discut idos en la  página 351.  Usando las  ecua-
ciones diferenciales para estas funciones,. podemos probar los siguientes re-
sultados: .

1. Polinomios de Hermite J ,~ (’ "H,(x)H,wx  z: {;ikl /
v Tl.

; ; ;

Esto muestra que los polinomios de Hermite i-l,(x)  son ortogonales con res-
pecto a la función peso ex2 en el intervalo - CC  < n < a>  . También se puede
obtener un conjunto ortonormal de funciones.

2. Polinomios de Laguerre
J‘

’ c~~~ALj(x)L,(x)dx  = .o.
0

1

.i#k
(k!)‘. j=k

Esto muestra que los polinomios de Laguerre L,(x) son ortogonales con res-
pecto a la función peso e--r  en el intervalo 0 I x < CC  . Se puede encontrar un
correspondiente conjunto ortonormal de funciones.

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O

Pruebe que los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto a la
función peso e-“’ en - 03 <x < 03  .
S o l u c i ó n  Sabemos que H,(x)  y H,(x)  sat isfacen las  respect ivas ecuacio-
nes ll;'  - 3xH; + 7;H, = 0. H,' - 7x11;  + 71íHk  = 0

Si multiplicamos la primera ecuación por H,?,  la segunda por H,, y restamos,
encontramos

l-liH,  - H,ll;'  - 3.~(H,H,  ~ H,lf;)  + (21,  - 3j)HiH,  = 0

0 $tf;";  - H,H;) - Zx(H,H;  - H,H;) + (X - Z;)H,H,  = 0
'X

Multiplicando esto por el  “factor integrante” C$  ‘-)-VW  = (,m t’ podemos  escri-
bir esto como

; [tj "'(H,H,  - H,H;)] = (2j - X)r-"'HiH,

Integrando de - m a  03 tenemos así

de la cual obtenemos la solución deseada al dividir por 2j - 2k # 0.
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P u d i m o s  t a m b i é n  h a b e r  o b t e n i d o  e l  m i s m o  r e s u l t a d o  a l  e s c r i b i r  p r i m e r o
l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  e n  l a  f o r m a  d e  S t u r m - L i o u v i l l e  y  u s a r  l a  t é c n i c a  d e  l a
p á g i n a  376.

EJERCICIOS A

1. Dé una interpretación geométrica involucrando vectores a cada una de las siguien-
t e s  o p e r a c i o n e s .  ( a )  (D2 + 4)(c,  s e n  2 x  + cZ  cos 2x);  c i, c1  s o n  c o n s t a n t e s .
(b) DL  cos 4x. (c) D*emx = rnkemx, d o n d e  m  e s  u n a  c o n s t a n t e  y  k  =  1 ,  2,3,

2. I n t e r p r e t e  g e o m é t r i c a m e n t e  l o s  r e s u l t a d o s  D~Ru  = -u,  DJRu =  U, d o n d e  u =
c,  senx+c,  cosx,  c,,  cp son constantes y k = 1,2,3,

3. (a) Encuentre todos los vectores y en un espacio infinito dimensional no contable
los cuales se transforman en el vector sen x por la transformación D2  + 1. (b)
iCuál de estos vectores es tal que y(0)  = 0, y’(x)  = O? De una interpretación
geométrica.

4. Dado que Dy = ~ AZ’,  muestre que hay infinitas eigenfunciones dadas por y = ce - ml
con infinitos eigenvalores A = m correspondientes. Interprete geométricamente.

5. Escriba cada una de las siguientes ecuaciones en la forma de Sturm-Liouville.
(a) xy” + 2J’  + (i  + .\-)j,  = 0. (b) J”  - J’  + (i  + P)J  = 0.
(c) j”’ + (3 + i cos S))’  = 0. (d) f’  ~ (tan s)j.’  + (1 + i tan .Y)!’  = 0.

6. Muestre que cada uno de los siguientes son problemas de valor de frontera de
Sturm-Liouville. En cada caso encuentre (i) los eigenvalores y las eigenfuncio-
nes,  (ii) un conjunto de funciones mutuamente ortogonales en el intervalo (che-
quee la ortogonalidad por integración directa), y (iii) un conjunto ortonormal de
funciones en el intervalo. (a) y” + hy = 0; y(0)  = 0, y(4) = 0. (b) y”  + hy = 0;
Y’(O)=O,  y(a)=O.  (c)  y”+Xy=O;  y’(O)=O,  y’(2)=0.

7. Discuta el problema de pandeo de viga en la página 370 para los casos (a) n = 4;
(b)  n=5.

8. Muestre que si x se remplaza por VXx  en la ecuación (l),  página 371, entonces se
obtiene la ecuación (3)

EJERCICIOS B

1. Dado el problema de valor de frontera y”+  AY = 0; y(-  1) =y(l),  y’( - l)=y’(l).
(a) Muestre que es un problema de Sturm-Liouville y clasifíquelo de acuerdo al
tipo como se indica en la página 362. (b) Encuentre los eigenvalores y eigenfun-
ciones.  (c) Verifique que las eigenfunciones son mutuamente ortogonales en el
intervalo - 1 Ox 3 1. (d) Encuentre un correspondiente conjunto ortonormal de
funciones.

2. Discuta el problema de valor de frontera y ” + AY = 0; y(0)  +y(l) = 0, y’(0)  = 0, res-
pondiendo en particular a las siguientes preguntas: (a) iEs un problema de Sturm-
Liouville? (b) iTiene eigenvalores y eigenfunciones? (c) ¿Si  las eigenfunciones
existen, son ellas mutuamente ortogonales?

3. Trabaje el Ejercicio 2paray”+ XY  = O;y(  - 1) = -y(l),y’(-  1) = -y’(l). Compare
con el Ejercicio 1.

4. Trabaje el problema de pandeo de viga en la página 369 si las condiciones de fron-
tera (34) se remplazan por (a) y(0)  = 0, y’(L) = 0; (b) y ‘(0) = 0, y’(L) = 0. Discuta
el significado físico si tiene.

5. Determine las eigenfunciones normalizadas y la ecuación que define los eigenva-
lores para el problema de valor de frontera ny ” +y  ’ + ~xy  = 0 con condiciones y aco-
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tada en x = 0 y (a) y(1)  = 0; (b) y’(1) = 0; (c) y(l) + 2?‘(l)  = 0. iEstá  y’ acotada
en x: = O? Explique.

6. Encuentre los eigenvalores y eigenfunciones para los problemas de valor de fron-
tera:
(a) x”y  ” -+ xy’+  (XXL  - 4)y  = 0; donde y está acotada en x = 0 y y’(1)  = 0.
(b) xLy”+xy’-t  (AX’  ~ 25)~  = 0; donde?, está acotada en x = 0 y 2y(l)  + 3y’(l)  = 0.

7. Encuentre los eigenvalores y eigenfunciones para el problema de valor de fronte-
ra consistente de la ecuación diferencial xly  ” + xy ’ + (XXJ - i )y = 0 con la condi-
ción de que y está acotada en x = 0 y (a) y(1)  =O; (b) y’(l)  = 0; (c) y(l)  +
5y’(l)  = 0.

6.  Verifique el resultado (18) en la página 374 usando la regla de L’Hôpital.

16.  Pruebe que los polinomios de Laguerre son ortogonales con respecto a la función
peso e-X en el intervalo 0 -( x < m .

EJERCICIOS C

1. Dado el problema de valor de frontera y ” + uy = 0, y (0) = 0, y ‘(1) +wy ‘(1) = 0, don-
de fi  es una constante. (a) Muestre que hay infinitos eigenvalores positivos
x1, AL,  h.3, , donde X, - a (2n - 1)” T+ -Ocuando  n- 03 . (b) Obtenga las co-
rrespondientes eigenfunciones normalizadas y verifique que son mutuamente or-
togonales.

2. Resuelva el problema de valor de frontera xzy” + 5xy’  + (X  +y)y  = 0, y(1)  = 0,
y(e) = 0, dando los eigenvalores y eigenfunciones. iCuál es el factor peso con res-
pecto al cual las funciones son ortogonales?

3. Sea T,,(x), n = 0, 1, 2,. para denotar las soluciones de la ecuación diferencial

(1 ~ s2),f’ ~ X),’  + 2).  = 9

(a) Muestre que las soluciones para algunos de los primeros valores de n están
dadas por

7-,(-Y)  = 1. T,(.u)  = s, T,(s) = 2x2 - 1, T , ( x )  =  4 x 3  - 3x

(b) Muestre que las soluciones están dadas por

T,,  = cos  (ll cos-  ’ .u), II  = 1. 2, 3,. .: í-0-Y)  = 1

y que estos son polinomios de grado II.  [Sugerencia: Use (cos  B + i sen8)”  =
cosnB+isennB  y  t o m e  x=cosB.J (c)  Muestre que el conjunto de fun-
ciones es ortogonal con respecto a la función peso (1 -x”  )-ll2  en el intervalo
- 1< x < 1. Los polinomios T,(x)  se llaman los polinomios de Chebysheu.

Series ortogonales

4 . 1  INTRODUCCION

Tenemos ahora varios ejemplos de conjuntos de funciones mutuamente
ortogonales las cuales se pueden transformar en conjuntos ortonormales de
funciones por normalización apropiada. Podemos denotar un conjunto orto-
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normal de funciones por

donde
sij  # k
sij = k (2)

Tales funciones se parecen mucho a los vectores i, j,  k del espacio tridimen-
sional ordinario los cuales también constituyen un conjunto ortonormal.

Puesto que+ cualquier vector tridimensional A se puede expandir en tér-
minos de i, J’, k en la forma

.4’  =  A,i  + ,4’,7  +  A,i (3)

para constant_es  apropiadas A,, A,, A,+  (las cuales representan los com-
ponentes de A en las direcciones i, j y k, respectivamente), es natural pre-
guntar si podemos expandir una función f(x) en una serie de funciones orto-
normales, esto es,

f(x) =  (.lqbl(X)  +  (.2cf12(.Y)  +  ” =  i: Cjqbj(X) (4)
j= 1

para constantes apropiadas c I, cp,. (las cuales por analogía representan
los componentes de f(x) en las “direcciones” de @r  (x),  @Z  (x),  ). Asumimos
aquí por supuesto que las funciones están todas definidas en el mismo inter-
valo a 5 x 0 b, lo cual equivale a decir que todos son vectores en el mismo
espacio.

Formalmente, es fácil obtener las constantes c,, cg ,. Para ello mul-
tipliquemos la ecuación (4) por 4&(x) e integremos término a término de x = a
a x = b para obtener -_ I -.

Ahora si hacemos uso de (2), la serie a la derecha de (5) se reduce sólo a un
término, aquel para el cual j = k, puesto que los otros términos son cero. El
valor de este término realmente es c,. Así tenemos

Note que ck  es el producto escalar de f(x) y @&(x).  Esto es analogo a A,,
A,, A,  siendo iguales a los productos escaLares  de A con í, j,  k, respecti-
vamente, esto es, AL  = A. 1, A,  = A.  j, A,  = A l k de modo que

.4 = A,i + Al,7  + A,i  = (A T)i  + (.i  .j),j  + (Á 08

Hay varias preguntas que deberían hacerse.

(7)

Pregunta 1. iCómo  sabemos si la serie asumida a la derecha de (4) con-
tiene todas las funciones necesarias para la expansión? Para hacer Ya  pre-
gunta de otra manera, Lqué  pasaría si excluimos una o más funciones a la
izquierda? Esto involucra lo que se llama complitud del conjunto ortonormal
de funciones, y, como podríamos esperar, a menos que el conjunto sea com-
pleto ciertamente no esperaríamos que (4) se cumpla.
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Pregunta 2. Aún si tenemos un conjunto ortonormal completo, icómo
sabemos que la serie a la derecha de (4) con coeficientes c, dados por (6)
converja y aún si converge cómo sabemos que converge a f(x)?

Con el objeto de apreciar la Pregunta 1, suponga que solo nos fuera dado
los vectores unjtarios  i y j y se nos pidiera expandir un vector tridimensio-
nal arbitrario A en términos de ellos, esto es, hallar A, y A,  de modo que

A =  A,i  +  A,j (8)

Claramente, no podemos hacer esto puesto que el conjunto î, j no es un con-
junto 0rtonormaJ  completo y para que sea completo necesitaríamos sólo el
vector unitario k. Es interesante notar que en el caso (3) donde sí tenemos
complitud también tenemos

‘4’ = A.A = (j.q2  +  (AJ2  +  (At4)2  =  A: + /l:  +  A: (9)

lo cual es el teorema de Pitágoras en tres dimensiones.
De esta observación parecería razonable por analogía hacer la definición

de que el conjunto ortonormal de funciones @1 (x),  d2 (x),  es completo en
el intervalo a 5 x s b si se cumple la igualdad

s,”  [f(x)]’ d x  =  i c:
k = l

(10)

donde ck  = sabf.(x)&(x)dx (11)

para toda función f(r) para la cual el lado izquierdo de (10) existe. La igual-
dad (lo), la cual equivale al teorema de Pitágoras en un espacio infinito di-
mensional contable, con-frecuencia se llama la igualdad de Parseval o la iden-
tidad de Parseval.

El resultado (ll) fácilmente se obtiene formalmente si tenemos

f(x)  = f Ck$k(X)
k=l

(12)

debido a que si multiplicamos ambos lados de (12) por f(x) e integramos tér-
mino a término de x = a a x = b encontramos

f [.f(x)12  dx = ,& ck  1  f(xb$k(x)dx

la cual se reduce a (10) al usar (ll). Desafortunadamente, lo recíproco no fun-
ciona, esto es, no podemos obtener (12) de (10). De hecho, puede muy bien
suceder que se cumpla (10) y que (12) no se cumpla.

Una desventaja al usar (10) como una definición para complitud es que
no hay una relación obvia entre f(x) y el conjunto ortonormal que ofrece la
base para la expansión como se da en (12). Esta situación se puede, sin em-
bargo, remediar debido a que podemos mostrar que (10) es equivalente al
enunciado

~~ I:P  [,f’(‘c)  - ~ Cjd>j(X)12  (l‘í = 0
j= 1
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donde se nota que el integrando contiene la diferencia entre f(x) y la suma
de los primeros n términos de la serie a la derecha de (12). La equivalencia
no es difícil de establecer. Para ello debemos primero elevar al cuadrado

,f’(.Y) - c c.,c/5i(.Y) (15)
j- 1

Esto se hace al elevar al cuadrado cada término en (15), hallar los términos
de producto cruzado, y luego sumar. El resultado es

rf'(s)lZ + jJI, cf[4j(s)]2 - 2 C C',j.f'(.Y)C/5j(.Y)  + C (.i(.hg$j(.y)c$h(.y)
(16)

j= 1 j-h

Si ahora integramos (16) de x = a a b podemos escribir el resultado (14) como

esto es,

l ím cf = 0
II-  7 k= 1

lo cual es equivalente a (10).

Suponga ahora que consideramos

(17)

Podemos considerar la suma finita (18)

como una aproximación de f(x) y (15) como el error cometido. Entonces (17)
se puede interpretar como el error medio cuadrático en la aproximación y la
raíz cuadrada de éste como error medio en raíz cuadrada o error rms con el
cual el científico y el ingeniero pueden estar familiarizados del análisis de
circuitos eléctricos, tkica,  etc., en conexión con corrientes medias cuadráti-
cas, velocidades, etc.

Estas observaciones nos l levan a hacer la siguiente definición de com-
plitud.

/
Definición. El conjunto ortonormal de funciones 4, (x),  42  (x),  se  d ice
que constituye un conjunto ortonormal completo en el intervalo a  5 x 5 b si

para todas, las funciones f(x) tales que el lado izquierdo de (10) converge se
tiene que

,f’(.Y) - i C’;ci),(S) L tls = 0
;= i 1 (19)
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donde los coeficientes c, están dados por (ll), esto es, el error medio cua-
drát ico en la  aproximacion  (18)  t iende  a  cero  cuando n-  03 .

El resultado (19) a menudo se escribe en la forma algo sugestiva

1.i.m. C c’,c/I~(.Y)  = ,f(.~) (20)
I, f I ,=l

lo cual se lee f(x) es el límite en media de (18) cuando n- OO,  o que (18)
converge en la media a f(x) cuando n-- 03  . Se debería notar que tal conver-
gencia media, como se llama es diferente de la convergencia ordinaria, esto es

la cual corresponde a (12).
Aunque las preguntas de convergencia ordinaria y media están fuera del

alcance de este curso, es de interés que el estudiante vea algunas de estas
ideas y tal vez se motive para emprender cursos más avanzados en los cua-
les se tratan tales tópicos. Algunos de los conceptos serán considerados en
los ejercicios para los estudiantes interesados.

Afortunadamente, desde el punto de vista aplicado ocurre que en la ma-
yoría de los casos que surgen en la práctica tenemos la convergencia ordina-
ria (la),  excepto en algunos valores aislados de x y también la convergencia
media (20). Más adelante se darán algunas ilustraciones.

Observación. En la discusión anterior asumimos la expansión de una fun-
ción en términos de funciones ortonormales 4,  (x),  c$*  (x) ,  Es to  es  desea-
ble desde el punto de vista teórico, puesto que los resultados obtenidos tales
como (10) y (ll) se simplifican mayormente. Desde el punto de vista prácti-
co, sin embargo, esto requiere primero la normalización de las funciones or-
togonales y luego la expansión de la función en la serie ortonormal resultan-
te. En vez de hacer esto, con frecuencia es más simple asumir la expansión
en serie en términos de las funciones ortogonales y determinar los coeficien-
tes directamente. Así, por ejemplo, suponga que nos dan el conjunto ortogo-
nal de funciones ur (x) ,  uZ (x),  (e l  cual  esperamos,  con una apropiada
normalización, corresponderá a un conjunto ortonormal completo), y nos pi-
den expandir una función dada f(x) en la serie.

,f(.Y)  = Illlf,(.Y)  + LI?lfJ.Y)  +  ” =  1 rljlfj(“) (22)
j‘  1

Multiplicando ambos lados por u,(x) e integrando de a a b, encontramos

Luego usando

(23) llega a ser
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r h ,/‘(.Y)lli(.Y)tl.\-
10 cual produce ClI,  = Y1lh  ~~~~ ~~~~

.i’

(26)
(, [“#)12 ll.\-

La serie resultante (22) será por supuesto la misma que si hubiéramos empe-
zado con las funciones normalizadas.

4 . 2  S E R I E S  D E  FOURIER

En la página 366 mencionamos cuatro tipos de problemas de Sturm-Liou-
ville A, B, C y D. Hasta ahora hemos dado ejemplos de todos estos excepto
para D, el caso periódico. Ahora examinamos este caso. Escogemos la ecua-
ción diferencial de Sturm-Liouville más sencilla

(271

y tomaremos las condiciones de frontera periódicas como

Jd -Ll  = !fL), y’(  ~ L)  = j,‘(L) (28)

donde hemos usado a = - L y b = L, donde L es una constante dada. Con es-
ta elección los resultados se simplifican mayormente.

Ahora la solución general de la ecuación diferencial (27) es

J‘ = A cos v’  ir + Bsen j2.x (29)

Las condiciones de frontera (28) producen

A cos ,/T.L  - Bsen ,.‘iL = A cos ,!;L + B sen,/>L (30)
A,‘/.  sen,;;L  + B,‘:. cos $.L = -A,!? ser..‘/.L + B,,‘: cos ,,;L (31)

Estas ecuaciónes conducen respectivamente a

2Bsenv?.L  = 0, 2A,!‘>.sen$.L  =  0 (32)

Dos posibilidades pueden ocurrir

(a) sen v’XL  = 0, de lo cual obtenemos

los  cuales son los eigenvalores. Las eigenfunciones correspondientes obteni-
das de (29) están entonces dadas por

Iu\- k?LY
j’r =  aI,  cos  ~~  +  h,sen~Im. /i  = 0, 1. 2, 3, . (34)

L J

donde ah, 6, son constantes.
(b)  sen VIL # 0, de lo cual B = 0, A VT=  0. Esto significa que B = 0 ó

A = 0, lo cual produce la solución trivial y = 0, ó B = 0, x = 0, lo cual conduce
a un caso algo sin interés de un eigenvalor y una eigenfunción de modo que
la ortogonalidad llega a ser despreciable.
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Obviamente, la posibilidad (a) es la única significativa. Los eigenvalores son
x = 0 ,  T/L,  2r,:‘L, ,  y  las  eigenfunciones correspondientes son

uo 11 cos ?? + b sen !”1 u cos ?E + b sen!???
L 1 L’  2 L 2 L”

Estas son por supuesto, de la manera como se derivan, mutuamente ortogo-
nales, esto es,

/<7KY hnr

uI,  cos c + h, senL- i # 1,  (36)

En particular, puesto que (36) es cierto para cualesquiera valores de las
a ‘ s y b ‘s, tenemos

las cuales se pueden verificar por integración directa.
Si f(x) es una función definida en el intervalo - L s x & L, nos lleva na-

turalmente a la expansión de f(n) en la serie

(38)

Para obtener las a’s primero multiplicamos ambos lados de (38) por cos(k~x/Z)
e integramos de -L  a  L.  Entonces

Debido a (37), todos los términos a la derecha son cero excepto uno, aquel pa-
ra el cual j = k. Así tenemos

E 1 denominador en (39) se evalua fácilmente. Tenemos

k = 0: 1‘
1, kii.YMI. cos ~- ll.\- =

L J’ L 1 tls = 2L
-L

k = 1,2.  3.. :
i’

L k7T.Y
_ L cos F rls =

L 1

J -í

Zlms
-l. j 1 + COS __-

L 1
ll.3 = L
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Así (39) llega a ser

Similarmente,  para obtener los b ‘s, multiplicamos ambos lados de (38) por
sen (knx/L)  e integramos de - L a L. Así

+ hj s L sen,!? ~en!YE (1s
-L L L

Debido a (37) todos 10s términos a la derecha son cero excepto uno, de modo
que

s
“, f(Y)senkET rls = h, j:Lsenz F ti.\ 0

s
-,,

h, =

j‘(s)  sen “T rls

s
L sen2  -2

(41)

-L L

El denominador en (41) se evalúa fácilmente. Encontramos

Ls. 2  k7C.Y
-,sen  --(1X  =

L 1
L J pldj ( 1 -cos~f  1 rl.x=L, k = 1, 2 , 3,. .

de modo que (41) llega a ser

La expansión en serie (38) con coeficientes dados por (40) y (42) se llama una
serie de Fourier en nombre de la persona quien primero la descubrió en su in-
vestigación sobre flujo de calor involucrando ecuaciones diferenciales parcia-
les a principios del siglo XIX. Veremos cómo tal serie surge de las aplicacio-
nes de ecuaciones diferenciales parciales  en el  Capítulo trece y tendremos
ocasión de trabajar muchos problemas haciendo uso de ellas.

Se observa que hay dos fórmulas separadas para los a’s dadas en (40),
una para a, y otra para ak, k = 1, 2,. Es posible y deseable remplazar és-
tas por una fórmula. Para ver cómo se hace esto, coloquemos k = 0 en la se-
gunda fórmula de (40). Entonces encontramos

(43)

El mismo resultado se consigue si remplazamos a, en el primer resultado de
(40) por ao/2.  Si hacemos esto, debemos también por supuesto remplazar el
a, en (38) por a,/2.  Tenemos así el siguiente resumen del procedimiento bá-
sico para la expansión de una función en una serie de Fourier.

Resumen del Procedimiento para hallar series de Fourier

1. Dada la función f(x) definida en el intervalo - L 5 x 5 L, evalúe los
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coeficientes, a menudo llamados coeficientes de Fourier, dados por

2. Usando estos coeficientes y asumiendo que la serie converge a f(x). la
serie de Fourier deseada está dada por

Como ya hemos mencionado, hay una pregunta de si la serie a la derecha de
(45) realmente converge a f(x) para que se justifique la igualdad. Para este
propósito tendremos que examinar la pregunta de convergencia de las series
de Fourier. Antes de hacerlo, sin embargo, trabajemos un ejemplo ilustrando
cómo se puede encontrar una serie de Fourier para una función dada f(x).

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Encuentre la serie de Fourier correspondiente a la función f(x) = 1 -x
en el intervalo - 15 x s 1.

Solución Puesto que el intervalo es - 15 x 5 1, tenemos L = 1. Entonces
los coeficientes de Fourier ah,  b, están dados por

De estos encontramos

u(J = s1 1 (1 - s)dx = .Y  - ; ; = 2
1

Q. = s‘, (1 - .x)coskmh  = (1 - X) (=;rL”“)  - (+$)~~1  = o-~

b, = J!l (1 - x)senkzxdx  = (1 - X)

2 cos  kz
kx

Asía,=2,a,=a,=...=O,b,=  -2 b,=&,b,= -&,...y l a  s e r i e  deFou-
7c’

rier se puede escribir formalmente como

1 - x = 1 - 2sen7r.Y  + ?sen  277.X  - $ sen37r.X  + .  .
71 2rL

(46)

asumiendo que la serie converge por la derecha a f(x) = 1 - x para - 15 x 5 1.

Cuando científicos, ingenieros o matemáticos obtienen resultados posi-
bles por algún medio dudoso, ellos recurren ya sea a probarlos rigurosamente
o a chequearlos para ver si son razonables. Esto último es  generalmente más
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fácil, y en muchos casos una prueba se visualiza solamente después  de que
se haya obtenido suficiente evidencia para conjeturar que los resultados tie-
nen validez. Con esta intención procedamos a chequear el resultado (46) ob-
tenido en el ejemplo anterior. Puesto que hemos obtenido este resultado asu-
miendo - 11 x $ 1, veamos si este resultado se cumple para varios valores en
este intervalo. Si ensayamos x = 1 y - 1, esto es, los puntos extremos del in-
tervalo, formalmente encontramos 0= 1 y 2 = 1, respectivamente, cuya evi-
dencia puede causar que alguien abandone inmediatamente y concluya que
el resultado debe estar equivocado. Otros, con más fé en el análisis, pueden
estar inclinados a pensar que tal vez el resultado solamente se cumple para
- 1~ x < 1, en cuyo caso es natural que obtengamos un resultado equivoca-
do para x = k 1. Con estas ideas, podemos ensayar con un punto en la mitad
del intervalo, esto es, x = 0. Usando esto en (40) nos lleva a 1= 1, lo cual pue-
de ser una simple coincidencia. Continuando aún más, sea x = +, en cuyo ca-
so (46) llega a ser

0 1+-$+...=,-

Esto, si es cierto, parecería ser más que una coincidencia. Usando una cal-
culadora, vemos que parece tener validez. Realmente, no es difícil probar el
resultado el cual está basado en la expansión en serie de Taylor fácilmente
obtenible (usando métodos empleados en el cálculo elemental)

y tomando simplemente t = 1 a ambos lados.
Aún todavía está la pregunta de por qué el resultado no se cumple en x =

k 1. Para buscar una explicación posible, notamos que los términos a la de-
recha de (46) son todas funciones periódicas, y de hecho el período de todas
ellas es 2. Así, si (46) ha de ser válida, el lado izquierdo debe tener también
período 2. Podemos ver esto mejor si graficamos  f(x) = 1 -X para - 15 x 5 1
y repetir este gráfico a la derecha y a la izquierda, como se muestra en la Fi-
gura 8.8. Y

$q\y\ x
- 3 - 1 0 1 3

I I I I

I I I l

-Periodo y----PeríodovPeríodo---1
I I I

Figura 8.8
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El gráfico sirve para aclarar nuestro dilema porque vemos en éste que hay
puntos de discontinuidad en x =  + 1 , +- 2 ,  -+3,.  P u e s t o  q u e  e l  v a l o r  d e
la serie es 0 ó 2 cerca a un punto de discontinuidad, dependiendo del lado
donde consideremos la  discontinuidad,  la  serie  en su intento de ser  “inses-
gada” da el  valor  promedio 3 0( + 2) = 1 en el punto de discontinuidad.

Como ya lo hemos resaltado, la pregunta de convergencia de la serie Fou-
rier involucra algún análisis matemático algo complicado el cual omitiremos.
Resulta, sin embargo, que hay algunas condiciones muy simples bajo las cua-
les podemos decir cuándo una serie de Fourier converge y también a lo que
ésta converge. Fourier mismo no desarrolló estas condiciones, y se dejó al ma-
temático Dirichlet  el desarrollar esta tarea.

Antes de enunciar el teorema básico de Dirichlet, hagamos algunas ob-
servaciones adicionales. Primero, es bastante claro que si la serie (45) ha de
cumplirse entonces, puesto que cada función a la derecha tiene el período 2L,
la suma debería también tener el período 2L, y así f(x) debería tener el perío-
do 2L. Indicamos esto escribiendo

fb +  2L) =  f(x)

Segundo, es claro que la función f(x) debe ser tal que la integral en (44) exis-
ta. Una condición simple para esto es que f(x) sea continua en el intervalo
-L s x 5 L. Esto es un poco más restrictivo de lo que necesitamos, sin em-
bargo,  puesto que es  posible para una función tener  discontinuidades y ser
todavía integrable.  Una posibil idad es usar funciones seccionalmente conti-
nuas, con las cuales ya nos hemos encontrado en el capítulo sobre transfor-
madas de Laplace.  Revisemos esto en la siguiente

Definición. Una función se dice que es seccionalmente continua en un in-
tervalo si la función tiene solamente un número finito de discontinuidades
en el intervalo y si los límites por la derecha y por la izquierda en cada dis-
continuidad existen ambos.

Un ejemplo de una función que tiene período 2L y es seccionalmente con-
tinua se muestra en la Figura 8.9.

f(x)

f(x) = -1

Un periodo completo

Figura 8.9

X
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Estamos listos ahora para enunciar las condiciones conocidas como las
condiciones de Dirichlet bajo las cuales una serie de Fourier se garantiza a
converger y a lo que ésta converge en el siguiente

Teorema 1. (Teorema z Dirichlet). (a) Sea f(x) una función de x definida
en el intervalo - L < x < L y definida por extensión periódica por la relación
f(x + 2L)  =f(x), esto es, f(x) tiene período 2L. (b) Sea f(x) una función sec-
cionalmente continua en el intervalo - L < x < L. (c) Sea la derivada f’(x)
una función seccionalmente continua en el intervalo - L < x < L. Entonces
la serie a la derecha de (45) con coeficientes (44) converge a f(x) si x es un
punto de continuidad y converge a

i[f(x + 0) + f(x  - O)] (47)

si x es un punto de discontinuidad donde (47) representa la media aritméti-
ca de los límites de f(x) por ambos lados del punto de discontinuidad.* Las
condiciones en (a), (b) y (c) se llaman las condiciones de Dirichlet.

Este teorema es de gran valor puesto que garantiza que una función tal
como la que se muestra en la Figura 8.9 posee una serie de Fourier conver-
gente. Si la función esquematizada en el gráfico se fuera a usar para llegar a
una serie de Fourier, la serie resultante convergiría a los siguientes valores:

2+1
En A la serie convergiría a 2 = 1.5.

E n  B  l a  s e r i e  c o n v e r g i r í a  a  23+(-Q .

En C la serie convergiría a 3, puesto que x es un punto de continuidad.

En D la serie convergiría a 0.

En E la serie convergiría a 1 +!-l)=o,2

2+1
En -L y + L  la serie convergiría a T = 1.5.

El teorema sirve para explicar los resultados alcanzados en el Ejemplo ilus-
trativo 1, página 388.

Antes de continuar con más ejemplos y el uso del teorema anterior, hay
varias cosas que deberían indicarse.

1. Algunas veces la función f(x) se especifica en el intervalo de longitud
2L diferente a -L < x <L,  tal como por ejemplo c <x < c + 2L,  donde c pue-
de ser cualquier número real. En tal caso la serie de Fourier es la misma a la
dada en (45),  pero los coeficientes de Fourier (44) se remplazan por

1
Uk = ~ sc+  2L j(x) cos !y dx, b, = i l-,2,  ((,)sen% n.x (48)

Lc

*Ver el pie de página en la página 268.
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En el caso especial donde c = - L, (48) se reduce a (44).
2. Ocurren dos casos especiales importantes de series de Fourier en 10s

cuales (a) solamente están presentes términos de coseno, o (b) solamente
están presentes términos de seno. Nos referimos a estos como serie coseno de
Fourier y serie seno de Fourier, respectivamente. Con frecuencia es posible
predecir del gráfico de la función si obtendremos una serie coseno de Fourier,
o una serie seno de Fourier, o una serie regular que involucre cosenos y se-
nos. Para ver cómo, supongamos primero que tenemos una serie coseno, es-
to es,

donde todos los b’s son cero. Si remplazamos x por - x en (49) y recordamos
que cos  (- 0) = cos8,  (49) llegar a ser

2ns
.f’(-S)  = 2 + .,cos~  + U,COST  + ..s2

esto es, f( - x) = f(x). Una función que tiene esta propiedad con frecuencia
se llama una función par, la terminología probablemente originada del hecho
de que si IZ  es un entero par entonces (-x)”  = xn . Ejemplos de gráficos de
funciones pares se muestran en la Figura 8.10. En cada una de éstas el valor
de la función en - X,  esto es, f( - x), es igual al valor de la funcibn  en X,  esto
es, f(x). El gráfico es así simétrico alrededor del eje y de tal modo que el eje
y actúa como un espejo en el cual la parte del gráfico a la derecha es el objeto
y la parte a la izquierda es la imagen.

Si solamente están presentes términos seno, esto es, tenemos una serie
seno de Fourier, entonces

,f‘(x)  =  b,seny  +  bIsen? + ... (51)

donde todos los a’s son cero. Si remplazamos x por -x en (51), y recordamos
que sen( - 0) = -seno,  (51) llega a ser

(52)

esto es, f (- X)  = -f(x). Una función que tiene esta propiedad se llama una
función impar, probablemente del hecho de que, para n igual a un entero im-
par, (-x)”  = -WV. Ejemplos de funciones impares se muestran en la Figu-
ra 8.11. En cada una de éstas el valor de la función en - X,  esto es, f( - x), es
igual al negativo del valor de la función en X,  esto es, -f(x). Si asumimos
que la parte del gráfico a la derecha del eje y es el objeto, entonces la imagen
deseada se obtiene por reflexión en dos espejos, uno siendo el eje y y el otro
siendo el eje negativo x.

Recíprocamente, podemos mostrar que funciones pares tienen series co-
seno de Fourier correspondientes, mientras que funciones impares tienen se-
ries seno de Fourier. Por tanto si sabemos de antemano que tenemos una
función par, o impar, podemos acortar en la mitad el trabajo de hallar los coe-
ficientes de Fourier, puesto que solamente tenemos que hallar de a ‘S o b ‘s, res-
pectivamente.
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Si f(x) es par, entonces asf también es f(x) cos  krx/L,  de modo que (44)
se remplaza por

3
ak  = ~

L s
; j'(s)  cos !F dx. h,  = 0 (53)

Similarmente, en el caso de que f(x) sea impar, entonces f(x) sen krx/L  es
par, de modo que el resultado (44) se remplaza por

ak  = 0, hk  = i jt f(x)senF  dx

Algunas veces nõs  dan la función f(x) en un intervalo 0~ x -C L de longitud
L, esto es, la mitad del intervalo acostumbrado, y nos piden encontrar la se-
rie coseno de Fourier para la función. En tal caso simplemente usamos (53).
El resultado es por supuesto el mismo a si fuéramos a extender la definición
de la función a la otra mitad del intervalo, - L < x < 0 de modo que la función
resultante en el intervalo completo - L < x < L es una función par.

Similarmente, si nos dan la función f(x) en 0 < x < L y nos pidieran en-
contrar la serie seno de Fourier para la función, usamos (54). El resultado es
el mismo a si fuéramos a extender la definición de la función a la otra mitad
del intervalo - L <x  < 0 de modo que la función resultante en el intervalo
completo -L <x  <L es una función impar. Tales casos con frecuencia se
refieren por obvias razones como serie coseno cfe  Fourier de  medio rango  y se-
rie seno de Fourier de medio rango, respectivamente.

Ilustremos las observaciones anteriores trabajando un poco más de ejem-
plos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre una serie de Fourier para la función

-2<x<o
o<x<2

teniendo período 4.

Solución El gráfico de esta función aparece en la Figura 8.12. Se ve que la
función es impar. Por tanto esperamos una serie seno de Fourier. Puesto que
el período es 4, tenemos 2L = 4, L = 2. Por tanto de (54),

ak = 0, b,  = 1 ji j(x)senF  dx = ji (l)senF  dx

2

La integracián produce b,  = -&c«sF- =&(l- cos  kn)
0

de la cual obtenemos
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f(x)
*

I I I I
I I Il

!¡

I
I I I 1

__.-.A”..~~..  “_.--._. .---......J-..--.  !+-- _--L....  -“---“.” .-_I 1..--  _”  .--..  L”“~---,.  x
I -2 l I +2 l

k--
I I I I
l t I l

I 1 ! I 1

Figura 8.12

Así, la serie de Fourier deseada es

4 4 377s  4 57T.Y 7 2 k71.Y-sen?+-sen-+-sen-+...=  C -(l -cosk~)sen~
Tc 37c 2 57c 2 k=,  kn

Del teorema de Dirichlet vemos que en los puntos de discontinuidad ta-
les como x = 0,2,4,  la serie converge a cero. En un lugar como x = 1, el
cual es un punto de continuidad. la serie debería converger al valor de f(x)
para x = 1 el cual es 1. Sigue que

4- l-;+-;w;+... =1
71 ( 1

el cual es el mismo resultado obtenido en la página 389.
Podemos si deseamos definir una nueva función F(x) de período 4 tal que

1 -1, -2<X<O
F(x) = 1, 0 < .Y  < 2

0, x= *2

En tal caso tendríamos para todo x

F(x)  =  f ?(l - cos  ks)sene
k=l  kn

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

0 x 10Expanda en una serie de Fourier fjx) O.lx, 5 5=
0.1(20 - s), 10 2 s 5 20’

Solución Puesto que no se ha hecho mención del período de esta función,
a primera vista hay tres casos posibles que podrían surgir.

(a) El período podría tomarse como 20 (y la serie contendría senos y cosenos).
(b) Podríamos expandir la función en una serie seno de Fourier, en cuyo ca-

so el período se tomaría como 40 (esto es, el intervalo 0 5 x 5 20 sería la
mitad del rango).

(c) Podríamos expandir la función en una serie coseno de Fourier, en cuyo
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caso el período se tomaría como 40 (esto es, 0 5 x 5 20 sería la mitad del
rango).

Todas estas series servirían el propósito de representar la función en el in-
tervalo 0~ x 5 20. El hecho de que podamos obtener varias posibilidades
muestra la necesidad de especificar el período o al menos mencionar si se
desea una serie seno o coseno.

Asumamos que se desea el  caso (a), esto es, el período de la función es
20. En tal caso el gráfico de f(x) aparece en la Figura 8.13. Puesto que este
gráfico es una función par, la serie de Fourier contendrá solamente cosenos,
esto es, será una serie coseno de Fourier. Esto resultaría ser lo mismo al ca-
so (c) anterior,

f(x)

I
r - - - - - P e r i o d o =  2 0

Figura 8.13

de modo que solamente hay dos posibilidades en vez de tres. Puesto que el
período es 20, tenemos 2L = 20 ó L = 10. Así

Uk = $ so” (0.1x) cos  !g dx, h, =  0

Para k = 0 tenemos 2
a o=]()  0-J1oO.lxifx  = 1

Para k = 1, 2,3,. tenemos, al integrar por partes,

2
ak  = --(cosh  - 1)

k2n2

Entonces la serie de Fourier deseada está dada por

0

k =  1

I)cosg

1 4 1 37-m 1 57r.Y
. .

2 -4 IE2
cos
; 1 3..  10

+ cos + - cos  ~
j2 10

+

(55)

(56)

Puesto que f(x) no tiene puntos de discontinuidad, vemos por el teorema de
Dirichlet que esta serie converge a f(x) para todo valor de x. Podemos así le-
gítimamente escribir la igualdad
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En particular, para x = 0 la serie converge a cero. Así colocando x = 0 tenemos

o=;-; ++;7+;+---i 1 10 1’ + ;! + t- + . = y;fi2 (57)

una serie interesante la cual es difícil de sumar por otros métodos.

Observación 2. Se debería notar que si por alguna razón no notamos
que f(x) es una función par hubiéramos obtenido el mismo resultado (55)
usando

knx
0,1(20  - .x) cos  ~-  dx

1 0

b, = h ,To” 0,l
knx 1

xsen=dx  + lo
s

2o  0,1(20  - x)Beng  dx1.

El resto del caso (b) mencionado antes se trata en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Expanda  la función del Ejemplo ilustrativo 3 en una serie seno de Fourier.

Solución Para hacer esto debemos usar la función definida en el Ejemplo
ilustrativo 3 para el intervalo 0 5 x 5 20, y luego extender la definición a la
izquierda de x = 0 de modo que tendremos una función impar como se indica
en la Figura 8.14. En tal caso el período es 40 de modo que 2L = 40, L = 20.
Tenemos así uA  = 0 y

bk  = i6 Jô’”  f(xj sen%  dx = & su”  0.1~  SenE  dx + i6 J:I  0.1(20  - x) sen%  dx

Integración por partes produce b,  = 8 scm kn/2
k2z2

de modo que la serie de Fourier requerida es

0

sc 8 sen  kn/2  ser,kn.

k= 1 k2z2 20

8
(

71x 1 37cx 1 57c.x
7í2 sen%  - ?senF  + Ií2sen20  - .  .

1

(58)

(59)

La serie converge para todo x a f(x) por el teorema de Dirichlet, puesto que
f(x) es continua para todo X. En particular, para x = 10 la serie converge a 1.
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Así tenemos

l=$ l+$+$+...( > (60)

la cual produce el mismo resultado como en (57). Note que las series (55) y
(58), aunque lucen diferentes, realmente representan la misma función para
o-xI20.

f(x)

t
Período/= 40

Figura 8.14

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

Encuentre una serie de Fourier de período 8 para la función

f(x)  = ;’1,
o<x44
4Sx<8

Solución El gráfico de la función se muestra en la Figura 8.15, y se ve que
no es par ni impar. Así la serie de Fourier tendría senos y cosenos presentes.
Puesto aue el período es 8, tenemos 2L = 8, L = 4. Entonces usando (48),
página 391, con-c = 0, tenemos

Uk = ; J;  f(x) cos y dx = ; so” x cos !y dx + ; J;  4 cos k4 dx

bk  = $ ( f(x) sen?  dx = d jl x se,,? dx + a j: 4senT  dx

1 4 1 8
Para k = 0 tenemos a, = -

s4 0
xdx+-4 44dx=6

s

Para k > 0 tenemos al integrar por partes

Uk = & (cos  kn - l), b, = ; (cos  kr - 1)

Entonces la serie de Fourier deseada es

3+  í:
k =  1 [

&(cos k7T - 1) kzx ;;xcos  4 + - (cos  kn -
knx

l)senT 1
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t
kPeríodo=  8-

Figura 8.1 5

Observación 3. Para los puntos de discontinuidad x = 0, +8,  f 16,
ia serie converge para $ (4+ 0) = 2 por el teorema de Dirichlet. Para cual-

quier otro valor de x la serie converge a f(x). Si deseamos podemos definir
una nueva función

X, o<xs4
F(x) =

1
4, 4Sx<8

2, x = 0,8

Podemos decir entonces que la serie (61) es la serie de Fourier para F(x) y
que converge a F(x)  para todo x en el intervalo 0 6 x s 8.

La discusión general relacionada con series ortogonales en las páginas
380-385 se aplica por supuesto a las series de Fourier en particular. Una de
las preguntas que surgió en esa discusion involucraba la complitud de un
conjunto ortogonal (u ortonormal) de funciones. Para el caso de las series de
Fourier podemos probar el siguiente

Teorema 2. El conjunto de funciones 1, cos  F,senF,  donde k = 1, 2,

es un conjunto ortogonal completo en cualquier intervalo de longitud 2L, y si
f(z) satisface las condiciones de Dirichlet del teorema en la página 391, en-
tonces la identidad de Parseval  dada por

1
¿ csc+2L CfCx,]’  dx =  + + f (a,Z  +  b,2)

k=1

donde c es cualquier número real, es válida.

Formalmente, podemos deducir (62) al escribir la serie de Fourier para
f(x), esto es,

j(x)  = 4 + f knx km

k= 1
uk  COS  L + bksenT

>
(63)
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Multipliquemos ahora ambos lados de (63) por f(x) e integremos de c a c + 2L
para obtener

I’
c+2L  [.r’(x)]2  (1-Y  = f$~+zL.f(ï)dï  + ki,  uk~+2Lf(x)Cos~dx

c

+ k$l  h, [+” ,!(.y)senT  dx
(64)

De (48),  página 391, tenemos

Entonces (64) llega a ser s
c+2L  [J'(x)]2 dx = 9 + i (La?  + L@)c

k=l

la cual produce (62) al dividir por L.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

Escriba la identidad de Parseval correspondiente a la serie de Fourier
del Ejemplo ilustrativo 4, página 397.

Solución Tenemos c = 0, L = 10 y ak = 0, b, =
8 sen kn/2

k2x2
Entonces (62) llega a ser

2oPero puesto que
s0

(65) llega a ser

:,, j-i0  [J’(412 dx = f 64s;;;n’2  = $ (; + $ + $ + ; + . . j (@j)
k=l

[f’(x)12  dx  = s,“’  (O,~X)~  dx + J,; [0,1(20  - $1’ dx = F

1 1 1

la cual es la identidad de Parseval deseada. Esto produce el interesante re-
sultado

(66)

EJERCICIOS A

1. Obtenga expansiones en series de Fourier correspondientes a cada una de las si-
guientes funciones definidas en el intervalo indicado y teniendo el período indi-
cado por fuera de ese intervalo. Para cada caso (i) grafique la función, (ii) esta-
blezca si es par o impar, (iii) determine los puntos de discontinuidad si hay
alguno, y (iv) dé los valores a los cuales la serie converge.

Tc<x<o-o < x < 71;  2~ W f(x) = 1, -2 < x < 2: 4
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-3<X<O

o<‘r<3
;6

ntx<o
-o<xcn:  27(

- 1  < x < o

O<x<l ;2

o<x<4
4<x<8 ;8

1 . 0 < x < 2~13
(g) f(x)  = 4.X - x2, 0 < x < 4: 4 (h)  f(x)  = 0. 2~13 < x < 47113:  2n

- 1 . 4x13  < x < 2x

2. Expanda  cada función definida en el intervalo indicado en series seno de Fourier
o series coseno de Fourier como se indica. Dé los valores a los cuales cada serie
converge.

(4 f(x)  = 5, o<x<3
0 < x < x/2

seno
nj2 < x < n

coseno

o<x<5
seno O<x<l coseno

5<x<lO
(d) f(x) = 2,

(e) f(x) = 4~ - x2,
o<x<2

Otxt seno coseno
2 < x < 4

3. Escriba la identidad de Parseval correspondiente a las series obtenidas en (a)
Ejercicio l(a); (b) Ejercicio l(d); (c) Ejercicio l(g).

4. Obtenga los resultados (37), página 386, por integración directa.

EJERCICIOS B

cos  3x
1. Muestre que .Y~ =

r?

í

cos  2x- - 4
3

cos  x - -2I  + .32~ - -n<x<n.

Muestre por el teorema de Dirichlet que la igualdad se cumple en x = t x y, por
tanto, que

1 1 1 72
-+-+-+“‘=612 22 32

2. Muestre que si a # 0, f 1, 22,

x cos  ux cos  3.X
2a senan

+ 2~_ui  - , ‘-Tc  < x < n

Muestre que la igualdad se cumple para x = +- H y pruebe por tanto que

3 .  Expanda

en una serie de Fourier de período 2L.  ¿Qué  pasa en x = -+  L?

Muestre
e2n - 1 1

4 . que pX =~ ?+ 0 < x < 2n
71

5.  (a) Remplazando x por 2x-x en el Ejercicio 4, muestre que
TI  cosh  (YI - x)

2 senhx
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(b) Pruebe que la igualdad se cumple para x = 0, y así evalúe 1
1

,i=,  2 T 1

6. Muestre usando la identidad de Parseval en el Ejercicio 1 que

1 1 I ll4
ji + 5-1  + 3j + ” =

90

7. Muestre que cualquier conjunto ortogonal debe ser linealmente independiente.

EJERCICIOS C

1. Un inductor L y un condensador C están en serie con una feín de período 2T dada
wr

I

E

E”.

O<t<T
E(t) =

T < t < 2T

Si la carga en el condensador y la corriente son cero en t = 0 y si L, C, E,,  T son
constantes, muestre que la carga está dada por

Q = ;!  ,,g,  ?;~??~;!?;;!
n

donde W,  = (2n - l)r/T,  w = l/m. Determine la corriente en cualquier tiem-
po. ¿Qué  pasa cuando W,  = w para algún n?

f --.-!!
2. Encuentre la suma de la serie n-I (,,z  + ,)z.

(s g
u erencia: Use el Ejercicio 5B.)

3. Sea tin(  k = 1, 2,. un conjunto ortonormal en el intervalo a $ x s b y sean
(Y*,  k = 1, 2,. constantes cualesquiera. Muestre que si una función dada f(x)
se aproxima en el intervalo por

1
entonces el error medio cuadrático E,,  = h-« .f(s)  -

es mínimo cuando <Yo está dado por ‘Ak  = (‘k  = sy ,f(X)qb,(.Ykl.~

esto es, las constantes determinadas de la expansión en serie de f(x) en términos
de 4,(x).  iQué supuestos debería hacer usted sobre las funciones? (Sugerencia:
Haga cada derivada parcial de E,  con respecto a (Y& igual a cero.)

4. (a) Use el hecho de que E,  2 0 en el Ejercicio 3 para mostrar que

(b) Tomando el límite cuando n- m en (a), deduzca que

El resultado a menudo se llama la desigualdad de Bessel, mientras que el caso es-
pecial de igualdad es la igualdad de Parseval, siendo la primera cierta aún si el
conjunto ortonormal no es necesariamente completo.
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(cI  Usando (b)  muestre que la serie infinita converge, y así

‘,í;  Ck  = ‘,í;  J”bf(x)#+)rlx  =  0

5. iCómo  probaría usted que lím s
= sennx  dx = O’T

n-c -nl f-2

8. Muestre que no puede haber ninguna función f(x) en el intervalo - r < x < K tal que

la integral
snn [f(x)]’  dx sea finita y cuya serie de Fourier sea

z sennx
c-

>t=  I Ji

4.3 SERIES DE BESSEL

De la página 373, sabemos que las funciones de Bessel

Jn(rl-4,  JkA  Jk+L  . . (6’3

son mutuamente ortogonales en el intervalo 0 5 x 5 1 con respecto a la función
p e s o  x, d o n d e  rk,  k =  1 ,  2 ,  3,.  s o n  l a s  r a í c e s  p o s i t i v a s  s u c e s i v a s  de c u a l -
quiera de las ecuaciones

J,(x) = 0, J;(x) = 0, /d,(x)  + di(x)  =  0 (68)

donde asumiremos que n 2 0 y p > 0. Esperaríamos por tanto ser capaces de
expandir una función f(x) en una serie de estas funciones de Bessel, o como
diremos una serie de Bessel, teniendo la forma

f‘(x) = a,J,(r,x)  + a,J,(r,.*)  + '. . (69)

El método de obtener 10s coeficientes a,,  a2,. consiste en multiplicar  (69)
por xJ, (r’,  X)  y luego integrar de x = 0 a x = 1 para obtener

jo1  xf(x)J,(r,x)dx = f aj  so' xJ,,(rjx)J,(r,x)ds
j= 1

Por la ortogonalidad la integral a la derecha es cero excepto para j = k, de mo-
do que la serie a la derecha se reduce a un término y encontramos

El’ valor del denominador en (70) se puede encontrar usando la Tabla 8.1. Los
resultados se pueden justificar por el siguiente teorema, el cual es análogo al
teorema de Dirichlet para las series de Fourier en la página 391.

Teorema 3. Sean f(x) y f’(x) seccionalmente continuas en el intervalo 05
x 5 1. Entonces la serie a la derecha de (69) con coeficientes (70) converge a
f(x) si x es un punto de continuidad y converge a 3 [f(x + 0) + f(x - 0)] si
x es un punto de discontinuidad. En 10s  puntos extremos x = 0, 1 la serie pue-
de o no puede converger a f(x), y esto requiere investigación especial.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 7

Expanda  f(x) = 1, 0 5 x 5 1, en términos de las funciones J, (rkx),  k =
1, 2, 3,. , donde rk  son las raíces de J,(X) = 0. Investigue la convergencia
en los puntos extremos.

Solución Usando f(x) = 1, n = 0, los coeficientes (70) llegan a ser

so xJ,(r,x)dx 2 1 2 1
L7k  =

s
o1 xJ~(rkx)Lfx =JO(r,)os

xJ,(r,x)dx  = y- sJ,(rk)  O
XJ&kX)dX (71

donde hemos usado la entrada 1 de la Tabla 8.1 y también el resultado J;(x)  =
-JI (x) dado en el Ejercicio 2(a)A,  página 346. Para evaluar la integral a la
derecha de (71), sea r,x = u. Luego usando el Ejercicio 2(b)A,  pagina 346.

de modo que (71) produce
2

Uk = ___
rkJ,(rk)

0’2)

Así (69) se reduce al interesante resultado

1 = 2J,(r,x)  + 2Jdr2x)  + . . . = 2 f Jo(rkx) (73)
rlJ l(rJ r2J1(rd k= 1 rkJlb”k)

Por el Teorema 3, esto es válido para todo x tal que 0 < x < 1, puesto que no
hay puntos de discontinuidad en el intervalo. Para x = 1 la serie converge a
0, mientras que para x = 0 se puede mostrar que converge a 1.

Observación 4. Aunque hemos usado el intervalo básico para las se-
ries de Bessel como 0 < x < 1 con posible convergencia en los puntos extre-
mos de acuerdo con el Teorema 3 dado anteriormente, el intervalo efectivo
de convergencia puede ser mayor. Así, por ejemplo, en el Ejemplo ilustrativo
7 la serie (73) converge para 0 5 x < 1. Sin embargo, ,puesto que Jo (x) es una
función par fácilmente se ve que (73) converge para - 1 < x < 1.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8

Expanda  f (x)  =  1-  ~2, 00 x 5 1 en una serie de funciones J, (rkx),
donde rn  son las raíces de 35,  (x) +xJ’,  (x) = 0.

Solución En este caso n = 2 y el numerador de (70) llegar a ser

so1  x(1 - x’)J,(r,x)dx  = so’ xJ,(r,x)dx -
so1  x3J,(r,x)dx

1
=Tf

1

rk

0” LIJ~(L+~u  - 4 0” u3J,(u)du
rk s

al hacer rkx  = u. Ahora si usamos los resultados

s;” uJz(u)du  = -2J,(u)  - “J,(u) ” = 2 - 2J,(r,)  - r,J,(r,) (74)
0

s
; u3J,(u)du  = u3J,(u)

II<

= J?J&k)
0
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tenemos sot x(1  - s2)J,(r,x)~s = + [2 -- 2J,(r,) - rkJl(r,)]  - 9 (76)

El denominador de (70) se puede obtener de la entrada 3 de la Tabla 8.1, con
n = 2, p = 3. Encontramos

so1 xJ:(r,x)dx  = (l$ + 5)J:(v,)
2rk

(77)

De (76) y (77) podemos encontrar uR,  y usando esto en (69) obtenemos la ex-
pansión en serie requerida

m 4 - 4J,(r,) - 2r,J,(r,) 2r,J,(r,)---~..--~~~. J 2( ).$)
k = l @k  + 5)%k)

para 0 < X 5 1. Para x = 0 la serie converge a cero.

La identidad de Parseval también se puede escribir para las series de
Bessel puesto que se puede mostrar que las funciones (67), página 403, cons-
tituyen un conjunto completo. Podemos obtener esta identidad formalmente
elevando al cuadrado ambos lados de (69),  multiplicando por X,  y luego inte-
grando con respecto a x de 0 a 1 usando la ortogonalidad de las funciones de
Bessel. El resultado se da en el siguiente

Teorema 4. Sea f(x), 0 5 x 5 1, que satisface las condiciones del Teorema
3, página 403. Entonces tenemos la identidad de Parseval

so1  x[,~(x)]~ d x  =  f d,a,2
k = l

(78)

donde los coeficientes ak se obtienen de (70) y d, es el denominador de.
(70) dado por

dk  = s; xJn(r,x)dx (79)

En cualquier problema particular es por lo general más conveniente ob-
tener la identidad de Parseval correspondiente a una expansión en serie da-
da directamente al elevar al cuadrado, multiplicar por x, y luego integrar de
x=0 a 1.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 9

Escriba la identidad de Parseval correspondiente a la serie del Ejemplo
ilustrativo 7.

Solución Eleve al cuadrado ambos, lados de (73), página 404, multiplique
por x, e integre de x = 0 a 1. Entonces tenemos

xJi(r,x)dx (80)

donde hemos omitido los términos de producto cruzado puesto que ellos son
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cero debido a la ortogonalidad de las funciones de Ekssel.  Puesto que

(80) produce el interesante resultado

d o n d e  r, ,  r2,  r3,. son las raíces positivas sucesivas de Jo  (x) = 0.

EJERCICIOS A

1. (a) Expanda  f(n)=x,  O<x<l, en una serie de funciones de Bessel J,  (r*x),
donde rR,  k = 1,2,,  , son las raíces positivas de J, (x) = 0 para obtener

?r Jl(rk4
x = 2 1 - - -

k= 1 rkJ2(rk)

(b) Muestre que la serie en (a) converge a f(x) = x si - 1 s x 5 1.

2 .  S e a n  rR, k = 1, 2, , las raíces positivas de Jo(x)  = 0. Muestre que para 0 5
x 5 1 tenemos

3 .  Expanda  f(lc)=xz, 0< x < 1 en una serie de funciones de Bessel J2 (rkx),  don-
de rk,  k = 1, 2,. , son las raíces positivas de J,(x) = 0, y muestre que la serie
resultante también converge a f(z)  donde - 1 s x 5 1.

4. Muestre que para - 1 s x =( 1

donde rR,  k = 1, 2, .,  son las raíces positivas de J’l (x) = 0.

5. Expanda  f(x)  = 1, 0< x < 1, en una serie de funciones de Bessel J,(r,x),  donde
rk, k = 1, 2,. , son las raíces positivas de xJ’,  (x) + Jo  (x) = 0.

6. Usando la identidad de Parseval en el Ejercicio 1, muestre que
,s,  fgj  = j!j

‘7. Escriba la identidad de Parseval correspondiente a la serie obtenida  en (a) Ejerci.

cio 2(a); (b) Ejercicio 3.

8. (a)  Si rk, k = 1, 2,. , son las raíces positivas de J3  (x) = 0, muestre que para
OSXll

(b) Escriba la identidad de Parseval correspondiente al resultado en (a)

9. (a) si rk, k = 1, 2,. .,  son las raíces positivas de J,(x) = 0, muestre que para O<
x51

X2
x (ri  - 4)J,(r,x)

=2x
k=1 r,3Jl(rk)

(bì Escriba la identidad de Parseval correspondiente al resultado en (a).
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EJERCICIOS 6

1. (a) Si r,,  k=  1,2,.  ,
-l<x<l

son las raíces positivas de J,(x) = 0, muestre  que  para

1 - .x2
8

(b) Muestre que f mmmI-  = !
I=,  r:J,(r,I 8

(c) Diferenciando el resultado en (a), obtenga el resulado en el Ejercicio 1A.

2. (a) Muestre que para - 1 s x 5 1 X3
2 = ,g,  g$16

donde rR, k = 1, 2, son las raíces positivas de J, (n) = 0

x J,(r!,P)(b) Deduzca que 1 F-  = -128.
k=  1 GJ&k)

3. Expanda  f(x) = 1, otx<+

0, $<x<l
en una serie de funciones de Bessel Jo (r,xj,

donde rR, k = 1, 2,. , son las raíces positivas de J,(x)  = 0, y use el resultado
para mostrar que

z J,(r,:‘2)J,(r,/2)  1
c zc

k=l rJf(rd 2

4. (a) Muestre que para 0 < x 0 1 r Jdrk4l n x =  - 2  1
k=lYk2J:o

donde rR, k = 1, 2,. , son las raíces positivas de Jo(x)  = 0. (b) Use la identi-
dad de Parseval para mostrar que

5. Expanda  f(x) = xs , 0 s x 0 3, en una serie de funciones de Bessel Jo (rkx),  don-
de rA,  k = 1, 2,. .,  son las raíces positivas de J,(3x)  = 0.

EJERCICIOS C

1 .  S e a  rR, k = 1, 2,. , las raíces positivas de J,(x) = 0, n 2 0. (a) Muestre que
para 0 0 x 3 1.

Xfl+l * J,  + l(rk4
-=  c4(n  + 1) k=  1 &J,~  l(l.!J

(b) Deduzca que ,=, i = $1, y así obtenga una generalización de (81), pági-
n a  406;.

2. Muestre que para 0 i x 0 1

donde rR,  k=l,2,.. , son las raíces positivas de J,(X) = 0.
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3. Use la identidad de Parseval en el Ejercicio 2 para mostrar que

4. Deduzca del Ejercicio 3 que si rA, k = 1, 2,. , son las raíces positivas de Jo  (x)  =
0, entonces

(b)  ,il + = ii-

[Sugerencia: Para (a), haga a = 0; para (b) y (c), diferencie el resultado del Ejer-
cicio 3 con respecto a a una y dos veces, respectivamente, y luego haga a = 0.1

5. Use el Ejercicio 4(c) para mostrar que el cero menos positivo de J,(x) es aproxi-
madamente $%%  y compare con el valor dado en la página 343.

4.4 SERIES DE LEGENDRE

Puesto que los polinomios de Legendre P,(X),  P,(X),  P, (x ) , .  son mu-
tuamente ortogonales en el  intervalo - 15  x 5 1, y se puede mostrar que
const i tuyen un conjunto completo podríamos estar  en capacidad de expan-
dir una función f(x) en una serie de estos polinomios dados por

f(x) = a,P,(x)  + a,P,(x)  + a,P,(x)  + . . w

y llamada una serie de Legendre. Los coeficientes aj podrían entonces de-
terminarse por un método ya familiar, esto es, multiplicando la serie por P,(x)
e integrando término a término de x = - 1 a 1. Entonces encontramos

Jl  1 f(X)P,(X)LIX  = f  aj J!  1 Pj(X)P,(X)dX
j=O

Puesto que la integral a la derecha es cero para j# k, la serie se reduce a
un solo término donde j = k de modo que

s 1 1 f(x)P,(x)dx  = ak s‘,  [P,(x)]2dx  0  Uk = s1 1 f(x)P,Wx
s;,  P,2(x)dx

(83)

El denominador en (83) ya ha sido evaluado en la página 377 así que tenemos

2k+l  1
Uk -

2 S1 f(xP,Wx (84)

El resultado anterior se puede justificar por el siguiente teorema, el cual es
análogo al teorema de Dirichlet para las series de Fourier en la página 391.

Teorema 5. Sean f(r) y f’(x) seccionalmente continuas en el intervalo - 1s
x 5 1. Entonces la serie a la derecha de (82) con coeficientes (84) convergen
a f(x) si x es un punto de continuidad, y converge a

3[.r’(.~ + 0)  + .f’(x - 011
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si x es un punto de discontinuidad. En los puntos extremos x = i: 1 la serie
puede o no puede converger a f(x) y requieren investigación especial.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 10

Expanda  f(x) =
0 < x 5 1

-l<s<O
en una serie de polinomios de Le-

gendre y examine la convergencia.

Solución De (84) encontramos que

2k+l 0
ak  = -___

2 cs-1 (- l)P,(A+fx + so’ (1)PJX)II.X
1

=---- P,(x)dx
-

y1 P,(x)tlx 1 (85)

Si deseamos podríamos ahora colocar k = 0, 1, 2,. , y usar algunos de los
primeros polinomios de la página 349 para encontrar a,,  a,, 02,. Pode-
mos, sin embargo, ahorrar algo del trabajo involucrado si notamos que P,(x)
es una función par para k par, esto es, k = 0, 2,4,.  _, y una función impar pa-
ra k impar, esto es, k = 1,3, 5,. , de modo que

J-0 P,(x)dx  = y,  P,(x)dx para k par,

Jo1 P,(x)~x  = -SD1 P,(x)~x  para k impar

Sigue así de (85) que todos los uk donde k es par son iguales a 0, y así so-
lamente necesitamos ocuparnos de los u, para k impar. En tales  casos (85)
da

Uk = (2k + 1) Jo1 P,(x)dx, k = 1, 3, 5, . w

Colocando k = 1, 3, 5,. en (86) produce

3al = 2, a3  = -i, a5 = ++, a7  = -& ) . . .

Así la expansión requerida es

f(x) = $P1(x)  - T?JP3(s)  + g-P,(x)  - &P7(x) +  .  . (87)

Por el Teorema 5, la serie converge a 1 para 0 < x < 1, y a - 1 para - 1 <
x < 0, y converge a + [ (1) + ( - l)] = 0 para x = 0.

Observación 5. Los coeficientes uk en (86) se pueden determinar
exactamente usando la función generatriz para los polinomios de Legendre
dada por

,zo P/((x)tk  = -‘p
Jl - 2t.Y  + 1”
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Integrando (88) de x = 0 a 1 encontramos

(89)

de modo que al evaluar la integral a la derechaIc LJ 1
k=O 0

P,(s)t/s 1 r”
1

= -5 (1 - 2ts + P)’ 2 = 1 +  (l  +  f2!ck!  (90)

x=0 t
Ahora usando el  teorema binomial (o equivalentemente la expansión en se-
rie de Maclaurin).,  tenemos

(1 + 11)lf2 = 1 + +¿l  + ____(M  - 1) L,2 +
2!

io - l)O  - 2) 1,3  + . . .
3!

=  1 +  +1/  - A ll2  +  2% ll3  -
1.3.5

2 1-4 :-i-,-s  llS  +

Si ahora hacemos u = t’ , vemos que el lado izquierdo de (90) es igua l a

1.3
l+ft-21Jt’+-----

1.3.5
2 . 4 .  (j t5 - 2 .4 .  6. 8 t7 + .  .

(91)

(92)

Entonces igualando potencias similares de t en ambos lados conduce al  re-
sul tado

s

1 Pk(\-)rjs  =
1 I-l)ike1J~‘2&:::k y il

sik = 3 , 5 , 7,.
0 (93)

1 si k = 0, 3 sik = 1, 0 si k = 2. 4 , 6 , . . .

Usando esto podemos escribir (87) como

f(x) = +P,(X)  + 1 (- l)‘k- “‘2(2k + 1)  ; : 4 : : : ;; ; ;/ Pk(>i) (94)
h=3,5....

donde la suma a la derecha se toma sobre los enteros positivos impares 3,
5 , .

En caso de que quisiéramos expandir un polinomio en una serie de poli-
nomios de.  Legendre el resultado es una serie finita en vez de una serie infi-
nita. Aunque el método anterior se puede usar en tal caso, también es posible
proceder como en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO ll

Expanda  f(x) = 2x3 - 53~~  + 3~  - 10, - 15  x 5 1, en una serie de Legen&.

Solución Ya conocemos que

P,(x) = 1, Pi(X) = x, P2(x)  = 3.x’ -- f, P3(s)  = $x3 - +x

De estos tenemos

1 = P,(x), .x = PI(X), x2 =  3P,(x)  +  gJ2(.x), x3 = $Pl(X)  + SP3(.x)
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Así

2-Y”  - 5x2 + 3x - 10 = 2[5P,(s)  + $J,(.X)]  - s[+P,(s)  + &(s)]  + 3P,(.Y)  - lOpo

Simplificando el lado derecho conduce a la serie de Legendre requerida:

f’(x)  =  -YPo + A+P1(x)  - yTJ.x)  +  $P3(s) (95)

Podemos escribir la identidad de Parseval para la serie de Legendre pues-
to que el conjunto de polinomios de Legendre es un conjunto ortogonal com-
pleto. El teorema involucrado es el siguiente.

Teorema 6. Sea  f (x ) ,  - 15 x 5 1, que satisface las condiciones del Teo-
rema 5, página 408. Entonces tenemos la identidad de Parseual

s: , [f(x>l’  dx  = kzo
donde los coeficientes ak están dados por (84).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 12

Escriba la identidad de Parseval correspondiente a la serie del Ejemplo
ilustrativo 10.

Solución La identidad requerida se puede obtener formalmente elevando al
cuadrado la serie (94) e integrando término a término de x = - 1 a x = 1, usan-
do el hecho de que las integrales de términos de productos cruzados son cero
debido a la ortogonalidad de los polinomios. Obtenemos así

j-i 1 [f(x)]’  dx  = $s_ll  f’:(Wx  + -,5 ,_,  (2k  + 1)2  [; : ; : : : ;; ; ;;]’ s’ 1 P;(x)dx
< <

(97)

0 (98)

4.5 SERIES ORTOGONALES MISCELANEAS

Series ortogonales distintas a las de Fourier, Bessel y Legendre también
surgen en aplicaciones. Por ejemplo, podemos tener series de Permite  y se-
ries de Laguerre correspondientes a los polinomios ortogonales de Hermite y
Laguerre en la página 351. Las ideas de expansión de funciones en tales  se-
ries son básicamente las mismas dadas anteriormente. Podemos también
escribir la identidad de Parseval para tales  series. Como una ilustración,
consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 13

Expanda  f(x) = x(1 -x) en una serie de polinomios de Hermite.

Solución Método 1. Escriba f(x) =  aoff,(x)  +  a,H,(x) +  .  .  =  t UjHj(X).
j=O
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Multiplicando ambos lados por e-x’H,(x) e integrando de - w. a m , te-
nemos

r
L e ~“ff(.~)H,(.~)fl.\-  = jet  Uj Jsl r~"~Hj(.~)H,(.~)tl-~

Debido a los resultados en la página 378, el lado derecho se reduce a sólo un
término, aquel para el cual j = k. Así tenemos

s
I e-“ff(.y)H,(.y)rls =  uk  ’ Cm”ì[H,(.Y)]2  ds  =  2hk!c’Gf1k-r rL.

1
s

7.
0 u -

’ - 2kk!\,;
e--“zf’(s)N,(s)rlr

-7

Colocando k = 0, 1, 2,. (notando que O! = l), obtenemos
1 7

s e?%(l - ‘c)ds,
1

s
’U”  = 7 0, = T

vrc  -I \“n -I
ePX\2x2(1  - S)LIS

1 x
u2=-‘ --, e -x2x(1  - X)(4X2  - 2)&,  .  .

8v’~ s

Estoconduceaa, = - +,a,  = +,a2 = - $ ya,=Oparak>2.&í

f(x)  =  -gf,(‘o  +  fH,(x)  - &H2(X)

Método  2. Puesto que H,(X) = 1, H,(x) = 2X, H,(x) = 4X2  - 2

sigue que 1 = H,(s), .v = ‘rH,(s), x2 = fH,(s) + @f?;(S)

Así s(1 - s) = .Y - X2 = ;H,(.Y)  - [+H,(s)  + $T,(s)]

0 .f’(.Y)  = -$H,(.Y)  + +H,(s)  - gf2(S)

Claramente, el Método 2 es superior en el caso donde un polinomio se va ex-
pandir en una serie de Hermite. Para otras funciones, sin embargo, se debe
usar el Método 1.

EJERCICIOS A

1. Expanda  cada una de las siguientes funciones en una serie de Legendre y exami-
ne la convergencia.
(a) f‘(x) = 4x2, - 1 5 x 5 1. (b ) j’(x) = 2x3 + 5x2 - x + 4 , - 1 5 Y 5 1.

(c) f(x) = ;
i.

O<xSl

-lSx<O

-l~x<O

O<xSl

2 .  Expanda  f(z)  =  t
i.

O<xSl
en una serie de Legendre y examine la conver-

gencia. -I~x<O

3. Muestre que la expansión de f(x) = (7

1

Otxll
en una serie de Legen- .

- x, -lSX<O
dre está dada por

y examine la convergencia.
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4. Escriba la identidad de Parseval correspondiente al (a) Ejercicio I(a), y (b) Ejer-

cicio  l(b).

5.  Escriba la identidad de Parseval correspondiente al Ejercicio 3.

EJERCICIOS B

1. Expanda  cada una de las siguientes en una serie de Hermite. (a) f(x)  = ~2 + 1.
(b) f(x) = 5x5.

2.  Expanda  cada una de las siguientes en una serie de Laguerre. (a) f(x) = 3x2 - 2x.
(b) f(x) = 2~~3  ~+ x2 + 1.

3.  Escriba la identidad de Parseval correspondiente al (a) Ejercicio l(a), y (b) Ejer-
cicio 2(a).

4 .  M u e s t r e  q u e  P;(r)  =  (h  - I)P,.-,(x)  + (2n - ~)P,-~(x)  + (211 - 9)Pn-,(x)  +

5.  Muestre  que  xi; = ny, + (2n  - 3y,-  z(x)  + (2n  - ~)P,Ax)  +

6. Si m y n son enteros los cuales son ambos pares o ambos impares y m 5 n, muestre
que

Ji, p~(X)~,X~)~.x  = m(m + 1)

7. Muestre que la expansión de f(x) =
X2. O~s~l

-.x2, -lOx=<O
en una serie de Legen-

dre está dada por

y examine la convergencia

EJERCICIOS C

1. Si m > - 1 y n = 2, 3,4,.  , muestre que

s
; x”P,(x)dx  =

m(m - l).,.(m - n + 2)~-
(m + n +  l)(m  + n - 1). ‘. (m  - n + 3)

2. Si k = 0, 1, 2,. , muestre que

xI. = - k!
1 .3.5..,(2k  +  1)

(2k + l)P,(x)  • t G (2k  - 3)p,- z(X)

, W + 1X2.k  - 1)
__ ( 2 k  - 7)P,-,7x)  +

22,2! 1
3. Muestre que np,(cos  Q)  = i cos kBP,-,(cos  0)

k=  1

4. Use los resultados del Ejercicio 3C, página 380, para mostrar cómo expandir una
función en una serie de Chebysheu, y escriba la correspondiente identidad de Par-
seval.  Ilustre usando una función particular.
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5 Algunos tópicos especiales

5.1 ECUACIONES DIFERENCIALES A SI MISMO ADJUNTAS

Considere la ecuación diferencial

a,4“’ +  a,y’ +  U,J’ =  F(x) (1)

donde a,, al,  a2 son funciones de x. Si podemos escribir el lado izquierdo
de (1) como una diferencial exacta, esto es

soy” + a,4“ +  U,J =  D(hoy’  +  b,J’) (2)

para funciones apropiadas de x denotadas por b,, b 1, entonces (1) será in-
mediatamente integrable. Veamos si podemos encontrar una condición bajo
la cual esto se puede hacer. Expandiendo el lado derecho de (2) tenemos

UOJ”  + O,J“  +  0,) =  hoy”  + (bó  + bJ4” +  b;y

Puesto que esto debe ser una identidad, sigue que

ao = h 0, al =  hó  +  b,, u2  = 6 (3)

Diferenciando la segunda ecuación produce a’, = bffo + b’,  , de lo cual obtene-
mos, al sustituir b, = a,, b’, = a2,

II
a0 - u; + u2  = 0

Recíprocamente, si nos dan (4), entonces podemos escribir
(4)

a0.Y”  +  U,J”  +  u,y =  D[a,D  +  (UI - Uó)]J (5)

Por analogía con las ecuaciones diferenciales lineales de Primer orden, llama-
mos la ecuación diferencial (l),  donde el lado izquierdo se puede escribir co-
mo una diferencial exacta, una ecuación diferencial exacta. Debido a las ob-
servaciones anteriores tenemos el siguiente

Teorema 1. La ecuación diferencial

soy”  + u,y’  +  u,p =  F(x)

es exacta si y sólo si ai - a;  + u2 = 0

donde las derivadas indicadas de a, y a, se  asume  que existen.

(6)

(7)

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva la ecuación diferencial xy ” + (x + 2)~’ +y = 4x.

Solución Comparando esta ecuación con (l),  tenemos a, = x, a, =  x + 2,

a, = 1, de modo que
c.7; - a; + ll2 = 0

y la ecuación es exacta. Así ésta se puede escribir D[xD + (x + l)]  y = 4x.
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Integrando encontramos

dyxx + (x + l)- = 2x2  + (‘1 x+10 g+  _ _
‘( )X

y4x+5
x

Esta última ecuación tiene factor integrante e’(x+l)‘xdx  = Xe*  así  que ésta se
puede escribir como

& (‘ce”p)  = 2x2$ + c,e”

Integrando esto da

xexy  = 2(x2 - 2x + 2)ex  + clex + c2 0 y=
2(x2  - 2x + 2) + 5 + c2eFx

X X x

En el caso de que (1) no sea exacta, puede ser posible multiplicar la ecua-
ción por alguna función apropiada de x denotada por p de modo que la ecua-
ción resultante

(UoP)Y”  + hP)Y’  + (a*/-dL’  = Pm (8)

sea exacta. Por analogía con las ecuaciones de primer orden, llamamos a p
un factor integrante. Del Teorema 1 vemos que (8) es exacta si y sólo si

(UOPL)”  - (WY  +  UZP  =  0 (9)

Llamamos esta ecuación diferencial para la función desconocida la adjunta
de (1). Podemos resumir esto en la siguiente

Definición 1. La adjunta de la ecuación diferencial

U,y"  + U,4"  + U2 J' = F(X) (10)

e s (UOP)"  - (UlP)'  + a*!J = 0 (11)

Una consecuencia de esto es que si podemos encontrar una solución no cero
de la adjunta (ll) entonces podemos resolver la ecuación (10).

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Dado 4“’  + 4‘ = csc x (12)

(a) Escriba su adjunta. (b) Use (a) para encontrar un factor integrante y así
resuelva (12).

Solución (a) Comparando (12) con (1) vemos que a, = 1, a, = 0, a2  = 1. En-
tonces de (ll) la adjunta es

p” + p z=  0 (13)

(b) Una solución particular de (13) es sen X, la cual podemos usar como un
factor integrante de (12). Multiplicando (12) por sen x encontramos

(senx)Ji”  + (senx)y  = 1

la cual se ve fácilmente que es’exacta. Podemos escribirla como

D[sen x)p’  - (cos  x)~]  = 1
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La integración produce (sen.u)  1”  - (cos  .\-)  1’  = .Y  + c,

Dividiendo por sen X,  vemos que e-1 ‘Ot  sdx  = e -Insenï  = csc x es un factor in-
tegrante. Así tenemos

$b csc  x] = x csc2 x + Cl  csc2 x

Integrando, ycscx  = -xcotx  + Insenx - c,cotx  + c2

0 v=  -xcosx+senxInsenx-c,cosx+c,senx

En forma expandida la ecuación diferencial (ll) se puede escribir como

a(&’ + (2aó - a,)p’ +  (u; - u; +  u,)p =  0 (14)

0 [uoD2  +  (2a; - u,)D +  u; - u; + uJ;l =  0 05)

Esto nos lleva a la siguiente

Definición 2. El adjunto del operador a,P + a 1 D + u2 es el operador

a,D2 t (2aó - a,)D +  a; - a; +  u, (16)

En el caso de que estos operadores sean lo mismo, se llaman operadores
u sí mismo adjuntos.
Claramente, los operadores en esta definición son a sí mismo adjuntos si y
sólo si u,D2 +  a,D +  u2  =  a,D2 + (2uó - u,)D + u; - u; + u2

0 al = 2uó  - u,, Ll2 = u; - u;  + u2

esto es, u,  = 4

En tal caso los operadores se pueden escribir

aoD2  +  a;D +  u2 =  D(u,D) +  u2 (17)

Tenemos así el siguiente

Teorema 2. Un operador u,D2 +u,D+u, es un operador a sí mismo ad-
junto si y sólo si u, = u’,  , esto es, el operador se puede escribir en la forma

WoD)  + u2 o ;; uo L + u2c 1
Una ecuación diferencial lineal de segundo orden en la cual el operador es a
sí mismo adjunto es con frecuencia por razones obvias llamada una ecuación
diferencial a sí mismo adjunta. Se ve que la ecuación de Sturm-Liouville

; P(x) 2; + Q(x)y  = -iyi 1 (19)

es una ecuación diferencial a sí mismo adjunta. Así toda la teoría ya desarro-
llada relacionada con eigenvalores y eigenfunciones, ortogonalidad y series
ortogonales, etc., está relacionada con la teoría de operadores a sí mismo ad-
juntos.
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5.2 EL METODO  DE ORTONORMALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

Suponga que nos dan un conjunto de funciones de x linealmente indepen-
dientes en el intervalo a 5 x 5 b y denotadas brevemente por

*1> *2> *3> ” (20)

Entonces es posible generar a partir de ellas un nuevo conjunto de funciones
ortonormales en el intervalo. El método de hacer esto, el cual es bastante sim-
ple, se llama a menudo el método de ortonormalización de Gram-Schmidt. La
primera etapa en el método es construir a partir de (20) el nuevo conjunto de
funciones dadas por

$1  = ~ll$l~ 42 = C2ltil  + (.22*23 $3 = 431$1  + (.32*2 + c’33+3.. (21)

donde los c’s son constantes. Note que para obtener la n-ésima función en (21)
multiplicamos cada una de las primeras n funciones en (20) por constantes y
sumamos los resultados. Debemos determinar ahora las constantes en (21) de
modo que las funciones sean mutuamente ortogonales y normalizadas en el
intervalo dado. Podemos hacer esto sistemáticamente escribiendo la condi-
ción de que la k-ésima función @k  en (21) sea ortogonal con cada una de las
k - 1 funciones precedentes $i, $*,  , 4k- i , lo cual conduce a las relacio-
nes entre las constantes. Finalmente, normalizamos cada función. Ilustremos
el procedimiento en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Use el método de Gram-Schmidt sobre el conjunto de funciones 1, x,  x2,
x3,. para generar un conjunto de funciones ortonormales en el intervalo
-15x51.

Solución Como en (21) construimos a partir del conjunto’de funciones dado
el conjunto

4, = (‘1 Ir 42 = (‘2,  + (‘22x, 43 = (‘31  + (‘32x  + 1.33x2,. (22)

Para que 4, sea ortogonal con @Z debemos tener

JYl  4142  dx  = s-‘l CIl(C21  + c,,x)dx = Lc,,c,,  =  0

Puesto que c i i f 0, de otra manera tendríamos 4 i = 0, debemos tener c2 i = 0
de modo que

($2  = 1’22.ï

Para que $3  sea ortogonal con +i y 02, debemos tener

J! I 4143  dx = J-: l (‘11 (c 31 +  c32-Y +  c3;x2)dx  =  2c,,(c,,  +  $33)  =  0

y,  $24,  dx  = J-y, c22x((.31  + c32.Y  + c,,x2)dx  = +c22(.32  = 0

Puesto que cZ2  # 0, de otra manera tendríamos @Z = 0, vemos de estas que
c3  1 = jc,, y c32 = 0 de modo que

$3 = c33(x2  - 3)
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Continuando de esta manera podemos encontrar

<b4  = (.d4(S3  - gq, (/Is =  L.& - SS’  +  &. .

Normalizamos ahora las funciones escogiendo las constantes de modo que

s! , 4; (1-Y = i, k = 1, 2, 3,.

Si esto se hace, encontramos

Los polinomios que aparecen aquí, aparte de las constantes multiplicativas
que involucran la raíz cuadrada, son los polinomios de Legendre ya obtenidos
en una manera diferente en la página 348.

EJERCICIOS A

1. Muestre que cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales es exacta y así
obtenga su solución.

(a)x’y”  + 4xy’  + 2y  = 12x.  (b) xy” + (2x + 1)~)’  + 2p = 3x - 5. (c)(sen-x)-.”  + 3(cos  X)J”  -
2(senx)y  = 5 cos  x.

2. Muestre que cada una de las siguientes ecuaciones no es exacta pero puede hacer-
se exacta al multiplicarla por el factor integrante indicado. Resuelva así cada ecua-
ción.

(a) xy”  + (x + 2)~’ + 23’ = 6x; x. (b)  ~1” + y = cot x; senx.

3. (a) Encuentre la adjunta de la ecuación xy”  + 2y’ + xy = 0. (b) Determinando una
solución de esta adjunta, resuelva la ecuación original.

4. Muestre que la ecuación del Ejercicio l(a) es también exacta si se multiplica por x,
y obtenga su solución por este método.

5. Muestre que si la ecuación diferencial de Ekssel  se escribe como xy”  +y ’ + xy = 0
entonces es a sí mismo adjunta, pero si se escribe como y” + (l/x)y’+y  = 0, no es
a sí mismo adjunta. Explique.

6. Dado el conjunto de funciones 1, x2,  x4,. Obtenga a partir de éste un conjunto
de funciones ortonormales en el intervalo 0 5 x s 1. iEstán  las funciones relaciona-
das con los polinomios de Legendre?

7. Trabaje el Ejercicio 6 para el conjunto de funciones x, x3, x5,.

EJERCICIOS B

1. Pruebe que la adjunta de la adjunta de un operador de segundo orden d(D)  es d(D).

2. (a) Encuentre la adjunta de y”  - xzy’  + xy = 0.
(b) Notando que y = x es una solución a la ecuación en (a), resuelva la ecuación
adjunta.

3.  Generalice el Ejercicio’ 2 considerando la ecuación y ” - xg(x)y’  +g(x)y = 0.

4. Resuelva  Y” + (x sen x)y’  + (x COS x + 2 sen x)y  = O.
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5. Encuentre un factor integrante de la forma XP  para la ecuación x5y  ” + (2x4  - 8x)y’  +
(8 - 2x5  )y = 0 y obtenga así su solución.

6 .  D a d o  e l  c o n j u n t o  d e  f u n c i o n e s  1 ,  x,  x2,  x5 ,. (a) Obtenga a partir de este un
conjunto de funciones mutuamente ortogonales en 0 5 x < OO  con respecto a la fun-
ción peso e-x y dé el correspondiente conjunto ortonormal. (b) iPuede  usted re-
conocer el conjunto de funciones?

7. Trabaje el Ejercicio 6 en el caso de que el intervalo sea - m  <n < m  y la función
peso sea e-x’  .

EJERCICIOS C

1. iPuede  una ecuación diferencial de segundo orden lineal tener más de dos facto-
res integrantes linealmente independientes? Justifique su conclusión.

2. fe$relaoecuación  diferencial de tercer orden lineal aOy”’  + a 1 y” + a,y’  + a,y  = F(x)
OT al,  a2, F(x)  son funciones de x. Como en el caso de segundo orden

esta ecuación se llama exacta si el lado izquierdo es una derivada exacta, esto es,>
se puede escribir como D(b,y”  + biy’  + b,y)  para funciones apropiadas b,,  b,,
b,. Pruebe que esta ecuación de tercer orden es exacta si y sólo si

a 11,o - aY + a; - a3  = 0

3. Use el Ejercicio 2 para resolver uy”’  + (~2  + 2)~”  + 4xy’  + 2y = 24~.

4. Si la ecuación de tercer orden del Ejercicio 2 no es exacta, puede ser posible hacer-
la exacta al multiplicarla por un factor integrante p.  Muestre que jo debe ser
una solución de la ecuación

(aop)“’  - (a,pL)I’  + (aZp)  - a,p = 0

la cual se llama la adjunta de la ecuación dada. Use esto para resolver

(x3 - x)y”’  + (7x2 - 3)4”’  + 1Oxy’ + 23’  = 0

5. Generalice el concepto de exactitud, factor integrante, y adjunta a cualquier ecua-
ción diferencial lineal de orden n.

6. Responda el Ejercicio 1 para ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

7. Investigue la idea de operadores y ecuaciones diferenciales a sí mismo adjuntos pa-
ra los casos donde el orden es 3, 4, o mayor.

8. Explique cómo generaría usted los polinomios de Chebyshev descritos en el Ejerci-
cio 3C, página 380, usando el método de ortonormalización de Gram-Schmidt. Ob-
tenga algunos de los primeros polinomios usando el procedimiento.
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E n  m u c h o s  c a m p o s  d e  i n v e s t i g a c i ó n  c i e n t í f i c a  e l  producto  final es  un
número o una tabla de valores. Puesto que las ecuaciones diferenciales jue-
gan una parte importante en las investigaciones científicas, naturalmente
parecería deseable aprender cómo las ecuaciones diferenciales se pueden re-
solver numéricamente. Esto es de un valor aún mayor cuando nos damos
c u e n t a  q u e  a h o r a  h a y  d i s p o n i b l e s  m á q u i n a s  d e  c o m p u t a c i ó n  m a r a v i l l o s a s
que ayudan extraordinariamente en las laboriosas tareas de trabajo numéri-
co. Algunas de estas máquinas calculan tablas de valores y pueden aún gra-
ficar  resultados en un porcentaje muy pequeiío  del tiempo que requeriría un
computador ordinario. El hecho de que las máquinas alivien el trabajo, sin
embargo, no significa que el operador necesite conocer menos acerca de los
métodos numéricos. Por el contrario él debería conocer mucho acerca de los
varios métodos puesto que él debe conocer la manera más eficiente de “ali-
mentar” las matemáticas dentro de la máquina.

Un estudio de las técnicas de análisis numérico es un campo extenso en
sí mismo. En un libro como este podemos dar sólo una breve introducción a
este importante tema.

Solución numérica de y’= f(x,  y)

En esta sección nos restringimos a estudiar la solución numérica de la
ecuación diferencial de primer orden* y ’ = f(x, y). Hacemos la

Pregunta. Dado que .una solución de y’ = f (x, y) es tal que y es igual a
c donde x = Q, ¿cómo  podemos determinar el valor de y cuando x = b?

Por integración de la ecuación diferencial con respecto a x tenemos t

y=c+
J; f’(X,  y)dx (1)

y es claro que y = c cuando x = a de modo que (1) satisface la condición re-
querida. El valor de y cuando x = b debe estar dado por

y = c + abf’(x,  y)dxs
Desafortunadamente, puesto que y ocurre bajo el signo de la integral de

(2), no podemos seguir adelante sin alguna clase de aproximación. Cada tipo
de aproximación usada en (2) determina un método de análisis numérico. Pri-
mero examinamos uno de estos métodos, el cual llamamos el método de pen-
diente constante o método de Euler.

*Suponemos que f(x, y)  satisface las condiciones del teorema fundamental de existencia y
unicidad de la página 24. Si la solución no existe o io es única no hay objeto en intentar una
solución numérica.

t En la integral (1) estamos usando el símbolo x como un símbolo mudo en la integración co-
mo también para la variable independiente. Podríamos por supuesto haber usado un símbolo di-
ferente, por ejemplo p, para denotar la variable muda y escribir

Sin embargo, no debería surgir confusión. Compare con el pie de página en la página 320
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1.1 EL METODO  DE PENDIENTE CONSTANTE 0 EL METODO  DE EULER

Asumamos que el intervalo de x = a a x = b se subdivide en n partes
iguales, cada una de longitud h, de modo que

hzb-a~ o  b = a + n h
n

Llamamos h el tamaño de paso y n el número de pasos. Entonces (2) llega a
ser

J‘=c+ san+nh  f(x, y)dx (4)

Si usamos solamente un paso, esto es, n= 1, esto llega a ser

y = c +
J
; + h f(x,  y)dx

La aproximación más simple para tomar en (5) es asumir que la pendiente
f(x,  y) es constante sobre el intervalo a 5 x 5 a + h e igual a la pendiente en
el punto donde x = a, y = c, esto es, f(a,  c). En este caso (5) llega a ser

y=c+ så+‘f(a,  c)dx = c + hf(a,  c) 63)

Esto se llama el método de pendiente constante ó, puesto que fue primero usa-
do por Euler, el método de Euler. Claramente, (6) le dará una buena aproxi-
mación al valor de y en x = a + h solamente si h es pequeña. El grado de pe-
queñez evidentemente depende del grado de precisión deseado. Por tanto la
palabra “pequeño” debe necesariamente ser vago hasta que se disponga de
mayor información.

La interpretación gráfica de (6) se ve en la Figura 9.1. La solución ver-
dadera se representa por la curva punteada AE. Puesto que la distancia AD =
h es fácil de ver que el valor de y correspondiente a (6) está representado por
la ordenada QB. El error cometido está dado por BE. Esto se hace más pe-
queno a medida que h se hace más pequeño. Si h es grande, el error cometido
es grande. Si la longitud del intervalo de a a b es grande, parecería natural
tomar valores más pequeños de h correspondiendo a un incremento en el nu-

Y

x

--

Figura 9.1
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mero de pasos, esperando de esta manera disminuir el error involucrado. Con
esta idea en mente nos lleva a escribir (4) como

1’ = c + l+* f(x,  y)dx  + l::” f(x,  y)dx  + . . . + cy- l)h f(x,  y)dx (7)

Usando la aproximación descrita en la página 422 para cada una de las inte-
grales en (7), vemos que una aproximación a (7), está dada por

y = c + kf(a,  c) + kf(u  + k, cl) + kf’(a  + 2k, c2) + . . . + kf(a  + (n - l)k,  c,-~) (8)

donde c, es el valor de y cuando x = a +jh,  j = 1,2,. , n - 1.
La interpretación geométrica de (8) está dada en la Figura 9.2. Por una

aplicación de (6), vemos que A 1 B, = hf(a,  c), la ordenada del punto BI  es-
tando dada por

Cl = c + kf(u,  c)

Se computa ahora una nueva pendiente correspondiente al punto B,, CU-
yas coordenadas son (a + h, cI); el valor de esta pendiente está dado por
f(a  + h, cI). Usando esto, llegamos al punto B,, la distancia A,B,  dada
por hf(a  + h, c 1 ). Puesto que la ordenada de B, es la ordenada de B, más
la distancia A,B,, la ordenada de B, es

(‘2  = c + kf(u,  c) + kf(a  + k, cl)

Similarmente, la ordenada del punto Bj  es

Cj = C + kf(a,  C) + kf(a  + k, Cl)  + . . . + kf(u  + (j - l)k,  cj-  1)

y en particular

cn = c + VIa, c) + kf’(u  + k, cl) -t . . . + kf(u  + (n - l)k,  c,- J

Y

Valor  verdadero  de  y-.  /

Valor  aproximado de
A

ysi \

(0, d

Error

1
a a+h

I^“-. -- . . ..^ l.... ‘x
a + 2h a + nh

Figura 9.2

Soluoón  numérica de ecuaciones diferenciales 4 2 3



es la ordenada alcanzada después de n pasos, la cual es el valor de y dado en
(8). Si usamos la notación a, = a + jh, j = 1, 2,. , esto se puede escribir sim-
plemente como

C” = c + hf‘(u,  c) + Ilf’(u,,  CI) + ” + I?f’(a,-,,  c,-,)

A pesar de la simplicidad de este método los resultados obtenidos pue-
den ser buenos, llegando la precisión a ser mejor en general a medida que n
se escoge más grande. Para un valor grande de n, sin embargo, aunque la pre-
cisión puede ser mayor el cómputo llega a ser más laborioso y por tanto se de-
be alcanzar un compromiso. El método se adapta bien a computadores y no
es difícil de programarlo. Ilustremos el método en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Dado y’ = x +y, encuentre el valor de y correspondiente a x = 1 si y = 1
donde x = 0.

Solución Aquí a = 0, b = 1. Nos gustaría escoger n para que h = (b - a)/n
sea pequeño. Es conveniente escoger n = 10 para que h = 0,l.  El cómputo se
puede entonces organizar como en la Tabla 9.1.

La condición inicial x = 0, y = 1 determina una pendiente y’ = x +y (pri-
mera línea de la tabla). Puesto que el incremento en x es O,l,  el nuevo valor
de y, el cual denotamos por ynuevo, se obtiene del valor de y denotado por yviejo,
como

Y ““ev0 =y,.i+ + 0,l (pendiente) = 1,00 + O,l(l,OO)  = 1,lO

Tabla 9.1

X y y’ = x + Y ywo O.lbend.)=  Y = huevo

0,oo  1,00 LoO l,OO+o,1wO)=~'o
____---~--

0,lO 1,10~-----1,%-------1,10+0,1(1,20)=  122

1,22t---~--í-z2-  ----- ---------

_-2-

0,20 1,22+0,1(1,42)  = 1,36

- ---
__----

0,30
1,36~---  em-i66------

1,36  + O,l(l@)  = 1,53
___------ - -

0,40 1,s3t----  -<Gd---- 1,53 + 0,1(1,93)  = !,72___-_----- -
0,50 1,72fv---~-gg2---

1,72+0,1(2,22)  = 1,94
_.-- __ ---

-

O,W
1,s4f-  _- --g5>------

1,94+ 0,1(2,54)=  2,lS

- - - - - - - - - -
0,70

2,1s'  _____ 289-----
2,19 + 0,1(2,89)  = 2,48_____-----

0,80 2,48t-----3y$j----
2,48+0,1(3,28)  = 2,81______--  ---

09
2,81t--  ---3;~l-----

2,81+0,1(3,71)  = -1s

-------- -
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Este valor de y se transfiere luego a la segunda línea de la tabla y el proceso
se repite. En la Tabla 9.1 hemos mantenido tres cifras significativas; el va-
lor obtenido para y correspondiente a x = 1 es $18.  Resolviendo exactamen-
te se puede verificar que el valor verdadero de y donde x = 1 es 3,44;  el  error
es por tanto alrededor del 8 por ciento. Si hubiéramos usado n = 20, la preci-
sión se hubiera incrementado considerablemente pero el cómputo involucra-
do hubiera sido el doble.

1.2 EL METODO  DE PENDIENTE PROMEDIO 0 METODO
MODIFICADO DE EULER

En el método anterior la pendiente f(x,  y) sobre el intervalo u 5 x s a + h
se remplazó por f(a,  c) de modo que el valor de y en x = a + h = u, resultó
ser

c 1 = c + hf(a, c) (9)

Una mejor aproximación se obtiene si remplazamos f(x, y) por el promedio de
las pendientes en los puntos extremos correspondientes a x = u  y x = u, =
u + h, los cuales están dados, respectivamente, por f(u, c) y f(u 1, c 1 ). Así

“fk  cl  + .f’(Q,,  CI)pendiente promedio = ~
2 (10)

donde u, =u+h  y c, está dado por (9). Usando (10) como el valor aproxi-
mado de f(x,y), el valor de y en x=u+  h=u,  está dado por

I‘  = C’ +
.f(R  cl + .f‘(a  1) (‘1)

2 1
(11)

Este proceso de usar pendientes promedio se puede continuar para los inter-
valos sucesivos u+hs  xsu+2h,  u+2h  5 xsu+3h,  etc., hasta que fi-
nalmente se tenga el valor de y para x = u + nh = b.  Por ejemplo, en. el inter-
valo a + h $ x 5 u  + 2h,  el cual escribimos como u 1 5 x 5 cz2, (lo),  se remplaza

pendiente promedio = &!!’ CI)  + .f’(%  C?)
2

(12)

donde c 1 =  (‘1 +  hf<u,,  c,)

y el valor de y en x = u + 2h = u2  está dado por

(13)

(14)

Resultados similares se pueden escribir para intervalos posteriores.
Por razones obvias este método se llama el método de pendiente prome-

dio, pero también se refiere como el método modificado de Euler.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Trabaje el Ejemplo ilustrativo 1, página 424, usando el método de pen-
diente promedio.
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Tabla 9.2

Pen- Pendiente Pendiente

diente derecha promedio

x Y i z q u i e r d a  ynuevo f(X”“.“O  Ynuevo) Yá, Y”i.,,+  o.l(Y:,)  = Y,,,,

0,oo 1,OO l,@J 1,lO 1,20 1,lO 1,00-t  O,lU,lO)  -7 1,ll

p - - - - - - - - - --
0,20  1,24+ --í;44

p _ - - - _ - - - - - -
1,38 1,68 1,56 1,24 + 0,1(1,56)  = 1,40

!,40 + 0,1(1,84) = 1,58-__~~~~- - - - - - - -_------

0,40 1,58’---  1.98 1,78 2,28 2,13 L58  + 0,1(2,13)  = 1,79
_----_------

- - - - _--------

0,50 1,7g’----2T2s----  2,02  2,62 2.46 1,79 + 0,1(2,46)  = 2.04
- - - - - - - - - -----_---

0,60 2,04f~----2;64----2,go-  3m 2,82  2,05 + 0,1(2,82) = 2,33
- - - - - - - - - - - - - - -

0,70
____._

2,33’  3103--~~263--~~-343-- 3,23  2,33  + 0,1(3,23)  = 2,65- p - - m - -- - - - - - __.~  __.__.
_ - ~ - - -

0,80 ‘2,6.5-  3;43----2,gg 3,89 3,6’7  2,65-t  0,1(3,67) = 3,02_~~ - -_--------p---m-_----

O,M 3,02’----3,9j7---3,;l  4,41 4,16  3,02+  0,1(4,16)  = 3,44
_------_---~_-~ - -

- -LoO 3,44

Solución En este caso escojamos también n = 10 de modo que h = 0.1. Los
cómputos se pueden arreglar como en la Tabla 9.2 en la cual los primeros cua-
tro encabezamientos de columna son los mismos de la Tabla 9.1. Sin embar-
go, puesto que necesitamos dos pendientes, una a la izquierda del punto ex-
tremo de un intervalo y la otra a la derecha del punto extremo, para obtener
la pendiente promedio, el encabezamiento de la tercera columna de la Tabla
9.1 se ha modificado a pendiente izquierda. Las tres columnas restantes en
la Tabla 9.2 se usan para encontrar respectivamente, la pendiente derecha,
el promedio de las pendientes izquierda y derecha denotada por y’,, y el
valor corregido de y, denotado por  yColr  .

Para ver cómo el cómputo sigue, obtengamos las entradas en la primera
fila de la Tabla 9.2. Las primeras cuatro entradas se obtienen exactamente
como en la Tabla 9.1. La pendiente derecha (entrada de la quinta columna)
se obtiene calculando y’ =f(x,  y) = x +y, tomando x como el punto extremo
derecho a+h=a,, el cual llamamos x,,,,, y y como el correspondiente va-
lor aproximado de y, el cual hemos llamado ynuevo  (ya obtenido en la entrada
de la cuarta columna). Esta pendiente derecha está dada por f(~,,,,, , y,,,,,) =
n nuevo + Y ““ev0  = 0,lO  + 1,lO  = 1,20.

Habiendo encontrado las pendientes derecha e izquierda, podemos deter-
minar la pendiente promedio (entrada de la sexta columna) como 1 (1,OO  +
1,20) = 1,lO. Finalmente el valor corregido de y denotado por yCorr.  (entrada de
la séptima columna) es el nuevo valor de y (cuarta columna) mas 0,l veces lac
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pendiente promedio, esto es, ycorr  = 1,OO + O,l(l,lO)  = 1,ll.  El valor corregido
de y se transfiere a la segunda fila de la tabla como se indica.

El mismo proceso usado para obtener las entradas en la primera fila se
puede usar ahora para obtener las entradas en la segunda fila y en todas las
filas siguientes hasta obtener el valor de y correspondiente a x = 1. Como
muestra la Tabla 9.2, este valor es 3,44, el cual sorprendentemente concuer-
da exactamente con el verdadero valor. Esto parecería indicar que todos los
pares restantes de valores (x, y) en la Tabla 9.2 son también correctos, y po-
demos usar éstos para obtener un gráfico de la solución en el intervalo 01
x 5 1. Si deseamos continuaríamos el cálculo para valores de x por encima
de 1, pero por supuesto no hay seguridad de que se mantendrá la misma pre-
cisión.

1.3 DIAGRAMAS DE COMPUTADOR

Es de interés presentar diagramas esquemáticos que muestren las eta-
pas sucesivas en los cálculos para los métodos de pendiente constante y pen-
diente promedio. Tales diagramas se llaman diagramas de computador o dia-
gramas de flujo. La Figura 9.3 presenta el diagrama de computador para el
método de pendiente constante. El par inicial de valores (x, y) proporcionan
una entrada la cual se alimenta en la primera caja, la cual calcula la pendien-
te en (x, y). Esta pendiente se alimenta dentro de otra caja que calcula el
nuevo valor de y. La salida final consiste del nuevo par de valores (x,“~“”
Y ““,“,). Esto proporciona una nueva entrada o retroalimentación, y el mismo
proceso se repite una y otra vez hasta que se consiga el resultado final de-
seado.

I r I
Entrada (x, y)

--i

Pendiente

c
y’= f(x,  Y)

1 1

Retroalimentación

Figura  9 . 3 Diagrama de computador para método de pendiente constante.

Pendiente

Entrada (x, y) t

A

Retroalimentación

I
Pendiente

Salida  (xnuevoI  yO,,  ) 4
~v,a,o  + hy’,y + promedio

I yáv

Figura 9 .4  Diagrama de computador  para  método de pendiente  promedio.
L
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En una manera similar podemos construir un diagrama de computador
que muestre el método de pendiente promedio como en la Figura 9.4. La pri-
mera fila en esta figura que conduce a (x,,,,,  , ynuevo  ), es por supuesto idéntica
con la de la Figura 9.3. La modificación consiste en tres cajas adicionales,
la primera proporciona el cómputo de la pendiente derecha a partir de (x,“~“~,
Y ,IUBVO), la segunda obtiene la pendiente promedio a partir de las pendientes
izquierda y derecha como se indica, y la tercera proporciona el valor corregi-
do de y. El par de valores (x.....,  y,,,, ) es la salida, la cual sirve como una
nueva entrada, y el proceso se repite una y otra vez como antes.

1 . 4  ANALISIS  D E  E R R O R E S

Cada vez que se desarrolla una fórmula para obtener resultados aproxi-
mados, es natural buscar algún estimador del error que se puede cometer al
usarla. El proceso de estimar tales  errores con frecuencia se llama análisis
de errores. Al tratar con estos errores, no nos preocuparemos de los errores
aleatorios, tales  como errores de redondeo, e. g., redondeo de 2,84316  a 2,8432,
el cual puede ser debido por ejemplo a limitaciones en la capacidad de alma-
cenamiento de un computador. En vez estaremos interesados solamente en
el error producido al usar la fórmula particular. Si una fórmula produce resul-
tados más precisos que otra, ciertamente esperaríamos que esta precisión au-
mentada apareciera en un análisis de errores. Ilustraremos esto con un análi-
sis de errores de los métodos de pendiente constante y de pendiente promedio.

(a) Análisis de errores para el método de pendiente constante.
De la página 422 vemos que una solución aproximada del problema de valor
inicial

J’ = f’(X,  2‘), y(u) = < (15)

para y(a + h) está dada por

y(a + Il)  = c + l?f’(a.  c) (16)

Sin embargo, usando la serie de Taylor, asumiendo condiciones apropiadas
de diferenciabilidad sobre f(x, y), el verdadero valor de y(a + h) es

2

J,(U)  + hL“(U)  + g 2“‘(U)  + . = c + hf(u.  c) + ; y”(U) + . . (17)

Comparando (16) y (17), vemos que el error cometido en usar (16) en vez de
(17) es

(1%

donde los valores y”(a), y”‘(a), se encuentran por diferenciación sucesiva de
la ecuación diferencial en (15). Este error ocurre debido al hecho de que la
serie se ha cortado después de los primeros dos términos en (17). Por esta ra-
zón el error con frecuencia se llama un error de truncamiento (del Latinismo
truncare, que significa cortar).

Para valores de h suficientemente pequeños, esperaríamos que el error
(18) fuera muy próximo igual al primer término, esto es, ;hz  y”(a) desprecian-
do el resto de términos. Sin embargo, el estudiante puede con derecho sentir-
se molesto al despreciarse un número infinito de términos sin ninguna justi-
ficación apropiada. Afortunadamente, esto se puede justificar con el uso del

.
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teorema de Taylor con residuo, que el estudiante pudo haber estudiado en
cálculo. Este teorema dice que si y es al menos doblemente diferenciable ]o
f(x, y) es al menos una vez diferenciable] , entonces

y(a  + k) = L’(a)  + IlJ,‘(U)  + ; f’(r), donde r está entre a y a + h (19)

Aquí el último término a la derecha representa el residuo de la serie después
de los primeros dos términos, y (19) proporciona un decidido mejoramiento
sobre (17), lo cual requiere la existencia de todas las derivadas. Usando (19),
el error se puede escribir

E = g y”(r), donde r está entre a y a + h (20)

Puesto que este error es proporcional a h2, o como a menudo decimos es de
orden h2, abreviado por O(hZ  ), vemos que reduciendo el tamaño de h po-
demos reducir considerablemente el tamaño del error. Puesto que y”(r) puede
ser positivo o negativo el error (20) puede también ser positivo o negativo. Si
denotamos por M una constante positiva tal que ly”(r)  ( < M para r entre a  y

a + h, entonces

IEl < E- (21)

representando el lado derecho una cota superior para el error.
Puesto que el error está dado por (20), si tenemos y(a) y buscamos y(a + h),

la pregunta que naturalmente surge es jcuál  sería el error acumulado si pro-
cedemos en n pasos al cálculo de y(b), donde b = a + nh? Análisis adicional,
el cual es algo tedioso y que no haremos aquí, muestra que el error máximo
es n veces el dado en (al),  tal vez con un valor diferente de M, el cual llama-
remos K; esto es, para n pasos

o puesto que n = (b - a)/h,
K(b - a)k

IJ$,l < T-

(22)

lo cual muestra que el error acumulado es de orden h.
(b) Análisis de errores para el método de pendiente promedio.

De la página 425 vemos que una solución aproximada al problema de valor
inicial (15) para y(a + h) es

y(a  + k)  = c + ; [f‘(u, c) + f(a + k, c + kf(a,  c))] (24)

la cual se debe comparar con el verdadero valor (17) o (19). El error cometido
en este caso es

E=~(u+h)-  c+~[f(u,C)+/(a+h,c+kf.(n,c))]
1 1

(25)

Para ver cómo el lado derecho de (25) depende de h, usamos de nuevo la se-
rie de Taylor. Usaremos la serie infinita en vez de la serie con residuo por
simplicidad en la notación. Tenemos como antes
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4’(a  + 17)  = J,(U)  + hy’(u) + Zf  y”(U)  + g y”‘(U)  + . . . (26)

Para hallar una serie para el último término a la derecha de (25),  usamos la
serie de Taylor para el caso de dos variables, la cual es análoga para el caso
de una variable. Esta está dada por

f(u + h, c + k)  = f(u, c) + hf;(u,  c) + kf,(a,  c)

+ & [J72Lx(~,  c) + 2hkL,(a,  c) + k2fY,(u,  c,] + . (27)

donde fx(a, c) denota la derivada parcial de f (x, y) con respecto a x evalua-
da en x = a, y = c, fxx(a,  c) denota la segunda derivada parcial de f (x, y)
con respecto a x evaluada  en x = a, y = c, f,,(a, c) denota la derivada par-
cial de f(x, y) con respecto a x y y evaluada  en x = a, y = c, etc.

Tomando k = hf(a, c) en (27) encontramos

fb + k c + Mu, 4) = f(a,  c)  + hf,(u,  c)  + hf(u,  c)f,(u,  c)

+ ;y [hzf;xh c.1 + 2h2f(4 CM;,&,  c)  + h’{f(u, c);“f,,(u,  c)] + .  . (28)

Sustituyendo (26) y (28) en (25) produce

E = iIY(4  - cl  + W(4 - f(a, 41 + “21  [y”(U) - f,(u,  c) - f,(a,  c)f(u,  c)]
+ términos involucrando h3 y superiores (29)

Puesto que y(a) = c de la condición inicial en (15),  mientras que y’(a) = f(a,  c)
de la ecuación diferencial en (15),  los primeros dos términos en (29) son cero.
Tomando la derivada de ambos lados de la ecuación diferencial en (l5), tene-
mos usando la regla de la cadena del cálculo elemental

(30)

De esto tenemos al evaluar las derivadas en x = a, y = c

Y”(4  = f,b, cl + fJu,  c)f(u, 4 (31)

de modo que el tercer término en (29) es también cero. El resultado muestra
que E involucra sólo términos en h3 o superiores. Usando la serie de Taylor
con residuo como en el caso del método de pendiente constante, sigue que el
error es de orden ha, esto es, E = O(h3  ). Puesto que E = O(h2  ) para el mé-
todo de pendiente constante, mientras que E = O(h3  ) para el método de pen-’
diente promedio, podemos ver rápidamente por qué el segundo método es mu-
cho más preciso.

Como una ilustración de cómo se pueden usar las ideas anteriores de ana-
lisis de errores, consideremos el siguiente
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Dado el problema de valor inicial y’ = x+y,  y(0)  = 1. Estime el error co-
metido al calcular y(O,l) usando el método de pendiente constante con h = O,l.

Sohción  Puesto que y’=f(x,y)=x+y,  tenemos y”  =l+y’=  l+x+y  de
modo que

y”(r) = 1 + r + y, d o n d e  O<r<O,l

Es razonable suponer que y < 2. Así tenemos

Iy” < 1+ 0,l + 2 = 3,l

y de (20) o (21) vemos que

lEl <
(O,lP  (371)

2 ’
esto es, 1 E 1 < 0,016 aprox.

Puesto que el método de pendiente constante da 0,lO  (ver Tabla 9.1) mientras
que el verdadero valor es 0,ll  el error efectivo es O,Ol,  el cual está de acuerdo
con el estimador anterior.

1.5 ALGUNAS GUIAS PRACTICAS PARA LA SGLUCION  NUMERICA

Hay muchos métodos disponibles para la solución numérica de ecuacio-
nes diferenciales como puede darse cuenta el estudiante al leer la literatura
en el tema.* Para la mayoría de los métodos un análisis de errores es dificil,
como puede conjeturarse de la derivación en la página 428 para el caso rela-
tivamente simple del método de pendiente constante. También, aún en el ca-
so de que se disponga de un análisis de errores éste no proporciona un término
de error simple, tal como el dado en (20),  página 429, sino solo que su orden
es una función del tamaño del paso, como por ejemplo O(h4), O(h5), etc.
Una complicación adicional es que la precisión conseguida está limitada por
las características particulares de la ecuación diferencial considerada. Así,
por ejemplo, si se desea una solución cerca a una singularidad, aún el “mejor
método” puede dar una pobre precisión. Debido a estas dificultades no hay
una panacea simple para la solución numérica (lo cual puede servir para in-
dicar por qué hay tantos métodos disponibles). A pesar de esto hay algunas
guías prácticas que un científico puede seguir.

1. Escoja un método particular que involucre un tamaño de paso h el cual
parezca razonable en vista del tipo de la ecuación diferencial involucrada.
Por ejemplo, si la ecuación diferencial involucra una singularidad tal como
x = 1 en el problema de valor inicial donde buscamos y(O,9)  por caso, se ne-
cesitan tamaños de paso más pequeños cerca de x = 0,9 que cerca de x = 0.
En tal caso podemos dividir el intervalo de x = 0 a x = 0,9 en intervalos o ta-
maños de paso de longitud desigual.

dq’ Yz= 1 -x7 Y(O) = 1
2. Para chequear la precisión del valor numérico hallado en 1, repita el

método usando un tamaño de paso más pequeño, por ejemplo la mitad del ta-

*Ver  por ejemplo [ 121
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maño de paso usado anteriormente. Si este procedimiento sólo produce un
cambio menor en las cifras significantes podemos estar seguros de aquellas
que no cambian. Así, si el valor repetido es por ejemplo 5,2435,  en vez de 5,2408,
podemos al menos estar seguros de la precisión a tres cifras significantes da-
das por 5,24.  Si hay una discrepancia mayor, posiblemente tengamos que re-
ducir aún más el tamaño de paso.

3. La reducción del tamaño de paso, resultante de un incremento en el
número de pasos, puede conducir a errores de redondeo acumulativos los cua-
les afectan la precisión. Debido a esto, los cálculos se deben hacer con sufi-
cientes cifras significantes. Desafortunadamente, no se pueden dar reglas
puesto que esto de nuevo depende de las clases de cálculos involucradas. Así,
por ejemplo, aunque podamos tener x = 7,41563  y y = 7,41492  cada una con
una precisión a seis cifras significantes, la mayoría de estas se pierden al to-
mar la diferencia x -y  = 0,00071.  Sin embargo, en la mayoría de los casos que
surgen en la práctica no ocurren tales  pérdidas en cifras significantes. En
estos casos de “rutina” una regla razonable a seguir es usar al menos dos ci-
fras más de las requeridas en la respuesta.

EJERCICIOS A

Use (a) el método de pendiente constante y (b) el método de pendiente promedio
para determinar el valor indicado de y para cada uno de los siguientes problemas de
valor inicial tomando el número indicado de subdivisiones n. Si es posible compare
con el valor exacto.

1. y’ = 2x +y;  y(0)  = 0. Halle y(O,5); use rz = 5.

2. y’= xï -y; y(1)  = 0. Halle y(1,6);  use n = 6.

3. y’= (y + 1)/x;  y(2) = 3. Halle y(2,8);  use n = 4 y n = 8.

4. y’= (x -y)/(x  +y);  y(3) = 2. Halle y(l); use n = 5 y n = 10.
5. y’ = x2 +yz  ; y(1)  = 2. Halle y(O,5); use n = 5 y n.  = 10.

6.  y’= my(5)=4.  Halley(4); use n=5  y n=lO.

7. y’=seny;y(O)=l.  Halley(1);  use n=5y rz=lO.

EJERCICIOS B

1. Dado y’=y;  y(0) = 1,  encuentre y(l) numéricamente. iCómo puede usted usar es-
te resultado para calcular e?

2. Si y’= tan-Ix;  y(0)  = 1, encuentre y(l).

3. (a) Use el problema de valor inicial y’= - 2y,  y(0)  = 1 para calcular y(O,l)  Pr el
métodc de pendiente constante con h = 0,l. (b) Estime el error del cálculo  en (a)
usando (20), página 429, y compare con el verdadero valor.

4. Dado el problema de valor inicial y ’ =-
1

, + s2, Y(O)  = 1.  (a) Calculey(O.,2)  por el mé-

todo de  pendiente constante usando un valor apropiado para h. (b) Estime el error.
en el cálculo  v compare con el verdadero valor.

5.  En el  Ejercicio 3 calcule y(O,2)  usando el método de pendiente constante con h =
0,1. ¿Como  estimaría usted el error cometido? ’

6.  (a) La ecuación diferencial y’= (x  +y)-2 se va a resolver numéricamente  para
y(2),  dado y(0) = 0. iCuáles son los valores numéricos obtenidos escogiendo n =
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2, 5, lo?  iCómo puede uno estar seguro de tener una solución con precisión  en  dos
cifras decimales? (b) Resuelva la ecuación diferencial de (a) exactamente usando
la transformación x +y = v. Así encuentre y(2) exactamente y compare  con  (a).

7. Dado y’ = e-xy;  y(0)  = 1, encuentre y(l) usando una calculadora o un manual que
tabule los varios valores de eu. Obtenga una precisión de al menos con dos ci-
fras decimales.

8.  Dado y’ =y(x  +y);  y(0)  = 0,5, encuentre y(O,5), usando n = 5. Compare con la so-
lución exacta. iQué precisión se obtiene usando n = 20?

9. Dado el problema de valor inicial *‘= &. y(0)  = 1 encuentre y(O,9)  y compare
T

con el verdadero valor (ver página 431).

10. Dado y’= l/(l+  ~2);  y(0)  = 0, encuentre y(l)  numéricamente. iCómo puede
usar sus resultados para calcular K?

EJERCICIOS C

1. El método de esta sección se limitó a la solución numérica de una ecuación dife-
rencial de primer orden. La ecuación diferencial de segundo orden y” = f(x,  y,  y’)
sujeta a las condiciones y = c 1, y’ = cz donde n = a se puede escribir como dos
ecuaciones simultáneas de primer orden

y’  = ti. c’  = f<.Y.  J‘, c)

sujeta a las condiciones y = cr, v = cz donde x = a. Puede usted idear un pro-
cedimiento para encontrar y y y’ cuando x = a + h?  Sí así fuera, use el método en
la ecuación y ” = x +y sujeta a las condiciones y(0)  =y’(O)  = 0 para obtener y(l).
Compare con la solución exacta.

2. Use el método ideado en el Ejercicio 1 y encuentre y(O,8)  y y’(O,8) para la ecuación
diferencial y”  = Vx  +y sujeta a las condiciones y(0) = 1, y’(0)  = 0.

3. Suponga que en la ecuación de la integral (5), página 422 aproximamos.f(x,  y) por
su valor en x = a + $h y y = c + ;hf(a,  c) los cuales son los valores prornedios de x
y y obtenidos por el método de pendiente constante. (a) Muestre que

J‘ = 1’  + 5 /la  + ;/1.  < + ;Ilf(rr,  c) )

(b) Usando el análisis de”errores  compare la precisión del resultado en (a) con el
obtenido por los métodos de pendiente constante y de pendiente promedio. (c)
Trabaje algunos de los Ejercicios A en la página 432 por este método y compare
con los resultados de otros métodos. (d) Construya a diagrama de computador pa-
ra el método el cual algunas veces se llama el método de Runge.

2 El método de Runge-Kutta

Como ya hemos visto (página 422),  si nos dan la ecuación diferencial

Cl)
ll.\-

= fc-Y.  .v), donde ~((1)  = C’

entonces tomando n = 1 de modo que b = a + h, encontramos

\‘(II  + 11) = C’  +
.I’

,:‘*” f’(.Y.  y)t/\- (1)

1
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También de la expansión en serie de Taylor tenemos

Expresando las derivadas indicadas en (2) en términos de f(x,  y), Runge y
Kutta fueron capaces de obtener varias fórmulas para aproximar la serie en
(2). Una de tales  fórmulas, la cual se encuentra que está en concordancia con
(2) hasta e incluyendo el término que involucra h4 está dada por

!‘(U  + Il)  = (’ + 6(/71,  + 2/?1,  i ?lJ?,  + JH,)

donde 111, = h,f’(tr,  c), 1112 = I?,f’(U + $1, í’ + $Yll)

‘?J3 =  hf’(u  +  $1,  (’ + $/i72>. /?1,$  = hf  (tr  + h,  (’ + JJIA)

La verificación de esta fórmula es tediosa pero no difícil (ver Ejercicio 2C).
Otra fórmula está dada en el Ejercicio 1C. Para ver una aplicación del méto-
do Runge-Kutta, como a menudo se llama, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Dado y’= x +y, y(0)  = 1, encuentre y(1).

Solución  Tenemos en este caso f(x,y)=  x+y,  ~~0,  c=  1. Si escogemos

h = 1, encontramos

112  1 = /l,f’(U,  c) = f‘<o, 1) = 1) 1112  = h,flu  + $1,  (’ + +ll,)  = /]i, 3)  =  2

JJJ3 =  /J,f(U +  jh. I’ + +JJl,)  =  ,f’($,  2 )  =  3, JJ14  = hf’(U  +  h,  <’ +  /J73)  =  ,f’(  1,  ‘;)  =  ;

y así ~(1)  = 1 + ;( 1 + 4 + 5 + 4) = 3,42

El hecho que esto esté en tan buen acuerdo con el verdadero valor 3,44 aun
cuando se haya usado un tamaño de paso relativamente grande h = 1, sirve
para indicar la superioridad del método de Runge-Kutta sobre el método de
pendiente promedio (y ciertamente el método de pendiente constante), el cual
requirió más cálculos, como se vió en los Ejemplos ilustrativos 1 y 2 en las pá-
ginas 424-427. El incremento en la precisión del ejemplo anterior se obtiene
usando valores más pequeños de h y aplicando el método más de una vez. Así,
por ejemplo, si escogemos h = 0,5 y aplicamos el método dos veces, llegamos
al verdadero valor de 3,44.

EJERCICIOS A

Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales y condiciones, determi-
ne el valor indicado de y usando el método de Runge-Kutta. Si es posible compare con
!os valores obtenidos resolviendo la ecuación exactamente

1. Y’=~x+Y; y(O)= 1. Encuentre y(O,5). 2. y’=x’  -y; y(l)=O.  Encuentre y(1,6)

3. Y’ = (Y + 1)/x;  ~(2)  = 3. Encuentre y(2,8) 4. y’ = x-y; y(1) = 2. Encuentre y(o,5)

5. Trabaje los Ejercicios 1-7A en la página 432 usando el método de Runge-Kutta y
compare la precisión obtenida.
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EJERCICIOS B

1. Trabaje el Ejercicio 1A  usando dos aplicaciones del método de Runge-Kutta.  Dis-
cuta los resultados.

2. Use (a) dos, (b) tres, y (c) cuatro aplicaciones del método de Runge-Kutta  para
resolver el Ejercicio 2A. iCuáles son las ventajas de usar aplicaciones sucesivas
del método? ¿Cómo  podría usted determinar el número de aplicaciones necesarias?

3. Use dos aplicaciones del método de Runge-Kutta para resolver el Ejercicio 1B en
la página 432. Compare la precisión de este método con la del método de pendiente
constante.

4. (a) Usando h = 0,2, encuentre y(l,2)  por el método de Runge-Kutta para la ecua-
ción y’= x +y sujeta a y(1)  = 0. (b) Usando h = O,l, encuentre y(l,l)  por el mé-
todo de Runge-Kutta para la ecuación en (a). Usando este resultado, calculey(l,2).
Compare con la precisión de (a) y con la respuesta exacta.

5.  Use el método de Runge-Kutta para resolver el problema de valor inicial y’ = f(x),
y(a)  = c mostrando que

Esto es la regla de Simpson usada en cálculo para evaluar integrales definidas.

6. Use el Ejercicio 5 para resolver y’ = l/(l+  x2 ),  y(0)  = 0 para y(l) y compare con
el verdadero valor.

EJERCICIOS C

1. Otro método debido a Runge-Kutta consiste en calcular lo siguiente

m, = hf(c1.  c,),

1113 = i’f.(o  + II.  h :2m:,hi’u  ,:4’:b,l,;(,:f  4h.  h + &,)

y luego usar j‘(U  + II) = C’ + ~(111, + 411,  + 1113)

Resolviendo varias ecuaciones diferenciales usando este método, por ejemplo las
de los Ejercicios A y B anteriores, decida si este método es mejor o peor que el mé-
todo dado en el texto. iPuede  usted dar una explicación posible para su conjetura?

2. Derive la fórmula de Runge-Kutta del texto. [Sugerencia: Use el teorema de Tay-
lor para funciones de dos variables y la regla del trapecio para aproximar integra-
les. Luego compare los términos de las ecuaciones (1) y (2) de las páginas 433-434
hasta e incluyendo los términos involucrando ha  .]

3. Explique cómo se puede obtener la fórmula del Ejercicio 1.
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1 Sistemas de ecuaciones diferenciales

1.1 MOTIVACION PARA LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Hasta ahora hemos estudiado ecuaciones diferenciales que involucran
una variable independiente y una dependiente. Con frecuencia en aplicacio-
nes encontramos ecuaciones que contienen una variable independiente pero
con dos o más variables dependientes. Como un ejemplo, considere el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Suponga que una partícula de masa m se mueve en el plano xy (ver Figu-
ra 10.1) debido a una fuerza que actúa sobre ella. Asumamos que la dirección
de la fuerza está en el plano xy y que su magnitud depende solamente de la
posición instantánea (x, y) de la partícula y del tiempo t. Asumiendo que la
partícula está inicialmente en reposo en algún punto, digamos el origen, es
natural para nosotros preguntar dónde estará la partícula en cualquier tiem-
po posterior.

Formulación matemática. Descompongamos la fuerza en dos compo-
nentes F, y F, en las direcciones positivas n y y como se indica en la figu-
ra. Entonces por la ley de Newton tenemos

(1)

p u e s t o  q u e  d2  x/dt2  y  dgy/dtz son las componentes de la aceleración
en las direcciones positivas x y y, respectivamente. En (1) hemos específica-
mente indioado la dependencia de los componentes sobre la posición instan-
tánea (x, y) de la partícula en el tiempo t. Puesto que la partícula se asume
que está inicialmente en reposo en el origen, tenemos como condiciones ini-
ciales

x = 0, J = 0,
dx
-=o, $Oent=o
dt

0 x ( 0 )  =  y(0)  =  x ’ ( 0 )  =  J’(0)  =  0 (2)

Y

0
_..  ..^ I --.  . ___^ __ _- ..---*x

Figura 10.1
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Como un ejemplo específico, suponga que la partícula es de una masa unita-
ria, esto es, m = 1, y que la fuerza es tal que los componentes están dados por

F, =  J‘ +  4eC2’. F,  = .y - e-z1 (3)

Entonces de (l), rlt’ = J. + 4rm2’,t12‘i AZ).-.L = .y - ep2’ (4)
dt2

mientras que las condiciones sobre x y y están dadas como antes por (2).
Las ecuaciones (1) o (4) involucran una variable independiente t y dos

variables dependientes x y y que dependen de t. Puesto que éstas involucran
derivadas ordinarias con respecto a t, es natural llamarlas ecuaciones dife-
renciales ordinarias.

Para determinar dónde estará la partícula en cualquier tiempo t > 0, de-
bemos tratar de encontrar un par de funciones de x y y que dependan de t
las cuales cuando se sustituyan en (4) satisfarán cada ecuación (esto es, re-
duce cada ecuación a una identidad), y también satisfarán las condiciones
(2). Es natural llamar a cada par de funciones x y y una solución del proble-
ma de valor inicial descrito por las ecuaciones (4) y condiciones (2).

Ahora ciertamente es fácil encontrar pares de funciones que satisfagan
la primera ecuación en (4). Por ejemplo, si hacemos x = t’ en la primera ecua-
ción, encontramos

J = 2 - 4eC2’

Así el par x=tz,  y=2-4e-2f es una solución de esta primera ecuacion.
Sin embargo, se encuentra por sustitución en la segunda ecuación de (4) que
este par no es una solución a esa ecuación. Nuestro problema es por supues-
to encontrar un par de funciones que satisfagan simultáncomenta  las ecua-
ciones (4). Por esta razón a menudo llamamos la combinación de ecuaciones
(1) o (4) ecuaciones diferenciales simultáneas. También nos referimos a ellas
como un sistema de ecuaciones diferenciales.

El problema de determinar una solución a ecuaciones diferenciales simul-
táneas nos recuerda una situación similar encontrada en álgebra. Dada la
ecuación lineal x + 2y = 6, por ejemplo, hay infinitos pares de soluciones. Así
x=6,  y=O;  x=3,  y=  $, e t c . , son soluciones. Sin embargo, si tenemos otra
ecuación que se debe -satisfacer simultáneamente, digamos 2x + y y 3, sala-
mente es una solución el par x = 0, y = 3.

Ahora sabemos del álgebra que hay varias maneras de encontrar solucio-
nes a ecuaciones simultáneas. Una de las más simples es aquella de eliminar
una de las incógnitas, Así, dado el par x + 2y = 6, 2x +y = 3, obtenemos de
la segunda ecuación y = 3 - 2x. Sustituyendo esto en la primera ecuación
produce x + 2(3 - 2x) = 6, esto es, x = 0, de modo que y = 3. Este método de
eliminación el cual se puede aplicar a casos de tres ecuaciones con tres in-
cógnitas, cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas, etc., resulta también ser
un procedimiento básico para resolver ecuaciones diferenciales simultáneas,
como ilustraremos ahora.
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1 . 2  M E T O 0 0  D E  ELIMINAClON  P A R A  R E S O L V E R  S I S T E M A S

DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Para mostrar cómo se puede usar el método de eliminación en ecuaciones
diferenciales, regresemos al sistema de ecuaciones (4). Podemos, debido a la
forma particular de las ecuaciones, resolver la primera ecuación para y en ter-
minos de x y t para obtener

Si ahora sustituimos esto en la segunda ecuación de (4) y simplificamos, en-
contramos

(6)

Puesto que esto es una ecuación diferencial lineal para la sola variable des-
conocida x, podemos usar ahora 10s métodos del Capítulo cuarto para obtener

X  = C, COS  í + (‘2  sent +  c.3er  +  C,F’  +  OC” (7)

Sustituyendo esto en (5) produce

v =  -c,  cos  t - c2 s e n t  + c3e’  +  c4C1 (8)

El par (7) y (8) es así la solución requerida del sistema (4). Podemos usar aho-
ra las condiciones (2) para determinar las constantes cr cz, ca, cq. Ne-
cesitaremos dx/dt  y dy/dt.  De (7) y (8) tenemos

Colocando t = 0 en (7), (8), (9) y (lo),  vemos de (2) que los valores correspon-
dientes de x, y, dx/dt y dy/dt  son todos cero lo cual conduce a las ecuacio-
nes simultáneas

(11)

De estas encontramos c4 = -+, c2 = 1, (‘3 = +, 3c4 zz -z (12)

de modo que x = -$ cos  t + sen  t + ie’ - *emI  + em2’ (13)

j’ = $ cos  t ~ sen t + +er  - $eéf (14)

Las ecuaciones (13)  y (14) representan las ecuaciones paramétricas de la tra-
yectoria tomada por la partícula a medida que se mueve en el plano xy y de
estas ecuaciones podemos determinar la posición (x, y) de la partícula en
cualquier tiempo como fue solicitado.

Aunque el método de eliminación descrito antes es fácil en principio, de-
safortunadamente no siempre es un asunto fácil de aplicar. Para mostrar esto,
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supongamos que en el problema de la partícula considerada en la página 439,
los componentes de fuerza actuando sobre la partícula dependen de los com-
ponentes de la velocidad, esto es, dx/dt, dy/dt, como también de la posición
(x, y) y del tiempo t. En tal caso las ecuaciones (1) se remplazan por

ri2s d’v tls  ‘IL
rn- =  F ,

tlr ‘iJ‘

At2
s, ?‘, - ,  -,

dt 41
f

*
FTI  + = F,

tlt-
s, j’,  -, -,

tlt tlt
t (15)

Si en particular m = 1 y los componentes de fuerza están dados por

F, = !‘ + 3.Y - $ F =-+2,.-t!?
2 rlt

la ecuación (1.5) llega a ser

-=,.+3y-!l‘i2.Y ‘12\,-=
At2  - rlt  ’ rlt2

- 4 s  - 2).  - g

(16)

(17)

Para apreciar las dificultades que pueden ocurrir en aplicar el método de eli-
minación, intentemos encontrar la solución al sistema (17) como en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva el sistema

(a)  g + 2 - 3s  z.z  !‘. (b)  L,:: + $ + 4s + 21%  = 0.

Solución Las ecuaciones dadas son reagrupaciones de las ecuaciones (17).
Tratemos de eliminar y de estas dos ecuaciones. Diferenciando (a) encon-
tramos

Sustrayendo la ecuación (b), eliminamos dz  y/dtz , de modo que

(19)

Todavía debemos eliminar y y dy/dt. Si sustituimos dy/dt  de (19) en (a),
encontramos

r13s 2

$ + $ - 4 2 - 7\-  - 3).  = 0 (20)

de modo que ahora sólo se necesita eliminar y. Para ello resolvamos para y
en (20) y sustituyamos el resultado en (a) ó (b). Esto da

de modo que finalmente llegamos a una ecuación para x. De este punto resol-
vemos para x, luego regresamos y encontramos y, y finalmente satisfacemos
las condiciones iniciales.
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No iremos sobre los detalles para hallar la solución puesto que el propósi-
to principal del ejemplo fue mostrar lo tedioso que puede ser el método de eli-
minación. El ejemplo dado ciertamente nos motivaría a buscar un enfoque
más corto. Mostraremos ahora un enfoque que hace uso de operadores.

1.3 EL USO DE OPERADORES EN LA ELIMINACION  DE INCOGNITAS

Usando la notación del operador simbólico D E d/dt, las ecuaciones (a)
y (b) del Ejemplo ilustrativo 1 se pueden escribir respectivamente como

(02 - 3)s + (D - 1)).  = 0 (22)

(D + 4)s + (D2 + 2)J  = 0 (23)

La tentación de eliminar x o y tratando a D como un simple operador algebrai-
co es grande. Si recurrimos a esto dándonos cuenta que al hacerlo así todavía
queda la tarea de justificación, procederíamos como sigue: “multiplique” (22)
por (02 + 2) y (23) por (D - 1) para obtener

(02 +  2)(02  - 3)2  + (Ll2 + 2)(D  - l).V =  0

(D - l)(D + 4)x + (D - l)(D2  + 2)],  - 0

Sustrayendo, asumiendo que (D2 + 2)(D  - 1)~ E (D - 1)(D2  + 2)r, tenemos

(0’  f 2)(D2  - 3)x - (D - l)(D + 4)x =  0

esto es (D4  - 2D2  - 30  - 2)x = 0
la cual es la misma ecuación como en (21), obtenida  con mayor trabajo

Para justificar este procedimiento, todo lo que debemos observar es que
la “multiplicación” por (02 + 2), por ejemplo, simplemente significa que una
cierta operación se debe desarrollar. Así (02 + 2)Y dice (1) tome la segunda
derivada de Y, (2) multiplique Y por 2 y (3) sume los resultados de (1) y (2).
En una manera similar podemos mostrar que

(D2 +  2)(D  - 1)~ = (D - 1)(D2  +  2)~

puesto que (0’  + 2)(D  - 1)~  G

Así, el uso de la notación de operador es esencialmente una abreviación.
Para mostrar su uso en otro ejemplo, el cual desarrollamos en detalle, con-

sideremos el
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Resuelva el sistema
(a) ;; - 3x - 6).  = t2. (b)  2 + 2 ~ 3v = e*

Solución Escriba las ecuaciones en forma de operador como

(c) (D ~ 3).~ - 6~7  = t2, (d) Dx  + (D - 3)~ = e’

“Multiplique” (c) por D, (d) por (D - 3), para encontrar

D(D -~ 3).~  - 6Dp  = Dt2  = ;(t*) = 2t

(D - 3)Dx  + (D - 3)2~,  = (D - 3)~’  zz De’ - 3& = -2&

Por tanto, por sustracción, tenemos después de simplificar, (D2 + g)y  = - 2e’  -
2t cuya solución general es

2
y = cI  cos  3t + cf sen31  - 3~’  - -

9
(24)

Dos alternativas son posibles: podemos sustituir y en cualquiera de las ecua-
ciones dadas o podemos eliminar y entre las dos ecuaciones dadas para pro-
ducir una ecuación que involucre sólo XT.  Escogemos lo último. “Multipli-
cando” la ecuación (c) por (D-3) y la ecuación (d) por 6 y sustrayendo,
encontramos

(0’  + 9)x = 6~’  ~ 3r2  + 3t
0

.Y = cj cos  3t + c4 sen3t  + $CJ’  - ir2  + $t + h (25)

Debemos chequear ahora para ver si tenemos demasiadas constantes arbi-
trarias (generalmente esto ocurre). Sustituyendo x y y de (24) y (25) en cual-
quiera de las ecuaciones dadas, digamos (c), encontramos

(sen3t)(  - 3c, ~ 3c,  - 6c,)  + (cos 31)(3C,  - 3C, - 6c,)  +  t’ =  t2

Esto debe ser una identidad, y así debemos tener

- 3c, - 3c,  - 6~,  = 0, 31~,  ~ 3~,,~  - 6~, = 0

Las ecuaciones (26) producen C, = ic - *Ch, (‘2  = -+.3  ~ ic.

(26)

Usando estas en (24) tenemos como la solución simultánea deseada,

s = c3  COS 3t + c,sen3t  + $e’  - ft2 + $t + =& 1
2t (2-3

Estas también chequearán la otra ecuación dada como se puede verificar fá-
cilmente.

El estudiante no debería encontrar difícil darse cuenta que el método de
operador es aplicable a sistemas de ecuaciones diferenciales que pueden es-
cribirse en la forma
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C/),(D).X  + $,(U)y  = F,(1)
</)‘(D)X  + lbL(D).V  = F?(f) (2%

d o n d e  Ge,  $r (D),  d2  (D),  +2(o) son operadores lineales en D 3 d/dt.*
Debido a que el sistema (28) es una generalización lógica de la ecuación di-
ferencial </<Ll,!.  = F(l) (29)

considerada en capítulos previos, es natural llamar a (28) un sistema lineal
de ecuaciones diferenciales, mientras que un sistema de dos ecuaciones en
x y y que no se pueda escribir en la forma (28) es un sistema no lineal. Por
supuesto que, generalizaciones de estas ideas a más de dos variables depen-
dientes se hacen fácilmente.
Ejemplo 1. El sistema de ecuaciones diferenciales

cl\- dV rlv
,It + 3 $ + y = 0’. $ = x + y

es un sistema lineal puesto que se puede escribir como
D.Y  + (30 + 1)~.  = 61’

-s + (D - 1)).  =  0
el cual tiene la forma (28).

Ejemplo 2. El sistema de ecuaciones

(30)

(31)

es un sistema no lineal puesto que ambas ecuaciones no tienen la forma (28).

Observación 1. Dado un sistema lineal de ecuaciones diferenciales,
surge una pregunta relacionada con el número total de constantes arbitra-
rias que deberían aparecer en la solución simultánea. Esto es de importancia
puesto que el número debería coincidir con el número de condiciones dispo-
nibles en el problema a partir del cual se formuló el sistema. Podemos mos-
trar que el número total de constantes arbitrarias que deben estar presentes
en la solución simultánea del sistema (28) es el mismo al grado del operador
polinómico obtenido del determinante de los coeficientes de x y y en (28),
esto es

(32)

Esto se puede generalizar al caso de n ecuaciones lineales con n incógnitas,
en cuyo caso (32) se extiende a un determinante de orden n.

*Asumiremos a menos que se diga lo contrario que los operadores son polinomios en LI con
coeficientes constantes.  De otra  manera los operadores no se conmutan en general ,  esto es ,
61(D)+,(n)  # @2(U)~,  (LI), por ejemplo, y así  el  método de eliminación usando operadores
dado en la página 444 no se aplicará en general (ver Ejercicio lC, página 172). Sin embargo. ro-
davía  puede ser posible emplear otros métodos de eliminación.
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Ejemplo 3. En el Ejemplo ilustrativo 2, el determinante es

'D-3 -6
D D - 3

= (D - 3)(D - 3) - (-6)(D) = 0' + 9

el cual es de segundo grado, y así el número total de constantes arbitrarias
debería ser 2, como de hecho, lo hemos encontrado.

Observación 2. Hay varios otros métodos disponibles para resolver sis-
temas lineales de ecuaciones diferenciales ademas del método de eliminación.
Aunque algunos de estos pueden tener ventajas en situaciones particulares
y pueden tal vez acortar el trabajo involucrado, el estudiante encontrará co-
mo una política general que el método anterior de eliminación es adecuado
para la mayoría de propósitos que surgen en la práctica. Sin embargo, en el
interés de presentar estos métodos posibles, los indicamos como sigue.

(a) Métodos abreviados de operador. Estos métodos son idénticos
con aquellos usados en la página 207 para ecuaciones diferenciales individua-
les. Daremos un ejemplo del procedimiento involucrado en la página 447.

(b) Métodos de transformada de Laplace.  Estos métodos son los
mismos a 10s usados en el Capítulo seis. Daremos algunos ejemplos al final
de este capítulo (página 498). Como antes, una ventaja importante del meto-
do de las transformadas de Laplace  es que las condiciones iniciales automa-
ticamente  se toman en cuenta, y como resultado el trabajo involucrado en el
método de eliminación se puede reducir.

(c) Método de soluciones complementarias y particulares. El mé-
todo estándar usado en el Capítulo cuatro para ecuaciones diferenciales li-
neales de encontrar primero la solución complementaria, luego encontrar una
solución particular, y finalmente sumar éstas para obtener la solución gene-
ral se puede generalizar a sistemas de ecuaciones diferenciales. Ejemplos del
procedimiento involucrado se darán en la página 500.

(d) Métodos usando matrices. Estos métodos son especialmente úti-
les cuando tenemos sistemas de tres o más ecuaciones diferenciales lineales
donde el método de eliminación puede llegar a ser tedioso. Para aquellos que
no estén familiarizados con matrices, por supuesto es necesario “salirse por
la tangente” y construir la teoría antes de que podamos ver su aplicación. En
esencia, los métodos de matrices utilizan ideas análogas a aquellas dadas en
el método (c) anterior, donde no hemos usado matrices. Para el beneficio de
aquellos quienes tienen el tiempo e inclinación a emprender tal estudio, he-
mos incluido un capítulo corto (capítulo once), el cual resume los conceptos
básicos necesarios. Se debería enfatizar, sin embargo, que este capítulo es
opcional y se puede omitir, aunque se debería notar también que las ideas
que involucran matrices .son interesantes e importantes desde el punto de
vista teórico como también práctico. Es de interés especial e importancia des-
de el punto de vista teórico la conexión entre la teoría usando matrices y los
conceptos de funciones ortogonales y problemas de Sturm-Liouville del Capí-
tulo ocho. Sin embargo, como ya lo hemos subrayado, ambos capítulos son op-
cionales y pueden omitirse en un curso corto.

1.4 METODOS  ABREVIADOS DE OPERADOR

Métodos análogos a los dados en la página 207 se pueden también usar
para resolver sistemas lineales. En tales  casos el uso de determinantes sirve
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para minimizar el trabajo involucrado. Para ilustrar el procedimiento, consi-
deremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Trabaje el Ejemplo ilustrativo 2, página 444 usando métodos abreviados
de operador.

Solución Escribiendo el sistema en forma de operador, tenemos

(D - 3)x  - 6~  = t2

Dx + (D - 3)y  = e’

Entonces usando determinantes tenemos*

Al expandir estos determinantes, asegurándose que en las expansiones del
numerador el operador siempre preceda a la función que opera, encontramos

x
(D - 3)(t2)  - (- 6)(e’)

(D - 3)(D  - 3) - (-6)(D)
2t - 3t2 + 6e’

D2 + 9
= $+? (2t - 3t2) + & (6e’)

1 1
. = 9(1  + D*/9) (2t - 3t2)-  + (1)2  + 9 (6e’)

1 t2=-9 ( $f 1 (zt 3t2)1 - + _ + =gel  ; - 3~ + & +ef+

(D - 3)(e’) - (D)(t’) -2el - 2t
4’ = iD - 3)(D  - 3) - (-6)(D) - D2 + 9 = &(-2e’)  + &(-2’)

1
(1)2  +  9

(-2f) = -$J - ;
Como en la página 211, lo anterior sólo produce soluciones particulares. De-
bemos aún sumar las soluciones complementarias, esto es, las soluciones ge-
nerales de (II2 + 1)x = 0 y (D2 + 1)~  = 0. Haciendo esto tenemos

2t t2  2x = c3  cos  3t + c,sen3t  + 9 - 3 + 27 + +e’, y = cI  cos 3t + cl  sen3t - +e’  - G-

como en (24) y (25), página 444. Debemos luego hallar las relaciones entre las
constantes como antes, llegando así a (27).

*Asumimos aquí que las reglas de Cramer (ver el Apéndice) son aplicables a los operadores
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2 Soluciones de sistemas no lineales de ecuaciones
diferenciales ordinarias

Hemos visto en capítulos precedentes que las ecuaciones diferenciales
no lineales no se pueden resolver exactamente en general, y que cuando se
pueden generalmente se requieren técnicas especiales. En vista de esto no
es una sorpresa que los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales tam-
bién requieran técnicas especiales si una solución exacta es posible. Hay va-
rios métodos de ataque que se pueden emplear, tales  como los siguientes.

(a) Método de eliminación. Elimine todas excepto una de las varia-
bles dependientes del sistema, como en el caso de sistemas lineales. Esto con-
duce a una ecuación no lineal individual con una variable dependiente y una
variable independiente. Eventualmente, podemos resolver esta ecuación y así
llegar a la solución del sistema. Una dificultad de este procedimiento es que,
a diferencia de los sistemas lineales, la eliminación no siempre es posible aún
cuando existe una solución exacta.

(b) Transformación de variables. Si el método de eliminación falla,
puede ser posible transformar variables para producir un sistema más simple.
Los tipos de transformaciones que se pueden ensayar frecuentemente son su-
geridos por la forma particular del sistema, pero el ingenio también juega un
papel importante en hacer una buena selección. Para una ilustración de esto
vea la página 459.

(c) Método de linearización. Si el siste ma no lineal no se puede resol-
ver exactamente, puede ser posible remplazarlo por un sistema lineal que pue-
da servir como una razonable aproximación. Si el sistema surge de una formu-
lación matemática de un problema en ciencia o ingeniería, esto generalmente
involucra el establecimiento de supuestos acerca del modelo matemático, el
cual puede servir como una primera aproximación a la situación real. Así, por
ejemplo, si un proyectil se lanza desde la superficie de la Tierra, podemos co-
mo una primera aproximación suponer que la Tierra es plana. Sin embargo,
esto será una razonable buena aproximación si el proyectil no viaja demasia-
do lejos. En otro caso, puede que tengamos que considerar el hecho de que la
Tierra es esférica en forma (o más exactamente es un esferoide ovalado, esto
es, ligeramente achatada en los polos), y que la aceleración gravitacional no
es constante. Para mayor precisión podemos considerar el movimiento de la
Tierra y aún los efectos del Sol, la Luna, y otros planetas. Una ilustración de
esta técnica se da en la sección 7.

Como una ilustración del método de eliminación para un sistema no li-
neal, consideremos el siguiente

E J E M P L O  ILUSl  R A T I V O

Resuelva

Solución Método 1. Empezamos con la primera ecuación en (l),  puesto que
ésta no contiene la variable dependiente y. Escribiéndola como

d.\--:--- = dr
s- + 1
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tenemos al integrar, t,an  - 1 x = t + c 1 o x = tan(t + c1 ). Entonces la segun-
da ecuación en (1) llega a ser

dy 1lV

~~ = y tan (t + (‘1 1 0
tlt

..-  = tan (f + c, )df

Y

e integrando produce In y = In sec(t  + c I ) + In cz ó Y = cp sec(t  + c 1 )
Así la solución deseada está dada por

x = tan (t + (‘1). J‘ = c2 sec  (1 -t cI 1 (2)

Método 2. Elimine t de las ecuaciones dadas (1) dividiendo por los corres-
pondientes lados para obtener

tl\./d/ XY tly ry- - -
dY/(ll .x2  +  1 - - XZ  +  11/x

lo cual se puede escribir

La integración da In J’ = +  In (s’  + 1) + In c ó y = cJFT7 (3)

De la primera ecuación en (1) obtenemos, como en el Método 1,

.Y  = tan (t + c1) (4)

usando (4) en (3) produce J’ = <‘sec  (t + cI)

de modo que se obtiene la misma soluciún conseguida por el Método 1.

Observación. Los sistemas de ecuaciones algunas veces se escriben de
’ otras maneras. Por ejemplo, el sistema (1) del ejemplo anterior se podría ha-

ber escrito equivalentemente como
tlx íl\’~ zz : = (/(

.x2  + I .Y v

3 Ecuaciones diferenciales expresadas como
sistemas de primer orden

Hemos visto de los ejemplos anterior& que el método de eliminación apli-
cado a un sistema de ecuaciones diferenciales resulta en una ecuación dife-
rencial individual. Una pregunta que naturalmente surge es si el recíproco es
también cierto, esto es, ¿se puede expresar cualquier ecuación diferencial co-
mo un sistema de ecuaciones diferenciales ? Podemos mostrar no sólo que la
respuesta a esto es “si”, si no que podemos demostrar aún más como se indi-
ca en el siguiente

Teorema. Cualquier ecuación diferencial ordinaria o sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias se puede expresar como un sistema de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden.

Este teorema, el cual también tiene algún valor teórico importante, es fá-
cil de probar. Para ello, notamos que cualquier ecuación diferencial ordinaria

Sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones 449



de orden n, lineal o no lineal, se puede escribir en la forma

y””  = q( f, j’,  j.‘. . y”’ ’ ‘) (1)

donde las derivadas son con respecto a t, con tal que podamos resolver para
la derivada más alta en términos de las restantes. Si hacemos ahora las si-
guientes definiciones

1.’ = II 1 . ”!’ = Ir;  zz [,2. J”” = i; = 113. . j <“’  -- ” = Ir;, - 2 = ll,,  ,

la ecuación (1) se puede escribir

(2)

lo cual es un sistema de n ecuaciones de primer orden en las n variables de-
pendientes y, ul,  uL>,  , u, 1. Esto prueba el teorema para una ecuación
diferencial ordinaria. Una prueba para sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias es similar y se deja como un ejercicio (Ejercicio 4C,  página 452).

Ilustremos el teorema con algunos ejemplos

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  1

Exprese la ecuación diferencial

como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Solución Sea

Entonces la ecuación diferencial dada se puede escribir

h,
_ - 2~r,  +  5~4,  +  31r,  - 8s =  6sen4t
rlt

Así la ecuación dada es equivalente al sisiema  de primer orden

11.x
- = 141,
dt

h2
_ = 1/x.

rlt

dll,
~ = 214, - 511, -
dt

3u,  +  8.~ +  6sen4t

con variables dependientes x, u, , u2, ug  .

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O  2

Exprese el sistema de ecuaciones diferenciales en el Ejemplo ilustrativo
1, página 442, como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

Solución Sea Cl.\- r12s llll, 111, ll2  1’ du,
- = 1’1,
rlf

__  = -5
dt2 rlt

L = 112.
1lr 11t2 tlt
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Entonces el sistema de ecuaciones dado se puede escribir

(ll/ 1

tlt + 112

rlu,
-3s=u,  rlt + ¿(1 + 4s + 2y = 0

el cual es equivalente al sistema de primer orden

dx du, lhz
-zu !!! =
tlt

1.
rlt

1,
21 - = 3x + 1' - l12.

rit
_ = -4-Y - 2)~ - II,
tlt

EJERCICIOS A

1. Encuentre la solución de cada sistema sujeto a cualesquiera condiciones dadas.

(a) $ = s, $ = -)‘;  J'(O)  = 0, X(O)  = 1. (b)  g;  = 2c - 1, ; = 1 + 211.

dX
(c) Irt  = Y + j‘, 2 = x - J.

<l’S
(d) rlt2 = -.x,  2 = ?‘.

(e) $ = .x  - 2, $ = J’ + 2.

(f) 2 + 6p = g,  3.x - $ = 2 2;  x = 2.4’  = 3 en t = 0.

(8
(D + 1)x + 24‘ = 1,

(h)
(D + 2)x  + (Ll  - 1)~  = -sent,

2s + (D - 2)p = t. ( D - 3)x + (D + 2)~ = 4 cos  t.

2. Dé una interpretación Sca al (a) Ejercicio l(a), (b) Ejercicio l(e).

3. Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales

d2s (IJ ‘12J
z+2z+8x=32t,  ,ilT+3;;-2\,=60e-’

sujeto a las condiciones x(0)  = 6, x’(O) = 8, y(O)  = - 24, y’(O) = 0, y dé una interpre-
tación física.

4. Diga cuáles de 10s siguientes sistemas soi lineales y cuáles son no lineales.

(IX
(b)x+3~=x~~,3$~=  senr.

ll21
(c) dt2 = r + f$,  2 = 5r - 34 + f2. (d)  x $ + J,  ;;  = t’,  2 2 - $ = 5[,

5. Escriba cada uno de los siguientes como un sistema de ecuaciones diferenciâles  de
primer orden.

(b) (4.“)’  - (senxjy’  = J‘ cos s.

<i2 1’ 2( c ) x L -
dt2

J‘ = 4r, d2S2- +

0
- 1lJ’

dt2 nt = x. (d) x2$’ - 3.u~’  + 4~.  = 5 In x.
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6. Resuelva Ix”  + j“ + Y = )‘ + se” [
y”  + x’ - y = 2t’ - x

sujetoar(O)=2,x’(O)=  -l,y(O)=  -;,Y’(0)=  -;,

7. Exprese como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden al sistema
en (a)  Ejercicio l(d), (b) Ejercicio 3, (c) Ejercicio 6.

EJERCICIOS B

1lV
1. Resuelva 2 = .Y + y.  $ = Y - JJ.:=  7-v si x(O)=2,y(O)=O,z(O)=O.

2. Resuelva (a) * = 2 = 2.
dx 111, ti:

YZ
ib)  G = y’=  7’

¿Son  estos lineales o no lineales? Explique

3. Resuelva el sistema
x’y” + xz’ + z = s

xy’ + z = In x
haciendo primero la transformación x = et.

Compare con la ecuación de Euler, página 215.

4. Resuelva el sistema
dx- = !. $ = z, dZ

~ = Y.
tlt tit

EJERCICIOS C

1. La probabilidad P,,(t) de que un contador (tal como un contador Geiger) registre
exactamente n partículas nucleares (tales  como las que aparecen en los rayos cós-
micos) en un tiempo t se determina del sistema de ecuaciones diferenciales,

P,(t)  = n[P,,-,ct>  - P,(t)], II # 0; P;(t) = -AP,(t)

donde x es una constante positiva. Usando condiciones apropiadas, resuelva pa-
ra P,  (t), n = 0, 1,2,.

De sus resultados muestre que

iCuál  es la interpretación probabilística de esto?

(IS2. Resuelva el sistema ___ - 11)~ J2
ytí z + x x+Y

3. Pruebe que el sistema obtenido de acuerdo al teorema en la página 449 es lineal o
no lineal de acuerdo a si la ecuación diferencial original es lineal o no lineal.

4. Pruebe que todo sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir como un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

4 Aplicaciones a la mecánica

4.1 EL VUELO DE UN PROYECTIL

Suponga que un proyectil se dispara de un cañón el cual está inclinado
un ángulo oO con la horizontal y que le imparte al proyectil una velocidad de
salida de magnitud u,,. Asumiendo ninguna resistencia del aire y una tie-
rra estacionaria y plana, se requiere describir el vuelo resultante.
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Formulación matemática. Localicemos el cañón en el origen 0 de un
sistema de ejes coordenados xy (Figura 10.2). La curva punteada indica la
trayectoria del proyectil; OV representa la velocidad de salida, un vector de
magnitud vg  y una dirección en el plano xy formando un ángulo o0  con el
eje x positivo. Las componentes de la velocidad en las direcciones x y y tie-
nen magnitudes vg  COSS,  y u,sen0,, respectivamente. Puesto que no hay
fuerza de resistencia del aire, la ímica fuerza actuando sobre el proyectil de
masa m es su peso mg. Tomemos “arriba” y “derecha” como las direcciones
positivas. De acuerdo a la ley de Newton tenemos:

fuerza neta en la dirección x = masa por la aceleración en la dirección x

fuerza neta en la dirección y = masa por la aceleración en la dirección y.

m
-----_

,/)
-.

.\

V /’ T ‘\

A

/’ mg
‘1

‘1
/

JO,/ ‘1
\

/ vg  seno0 \
\

00
\
‘\

0 Vo  cos  B. A

F i g u r a  1 0 . 2

las cuales podemos escribir como F, = mu,,  F, = mu,. Puesto que la fuer-
za neta en la dirección x es cero y a, = d2  x/dt2,  tenemos

d2.Y d2X
111  --j-*= 0 0 ~ = 0

dt dt2
(1)

Puesto que la fuerza neta en la dirección y es -mg (porque “abajo” es la
dirección negativa) y puesto que aY  = dz y/dtz  , tenemos

Además, de las condiciones del problema tenemos

x = 0, y = 0,
dY- = 11,sen0~,
dt

en t=O

Nuestra formulación matemática completa consiste de las ecuaciones dife-
renciales (1) y (2) sujetas a las condiciones (3). De las ecuaciones diferencia-
les se ve que el movimiento no depende de m, y por tanto del tamaño del pro-
yectil, con tal de que no haya resistencia del aire.
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Solución Al integrar (1) tenemos dx/dt = c, . Aplicando la condición que
dx/dt =  uo cos eo en  t  =  0 ,  vemos  que  cI =  uo cos eo,  esto  es ,  dx/dt  =
tu,  coseo).* Con otra  integrac ión  x =  (uo cos Oo)t  +  ca,  y  puesto  que
x=0  en t=O, c2 =O y tenemos

x = (uo cos H,)t (4)

De manera similar, tenemos al integrar (2) 4
2i= -gt + c3

y puesto que dy/dt  = uo sen OO en t = 0, c3  = uo seneo,  y encontramos

Li y
-zzz
dt

- gt  + oo sent),

Con otra integración, usando el hecho de que y = 0 en t = 0, tenemos

y = (DosenO,)t  - +gst2 (6)

La solución deseada es.x = (V,COS  e,)t, J’ = (~.,sen~,)t - +cgt2 (7)

Estas ecuaciones dan la posición (x,  y) del proyectil en cualquier tiempo t
después del disparo. De ellas podemos discutir cualquier cosa relacionada
con el movimiento. Por ejemplo, suponga que hacemos las siguientes pregun-
tas:

1. ¿Cuál  es el tiempo total de vuelo de 0 a A (Figura lO.2)?
2. iCuál  es el rango (distancia OA sobre el eje x)?
3. iCuál  es la máxima altura alcanzada?
4. ¿Qué tipo de curva describe el proyectil?
La pregunta 1 será contestada si encontramos los valores de t que hacen

Y = 0. De (6) vemos que esto es así cuando

t[(~,sen8,)  - +gst]  =  0  0 t = 0; r = 2vosen0,
9

El segundo valor de t da el tiempo cuando el proyectil está en A. De donde

+.
tiempo de vuelo =

2v, sen 8,

Y

Para responder en la Pregunta 2 calculamos el valor de x cuando t = tiempo
de vuelo. De la primera de las ecuaciones (7) tenemos por tanto

rango =
( cO cos Oo)(2ao  sen@ uo sen 2eo=

9
(9)

9

De (9) es claro que el rango es máximo cuando 2eo = 90”  , esto es, eo = 45”
y el rango máximo es ug/g.

Para responder la Pregunta 3 debemos encontrar cuándo y es un máximo,
esto es, cuándo dy/dt = 0. Esto equivale a decir que en el punto más alto

*Así, la componente horizontal de la velocidad permanece constante.
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la velocidad en la dirección y es cero. De la ecuación (5) tenemos

z = rOseno, _ St  = 0
dt

donde t=
uo  senti,

9
(Note que esto es la mitad del tiempo de vuelo, lo cual parece lógico). Colocan-
do este valor de t en la ecuación (6) para y, encontramos

a l t u r a  m á x i m a  =
cosen2 Oo

29

La Pregunta 4 realmente ya se respondió con (7),  la cual representa las
ecuaciones paramétricas de una parábola. La trayectoria del proyectil es por
tanto una porción de una parábola. Eliminando el parámetro t encontramos

y = x tan B.
gx2

24
sec OO (11)

lo cual es otra forma para la parábola

EJERCICIOS A

1. Un proyectil se dispara de un cañón el cual forma un ángulo de 60” con la horizon-
tal. Si la velocidad de salida es 160 pies/seg:  (a) Escriba un sistema de ecuacio-
nes diferenciales y condiciones para el movimiento. (b) Encuentre la posición del
proyectil en cualquier tiempo. (c) Encuentre el rango, altura máxima, y tiempo de
vuelo. (d) Determine la posición y velocidad del proyectil después de estar en vue-
lo por 2 y 4 segundos.

2. Determine cuál hubiera sido el rango máximo del cañón “Big Bertha” de la primera
guerra mundial el cual tenía una velocidad de salida de 1 milla por segundo, ha-
biendo sido despreciable la resistencia del aire. Para este rango máximo, icuál es
la altura alcanzada y el tiempo total de vuelo?

3. Una piedra se lanza horizontalmente desde una colina de 256 pies de altura con una
velocidad de 50 pies/seg.  (a) Encuentre el tiempo de vuelo. (b) iA qué distancia
de la base de la colina caerá  la piedra?

EJERCICIOS B

1. Un proyectil disparado de un can’ón  localizado en un plano horizontal tiene un ran-
go de 2.000 pies y alcanza una altura máxima de 1.000 pies. Determine su velocidad
de salida y el tiempo de vuelo.

2. Un cañón con velocidad de salida u,,  y formando un ángulo 8 con la horizontal
se va a disparar para impactar a un objeto localizado al mismo nivel del cañón y
a una distancia d de él. Muestre que esto es posible para dos valores de ti dados
por B = ~/4~t  4,  donde

1 19 d

Discuta los casos d 2 ui/g.
c#l  = j cos- ;y, 4d<-

0 9

3. Un plano está inclinado un ángulo (Y  con la horizontal. Un cañón en este plano for-
ma un ángulo B con la horizontal. Muestre que el rango del proyectil en el plano
inclinado es

R =
24 COS  0sen(0  - c()

g cos  !L7
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donde u,,  es la velocidad de salida del cañón. Por tanto muestre que el rango máxi-
mo se obtiene cuando B = (~/2 + a/4 y que su valor es

g( 1 + senz)
Discuta el caso ir = O”,  90”.

EJERCICIOS C

1. Una pistola está localizada a una distancia horizontal R de la base de una colina
de altura H. La pistola, la cual tiene una velocidad de salida vg,  se debe inclinar
un ángulo B con la horizontal y apuntarse para impactar a un blanco en la cima
de la colina. Muestre que esto será posible para dos valores de @ dados por

H + gR2i’c;
s1

H + gR2/r;

\ R’ + H2 vRz+ui
21

2. Si en un plano vertical dado se disparan proyectiles de una pistola teniendo velo-
cidad de salida u0 y localizada en 0 (Figura 10.3),  sus trayectorias serán parábo-
las como se muestran, una parábola correspondiendo a cada ángulo de elevación
(o  depresión) de la pistola. (a) Determine la envolvente de estas trayectorias para-
bólicas, mostrando que esta envolvente es también una parábola. (b) Si el punto
0 está a una altura H por encima de un plano horizontal y si la pistola se puede
apuntar en todas las posibles direcciones, muestre que el volumen sobre el cual la
pistola tiene “control” es

l-w2 c2 2

- H+-
Y i >2Y

A B

F i g u r a  1 0 . 3

3. Discuta el movimiento de un proyectil en el cual se tiene en cuenta la resistencia
del aire proporcional a la velocidad instantánea.

4. Un electrón de una masa m y una carga eléctrica q se mueve en un campo electro-
magnético en el cual los campos eléctrico y magnético tienen magnitudes constan-
tes E y B,  respectivamente, y direcciones como se indican en la Figura 10.4. El sis-
tema de ecuaciones diferenciales que describen el movimiento está dado por

En tiempo t = 0 el electrón está en reposo en el origen. (a) Muestre que para t > 0
el electrón se mueve en una trayectoria dada por la cicloide localizada en el plano
xy cuyas ecuaciones paramétricas son
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Figura  1 0 . 4

(b) Muestre que esta trayectoria cicloidal está descrita por el movimiento de un
punto fijo en un círculo C de radio Em/qB’  el cual rueda a lo largo del eje x a
una velocidad E/B,  como se indica en la Figura 10.5. Los resultados fueron usa-
dos por J. J. Thomson en 1897 para det,erminar  la razón q/m de la carga en un elec-
trón a su masa.

FiSura  1 0 . 5

5. Describa el movimiento del electrón en el Ejercicio 4 si parte del origen con una ve-
locidad inicial u0 en la dirección positiva z.

6. Si el electrón del Ejercicio 5 tiene los componentes de su velocidad inicial diferen-
tes de cero en las direcciones x y y y cero en la dirección z, muestre que la trayec-
toria es una trocoide descrita por el movimiento de un punto en el radio de una rue-
da que gira a lo largo del eje x.

4 . 2  U N A  APLICACION  A  A S T R O N O M I A

De acuerdo a la famosa ley universal de gravitación de Newton. cuales-
q u i e r a  d o s  o b j e t o s  s e p a r a d o s  p o r  u n a  d i s t a n c i a  r  y  c o n  m a s a s  M,  y  M,,
respectivamente, se atraen uno a otro con una fuerza teniendo una magnitud

dada por G  .M  ,121,F = p~~--Fz (12)
1”
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donde G es una constante de gravitación universal. Es interesante hacer uso
de esta ley para describir el movimiento de planetas en nuestro sistema so-
lar. Consideraremos, en particular, el movimiento de la Tierra alrededor del
Sol. Al discutir este problema, simplificamos nuestra tarea tremendamente
al despreciar los efectos de los otros planetas. Consecuentemente, los resul-
tados son aproximados pero, sin embargo, sí representan en un alto grado de
precisión, el verdadero estado de cosas como se evidencia por observaciones
experimentales.

Formulación matemática. Asumimos al Sol fijo en el origen de un
sistema de coordenadas xy y que la Tierra está en el punto (x,  y) en el tiem-
po t de su movimiento (Figura 10.6). Tomamos como direcciones positivas de
las cantidades vectoriales las direcciones + x y + y. De la figura, la fuerza
F actuando sobre la Tierra se ve que tiene componentes x y y de magnitudes
F cos  4 y F sen $, respectivamente. Tomando a m, y m, como las masas
respectivas del Sol y de la Tierra, tenemos, haciendo uso de (12),

d2s Gil 111
medt2=  -Fcos~=  - 1.22 cos  4

d2J
III,~  =  -Fsen+  =  -g*ssenci>

r2

,
r Y’
/’

/’

F cos  if~

x

Tierra

Fsen@

(13)

(14)

x

Figura 10.6

Puesto que sen 4 = y/r y cos  4 = x/r, las ecuaciones (13) y (14) llegan a ser

d2.Y liz-= - - - -5t121,
At2 ,.3  ) At2 r3 (15)

donde k = Gm,. Puesto que r = m, l a s  ecuaciohes  (15) s e  p u e d e n
escribir

r12s ks t12y k\-= -
<II2

(\.2 + j.2)3/Z’ ;,t’ = (z2 + !.2)3  2 (16)

Como condiciones iniciales asumimos que en t = 0, la Tierra está localizada
en el eje X, a una distancia a del Sol, y prosigue en la dirección positiva y con
velocidad uO.
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Así .x  = a, y = 0, - =  0 ,
dt

fil,L =
tlf

[ . o  en t

Si podemos resolver simultáneamente las ecuaciones (16)
diciones  (17),  tendremos la solución a nuestro problema.

Solución El sistema de ecuaciones diferenciales (16) es

= 0 (17)

sujetas a las con-

un sistema no li-
neal, y un poco de experimentación con ellas pronto revela que es dificil  si no
imposible eliminar x o y. Sin embargo, al notar la presencia de x2 +y2, po-
demos ser llevados a considerar un cambio de variables a coordenadas pola-
res. Esto se evidencia más al ver que la posición de la Tierra con respecto al
Sol se describe tal vez méjor con coordenadas polares (r, 4) que con (n, y).
Transformemos por tanto las ecuaciones (16) a coordenadas polares.

Puesto que las ecuaciones que permiten la transformación de coordena-
das rectangulares (x, y) a coordenadas polares (r,  4) están dadas por

.Y  = I’ cos  4, J’ = rsenf$

tenemos, denotando por puntos las diferenciaciones con respecto a t,

.t = I:  cos  f#ll  - (1. sen<b)q$

.Y  = i:COS  d,  - 2(+sen$)<f,  - (r sen4)J  - (1.~0s  4)42

.ï = I:  se@  + (1. COS c/I)$
j’ = i: sey5 + 2(t cos  @ci,  + (I- cos  CJ~)C$  - (rsen d)d2

Así,
.Y  = (i’  - r(i)‘)  COS (/5  - (2tCj  + r$) sen4

j: = (7 - jyj2)  sen4  + (244 + rJ) cos  (b 1
(18)

Las ecuaciones (16),  al hacer uso de ‘las ecuaciones (18), se convierten en

k cos  d,(i’ - r$*)  COs f$  - (2ï4 + r$) sen41,  = ---F
/ (19)

k sen4
(i’  - i$2)  sen<b  +  (2i41  +  &$)  cos  4)  = _-___

r2 (20)

Multiplicando la ecuación (19) por cos  4, la ecuación (20) por sen 4, y su-
mando,

ky - ,.(p = -i (21)

También multiplicando (19) por sen 4, (20; por cos  cp,  y restando,

2$ + r$ =  0 (22)

Las condiciones (17) en forma rectangular necesitan ser remplazadas pbr  las
correspondientes condiciones en forma polar. Correspondiente a las condi-
ciones (17), tenemos

Y = a, 4 = 0, t = 0, $=Lt!!  en t=().
a (23)

Debemos resolver ahora (21) y (22) simultáneamente sujetas a las condicio-
nes (23). Se obtiene una simplificación si notamos que el lado izquierdo (22)
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1 (1es -~ ~ (~‘6)  como se verifica fácilmente. Así (22) se puede remplazar por
I’ tlt

Esta ecuación tiene una interpretación interesante. Suponga un objeto
que se mueve de P a Q a lo largo del arco PQ (Figura 10.7). Sea A el área aco-
tada por las líneas OP, OQ, y el arco PQ. Entonces del cálculo elemental,

La cantidad dA/dt  se llama la velocidad areal. Puesto que r9 6 es constan-
te por (24), sigue que la velocidad areal  es constante. Esto equivale a decir
que el objeto se mueve de modo tal que áreas iguales se describen en tiempos
iguales, o que el radio vector (línea trazada de 0 al objeto) “barre” áreas igua-
les en tiempos iguales. Esta ley de áreas es la primera de las tres leyes famo-
sas de Kepler. Estas leyes se basaron en deducciones de las voluminosas
observaciones del astrónomo Tycho Brahe quien gastó muchos años en la
compilación de datos. Enunciamos ahora las

Leyes de Kepler

1. Cada uno de los planetas se mueve en una curva plana alre-
dedor del Sol, de tal manera que el radio vector trazado del Sol a los
planetas describe áreas iguales en tiempos iguales.

Q 4

4.0 P

Figura 10.7

2. Las trayectorias de los planetas son elipses, con el Sol en uno
de los focos.

3. Los cuadrados de los períodos (tiempo para una revolución
completa alrededor del Sol) varúzn  directamente a los cubos de los
ejes mayores de las elipses.

Fue esencialmente debido al trabajo de Kepler de organizar los datos de
Tycho Brahe que Newton fue capaz, con la ayuda del cálculo, de formular SU
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famosa ley universal de gravitación la cual se aplica, no sólo a los planetas,
sino a todos los objetos. En esta sección no hemos usado el enfoque histórico
sino que en vez empezamos con la ley universal de gravitación de Newton, y
dedujimos la primera ley de Kepler. En esta sección también deduciremos la
segunda ley. La tercera ley se deja a los Ejercicios B para el estudiante inte-
resado. En adición, en el Ejercicio 5C,  se indica la manera en la cual Newton
fue rigurosamente capaz de deducir su ley universal de gravitación a partir
de las leyes de Kepler.

Regresemos ahora a la solución de (21) y (22) sujetas a (23). De (23) ve-
mos que r = a, 4 = u,/u en t = 0. Por tanto, de (24) c1 = au,,  . Así, podemos
escribir r2 4 = UU,,. De esto, & = auo,W  y (21) llega a ser

una ecuación en la cual no aparece 4. La ecuación (25) no involucra a t ex-
plícitamente. Por tanto, haciendo r = p la ecuación se puede escribir

Separando las variables e integrando esta última ecuación produce

(26)

De (26),  puesto que p = I: = 0 donde r = a, tenemos
1.6

c’? = T - z

De esto podemos obtener r como una función de t (ver Ejercicio 8C). De ma-
yor interés, tal vez, es una descripción de la trayectoria tomada por la Tierra
en su movimiento. Para determinar esto, desearíamos una ecuación que con-
tuviera r y 4. De (27) y 4 = au,/r2, tenemos las ecuaciones simultáneas.

(28)

La ecuación diferencial deseada relacionando r y 6 pero no conteniendo a t
se puede obtener al dividir las ecuaciones en (28). Encontramos

Así
(30)

Es útil hacer la sustitución r = l/u  en la integral a la izquierda de (30),  pa-
ra obtener
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0

esto es, cos  ’
(11 - B)

- = k d, -t (‘3

\‘A + B”

Entonces II  =  B + - ---zv A + B cos  (c$  + CJ = B[l + E cos  (4 -t (.J]

,/A  + B’ (12z.2
donde 0 1E = -.. .- ~~.-~.-.  = ~~

B !
~z

k Ll
_ -$$ + LEi)’ 2 = 1”:”  ~ ,’

a-1.;

u2r2  ‘li
Puesto que u = l/r

0,

” = 1 + E cos  (4 + (‘4)

Dos casos pueden surgir, (au{/k)  - 1 >=  0 y (au{/k)  - 1 < 0.

0Cuso 1, (au~/k)  - 12 0. En este caso t =F - 1 2 0

y (32) se puede escribir
cr(l + E)

I’ =
1 + l COSid, + (.J

(31)

(32)

(33)

(34)

Puesto que debemos tener r = a, C#J  = 0 por la condición (23), encontramos al
usar (34) que cos  ch = 1, c? = 6. Así, (34) llega a ser

a(1  + E)
I’= 1 +ecosd, (35)

De la geometría analítica sabemos que (35) es la forma polar de una sección
cónica teniendo excentricidad t. Esta puede representar cuatro tipos de
curvas, como se dan en la Tabla 10.1.

Tabla 10.1 Tipos de órbitas

Tipo 1 Elipse si 0 < E < 1 esto es, I,  0 < 1.: < 7/i  0

Tipo 2 Círculo si E=O esto es, 12 I,, = \ (1

Tipo 3 Parábola si E=l esto es, 1.; = 3k (1

Tipo 4 H i p é r b o l a  s i E>l esto es, 1.; > IX (1

En nuestro problema del Sol y la Tierra (o cualquier planeta en nuestro
sistema solar) tenemos 0 < t < 1 de modo que la curva que describe la órbita
de la Tierra alrededor del Sol es de Tipo 1, esto es, una elipse con el Sol en
uno de sus focos, como lo predice la segunda ley de Kepler. Esta elipse se
muestra en la Figura 10.8. En esta figura, a es la distancia de la Tierra al Sol
en SU posición más próxima P, con frecuencia llamada perihelio (del griego
Peri, que significa cerca, y helio, que significa Sol). Puesto que tenemos

E = uL - 1,:,
k

k = Gm,
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Tierra

Figura 10.8

sigue que la velocidad en el perihelio está dada por

r:, = Gm.\(  1 + E)
u

La distancia de la Tierra al Sol en su posición más alejada A, con frecuencia
llamada afelio (del griego apo,  que significa lejos de) se puede obtener de (35)
colocando $ = H.  Encontramos

c

máxima distancia del Sol (afelio) = a(1  + E)
1 - E (38)

Puesto que r2 6 = au,, la velocidad en el afelio denotada por v, está dada
por r-4, donde r=a(l+ c)/(l-  t).  Esto lleva a

velocidad en el afelio = t’,., = ro(  1 - E)
1 +E

(39)

Esto muestra como podríamos esperar, que la velocidad en el afelio es menor
que aquella en el perihelio.

Observaciones similares se pueden hacer para todos los planetas; esto
es, ellos tienen órbitas elípticas con el Sol en uno de sus focos, demostrando
la segunda ley de Kepler. Así la Figura 10.8 se aplica a cualquier otro planeta
en lugar de la Tierra. Por supuesto, las órbitas tienen todas excentricidades,
perihelios, afelios, etc., diferentes, pero los resultados anteriores son aún vá-
lidos.*

Los siguientes son ejemplos adicionales donde pueden surgir los varios
tipos de curvas en la Tabla 10.1.

*Al der ivar  los  resul tados anter iores  se  asumió por  supuesto que sólo se  consideran dos
cuerpos, esto es, el Sol y el planeta, y que los efectos de los otros planetas son despreciables.
Aunque este es el caso para la mayoría de propósitos prácticos, se consigue mayor precisión si
este problema de dos ruerpos se remplaza por uno de n cuerpos, donde n 23. Desafortunadamen-
te, este problema no se puede resolver exactamente, pero aproximaciones son posibles. Aún con
tales  aproximaciones se descubrió al final del siglo XIX que ciertas discrepancias en la órbita
del planeta Mercurio no podían explicarse con la mecánica Newtoniana. Sin embargo, Einstein,
usando su teoria de la relatividad, fue capaz de resolverlas.
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Ejemplo 1. La Tierra y la Luna. En este caso la órbita de la Luna es
una elipse con la Tierra en uno de sus focos. Sin embargo, puesto que la ex-
centricidad es aproximadamente cero, la órbita es casi circular (tipo 2).

Ejemplo 2. Cometas recurrentes. En este caso un cometa puede tener
una órbita en la forma de una elipse elongada con una excentricidad menor
que pero próxima a 1. El tiempo para que reaparezca un cometa depende de
la excentricidad de esta trayectoria elíptica. Un ejemplo importante de un co-
meta recurrente es el cometa  de Halley,  el cual aparecer cerca a la Tierra ca-
da 76 años aproximadamente. La última aparición fue en 1910, y se espera
reaparecer próximamente en 1986.

Ejemplo 3. Orbitas parabólicas e hiperbólicas. Podemos también te-
ner objetos con órbitas parabólicas o hiperbólicas (tipo 3 y 4), los cuales apa-
recerán, teóricamente, sólo una vez, para nunca retornar, como se indica en
la Figura 10.9. Ejemplos son los meteoros del espacio exterior. Antes de la
comprensión de tales  eventos, los arribos de esos objetos fueron probablemen-
te clasificados como “milagros”.

Otros ejemplos de órbitas parabólicas e hiperbólicas ocurren en conexión
con experimentos que involucran partículas de dimensiones atómicas desa-
rrollados en cámaras de nube en muchas de nuestras universidades. Tales
cámaras están diseñadas para revelar “pistas de niebla” de tales  partículas
atómicas de alta velocidad a medida que orbitan en una trayectoria parabó-
lica o hiperbólica alrededor de una partícula más masiva localizada en el foco.
Como se podría esperar, órbitas parabólicas son raras en la práctica debido a
que cualquier perturbación pequeña puede cambiar la órbita de una parábola
a una elipse o hiperbola.

0Cuso 2, (aui/k)-l<O.  En este caso O<e=l--%<l (40)

x

Figura 10.9
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(41)

Usando r = a, 4 = 0 en (41), encontramos COS ch = - 1, cq = k, de modo que

L1(  1 - t),’ = ~~~  ~~~~~
1 - ECOS 4 (42)

Esto también es una elipse de excentricidad t. Sin embargo, como vemos
al colocar 4 = r en (42), el perihelio está a la distancia a(l-  t)/(l+  t) del
foco mientras que el afelio está a la distancia a del foco. Así la elipse es la re-
cíproca de la que se muestra en la Figura 10.8. Puesto que este caso no apor-
ta nada nuevo, sólo el Caso 1 necesita ser considerado.

Se debería notar que la primera ley de Kepler, enunciada en la pagina
460 para movimiento planetario en órbitas elípticas (o circulares), es válida
también para órbitas parabólicas e hiperbólicas. La velocidad areal  dada por
ir-2  4 es así una constante para cualquier curva orbital del tipo dado en la
Tabla 10.1. Esta constante con frecuencia se denota por ih, de modo que te-
nemos

velocidad areal  = $‘(f, = $1 = &lco

donde la última igualdad se desprende de la página 461.
En términos de la ecuación de la velocidad areal,  (35) se puede escribir

como
h2/k,’ = __.

1 + ECOS 4
(43)c

4.3 EL MOVIMIENTO DE SATELITES Y MISILES

La teoría anterior también es aplicable con ligeras modificaciones al mo-
vimiento de satélites artificiales o hechos por el hombre lanzados por medio
de cohetes desde la superficie de la Tierra. Existe de hecho una teoría que
sostiene que la Luna, la cual por supuesto se puede considerar como un saté-
lite natural de la Tierra, se formó durante etapas iniciales en la evolución de
la Tierra cuando la Tierra en un estado derretido “expulsó” una parte de ella.
La misma teoría podría también explicar el origen de la Tierra y otros plane-
tas siendo “expulsados” desde el Sol para convertirse en sus satélites.

Los satélites artificiales tienen muchas aplicaciones, y como a menudo
es el caso en la ciencia algunos de estos trabajan en beneficio de la humani-
dad y otros pueden llevarla a su destrucción. El uso de satélites tiene propó-
sitos beneficiosos para predecir patrones del clima, proporcionar información
científica concerniente a fenómenos tales  como rayos cósmicos o radiación
solar, y permitir comunicaciones de radio y televisión. Con propósitos de des-
trucción potencial está el uso de satélites para espionaje y lanzamiento de ar-
mas. nucleares.

Como una ilustración del uso de la teoría anterior en conexión con saté-
lites artificiales, supongamos que se lanza un satélite con un cohete y se co-
loca en órbita alrededor de la Tierra. Los detalles de tal lanzamiento basado
en los principios de astronáutica, aunque fascinantes, no se discutirán aquí.
La órbita de un satélite es, en general, una elipse de excentricidad muy próx-
ima a cero de modo que su órbita es casi circular. El movimiento es como
aquel en la Figura 10.7, con el Sol en el foco remplazado por la Tierra y la Tie-

Sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones 4 6 5



rra remplazada por el satélite, excepto que la elipse es más como un círculo.
Los resultados ya derivados se adaptan fácilmente para producir los re-

sultados para el movimiento de satélites. Así, por ejemplo, en el movimiento
de satélites alrededor de la Tierra debemos remplazar la masa del Sol m, por
la masa de la Tierra m,.  Similarmente, si tenemos el movimiento de satéli-
tes alrededor de la Luna, debemos remplazar la masa del Sol por la masa de
la Luna.

Como una ilustración del uso de la teoría ya desarrollada para movimien-
to planetario en ejemplos de movimiento de satélites, consideremos el siguiente

E J E M P L O  I L U S T R A T I V O

Un satéli te lanzado desde la superficie de la Tierra gira en una órbita
casi circular a una altitud b por encima de la superficie de la Tierra. Deter-
mine (a) su velocidad orbital, y (b) el tiempo para una revolución completa
alrededor de la Tierra.

Solución (a) Podemos adaptar el resultado (37), página 463, a este proble-
ma cambiando m, por  me, obteniendo as í

7 G/?l,,(  1 + t)
1.6  = -

(1 (44)

Puesto que la órbita es casi circular, podemos tomar la excentricidad t = 0,
y en este caso la distancia a désde el centro de la Tierra será muy aproxima-
damente constante  e  igual  a

ll = R,. + h (45)
donde  R,  es  e l  radio de la  Tierra .  Para  obtener  la  cant idad Gm, en (44),
podemos usar el hecho de que en la superficie de la Tierra la fuerza de atrac-
ción entre la Tierra y el satélite es el peso mg del satélite. Así, usando la ley
universal de gravitación de Newton,

pz
h,./lJ

iii!
= mg 0 G/ll,.  = gR,?

<J  R;’
Usando es to  en  (44),c,‘,  =  R,, + ,, 0 I‘(,  = R,. ! c/

1,’  R,. + h

Puesto que b es en general mucho más pequeño que el radio de la Tierra R,,
podemos despreciar b comparado con R, en (47) de modo que

l’,,  = \ ,/R,. (48)

Tomando g = 9,8 m,Seg2 y R, =  6,6x  10: m aproximadamente,  encontra-
mos

1:,,  = , (9,8) (6,6 x 10”  ) m;‘seg  = 8.000 m/‘seg

esto es, cerca de 290.000 km h o 170.000 millas,/  h.
(b) Puesto que la circunferencia de un círculo de radio a = R,  + b es

~K(R, + b), vemos que el tiempo para una revolución completa o período or-
bita1 está dado por

7n(R  + 17)7. _ !, = -TI(R,,  + “1”
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si  se  usa el  resul tado para u,, dado en (47) .  Sin embargo,  s i  asumimos co
mo antes que b es despreciable comparado con R,, (49) llega a ser

o cerca de 11  h. Esto es realmente el tiempo correcto para el período orbital
de un satélite girando cerca a la superficie de la Tierra como se observa en
nuestro programa espacial.

Se debería enfatizar que la velocidad y período orbital variarían consi-
derablemente de los valores dados anteriormente si la altitud del satélite por
encima de la superficie de la Tierra no es despreciable comparada con el ra-
dio de la Tierra o si la órbita del satélite es elíptica en vez de casi circular.
Que esto es así se puede conjeturar del hecho de que la Luna, la cual se pue-
de considerar como un satélite de la Tierra, tiene un período orbital de cerca
de 28 días.

Cuando un satélite está en una órbita elíptica alrededor de la Tierra, el
punto en el cual está más próximo a la Tierra con frecuencia se llama el pe-
rigeo (del griego peri para próximo y geios para Tierra). Similarmente, el pun-
to en el cual está más alejado de la Tierra se llama el apogeo (del griego apo,
que significa lejos de). Estos se deben comparar con las palabras perihelio y
afelio. Por conveniencia las palabras perigeo y apogeo con frecuencia se usan
para movimiento de satélite alrededor de cualquier cuerpo además de la Tierra.

Las  ideas  bás icas  dadas  anter iormente  se  pueden adaptar  para  usar las
en viajes a través del espacio a los varios planetas de nuestro sistema solar.
Desde un punto de vista más destructivo, ellas se pueden usar para el lanza-
miento de un misil de un continente a otro, esto es, un misil balístico inter-
continental (ICBM). El problema es similar a aquel con el cual empezamos
nuestra discusión en la página 452, excepto que debido a que las distancias
son mucho más grandes se debe tener en cuenta la curvatura de la Tierra, es-
to es, no podemos usar la simplificación de una “tierra plana” como en la pá-
gina 452, En vez del movimiento de satélite en el cual la órbita circunda la Tie-
rra, la trayectoria de un misil lanzado desde alguna posición P! en la Tierra
intersectaría la superficie de la Tierra en alguna otra posición P2,  como se
muestra en la Figura 10.10.

EJERCICIOS A

1. Muestre que la velocidad areal  en coordenadas rectangulares eS  4(x? - J..<-)

2. (a) Use las ecuaciones (16),  página 458, para mostrar que n$ -yX =- 0. (b) De-

muestre que xy -yx = $ (x9 -yx)  y así deduzca con el uso del Ejercicio 1 que la

velocidad areal  es constante sin hacer uso de coordenadas polares.

3. Un objeto de masa m es atraido hacia un punto fijo 0 con una fuerza proporcional
a la distancia instantánea de 0. sea  0 el origen de un sistema de coordenadas
rectangulares y sea (x, 3~)  para representar la posición del objeto en cualquier tiem-
po. (a)  Establezca las ecuaciones diferenciales que describan el movimiento. (b)
Si el objeto empieza en el eje x a una distancia a de 0 y se le da una velocidad
inicial de L’” en la dirección positiva y, muestre que la trayectoria es una elipse



r 4.

5.

6.

7.

8.

9.

1.

2.

3.

F i g u r a  1 0 . 1 0

con centro en 0. iBajo qué condiciones la trayectoria es un círculo? (c) Muestre
que el radio vector que une la masa y el punto 0 barre áreas iguales en tiempos
iguales, esto es, muestre que la velocidad areal  ir”  r$  es constante. iCuál  es el
valor de esta constante?

Si la fuerza en el Ejercicio 3 es de repulsión en vez de atracción, muestre que la
trayectoria es una porción de una hipérbola. iEs  la velocidad areal  constante en
este caso? Discuta el caso u0 = 0.

Encuentre las distancias máxima y mínima de la Tierra (u otro planeta) al Sol
(foco) haciendo dr/dt en (27),  página 461, igual a cero.

En la elipse de la Figura 10.8, página 463, encuentre (a) la longitud del eje mayor;
(b) la localización del otro foco.

Si un planeta se mueve en una órbita elíptica de excentricidad $, muestre que (a)
la razón de la distancia al afelio a la distancia al perihelio es 3:1, mientras que
(b) la razón de las velocidades correspondientes es 1:3.

Un astronauta está en órbita alrededor de la Tierra en una trayectoria elíptica de
excentricidad 0.1. En el perigeo él está a l.OOOKm  por encima de la superficie de
la Tierra. Encuentre (a) su velocidad orbital en el perigeo, (b) su altitud en el apo-
geo, y (c) su velocidad orbital en el apogeo.

Trabaje el Ejemplo ilustrativo en la página 466 si el satélite está en órbita alrede-
dor de la Luna. Asumiendo que b es despreciable comparado con el radio de la Lu-
na, icuál sería (a) la velocidad orbital y (b) el período orbital?

EJERCICIOS B

Muestre que la longitud  del eje menor de la elipse de la Figura 10.8 es 2a
‘1 + E

I _  l ’

Muestre que la ecuación de la elipse de la Figura 10.8 se puede escribir como r =

[hr
- donde CY y p son las longitudes de los semiejes mayor y menor, res-

I + E cos  <i,
pectiaamente. Por comparación con la ecuación (43) en la página 465 muestre que
la velocidad areal  está dada por

El tiempo T para
tica  es el período

que un planeta realice una revolución completa en su órbita elíp-
del planeta. Muestre que
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T = área de la elipse 2mli 2nx(“2

velocidad areal ll Jk

usando el resultado del Ejercicio 2. Pruebe así la tercera ley de Kepler.

4. El período de revolución del planeta Júpiter alrededor del Sol es ll,9  arios terres-
tres. Encuentre la longitud del semieje mayor de su órbita y así encuentre la dis-
tancia aproximada del Sol.

5. La excentricidad de la órbita elíptica del planeta Mercurio es cerca de 0,21, y su
período de rotación alrededor del Sol es cerca de 88 días terrestres. (a) ¿Cuáles
son las longitudes de los semiejes mayor y menor de su órbita? (b) iCuáles son
sus distancias del Sol al afelio y perihelio?

6. Asumiendo que el radio de la Tierra es 3.690 millas y que el período orbital de ro-
tación de la Luna alrededor de la Tierra es 27,3 días, encuentre la distancia del
centro de la Tierra al centro de la Luna.

7. El primer satélite tripulado por dos hombres de los Estados Unidos que orbitó la
Tierra fue el Géminis 12, lanzado el 11 de noviembre de 1966: Tenía un perigeo de
243 millas y un apogeo de 310 millas. Calcule el período orbital y compare con el
realmente observado de 89,9 min.

8. Explorer 1, un satélite lanzado por los Estados Unidos en 1958, alcanzó una altitud
máxima sobre la Tierra de 2.550 millas y una altitud mínima de 356 millas. Calcu-
le el período orbital y compare con el realmente observado de 115 min.

9. Un satélite terrestre lanzado por los Estados Unidos en 1969 fue diseñado para
permanecer en órbita por más de 1 millón de años. La órbita es casi circular y de
radio 35.800 millas aproximadamente. Calcule el período orbital, despreciando la
influencia de la Luna, y compare con el período orbital real de cerca de 24 h.

10. Suponga que en el perigeo un satélite repentinamente sufre un aumento en su ve-
locidad orbital u0 de tal manera que la órbita se agranda y últimamente llega a
ser parabólica. La menor velocidad v, necesaria para hacer esto con frecuencia
se llama la velocidad parabólica y equivale a una velocidad de escape. Muestre
que*  0,  = VZv,.

E J E R C I C I O S  C

1. Un objeto de masa m se mueve de modo que es atraído a un punto fijo 0 (tomado
como el origen de un sistema de coordenadas ny) con una fuerza F(r), donde r es
la distancia instantánea de la masa de 0. Tal fuerza que depende sólo de r se lla-
ma una fuerza central. (a) Muestre que las ecuaciones del movimiento son (los
puntos denotan derivadas con respecto a t).

(b) Pruebe que x$  -yX  = 0, y así que xg  -yl = h, donde h es una constante.
Usando el resultado del Ejercicio 2A,  muestre que la velocidad areal  es constante
independiente de la forma de la fuerza central.

2. Muestre que las ecuaciones diferenciales del Ejercicio l(aj  se pueden remplazar
por

lll(?  - rcp) = -F(r). ,11(2r:&  + rcj)  = 0

Deduzca que rî 4 = h y así muestre que el problema de la fuerza central se reduce
a resolver
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3. Problemas que involucran fuerzas centrales se simplifican con el uso de la trans-
formación LL = l/r. Muestre que esta transformacián  produce el resultado

Transforme asi  la ecuación diferencial del Ejercicio 2 en
d'u

d<l,  2

+ u _ G(u)

t71/721f2

donde F(líu)  = G(U).

4. Para una fuerza central dada por F(r) = k/ri  , muestre que la ecuación diferen-
cial del Ejercicio 3 se convierte en

Compare con el resultado del texto

5. Muestre que para que un objeto se mueva a lo largo de la elipse r=  -- -!  ----ba-
1 -t c cos q!J

jo la influencia de una fuerza central F(r) localizada en el origen, debemos tener

Históricamente, esta es la manera en la cual Newton dedujo de la ley de Kepler
la “ley del cuadrado inverso” para planetas y finalmente su ley universal de gra-
vitación para todos los objetos.

6. Usando la ecuación diferencial del Ejercicio 3, discuta el movimiento de un objeto
que se mueve en un campo de fuerza central dada por F(r) = k,M,  asumiendo
que empieza en (a, O), con velocidad inicial u0 en la dirección positiva y. Mues-
tre que si k = rnh2  = mai ui, la masa gira hacia el origen pero nunca lo alcanza.

7.  Un objeto se ‘mueve bajo la influencia de una fuerza central en el origen de un sis-
tema de coordenadas. Si la trayectoria del objeto es el círculo r = a cos 4,  deter-
mine la ley de la fuerza.

8. Integre la ecuación (27) del texto y así obtenga la posición de la Tierra (LI otro pla-
neta) con respecto al Sol en cualquier tiempo.

9. Establezca un sistema de ecuaciones diferenciales que describan el movimiento
de tres cuerpos de masas conocidas, siendo las únicas fuerzas sus mutuas atrac-
ciones gravitacionales. Este problema de determinar el movimiento de tres cuer-
pos dadas sus posiciones y velocidades instantáneas en algún instante de tiem-
po, se llama el problema de los tres cuerpos; nunca ha sido resuelto exactamente
excepto en ciertos casos muy especiales (tales  como cuando los cuerpos están en
la misma línea recta como en la página 117). Un problema de n cuerpos similar se
puede formular donde n > 3.

4 . 4  E L  P R O B L E M A  D E  L A S  M A S A S  V I B R A N T E S

Un sistema consiste de los resortes, A, B, C y de los objetos D y E aco-
plados en una línea recta sobre una mesa horizontal sin fricción RS (Figura
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lO.ll), estando los extremos de los resortes A y C fijos en 0 y P, respectiva-
mente. Los resortes, de una masa despreciable, cada uno tiene constante k,
y los objetos tienen igual masa M. El sistema se pone a vibrar sujetando D en
su lugar, moviendo E a la derecha una distancia a > 0, y luego soltando am-
bos objetos. El problema es determinar la posición de los objetos D y E en
cualquier t iempo t en adelante .

? s

Figura  10.11

Formulación matemática. Para determinar las ecuaciones diferencia-
les del rnovimiento veamos qué condiciones prevalecen en tiempo t. En este
tiempo D y E pueden estar algo desplazadas de su posición de equilibrio, co-
mo se muestra la Figura 10.12. Suponga que en este tiempo los objetos están
localizados a las distancias x ,  y x2 de sus respect ivas posiciones de equi-
l ibrio indicadas por las l íneas punteadas en la figura.  Asumiremos que las
direcciones hacia la  derecha son posi t ivas. Consideremos las fuerzas sobre
D y E en tiempo t:

1. El resorte A está ejerciendo una fuerza sobre D hacia la izquierda de
magnitud kx, .

2. El resorte B está ejerciendo una fuerza sobre D hacia la derecha de
magnitud k(x, -x1).

3. El resorte C no está ejerciendo fuerza directa sobre D.

La fuerza neta hacia,la derecha es k(x, - x r ) - kx r = k(x, - 2x r ). De donde

por la ley de Newton. Similarmente,

1. El resorte A no está ejerciendo fuerza directa sobre E.
2. El resorte B está ejerciendo una fuerza sobre E hacia la izquierda de

magnitud k(x, - x 1 ).
3. El resorte C está ejerciendo una fuerza sobre E hacia la izquierda de

magnitud kx, .

La fuerza neta hacia la izquierda es - k(x, - x 1 ) - kx, = k(x  1 - 2x,). De
donde
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por la ley de Newton. Las condiciones iniciales están dadas por

x1 = 0, x2 = a, LUX,
nt - 0,

dx,__  = 0, en t = 0
dt (52)

Nuestra formulación matemática consiste de las ecuaciones (50) y (51), las
cuales debemos resolver simultáneamente sujetas a las condiciones (52).

Solución Haciendo ~2 = k/‘M,  las ecuaciones (50) y (51) se pueden escribir

(D2 + 2W2)X, - w2x2  = 0, -w2x1  +  (D2 + 202)X,  =  0 (53)

donde D E d/dt. Para eliminar x2 de las ecuaciones (53) operemos sobre
la primera ecuación con Dz + 2wz y multipliquemos la segunda ecuación por
~9 para obtener

(D2 + 2wy2x,  - w2(D2  + 2w2)s2 = 0, - w4x1  + w2(D2  + 2w2)s2 =  0

Figura 10.12

Sumando estas dos ecuaciones se obtiene

[(D2  +  2wy - w4]x1 =  0 0 (D4  + 4w2D2  +  3~0”)‘~~  =  0 (54)

La ecuación auxiliar correspondiente a esta última ecuación diferencial es
m4  +4w’mz  +3w4  =O, e s t o  e s ,  (rn’+w’)(rnz  +3~2)=0  d e  d o n d e  m2  =
-CAZ, -3w’ ó m=+iw,  *iv%. Así la solución de (54) es

i
x1 = cI cos  wt + c,sen~t  + c3 cos  k3wt + c4sen&ot (55)

En una manera exactamente análoga encontramos eliminando x, la ecua-
ción (D4  +  4w2D2  + ~o,~).Y,  =  0

la cual es la misma (54),  y por tanto tiene la solución

x2 = cs cos  wt + ch senot  + c, cos  ,130jt  + c8 sent’  3wt

El determinante de los coeficientes en las ecuaciones (53) es
(56)

D2 + 2w2 -w2
-& D2 + 20,’

=  D4 +  4w2D2  + 3w4

un polinomio en D de cuarto grado, así que debe haber un total de cuatro
constantes arbitrarias. Tenemos ocho. Si sustituimos x1 y x2 de (55) y (56)
en las ecuaciones originales, encontramos las relaciones entre las constantes

cg = CI, (‘c=(‘2,  CT= -cj, (‘8  = - (‘4
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De (55) y (56) encontramos así

s, = (‘,  COS  C!!t + cl  SenWt  + (‘3 Cos  v %Jjt f  c4Senbi’h

x2 = c, cos  ot + c2senc9t  - c3 cos  ~i3tot  - c,senJ30t 1 (57)

Usando las condiciones (52) se obtiene

de modo que x1 = 2” (cos  wt - cos  &t), .Y z = ; (cos  cot  + cos  &t) (58)

Se ve del movimiento general (57) y en nuestro caso especial (58) que
están presentes dos frecuencias, dadas por

(59)

Estas se llaman las frecuencias naturales o normales del sistema. En otros
casos especiales es posible que el sistema vibre con sólo una de las frecuen-
cias dadas en (59). Por ejemplo, si la frecuencia es fl, vemos de (57) que cS =
c,,  = 0. Esto corresponde a x r = xî , esto es, el caso donde los objetos D y E
se mueven ambos en las mismas direcciones, como se indica en la Figura
10.13. Por otro lado, si la frecuencia es fz vemos de (57) que c1 = cZ = 0.
Esto corresponde a x r = - x2, esto es, el caso donde los objetos D y E se mue-
ven ambos en direcciones opuestas, como se indica en la Figura 10.14.

1 k
ft=z  n;

J
t

Figura 10.13

Los tipos especiales de vibraciones indicadas en las Figuras 10.13 y 10.14
en las cuales el sistema vibra con una sola frecuencia se llaman modos natu-
rales o normales de vibración  y a menudo se refieren como a los modos nor-
males. Movimientos más complejos como los indicados por (57) representan
combinaciones de estos modos normales debido a que ambas frecuencias es-
tán presentes.

El sistema de las Figuras 10.11 y 10.12 es una generalización de los sis-
temas vibrantes simples considerados en el Capítulo cinco para los cuales ha-
bía una simple frecuencia natural o normal. Mayores generalizaciones son
posibles. Por ejemplo, podríamos tener tres objetos conectados por cuatro re-
sortes, en cuyo caso habría tres frecuencias normales y tres modos normales.
En general, estructuras complejas tales  como edificios y puentes tienen mu-
chas frecuencias normales y modos de vibración.

En el Capítulo cinco encontramos que, cuando una fuerza periódica ex-
terna teniendo frecuencia igual (o casi igual en caso de amortiguamiento) a
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la frecuencia natural de un sistema se aplicaba a un sistema, grandes pertur-
baciones se podían iniciar en el sistema, un fenómeno que llamarnos resonan-
cia. En sistema más complejos pueden estar presentes un gran número de fre-
cuencias normales y la probabilidad de que ocurra resonancia se incrementa.
Esto hace aún más plausible por qué podría ser peligroso para un grupo “mar-
car el paso” cuando cruzan un puente, puesto que un puente es una estruc-
tura complicada con muchas frecuencias naturales o normales,  y excitando
una de ellas puede provocar un desastre.

Las frecuencias normales o naturales son de gran importancia en cien-
cia  y tecnología.  El las  aparecen en campos aparentemente no relacionados
como análisis de esfuerzos (requeridos por los ingenieros civiles y mecánicos
en el diseiio  de estructura) y física nuclear (donde son útiles para explicar la
teoría del espectro como también los efectos de la energía atómica). Ellas tam-
bién son de gran importancia en electricidad en conexión con resonancia, don-
de actúan en una manera constructiva y se desean en vez de evitarlas.

1 3k
fz=z;;  jyJ

Figura 10.14

EJERCICIOS A

1. Resuelva el problema del texto si las condiciones iniciales se cambian como sigue:
(a) D y E se mueven ambos una distancia a > 0 a la derecha y luego se sueltan.
(b) D se mueve una distancia a > 0 a la izquierda, mientras que E se mueve una
distancia a > 0 a la derecha, y luego se sueltan ambos. Discuta el movimiento en
cada caso.

2. En el problema del texto, suponga que D y E están inicialmente en sus posiciones
de equilibrio y se les dan velocidades iniciales a la derecha de magnitudes U, y
vg respectivamente. Describa el movimiento.

3. Si los dos resortes extremos A y C del problema del texto se remplazan por unos
con constante de resorte K, mientras que el resorte B se deja inmodificado con cons-
tante de resorte k, muestre que

Describa los modos normales.

4. iQué significado físico si hay alguno se les puede dar a los casos (a)  k=O y (b)
K = 0 en el Ejercicio 3?

5. Si 10s  resortes del problema del texto se mantienen los mismos pero las masas D y
E se cambian de modo que tengan la razón 8:5, muestre que las frecuencias nor-
males tienen la razón \r: VB.
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EJERCICIOS Ei

1. Un sistema consiste de los resortes A, B y objetos C, D acoplados en una línea rec-
ta sobre una mesa horizontal sin fricción RS (Figura 10.15), un extremo del re-
sorte A está fijo en 0. Los resortes de masa despreciable tienen cada uno constan-
te de resorte k, y los objetos tienen igual masa M. El sistema se pone a vibrar
sosteniendo D en su lugar, moviendo C a la izquierda una distancia a > 0 y luego
soltando ambos objetos.
(a) Muestre que las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento son

d o n d e  x,  y  x2 son los desplazamientos de C y D de sus posiciones de equi-
librio en tiempo t.

(b) Muestre que el sistema vibra con frecuencias

(c) Determine las posiciones de C y D en cualquier tiempo.
(d) Describa los modos normales de vibración.

R S

Figura 10.15

2. Si los dos resortes del Ejercicio 1 tienen constantes diferentes k,  y k,, mien-
tras que las masas de C y D se mantienen igual, muestre que hay dos frecuencias
normales fl  y f2, donde

3. Si los resortes del Ejercicio 1 tienen la misma constante de resorte, pero las masas
de C y D se cambian para que tengan la razón 3:2, muestre que las frecuencias nor-
males tienen la razón 1: fl.

4. Un método a menudo usado en la práctica para la determinación de las frecuen-
cias normales es sustituir x,  = A, ei*‘, x,  = Arelwi,  donde A, , A,, -U  son cons-
tantes indeterminadas, en las ecuaciones diferenciales. Entonces uno establece
una condición para las cantidades que son diferentes de cero. Muestre que para el
problema del texto este método conduce a la condición que el determinante (Ila-
mado el determinante secular),
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La justificación de este método se da en la sección 9, página 500.

5. Trabaje el problema de las masas vibrantes en el texto si se toma en cuenta el amor-
tiguamiento proporcional a las velocidades instantáneas.

EJERCICIOS C

1. En el problema del texto, asuma que actúan dos fuerzas adicionales, una fuerza
amortiguadora proporcional a la velocidad instantánea de cada una de las masas,
y una fuerza externa que actúa en cada una y dada por A cosat,  t 2 0 donde A y
CY  son constantes. (a) Encuentre la solución de estado estacionario- (b) Muestre
que hay dos frecuencias de la fuerza externa para las cuales ocurre resonancia. En
vista de que los extremos de los resortes A y C están fijos, jcuál es el efecto de la
resonancia? (c) Discuta la solución si no hay amortiguamiento. iPara  qué valor
de (Y  ocurrirá resonancia en este caso?

Figura 10.16

2. Una masa MI se cuelga de un resorte vertical (de constante k) el cual está so-
portado en 0 (Figura 10.16). De M, se cuelga un péndulo simple teniendo un
medallón de masa M,. Asuma que M, puede vibrar sólo verticalmente y todo
movimiento tiene lugar en el plano vertical. (a) Establezca ecuaciones diferencia-
les para el movimiento. (b) Encuentre las posiciones de M, y M, en cualquier
tiempo, asumiendo pequeñas vibraciones y condiciones iniciales arbitrarias. (c)
Determine las frecuencias y modos normales si los hay.

Aplicaciones a las redes eléctricas

Ya hemos visto en los Capítulos tres y cinco cómo la ley de Kirchhoff se
usaba para resolver problemas que involucran circuitos eléctricos de una sola
malla. En trabajos de ingeniería avanzada, a menudo es esencial considerar
redes eléctricas que involucran rnás de una malla. Un ejemplo de una red de
dos mallas se muestra en la Figura 10.17. Para resolver problemas de re-
des eléctricas que involucran dos o más mallas necesitamos

Las dos leyes de Kirchhoff
1. La suma algebraica de las corrientes que viajan hacia cual-

quier nudo (A o B en la Figura 10.17) es igual a cero.
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2. La suma algebraica de las caídas de potencial (o caídas de
voltaje) alrededor de cualquier malla cerrada es igual a cero.

Para poder aplicar estas leyes consistentemente adoptamos las siguientes

Convenciones

(a) Si I es la corriente en una dirección, -1 es la corriente en la di-
rección opuesta.

(b) Para escribir la suma algebraica de las caídas de potencial al-
rededor de una malla cerrada, consideraremos una caída de po-
tencial como positiua si al describir la malla viajamos en la mis-
ma dirección indicada por la corriente y negativa si viajamos en
la dirección opuesta a la corriente.

(c) Un aumento de potencial (debido a la batería o generador por
ejemplo) se considera la negativa de una caída de potencial.

Usando las leyes y convenciones anteriores, estaremos en capacidad de
formular matemáticamente cualquier problema en redes eléctricas lineales.
Para ver los procedimientos involucrados, considere la red de la Figura
10.17, por ejemplo. Hay presentes tres mallas cerradas, a saber, JHGBND-
AKJ, JHGBFEAKJ y NFEDN. La segunda de las leyes de Kirchhoff apli-
cada a estas tres mallas conduce a tres ecuaciones diferenciales. Estas ecua-
ciones, sin embargo, no son independientes, puesto que, como encontraremos,
una ecuación diferencial puede ser obtenida  de las otras dos. Debemos así
decir que hay solamente dos mallas independientes. En la práctica, es lógico
escoger aquellas mallas que sean las más simples. En este caso, para prac-
ticar, consideramos todas las tres mallas.

+

1, E voltios R ohmios 1,

L henrios

+r,:;r

Figura 10.17

La primera cosa a hacer al formular matemáticamente un problema de re-
des eléctricas es marcar las corrientes en las varias partes. La dirección adop-
tada para flujo de corriente es en general indiferente en la medida en que
seamos consistentes. En la Figura 10.17 hemos adoptado las direcciones
mostradas por Z,, I2 e I3 . Es claro que si I2 fluye en una dirección de
A a D, entonces continuará de D a N y de N a B como se indica. La situación
parece bastante lógica cuando razonamos que la corriente I, se separa en
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el nudo A en las corrientes 1, e Is. En el nudo B, I, e I3  se combinan pa-
ra dar 1, de nuevo. Puesto que I, se divide en I, e Z3,  es claro que I,  =
12  + 13  .

Otra manera de llegar al mismo resultado es a partir de la primera ley de
Kirchhoff. Puesto que I2  está fluyendo aleiándose de A, entonces por con-
vención (a), -Ig está fluyendo hacia A. Similarmente la corriente -I,%
está fluyendo hacia A. La suma algebraica del flujo de las corrientes hacia
A está así dada por I, - I2  - I3,  la cual cuando se iguala a cero conduce a
1, = I2  + I3  como antes.

Consideremos ahora la aplicación de la segunda ley de Kirchhoff.

Para la malla JHGBNDAKJ:
Caída de voltaje a través de R es - 1, R por convención (b).
Caída de voltaje a través de L es - LdI, /dt.
Caída de voltaje a través de la batería E es + E por convención (c).

Por tanto, -1,x-Lfg+F:=0 (1)

Para la malla JHGBFEAKJ:
Caída de voltaje a través de R es -I, R.
Caída de voltaje a través de C es - Q3/c (donde Q3 es la carga en
el condensador C proporcionada por la corriente I3)
Caída de voltaje a través de E es + E.

Por tanto

Para la malla NFEDN:

(2)

Caída de voltaje a través de L es LdI,/dt  por convención (b):
Caída de voltaje a través de C es - Q3 /C.

Por tanto

Se notará, como se mencionó antes, que las ecuaciones (l),  (2), y (3)
son dependientes. Así, por ejemplo, (3) se obtiene por sustracción de (1) y
(2). Notando que solamente dos ecuaciones diferenciales son independien-
tes se habría ahorrado algún trabajo. También la malla NFEDN es algo más
simple que las otras mallas como se evidencia por la ecuación diferencial más
simple (3). Puesto que tenemos una elección escogamos las ecuaciones (2)
y (3) junto con la ecuación 1, = I2  + I3 . Puesto que hay tres ecuaciones y
c u a t r o  i n c ó g n i t a s ,  I,, 12,  I, y  Q3, necesitamos otra ecuación. Esta se
obtiene notando que I, = dQ3  /dt.
Usando este valor para I3 y remplazando 1, por su igual I2 + I3, las
ecuaciones (2) y (3) pueden escribirse
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o en forma de operador con D = d/dt,

Estas ecuaciones pueden resolverse por métodos ya considerados. Por
ejemplo considere E = E, sen wt un voltaje alterno con frecuencia w/2r.
Operando en la primera de las ecuaciones (4) con LD, multiplicando la se-
gunda ecuación por R, y sustrayendo, encontramos

LRD’ + + D + -; Q3 = LE,<,,  cos tat

una ecuación que puede resolverse para Q3.  De aquí el método continúa co-
mo de costumbre.

EJERCICIOS A

1. En la red eléctrica de la Figura 10.18, E = 60 voltios. Determine las corrientes
Z, e  Z2 c o m o  f u n c i o n e s  d e l  t i e m p o  t, asumiendo que en t = 0, cuando el inte-
rruptor K se cierra, Z, =Z2  = 0. Encuentre las corrientes de estado estaciona-
rio.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si E = 150 sen 10t. Encuentre las corrientes de estado es-
tacionario.

3. En t = 0 la carga en el condensador en el circuito de la Figura 10.19 es 1 cu-
lombio, mientras que la corriente en el inductor es cero. Determine la carga en el
condensador y la corriente en los varios nudos en cualquier tiempo.

F i g u r a  1 0 . 1 8

4. Trabaje el Ejercicio 3 si la fem es 100 sen 2t.

5 .  C o m p l e t e  e l  p r o b l e m a  d e l  t e x t o  s i  R = lOohmios,  C  =  10-j f a r a d i o s ,  L =  0,4
henrios, E, = 100 voltios, w = 50. Asuma que la carga del condensador y las
corrientes en los varios nudos son inicialmente cero.

EJERCICIOS B

1. En t = 0 los condensadores de la red de la Figura 10.20 se cargan al potencial
V,, y los interruptores K, y K, se cierran. Muestre que el potencial a través
de los condensadores de alta y baja capacitancia está dado, respectivamente,
por
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2.

1.

Compare el Ejercicio 1 con el problema de las masas vibrantes en la página 470,
indicando las diferentes analogías. iQué sistema mecánico pudiera corresponder
a la red de la Figura 10.20?

Figura 10.19

EJERCICIOS C

En el circuito de la Figura 10.21 el condensador C tiene una carga Q.  en el
tiempo t = 0, mientras que las corrientes a través de los inductores son cero en
ese tiempo. Muestre que en cualquier tiempo t > 0 la carga en el condensador es-
tá dada por

Q = QOp-R(‘ZL
R

COS Wf + ~ senwt Y
2LO

Figura 10.20

Muestre también que las corrientes Z, e Z, a través de L,  y L,  son
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6

Figura 10.21

2. Discuta el problema anterior si l/LC 0 R” /4L2.

Aplicaciones a la biología

6.1 CONCENTRACION DE UNA DROGA EN UN SISTEMA
DE DOS COMPARTIMENTOS

Ya hemos examinado en el Capítulo tres algunas aplicaciones de ecua-
ciones diferenciales a varios problemas en biología. Consideraremos ahora
problemas biológicos que conducen a sistemas de ecuaciones diferenciales.

Un problema interesante se relaciona con la determinación de la concen-
tración de algún químico, tal como una droga, en un sistema que consiste de
dos compartimentos separados por una membrana, como se muestra en la Fi-
gura 10.22. La droga puede pasar a través de esta membrana del comparti-
mento 1 al compartimento 2, o viceversa del compartimento 2 al comparti-
mento 1. Asumiremos también que la droga puede escapar al sistema externo
a través de una abertura en el segundo compartimento, como se indica en la
figura.

Formulación matemática. Supongamos que los compartimentos tie-
nen volúmenes V, y V,, y que el área de la sección transversal de la mem-
brana es A. Denote por x1 y x2 las masas de la droga en los compartimen-
tos 1 y 2, respectivamente, en cualquier tiempo t. Usando la palabra tasa
para significar tasa de tiempo por brevedad, tenemos

Membrana (sección transversal A)

C o m p a r t i m e n t o  1  J C o m p a r t i m e n t o  2

Figura 10.22
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tasa de cambio de masa de droga en el compartimento 1
= tasa de flujo de masa de droga de compartimento 2 al comparti-

mento 1.
- tasa de flujo- de masa de droga de compartimento 1 al  2 (1)

Debemos examinar ahora cada uno de estos términos. El primero es fácil por-
que si la masa de droga en el compartimento 1 es x1 entonces

tasa de cambio de la masa de droga en el compartimento 1

ll.\-,
rlt (2)

Para obtener el segundo término, notemos que la tasa de flujo de la masa de
droga del compartimento 2 al compartimento 1 es proporcional al área A de
la membrana y a la concentración de la droga en el compartimento 2, dada
por x,/V,.  Así

tasa de flujo de la masa de droga del compartimento 2 al 1

Zr  r,,‘L$ (3)
2

donde hemos usado cy r p ara denotar la constante de proporcionalidad. El
último término se obtiene por razonamiento similar; esto es, la tasa de flujo
de la masa de droga del compartimento 1 al compartimento 2 es proporcio-
nal al área A de la membrana y a la concentración de la droga en el compar-
timento 1 dada por x1 /V, . Así

tasa de flujo de la masa de droga del compartimento 1 al comparti-

mento 2 = x A 51 2
VI

(4)

donde hemos usado LY r2 para denotar la constante de proporcionalidad. Las
constantes (Y  r2 y (Yo  r no necesitan ser iguales; esto es, la tasa de absor-
ción de la droga en los lados opuestos de la membrana pueden ser diferentes.
Usando (2), (3) y (4) el resultado (1) llega a ser

(1.X
_’ = x,,A  :; - r12A +!

rlt 2 1

Una ecuación correspondiente se debe ahora obtener para el comparti-
mento 2. Podemos escribir

tasa de cambio de la masa de droga en el compartimento 2
= tasa de flujo de la masa de droga del compartimento 1 al 2
- tasa de flujo de la masa de droga del compartimento 2 al 1
- tasa de flujo de la masa de droga de 2 al sistema externo (6)

Puesto que xg es la masa de droga en el compartimento 2, tenemos para
el primer término en (6).
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tasa de cambio de la masa de droga en el compartimento2

(1.X? (7)
=-

ill

Los próximos dos términos de (6) son exactamente lo mismo a lo dado en (4)
y (3), respectivamente.  Para obtener el  término f inal  en (6)  notamos que la
tasa de flujo de la masa de droga del compartimento 2 es proporcional a la
concentración de la  droga en el  compart imento 2 dado por  x,/V,. Así

tasa de flujo de la masa de droga de 2 al sistema externo =

.x  1
zzz  @ - - (8)

I 2

donde hemos usado CY  para denotar la constante de proporcionalidad.

De estos podemos escribir (6) como

(IX,L= r,z;l;; - yz,A  i‘;. - yF$
tlr I 2 2

(9)

Tomando

las ecuaciones (5) y (9) pueden escribirse

(10)

(11)

0 (D + /j12).Y, - /L,s,  =  0 , -/i,pY,  + (D + /j2,  +  /o\‘z =  0 (12)

Las ecuaciones diferenciales simultáneas ( l l)  o (12) se deben resol-
ver sujetas a condiciones adecuadas tales como, por ejemplo

.y 1 = (1. .x2 = 17 e n r  =  0 (13)

donde a y b son constantes.

Solución Podemos resolver el sistema de ecuaciones usando cualquiera de
los métodos ya dados.  Usemos el  método de el iminación.  Para el iminar 3c2
se opera en la primera ecuación en (12) con D + p2 r + B y se multiplica la se-
gunda ecuación en (12)  por  p2,. Sumando las  ecuaciones resul tantes se
obtiene

[.!F + Cli,, + /,21 + /i>u + /i/l12]X,  = 0 (14)

La ecuación auxiliar correspondiente a ésta es w2 + </j, z + /j, z + /~)III  + /j/j,  L = 0
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estas raíces son m = -p -+ q. Entonces obtenemos la solución deseada

.\- , = 1’ I>‘((.,(J‘l’ -+ (‘2(J ‘1’). JC2 = cE [(/Il  2 - /’  + (/)“, P’  + ( /i,  2 - /’ - c/)c2c  “‘1 (16)
‘71

donde la segunda ecuación para xg en (16) se encontró al sustituir el re-
sultado para xi en la primera de las ecuaciones (12). Las constantes c i
y c2 se pueden determinar de las condiciones (13).

Interpretación. Los valores de q en (15) sugieren que hay tres casos
que pueden surgir correspondiendo a los casos donde q es imaginario, q > 0
y q = 0. Resulta, sin embargo, que el primer y último casos no pueden sur-
gir. Para ver esto, escribamos

íPI2 + P2l  + PI’ - 4/3B12  = CP  +  BZI  - jj12)~  +  4812P21

Puesto que esta última cantidad debe ser siempre positiva si B,  2 > 0, pz  i >
0, debemos tener q > 0. Usando esto y el hecho de que p > q si p > 0, como
se ve de (15),  sigue que las masas de droga xi y x2 tienden a cero esta-
bilizadamente de una manera similar a la indicada por el gráfico de la Figura
5.6, página 235, correspondiendo al caso sobreamortiguado. No podemos te-
ner movimiento oscilatorio amortiguado, como en la Figura 5.5 en la página
234.

6.2 EL PROBLEMA DE EPIDEMIA CON CUARENTENA

En el problema de epidemia discutido en la página 153, no consideramos
la posibilidad de que los estudiantes que se llegaran a infectar fueran remo-
vidos de la comunidad para así no causar que otros llegaran a infectarse. Es
de interés considerar este modelo más realístico de enfermedad en el cual los
estudiantes que se descubren estar infectados son removidos o, como a me-
nudo se dice, a cuarentena. Pueden surgir varias circunstancias las cuales
son matemáticamente equivalentes a tal cuarentena, como las siguientes:

(a) La enfermedad puede ser tal que aquellos quienes la desarrollan y se
recuperan no pueden desarrollarla de nuevo o transmitirla a nadie más; esto
es, ellos desarrollan inmunidad y no son transmisores de la enfermedad.

(b) Aquellos quienes desarrollan la enfermedad no se recuperan.

Formulación matemática. Introduzcamos la siguiente notación:

N, = número de estudiantes que no están infectados en cualquier tiempo
t: esto no incluye a los  estudiantes que pueden haberse recuperado
como en la situación (a) anterior y regresan a la comunidad.

Ni = número de estudiantes que están infectados en tiempo t pero no es-
tán aún en cuarentena.

N, = número de estudiantes que están en cuarentena en tiempo t [equi-
valente al número de estudiantes correspondientes a las situaciones
(a) y (b) anteriores] .
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Claramente, debemos tener N = N,, + Ni + N, (17)

donde N es el número total de estudiantes en la comunidad, asumido cons-
tante.

Como en el caso del modelo matemático de la página 154,  esperaríamos
que la tasa a la cual los estudiantes se infectan sea proporcional al producto
de los números de estudiantes infectados y no infectados, de modo que

donde k es la constante de proporcionalidad.
Esperaríamos también que la tasa a la cual los estudiantes se ponen en

cuarentena sea proporcional al número de estudiantes infectados. .Esto con-
duce a

(19)

donde x es la constante de proporcionalidad.
De (17‘), (18) y (19) es fácil llegar a

clN.
-d = tiN,N,  - ANi

dt

una ecuación que pudo haberse conjeturado sin hacer uso de (17), puesto que
expresa el hecho algo obvio de que la tasa de cambio en el número de estu-
diantes infectados en la comunidad en tiempo t iguale a la tasa a la cual se
infectan menos la tasa a la cual se remueven (por cuarentena) después de
identificarlos.

Como posibles condiciones iniciales podemos tener

N, = u,,, Ni = Z,,, N,  = 0, en t = 0 (21)

donde U,  e Z,  son constantes. Usando (17) vemos que

N=U,+Z,+O  o U,+Z,=N (22)

Solución Dividiendo la ecuación (18) por (19) se obtiene

(23)

cuya solución al separar variables se encuentra como
N, = c,e-“Nqi” (24)

donde c1 es una constante arbitraria. Puesto que N, = U,,  cuando N, = 0,
como se ve de (17),  tenemos c 1 = V,, de modo que

N,, = uOp-~W~

Ahora de (17) vemos que

Ni = N - N, - N, = N - N, - uoe-“Ndi

(25)

(26)
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al hacer uso de (25). Así la ecuación (19) llega a ser

s i rlt (27)

al separar las variables. La integración en el lado izquierdo de (27) no se pue-
de desarrollar exactamente. Sin embargo, podemos obtener una buena aproxi-
mación usando los tres primeros términos de la expansión en serie para la
exponencial en (27) para obtener la aproximación donde en la segunda igual-

N _ N, _ u,+q”. = N _ N, _ [i, + k-UoN, - ??$i
i

KUON, K~U,N;
=Z,-N,+-----=Z,+

i 2i2
dad hemos hecho USO de N- U0 = I, de (22). Si ahora cambiamos varia-
bles de N, a w, donde -

KJU()

el último resultado puede escribirse como

donde por brevedad escribimos x =

Así (27) se puede escribir
i J 2
- i ~11
KV

‘u, s j,+ y2 _ (,r - 3)’  = s

Haciendo uso del resultado elemental

(30) se convierte en J2LTtanhpl(j*)  =  t +  c2
KJü&  + x-

(28)

(29)

(30)

(31)

donde c2 es una constante de integración. Para hallar cz usamos N, =  0
ó w = 0 en t =O en (31) para obtener

del cual w = c/:  + ,/I, + 2’ tanh (Br  - 7) (32)
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donde

El número de estudiantes removidos por cuarentena (o equivalente) dado Pr
N,  se puede obtener de (32) al usar (28).  De esto N, se puede obtener nsan-
do (25) y Ni usando (26). Se debería enfatizar por supuesto que los resulta-
dos son aproximados y válidos en la medida en que el término exponencial
(25) esté bien aproximado por los tres términos en su expansión en serie.

EJERCICIOS A

1. Verifique los resultados (16) en la página 484.

2. Suponga que en el modelo de dos compartimentos tenemos B = 0. Suponga tam-
bién que inicialmente la cantidad de la droga presente en el compartimento 1 es
a pero no hay droga presente en el compartimento 2. Muestre que (a) las cantida-
des de droga presentes en los compartimentos 1 y 2 en tiempo t > 0 están dadas
respectivamente nor

(b) Muestre que en todo momento n 1 + x 2 = a. (c) Muestre que las cantidades
de droga presente en los dos compartimentos después de un tiempo largo están da-
das respectivamente por a@,  1 /(B  12 + b2  1) Y QB  12 1’03 12 + rBzl  ). (d) Interprete física-
mente los resultados.

3. Muestre que en el modelo de dos compartimentos del Ejercicio 2 tenemos (usando
los símbolos en la página 482) los volúmenes de los dos compartimentos dados por
V, =25.000  cm3,  V, =40.000  cm3, el área de la membrana que los separa 500
cm’, y las constantes de proporcionalidad o2  1 = 20, (Y  ,2 = 30, (Y  = 60 (unidades
cgs). Asumiendo que la cantidad de droga inicialmente presente en el comparti-
mento 1 es 2,0 mg encuentre (a) las cantidades de droga en los compartimentos
en cualquier tiempo t > 0, y (b) las cantidades de la droga en los dos comparti-
mentos después de un tiempo largo.

4. Trabaje el problema del sistema de dos compartimentos si B#  0 para los casos
(a) p 12 = 0, (b) p2 1 = 0 e interprete físicamente.

5. Muestre que el modelo de enfermedad con cuarentena dado en el texto se reduce
al modelo dado en la página 154 si no hay cuarentena.

EJERCICIOS B

1. Muestre que el número de estudiantes en cuarentena dado por (32), página 486,
aumenta cuando t aumenta y que

i.,“2
lím  N, = -___ 2
1-x

,& +&T7)
Kt 0

iconcuerda  esto con lo que usted esperaría para este límite? Explique.

2. Suponga que en el modelo de dos compartimentos la droga se introduce en el com-
partimento 1 a una tasa constante. (a) Establezca un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que describa el proceso, y (b) resuelva el sistema sujeto a condiciones
apropiadas. Trate los casos p = 0 y 0 # 0 e interprete físicamente.

3. (a) Trabaje el Ejercicio 2 si la droga se introduce en el compartimento 1 a una ta-
sa fa cual es una función del tiempo t. (b) Use el resultado para obtener una solu-
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ción al caso donde la droga se introduce a una tasa constante por un intervalo de
tiempo T,, se detiene por el intervalo T,,  y finalmente se introduce nuevamen-
te a la tasa anterior para el intervalo de tiempo T,.

EJERCICIOS C

1. Establezca un sistema de ecuaciones diferenciales para las cantidades de una dro-
ga en un modelo de tres compartimentos, y así obtenga una generalización del mo-
delo de dos compartimentos dado en el texto. iPuede  obtener usted la solución de
este sistema sujeto a condiciones apropiadas?

2. Generalice las ideas formuladas en el Ejercicio 1 a un modelo de n compartimen-
tos donde n > 3.

3. iCómo formularía usted el problema de epidemia dado en el texto si los estudian-
tes que pueden no estar infectados o al menos no saben que están infectados “se
retiran” de la universidad a una tasa proporfional  al número instantáneo presente?

Número

Depredador Presas

AZ
+ T iempo (t)

Figura 10.23

7 El problema depredador-presa: un problema en ecología

Hay muchas situaciones en la naturaleza donde una especie animal se
alimenta de otra especie animal, la cual a su vez se alimenta de otras cosas.

Ejemplo 1. Los lobos en Alaska se alimentan de caribus,  los cuales a su
vez se alimentan de vegetación.

Ejemplo 2. Los tiburones en el océano se alimentan de pequeños peces, los
cuales a su vez se alimentan de plantas.

La primera especie-se llama el depredador y la segunda especie se llama la
presa.

Teóricamente, el depredador puede destruir toda la presa de modo que es-
ta última llegue a extinguirse. Sin embargo, si esto sucede el depredador
también se extinguirá puesto que, como asumimos, depende de la presa para
su existencia.

Lo que sucede realmente en la naturaleza es que se desarrolla un ciclo
donde en algún tiempo la presa puede ser abundante y los depredadores po-
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cos, como se indica por los puntos A 1 y B,,  respectivamente, en la Figura
10.23. Debido a la abundancia de la presa, la población de depredadores cre-
ce y se reduce la población de presa, llevando a los puntos A,, B, de la Fi-
gura 10.23. Esto resulta en una reducción de depredadores y en un consecuen-
te incremento de presas y el ciclo continúa. El gráfico de la Figura 10.23 no
debería por supuesto tomarse muy literalmente, puesto que no esperaríamos
que los puntos de máxima presa coincida con los puntos de mínimos depreda-
dores, si no que en vez esperaríamos algún  tiempo de demora o diferencia de
fase entre ellos. También, las curvas reales podrían no ser simétricas como se
indica en la figura, puesto que en la práctica pueden haber otros factores a
tener en cuenta, tal como el clima.

Un problema importante de la ecologia, la ciencia que estudia las interre-
laciones  de organismos y su ambiente, es investigar la cuestión de coexis-
tencia de las dos especies y decidir lo que debería hacer la humanidad, si al-
go puede, para preservar este balance ecológico de la naturaleza.

Para responder esto y otras cuestiones relacionadas, es natural buscar
una formulación matemática de este problema depredador-presa.*

7.1 FORMULACION MATEMATICA

Asumamos la siguiente notación:

x = número de presas en cualquier tiempo t,
y = número de depredadores en cualquier tiempo t.

Ahora si no hubiera depredadores, esperaríamos como una primera aproxima-
ción que el número de presas incrementará a una tasa proporcional a su nú-
mero en cualquier tiempo, de modo que

dx
- = a,x
dt

(1)

donde a, > 0 es la constante de proporcionalidad.
Similarmente, si no hubiera presa, esperaríamos como una primera aproxi-

mación que el número de depredadores declinará a una tasa proporcional a
su número de modo que

4z= -b,y (2)

donde b, > 0 es la constante de proporcionalidad.
Puesto que (1) y (2) tienen soluciones respectivas x = clenlr  y y =

CZ$-bl*  , donde c r , c2 s o n  c o n s t a n t e s ,  v e m o s  q u e  x -  co,  y - 0  c u a n d o
t- CO  , lo cual como se espera no está de acuerdo con la realidad. Para obte-
ner un modelo matemático de la situación real, debemos modificar las ecua-
ciones (1) y (2) de modo que tengan en cuenta la interacción entre las espe-
cies. Para hacer esto deberíamos incluir en (1) un término de interacción que
dependa de x y y, digamos F, (x, y) el cual tienda a disminuir la tasa a
la cual x crece. Similarmente, incluiríamos en (2) un término de interacción
F,(x,  y) el cual tienda a incrementar la tasa a la cual y decrece. Los resul-
tados son

*Estoy problemas relacionados,fueron  primero investigados por Lotka y Volterra (ver [ 181).
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dx
- = a1.x  - Fl(X, 2’),

4

dt
~ =  -b,J’  +  F,(x,  ji)
d t

Una pista para las formas de F,  (x, y) y F, (x, y) se obtiene cuando vemos
que éstas deben ser cero ya sea si x = 0 ó y = 0, esto es, no hay depredado-
res o no hay presas. Las funciones más simples con esta propiedad están da-
das por

F,(x, J,)  = a,xy, F,(x, y) = b2X.y (4)

donde  a2, b, son constantes  posi t ivas .  Esto nos l leva así  a
dx
5 = a,x  - a,xy, 4,-=dt -b,y + b,xy

Los supuestos (4) también parecen razonables desde el punto de vista físico
puesto que esperaríamos que los términos de interacción fuesen proporcionales
al número de encuentros o encontradas de depredadores y presas, el cuál está
dado por xy.

7.2 INVESTIGACION  DE UNA SOLUCION

Aunque el sistema no lineal de ecuaciones (5), a menudo llamado las ecua-
ciones de Lotka-Volterra,  aparece simple, nadie todavía ha sido capaz de ob-
tener  una solución exacta .  Tenemos así  e l  recurso de usar  ya sea ser ies  o
métodos numéricos. Es posible sin embargo, obtener alguna información im-
portante de estas ecuaciories aún sin resolverlas.

Para empezar  es  conveniente  interpretar  las  ecuaciones (5)  como si  se
dieran las componentes x y y de la velocidad de una partícula que se mueve
en el plano xy. La curva, 0 como frecuentemente se llama el camino, trayecto-
ria u órbita, en la cual se mueve la partícula se puede representar por las ecua-
ciones paramétricas

x = cbl(4 CI>  c,), J‘  = MG Cl, cA (6)

donde c 1, ca son constantes que se pueden determinar al especificar un pun-
to a través del cual la partícula pasa en algún tiempo, por ejemplo t = 0. Las
ecuaciones (6) representan las soluciones del sistema (5) y también represen-
tan geométricamente una familia de curvas o trayectorias una de las cuales
puede ser la trayectoria de la partícula.

Estas ideas nos permiten describir las soluciones de (5) usando los con-
ceptos de la mecánica y geometría a la vez de visualizar lo que está sucedien-
do. El plano xy en el cual nuestra “partícula hipotética” se mueve se llama con
frecuencia el plano de fase, y el análisis que usa tal interpretación se llama
análisis del plano de fase. La familia de ckvas (6) se refieren entonces con
frecuencia como curvas de fase.*

Ahora tal  como un turis ta  puede encontrar  un punto donde él  p a r a  de
mayor interés que un punto a través del cual él viaja, así podemos encontrar
puntos donde nuestra partícula se detiene de mayor interés que los puntos a

*El plano de fase fue usado extensamente por los matemáticos Poincaré Y LI~PUBOU  en sus
investigaciones sobre sistemas no lineales -de  ecuaciones diferenciales.

4 9 0 Capítulo diez



través de los cuales se mueve. Tales puntos donde la partícula se detiene, los
cuales llamaremos puntos de descanso o puntos de equilibrio, ocurren donde
la velocidad es cero, esto es, dx/dt  = 0 y dy/dt  = 0. De las ecuaciones (5)
vemos que

dS
~ = 0 para s = 0 (/Y
dt

0 J~2L,
a2

-=O  paray=O  0. x=:
dt (7)

2

/
Así hay dos posibles puntos de equilibrio,

x = 0, y=o 0 (0,O) y x=fl, 03)
2

También es interesante notar que hay soluciones de (5) que son independien-
tes del tiempo y pueden considerarse como casos especiales de (6) en las cua-
les las curvas degeneran en puntos. Examinaremos ahora los dos casos (8)
y en particular buscaremos determinar el comportamiento de las soluciones
de (5) cerca de los puntos de equilibrio.

Caso 1, Punto de equilibrio (0,O). Este es el caso donde no hay ni
depredadores ni presas. Cuando la partícula en nuestra interpretación del
plano de fase está suficientemente cerca a esbe  punto, podemos despreciar los
segundos términos a,xy  y b2xy  a la derecha de las ecuaciones (5) en com-
paración con los primeros términos. Así las ecuaciones llegan a ser (1) y (2) en
la página 489 con las cuales empezamos nuestra discusión, esto es

d x dy
-=alx,  -= -b,J
dt dt

l con solución x = cleul’, y = c2e-h’ (10)

Plano de fase

y _ >. . “._ .I.“.-. “.. _.

Punto de equilibrio (0, 0)

Figura 10.24
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Puesto que x y y son no negativas, tenemos c 1 2 0, c2 2 0, y la familia de
curvas descritas por (10) se muestra en la Figura 10.24, el caso particular
c1 = 0, cp  = 0 correspondiendo al punto de equilibrio (curva degenerada)
x = 0, y = 0. A medida que t crece vemos de (10) que x aumenta mientras
y tiende a cero, de modo que la partícula se mueve en la dirección mostrada
en la Figura 10.24. Es aparente de estas curvas que si desplazáramos lige-
ramente la partícula del punto de equilibrio (0, 0) tiende a alejarse del pun-
to, como se muestra en la Figura 10.24. Por esta razón llamamos al punto de
equilibrio un punto de equilibrio inestable o un punto de inestabilidad. Si por
otro lado un pequeño desplazamiento del punto de equilibrio causa que la par-
tícula regrese o se mueva hacia el punto de equilibrio, como en el caso de una
masa en un resorte estirado, llamaríamos al punto un punto de equilibrio es-
table. Esta situación también se puede ilustrar refiriéndonos a las Figuras
10.25 y 10.26. En la Figura 10.25 un cilindro hueco pequeño A reposa en el
punto más elevado P de otro cilindro hueco más grande B. Un ligero despla-
zamiento del punto P causa que el cilindro se aleje, así que P es un punto de
equilibrio inestable. En la Figura 10.26, en la cual A reposa en el fondo de
B en el punto P, cualquier ligero desplazamiento del cilindro A del punto P
causa que regrese hacia P, así que P es un punto de equilibrio estable.
La interpretación es que si en algún tiempo hay un pequeño número ‘de  de-
predadores y presas habrá una tendencia a incrementarse el número de pre-
sas y a disminuirse el número de depredadores, como se indica en la Figura
10.24. En la realidad, sin embargo, x no incrementa indefinidamente pues-
to que un aumento en la presa produce un consiguiente incremento en los de-
predadores. Esto permite la posibilidad de que si se extendieran las curvas
de la Figura 10.24 ellas tenderán a elevarse después de un cierto punto.

Equilibrio inestable

A

Equilibrio estable

6

QA

P

Figura 10.25 Figura 10.26

Caso 2, Punto de equilibrio (b,  /b,,  a, /az ). Este es el caso donde
depredadores y presas están en un estado de equilibrio en el cual sus núme-
ros no cambian porque x = b r ,/b2, y = a, /az es una solución de (5) inde-
pendiente del tiempo t. Es de interés hacer la pregunta, ¿qué pasa si existe
una pequeña desviación de este punto de equilibrio, el cual puede ocurrir si
por ejemplo cazadores destruyen depredadores o presas (o ambos)‘?
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para  responder esta pregunta hacemos la transformación en (5) dada por

h
.x  = L + II.

h2
J’ = - + L

“ 2
(11)

llLl

de modo que uzh, (11. LlIbcrr  = -h 1’  - LI~W,
2 dt

- = ,- II + b,lrl (12)

Ahora si la partícula de nuestra interpretación del plano de fase está cerca al
punto (b, /b2, a,/u,)  del plano xy, entonces u y u serán próximas a cero.
En tal caso los segundos términos a la derecha de las ecuaciones (12) se
pueden despreciar en comparación con los primeros términos de modo que ob-
tenemos el sistema linearizado.

Eliminando u se obtiene $ + cr,l,,~r  =  0

con solución LI  = c1 cos  ,< ulh,t  + czsenk,u,h,t

de modo que

Estas ecuaciones (11) llegan a ser

(13)

(14)

(15)

(16)

Las ecuaciones paramétricas (17) representan elípses concéntricas teniendo
centro común (b,  /b,,  a, /az)  y dirección contraria a las manecillas del re-
loj, como se muestra en la Figura 10.27. Esta dirección se puede obtener de

Plano de f ¿r s e

@/

Figura 10.27
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la solución (17) notando cómo se mueve el punto (x, y) a medida que t au-
menta o directamente de las ecuaciones diferenciales (13). Para ver cómo se
determina la dirección directamente de las ecuaciones diferenciales (13), re-
firámonos a la Figura 10.28 en la cual hemos mostrado un sistema de coor-
denadas UU con origen en el centro común de las elipses. De (13) vemos

Figura 10.28

que en un punto en el primer cuadrante donde u > 0, IJ > 0 los componentes
de la velocidad son tales  que du/dt  < 0, du/dt  > 0, de modo que la velocidad
tiene la dirección contraria a las manecillas del reloj indicada. Esta misma
dirección .se  puede confirmar al escoger puntos en otros cuadrantes. Así en el
tercer cuadrante donde u < 0, u < 0, tenemos du/dt  > 0, du/dt  ~0,  mos-
trando de nuevo que la velocidad está en la dirección contraria a las maneci-
llas del reloj. En la práctica, con frecuencia es más fácil determinar la direc-
ción de la partícula de fase a partir de la ecuación diferencial en vez de la
solución.

El hecho de que las curvas de fase son elipses concéntricas también se
puede deducir directamente de las ecuaciones (13) dividiendo los lados co-
rrespondientes de las ecuaciones para eliminar t. Entonces obtenemos

y por integración (18)

donde hemos escogido c2 como la constante de integración. Si dividimos am-
bos lados de (18) por c2, vemos que representa una familia de elipses con-
céntricas cuyos semiejes mayores y menores’ tienen longitudes ca, VT  y
cb, Vii-,.

Las curvas de la Figura 11.5 muestran que cerca del punto de equilibrio
hay una periodicidad en el número de presas y depredadores, y vemos de (17)
que el período está dado por

3Jr
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En general, una curva cerrada en el plano de fase la cual no se cruza a sí mis-
ma en ningwa  parte, a menudo referida como curva cerrada simple, indica
una periodicidad en la solución de las ecuaciones diferenciales.

Una pregunta que naturalmente surge es si deberíamos considerar el
punto (b 1 /b2, a, /a2) un punto de equilibrio estable o inestable. Puesto que
un ligero desplazamiento de nuestra partícula del plano de fase del punto de
equilibrio no causa un movimiento de acercamiento ni de alejamiento si no
solo alrededor del punto, estaríamos inclinados a llamarlo ninguno, y tal vez
aún a crear una nueva palabra para describir el comportamiento. Sin embar-
go, debido a que un ligero desplazamiento no causa que la partícula se aleje
mucho, si no en vez permanezca en la “vecindad” del punto, ampliaremos
nuestra idea de punto de equilibrio estable para que incluya también este ti-
po de comportamiento.*

Podemos obtener alguna información adicional de (17). Para ello sea B =
mI t y note que podemos escribir

c, cos  0 + c2 senf) = -i---7\ “i + “j cos  (0 - %) (20)

donde cos  % = -y2y. C’s e n  Y  =  m.fZT-T
v C’i  i- <‘j \ CT  + L’T

Remplazando 8 por o - (a/2)  en (20), encontramos entonces

(21)

(22)

Así (17) se puede escribir

(23)

Las ecuaciones (23) muestran que en el tiempo t = ~y/‘v¿Í&,  por ejemplo,
el número de presas es un máximo. Sin embargo, el número de depredadores
no alcanza un máximo hasta t = (el  + n/2)/V5,  esto es, un tiempo
x/2 m o un cuarto del período (19) más tarde. Los gráficos de x
y y contra t aparecen así en la Figura 10.29, lo cual es lo.que se conjetura en
la página 489.

En el análisis anterior examinamos la situación sólo cerca de los puntos
de equilibrio. La pregunta que naturalmente surge es sobre el comportamiento
de las soluciones en otros lugares del plano de fase. Las Figuras 10.24 y
10.28 sugieren que las curvas pueden aparecer como en la Figura 10.30.
Sin embargo, esto sugeriría que todas las curvas de hecho son cerradas y
que todas las soluciones de (5) son periódicas. Con un mayor análisis pode-
mos mostrar que esto es realmente así, El procedimiento involucra la elimina-

*Es posible formular una definición más precisa de puntos estables e inestables. Ver por
ejemplo 131
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ción de t entre las ecuaciones (5) al dividir las dos ecuaciones para obtener

d y (-b, + b,X)J
z = (a,xJF (24)

Número - P e r í o d o  T -

: eTado’
, 4

-4- -iT- -2)
t___-. _..  ..-__-  “.._“._.x~  ._..  “-I_,  _-l---”  ---““-. .---.--~~---“.--“-- _ .-- ..-__  -* Tierno0

Figura 10.29

Esta ecuación, la cual es la ecuación diferencial de la familia de curvas o
trayectorias en el plano de fase, tiene sus variables separables y se puede es-
cribir como

(“1 *h-yx + (“’ ;,a2+  = 0 (25)

Integrando encontramos b,lnx-b,x+a, lny-a,y=constante (2’3

0

Y

B

Plano de fase

Figura 10.30

(2’3

donde A es una consLante  arbikaria.  Se puede mostrar que éstas son curvas
cerradas, y como una consecuencia que las soluciones (5) son periódicas. Sin
embargo, no deberíamos saltar a la conclusión de que el período para todas
estas curvas está dado por (19). En realidad el período es una función com-
plicada de las constantes a,, b,, a2, b, el cual se reduce a (19) cerca del
punto de equilibrio %l período exacto para todos los casos no ha sido encon-
trado.
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7.3 ALGUNAS APLICACIONES ADICIONALES

Las ideas acabadas de presentar son aplicables a otras situaciones. Por
ejemplo en vez de tener depredadores y presas podríamos tener la situación
donde una especie de insectos depende para su supervivencia de ciertos ani-
males o plantas para realmente alimentarse de ellos. LOS primeros con frecuen-
cia son referidos como parásitos y los últimos como huéspedes. Mientras que
la presa es destrozada por el depredador, el parásito encuentra ventajoso el
mantener vivo al huésped para que pueda seguir alimentándose de él. Como
otro ejemplo podemos tener situaciones más complicadas que surgen cuando
dos o más especies compiten y se pueden aún destrozar una a otra por la mis-
ma presa.

Las aplicaciones no se limitan a la ecología o a las ciencias de la vida si
no también a otros campos. En economía por ejemplo, las naciones compiten
entre sí por el comercio el cual en un sentido es supervivencia económica, los
productores compiten entre sí por los consumidores, y aún los consumidores
pueden competir entre sí por los productos. En este contexto es interesante
notar la similitud en la apariencia del gráfico de la Figura 5.19, página 256, in-
volucrando el precio y la oferta de un bien con el de la Figura 10.29, página 496,
que involucra depredador y presa.

Los conceptos del plano de fase y estabilidad descritos en el problema de-
predador-presa se pueden extender a otros sistemas no lineales

dX
- = F(x, J),
dt

dq
z = G(x, y)

Sin embargo no proseguiremos con esto aquí si no más bien referimos al estu-
diante interesado a las referencias en la Bibliografía.

1.

2 .

1.

EJERCICIOS A

Suponga que el sistema de ecuaciones diferenciales que describen un modelo parti-
cular del depredador y la presa está dado por

‘1.Y
~ = 10-2x  - 2.10-5xy,

(lv-
dt d t

- -4’  lo-*y  + 10-5xy

donde y y x son los números de depredadores y presas, respectivamente, y t es el
tiempo en días. (a) Determine el número de depredadores y presas en equilibrio.
(b) .Encuentre el período. (c) Escriba las ecuaciones de las curvas de fase en la
vecindad del punto de equilibrio.
Haciendo el cambio de variables independientes x = k ,X, y = k, Y, donde k, y
k, son constantes muestre que las ecuaciones de Lotka-Volterra se pueden trans-
formar en el sistema rlx

dY
-~  = ?(XY - X),
dt

-‘r = fi(Y  - XY)

y dé los valores de k,, k,,  (Y,  0 en términos de a,, o,, b,, b, iCuáles son los
valores de equilibrio de X y Y? Discuta algunas ventajas de este sistema transfor-
mado.

EJERCICIOS 6

De acuerdo a las ecuaciones de Lotka-Volterra (5),  si no hay depredadores el núme-
ro de presas debería incrementar indefinidamente. Suponga sin embargo que revi-
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samos estas ecuaciones para disponer de un modelo matemático en el cual hay al-
gún máximo teórico al número de presas denotado por x,~. Muestre que un sistema
apropiado para tal modelo está dado por

2. Discuta cómo podría usted modificar las ecuaciones de Lotka-Volterra  si presas o
depredadores se introducen o remueven del ambiente en tiempos especificados. ¿Pa-
ra qué situaciones realísticas podría servir tal modelo?

3. Muestre cómo llegar al resultado (18), página 494, directamente de (27), página 496.

4. (a) Muestre que un sistema de ecuaciones para describir el movimiento no amorti-
guado de una masa m en el extremo de un resorte vertical de constante k está dado
por d‘c d,, -ks

dt
- J’,

dt 171

(b) Muestre que en el plano de fase la masa viaja a lo largo de una elipse con ecua-
ción.

*k-y2 + irn)*’  = E

donde E es una constante y explique el significado físico.
(c ) Explique ipor  qué esperaría usted que el movimiento fuera periódico?

EJERCICIOS C

1. Desarrolle el análisis del sistema de ecuaciones dado en el Ejercicio 1B en lo que us-
ted pueda usando la analogía que se hizo en el texto.

2. Discuta como podría usted proceder con el análisis de las ecuaciones obtenidas en
el Ejercicio 2B.

3. Use el análisis del plano de fase para describir el movimiento de un péndulo simple
si el ángulo formado con la vertical (a) es pequeño (b) no es pequeño.

4. Discuta la estabilidad del sistema

dx
dt

I‘, !!l  = 3 - 4s
dt

¿El  movimiento es periódico? iPuede  usted dar una posible interpretación física?

5. Dado

muestre que cuando t aumenta, las trayectorias de fase tienden al círculo x2 +y”  = 1
en el límite. Tales curvas cerradas a las cuales tienden (o se apartan) las trayecto-
rias se llaman ciclos límites y fueron investigadas extensivamente por Poincaré y
otros (Sugerencia: Use coordenadas polares).

Soluciones de sistemas lineales por
transformadas de Laplace

El método de las transformadas de Laplace  ya estudiadas en el Capítulo
seis se pueden usar sin ninguna dificultad adicional para resolver ecuaciones
diferenciales lineales simultáneas, especialmente aquellas con coeficientes
constantes.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Resuelva Y’  + 61T = X’, 3x - X’ = 2 y’, X(0) = 2, Y(0) = 3

donde las primas denotan derivadas con respecto a t

Solución Tomando la transformada de Laplace  de cada ecuación diferencial
y usando las condiciones dadas tenemos si Y ( X)  = x y 9 { Y)  = y

;.s.Y  - Y(O);  + 6.~ = {sx - X(O);, 3s - {?lx  - X(0)) = 2;q  - Y(0))

0 SS - (s + 6)~‘ = 1, (3 .- s)x  - 2s).  = - 8

Resolviendo para x y y, tenemos

2s + 16 4 2 3s - 1 1,- = 2
(s - Z,(s  + 3) = s-2 - ,y  + 3 ’ !’ = (,y  - 2)(,\ +~F)  = I;  --2  + ~~.5 +  3

f
Así

y=p-’  -l
i

2
s-2+s i3 =e1

21  + 3,-31

-

Como una ilustración de las transformadas de Laplace  en un problema
aplicado, considere

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Trabaje el problema de las masas vibrantes en la página 470, usando trans-
formadas de Laplace.

Solución El sistema de ecuaciones obtenido en la página 471, junto con las
condiciones iniciales, están dados por

x;’  = cu2(x2 - 2x,), x’; = 03(x1 - 2x,) (1)

x,(O)  = 0, x,(O)  = 4 x;(o)  = 0, xi(O)  =  0 (21

donde las primas denotan derivadas con respecto a t y donde w2 = k/M.  To-
mando la transformada de Laplace  a cada una de las ecuaciones en (l),  y usan-
do la notación 4” (x 1 ) = x,, Iy (za  ) = Fz encontramos

9s 1 - m,(O)  - x\(O)  = d(X,  - 2x,), s2x, - sx,(O)  - .x>(O) = d(S,  - 2S,)

0 (s2 + 2d)X,  - o2x2 = 0, -oh,  + (s2  + 202)X,  = su

las cuales se pueden resolver para x1 y x2 para producir

au2s aw2s a 1 1x, = -___
s4 +  4w2s2  +  304 = (S2  d)(s*  + 302)  = z [sz s2 + 3091

a 1 1x -_ as(s2  + 2w2) as(s’ + 2~0~)
2 - s4 + 4w2s2  + 304 = (s2  + 02)(?  + 309)  = z [s2 +  cu2  +  s2 + 3091
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9

E n t o n c e s  x1 =  : (COS  cot - cos  &ot). .x2  = 2f (cos wt + cos  &t)

en acuerdo con los resultados en la página 473.

EJERCICIOS A

1. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones por transformadas de
Laplace

(a)  X’  =  Y ,  Y ’  =  - x ,  X ( 0 )  =  2 ,  Y ( 0 )  =  - 1 .
(b)  X’ + X - 5Y = 0, Y’ + 4X + 5Y = 0, X(0) = - 1, Y(0) = 2.

(c) X’  + 3Y’ + Y = lJ, Y’ - x = Y.  X(0) = 0. Y(0) = 1.

(d)  X’  - 3 X  - 6 Y  = 27t’.  X ’  +  Y ’  - 3 Y  =  5r’.  X ( 0 )  =  5 ,  Y ( 0 )  = - 1.

2. Resuelva usando transformadas de Laplace.

ta)  ‘g[-y = -2y.  ;;  = y - ;;,  X(0) = 0, X’(0) = 10, Y(0) = 5

(b)  Y” = X - 2, X” = Y + 2, X(0) = 0. X’(0) = 1. Y(0) = 2, Y’(0) = -3

3. Resuelva X’ + Y’ = cos t,  X + Y” = 2, X(x) = 2, Y(0) = 0, Y’(0) = + por transformadas
de Laplace  [Sugerencia: Haga X(0) = c y luego resuelva para CJ

EJERCICIOS B

1. Trabaje el Ejercicio lB, página 452, usando transformadas de Laplace.

2 . Resuelva X’ = X + Y + 2,  Y’ = 2X + 5Y+ 32, 2’  = 3X + 9Y  + 52 sujeto las condicio-
nes X(Q) = - 2, Y(0) = - 1 , Z(0) = 3.

3. Trabaje (a) el Ejercicio 1 (g)A, página 451, (b) el Ejercicio 6A,  página 452, usando
transformadas de Laplace.

4. Use transformadas de Laplace  para trabajar (a) Ejercicio lA, página 479, (b) Ejer-
cicio 2A,  página 479, (c) Ejercicio 3A,  página 479, (d) Ejercicio lB, página 479,

d2J5. Resuelva ‘i;’  = J + 4e-2t, __ =
dt2

x - e-”  donde x(0)  = y(O)  = s’(0)  = f(0)  = 0.

EJERCICIOS C

1. Trabaje el Ejercicio lC,  página 452, usando transformadas de Laplace.

2. Use transformadas de Laplace  para trabajar (a) Ejercicio 4C,  página 456, (b) Ejer-
cicio 5C, página 457, (c) Ejercicio 6C, página 457.

3. Trabaje el Ejercicio lC,  página 480, usando transformadas de Laplace.

4. Resuelva el sistema de ecuaciones (ll), página 483, sujeto a las condiciones (13)
usando transformadas de Laplace.

Mhtodo  de las soluciones complementaria y particular

Cuando resolvimos un sistema lineal de ecuaciones diferenciales por el
método de eliminación (ver página 441,  llegamos a uha ecuación diferencial li-
neal ordinaria individual. Luego encontramos las soluciones complementaria y
particular de esta ecuación individual y de ellas su solución general. Usamos
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luego esta solución general para resolver el sistema de ecuaciones dado. La pre-
gunta que naturalmente surge es de si podemos obtener soluciones complemen-
tarias y particulares del sistema sin primero usar la eliminación. Para ei  sis-
tema de ecuaciones lineales

4,(D).\-  + @I( = f-,(t)
Mas + $z(D)?~  = f-2(r) 1 (1)

donde D E d/dt, esto equivaldría a encontrar la solución general del sistema
complementario de ecuaciones

[obtenido de (1) al remplazar los lados derechos por cero], el cual podemos
llamar la solución complementaria xc, y, de (l),  y luego encontrar una solu-
ción particular xp, y,  del sistema dado (1). La solución general requerida
de (1) debería entonces estar dada por

s = x, +  xp,  v = y, + y,.

Como en el caso de uná ecuación diferencial ordinaria individual, hay dos
teoremas que son de fundamental importancia.

Teorema 1. Sea xc, 31,  la solución general del sistema complementario (2),
Y Xp7 Y,  Cualquier  solución particular del sistema dado (1). Entonces la so-
lución general de (1) está dada por

x = x, + xp, y=L’,+v
-P

(3)

Teorema  2 .  ( P r i n c i p i o  d e  s u p e r p o s i c i ó n ) .  Sea  X1,  Yr; X2, Yz;. cual -
quier  numero de soluciones del sistema complementario (2), y sean <Y  1,  ~2,.
contantes arbitrarias.
Entonces .x  = %lX1  + x2x2  + . . ‘, I‘ = X,!‘, + xzy2 + . (4)

es también una solución de (2).

Las pruebas de estos teoremas son fáciles y muy similares a aquellas para
ecuaciones lineales individuales (ver la página 169).

Prueba del Teorema 1. Por las definiciones de x,, y, y xp,  yp, tenemos

(1) 4,(D).? +  $l(D)J, =  0, (3)  ~1@)-~,  + ~,(~b,  = F,(f)

0) qw)-% +  $2mYc  =  0, (4)  452uwu, + $2mu, = F,(t)

Sumando las ecuaciones (1) y (3) y luego las ecuaciones (2) y (4), respectiva-
mente, y haciendo uso de la linearidad de los operadores, encontramos

ddW4.c  + .Y,) + $z(D)(yc + I’J = f’z(f)

lo cual muestra que (3) es una solución de (1). Esto en general será la solución
general como lo podemos ver de la Observación 1, página 445, y del hecho de que
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el número de constantes arbitrarias en x, + x,, y, +y,  es el mismo como en
xc>  Yc-

Prueba del Teorema 2. Por las definiciones de x1, y,  ; xg, y2  ;. ,
tenemos

Multiplicando la primera ecuación en cada uno de estos sistemas por CY  I, cyq,
” ‘7 respectivamente, y sumando, usando la linealidad de los operadores, te-

nemos
q5,(D)(x,x,  +  %2S2  +  ” .) +  $,(D)(x,s, +  X2.Yl +  .  .) =  0 (7)

Haciendo lo mismo a cada una de las segundas ecuaciones en (6), tenemos

q’~~(D)(x,s,  +  ñ2.y2  + 9 + $z(D)(z,.~,  +  x~.Y~  +  .) =  0 (8)

De (7) y (8) vemos que (4) es una solución de (l), la cual prueba el teorema.
Aunque los resultados anteriores se han enunciado para el sistema (1) que

involucra dos ecuaciones con dos incógnitas x y y, ellos se cumplen también
para sistemas que involucran n ecuaciones con n incógnitas, donde n > 2. Para
ilustrar los procedimientos que intervienen en encontrar soluciones en el caso
de n incógnitas, podemos usar el caso de dos incógnitas puesto que los procedi-
mientos para ambos casos son esencialmente idénticos. También nos concen-
traremos en los casos donde los operadores involucrados son polinomios en D E
d/dt  con coeficientes constantes como en el Capítulo cuatro aunque los teo-
remas anteriores también son válidos para coeficientes variables. Puesto que
el hallar la solución general del sistema complementario (2) es básico para ha-
llar la solución general de (l),  dirigimos primero nuestra atención a la cuestión
de hallar la solución complementaria.

9.1 (COMO ENCONTRAMOS LA SOLUCION COMPLEMENTARIA?

Consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva el sistema de ecuaciones
(20  ~ 2)s + (D - 7)~ =  0

(30 - 2).x + (20 - 8)~ = 0

Para una ecuación diferencial individual @(D)y = 0, D E d/dt,  recordamos
que buscamos soluciones de la forma y = emx  y luego determinamos valores
de la constante m a partir de la ecuación auxiliar. Hacemos lo mismo para el
sistema (9), asumiendo que existe una solución de la forma

x = ae”“. rj = &” (10)
donde m, a, b son constantes indeterminadas por el momento. Usamos dos
constantes a y b puesto que es altamente improbable que tengamos los mismos
coeficientes en (10). Si sustituimos (10) en (9), encontramos después de dividir
por emt  # 0,
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(2111  ~ 2)</  + (m ~ 7)h =  0
(3w  - 2)o + (2/?1  - 8)h =  0 i (11)

Note que (ll) formalmente se obtiene de (9) al remplazar D por m, x por o,  y
y por b, una observación que es útil con frecuencia para ahorrar tiempo. Ahora
las ecuaciones (ll) tendrán una solución no trivial para a y b (esto es, una en
la cual a y b no son ambos cero) si y sólo si el determinante de los coeficientes
de a y b en (11) es cero, esto es,

2111 - 2 /?l - 7
?/?I  - 2 2111  ~ 8

= o (12)

Esto da /i7?  + 3/iI +  2 = 0 0 111  = - 1. -2

Note que esto corresponde a la ecuación auxiliar del Capítulo cuatro y las raí-
ces de la ecuación auxiliar. Para este caso las raíces resultan ser reales y dis-
tintas, pero podrían haber sido iguales o imaginarias. Hay dos casos para exa-
minar.

Caso 1, m = - 1. En este caso las ecuaciones (ll) dan - 4a - 8b = 0,
-5a - 10b  = 0, las cuales ambas llevan a u  = - 2b. Si hacemos b = c r, una
constante arbitraria, entonces u  = - 2c,.  Esto nos lleva a la solución

.Y  = -2c,r~  l. J‘ = <.,(J-’

Caso 2, m = - 2. En este caso las ecuaciones (ll) dan - 6u  - 9b = 0,
-Bu  - 12b = 0, las cuales ambas llevan a u  = i $ b. Para evitar fracciones,
escribamos b = 2c2  donde cg  es otra constante arbitraria, de modo que u  =
-3c,. Esto nos lleva a

z = - 3c& 2’. j‘  = 2c,F2’

Debido a que las sumas de soluciones son también soluciones, tenemos

.y = -2(.,p-l - 3(.&If, j‘  = (.,(y’ + I(.&” (13)

lo cual se puede chequear como la solución deseada por sustitución directa en
(9).

Algunas observaciones se deberían hacer acerca del procedimiento anterior.

Observación 1. A diferencia con el método de eliminación, el número
apropiado de constantes arbitrarias en (13) se obtiene automáticamente. Así
no tenemos que preocuparnos por encontrar relaciones entre las constantes, co-
mo se requiere si se usa el método de eliminación.

Observación 2. Como se observó en los Casos 1 y 2 anteriores, un valor
de m conduce a dos ecuaciones equivalentes involucrando u y b. Necesitamos
obtener sólo una. Algunas veces, sin embargo, puede que valga la pena obtener
ambas como un chequeo al trabajo.

La técnica acabada de considerar es claramente aplicable cuando las raí-
ces son reales y distintas. Una pregunta que podemos hacer ahora es, Lqué  pa-
sa si las raíces están repetidas ? Examinemos esta situación en el siguiente
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PROBLEMA 2 PARA OISCUSION

Resuelva el sistema de ecuaciones

Con el procedimiento habitual de hacer x = aemt,  y = bemt,  obtenemos

IIILI  + (3,n  + 1)b = 0
(m + 2)u + (m + 3)h  = 01

(15)

Así, si deseamos una solución no trivial para a y b, debemos tener
nz 3nz + 1 =
117  + 2 m+3

0, esto es, ma + 2m + 1= 0 y m = - 1, - 1

Caso 1, m = - 1. Colocando m = - 1 en la primera ecuación de (15), en-
contramos -a - 26 = 0 ó a = - 26, lo cual también se obtiene de la segunda
ecuación de (15). Tomando así b = c , , a = - 2c 1, vemos que una solución es

x = - 2c1e-‘, )’ = ele-’ (16)

Ahora obviamente no tiene sentido considerar m = - 1 de nuevo como Caso 2,
pues parecería que estuviéramos atrancados en este punto. Sin embargo, al  re-
cordar la situación similar en el Capítulo cuatro, podemos ser llevados a mul-
tiplicar los resultados en (16) por t, usando sólo una constante diferente CP,  Y

esperamos que
.x = -2c,teC’, y = c2fe-’ (17)

será también una solución. Desafortunadamente, si sustituimos la solución
asumida (17) en las dos ecuaciones de (14),  nos conduce, respectivamente, a
c*e-t = 0 y - c,e-t = 0, mostrando que (17) no es una solución. El hecho de
que obtuvimos c2  e-t y - cq  e - t en lugar de cero, sin embargo, sugiere la
posibilidad de que deberíamos añadir múltiplos constantes apropiados de e-t
a x y y en (17),  esto es,

.Y =  -2c,te-’ +  K,e-‘, JS  = c2teCf  + Kze-’ (18)

y luego determinamos las constantes K, y K, de modo que (18) sea una so-
lución de (14).

Entonces c,e-’ = K,e-’  + 2K,eC’. -(.2e-r = -Klee’  - 2K,e-’

De cada uno de los resultados en (19) obtenemos

(19)

K,  + 2K,  = c2 (20)

lo cual muestra que fue necesario sustituir (18) en solo una de las ecuaciones
en (14). El resultado (20) también muestra que podemos usar cualesquiera va-
lores para K, Y K, que sean consistentes con (20).  Por ejemplo, escojamos
K, =cl> K, = cz - 2c 1. Para este caso obtenemos de (18)

‘í  =  -2c,e-’ - 2c,te-’  +  c2eCf, y = cle-’ + c2te-’ (21)

lo cual es la solución deseada.

504 Capítulo diez



Hemos tratado así los casos de raíces reales, raíces distintas y raíces re-
petidas. Por analogía con el Capítulo cuatro, trataríamos ahora el caso final
donde las raíces pueden ser imaginarias. Para ilustrar el procedimiento en es-
te caso, consideremos el siguiente

PROBLEMA 3 PARA DISCUSION

Resuelva el sistema de ecuaciones

Colocando x =aem’,  y = bem’  en (22), encontramos
(4m  + 1)rr  + (Zr?1 -t 7)h = 0

(~71  - I)U + (177  + 1)b = 0

Para obtener soluciones no triviales de a y b, debemos tener

(23)

4m + 1 2177 + 71
=

1 11
o

r77+ ’
esto es, rnz +4=0 y m = +2i

117 -

Caso 1, m = 2i. Colocando m = 2i en la segunda de las ecuaciones (23)
la cual aparece más simple que la primera, obtenemos (2; - l)a + (2; + l)b = 0,
de modo que

2i+ ‘b = _ (2i + 1)(-Z - 1)
u= -2j- 1 (2i  _ lj(-mb = -3í_ b

Por supuesto este mismo resultado se hubiera obtenido si usáramos la primera
ecuación. Haciendo b = 5c 1, donde c1 es una constante arbitraria, tenemos
a = (3 - 4i)c 1 . Una solución correspondiente a esto es

s = -(3 - 4i)c,e2”, 1’ = 5c,p (24)

Caso 2, m = - 2i. Iríamos ahora sobre el mismo procedimiento como en el
Caso 1. Sin embargo, es más fácil notar que los resultados serían los mismos co-
mo los del Caso 1 con i remplazado por -i, excepto que se usaría una cons-
tante arbitraría distinta, digamos cp.  Esto conduce a la solución

.Y  = -(3 + 4i)cpK  “‘, y = 5c2e-2’1 (25)

De estos dos casos tenemos así la solución deseada

x = -(3 - 4i)c,e”’  - (3 + 4i)~,e~~“, j‘  = 5c,e2i’ + 5(,2e-2ir (26)

Esta es realmente la solución general. El único inconveniente es que no es una
solución real. Podemos, sin embargo obtener una solución real de ella. Para ha-
cer esto hacemos uso de las identidades de Euler (ver página 178) para escri-
bir (26) como

x = -(cI + c,)(3  cos  2t + 4sen2r)  - i(c, - c2)(3sen  2t - 4 cos  ?r
v = 5(c, + c2)  cos 2t + 5i(c,  - cz)sen2t (27)

Ahora puesto que c, + Ch  e i(c,  - cj) son también constantes arbitrarias, po-
demos denotarlas, respectivamente, por A y B, de modo que (26) se puede es-
cribir en forma real como
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x = - .4(3  cos Zr  + 4 sen-r) - B(?sen?t  ~ 4 cos

j‘ = 5A  cos 2t -t  .5Bsen?f

la cual es la solución deseada de (22)

21)
1 (28)

Observación 3. Hay una manera abreviada para obtener (28) directa-
mente de (26). Para ver esto primero observamos que

-(3  - 4j)p”’  = -(3  - 4i)(cosZf  + isen?tl
= -(3 cos Zr  + 4sen2t)  - i(3sen7r - 4 cos 71)

&,zit = S(cos  21 + isen&)  = 5 cos Zr + 5 isen’r
(29)

Hacemos ahora uso del siguiente

Teorema 3. Si x1, yI es una solución de (2), entonces

Re (x1),  Re (YJ Y Im (x,),  Im (J‘~)

donde Re e Im denotan las partes real e imaginaria, son dos soluciones inde-
pendientes de (2), y su solución general está así dada por

x = A Re (s,) + B Im (.Y~). .v = A Re (J.,) + B  Im (J.,)

donde A, B son constantes arbitrarias

De este teorema y (29) vemos que la solución general de (22) es

(30)

.Y  = - A(3 cos 2f + 4senIr)  - B(? senlt - 4 cos 31).  J‘  = 5.4 cos 2t + 5B  cos It

coincidiendo con (28). Una prueba del Teorema 3 no es difícil y se deja al Ejer-
cicio 3A, página 509.

9.2 (COMO ENCONTRAMOS UNA SOLUCION PARTICULAR?

Si el sistema lineal de ecuaciones diferenciales que hay que resolver tie-
ne la forma (2), página 501, entonces la solución complementaria la cual ya se
ha considerado es claramente la solución general deseada. Sin embargo, para
el sistema (1) en el cual los lados derechos no son ambos iguales a cero, debe-
mos además hallar una solución particular. Como en el Capítulo cuatro, hay
tres métodos principales mediante los cuales se puede obtener una solución
part icular .

(a) Método de coeficientes indeterminados.
(b) Método de variación de parámetros.
(c ) Método de operadores.

Como hemos visto, los métodos (a) y (c) sirven solo para tipos limitados de fun-
ciones, tales como polinomios, exponenciales, etc.* Sin embargo, el método de
variación de parámetros (b) sirve para todos los casos. Por tanto concentrare-
mos nuestra atención en este método. Para ilustrar el procedimiento involu-
crado, consideremos el siguiente

*El método de operador para determinar soluciones particulares de sistemas de ecuaciones
Para tales  funciones es esencialmente como el mostrado en el Ejemplo ilustrativo 3, página 447.
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PROBLEMA PARA OISCUSION

Resuelva el sistema de ecuaciones
(ID - 2).x  + (D - 7)).  = t - 1

(31)(30  - 2).\-  + (20  - Y)j,  = e-’

Ya hemos encontrado la solución complementaria de este sistema de ecuacio-
nes en la página 503 dada por

.y = -2c,le-’  - 3(,&“. j’ = (,,e-’  + 2c2e-” (32)

El método de variación de parámetros consiste  en remplazar  las  constantes
arbitrarias en esta solución por funciones arbitrarias de la variable indepen-
diente  del  mismo modo como en el Capítulo cuarto, y luego hallar estas funcio-
nes sustituyendo la solución asumida en (31). De (32) obtenemos

.y = -+,y - $,e 2’. j’ = ;‘,e -f  + 2;‘,+-2’ (33)

donde Y,  , Yo son funciones de t las cuales deseamos determinar. Usando (33)
en (31)  y  denotando por  Y’,  ,  Y’~ las  der ivadas  de Y,, y1 con  respec to  a  t
encontramos después de simplificar

3;s;e-’ + +;e-2’ = 1 - t. 4;*;em’  + 5y;e-2’  = -g-r
(34)

Note que ningún término contiene Y,  ni Yo, lo cual no es sorprendente en vis-
ta del hecho de que para las constantes y1 y ya (33) es la solución complemen-
taria de (31). Esta observación ayuda considerablemente en reducir el traba-
jo involucrado en obtener las ecuaciones (34). Si resolvemos para Y’~ y Y’-
de (34) encontramos

-/; = 5te’  - 5e’ - 4, ;;; = 3p’ - 4t(p  + 4$f

Entonces por integración, omitiendo la constante de integración

Y’l = 5te’  - IOr’  - 41, ;‘2  =  3e’ - 2te2’  +  3e2’ (35)

Usando (35) en (33) y sumando la solución complementaria (32), encontramos

z =  -2clC’ - 3c2em2’  +  8tem’  - 9~~ - 4 t  + l l ,
(36)

j‘  =  c,,e-’  + 2c,em2’  - 4tC’  + 6e-’  + t - 4

la cual es la solución general deseada. Se debería notar que si hubiéramos in-
cluido las constantes arbitrarias de integración en (35) también hubiéramos
obtenido la solución complementaria.

9.3 RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO

Vale la pena resumir el procedimiento a usar al resolver sistemas lineales
de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes por el método de las
soluciones complementaria y particular.

1. Escriba la ecuadn  complementaria. Esto se hace remplazando
por cero los lados derechos de cada ecuación en el sistema, asumiendo que aún
no es cero.
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II. Encuentre la solución complementaria. Para hacer esto, asuma
soluciones de la forma x = aemf,  y = bemt obteniendo una ecuación de de-
terminante para m. Luego encuentre los valores de m que son raíces de esta
ecuación y usándolas determine a y b en términos de constantes arbitrarias.
Tres situaciones pueden surgir.

1. Las raíces son reales y distintas. En este caso la solución complemen-
taria se puede escribir inmediatamente.

2. Las raíces están repetidas. Si las raíces son m,, m, por ejemplo, mul-
tiplicamos la solución original x = aemIr.  y = bemlt  por t y sumamos múlti-
plos constantes de e”l’ para obtener una nueva solución asumida

x = ute”‘!  + K ,p”“‘. y =  htr”” +  K2e”“’

donde K, y K, se deben determinar por sustitución en una de las ecuacio-
nes complementarias del sistema.

3. Las raíces son imaginarias. En este caso usamos el hecho de que las
partes reales e imaginarias de las soluciones son también soluciones.

III. Encuentre una solución particular. Esto se puede hacer usan-
do el método de variación de parámetros, esto es, remplazando las constantes
arbitrarias por funciones arbitrarias de t, las cuales se deben luego determi-
nar a partir del sistema dado. La solución general deseada se obtiene enton-
ces sumando las soluciones complementaria y particular.

El procedimiento anterior es válido con menores modificaciones para sis-
temas con n ecuaciones lineales con n incógnitas donde n > 2. Sin embargo,
para valores grandes de n, los cálculos llegan a ser algo laboriosos. Está dispo-
nible un método que usa matrices, el cual discutiremos en el Capítulo once, y
que reduce el trabajo. Sin embargo, una de las principales razones para usar
matrices es desde el punto de vista teórico, puesto que los valores de m resul-
tan ser los valores característicos, o como con frecuencia decimos los eigenva-
lores, de una matriz. La teoría es análoga a la Teoría de Sturm-Liouville del
Capítulo ocho.

EJERCICIOS A

1. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas y determine la solución que satisfaga
las condiciones dadas.

(4
,D + 6)x + (30  + 2)~ =  0

,D + 5)x + (30  + 3)v  =  0
; x(O)  = 2.  y(0)  =  4

(b)
(D ~ 1)x + ,3D  + 7)1’  = 0

,?D  + 1)x + ID + 5)~‘  = 0

(c, fD  + 5)x  + (30 - 1I)y = 01

,D + 3)x + (D - 7)~ = Oi

(di
,D - 2)x  + 4-y = 0

3x + (ZD  + 1)~  = 0
,e, (D + 31.x  + 2y = 01

3x + ,D + 1))~  = O(

(0
,D + 41x + (3D + 4)~’  = o
,L>  + 2)~ + ,>D  + 2)~ = 0 i

.x(O)  = ~ 1.  1’(O)  = 6
’
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Ix - (D + 5)y = 0 (20 -(9
:x(o)  =  0 ,  y ( 0 )  = - 10 (3

6)x + (30 - 2)y = 0

(D + 1)x + ly  = 0 (70  f 4 ) x  +  (70  +  20)~  = 0

2. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas usando el método de la solución com-
plementaria-particular y determine la solución que satisfaga cualquiera de las con-
diciones dadas.

ta)
(D  + 1)x  + 2y = 8

2x + (D - 2)y = 2eC’ - 8 1
(b)

Dx + ?y = bt>”
x + (D  _ l)y  = 2~2’ : x(O)  = 7. Y(O)  = 1

-

(c)
(D - Ox. + (2D  + 7)~ = 3(t  - 5)

(20  + 1.)x  -t (D + 5)y = or  - 7
x(o) = ()  y(o)  = -3

. ’

(d)
(D + 3)x - (D + 1)~  = 0

1,

( D  +  2 ) x  + (D +  1)y =  locos  t

(20  - 9 ) x  + (D  + 4 ) y  = 15r-“’ ‘e) (D + y)x  + (20  + 3)y = 6

3x - (D + =
2)y

8f
(0 1 (P)

(2D - 1)x - (D - 1)y = 4fe-’ - 3e-’

( D  - 2 ) x  +  y  = 16~ (D + 4 ) x  - (20  +  4)y  =  2te-’  - 6r-’

(h)
(2D  - 1)x  + (70  +  3)y  =  90Sen2t

(D’-  5 ) x  + (80  - 3)y  =  0

3. Pruebe el Teorema 3, página 566.

EJERCICIOS 6

1. Pruebe (a) Teorema 1, (b) Teorema 2 y (c) Teorema 3 para sistemas de tres o más
ecuaciones diferenciales lineales.

2. Trabaje (a) Ejercicio 2(a)A,  (b) Ejercicio 2(d)A,  (c)  Ejercicio 2(f)A  usando operado-
res para obtener una solución particular.

3. Muestre cómo se puede usar el método de coeficientes indeterminados trabajando
(a) Ejercicio 2( a)A, (b) Ejercicio 2(d)A,  (c) Ejercicio 2(f)A.

4. Trabaje (a) Ejercicio 2( b)A, (b) Ejercicio 2(d)A,  (c) Ejercicio 2(f)A  usando métodos
de operador o de coeficientes indeterminados para hallar una solución particular.

5. Explique cómo se puede usar el método del texto para resolver los sistemas:

(ver ecuaciones (4), página 440), (b) Ejercicio 3A,

página 451.

EJERCICIOS C

1. Resuelva usando el método de la solución complementaria-particular.

( D  - 5).x-  +  D y  +  2: =  24~~‘, (D - 1)x - y = 0. (5D  - Il)y +  (20  - 2):  =  0

2. Trabaje el Ejercicio 1 usando el método de coeficientes indeterminados o el método
de operadores para hallar una solución particular.

3. Trabaje (a) Ejercicio 5(a)B,  (b) Ejercicio 5(b)E  expresando primero los sistemas co-
mo sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

4 . Resuelva el Ejercicio 6A,  página 452, usando el método de la solución complementa-
ria-particular.
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El concepto de una matriz

1.1 INTRODUCCION

En el Capítulo diez, página 500, obtuvimos soluciones de sistemas linea-
les de ecuaciones diferenciales por el método de la solución complementaria
y particular. Si el número de ecuaciones es grande, el método puede ser algo
laborioso. Sin embargo, esta labor se puede reducir al introducir-la idea de
matrices, las cuales se pueden considerar como generalización de vectores.

Aunque tal reducción de trabajo es desde el punto de vista práctico una
motivación para el estudio de matrices, mayores beneficios se obtienen des-
de el punto de vista teórico. Esto es con frecuencia el caso cuando aplicamos
matemáticas a un problema práctico. Las matemáticas por sí solas resultan
ser más interesantes y gratificantes que el problema original. Afortunadamen-
te, el recíproco también es cierto, y así tal vez lo mejor es disfrutar lo mejor
de ambos mundos.

1.2 ALGUNAS IDEAS SIMPLES

Puesto que no todos los estudiantes se han enfrentado con matrices en
cursos previos, presentaremos los aspectos más importantes que se necesi-
tan de ellas en relación a nuestra discusión con ecuaciones diferenciales li-
neales. Para los estudiantes que han estudiado matrices, tal presentación
puede considerarse como un repaso de los fundamentos.

Tal vez la mejor manera de introducir la idea de matrices es considerar
sistemas de ecuaciones lineales tales  como los que se estudian en álgebra ele-
mental, por ejemplo

3x ~ 2v + 5: = 7
3-Y  + 1’  - I = - 6 (1)

4.X  - 3J + 2: = - 5 1

donde x: y, z son incógnitas que se deben determinar. Un método para resol-
ver tales  ecuaciones es la técnica de eliminación, lo análogo de lo que se dio
en la página 441 para resolver sistemas lineales de ecuaciones diferenciales.
Ocurre que el método se simplifica considerablemente cuando las ecuaciones
se expresan en forma matricial. Describamos esto.

La solución de las ecuaciones (1) claramente depende de los coeficientes
de x, y, z en el lado izquierdo de las ecuaciones, como también de las cons-
tantes a la derecha. Podemos escribir estos dos conjuntos de números, deno-
tados por A y B, respectivamente, como

(2)

Llamamos A y B matrices, cada una separadamente se llama una matriz. Por
razones obvias A, que tiene tantas filas de números como columnas, se llama
una matriz cuadrada, mientras que B, que tiene sólo una columna de núme-
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ros, se llama una matriz columna. Los números restantes en (l),  esto es, las
incógnitas x, y,  z se puede11  escribir como una matriz columna dada por

usando la letra X para denotar esta matriz de incógnitas. Cada número en
una matriz se llama con frecuencia un elemento o entrada de la matriz.

En general, podemos pensar en una matriz como un arreglo rectangular
de números organizados en m filas y n columnas, la cual se puede indicar por

A =  (air)  =

1, “Hz 1 (42 ‘Lu, /

Aquí el número o elemento en la fila j y columna k está dado por a,, . Con fre-
cuencia llamamos la matriz (4) una matriz m por n ó de m x n, y podemos re-
ferirnos a m x n como el tamaño o dimensión de la matriz. Por ejemplo, A en
(2) es una matriz de 3 x 3 mientras que B es una matriz de 3 x 1. Podemos te-
ner por supuesto otras matrices además de matrices cuadradas y matrices
columna. Por ejemplo podríamos tener las matrices

(5)

donde R es una matriz de 1 x 3 o matriz fila y 5’ una matriz de 2 x 3. Note que
una matriz de m x n no es del mismo tamaño de una matriz de n x m a menos
que m = n, esto es, a menos que sea una matriz cuadrada.

En el caso de que A sea una matriz cuadrada podemos asociar con A el
determinante n x n o de orden n de A el cual se denota por det(A).  Debemos
por supuesto distinguir entre la matriz cuadrada y su determinante, la pri-
mera es un conjunto de números y el último es un simple número.*

Ejemplo 1. Si /4=(-,  q. L+ y;  -;

entonces det (A) = 14. det (B)  = -37

1.3 VECTORES FILA Y COLUMNA

Un vector en el espacio tridimensional se puede caracterizar por sus tres
componentes en las direcciones de los ejes positivos x, y,  Z. Podemos así con-
siderar a una matriz fila o columna como un vector fila o columna, respecti-
vamente. Por analogía un vector n dimensional teniendo n componentes se
puede representar por una matriz fila o columna con n elementos y se llama
un vector fila 0 columna respectivamente.

*para  definiciones y teoremas sobre determinantes ver el apéndice.
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Ejemplo 2. La matriz B en (2) es UII vector columna que representa a un
vector tridimensional con componentes 7, - 6, - 5. La matriz R en (5) es
un vector fila que representa a un vector tridimensional con componentes 3,
-- 2, 5. La matriz (- 4 2 - 3 5) es un vector fila y representa un vector cua-
dridimensional.

En cálculo se desarrollan varias operaciones con vectores. Por ejemplo,
para sumar dos vectores (teniendo las mismas dimensiones), simplemente
sumamos sus componentes. En terminología matricial esto equivale a

(u 1 (12 a,)  + (b, bz b,) = (UI + b,  II? + b, ((3  + h3) (6)

con un resultado similar para matrices columna. Similarmente, para multipli-
car un vector por un número real, a menudo referido como un escalar, simple-
mente multiplicamos cada componente por el número. En términos, de matri-
ces, esto equivale a

(.(LJI ci u3)  = (cu  (‘Uy c’U3) (7)

con un resultado similar para matrices columna. Las reglas (6) y (7) se pue-
den extender fácilmente a dimensiones mayores.

Ejemplo 3 (3 - 4 2) +  ( - 2 4 3) = (1 0 5)
I

-2(2 -1 4)=(-4 2 - 8 )

Otro concepto importante involucrando vectores es el concepto del pro-

ducto escalar, o como también se llama el producto punto, de dos vectores. El
estudiante recordará que éste está definido como la suma de los productos
de los componentes correspondientes de los dos vectores. Desde el punto de
vista de matrices, es conveniente expresar este producto escalar para vecto-
res n dimensionales en la forma

= a,b, + u2h2  + t. . + u,b, (8)

donde el primer vector está escrito como un vector fila y el segundo como un
vector columna.* Motivación por esta definición se da cuando miramos el
sistema lineal de ecuaciones (1) en la página 511. El lado izquierdo 3x - 2~  +
52, de la primera ecuación es el producto escalar de la primera fila de la ma-
triz A en (2) y la matriz columna X en (3), esto es,

(3 -2 5) .;

iì

= 3s - 2y + 5:

z

(9)

Enunciados similares se pueden hacer para los lados izquierdos de la segun-
da y tercera ecuaciones en (1). La multiplicación donde un vector columna
precede a un vector fila no está definida.

*Ver también el Capítulo ocho, página 356.
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1.4 OPERACIONES CON MATRICES

Podemos considerar una matriz de m x n con m filas y n columnas como
compuesta de m vectores fila cada uno de los cuales es un vector n dimensio-
nal o n vectores columna cada uno de los cuales es m dimensional. Así, de la
misma manera como tenemos un álgebra de matrices fila y columna, debería-
mos tener un álgebra de matrices en general. Guiados por el álgebra para vec-
tores, por tanto, presentamos las siguientes definiciones.

(a) Igualdad.. Dos matrices, digamos A y B, teniendo el mismo tamaño se
dice que son iguales, escrito A = B, si y sólo si los elementos correspondien-
tes son iguales.  En símbolos,  si  A = (C - Z , , ) ,  B= (b , , ) ,  entonces  A = B  s i
y sólo si alk  = b,,  para toda j y k.

Ejemplo 4

si sóloy si x = - 2 , a = 4, y = 1 , z = 3, u! = - 2 y b = 0.

(b) Multiplicación por un número real (escalar). Si A es una matriz
y c es un número (o escalar), entonces CA es una matriz cuyos elementos son
todos c veces los elementos correspondientes de A. En símbolos, si A = (a,,),
entonces CA = (ca,,).

(c) Adición. Si A y B son matrices del mismo tamaño, entonces su suma, de-
notada por A + B, es: una matriz cuyos elementos son las sumas de los ele-
mentos  correspondientes  de  A y  B . En símbolos, si  A = (a , , ) ,  B= (b,,),
entonces A + B = (alk + b,,).

(d) Sustracción. Si A y B son matrices del mismo tamaño, entonces su di-
ferencia, denotada por A-B es una matriz cuyos elementos son las diferen-
cias de los elementos correspondientes de A y B. En símbolos, si A = (a,k),
B= (b,,), entonces A -B = (a,, - b,&).  P o d e m o s  t a m b i é n  d e f i n i r  A - B
como A + (- 1)B  y usar (b) y (c).

(e) Multiplicación. Sean A y B matrices tales  que el número n de colum-
nas en A es igual al número de filas en B. Entonces el producto AB es una
matriz cuyo elemento en la fila j y columna k es igual al producto escalar del
vector fila j en A y el vector columna k en B. En símbolos si A = (a,,),  B =
(b,,), y C=AB=  (c,~),  entonces
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Ejemplo 8.
í

3
-1

r (3)(-2)  + (-4)(-3)  +  (.2,(l) (3)(l) +  ( - - 4 ) ( - l )  +  (2)(-2)

=  \(&1)(&2) + (C))(-3) + ( l ) ( l )  (-l)(l)  +  (0)(-l) +  (l)(-2)3=(:  -3)

Ejemplo 9. El producto obtenido al intercambiar las matrices en el Ejem-
plo 8 no está definido, porque en el producto resultante el número de colum-
nas de la primera matriz nc sería igual al número de filas de la segunda ma-
triz. Este ejemplo muestra que la ley conmutativa para la multiplicación de
matrices no se cumple en general, esto es, AB+ BA. Esto es cierto en gene-
ral aún cuando AB y BA existan ambas.

Observación. La definición de multiplicación de matrices requiere que
si A es una matriz de m x n y B es una matriz de p x q entonces debemos te-
ner n =p para que el producto AB exista. En tal caso decimos que A y B son
conformes. El producto AB es una matriz de m x q. Esto se puede indicar
simbólicamente por la regla de cancelación:

(rn x ,d)(ff  x lr)  -+ ItI x y.

Si una matriz se sustrae de sí misma, el resultado es una matriz cuyos
elementos son todos iguales a cero, llamada la matriz  cero o nula y denotada
por el símbolo 0. La matriz cero puede tener cualquier tamaño  o dimensión.

La matriz cero o nula actúa en álgebra matricial como el cero del álgebra or-
dinaria.

Con el objeto de tener una matriz que actúe como el uno o unidad de! ál-
gebra ordinaria, introducimos una matriz unidad o identidad definida por

/ 1 0 “’

la cual es una matriz cuadrada con unos en la diagonal de la izquierda supe-
rior a la derecha inferior, llamada la diagonal principal, y ceros en otras par-
tes. Si el producto IA o AI existe, el resultado es A (ver el Ejercicio 6B).

Ejemplo ll. *

(:, 1)(.-T -:) = (
(l)(4)  +  (0)(-l) (l)(-2) +  (O)(3)

(Q(4) + (l)(--  1) (O)(-2)  + (l)(3) )=(-:  -i)

La siguiente lista proporciona algunos resultados importantes en rela-
ción a matrices, los cuales se pueden considerar corno teoremas. En todos 10s
casos asumimos que las operaciones indicadas están definidas y todas las
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letras denotan matrices.
1. A+B=B+A Ley conmutativa para la adición
2. ‘4 + (B + C)  = (‘4 + B) + c Ley asociativa para la adición
3. AB # BA  en general Ley conmutativa para la multiplicación

no se cumple
4. A(K)  = (AB)C Ley asociativa para la multiplicación
5. A(B +‘C)  = AB + AC Ley distributiva
6. A + O = A
7. AO =  OA =  0
8. Al = IA = A

En muchas situaciones prácticas tenemos necesidad de matrices cuyos
elementos son funciones, tal como por ejemplo

i
1’ 6~~’ sen3r’

4 3 2” !
en la cual los elementos son funciones de t. Las reglas de operación con tales
matrices son exactamente las mismas a las ya dadas. Además, sin embargo,
como se podría esperar en aplicaciones a ecuaciones diferenciales, necesita-
mos definir la derivada de una matriz. Hacemos la siguiente

Definición 1. Si A es una matriz cuyos elementos son funciones diferen-
ciables  de t, entonces la derivada de A con respecto a t, denotada por dA,/dt,
es una matriz cuyos elementos son las derivadas de los elementos correspon-
dientes de A. En símbolos, si A = (ulk),  entonces

(11)

Ejemplo 12.

Podemos también definir integrales de matrices.

Definición 2. Si A es una matriz cuyos elementos son funciones integra-
bles de t, entonces la integral de A con respecto a t es una matriz cuyos ele-
mentos son las integrales de los elementos correspondientes de A. En símbo-
los, si A = (a,,), entonces / \

(12)

E j e m p l o  1 3 .  S e a  =  (c-’ -2 sent  3). 1

Entonces
s

A r/t = (-CI + (‘1  2 COS  t f <‘? 3t + c,)  = (-C’ 2 cos t 3t) + C

donde C = (cr cg  c,). Algunas veces C se llama una matriz constante
arbitraria,

Consideremos algunos ejemplos ilustrando varias operaciones con ma-
trices.

516 Capítulo once



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Exprese el sistema de ecuaciones lineales (l),  página 511, en forma ma-
tricial.

Entonces usando la definición de multiplicaiión  e igualdad de matrices, po-
demos escribir el sistema en la forma AX = B.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

S i  A= muestre que AZ  - 3A - 41 = 0.

Solución Tomando A‘J  =AA,  tenemos

A2-3A-41=(-i  -;)(-; -:>-3(-i -:)-4(; 0)

=(-ti  -:)+(-fg -:)+(-u -:)=(o  o)=o
EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Escriba en forma matricial el sistema de ecuaciones diferenciales
dx dJzi + 2J - z = t2 - 1, - - x + 1’  + 3z = 0,

dz
dt -

z + x - 2~ = 4eé2’ (13)

Solución El sistema dado (13) se puede expresar de acuerdo a la definición
de igualdad de matrices como

i%;  f ;;2:.o_i  = [;eitlj (14)

donde por brevedad hemos  usado D E d/dt  . Usando la definición de adición
de matrices, el lado izquierdo de (14) se puede escribir como una suma:

☯g  +  ☯-;;;i++☺  ó  fj +  i-p  -;  -gzj  l

donde hemos usado las definiciones de derivadas y producto de matrices.
Podemos así escribir el sistema dado como

(15)
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El siguiente es un teorema importante el cual será usado con frecuencia
en este capítulo. w

Teorema. Suponga que se da el sistema de ecuaciones lineales

A X  =  0 (16)

donde A es una matriz de n x n cuyos eleméntos son constantes dadas, y X
es un vector n dimensional con elementos desconocidos x, , x2,. , x,  .
Entonces el sistema tiene soluciones no triviales, esto es, X # 0, si y sólo
si det (A) = 0.

Ejemplo 14. Sea24  = 3if  zi {] y  X =  i’]. E n t o n c e s  A X = O  e s

equivalente al sistema de ecuaciones lineales

2.x - I’ + 2:  = 0
3s + 24’  - 2: = 0
x - 4~  + 6r = 0 1

2-l 2
Puesto que det  (A) =  3 2 -2=o

1

x,+-4

6

el sistema tiene soluciones no triviales. Dos de las infinitas posibles solucio-
nes no triviales son

4
x,  =  - 2 0[ )

- 14

Debido al teorema anterior llamamos una matriz A singular si det (A) = 0;
en otro caso, se llama no singular.

EJERCICIOS A

1. Desarrolle cada una de las siguientes operaciones indicadas para producir una
matriz equivalente
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2. Encuentre los valores de a y b para los cuales(2cc - h 4u + 3) = (u + b 3)

, encuentre 3A’  - 44  + 61.

4.  D a d o  q u e  A = (i -:],  B = (-i  o!.  y C = (i -f].  M u e s t r e  q u e

(u,  A + (B + C) = (A + BI + C. (h) A(B + C) = AB + AC. (c,)  A(BC)  = (AB)C

iQué leyes ilustran estos resultados?

5. Si A, B,  C son las matrices dadas en el Ejercicio 4, determine si (a) AB = BA.
(b) A(BC) = C(AB). iQué conclusiones puede usted sacar de estas observaciones?

6. Exprese en forma matricial

7. Dado que A = cir:  2 ii:),  encuentre t$! - 2’I;: + 4t21.

8. Exprese los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales en forma matricial

9. Encuentre det (A) si: (a) A = (;  1;).  (b,  A = [;  -;  _ii.

10. Determine cuáles de los siguientes sistemas tienen soluciones no triviales, y de-
termine algunas de estas soluciones si existen.

3-Y + 2J. - z = 0

(b) x - 3~. + 21 = 0

2x + 5J ~ 3z = 0

EJERCICIOS 6

1. Si A, B y C son matrices del mismo tamaño, pruebe que (a) A + B = B + A. (b)
A+@+C)=(A+B)+C.

2. Pruebe que si A, B y C son matrices conformes entonces:

(a)  A(B + C) = AB + AC. (b) .4(BC,  = (AB)C.

3. Si A, B son matrices conformes cuyos elementos son funciones diferenciables  de
t, muestre que
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Ilustre tomando

4.

5.

6.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

520

Explique por qué el orden indicado es esencial.

¿Si  AX =AB, donde A, B, X se asumen conformes, necesariamente sigue que
X = B? Explique.

SiA= , determine, si es posible, los elementos en la matriz X =

de modo que AX = XA.

Muestre que si Z es la matriz identidad (lo),  página 515, y Aes  una matriz, enton-
ces si los productos ZA ó AZ existen, el resultado es A.

D a d o  A= @ I:j. B =  (-:

tenemos det (;QB)  = det (BA).

EJERCICIOS C

2
- 2!

muestre que aún cuando AB+ BA todavía

Pruebe el resultado indicado en el Ejercicio 1 si A y B son cualesquiera (a) ma-
trices de 2x 2, (b) matrices de 3x  3. El resultado se puede generalizar a matrices
de nx n donde n> 3.

Muestre que si A y B son cualesquiera determinantes de 2 x 2 tenemos det (AB) =
det (A) det (B) e ilustre usando los determinantes en el Ejercicio 1. (b) Extienda
el resultado de (a) a determinantes de 3 x 3 e ilustre con un ejemplo (el resultado
es cierto para cualesquiera determinantes de n x n). (c) Discuta la conexión en-
tre los resultados de (a) y (b) y los resultados de los Ejercicios 1 y 2.

Una matriz X tal que AX = Z donde Z es la matriz identidad o unidad se llama la

inversa de A y se denota por A- 1. Encuentre A - 1 si:

Muestre que la inversa de una matriz cuadrada A no puede existir si A es una ma-
triz singular.

Sea A = (aj,)  una matriz cuadrada, C = (c,,) una matriz cuadrada del mismo
tamaño cuyos elementos C,,  denotan los cofactores de los elementos, y Cr
es la matriz cuadrada obtenida  de C al intercambiar columnas y filas (con fre-
cuencia llamada la transpuesta de C). (a) Usando las matrices en el Ejercicio 4
ilustre el hecho que

.4CT=CTA=ZA  o A(f>=(T)A=l  dondeA=det(A)#O
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(b) Use (a) para mostrar que la inversa de una matriz no singular A está dada
,

por A - 1 =T:  donde A # 0 y use este resultado para trabajar el  Ejercicio 4. Es-

tos resultados se cumplen para matrices de n x n.
7. Resuelva el sistema de ecuaciones (l), página 511, usando matrices inversas. [su-

gerencia: Use el Ejemplo ilustrativo 1, página 517, para escribir el sistema como
AX = B y luego multiplique a la izquierda por A-  l .I

2 Ecuaciones diferenciales matriciales

Volvamos nuestra atención a mostrar cómo las matrices se pueden usar
para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constan-
tes por el método de la solución complementaria y particular. Hacemos un pa-
ralelo con la discusión de la página 500 para que el estudiante pueda ver las
relaciones entre ambos métodos. Como ya se mencionó, las matrices sirven
para simplificar el trabajo involucrado donde el número de ecuaciones es
grande.

Indicamos en el Capítulo diez, página 449, que todo sistema lineal de
ecuaciones diferenciales puede escribirse como un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden si queremos usar suficientes incógnitas. En el
caso donde, por ejemplo, tengamos tres funciones desconocidas de t, diga-
mos x, y,  z, tal sistema se puede escribir en la forma

$+ a11.x +  a,,y + a,,z =  F,1

dz
z + a31.x + a,,y +  a33z  =  F,

J
donde los a’s son constantes dadas y los lados derechos F,, F,,  F,  son
funciones dadas de t. El sistema (1) se puede escribir en forma matricial como

donde U=

i

.Y

Y
Z

du
lit+Au=F

como vemos al usar un procedimiento similar al del Ejemplo ilustrativo 3, pá-
gina 517. Si (1) se remplaza por un sistema de n ecuaciones lineales con n in-
cógnitas, donde n 12, la correspondiente ecuación matricial está aún dada
por (2), pero u y F son entonces vectores n dimensional y A es una matriz de
n x  n .

Entendemos por una solución de (2), por supuesto cualquier vector co-
lumna u el cual cuando se sustituye en (2) produzca una identidad. Para re-
solver cualquier sistema tal como (l),  debemos por tanto aprender cómo resol-
ver (2).

I

. .
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Por razones obvias, llamamos (2) una ecuación diferencial matricial lineal
de primer orden con coeficientes constantes.* La ecuación obtenida  de (2)
al remplazar el lado derecho F por 0, la matriz cero o nula, se llama por analo-
gía con los capítulos previos la ecuación complementaria y está dada por

La solución general de (4), la cual involucra un número de constantes
arbitrarias igual a la dimensión de u, se llama la solución complementaria de
(2), y como en los capítulos previos tenemos los siguientes teoremas funda-
mentales.

Teorema  1. Sea u, la solución general de la ecuación complementaria (4),
esto es, la solución complementaria de (2). Sea u, cualquier solución parti-
cular de (2). Entonces la solución general de (2) está dada por

u = u, + up (5)

Teorema 2. (Principio de superposición). Sea u, , up,. cualquier núme-
ro de soluciones de la ecuación complementaria (4), y sea c,, c2, cons-
tantes arbitrarias. Entonces

u = CIUj + C~lAZ + . . (6)

es también una solución de (4).

Pruebas de estos teoremas se dejan para los ejercicios.
Observación. Se debería notar que si deseamos la solución general de

la ecuación complementaria (4) donde u es un vector n dimensional necesita-
mos n soluciones independientes en (6). Como en el Capítulo cuatro, este con-
cepto de independencia requiere una discusión de Wronskianos, la cual se
da en la página 532.

En vista de los teoremas anteriores es claro que para obtener la solución
general deseada de (2) debemos encontrar la solución complementaria de (2),
o la solución general de (4), y también una solución particular de (2). Veamos
ahora cómo éstas se pueden encontrar.

3 La solución complementaria

Para encontrar la solución general de (4) o la solución complementaria de
(2),  hagamos la sustitución en (4) dada por

u = e’.‘c (7)

donde x es una constante y v es un vector columna n-dimensional constan-
te. Note que para n = 2, (7) equivale a hacer la sustitución x = aeAt,  y =
bext  en la página 502. Entonces (4) llega a ser

.
*Pudimos también llamar (2) una ecuación diferencial uectorial puesto que u es un vector

columna.
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o al dividir por ext # 0

(nr+ A)?  = 0 - (9)

donde I es la matriz identidad o unitaria. Ahora del teorema en la página 518,

sigue que (9) tendrá soluciones no triviales, esto es, IJ # 0, si y solo si

det (i.1  + A) = 0 (10)

Para la matriz (4) en la página 512 con m = n esto produce  la ecuación  &ter-
mincnte de orden n

(11)

3.1 EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

La ecuación determinante (l l)  es equivalente a una ecuación polinómica
de grado n en X. Esta ecuación, que es análoga a la ecuación auxiliar del
Capítulo cuatro, tiene n raíces no necesariamente distintas, digamos x 1, x2,

x“‘> n- Correspondiente a estas raíces habrá valores del vector columna u
obtenido de (9), y de estos valores de u se obtienen soluciones de la ecuación
matricial  (2).  Antes de ilustrar el  procedimiento, examinemos el significado
de la ecuación (9) la cual conduce a (10) u (11).

Podemos escribir (9) en la forma

AU  = -iv (12)

En el lado izquierdo de esta ecuación A es una matriz de n x n y u es un vec-
tor columna n  dimensional.  Una pregunta que naturalmente surge es sobre
el significado del producto Av. Claramente, Av es otro vector n dimensional,
de modo que podemos considerar a A como un operador o transformación que
cuando opera sobre u produce un nuevo vector n dimensional. Esta transfor-
mación en el espacio n dimensional se puede visualizar mejor si considera-
mos n = 3, por ejemplo. En tal caso podemos pensar que la matriz A de 3 x 3
toma al vector tridimensional u y lo transforma en otro vector tridimensional.
En el espacio tridimensional se puede pensar que tal transformación consis-
te de una rotación del vector, un alargamiento o contracción del vector, o po-
siblemente ambos. Para el caso general, donde n > 3, podemos considerar a A
como una rotación con un posible alargamiento o contracción de un vector n
dimensional, aunque tal visualización no es tan fácil como para n = 3.

En el caso de un vector tridimensional,  la multiplicación por un núme-
ro escalar - x representa un vector en la misma u opuesta dirección, depen-
diendo si el número -X  es positivo o negativo. En muchos casos, podemos
considerar a - xu como un vector paralelo a u. Esta misma idea también se
aplica al espacio n dimensional.

Con estas interpretaciones el problema de hallar los valores de x y sus
vectores correspondientes IJ equivale a hacer la siguiente

*
Pregunta. ¿Cuáles  vectores u en el espacio n dimensional son tales que

cuando sufren una transformación A  (rotación  y  alargamiento  0 contracción)
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se convierten en un nuevo vector (esto es, - xu)  paralelo al vector original te-
niendo magnitud 1 x 1 veces la del vector original?

Al responder la pregunta anterior estamos por supuesto buscando vecto-
res no cero o no triviales los cuales se pueden pensar como vectores propios.
Ahora debido a que mucho del trabajo sobre teoría de matrices fue hecho en
alemán en el cual la palabra para propio es eigen, los valores de x y los vec-
tores correspondientes v han llegado a conocerse por las palabras híbridas
eigenvalores y eigenvectores, respectivamente, y usaremos esta terminolo-
gía. La ecuación determinante (10) u (11) usada para hallar los valores de x
se llama la ecuación de eigenualor.* Hay varias observaciones que deberían
hacerse.

Observación 1. El hecho de que aparezca un signo menos en (12) sur-
ge simplemente porque hicimos u = e Xtv  en la ecuación diferencial matricial
(4) en la página 522. Si en vez hubiéramos hecho u = e- Xt~,  (12) habría sido
remplazada por Au = XV, la cual luce más estética.* En tal caso pudimos lla-
mar los X’S eigenvalores, pero ellos serían los negativos de los dados anterior-
mente. Hay algunas ventajas de usar la ecuación (12) debido a la analogía
con la teoria de Sturm-Liouville del Capítulo ocho, como lo discutiremos en
la página 542. Se debería notar que independiente del signo adoptado para
los eigenvalores no hay diferencias en los eigenvectores correspondientes, de-
bido a que cualquier múltiplo constante (o escalar) de un eigenvector es tam-
bién un eigenvector.

Observación 2. El problema de determinar x y v tales  que Av = - xu
(ó Av = XV) se puede considerar como un problema puramente algebraico (es-
to es, aparte de su conexión con soluciones de ecuaciones diferenciales ma-
triciales).  Por esta razón, nos referimos a los X’s y v’s como los eigenvalores
y eigenvectores de la matriz A. El problema de eigenvalores matriciales tiene
muchas ramificaciones teóricas importantes, algunas de las cuales se presen-
tan en los ejercicios y al final de este capítulo para aquellos interesados en
ellas. El estudiante que desee continuar un estudio adicional puede referirse
a los libros sobre teoría matricial.*

3.2 EL CASO DE EIGENVALORES  REALES DISTINTOS

Para ilustrar las ideas anteriores, consideremos el siguiente

PROBLEMA PABA DISCUSK)N

Resuelva el sistema dX
- - 2 x  - 64’ =
dt

0 1
(13)

*El estudiante que ha leído el Capítulo ocho notará la similitud en terminología con la da-
da aquí. Esta similitud se explorará más en las páginas 539545.

t Algunos autores expresan la ecuación diferencial matricial en la forma du/dt  = Au + F
para conseguir este objetivo. Sin embargo, ésta no es la forma ya usada al escribir ecuaciones di-
ferenciales de primer orden (ver página 53).

*Ver [ll], por ejemplo.
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El sistema dado es equivalente a la ecuación diferencial matricial

CiU
-  + Au =  0 .
dt

dondeLi=(:),A=(-i  -:) (14)

Colocando u = eXtu  en la ecuación diferencial dada o usando (lo),  tenemos

i.-2 - 6
(iI + A)r = 0 0 2 (15)

Ahora con  el objeto de tener soluciones no triviales u # 0, debemos tener

A - 2 - 6
= 0, esto es, j.2 + 3j, + 2 = 0 ó Á =

2 Á+5
- 1 , - 2

Así hay dos eigenvalores reales y dintintos A = - 1 y h = - 2.

Caso 1. x = - 1. Colocando x = - 1 en (15) y usanda  u  =
son constantes desconocidas, tenemos 0

z , donde a y b

(-2 -z)(h)=0 o -3a-6b=O,  2a+4b=O

De cualquiera de estas dos ecuaciones encontramos a = - 2b. En particular,
si b = 1,. entonces a = - 2. Así una solución de (15) correspondiente a x =
- 1  e s

v=v1= (16)

Usando u = ek’  v, esto produce una solución correspondiente a (14) dada
por

u=u1= (17)

Caa0 2. x = - 2. Colocando X = - 2 en (15) como en el Caso 1, encontramos

(-; -;)(;)  = 0 0 -4a-6b=O,  2a+3b=O

Así a = - $ b. En particular, si b = 2, tenemos a = - 3, de modo que

- 3
v=v2=

( >2

y una solución a la ecuación diferencial (14) es

- 3
u=u2= ( 12

e-2r (18)

Usando el principio de superposición, vemos de las soluciones (17) y (18) que
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es también una solución. Puesto que ésta contiene el número (dos) necesa-
rio de constantes arbitrarias, ésta es la solución general deseada. Podemos
escribir (19) como

X = -2c,e-’  - 3c2epZf, )’ = c,e -’ + 2c2em2’ (20)

Observación 3. Al obtener la solución general anterior, hemos asumi.
do la independencia lineal de las soluciones u r, u2  dadas por (17) y (18),
respectivamente. Esto se verifica en la página 532. Ejemplo 1.

Observación 4. El sistema (13) es equivalente al sistema (9) en la pá-
gina 502, y se obtiene la misma solución general. Podemos usar métodos ma-
triciales  para resolver (9), página 502, directamente como se muestra en el
Ejercicio 6( a)B.

3.3 EL CASO DE EIGENVALORES REPETIDOS

Consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva el sistema
;+3x+4y=o

i

(21)
dY--x-y=0
dt

Este sistema es equivalente a la ecuación diferencial matricial

g + Au = 0, dondeu =  (t),A  =  (-: -4)

La misma técnica de hacer u = eAtv  usada antes produce

(2 + A)c = 0 0 (? ‘Tl3 4
i” - 1

1 0 = 0

Así, para tener soluciones no triviales v # 0, debemos tener

i+3 4

- 1 i. - 1
= 0,esto  esr2  + 2jb + 1 = 0 ó i = - 1, - 1

o eigenvalores repetidos.

Caso 1. x = - 1. Colocando x = - 1 en (23) se obtiene

(2 -Z)(h) = 0 o 2a + 4b = 0, -a-2b=O

(22)

de modo que a = - 2b.  En particular, si b = 1, entonces a = - 2 de modo que

- 2
c=cl= ( >1
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y una solución a la ecuación diferencial es

(24)

Obviamente, no hace falta tomar el Caso 2, x = - 1, puesto que es de nuevo co-
mo el Caso 1. De acuerdo a nuestra experiencia con raíces repetidas podemos
ensayar como una posible solución

(25)

obtenida  de (24) al multiplicar por t. Sin embargo, al sustituir (25) en la ecua-
ción diferencial de (22), encontramos

(26)

lo cual muestra que (25) no es una solución. El hecho de que un término invo-
lucrando

-2 -f( >1 e

no se use en (26) nos lleva a asumir en vez de (25) la posible solución

donde K, , K, son constantes a determinar. Sustituyendo (27) en (22) da

Tomando K, = 0, de modo que K, = 1, vemos de (27) que una solución es-
tá dada por

~~=~,~=(-:)ie-~+(u)e~’ (28)

De las dos soluciones (24) y (28) y del principio de superposición obtenemos

(29)

como la solución general deseada.

Observación 5. Podemos mostrar que las soluciones (24) y (28) son li-
nealmente independientes por el método en las páginas 532-533

Observación 6. El sistema (21) es equivalente al dado en (14) en la pá-
gina 504, y las dos soluciones generales obtenidas son las mismas.

3 . 4  E L  C A S O  D E  E I G E N V A L O R E S  I M A G I N A R I O S

Consideremos el siguiente
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PROBLEMA PARA DISCUSION

El sistema es equivalente a la ecuación diferencial matricial

De esto encontramos

1,  + 3

(-- L

4

:
;-a v=o

2 1

(30)

(31)

(32)

de modo i. + 3 3que =
-4 +

0,esto esib + 4 = 0 0 2 = *2i
2 -

Tenemos así eigenvalores imaginarios.

Cuso 2, x = 2i. Colocando x = 2i en (32), tenemos

5 0 o (2i + $)a + $b = 0, -sa  + (2i - $)b =  0

Entonces a = (4i - 3)b/5.  En particular si b = 5, tenemos a = - 3 + 4i. Así

- 3  +  4 i
u=v1= ( >5

(33)

lo cual conduce a la solución de la ecuación diferencial (31) dada por

u=ul=
( >

- 3  + 4 i  e2it

5 (34)

Caso 2, x = - 2i. Podríamos colocar x = - 2i en (32) y proceder como en el
Caso 1. Es más fácil notar que podemos obtener la solución deseada para es-
te caso simplemente remplazando i por - i en (34). Esto lleva a la solución

- 3  - 4 i
u=u2= ( 15

e-2it

De (34) y (35) podríamos encontrar la solución general usando el principio de
superposición. Sin embargo esta solución está dada en términos de imagina-
rios y desearíamos que la solución fuese real. Podemos fácilmente probar que
la parte real de u I y la parte imaginaria de U, son soluciones (ver el Ejer-
cicio 4A). De (34) tenemos, al hacer uso de la identidad de Euler, página 178,
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(~3~4i)e2~r=[(~~)+i(~)][cos2t+isen2t]

= (-:)cosZt  - (z)sen*t  + i[(gm2t + (-:)Sen2t] (36)

Esto lleva a las soluciones

(-:)cosZt  - (z)senZt, ($cosZt  + (-:)sen2t (37)

así que por el principio de superposición la solución general es

u = cl[(-:)coS2f - (i)sen2t]  + c,[(i)cos2t  + (-:)sen2t]  (38)

Observación 7. Podemos mostrar que las soluciones en (38) son lineal-
mente independientes por el método en la página 532, de modo que (38) da so-
lución general.

Observación 8. El sistema (30) es equivalente al dado en (22) en la pá-
gina 505, y la solución general allá obtenida  es equivalente a (38).

3.5 UN PROBLEMA ALGO MAS COMPLICADO

Las ideas anteriores se pueden por supuesto extender a sistemas que in-
volucran matrices de n x n donde n > 2. Los métodos son esencialmente los
mismos, y la única dificultad que puede surgir es el trabajo involucrado en la
evaluación de determinantes de alto orden. Con el objeto de ilustrar el proce-
dimiento en tales  casos, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

R e s u e l v a  e l  s i s t e m a  n~X  dY

dt2  dt

--x+3y=ol

dx dy
dt+x+X-y=O

(39)

Para reducir éste a un sistema de primer orden, hacemos la sustitución$  = :.

Entonces el sistema dado (39) puede escribirse

dx dq’ dz
--z=o,  dt+x-)‘+z=o>  z+2y+z=Odt

Esto puede escribirse como una ecuación diferencial matricial de primer orden.

(41)
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d o n d e l l = ‘l A = (42)

Si ahora colocamos u = extu  en (41),
sional constante, se obtiene

(21  + A)r = 0 o (43)

Así, para obtener soluciones no triviales u # 0, debemos tener
i 0 - 1

1 i - l 1 = jb3 - 32 - 2 = 0, esto es, X = 2, - 1, - 1
0 2 i + 1

Caso 1, x = 2. Colocando x = 2 en (43) produce

= 0 0 2a, - a3 = 0, u1 + a, + u3 = 0, 2a, + 361, = 0

de donde a, = ta,, a2 = - da,.  En particular, si a, = 2, entonces a, = 1,
a2 = -3.

Así tenemos

y una solución correspondiente es

Caso  2, x = - 1. Colocando x = - 1 en (43) produce

de donde a,= -aS, a, = 0. En particular si a3 = 1, entonces a, = -

Así tenemos

y una solución correspondiente es

z-- 1

i 1

0
1

ll=u2  =
- 1i 10 e-’

1

(44)

(45)

2a, = 0

1, a, = 0.

(46)

(47)
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Puesto que el Caso 3, x = - 1 produciría la misma solución con el  Caso 2, de-
bemos usar el método para raíces repetidas dado en la página 526. Para este
propósito tomamos como solución

(48)

y buscamos determinar K,, Ka, K,. Sustituyendo (48) en (41) produce

0 K,  t K3  + 1 = 0, K ,  - 2K, + K,  =  0, 2K,  + 1 = 0

de donde K, = - 1 - K, , K2  = - $. Puesto que K,  es arbitraria, podemos es-
coger K3  = 0 de modo que K I = - 1. Así (48) da la solución

~=~~=~-~~r~-Itjrai~-~ (49)

Usando el principio de superposición, obtenemos de (45), (47) y (49) la solu-
ción general requerida.

1 (50)
1

u = (‘1 i 1-3 e2’ + c2
2

Esto es equivalente a

- 1
0
1

Y = cle2’ - c2e-’  - cjte-’ - cxe-‘,

J’ = -3c,r2’  - +c3eef, z = 2c,e2’  + c2eef  + cjtedl
(51)

Se debería notar que aunque (51) es la solución general para el sistema
(40), la solución general para el sistema (39) está dada por los valores de x
y y en (51), mientras que z, la cual es igual a ch/&, es ajena. A pesar de es-
to, sin embargo, (50) o su equivalente (51) puede ser útil cuando se den  con-
diciones iniciales. Por ejemplo, suponga que debemos resolver (39) sujeto a
las condiciones iniciales

.Y  = 5, 4’ = 2,
d‘c o-=
dt  )

en t=O (52)

Esto se puede usar para escribir (50) como

1

CI r 1-3 tc,
2

- 1
0 tc,

1
1

- 1
1l-.i =0

(53)

de donde podemos encontrar c,, ca, cJ
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3.6 INDEPENDENCIA LINEAL Y WRONSKIANOS

El uso del principio de superposición en los problemas anteriores para ha-
llar soluciones generales se puede justificar empleando los conceptos de inde-
pendencia lineal y Wronskianos como en el Capítulo cuatro. En este respec-
to, tenemos las siguientes definiciones fundamentales

Definición 1 .  Sea  u1,  u2,. ,  LL, un conjunto de vectores  n  dimensiona-
les , los cuales asumiremos que son funciones de t definidas en algún interva-
lo denotado por J. El conjunto se dice que es linealmente independiente en J
si para todo t en J

ClU1  + c2u2 + . . + cI& =  0 (54)

implica que c , =cx  = . . . = c,  = 0. En otro caso el conjunto se dice que es li-
nealmente dependiente en J.

Definición 2 .  Sea  ul, ul,. ,  LL, un conjunto de vectores columna n  di-
mensionales definidos como en la Definición 1. Entonces el Wronskiana de  es-
te conjunto es el determinante de la matriz obtenida  a partir de estos vecto-
res columna y se denota por

W(u,,  ~2,  , , . , u,,) = det (u,,  u2,  . . , u,)

Entonces el siguiente teorema fundamental puede probarse.

(55)

Teorema 3. Seau,,u, ,...,  u, soluciones de la ecuación diferencial  ma-
tricial

du (56)

z
+Au=O

para todo t en J, donde A es una matriz de n x n y u es vector columna n di-
mensional.
Entonces
(a) el conjunto es linealmente independiente en J si y sólo si el Wronskiano

W# 0 para algún valor, digamos tl en J.
(b) Todas las soluciones de (56) tienen la forma

u = ClU1 + c2u2  + I + c,u,

esto es, (57) es la solución general de (56).

(57)

Ejemplo 1. En el problema de la página 524 encontramos dos soluciones
de la ecuación matricial (14) dadas por

El Wronskiano de este conjunto de soluciones está dado por

- 2e-’
wu,, u2)  = e-’

-3e-2c
2e-2t  = -em3?
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y puesto que W# 0, vemos por el Teorema 3 que el conjunto es linealmente
independiente y

11= cl(-;)e-l  + c2(-;)e-2f es la solución general deseada.

Ejemplo 2. En el problema de la página 529 encontramos tres soluciones
de la ecuación matricial (4l), las cuales se pueden escribir como

U1 = [-zJ, U2  = [-q. Uj = (r~~q

El Wronskiano de este conjunto está dado por

3 -e-* -(1 + t)e-’

Yu,, uY>,  u3)  = -3e2’ 0 -ie-  = ;

2e2’  e-’ te-’

Puesto que W# 0, vemos por el Teorema 3 que el conjunto es linealmente
independiente y que u = c, LL,  + c2u2  + cS us es la solución general deseada.

La solución particular

Ahora que hemos encontrado la solución complementaria, volvamos a los
métodos para obtener una solución particular de la ecuación matricial

Como en el Capítulo cuatro, podemos usar el método de coeficientes indeter-
minados, el método de variación de parámetros, o métodos especiales de ope-
rador. De estos el método de variación de parámetros trabaja mejor, puesto
que los otros métodos se aplican sólo a tipos especiales de funciones como he-
mos visto. Restringimos así nuestra atención a este método. Para ilustrar el
procedimiento, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva el sistema d x
- - 2x - 6y  = 2t - 2 - e-’
dt

dyz + 2x + 5y  = 2e-’ - 3t + 3

Este sistema se puede escribir en forma matricial como

du
z +  Au =  F, d o n d e  u =  (~),FI  =  (-i -:),F =  (ii:’ ity’,) (3)
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Ahora, ya hemos encontrado la solución complementaria de la ecuación dife-
rencial en (3) como

(4)

Para hallar una solución particular, remplacemos las constantes c1 y cp en
(4) por funciones de t, denotadas por y1 y Y;!, respectivamente, de modo que

u = y1 (-30 + y*(-;)e-2t

es una solución de la ecuación diferencial en (3). Sustituyendo tenemos

(5)

donde se nota que sólo están presentes los términos que involucran derivadas
7’1 > 7’2 f puesto que todos los otros términos satisfacen la ecuación dife-
rencial en (3) con F remplazada por 0. Podemos escribir (6) como dos ecua-
ciones en ~‘r, Y’~ a saber

-2y;e-’  - 3y;ew2’  = 2t - 2 - e-‘, 71‘e-’ + 2g;ep2’ = 2em’  - 3t +  3

las cuales podemos resolver ya sea por eliminación o por determinantes (re-
gla de Cramer, en el apéndice). Por cualquiera de estos métodos encontramos

y; = 5te’  - 5e’  - 4, yi =  3e’  - 4te”  +  4e2’

La integración de éstas, omitiendo las constantes de integración, produce

;‘l = 5te’  - lOe’  - 4t, Y’2 = 3e’ - 2te2’  + 3e2’ (7)

Usando éstas en (5) da una solución particular, y así la solución general de-
seada es

Note que si sumamos las constantes arbitrarias cr , ca a (7) y usamos los
resultados en (5) también obtenemos (8).

En términos de x y y la solución está dada por

s =  -2c,e-’ - 3c2em2’  + 8te-’  - 9eC’  - 4t  +  11
y = c,e -t + 2Czr-l’ - 4te-’  + 6~7’ + t - 4 1

(9)

Observación. El sistema (2) es equivalente al sistema dado en la pági-
na 507, y las soluciones generales son las mismas.

5 Resumen del procedimiento

Resumamos el procedimiento usado anteriormente. Se asume que el sis-
tema dado a resolver está escrito en la forma (2), página 521.

1. Escriba la ecuación complementaria. Esto se hace remplazando el la-
do derecho de la ecuación diferencial matricial por la matriz nula o
cero, asumiendo por supuesto que esto no está ya hecho.

II.  Encuentre la solución complementaria. Para ello asuma una solución
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6 Aplicaciones usando matrices

de la forma u = ueX’, donde LL  es un vector columna de las variables
dependientes, u  es un vector columna constante, y x es una constan-
te (escalar). En el caso de la ecuación (4), página 522, esto conduce
a (hl+A)u  = 0. De esto tenemos det (AZ+ A) = 0, lo cual conduce
a los eigenvalores x. De estos eigenvalores podemos determinar los
eigenvectores correspondientes u y de éstos la solución. Hay tres si-
tuaciones que pueden surgir.
(a) Los eigenvalores son reales y distintos. En este caso la SO-
lución complementaria se puede escribir como una combinación lineal
de las soluciones (esto es, suma de soluciones cada una multiplicada
por una constante diferente).
(b) Los eigenvalores están repetidos. Si hay dos eigenvalores
cada uno igual a hI, por ejemplo, entonces una solución está dada
por u= uleAl’,  donde ui es el eigenvector correspondiente a x,.
Una segunda e independiente solución se obtiene asumiendo

(10)

y determinando las constantes K,, K, de‘ modo que (10) satisfaga
la solución complementaria. Una combinación lineal de estas dos so-
luciones será también una solución. Para tres o más eigenvalores
iguales el procedimiento se puede extender.
(c) Los eigenvalores son imaginarios. En este caso hacemos
uso del hecho de que las partes reales e imaginarias de soluciones
son también soluciones.

III. Encuentre una solución particular. Use el método de variación de pa-
rámetros, esto es, remplace las constantes en la solución complemen-
taria por funciones de t, las cuales deben luego determinarse.

IV. Sume las soluciones complementaria y particular. El resultado es la
solución general deseada del sistema dado.

Observación. Se asume que en el procedimiento anterior el sistema da-
do de ecuaciones está expresado como una ecuación diferencial matricial de
primer orden con coeficientes constantes. Si, por ejemplo, tenemos un siste-
ma que involucra dos ecuaciones diferenciales, las cuales pueden involucrar
derivadas hasta de segundo orden, para ambas variables dependientes el pro-
cedimiento anterior involucraría vectores cuadridimensionales y matrices de
4 x 4. Es posible, sin embargo, generalizar el procedimiento anterior a ecuacio-
nes diferenciales matriciales de segundo orden involucrando sólo vectores bi-
dimensionales y matrices de 2 x 2 (ver el Ejercicio 2C).

Podemos usar matrices para resolver sistemas de ecuaciones diferencia-
les formuladas de problemas que surgen en ciencia e ingeniería. Una ilustra-
ción típica se da en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO

Encuentre las corrientes en cualquier tiempo t en la red eléctrica que se
muestra en la Figura 11.1, asumiendo que son cero en tiempo t = 0.
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Solución Usando las leyes de Kirchhoff (ver página 476),  encontramos las
ecuaciones

370sent - 21, - 3(1, - 1,) - ‘2 = 0, -2% + 3(1, - 12) =  0

2 ohmios
1,

1, -12 12

1 henrio

F i g u r a  l l  .l

ó 2 + (-; -3~ = (370ienr), dondeu  = (i:)

Así la ecuación de eigenvalores está dada por

ib+5 - 3 =-2 - n+$ 0 o A2 + yi. + 3 = 0, esto es j, =  - 6 , -$

Cuso 1, x= - 6 .  D e = 0

(1)

(2)

(3)

tenemos al colocar i =  -6 ;  -aI - 3a, = 0, -40, - $a, = 0 0 a, = -3~1~.

Tomando a2 = 1, tenemos a, = - 3. Así una solución de la ecuación comple-
mentaria es - 3

UI =
( >

e-6t (4)
1

Caso 2, x = - f. Colocando x = - $ en (3) se tiene

&, - 3a, = 0, -& + 02 = 0 0 a2  = $u,

Tomando a, = 2, tenemos a2  = 3. Así una segunda solución de la ecuación
complementaria es

2
ll2 = 03 e

-ti2

De (4) y (5) vemos que la solución complementaria de (2) es

(5)

(6)
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Para encontrar una solución particular usamos el método de variación de pa-
rámet,ros. De acuerdo a este método remplazamos c1 y c1 en (6) por funcio-
nes de t dadas por Y 1  y yZ  respectivamente para obtener

u = ;‘l (-;)P + ;>2(;)e-t,2 .
(7)

la cual debe ser una solución de (2). Sustituyendo tenemos

?; (-3 e-br + :; (3 e-“2  = (37oy) (8)

donde usamos el hecho de que los términos que involucran Y, y yy  desapa-
recen puesto que la suma de tales  términos es una solución de (2) con el lado
derecho remplazado por 0. Tenemos de (8)

-3~;e-~’  + 2;‘ie-“2  = 37()sent, i’!’ e-6t  + 31/;e-’  ’ = 0

0 7; zzz -+V’  sent, 7; = qlpsen  t

La integración de éstas omitiendo las constantes de integración conduce a

71 = - Ee6’(6sen  t - cos  t), y2 = *e”2(sent  - 2 cos  t)

Usando éstas en (7) produce la solución particular

sent - cos t) + *
2. 03 (sent  - 2 cos  t) =

La solución general está así dada por

~=,,(-:),*+,2(:)~-r/2+(I:a)c~st+(:4)sent  (9)

Usando las condiciones iniciales u = 0 en t = 0 en (9) produce

Cl = w, c2 = -3

de modo que la solución deseada es
(10)

u = a(l)ee6’ - g(i)emr’2 + (I:g)cost  + ($)sent (11)

ó
1 1 = -&8-6t11 _ f5Qe-“211 - 62 cos  t + 76 sent

(12)
1

2
_ 296e-6t  _

l l
me-‘/2  -
l l

78 cos  t + 24 senr

EJERCICIOS A

1. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas usando matrices y determine aquella
solución que satisface cualesquiera condiciones dadas

(a)~+5x-4?=0,~-r+2r;=O;r(O)=3,yjO)=  - 2 .

(b)z+x-5y=0,f$+4x+5y=0. (c) g + 33’ - 2x = 0,: - 2x + 34‘ = 0.
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(d) 2 + 3x - 6~ = 0,;  = x - 33‘;  x(o)  = 0,  J’(O)  = 2.

(e) $ = x + 8y, g = -2X - 72’. (f) 2 = - 12.x - 74; ;  = 19.x + 1 lr.

2. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas usando matrices y determine aquella
solución que satisface cualesquiera condiciones dadas

(a)  g - y = t, 2 + x = t’; X(0) = 2, y(0) = - 1.

(b) g + 3x + 4~ = 8e’,  2 - x - y = 0. (c) 2 - 2x + y = e-‘,  rlt- - 3x + 2).  Tz  t.

(d)  $ + 2x - I‘ = 100 sent,;  - 4x - J = 36t;x(O)  = -8,4‘(O)  = -21

(e) g - 3x - 6y = 9(1 - t),  2 + 3x + 3y = 9tem3’.

+ 2x - 3-v.

3. Use matrices para resolver los sistemas del (a) Ejercicio 2(a)A,  página 508, (b) Ejer-
cicio 2(b)A,  página 508, (c) Ejercicio 2(f)A,  página 508.

4. Pruebe que si A es cua!puier  matriz de 2 x 2 y u1 es una solución de g + Au =  0

entonces las partes real e imaginaria de u, denotadas por Re(u,),  Irn  res-
pectivamente son también soluciones (ver página 528). iPuede  usted generalizar
esto?

EJERCICIOS B

1. Use matrices para encontrar la solución del sistema

dx dz
x + 4x + 24'

4
- 2 = 12e', ~ - 2x -

dt
5y + 32 = 0, 2; + 4x + z = 30e-’

2. Resuelva el Ejercicio lC,  página 509 por matrices.

3. Muestre cómo el método de coeficientes indeterminados se puede usar con matrices
para encontrar una solución particular resolviendo el sistema del Ejercicio 2(c)A.

4. Resuelva por matrices y el método de coeficientes indeterminados el (a) Ejercicio
2(d)A,  (b) Ejercicio 2(e)A,  (c) Ejercicio 2(f)-A, (d) Ejercicio 1.

5.  Trabaje el Problema para Discusión en la página 533 usando el método de coeficien-
tes indeterminados.

6. Muestre cómo resolver directamente por matrices los sistemas (a) (9), página 502,
(b) (14), página 504, (c) (22), página 505.
(Sugerencia: Escriba los sistemas en forma matricial y haga u = ek’u  como de cos-
tumbre).

7. Muestre que las soluciones de (31), página 528, son linealmente independientes.
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EJERCICIOS C

1. (a) Muestre que el sistema de ecuaciones diferenciales para las masas vibrantes
(ver página 470) se pueden escribir en forma matricial como

du
;+Au=O

0 0 - 1 0
donde =dx,/dt, =dx,/dt, 0 0 0 - 1

x3 x4 y tl
=

2032 -cO2 0 0

-CO2 2w2 0 0

(b) Use métodos matriciales para resolver el sistema en (a)  sujeto a las condicio-
nes dadas en la página 471. Compare con los resultados ya obtenidos.

2. (a) Muestre que el sistema de ecuaciones para las masas vibrantes (página 470) se
pueden escribir como una ecuación diferencial matricial de segundo orden

d2u
dt2  + Bu = 0 donde u=(;:)> B=(T;: 1;:)

(b) Muestre cómo se pueden usar métodos matriciales para resolver la ecuación en
(a) directamente haciendo u = e xL u. ¿Qué ventajas tendría este procedimiento
sobre el método dado en el Ejercicio l?

3. Use el método de los Ejercicios 1 y 2 para trabajar el Ejercicio 5A, página 479.

Algunos tópicos especiales

7.1 ORTOGONALIDAD

Suponga que tenemos dos vectores columna n dimensionales dados por

(1)

El producto escalar de los vectores fue definido en la página 513 como la su-
ma de los productos de los componentes correspondientes de los vectores.
Equivalentemente, esto se obtiene cambiando uno de los vectores (1) en un
vector fila y usándolo para multiplicar al otro vector.

Dada una matriz A podemos obtener una nueva matriz al cambiar las co-
lumnas en filas (o filas en columnas) de tal modo que la columna j se convier-
ta en la fila j. Esta nueva matriz se llama la transpuesta de A y se denota por
AT. Así, tenemos la siguiente definición

Definición 1. La transpuesta de cualquier matriz A, denotada por AT, es
la matriz obtenida  de A al cambiar sus filas en columnas (o columnas en filas),
convirtiéndose la fila j en la columna j. En símbolos, si  A = (a,,),  entonces
AT = (akj).
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Ejemplo 1. Si A  =

i

-:
2

, entonces AT = (1 - 3 2).

Ejemplo  2 .  S i  A  =  4 -0 ,  e n t o n c e s  AT =  C-y 0)
( >

Usando la transpuesta, podríamos definir el producto escalar como sigue.

Definición 2. Sean A y B dos vectores columnas de la misma dimensión.

Ejemplo 3. Si A  = -:
2

Entonces el producto escalar de A y B está dado por

ATB  = P-A

,B=

ATB=BTA=(l  - 3

(2)

1I i-3 zzz  -3

2

Por analogía con la ortogonalidad (perpendicularidad) de vectores en tres di-
mensiones, hacemos la siguiente

Definición 3. Dos vectores columna A y B teniendo la misma dimensión se
dice que son ortogonales si su producto escalar es cero, esto es, si ATB  =
B*A  = 0.

Mientras que la ortogonalidad significa que los vectores son perpendiculares
en tres dimensiones, en dimensiones mayores a tres tal visualización sólo
puede imaginarse.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Encuentre el valor de K para que los vectores A y B sean ortogonales
donde

Solución Tenemos el producto escalar = AT B = BT A = - 2 + 2K - 3K +
0 =  -2 -K  y  e s t o  e s  c e r o  p a r a  K= -2 .

Tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 1. La transpuesta del producto de matrices es igual al producto
de sus transpuestas en orden inverso, asumiendo por supuesto que los pro-
ductos estén definidos. Para el caso de productos que involucran dos y tres
matrices, esto puede escribirse como

(a) (AB)’  = B’Ar.
(b) (ABC)r  = CTBT4’

Ejemplo 4. Si A=(i -i)  y B=  c-i),  e n t o n c e s

A B  = (4 -;)(-:) = (-“;), Bï‘AT  =  ( - 2  5)(;  ;) = ( - 1 6  - 3 )

Así (AB)T  = (- 16 - 3 )  =  BTAT.

Se deja para el Ejercicio 1B la prueba de este teorema

7.2 LONGITUD DE UN VECTOR

Si tenemos un vector tridimensional con componentes a, , u2, a3 asu-
midos ser números reales, sabemos del cálculo elemental que la longitud del
vector hallada usando el teorema de Pitágoras está dada por

(‘1

Si el vector está dado por c=  u2

ii

(4)

03

el resultado (3) se puede expresar en términos del producto escalar de u  con
sí mismo como

l=JA (5)

Esto lleva a definir la longitud de un vector en el espacio n dimensional co-
mo sigue:

Definición 4. Sea  u cualquier vector columna con componentes reales. En-
tonces la longitud de u está dada por

En particular, si 1=  1, llamamos a u un uector  unitario.

Dado un vector u el proceso de multiplicar u  por un escalar c para que cu
sea un vector unitario se llama la normalización del vector u. Esto siempre se
puede llevar a cabo al dividir a u  por su longitud, asumiendo por supuesto
que esta longitud no es cero.
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Un vector columna cuadridimensional tiene componentes 2,- l,- 3, 4.
(a) Determine la longitud del vector y (b) normalice el vector

Solución (a) La longitud del vector está dada por

1 = Jq = 432  +  (- 1)2 +  ( - 3 ) ’  =  V/%j

(b) Dividiendo u por 1=  fl, obtenemos el vector normalizado o Unitario

Algunas veces tenemos un conjunto de vectores, tales  como por ejemplo los
eigenvectores, los cuales corresponden a los eigenvalores de una matriz. Si
los convertimos en vectores unitarios o normalizados, el conjunto con frecuen-
cia se denomina un conjunto normalizado. Si además cada par de vectores en
este conjunto es ortogonal, en cuyo caso podemos decir que los vectores son
mutuamente ortogonales, con frecuencia llamamos al conjunto un conjunto
ortonormal. La palabra ortonormal es por supuesto una combinación de las
palabras ortogonal y normalizado.

Observación. Aquellos que han estudiado el Capítulo ocho notarán las
marcadas analogías que existen en los conceptos de ortogonalidad, el concep-
to de eigenvalores, en particular la ecuación de eigenvalor Av = - XV, y la ecua-
ción diferencial de Sturm-Liouville de las páginas 362-363. Analogías adicio-
nales aparecerán en las próximas páginas y en los ejercicios avanzados.

7.3 EIGENVALORES Y EIGENVECTDRES DE
MATRICES REALES SIMETRICAS

Suponga que tenemos una matriz A cuyos elementos son todos números
reales llamada una matriz real. Entonces como hemos visto los eigenvalores
y eigenvectores correspondientes a A se encuentran al hallar soluciones no
triviales, esto es, v # 0, de

Al.  = -;.r (6)

Ahora, como hemos visto, aún cuando A sea real los eigenvalores y elgenvec-
tores no necesitan ser reales. Así, si tomamos la conjugada compleja de am-
bos lados de (6), obtenemos Aú= -Xü,  o puesto que A es real A=A,

,&  = -7~

Multipliquemos ambos lados de (6) por UT para obtener
ï’A[ = _ j.lTr.

y multipliquemos ambos lados de (7) por VT  para obtener
r“A~  = $.TT’

(7)

(8)

(9)
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Puesto que UT  Ü y UT u son las transpuestas de cada uno, nos lleva a tomar
la transpuesta de ambos lados de (8) y luego usar el teorema en la página  000
para obtener

l.7’,47’7T  = _ jul.7i;

(10)

Ahora se puede ver que los lados izquierdos de (9) y (10) son iguales si
A es una matriz tal que

A = AT (11)

Escribiendo A = (a,,), vemos que (ll) implica que

(Ujk)  = (akj) 0 (Ijk = Ukj (12)

Esto significa que el elemento en la filaj y columna k es igual al elemento en
la fila k y columna j, de modo que hay una simetría de los elementos en la
matriz alrededor de la diagonal principal. Esto nos lleva a llamar una matriz
real que tenga la propiedad (ll) una matriz real simétrica. Enunciamos esto
en la siguiente

Definición 5. Una matriz A se llama una matriz real simétrica si A es real
y  A=AT  ó  alk=ak,.

Ejemplo 5. Puesto que A = 1-b -! i]  a s í  queAT=  1-i -i :]

vemos que A es real, A = AT, de modo que A es una matriz real simétrica.

Regresando a (9) y (lo),  vemos que si A es simétrica tenemos XüT ü =
XVTÜ  ó

(2 - T)rT¿’ = 0 (13)

De esto se deduce que x =X,  en cuyo caso todo eigenvalor debe ser real, ó
UTÜ = 0. Sin embargo, es fácil mostrar que uTü#  0. Para ello, asumamos
que v está dado por el vector columna

‘CI,

donde algunos o todos los elementos pueden no ser reales Entonces tenemos

PT  = u,ül  + LIZüZ  + ‘. . + u,ü,  = ICI1  12  + j4 + . + /L1,,12

Puesto que al menos uno de los u’s no es cero (debido a que v # O),  vemos
que vT ü# 0, lo cual significa que todos los eigenvalores son reales. Como
una consecuencia necesaria de esto, vemos también de (6) que los eigenvec-
tores correspondientes se pueden escoger para que sean reales. Debido a esto
tenemos el siguiente
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Teorema 2. Si A es una matriz real simétrica, entonces todos sus eigenva-
lores son reales y los eigenvectores correspondientes se pueden escoger reales.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Verifique el teorema anterior para la matriz A = i: -5).

Solución Los eigenvalores y eigenvectores se obtienen como de costumbre
de Au = - AU ó (xI+A)u  = 0, esto es,

í

i.+3  - 2

!
r=o (14)

- 2 i. +  6

Para soluciones no triviales, u  + 0, debemos tener

¿+3 - 2
i. +  6

=o 0 i2 + 92 + 14 = 0, esto es i = -2, -7

Cuso 1, h = - 2. Colocando x = - 2 en (14) lleva a

i2

1 -2 a,

>(  1-2 4 u,
= 0, esto es, ur  - 2az = 0, -2u,  + 4~1~ =  0

de modo que a 1 = 2a,  . En particular, escogiendo a2  = 1, tenemos a, = 2. Así
un eigenvector es

2
L’1  = 01

(15)

Cuso 2, x = - 7. Colocando x = - 7 en (14) lleva a

(1: IT)(u:)  = 0 ,  e s t o  e s ,  -4u, - 20,  =  0 , -2u, - ~1~  =  0

de modo que a2  = - 2u,.  En particular, escogiendo a , = 1, tenemos a2 = - 2.
Así, otro eigenvector es

(16)

Puesto que A es una matriz real simétrica y puesto que hemos hallado que los
eigenvalores son reales el teorema anterior ha sido verificado para este caso.
Se debería notar también que los eigenvectores coxrespondientes  son reales.

Ahora que sabemos los eigenvalores y eigenvectores para una matriz real
simétrica son reales, supongamos que X , y x2 son cualesquiera dos eigenva-
lores con eigenvectores correspondientes u, y vp,  respectivamente. Enton-
ces por definición

Ar, = -i,r, Ac, = -i,rz (17)

Multipliquemos ahora cada lado de la primera ecuación en (17) por VT para
obtener

r;Ar,  = --ilr~r, (18)
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Similarmente, multipliquemos cada lado de la segunda ecuación en (17) por
VT para obtener

L.:‘AL 2 = -/.zc;c’2 (19)

Si tomamos la transpuesta de ambos lados de (la), encontramos
I$A~c  = -/.l,c;cz (20).

donde hemos hecho uso de la parte (b) del Teorema 1, página 541, y del hecho
de que la transpuesta de la transpuesta de una matriz dada es claramente la
matriz dada. Sigue que si A es simétrica, obtenemos de (19) y (20),  ;,,u{G~  =

/.&C2  0

(21 - 1&;r2 =  0 (21)

y puesto que X1 # X2 TCl 1’2 = 0 (22)

lo cual establece que v1 y vg son ortogonales. Hemos probado así un resul-
tado algo interesante dado en el siguiente

Teorema  3 . Si A es cualquier matriz real simétrica, entonces los eigenvec-
tores pertenecientes a dos eigenvalores diferentes son ortogonales.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Verifique el Teorema 3 para la matriz del Ejemplo ilustrativo 3.

Del Ejemplo ilustrativo 3 tenemos los eigenvectores;

Entonces, = (2)(l) + (l)(-2) = 0

de modo que v, y v2  son ortogonales y el teorema está verificado.

EJERCICIOS A

1,. Encuentre el producto escalar de

(b)A= ,B=

- 1

- 2(10

1

2. Encuentre las longitudes de los vectores- columna.con  componentes (a) 0, - 2, 3,
6 .  (Wl.2,  - 3 ,  - 2 ,  0 .

3.. Narmalice  10s  vectores dados en el Ejercicio 2-
4. Dados- 10s vectores columna A y B cuyas componentes wtán dadas poF 3, - 1,

k + 2, - 1 y - 2, k,  0, - 4, respectivamente. (a) Encuentre eLvalor  de .la  para que
los  vectores- sean ortogonales, y (b) determine los- vectores  ortonormales  corres-
pondientes.
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5. Dados los vectores columna A y B con componentes 2, 1, - 4 y 4, - 3, 2 respecti-
vamente. Encuentre un vector normalizado que sea ortogonal con ambos A y B.
Interprete los resultados geométricamente.

6. Dado A = (:  -:),B  = (-F  3. C = (-i 1);  verifique que

(a) (AB)r  = BTAr (b) (ABC)’  = CTBrAT

7. Verifique los Teoremas 2 y 3 para las matrices

8. Encuentre un conjunto de vectores mutuamente ortogonales y normalizados per-
tenecientes a la matriz

EJERCICIOS B

1. Si A, B, C son matrices apropiadamente conformes, pruebe que

(a) (AB)T  = BTAT.  (b) (ABC)r = CTBTAT.

2. Pruebe que si A y B son matrices del mismo tamaño entonces (A + B)T  = AT  + BT  .

3. Dada la matriz A =
ATBT.

encuentre una matriz B = tal que (AB)T =

4. Muestre que las matrices A y B, asumidas apropiadamente conformes, se conmu-
tan si y sólo si (AB)T =ATEP.  Ilustre usando el Ejercicio 3.

5 .  D a d o  l o s  v e c t o r e s  A , ,  A , ,  A,, donde AT = (1 - 1 2), A; = (2 1 0), A; =
(0 2 - l),  determine un conjunto ortonormal de vectores c , , A 1,  c2 IA 1  + cx 2 A, ,
c,,A,  +c,,A,  +cssAs> donde los c’s son constantes (escalares). Discuta el
significado geométricamente. (Este es el método de ortonormalización de Gram-
Schmidt de la página 417 para el caso especial de vectores tridimensionales.

6. Generalice las ideas del Ejercicio 5.

7 .  S e a n  A , , A,,. .,  A, vectores n dimensionales. Si existen constantes (esca-
lares) c 1,  c2,.  , cA no todos cero tal que

c,A, +  c2A2  +  ‘.  + c,A, EE 0

se dice que los vectores son linealmente dependientes; en otro caso ellos son li-
nealmente independientes. Determine si los vectores (a) (2 - 1 l),  (3 2 -2),
( 4 5  -5),  ( b )  (315),(-224),(110)  ( c )  (-2143),(1  -23-1),(5-75  - 6 )
son linealmente dependientes o independientes.

8. Discuta el significado geométrico de vectores linealmente dependientes e inde-
pendientes y su relación con la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales
consideradas en la última sección.

9. Pruebe que un conjunto de más de n vectores diferentes en el espacio n dimen-
sional deben ser linealmente dependientes. Discuta la relación de esto con la teo-
ría de sistemas de ecuaciones diferenciales.
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10. Discuta la relación del método de ortonormalización de Gram-Schmidt  (ver Ejer-
cicio 5) con los conceptos de dependencia lineal.

EJERCICIOS C

1. (a) Resuelva la ecuación diferencial matricial

d o n d e

ll11
~ + Alf  = 0
tlt

(b) Muestre que hay tres soluciones linealmente independientes y mutuamente
ortogonales u 1,  up, ua al sistema en (a), y explique su relación con la solución
general obtenida  en (a).

2. Sea S una matriz cuyas columnas son los eigenvectores normalizados de la matriz

2 - 2
A =

c-2 !6

dada en el Ejemplo ilustrativo 3, página 544. (a) Muestre que ST S= Z, donde Z
es la matriz identidad de 2 x 2, o equivalentemente Sr = S-r . Una matriz S te-
niendo la propiedad que Sr = S- 1 a menudo se llama una matriz ortogonal. (b)
Muestre que la matriz S-‘AS  es una matriz con todos sus elementos cero excep-
to en la diagonal principal. (c) Muestre que los elementos en la diagonal principal
de la matriz en (b) son los negativos de los eigenvalores de A, o equivalentemente
que los eigenvalores de S- 1 AS son iguales a los eigenvalores de A.

3. Demuestre los resultados del Ejercicio 2 usando la matriz A del Ejercicio 1.

4. Pruebe directamente de la definición Au = - XU  los resultados indicados en los
Ejercicios 2(b) y (c).

5. Discuta las relaciones de las formulaciones matriciales del problema de masas vi-
brantes dadas en el Ejercicio 1C y 2C, página 539, con los Teoremas 2 y 3 en las
páginas 544-545
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1 El concepto de una ecuación diferencial parcial

1.1 INTRODUCCION

En los capítulos anteriores estuvimos ocupados con ecuaciones diferen-
ciales ordinarias que involucran derivadas de una o más variables depen-
dientes con respecto a una sola variable independiente. Aprendimos cómo
surgen tales  ecuaciones diferenciales, los métodos mediante los cuales se
pueden obtener sus soluciones, exactas y aproximadas, y hemos considerado
aplicaciones a varios campos científicos.

Al usar ecuaciones diferenciales ordinarias para resolver problemas apli-
cados estamos en efecto simplificando altamente (y con frecuencia sobresim-
plificando seriamente) el modelo matemático de la realidad física que conduce
a estos problemas. Esto es porque en las formulaciones matemáticas de tales
problemas nos restringimos a una sola variable independiente sobre la cual
dependen todas las otras variables pertinentes. Aunque esto con frecuencia
es útil, como hemos visto, limita las clases de problemas que podemos inves-
tigar, ya que en muchos casos se requieren dos o más variables independien-
tes.

Las formulaciones matemáticas de problemas que involucran das 0‘ más
variables independientes conducen a ecuaciones dif~reñGI&  -parciales.  Co-
mo uno podría esperar, la introducción de más variables independientes hace
el tema de ecuaciones diferenciales parciales más complejo que el de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, y así es relativamente poco lo que se conoce
con respecto a ellas. Sin embargo, el tema es tan vasto que sólo lo discutire-
mos brevemente en este libro.

1.2 SOLUCIONES DE ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES SENCILLAS

Con el objeto de obtener algunas ideas relacionadas con la naturaleza
de las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, consideremos el si-
guiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Obtenga soluciones de la ecuación diferencial parcial
S’C’
~~  =  6 x  +  121.2
3x ay (1)

Aquí la variable dependiente U depende de dos variables independientes x
y y. Para hallar soluciones, buscamos determinar U en términos de x y y,
esto es, U(x, y). Si escribimos (1) como

= 6x + 12y’ (2)

podemos integrar con respecto a x, manteniendo y constante, para hallar

3L’
- =  3x?  +  lZxy2  +  F(y)
JY
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donde hemos añadido la “constante” de integración, la cual depende de y y
así realmente es una función de y denotada por F(y).

Ahora integramos (3) con respecto a y manteniendo x constante para
hallar

ll =  3.X’);  +  4xyi + JF\gdy  +  G(x) (4)

esta vez  añadiendo una función arbitraria de x dada por G(x). Puesto que la
integral  de una función arbitraria de y es otra función arbitraria de y, pode-
mos escribir (4) como

u =  3x2y  +  4x9 +  lf(y)  + G(x) (5)

Esto se puede chequear al sustituirla en (1) y obtener una identidad. Puesto
que (1) es una ecuación diferencial parcial de segundo orden, y (5) tiene dos
funciones arbitrarias, por analogía con las ecuaciones diferenciales ordinarias
llamamos a (5) la solución general de (1). Usando la misma analogía, llama-
ríamos por supuesto a cualquier solución obtenida  de la solución general (5)
por selecciones particulares de las funciones arbitrarias, tal como por ejemplo
H(Y)  =Yj G(x) = sen 2x, una solución particular. Hacemos así la siguien-
te definic;ón

Definición. Dada una ecuación diferencial parcial de orden n. una solución
que contenga n funciones arbitrarias se llama la .s@ución general, y cualquier
solución obtenida  de esta, solución general por selecciones particulares de
las funciones arbitrarias se llama una solución particular.*

Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, con frecuencia
necesitamos determinar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales que
satisfagan condiciones dadas. Por ejemplo, suponga que deseamos resolver
la ecuación diferencial (1) sujeta a las dos condiciones

C”( 1, y)  = y2  - 3y, L’(x,  2) = 5.x - 5 (6)

Entonces de la solución general (5) y la primera condición (6) tenemos

L’(1,j.j  =  3(l)“y + 4(l)y” +  N(y) +  G(1)  =  yz - 2.v

0. H(y) = y’ - sy - 4y” - Gi 1)

de mo,do  que L’  = 3x’y + 4.~~3  + y’  - 5~  - 4.v3  - G(  1) + G(s)

Si ahora usamos la segunda condición en (6), tenemos

(7)

L’(x.2) = 3x2(2)  + 4x(?)” + (7)’ - 513) - 4(7)3  - G(1)  + G(x)  = 5x - 5

de donde G(x) = 33 - 27x - 6x’  f G(1)

Usando esto en (7), obtenemos. la solución deseada

L’  = 3x’y +-  4xy3  + y’ - 5y - 4y3 - 27x - 6x’ + 33 (f%

Podríamos usar la misma. terminología de problemas de valor inicial y de fron-
tera para las ecuaciones diferenciales parciales como se hizo para las ecuacio-

*Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, puede suceder que existan solu-
ciones .singulares  las cuales no se puedan obtener de la solución general por cualquier selección
de las funciones arbitrarias.
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nes  diferenciales ordinarias. Sin embargo, debido a que generalmente hay
una combinación de condiciones de frontera e iniciales, con frecuencia nos
referimos a tales  problemas como problemas de valor de frontera.

Como en el problema discutido en la página 551, la forma de una ecuación
diferencial parcial puede sugerir un método de solución. Un tipo especialmen-
te sencillo de ecuación diferencial parcial es aquella que puede tratarse por
métodos de ecuaciones diferenciales ordinarias usando una variable inde-
pendiente a la vez. Un ejemplo es el problema en la página 551. Un ejemplo un
poco más complicado se da en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Hallar una solución al problema de valor de frontera*

U(0, y) = 0, c’,(.Y,  0) = x2

Solución Escribiendo la ecuación como

e integrando con respecto a x tenemos

il
- - Il =  2 s  +  F( JI)
i .r

la cual es una ecuación lineal con factor integrante e--v. Por tanto,

i.;I(r-“L;) = 2.-e-’ + e--?‘F(  ,.)

0 C(.\-, y) = - 2.~ + e“ s CJ-  sF(  y)tl~  + r?‘G(.v)

donde G(x) es arbitraria. Escribiendo H(y) = eYJe-yF(y)dy, tenemos

I’(s,  y) = - 2.~ + N( j,)  + @‘G(s) (9)

De U(0, y) = 0 encontramos H(y) = - G(0)ty,  así (9) llega a ser

Cr(.v, y) = - 2s - G(O)&  + @‘G(s)

Diferenciando con respecto a x y colocando y = 0, encontramos

C’,(x,  0 )  =  - 3  +  G’(\-)  =  x2 0 G(.\-)  = ; + 2.x + <

D e  d o n d e , L’(x,  y) = - 3x - G(O)@  + cd
x3

-ir  + 2x + c’

Puesto que <’  = G(0). L’(x,  1‘) = ‘i’ + -Tsr? _ 2X

*LOS subíndices x y y a menudo se usan para denotar derivadas parciales. Por ejemplo, CIx
ó CJx(x,  y) es lo mismo que </U  ‘?,Y  mientras que U,. ó U, (x,  y) es lo mismo que ¿U/OV.  Similar-
mente U,, es lo mismo que il’c’,:J.Y ii),.
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Como en el  caso de ecuaciones diferenciales  ordinarias ,  los  problemas
aplicados  ofrecen una fuente importante de ecuaciones diferenciales parcia-
les para resolver sujetas a condiciones asociadas, los cuales llamamos pro-
blemas de valor de frontera. Dado algún  problema de ciencia o ingeniería,
procedemos como de costumbre a construir un modelo matemático que simpli-
fique pero aproxime bastante la realidad. Luego formulamos matemáticamente
el problema,  llegando así al problema de valor de frontera. Se debería indicar
que en la practica la formulación de ecuaciones diferenciales parciales y las
condiciones asociadas puede algunas veces ser difícil y aún imposible. Más
tarde en este capítulo derivaremos algunas ecuaciones diferenciales parcia-
les importantes que surgen en varios campos.

Si tenemos éxito en la formulación de un problema de valor de frontera,
queda aun la tarea de hallar una solución de este problema de valor de fron-
tera, esto es, hallar una solución de la ecuación diferencial parcial que satis-
faga las condiciones. Algunas veces es fácil encontrar una solución, de hecho
muchas soluciones,  de la ecuación diferencial  parcial ,  pero es difícil  o aún
imposible hallar aquella solución que satisfaga las condiciones dadas. Como
en las ecuaciones diferenciales ordinarias hay,  lógicamente,  t res preguntas
que nosotros como científicos deberíamos hacer aún cuando no seamos capa-
ces de responder.

1. ZExiste  una solución a nuestro problema? Si de alguna mane-
ra podemos mostrar  que no existe una solución realmente no hay razón en
buscarla. Los matemáticos han tenido éxito en probar que algunos ciertos ti-
pos de problemas de valor de frontera tienen soluciones. Los teoremas que
garantizan la existencia de soluciones se llaman teoremas de existencia y son
de mucho valor.

2. ¿Si existe una solución, es ésta única? Si ésta no es única, esto
es, si tenemos dos respuestas posibles a un problema físico dado podría ser
muy embarazoso. Los teoremas que garantizan la unicidad de las soluciones
se llaman teoremas de unicidad.

3. Si existe una solución y es única, &cuál  es esta solución?

En una presentación elemental naturalmente solo trataremos la ultima
pregunta,  de cómo determinar una solución que satisfaga la ecuación y  las
condiciones. Esta  solución debe es tar  por  supuesto  en concordancia  con e l
experimento u observación; de otra manera tendríamos que revisar las ecua-
ciones.

1.3 SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LAS SOLUCIONES

GENERAL Y PARTICULAR

En el problema de la página 531, obtuvimos la solución general

ci = 3r’y  -t 4q3  + H(y) +  G(s ) (10)

Supongamos ahora que escogemos funciones particulares para H(y) y G(x), y
remplazamos U por z. Entonces (10) toma la forma

2 = ,f( s, 1,) (11)

la cual se interpreta como una superficie S en un sistema de coordenadas rec-
tangular o XYZ  tal como se indica en la Figura 12.1. La superficie esta forma-
da por los puntos con coordenadas (x, y, z) que satisfacen (11).
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Figura 12.1

Para funciones arbitrarias H(y) y G(x), obtenemos una familia de super-
ficies cada miembro de la cual corresponde a una selección particular de H(y)
y G(x), esto es, una solución particular. La ecuación diferencial que tenga
esto como una solución se llama entonces la ecuación diferencial de la fami-
lia de superficies. El estudiante notará la analogía con las ecuaciones dife-
renciales ordinarias en las cuales la solución general con constantes arbitra-
rias (en vez de funciones) representa una familia de curvas, donde cada
miembro de ella corresponde a una solución particular, esto es, una selección
particular de esas constantes arbitrarias.

Estas ideas se pueden generalizar a los casos donde hay más de dos va-
riables independientes. Así, por ejemplo, en el caso donde U es una función
de tres variables independientes, las cuales podemos denotar por x1, x1,
x3,  podríamos pensar como una solución particular de una ecuación dife-
rencial parcial con estas variables la dada por

u = f‘(s,,  x2,  93) (12)

Esto no podría visualizarse geométricamente como en la Figura 12.1. Sin em-
bargo, podemos considerar un cuádruplo de números (x,, x2,  x3, U) como
representando a un punto en un espacio cuadridimensional y entonces refe-
rirnos a (12) como una superficie cuadridimensional o hipersuperficie. Por
ejemplo, así como xp + y” + 9 = cg representa una esfera de radio c, en el es-
pacio tridimensional, xy  + x$ + xi + ui  = c- representaría una hiperesfera
de radio c en un espacio cuadridimensional.

1.4 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES QUE SURGEN
DE LA ELIMINACION  DE FUNCIONES ARBITRARIAS

Puesto que las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales involu-
cran funciones arbitrarias, parece lógico que debiéramos obtener ecuaciones
diferenciales parciales por el proceso inverso de eliminar tales  funciones. Es-
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ta idea es útil porque ayuda a enriquecer nuestro conocimiento de cómo se
pueden resolver ecuaciones diferenciales parciales. Consideremos algunos
ejemplos.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre una ecuación diferencial parcial de primer orden que tenga
como su solución general

0’ =  y2F(z) - 3.Y  +  4J. (13)

donde F(x) es una función arbitraria de x.

Solución Si diferenciamos a (13) con respecto a y, obtenemos

3L’
- = 2),F(.Y)  +  4 (14)
3).

Entonces eliminando F(x) entre (13) y (14), encontramos la’ecuación  deseada:

)’ c! - 2L:  = (jy _ 4).
i;J

(15)

C h e q u e o .  a,)‘C - 2C~ = y[2yF(  x)  + 41  - 2[y2F(\-)  - 3.~ + 4~1  = 6.~ - 4j..

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

Encuentre una ecuación diferencial parcial de primer orden que tenga co-
mo su solución general

z = F(3.Y  - 4j.) (16)

donde F es una función arbitraria.

Solución Sea u = 3x- 4y.  Entonces (16) llega a ser

z = f(u)

Diferenciando (17) con respecto a x, tenemos

(17)

iiz dz iu
;i‘( = ;iu’ax

- = F’(u)(3) = 3F’(u)

Diferenciando (17) con respecto a y, tenemos

r/: iz iu-z-.-z
(7). iu (?)

F’(u)(-4)  = -4F’(u)

(18)

Eliminando F’(u) entre (18) y (19) produce la ecuación deseada

c-3)
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

Encuentre una ecuación diferencial parcial de segundo orden que tenga
como su solución general

I’ = .YF(  j,)  + !‘G( .x) (21)

donde F y G son funciones arbitrarias.

Solución Podemos eliminar F(y) en (21) dividiendo ambos lados de (21) por
x y diferenciando el resultado con respecto a x. Entonces encontramos

 ̂ I

la cual se puede escribir .Y  r; - c’ = y[\-G’(s)  - G(.Y)] (22)

Si ahora dividimos ambos lados de (22) por y y diferenciamos con respecto a
y, encontramos

la cual da la ecuación de segundo orden deseada. Note que la segunda ecua-
ción de (23) también se puede escribir como

Se deberían hacer algunas observaciones acerca de los resultados ante-
riores.

Observación 1. Al diferenciar las funciones arbitrarias asumimos por
supuesto que ellas son diferenciables.  De otra manera, no tenemos derecho a
diferenciar.

Observación 2. La ecuación diferencial obtenida  en cada ejemplo re-
presenta la ecuación diferencial de la familia representada por la solución ge-
neral.

Observación 3. Si una solución tiene un número dado n de funciones
arbitrarias, con frecuencia es fácil escribir una ecuación diferencial de orden
mayor que n teniendo esta solución. Por ejemplo, es fácil ver que (21) es una
solución de

pero ésta es de orden 4 Y no 2. Cuando buscamos la ecuación diferencial, bus-
camos aquella del menor orden.

EJERCICIOS A

1. Obtenga soluciones a los siguientes problemas de valor de frontera.
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2. Obtenga ecuaciones diferenciales parciales (del menor orden) eliminando las fun-
ciones arbitrarias en cada relación dada. En cada caso verifique  que la relación
dada es una solución de la ecuación obtenida. Tome z como variable dependiente
a menos que se diga lo contrario.

(21)  L’ = .Y’h \‘)  + 3.y. (b) 3 = e”‘G(.\-). (c) z = c-‘F(S)  + e”c;()~).

(d) L’ = , XF(  J,)  + (In r)G(s). (e)  z = F(s - 2!9. (f) 2 = F(sj).

(g)  x = F(~/z)  (haga x dependiente) (h) : = F(x” - !.‘). (i) z = e3’F(x - 2~).

(j) : = F(s  + 3),)  + G(2.x  - YI.

EJERCICIOS B

1. Considerando z = F(3x  - 2y), parecería que 3x - 2y = G(Z), donde F y G son fun-
ciones inversas. Asumiendo esto cierto, json  equivalentes las ecuaciones diferen-
ciales parciales obtenidas de estas dos relaciones? Justifique su conclusión.

2. Obtenga una ecuación diferencial parcial con z = F(xzy) + G(xyl  ),  como solución,
donde F y G son funciones diferenciables  arbitrarias.

3. Si una función F(x,  y) se puede escribir como x”G(y/x)  se llama homogénea de
grado n. Muestre que cualquier función homogénea diferenciable satisface la ecua-
ción diferencial

iF ?F
.Y  ~^- + )’ .;-  = t1F

c s c )’
Esto  se llama el teofema de Euler  sobre funciones homogéneas.

iF CF
4. Muestre que si F = v’-  tan- ’ (Y/x)  entonces X z + J’ 5 = F.

5. Determine n para que z = XJ tan- 1
x2 - “L‘  + y2 az Fz
x2 + x1:  + JJ

satisfaga s r + j‘- = nz.
C.Y h

6. Muestre que la función V(X, y, z) = (x’ +y’  + z’! ) -  1’2 satisface la ecuación de
Laplace.

-2  -7
:!!+c!+-_=oi2 v
i.3 i),’ iz2

7. Use el Ejercicio 3 para resolver el’problema de valor de frontera

558 Capítulo doce



EJERCICIOS C

ì2:
1. (a) Si z = F(y/r)  + XG (y/x)  muestre que -x2  ;\-y + ~.xJ,&$  + j.2  $ = 0,

(b) Obtenga una solución a la ecuación diferencial parcial en (a) que satisfaga  las
condiciones z = cos y para x = 1 y 2 = e -2~ para x = 1.

2.  (a) En la relación F(u,  u) = 0, F es una función diferenciable arbitraria de u y U,
las cuales son funciones diferenciables de x, y y z. Diferenciando con respecto a
x y y, pruebe que

(b) Eliminando CF/Cu  y CFì/Co  de las ecuaciones de (a), muestre que la ecuación  di-
ferencial parcial resultante tiene la forma

donde P,  Q, R son funciones conocidas de x, y y z. Discuta cualesquiera res-
tricciones que se deban imponer para desarrollar esta eliminación. Este resul-
tado es la ecuación diferencial parcial correspondiente a F(u,  u)  = 0.

3. Usando el método del Ejercicio 2, encuentre las ecuaciones diferenciales parciales
correspondientes a cada una de las siguientes, donde F es una función arbitraria.

(a) F(2s  + 32, s - 2~)  = 0. (b) F(x’ + y2, JZ)  = 0.
(c) F(z  seny,  2 cos J)  = 0. td)  F(.u  - j‘ - 2, x2 - 2s~) = 0.

4. (a) Muestre que la ecuación diferencial
i3- <13”

*+3++3
ix= CL’

tiene solución z = F(x  -y)  + xG(x  :y) + xLH(x-y),  donde F, G y H son
funciones diferenciables arbitrarias.

(b) Muestre que la ecuación diferencial de (a) también tiene soluciones dadas por

2 = F(x - J)  + 4‘G(s  - y) + .?H(s  - y),  z = Fjx - J)  + ?‘G(s  - J,)  + .Xj,H(.X  - y)

iEstán  relacionadas todas estas soluciones? Explique.

5. Suponga que en la ecuación diferencial parcial
PU (22 c
~ + .~ = 0
cx2 ‘y2

hacemos el cambio de variables de coordenadas rectangulares (x,  y) a coordenadas
polares (r,  4) de acuerdo a las ecuaciones de transformación x = r cos  c$, y = r sen@.

(a) Muestre que

(b)  Muestre que la ecuación diferencial dada está dada en coordenadas polares por

i2u  / ca+ 1 <:*u-o
ir2 r c, 2 (0’
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6. Suponga que en la ecuación diferencial parcial

cambiamos variables de (x,  y, z) a (r,  6, H) de acuerdo a las ecuaciones de trans-
formación

i2L  i2c’ i’L’ 1 1 c-2 c
(a) Muestre que -;  + Ii,?- + .z = ïi- •t --.2  --2

( x- CI sen 0 C.#J 1

(b) Muestre que la ecuación diferencial parcial dada  se puede escribir como

El método de separación de variables

Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, podemos clasifi-
car ecuaciones diferenciales parciales en dos tipos, lineal y no lineal. Sin con-
sideramos, por ejemplo, dos variables independientes x, .y y la variable de-
pendiente U, una ecuación lineal tiene la forma

ci,CD,.  D,,C’  = E(.Y.  j‘)

donde el operador ++(D,,  D, ) es un polinomio en los dos operadores

(1)

(2)

teniendo coeficientes que son funciones de las variables independientes x y
)’ solamente. Si estos coeficientes son constantes, llamamos la ecuación una
ecuación lineal con coeficientes constantes; en otro caso es una ecuación li-
neal con coeficientes variables.  Una ecuación diferencial parcial no lineal es
una que no es lineal.

Ejemplo 1. Si c) = LI: + 4D,D,  ~ ZD,l - ~0,~  + 5, F(x,  3,) = x.3 - e.‘, en-
tonces (1) llega a ser

la cual es una ecuación diferencial parcial lineal con coeficientes constantes.

Ejemplo 2. Si 4 = xD,  +sD,, F(x,  y) = 1, entonces (1) llega a ser

; ¿
Y --- + j‘ F-L~  = 1

, í í, 1’

5 6 0 Capítulo doce



la cual es una ecuación diferencia 1 parcial lineal con coeficientes variables.

Ejemplo 3. La ecuación

es una ecuación diferencial parcial no lineal puesto que no puede expresarse
en la forma (1).

Extensiones a más de dos variables independientes se hacen fácilmente.
Como se podría esperar, las ecuaciones no lineales son en general difíci-

les de manejar, y no las discutiremos en este libro. De hecho sólo discutire-
mos aquellas ecuaciones diferenciales parciales l ineales que son más úti les
en problemas aplicados.

De la analogía con ecuaciones diferenciales ordinarias, el estudiante po-
dría esperar los siguientes teoremas, los cuales de hecho son correctos y no
difíciles de probar (ver Ejercicio 9B).

Teorema 1. Considere la ecuación diferencial parcial lineal

‘jl(D,.  D,.,  )C.  = b’(.\-.  J’. .) (3,

donde  x, y, son variables independientes y $(D,,  D,., )  es  un  operador
polinómico en D,, D,,. Entonces la solución general de (3) es la suma de
la solución general U,  de la ecuación complementaria.

@Il,,  DJ, .)c' = 0 (4)

y cualquier solución particular U, de  (3), e s to  es ,

c’ = C.‘ + L’,, (5)

La solución general U, de (4) a menudo se llama la solución complementa-
ria de (3).

Teorema 2. Sean U, ,  Ud,.  soluciones de la  ecuación

q!l(D.,,  D,.,  .)C’ =  0 (6)

Entonces si  a,, a,, s o n  c o n s t a n t e s  c u a l e s q u i e r a

C’  =  a,C’,  +  a,C’,  +  ” íi)

es también una solución. Este teorema a menudo se conoce como el principio
de superposición.

Consideremos cómo podríamos resolver la ecuación (4). Cuando teníamos
una ecuación diferencial ordinaria

&D>.l~ =  0 (8)

con coeficientes constantes,  usamos la susti tución y =  emx, la cual conducía
a la ecuación auxiliar o ecuación característica para determinar la constante
m. Para el caso (6) con coeficientes constantes, por analogía deberíamos asu-
m i r  c o m o  s o l u c i ó n  IJ=  e*l+“‘+. y tratar  de determinar  las  constantes  a,
6,  Aunque esto t iene éxito en algunos casos (ver 10s  Ejercicios 2 y 3A), un
enfoque mejor es asumir una solución de la forma

L’  = X(.\-)Y(j,)  o  b r e v e m e n t e c’ =  X Y (9)
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esto es, una f’uncitin solo de x multiplicada por una función solo de u, y así
sucesivamente. como se s u g i e r e  a l  e s c r i b i r  I!= ea-‘+h\+ c o m o  II=
eo.l  seh! .  El  método de solución usando (9)  con f’recuencia se l lama,  por
razones obvias, el método de separación de variables. Este método, el cual es
út i l  para obtener  soluciones de ecuaciones diferenciares  parciales  en casos
de coeficientes constantes o variables, será el principal método de solución
en lo que resta del libro.

La mejor manera de ilustrar el método de separación de variables es pre-
sentar algunos ejemplos de su uso. Empecemos con el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva el problema de valor de frontera

Para trabajar este problema asumamos que existen soluciones de la t’orma

C’(.Y,y)  =  X(.Y)Y(j,)  0  L =  XY (11)

esto es, U se puede expresar como una función solo de x multiplicada por una
función sólo de J’ de acuerdo con el método de separación de variables. Usan-
do  (11)  en la ecuación diferencial  de (lo),  tenemos,  s i  X’ = ClX ~dx, Y ’  =
dY,‘dy,

‘y’)~  + iXY’ = 0 0 ?;\;+;,  = o (12)_‘

al dividir ambos lados por 3XY (asumido no cero). Suponga ahora que escri-
bimos (12)  en !a  f’orma

X’ ‘I1-=  -~
3X Y

(13)

Vemos entonces que un lado depende sólo de x, mientras que el otro lado de-
pende sólo de y. Puesto que x y y son variables independientes, ellas no de-
penden entre si, y por tanto (13) puede ser cierta si y sólo si cada lado de la
ecuación (13) es igual a la misma constante, que llamamos c. De (13) tenemos
por tanto

X’ - 31.x  =  0 , Y’ + 1.1.  = 0

Estas ecuaciones tienen soluciones, respectivamente, dadas por

AY = (( p
1 .

y zz ‘($-”

(14)

(15)

donde B = a ,a,
debemos tener

es una constante.  Si  ahora usamos la  condición en (lo),

5 6 2 Capítulo doce



Desafortunadamente,  (17) no puede ser  cier ta  para ninguna selección de las
constantes B y c y pareceria  como si el método fallara. Por supuesto, si tuvie-
ramos sólo uno de los términos a la derecha de (17) el método funcionaría. Así,
si tuviéramos sólo 4e -? \ por ejemplo, tendríamos Be-(.\  = 4e - 2 y, 10  cual se
satisfaría si  B =  4 ,  c  =  2,’ y conduciría a la solución deseada de  (16) dada
por [J= de’  (.s*-\‘l.

La situación se salva, sin embargo, si usamos el Teorema 2, página 561,
sobre la superposición de soluciones. Vemos de (16) que li, = b,  ec1(3-v\--y)  J
U, = b2eCZ(31-x)  son ambas soluciones, y así debemos tener también como so-
lución

c. = blr<‘,(3.\--,-)  + ,, 2
(,cA3.\-!.) (18)

La condición de frontera de (10) nos lleva ahora a

11 , e -c,.l  + /) e-“‘!’  _ 4 m-2,2 - e - JL>Th?

la cual se satisface si escogemos 6, = 4, C]  = 3. hz  =  - 3 . 1”  = 6

Esto lleva a la solución deseada (18) dada por

c’ = 4e2C”.xv?“  _ jc,6(3.\-?.) (19)

Observación 1. El estudiante se puede preguntar por qué no trabaja-
mos el problema anterior encontrando primero la solución general y luego la
solución particular. Una razón es que excepto en casos muy sencillos la solu-
ción general con frecuencia es difícil de encontrar, y aún cuando se pueda en
centrar,  puede ser difícil determinar la solución particular a partir de ella. Sin
embargo, la experiencia muestra que para problemas más difíciles que surgen
en la práctica el método de separación de variables combinado con el princi-
pio de superposición resulta ser útil. Por esta razón, emplearemos el método
de separación de variables, a menos qu e se diga otra cosa, en los restantes
capítulos del libro.

Como un ejemplo más complicado del método de separación de variables,
consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO

Resuelva el problema de valor de frontera
i I -2

~ = _LC-
ir ;.P

Soluc ión  Aqui las variables independientes son x y t ,  así que sustituimos
U = XT en la ecuación diferencial dada, donde X depende solo de x y 7’  de-
pende sólo de t, encontrando

dondex”  = d’X cfx’, T’ = dT dt. Escribiendo (20) como

71- = 5,::
27‘ x
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vemos que cada lado debe ser una constante denotada por c, así que

T’ - 3,,T = 0. X”  - (~‘y = 0 (21)

Ahora para escribir la solución de la segunda ecuación en (21), debemos sa-
ber si la constante c es positiva, negativa, o cero. Deberíamos así considerar
tres casos.

Caso  1,  c = 0. En este caso las soluciones a (21) están dadas por 7’=
c, y  X  =  c,x  + c,$,  d o n d e  c, ,  c,, c,{  s o n  c o n s t a n t e s ,  a s í  q u e  u n a  s o l u -
ción de la ecuación diferencial dada es

C’  =  X T  =  (.,(C2Y  + CA) (22)

De la primera y segunda condiciones de frontera tenemos

(‘,(‘3  = 0, c,(lOc,  + CA)  =  0 (23)

Estas se satisfacen si c r = 0, pero en tal caso la solución es la trivial U = 0,
la cual no puede satisfacer la tercera condición de frontera. Por tanto c, # 0.
Sin embargo, en tal caso vemos de (23) que ci = 0, y así cz =O,  dando de
nuevo U= 0. Vemos así que c no puede ser cero

Caso 2, c > 0. Aquí las soluciones de (21) están dadas por

T  =  cle2cf, x = c2e.cs + (.&\C\

lo cual da (,’ = XT = e2cf(Ae\Cx  + Be-\‘“)

donde A = ClC2, B = c,c3

De la primera condición de frontera tenemos

U(O,t)  = e2cr(A +  B)  =  0  o A + B = 0 y 4=-B

puesto  que eL<‘f no puede ser cero. La solución hasta ahora está dada por

u(s,  t) = Be2”(e“*  - ,-\:“) (24)

De la segunda condición de frontera tenemos

u(10,  f) = Be2cf(e10\C  _ e-1o\‘)  = 0

Pues to  que  el<” f 0, entonces B = 0 ó clO,’ - em Io\ c = 0, esto es, e20xc~  = 1.
Ahora si B = 0, la solución (24) es la trivial U= 0, que por supuesto no pue-
de satisfacer la tercera condición de frontera, la cual ni siquiera ha sido con-
siderada todavía. También es imposible tener e20\:  = 1 para valores positivos
de c, puesto que para c > 0, e20,;
podemos tener c > 0.

> 1. Este estado de cosas muestra que no

Caso 3, c < 0. Es conveniente en este caso escribir c = - X?  para mostrar
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que c es negativo. Entonces (21) llega a ser

T ’  +  Z2T  = 0, X”  + ;.2x  z 0

ó T = c.le-2j.21, X = C2  COS  i.Y  + C3  sen7.s

Esto da IJ = XT = e-2i2r(,d  cos  i.~ + Rsenis) ..-

d o n d e  A=c,c2,  B=c,c,,. De la primera condición de frontera tenemos

Cr((),  f) = ,,Je-~2”2’  = (1 0 .!l = 0

puesto que ee2i”’  no puede ser cero. La solución hasta ahora es

U(.Y,  t) = BeC2”’  seni.y (25)

De la segunda condición de frontera tenemos

L’(10,  r)  = Be- 2iLrsen  10;.  = 0

Puesto que B # 0 (de otra manera tenemos la solución trivial U= 0), debe-
mos tener

sen lOi  = 0.
wm

esto es, 10;.  = m?T 0 .

donde m = 0, + 1, t 2,. y (25) l lega a ser
l. = 10

r;(‘i,  t) = Be-“‘ZK2f  5(‘,,,‘?$

La ultima condición de frontera produce

[ (.y. 0)  = BsenLi:\ = 5Osen ‘;Y + 2Osen3n.y  -

(26)

lOsen47i.y

Sin embargo, no podemos encontrar un solo par de constantes m y B que sa-
t isfagan esta condición.  Af’ortunadamente, el principio de superposición vie-
ne en nuestra ayuda, puesto que sabemos que sumas de soluciones del tipo
(26) para dif’erentes valores de B y enteros m también serán una solución.
Puesto que sólo necesi tamos tres  términos con la  forma (26), consideramos
la solución

de modo que la última condición de frontera da

Esto se puede satisf’acer si escogemos

/7, jo. i?l,
71 37l 11127-L= íõ = 0 ~11, = 15: /7’ = 50. ro- = 27-r 0 1172 = 20:7 .
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Usando éstas en (27) da la

3TI.Y-~
3 +

solución deseada

P a r aObservación 2. la mayoría de problemas podemos anticipar el he-. .I
cho de que debemos hacer la seleccron  c = - X’ , puesto que de otra manera no
obtenemos los términos seno presentes en la última condición de frontera del
Ejemplo ilustrativo 1. Así no necesitamos preocuparnos con cualquier otra se-
lección para la constante distinta de - ~2.  Este hecho se puede también de-
ducir desde un punto de vista físico si U representa alguna variable física,
tal como temperatura, y t denota tiempo. Si c fuera positiva entonces cuando
t-  a t e n d r í a m o s  U -+ 00  , o como a menudo decimos U sería no acotada,
y esto contradeciría  el principio de conservación en la naturaleza. También,
si c fuera cero, LJ’  sería independiente del tiempo, lo cual no es el caso corriente.

EJERCICIOS A

Use el método de “separación de variables” para obtener soluciones a cada unode  los
siguientes problemas de valor de frontera.

-. “,î’
5. ‘$ = 4 $: C’(0. t) = 0 . L’(10. t) = 0 . L(.Y. 0 ) = jsen3n.y

_ r
6 .  ?*

i12L’

3t
= ----;  C(O. f)  = 0. C’(lr.  t) = 0. L’(.\-.  0) = 2sen3\-  - j senil.\-.

a.2
-, 2

7 .  “,ir  = -” Y(0.  t) = 0 .  Y(30.  t )  =  0 .  i;(.Y.  0 )  = 0 .  l’(y.  0 )  = l()sennTSs’  . 7

i2  Y 3’1
9. 9 =~2 Y--T  cz- : }‘(O, 0 = 0 , Yl7r.  = = ~tl 0. I;(.Y.  0) 2 sen.\- 3 sen2.y. )‘(.\-. 0) = 0.

: ! -2  i
10. ” = :y$ + L’:  C:(O.  1) = 0. L.(IO.  /) = 0. Llu. 0) = jsen2n.y  -sen4n.y

cit

EJERCICIOS B

1. Se puede aplicar el método de separación de variables a

(?‘c c;“c 3’ c
-~~-
as-

+2-z  - -
(,.Y  i)

- 3 -,-  = (1
3r

2. (a) Muestre que la ecuación diferencial
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donde A, B y C son constantes, tiene soluciones de la forma c”x+~\  donde a y b
son constantes. Muestre que si A # 0, entonces a = m, b y a = mzb  así  que
e”‘?  ,i,,.\l y e”,’ ‘>,,.I, son soluciones, donde b es arbitraria. (b) Por sustitución direc-
ta muestre que F(y  + m, x) y G (y + rnz  x), donde F y G son funciones arbitrarias,
son también soluciones. Podemos considerar que éstas se obtienen al superponer
soluciones de los tipos ~eh’r~nl1.x) y ce*(l  -ny:\), donde b y c pueden asumir cualesquie-
ra valores. iQué  modificaciones si hay alguna se deberían hacer si A = O? (c) Use
(b) para mostrar que la solución general de la ecuación en (a) es Lr=  F(J’ + m, x) +
G(y  + mnx). (d) Use los resultados de (c) para obtener la solución general de la
ecuación del Ejercicio 1. (El estudiante debería comparar el supuesto e”Y L hY  con el
supuesto em* usado en ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con coefi-
cientes constantes.)

3.  Muestre cómo el Ejercicio 2 se puede usar para hallar soluciones generales a cada
una de las siguientes:

(b)  $ + $ = 0.

c-2  Y
(cl ~t? = a

,ì2Y
-z
(“c

(d)  $ + 4 g; = 0.

4. ¿Se puede aplicar el método del Ejercicio 2 a la ecuación
îu iu

.Y  - + - = O?
iu ?)

¿Se podría aplicar aquí el método de separación de variables? ¿A qué tipos de ecua-
ciones diferenciales parciales piensa usted que se les puede aplicar los métodos?

5. Si m, y mL del Ejercicio 2 son iguales, entonces F(y  + m, X)  es una solución.
Muestre que xG (y + m , X)  ó yG (y + m , x’) es también una solución, y por lo tan-
to que F(y  + m r x) + xG (y + m ,x)  es una solución general. Use esto para obtener
las soluciones generales de cada una de las siguientes:

(Compare con el caso de raíces repetidas en la ecuación auxiliar en relación con
las ecuaciones diferenciales ordinarias.)

6. Use el Teorema 1, página 561para obtener la solución general de

P2Z i2Z
;‘i2+  4; + ,i’z  = 4e’“i5v,

c xi \’ C-J”

(Sugerencia: Asuma una solución particular ae2’+3Yy  determine a.)

7. Encuentre la solución general de

i2 L c-2  u c-2  u
--- + 2 ~~ + ~-~  = 3 sen(\- - 4~) + ,y2
ix2 i.Y  i), iY2

8. Encuentre la solución general de

(Sugerencia: Correspondiente al término 6e‘-31,  asuma la solución particular
axer--3”  ó ayey-,i*  y determine a.)
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9. Pruebe (a) Teorema 1 y (b) Teorema 2 en la página 561.

EJERCICIOS C

1. (a) Si el sistema de ecuaciones
1l.Y II  i’ tl:

P Q R

donde P, Q  y R son funciones de x, J’  y z, tiene solución u(x,  y,  Z) = c,,
1,1(x,  y, z) = cl. muestre que la ecuación diferencial parcial

tiene solución F(u,  L.)  = 0, donde F es una función diferenciable arbitraria.
Compare con el Ejercicio 2C, página 559.

(b) Use el resultado de (a) para encontrar la solución de

2. (a) Dada la función U(x, t).  Asumiendo restricciones apropiadas, encuentre la
transformada de Laplace  de îC;Ct con respecto a la variable t, mostrando que

(b) Muestre que Y G:F = .s’[I  - sU(\-.  0) - U,(.Y,  0) .
i 1

(d) Muestre cómo se pueden usar las transformadas de Laplace  para resolver el
problema de valor de frontera

il; ,-2u
-=~
Cr llY ’

U(0.  r)  = 0. L”(l.  r)  = 0. C!(.Y.  0) = 8sen2z.x

(Sugerencia: Tome las transformadas de Laplace  de las dos primeras condi-
ciones de frontera.)

3. Use el método de las transformadas de Laplace  como en el Ejercicio 2 para obtener
soluciones al (a) Ejercicio 7A;  (b) Ejercicio BA;  (c) Ejercicio 10A.

4.  Puede usted usar los métodos de la transformada de Laplace  para resolver el pro-
t

í
‘olema  de valor de frontera.

C-L (a’(j
- = ~~
ir &2  ’ U(0,  t) = 0. c’(  1. f) = 0. L(.Y.  0) = .x( 1 - Y)
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Algunas ecuaciones diferenciales parciales importantes
que surgen de problemas físicos

Ya hemos visto cómo se resuelven algunos problemas de valor de fronte-
ra que involucran ecuaciones diferenciales parciales.  Volvemos ahora a las
derivaciones de algunas ecuaciones dií’erenciales parciales importantes que
surgen en varios problemas aplicados. Hay tres tipos importantes de proble-
mas que consideraremos.

1. Problemas que involucran vibraciones u oscilaciones.
2. Problemas que involucran conducción o difusión de calor.
3. Problemas que involucran potencial eléctrico o gravitacional.

3.1 PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN VIBRACIONES U OSCILACIONES.
LA CUERDA VIBRANTE

Uno de los problemas más simples en vibraciones u oscilaciones que con-
ducen a problemas de valor de frontera involucrando ecuaciones diferencia-
les parciales es el problema de una cuerda vibrante, tal como una cuerda de
violín o piano. Suponga que tal cuerda está fuertemente tensa entre dos pun-
tos fijos x = 0 y x = L en el eje x de la Figura 12.2(a). En el tiempo t = 0 la

Y

i
x=0

. . ~-x
x = L

Y

'* x
,y=  L

2

(b)

Figura 12.2

cuerda se alza en el  punto medio 1 Figura 12.2(b)l  una distancia h .  Luego
la cuerda se suelta. El problema es describir el movimiento resultante.

Claramente  muchas  cosas  pueden suceder .  La cuerda puede es tar  de-
masiado tensa que cuando la alzamos por la mitad una altura h la cuerda se
rompe. Este caso es simple y no lo consideraremos.  Es más natural  asumir
que la cuerda es perfectamente f’lexible y elástica. También, para simplificar
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el problema, asumimos que h es pequeño comparado con L. Otros supuestos
se harán a medida que avanzamos.

Formulación matemática. Supongamos que en algún tiempo t, la cuer-
da tiene la forma que se muestra en la Figura 12.3. Llamamos Y(x,  t) el des-

;

,Puntox  + Ax

x x+AX ’ Posición de equilibrio

Figura 12.3

plazamiento del punto x en la cuerda (medido desde la posición de equilibrio,
la cual tomamos como el eje x) en el tiempo t. El desplazamiento, en el tiempo
t, en el punto vecino x + IX estará entonces dado por Y(x + IX, t).

Para describir  el  movimiento resultante,  consideramos las fuerzas que
actúan sobre el pequeño elemento de cuerda de longitud IS entre x y x + IX,
mostrado ampliado en la Figura 12.4. Habrá dos fuerzas actuando sobre el
elemento, la tensión T (X) debida a la porción de cuerda a la izquierda, y la
tensión T(X + ox) debida a la porción a la derecha. Note que hemos asumi-

Y

7(x + AxIsen 82

“l--.,-- _.“_.  _. _- _- “__^..l__-.._. “L-..-.d.--.-..---- -_-.~~~,. __ ~_ _ .--g x

X x+AX

Figura 12.4

do por el momento que la tensión depende de la posición. Descomponiendo
estas fuerzas en componentes se obtiene

fuerza neta vertical (hacia arriba) = T(S  + Ar) senl)2  - S(T)  sen(~,

i (1)
fuerza neta horizontal (a la derecha) = T(S  + A-Y)  COS  0,  - 7(.x)  cos U1,

Asumimos ahora que no hay movimiento a la izquierda ni a la derecha de la
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cuerda, esto es, a un alto grado de aproximación la fuerza neta horizontal es
cero. Esto está de acuerdo con la situación física.* La fuerza vertical neta
en (1) produce una aceleración del elemento. Asumiendo que la cuerda tiene
densidad (masa por unidad de longitud) p, la masa del elemento es pl.s.  La
aceleración vertical de la cuerda está aproximadamente dada por ~2~1~12.t
De donde por la ley de Newton,

T(X  + A.y)sen%,  -
P2Y

s(.\-)sen%,  = p As -27- ca

a un alto grado de precisión. Si H es el ángulo que forma la tangente en cual-
quier punto del elemento con el eje positivo x, entonces H es una función de
la posición y escribimos H,  = e(x),  Hz  = H(X  + 1~).  Sustituyendo en (3) y di-
vidiendo por IX tenemos

T(X  + A‘c)sen%(x  +  A s )  - z(.y)sen%(s) A s  i21 (3)

AS = Pg.-p

Anura  la pendiente de la tangente en cualquier punto de la cuerda está dada
por ^

tan %(x)  = 5:
3,

de modo que (4)

Así si asumimos que la pendiente es pequeña comparada con 1, podemos des-
preciar (CY/Cx)’ en el denominador de (4) lo cual equivale a la aproximaciónx

(1
sen%(x) = tan %(‘c) = (S

Usando esto en (3) y tomando el límite cuando 1x40,  (3) se convierte en

& [r(x)  tan O(x)]  = p yzy
?t2

0 g;  T ( S )  ‘I-\  = p <?2y

[ 1
Pt2

(5)

la cual se llama la ecuación de la cuerda vibrante. Si T(X) = T, una constante,

C2Y i2Y c”y i’Y
7q=p-;2 0 p=L12T (6)

C’X (‘1 ir2 (‘S

donde az  = ~/‘p. Tomaremos la tensión como constante a menos que se espe-
cifique lo contrario.

Veamos ahora cuáles son las condiciones de frontera. Puesto que la cuer-
da está fija en los puntos x = 0 y x = L, tenemos

Y(0, t) = 0, Y(L, t)  = 0, para tro (7)

*Realmente esta consecuencia sigue de algunos otros supuestos que hacemos.
+Más  exactamente esto es (CzY/¿tZ)  + 6 donde t -0 cuando ox -0.

f El grado de pequeñez depende, por supuesto, de la precisión deseada.
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Estas establecen que los desplazamientos en los extremos de la cuerda son .
siempre cero. Refiriéndonos a la Figura 12.2(b)  se ve que

(8)

Esto simplemente  da las ecuaciones de los dos segmentos de recta en esa fi-
gura. Y(x,  0) denota el desplazamiento de cualquier punto x en t = 0. Puesto
que la cuerda se suelta desde el reposo, su velocidad inicial en cualquier par-
te es cero. Denotando por Y, la velocidad iY ir podemos escribir

X(.x,  0) = 0 (9)

la cual dice que la velocidad en cualquier lugar x en tiempp t = 0 es cero.
Hay muchos otros problemas de valor de frontera que se pueden formular

usando la misma ecuación diferencial parcial (6). Por ejemplo, la cuerda se
podría alzar en otro punto distinto del punto medio o aun en dos o más pun-
tos. Podríamos también tener una cuerda o soga con uno de sus extremos fijo
mientras que el otro se mueve arriba y abajo de acuerdo a alguna ley de mo-
vimiento.

Es también posible generalizar la ecuación de la cuerda vibrante (6). Por
ejemplo suponga que tenemos una membrana o piel de tambor en la forma de
un cuadrado en el plano ny cuyo contorno est,á  fijo (ver Figura 12.5). Si la pc-
nemos a vibrar, tal como ocurre cuando se golpea un tambor, cada punto (x, y)
del cuadrado se pone en movimiento en una dirección perpendicular al plano.

V

Figura 12.5

Si denotamos por Z el desplazamiento de un punto (x, y) a partir del plano,
el cual es la posición de equilibrio, en cualquier tiempo t, entonces la ecua-
ción diferencial parcial para la vibración está dada por
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donde  T es la tensión por unidad de longitud a lo largo de cualquier  curva
en la piel  de tambor la cual  se asume constante,  y p es  la  densidad (masa
por unidad de área). Aquí Z es una función de x, 3’  y t, y se puede denotar
por 2(x,  y, t).

Podemos generalizar (6) y (10) a tres dimensiones. Esta generalización
sería

(-2u -2 ,r~ = ‘12 r -2 ~ -2 ,I-L¿t2 c ir2 + r_I;_ +‘! i-2 1 (11)
y se podría pensar que esto tiene aplicaciones a las vibraciones de una super-
ficie esférica o de otra forma. La ecuación (ll) también aparece en la teoría
electromagnética en relación a la propagación de ondas tales  como ondas de
radio o televisión. Por esta razón con frecuencia llamamos a (ll), o cuales-
quiera de los casos (6) o (lo),  la ecuación de ondn. Cuando sea necesario dis-
tinguir las ecuaciones diferenciales de cada caso, nos referimos a (6), (10) y
(ll) como las ecuaciones de onda en una, dos y tres dimensiones respectiva-
mente.

Si introducimos el operador de derivada parcial

la ecuación (ll) se puede escribir como

v2c  = ‘.‘“ci
a 2 it2

(12)

(13)

En el caso de que U no dependa de t, esta ecuación se convierte en

(14)

Con frecuencia llamamos a (14) la ecuación de Laplace  y V” el Lapla-
ciano en nombre del matemático Laplace,  quien investigó muchas de sus im-
portantes e interesantes propiedades.

3.2 PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN CONDUCCION 0
DIFUSION  DE CALOR

Suponga que una barra delgada de metal de longitud L se coloca en el
eje x de un sistema de coordenadas xy (Figura 12.6). Suponga que la barra se
sumerge en agua hirviendo de modo que su temperatura es de 100” C. Luego
se saca y los extremos x = 0 y x = L se mantienen en hielo para que la tempe-
ratura en los extremos sea 0” C. Supondremos que no hay escapes de calor
de la superficie de la barra, esto es, la barra está aislada. No nos preocupare-
mos aquí cómo esto se puede conseguir físicamente. Preguntemos cuál será
la temperatura de la barra en cualquier lugar en la barra en cualquier tiempo.
Denotando la temperatura de la barra por U se ve fácilmente que U depende
de la posición x de la barra, como también del tiempo f (medida del tiempo
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Y

l
x

x=0 x = L

Figura 12.6

X x+A,%

Figura 12.7

cero cuando la barra está a 100" C) de observación. Denotamos esta depen-
dencia por U(x,  t). Tenemos así la variable dependrente  U dependiendo de
dos variables independientes x y t. Tratemos de formular matemáticamente
este problema.

e Formulación matemática. Suponga que tenemos una barra de sección
transversal constante A (como se muestra en la Figura 12.7, donde la sección
transversal es rectangular, aunque pudiera tener cualquier forma como la de
un cilindro). Considere el elemento de volumen de la barra incluido entre los
dos planos vecinos, paralelos a A y denotados por B y C a distancias x y x +
_IX,  respectivamente, de A. Denote la temperatura en el plano B en tiempo t
por U(x,  t); la temperatura en el plano C en tiempo t estará entonces dada por
U(x + J,X, t). Para seguir adelante necesitamos las siguientes dos leyes físi-
cas concernientes a la transferencia de calor.*

1. La cantidad de calor necesario para elevar la temperatura de un
o b j e t o  d e  m a s a  m  e n  u n a  c a n t i d a d  IU es  ms A~J,  donde  s e s
una constante que depende del  material usado, y se llama el calor
específico.

2. La cantidad de calor que flu>!e a través de una área (tal como B ó
C) por unidad de tiempo es proporcional a la tasa de cambio de la
temperatura con respecto a la distancia perpendicular al área (es-
to es. la distancia normal x).

Tomando como positiva la dirección de izquierda a derecha en la Figura
12.í,  podemos escribir la segunda ley como

*L’na  discusión de la transferencia  de calor se da en el Capítulo tres, página 101
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(15)

donde Q es la cantidad de calor que fluye a la derecha, At es la longitud de
tiempo durante el cual ocurre el flujo, y K es la constante de proporcionalidad
llamada conductiuidad  térmica, la cual depende del material. El signo menos
en (15) muestra que Q es positivo (esto es, el flujo es a la derecha) cuando
ir’ ¿.c es negativo (esto es, cuando la temperatura está decreciendo a medi-
da que vamos a la derecha). Similarmente Q es negativo cuando iC.,<.\  es
positivo. Esto concuerda con los hechos físicos. Usando (15) podemos decir
que la cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través del plano
R (Figura 12.7) es ^,’ !

-LlAt~-/
( I i.\

Similarmente, la cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través
del plano C es

La cantidad neta de calor que se acumula en el volumen entre B y C es la can-
tidad que entra por B menos la cantidad que sale por C, esto es,

Esta cantidad de calor acumulado eleva o baja la temperatura del elemento
de volumen si (16) es + ó - . Por la ley 1, entonces

puesto que la masa del elemento de volumen es la densidad p veces el volu-
men Alx. Se debería mencionar que (17)  es sólo aproximadamente cierta
siendo el grado de aproximación mejor, entre más pequeños sean los valores
de 1 x, A U y 1 t . Dividiendo ambos lados de (17)  por A IX At y hacien-
do que AX y At tiendan a cero, obtenemos

(18)

donde K = K/ps  se llama la difusiuidad del material. Esta ecuación se llama
la ecuación de flujo de calor o de conducción de calor en una dimensión.

Se debería notar que si la superficie no estuviera aislada tendríamos que
haber considerado un término extra en (17), a saber, la cantidad de calor que
escapa (o fluye dentro) del elemento (ver Ejercicio 1B).

Tomando el caso especial donde los extremos se mantienen a 0” C y don
de la temperatura inicial de la barra es 100” C, resultan las siguientes CO&

diciones de frontera:
LC(O.  t) = 0, L(L, t) = 0 para f > 0

(19)L I’(.\-. 0) = 100, para 0 < x < L
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Las dos primeras expresan el hecho de que las temperaturas en x = 0 y x = L
son cero en cualquier tiempo. La tercera expresa el hecho de que la tempera-
tura en cualquier lugar x entre 0 y L en el tiempo cero es 100” C. Así el pro-
blema de valor de frontera es el de determinar la solución de la ecuación di-
ferencial parcial (18) que satisfaga las condiciones (19).

Obseruación.  El mismo problema de valor de frontera puede tener dife-
rentes interpretaciones, esto es, puede surgir a partir de situaciones físicas
aparentemente diferentes. Por ejemplo, suponga que tenemos una varilla in-
finita de m. terial conductor inicialmente a 100” C donde los planos de con-
torno x = 0 y x = L se mantienen a 0” C. Entonces la temperatura U(x, t) en
cualquier lugar x de la varilla en cualquier tiempo t > 0 está dada por el pro-
blema de valor de frontera definido por (18) y (19) anteriores.

Es fácil generalizar la ecuación (18) al caso donde el calor puede fluir en
más de una dirección. Por ejemplo, si tenemos conducción de calor en tres di-
mensiones la ecuación es

donde la  constante  K t iene el mismo significado dado antes.  Llamamos a
(20)  la ecuación de conducción de calor tridimensional. La temperatura U en
este caso es una función de x, y z y t, escrita U(x,  y, z t). En el caso de que
U por alguna razón, tal como simetría por ejemplo, depende solo de x, y y t
pero no de Z, entonces (20) se reduce a

(21)

la cual se llama la ecuación de conducción de calor bidimensional.
La ecuación (20) se puede escribir en términos del operador Laplaciano

[ ver (la),  página 573 1 como

(22)

En el caso de que U no dependa del tiempo t llamamos a U la temperatura
de estado estacionario, y esto se reduce a

(23)

la cual es la ecuación de Laplace  (compare con (14), página 573).
Podemos pensar que la conducción de calor es debida al movimiento alea-

torio’de  las partículas de materia tales  como átomos o moléculas; entre mayor
sea la velocidad mayor será la temperatura. El flujo de calor desde lugares de
alta o baja temperatura es debido a la dispersión o difusión de tales  partícu-
las desde lugares donde su concentración o densidad es alta a lugares donde
es baja. Tales problemas de difusión ocurren en química y biología. Por ejem-
plo, en biología podemos tener la difusión de drogas desde la corriente san-
guínea a células u órganos. La misma ecuación derivada antes para conduc-
ción de calor se puede aplicar para difusión. La única diferencia esencial es
que Cr  denota la densidad o concentración de las partículas que se mueven.
La interpretación de difusión de la conducción de calor de hecho ha sido su-
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gerida anteriormente cuando nos referimos a la constante K como la difusi-
vidad.

3.3 PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN POTENCIAL ELECTRICO
0 GRAVITACIONAL

Considere una región tridimensional .H  como en la Figura 12.8, la cual
puede representar una distribución continua de cargas eléctricas (o una dis-
tribución continua de masa). Sea p, que puede variar de punto a punto, pa-
ra denotar la carga por unidad de volumen (o masa por unidad de volumen),
La cantidad p es por tanto la densidad de carga (o densidad de masa). El
potencial eléctrico en P debido a la carga q en Q (o potencial gravitacional en
P debido a la masa m en Q)  está definido por q,/r  (o mír), donde r es la dis-
tancia de P a Q dada por

Si dV  representa el potencial, eléctrico o gravitacional, debido a la carga o
masa dada por p dXdYdZ,  entonces tenemos

1lV  =
p tlX  tlY r¡Z 1’ rlX <IY f/Z

I
= Xi7  -.-~-.  -----~YIzx--

X)-  + (1‘  - I )-  + (1  - zj-
(24)

De esto sigue que el potencial total V debido a la carga total o distribución de
masa en la región .H  se encuentra por integración de (24) sobre la región .Y?  pa-
ra obtener

(25)

Al trabajar problemas de potencial es conveniente encontrar una ecuación di-
ferencial parcial que sea satisfecha por V. Para obtener tal ecuación diferen-
cial, tomemos las derivadas parciales de V con respecto a x, y y z y veamos
si podemos eliminar la integral en (25). Al tomar las derivadas segundas con
respecto a x, y,  z, respectivamente, y luego sumándolas encontramos

v’y = 0 (26)

la cual de nuevo es la ecuación de Laplace,  ya vista en dos oportunidades

e--
P(x,  y, 2)

Figura 12.8

Elemento
dXdYdZ

de volumen

----Y
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(páginas 573  y 576). El resultado (26) no es difícil de establecer. Para ello to-
mamos ~2  de ambos lados de (25). Intercambiando el orden de la derivación
e integración ( la cual se puede justificar), el resultado equivale a mostrar que
el Laplaciano de l,‘r es cero. Pero por diferenciación ordinaria encontramos
fácilmente

4 (.Y2  ti -,  1  1 2(.x
,-,

=
EZ

- “i)” X)2  +--“-  (!’  - y-p-+-(-z  Y)2  - (r --,  - Z)-1” 2)2

-2( 1
;-0

= 2(),  - Y)2  - (z  - z)2  - (.Y  - x)2
____--__---~~

tr‘  J [(.Y - X)’  +  (J’ - Yl2  +  (z  - zjq=

-2( 1

-4 =

3(1  - Z)L - (.Y  - X)’  - ( 1‘  - Y)2

Cr J’ [(.y  - X)2  + (j’  - 1.)’  + (1 - z)2]s  2

donde para ahorrar trabajo podemos obtener los dos últimos resultados a par-
tir del primero al usar la simetría. Puesto que éstas suman a cero, se obtiene
el resultado deseado.*

Para llegar a la ecuación de Laplace  (26), se asumió que el potencial se
va a encontrar en puntos no ocupados por materia o carga eléctrica. En el ca-
so de que queramos encontrar el potencial en puntos ocupados por materia o
carga, se obtiene que la ecuación está dada por

G2V  = -47cp

la cual se llama la ecuación de Poisson.  El caso especial p = 0 da (26).

3.4 OBSERVACIONES SOBRE LA DEDUCCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES

Se puede anotar que hemos sido algo descuidados desde un punto de vis-
ta  matemático al  deducir  las  ecuaciones diferenciales parciales anteriores.
Por ejemplo, al tomar las derivadas bajo el signo de la integral en (25) no he-
mos establecido las condiciones apropiadas bajo las cuales tal operación se
puede just i f icar .  Considerando aún más este  punto,  n o  t iene sentido el  ser
rigurosos en la deducción de una ecuación a partir de algún modelo matemá-
t ico postulado de la  real idad f ís ica cuando no sabemos si  el  modelo puede
proporcionar aún una descripción razonablemente precisa de tal realidad. Tie-
ne más sentido, sin embargo, usar el  razonamiento, la intuición, el  ingenio,
etc., para obtener tales  ecuaciones y luego simplemente postular las ecuacio-
nes. Entonces podemos decir que las ecuaciones son ya sea correctas o inco-
rrectas de acuerdo a si los resultados obtenidos de ellas concuerdan o no con
10s  resul tados observados o experimentales .  La ecuación más rigurosamente
deducida carece de ut i l idad s i  conduce a  resul tados que no concuerdan  con
10s  hechos físicos que intentaba describir.

EJERCICIOS A

1. Una cuerda vibra en un plano vertical. Muestre que la ecuación diferencial que des-
cribe las vibraciones pequeñas de la cuerda si se considera la gravitación es

*Aunque hemos usado el concepto de potencial eléctrico o gravitacional  para obtener la ecua-
ción de Laplace,  sucede que esta ecuación támbién ocurre en otros campos tales como, por ejem-
plo,  en eI movimiento de un fluido incompresible de aerodinámica o hidrodinámica. En tal casO
V CS  un potscial  de t,caiocidad.
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#2.  La cuerda del Ejercicio 1 vibra en un medio viscoso, y se asume que actúa  una fuer.
za de amortiguamiento proporcional a la velocidad instantánea. Escriba una ecus.
ción diferencial parcial que describa el movimiento.

3.  Muestre que la cantidad a en la ecuación de onda (6)  tiene dimensiones de velo-
cidad.

4. Si los extremos de la barra en el problema de flujo de calor del texto están aislados
en vez de mantenerse a 0” C, exprese matemáticamente las nuevas condiciones
de frontera. ¿Puede  usted pensar en la solución al problema de valor de frontera
por medio de razonamiento físico?

EJERCICIOS B

1. La superficie de una barra delgada de metal no está aislada sino, en vez, la radia-
ción puede ocurrir hacia los alrededores. Asumiendo que la ley de Newton de en-
friamiento (página 107) es aplicable, muestre que la ecuación de calor llega a ser

iu i’u
-=ti-L-(.(u-uo)
it c x .I  .

donde c es una constante y U, es la temperatura de los alrededores.

2. Muestre que al hacer el cambio de variable U- U,, = Ve*‘,  donde Ly  es una cons-
tante apropiadamente escogida, la ecuación del Ejercicio 1 se transforma en la ecua-
ción de calor (18), página 575, en la cual la superficie está aislada. Discuta el signi-
ficado de esto.

3. Una cuerda tiene un punto extremo fijo en x = L mientras que el otro extremo en i:
x = 0 se mueve en el plano xy de tal modo que el desplazamiento desde el eje x va- .
ría sinusoidalmente con el tiempo. Establezca un problema de valor de frontera que :’
describa las vibraciones de la cuerda, asumiendo que no hay amortiguamiento y
una forma inicial y distribución de velocidad apropiadas. Describa físicamente có-
mo esperaría usted que se mueva la cuerda.

4. Trabaje el Ejercicio 3 si el punto extremo en x = L está libre en vez de estar fijo.

EJERCICIOS C

1. Suponga que se requiere deducir la ecuación de conducción de calor en tres dimen-
siones. Para ello considere un elemento de volumen dentro de la región íA (Figura
12.9). Este elemento se toma como un paralelepípedo y se muestra considerablemen-
te ampliado en la figura. Muestre que la ecuación de calor es

donde los diferentes símbolos tienen el mismo significado como en el texto (Suge-
rencia: La cantidad neta de calor que se acumula en el elemento de volumen es la
suma de las cantidades de calor que entran por las caras PQRS, PQTW, PSVW me-
nos la suma de las cantidades que salen por las caras WTMV, SRMV, QRMT).

2. Puesto que V= ljr,  donde r  = Vlx2  + yi  + ~2, es una solución de la ecuación de
Laplace  en tres dimensiones, esto es, la ecuación (26) en la página 577, uno podría
esperar que V=  l/r,  donde r = \/x2 +y” , es una solución de la ecuación de La-
place en dos dimensiones, esto es,

Ecuaciones diferenciales parciales en general 575



3 .

4 .

Muestre que una solución a la ecuación de Laplace  bidimensional del Ejercibio  2
está dada por V= ln F. donde r = m.

Deduzca la ecuación de la cuerda vibrante si se asume que el desplazamie$to  no
necesita ser pequeño.

5 . Dé interpretaciones físicas a las ecuaciones diferenciales parciales

(a) $ = ti g + F(x, ?).

6 . Muestre que V = J’IZ  f(z + ir cos 0 + iy  sen s)de satisface la ecuación dt Laplace.

7 .

8 .

9 .

Muestre que si la conductividad térmica K no es constante sino que aepende de
x entonces la ecuación de calor (18), página 575, es remplazada por

Use el método de separación de variables en la ecuación (5),  página 571, para mos-
trar que su solución depende de las soluciones de la ecuación diferencial de Sturm-
Liouville.

; T(X) g -t i2px = 0[ ‘1
¿De  sus conocimientos de los resultados del Capítulo ocho que conclusiones podría
usted sacar?

Trabaje el Ejercicio 8 para la ecuación de calor en el Ejercicio 7.

i2 v -2 ’
m--+L4  =()

7
(YY- C-J,’

Muestre que esto de hecho no es correcto y explique por qué

Z

X

Y

Figura 12.9
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1 Problemas de valor de frontera que involucran
conduccih  de  ca lor

1.1 EL PROBLEMA DE FOURIEA

En el capítulo anterior, página 575, llegamos al problema de valor de fron-
tera.

C’(0,  r)  = 0, C(L.  t) = 0. L’(.Y,  0) = 100 (2)

al considerar la conducción de calor en una barra aislada de longitud L la cual
estaba inicialmente a 100” C y sus extremos se mantenían a la  temperatura
de 0” C. Fourier, un científico y matemático francés de principios del siglo
XIX, llegó a un problema de valor de frontera muy similar a este en su inves-
tigación sobre el calor, y nos referiremos al problema como el problema de Fou-
rier.

Al intentar resolver este problema, Fourier usó el método de separación de
variables en la ecuación (1) como ya lo hemos hecho en el Capítulo doce, esto
es, asumió una solución de la forma U = XT, donde X sólo depende de x y T
sólo depende de t. Sustituyendo en (1) y separando las variables, Fourier ob-
tuvo así

T’ X”

KT x
(3)

A partir de este punto Fourier usó el mismo razonamiento dado en el Capítulo
doce. Puesto que un lado de (3) depende de x, mientras que el otro depende de
t, sigue que cada lado es constante. Llamando esta constante c y consideran-
do los casos c = 0, c > 0, c < 0, podemos mostrar, como en el Ejemplo ilustrati-
vo en la página 563, que solamente c < 0 produce algo.* Por tanto, asumimos
que c = - ~2  y obtenemos de (3),

0

T’ + r;i’T = 0, X” + i’x  = 0

T = (.,L’-hj.“, X = c2  cos i\- + c3  senis

Como antes, una solución es

U(.Y,  t) = c mKi”(.4  cos i.\- + Bsen  ir)

Para satisfacer la primera de las condiciones (2), tenemos A = 0, y la solución
hasta ahora es

U(.Y,  t )  =  BK hi’rsen  ;..y

*Como se indicó en la página 565, esto se puede ver físicamente observando que cuando
t-  m la temperatura llega a ser no acotada si c > 0, violando así un hecho físico fundamental.
También, si c = 0 la temperatura es independiente del tiempo.
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para  satisfacer la segunda de las condiciones (2), debemos tener sen AL = (,
AL. = mr, donde m es cualquier entero, de modo que la solución hasta ahora eS

Consideremos ahora la última condición de (2). Esto da

c’(s, 0) = Bseny  = 100

Aquí aparentemente estamos detenidos, y probablemente Fourier lo estuvo,
En el Capítulo doce, página 562, vimos que el principio de superposición nos
ayudó a salir de nuestra dificultad en el Problema para discusión. ¿Nos puede
también ayudar aquí? Fourier intentó esto, razonando que la suma de solucio.
nes del tipo (4) satisfacía la ecuación diferencial dada y la primera y segundz
de las condiciones de (2). Puesto que un número finito de términos en esta so.
lución todavía no parece que ayude a satisfacer la última condición de (2), él
razonó que tal vez un número infinito de términos sí ayudaría, esto es, que la
solución está dada por

ú’(‘c,  t) = h,pXh  Llsen?  +  ~Ze-4hn~‘J2~sen?~  + (5:

Sin embargo, cuando tratamos con un número infinito de términos naturalmen-
te debemos preocuparnos de cosas como la convergencia. Asumiendo que tales
preguntas se dejan de lado, el supuesto conduce a

U(.x,  0 )  =  1 0 0  =  h,sen  ‘+ +  h,sen  7_L\-  +  +  b,,senliF  + (6)

Entre más miramos al requisito (6), más extraño parece. Esto dice que un nú-
mero infinito de términos senosoidales se debe combinar para dar un valor
constante para todos los valores de x dentro del rango 0 5 x 5 L. Vemos de in-
mediato, sin embargo, que cuando x = 0 y x = L el lado derecho es cero, de
modo que (6) no puede ser cierto para los puntos extremos. Si es cierto del to-
do, se puede cumplir sólo para 0 < x < L.

El problema que enfrentó Fourier fue el determinar las constantes b,,
b,, para que (6) fuera cierto. El hecho de que él haya tenido éxito en resol-
ver el problema y haya abierto todo un nuevo campo en las matemáticas y cien-
cia aplicada es ahora un asunto histórico. Es suficiente decir que cuando él
publicó sus resultados muchos matemáticos y científicos pe.nsaron  que no te-
nían sentido, puesto que en tal época no estaban escritos sobre bases riguro-
sas. Ahora los matemáticos han desarrollado la teoría de series de Fourier [un
ejemplo de la cual es el lado derecho de (6)]  a tal grado que se han escrito
volúmenes completos.

Observación 1. El estudiante que haya leído el capítulo opcional ocho
reconocerá los valores A = m r/L, m = 1, 2, , como los eigenvalores y b,sen
mrx/L,  m = 1, 2,. , como las correspondientes eigenfunciones. El problema
de determinar las constantes b, , b:,  , en la serie (6) no debería ser nuevo
para el estudiante, puesto que hemos visto surgir estos problemas en conexión
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con las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville y funciones ortogonales.
Puesto que estos tópicos surgieron mucho más tarde en el siglo XIX, y fueron
muy probablemente aún inspirados en el trabajo de Fourier y otros, Fourier
por supuesta tuvo que idearse su propio esquema para determinar los coeficien-
tes. El estudiante que no ha tenido la ocasión de leer el Capítulo ocho está así
en una situación muy parecida en la que estuvo Fourier, y es interesante es-
pecular cómo él ideó la técnica.

Primero, puesto que senos y cosenos tienen mucho en común y las series
seno coseno surgieron en varias variaciones del problema de Fourier, Fourier
tuvo que considerar el problema más general de expansión de funciones en se-
ries teniendo la forma

A  + cI1 COS  F +  U2  COS  F +  +  bisen:  +  h,senF  +  I..

la cual a menudo denotaremos brevemente usando la notación sumatoria como

A + i
ll=1 i

a, cos y + b,,senF
>

(7)

En este problema más general buscamos valores de las constantes A, CZ,,  b,
de modo que la serie (7) sea igual a una función dada, digamos f(x). Puesto que
senos y cosenos son funciones periódicas, Fourier concluyó que f(x) debería
ser también periódica. Para determinar el período se puede emplear el siguien-
te razonamiento. Las funciones sen(rx/L)  y cos( xx/L)  tienen períodos
ZT/(T/L) = 2L,  o  4L,  6L,.  S i m i l a r m e n t e , sen(27rx/L)  y  cos(2ax/L)  t i e -
nen períodos 2~/(27r/L)  = L, o 2L,  3L,.  En general, las funciones sen (rzxx/L)
y cos(ncc/L)  tienen ambas períodos igual a 2,/(nrL)  = 2L/n,  o 4L/n,
6L/n,.  , 2nL/n  = 2L,.  Se ve así que todos los términos tienen un período
común 2L. Esto es realmente el menor período para todos los términos. Pode-
mos decir, entonces, que si la serie infinita (7) es igual a f(x) donde x está en
un intervalo de longitud 2L,  también se cumplirá para cualquier otro intervalo,
con tal que f(x) tenga período 2L. Nos restringiremos a menudo al intervalo
- L < x < L, aunque nuestros resultados podrán extenderse a cualquier otro
intervalo de longitud 2L.

Fourier ideó un método ingenioso para determinar las constantes en (3
para las cuales esa serie se supone es igual a f(x). Cómo él llegó al método es,
como dicen, una larga historia y no podemos entrar en detalles aquí.* El mé-
todo final es, sin embargo, muy simple. Consiste de las siguientes etapas:

1. Asuma que Af i a, cos  F +
L

b,,senE
L >

= f(x)
ll=1

Para hallar A integre ambos lados de (8) de - L a L para obtener

*Para un interesante recuento vea [ 171  También vea [lo].
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Entonces j-TL  A dx = 2LA = J!L f(x)dx ó A = & s_LL  f(x)dx

puesto que todas las otras integrales son cero.
2. Para hallar a,,  n= 1, 2,.. ,, multiplique ambos lados de (8) por COS

(knx/L)  y luego integre de -L a L para obtener

GE sf’, f(x) cos F dx (10)

s

L kn\-
cos  ~ cos !F d.K =L L L

Y

.O, nfk
L. ’ n = k

(11)

vemos que todos los términos a la derecha de (10) con una excepción esto es,
n = k, son cero.* Tenemos así

cl,, = ~; J:,, .f(x) cos  “L‘: ds (13)

3. Para hallar b,, n = 1, 2,. , multiplique ambos lados de (8) por sen
(krx/L)  y luego integre de - L a L para obtener

al usar (12) y la análoga de (ll) para senos dada por

s
L kns
mLsenpsenE  rlr  =

L L i

0, n#k

L n = k

Observación 2. El estudiante que ha leído el Capítulo ocho observará
que (ll), (12) y (15) son simplemente enunciados de la ortogonalidad de las
funciones en el intervalo - L a L.

Es interesante observar que si formalmente colocamos n = 0 en (13) obte-
nemos

(16)

Pero encontramos en (9) que A=‘s’ J’( x)dx (17)2L -1.

Comparando (16) y (17), (18)

*Para mostrar esto use las fórmulas trigonométricas

sen,4 cos B = +[sen(A + B) + sen(A  - B)], cos A cos B = ~[COS  (A  + B) + COS  (A  - B)]
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Una ventaja de esta observación es que no necesitamos tener tres fórmulas
separadas para A, a,, b,, sino en vez necesitamos solamente dos, (13) y (14),
con tal que recordemos que A = a,  /Z.  También es evidente que (13) y (14)
son parecidas excepto que una tiene un coseno mientras que la otra tiene un
seno.

Estos resultados son de tal importancia en la solución de problemas de
valor de frontera por series de Fourier que los pondremos en la forma de un

Resumen. Si se requiere obtener la expansión de una función dada f(x),
- L < x < L, en una serie de Fourier de modo que

entonces los coeficientes de Fourier a,, b, están dados por

(19)

Puesto que f(x) tiene período 2L,  estos coeficientes se pueden escribir más ge-
neralmente como

1
a, = - s c+2L  f(x) cos F n‘c,

L c
b, = ; J:,+,,

nnr
f (.U) sen -_ ll-Y

L
(21)

donde c es cualquier número real. La selección especial c = -L da entonces
(20). Otro caso que puede surgir en la práctica es c = 0. Una simplificación re-
sulta en el caso de que la serie involucre sólo términos seno o sólo términos co-
seno, como sigue:

Término seno. En este caso f(x) es una función impar, esto es, f( - x) =
-f(x), y podemos mostrar fácilmente de (20) que

a, = 0, b, = g, J,  f(x) sen?  dx (22)

Término coseno. En este caso f(x) es una función par, esto es, f( - x) =
f(x), y podemos mostrar fácilmente de (20) que

a, = t Jt  f(‘c)  cos YF d‘c, b, =  0

Las series (19) con coeficientes (22) y (23) se conocen, respectivamente,como
serie seno de Fourier y serie coseno de Fourier para f(x). Como claramente se
ve de las fórmulas (22) y (23), necesitamos solamente conocer la función f(x)
para 0 < x < L, los valores correspondientes para- L < x < 0 se determinan
automáticamente una vez conozcamos si la función es impar 0 par.

Para ilustrar el uso de estos resultados, completemos la solución al proble-
ma de Fourier. Como se indicó en la página 583, para hacer esto debemos hallar
b, para así obtener la expansión.

100 = b,  sen: + b,sen$ + . * = f b,,sen)z1‘
II=,
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en el intervalo - 0 < x <L.  Puesto que esto sólo contiene términos seno, usa-
mos (22) para obtener

b, = 2 sL 100
200

sen? d.Y = G (1 - cos nn)

0 b, =E, b2  = 0, b3=$ b, = 0, b,=z, b, = 0, .
71

Así (5) llega a ser

(24)

Esto es solamente una solución formal, puesto que todavía tenemos que mos-
trar que ella satisface la ecuación diferencial dada y las condiciones de fron-
tera, y también tenemos que mostrar que si es una solución ésta es única. To-
do esto se puede mostrar, pero los detalles son difíciles y se omiten aquí.*

Como otra variación del problema de Fourier consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Una barra metálica de 100 cm de longitud tiene los extremos x = 0 y x =
100 mantenidos a 0” C. Inicialmente, la mitad de la barra está a 60” C, mien-
tras que la otra mitad está a 40” C. Asumiendo una difusividad de 0,16  uni-
dades cgs y que la superficie de la barra está aislada, encuentre la tempera-
tura en toda parte de la barra al tiempo t.

Formulación matemática. La ecuación de conducción del calor es

cu- = (316  %!
Ct cz2 (25)

donde U(x,  t) es la temperatura en el sitio x al tiempo t. Las condiciones de
frontera son

< x <
U(0,

0 50
t) = 0, U(100, t) 60,= 0, ~‘b, 0) =

4o, 50
(26)

< .Y < 1 0 0

Solución Asumiendo una solución U= XT, en (25) encontramos

T’ X”
X T ’  =  0,16X”T  o  __

0,16T = x

Haciendo estos iguales a una constante la cual, como nuestras experiencias
previas indicaban era negativa, y a la cual denotamos por tanto por - ~2,  en-
contramos

T’ + 0,16izT = 0, X” + i.‘x = 0

y así obtenemos la solución cr(u  t) = e-0.16~Zt(,4  cos ix + Bsenis)., ,

*Ver por ejemplo 151
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Las dos primeras condiciones de (26) muestran que A = 0, x = n~j100.  Para
satisfacer la última condición usamos la superposición de las soluciones para
obtener

WI

Para t = 0, I>,sen+r$  +  h,seniFi  +  =  c(‘í,  0 )

Así, tenemos

= !!!(l - cos!y)  + ;;(cosy  - cos.n)
Así b, = 200/a,  b, = 40/x,. , y (27) llega a ser

la cual se puede mostrar que es una solución única.

1.2 PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN FRONTERAS AISLADAS

En et  problema de Fourier, ambos extremos de la barra metálica se man-
tuvieron a 0” C. Sin embargo, también son posibles otras condiciones en los
extremos. Por ejemplo, los extremos se pueden aislar de modo que el calor no
pueda ni escapar ni entrar por los extremos. Sin embargo, esto conduce a un
problema algo trivial, puesto que si la barra inicialmente tiene una tempera-
tura de 100” C y si el calor no puede escapar ni entrar por los extremos o por
la superficie, entonces la temperatura claramente permanecerá a 100” C en
todo tiempo. Para hacer un problema no trivial tendríamos que asumir que la
temperatura inicial no es constante. Asumamos por tanto que la barra está
aislada en ambos extremos como también en la superficie, pero que la distri-
bución de la temperatura inicial está especificada por alguna función f(x) don-
de O<x<L.

Formulación matemática. La ecuación diferencial para este problema
es, como en el problema de Fourier, la ecuación de conducción de calor unidi-
mensional

iu pu
-=K,z
it (‘.x (28)

Debemos ahora expresar matemáticamente las condiciones de aislamiento en
los extremos 3~  = 0 y x = L de la barra. Para ello recordemos de la ecuación
(XI), página 575, que la cantidad de calor que atraviesa el extremo x = 0 es pro-
porcional a la derivada parcial de la temperatura u con respecto a x en n = 0,
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esto es, U,(O, t). Así, si el extremo x = 0 está aislado, significa  que ningún
calor atraviesa este extremo, de modo que U,  (0, t) = 0. En forma similar, la
formulación matemática de la condición de que x = L esté aislado es u (L t) =
0. Combinando éstas con la condición de que la temperatura inicial”es&  da-
da por f(x), tenemos las siguientes condiciones de frontera

b-,(0,  t) = 0, C’JL t) = 0, L’(.Y,  0) = f‘(.x) (29)
Solución El problema de valor de frontera consiste en determinar aquella SO-
lución de (28) que satisfaga las condiciones (29). Usando el método de separa-
ción de variables como en la página 582, llegamos a la solución de (28) dada por

C’(s, t) = emh-“‘(A  cos  2.x + Bsenis) (30)

Para satisfacer la primera condición en (29), diferencie (30) con respecto a x y
obtenga U,(.Y,  t) = emKi2’(  - A/.sen  i,‘c  + Bi. cos  ;..Y)

Entonces tenemos UJO, t) = Bie-Li2r = 0

de modo que B = 0 y U(.Y:,  t)  = AeeKA2’  cos R‘c (31)

Para satisfacer la segunda condición en (29), diferencie (31) con respecto  a x
para obtener

de modo que

Crx(.x, t) = - AiéKi.“sen  /..y

UJL,  t) = -AieKKi+senj.L  =  0

0 seniL  = 0, LL = m, j.  = MZL ’ n = 0 . 1. 2 , 3 ,

Para satisfacer la última condición en (29), debemos usar el principio de super-
posición para llegar a la posible solución

u(‘c,  [) = 7 + i ane-Kn%r+ LZ n71.Y
cos  --.-

n=  1

L

1,a última condición produce entonces

f(x) =  :; +  i:
M7r.Y

Cl, cos  __
II= 1 L

de la cual podemos concluir que (vea (23), página 586,

Usando éstas en (33) produce la solución requerida. Como un ejemplo de
tipo, considere el siguiente

Soluciones de problemas usando series de Foorier 5 8 9

(33)

(34)

(351

este



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Trabaje el Ejemplo ilustrativo 1 si los extremos x = 0 y x = L están aisla-
dos en vez de estar mantenidos a 0” C.

Solución Podríamos proceder como antes, esto es, usar separación de varia-
bles, satisfaciendo las varias condiciones, etc., pero puesto que ya tenemos la
solución requerida en (33) con coeficientes (35), sólo necesitamos adaptar aque-
lla solución usando

60, 0 < .K < 5 0
L = 100, K = 0.16, .m) = 40, 50 < .K < 100

En tal caso, si n = 1, 2, 3,. .,

Y

Así

2
('t,  = ~- -. 1‘

51' 60  cos 'Ii!  (/\- + mi-&  j;t;O
100  O

2ao=1()o  _ j’”  0 6 0 ris + & SS',:"' 4 0 tls = 100

c/(s,  r) = 50 + (36)

Figura 13.1

1.3 TEMPERATURA DE ESTADO ESTACIONARIO EN
UNA PLACA SEMI-INFINITA

Considere una placa metálica delgada rectangular como se muestra en la
Figura 13.1 cuyo ancho es L y cuya longitud es tan grande comparada con su
ancho que para todos los propósitos prácticos se puede considerar infinita.
Asumamos que los lados infinitos se mantienen a 0” C y que la base de la pla-
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ca (en el eje x) se mantiene a una temperatura constante U,  o C. Asumiremos
también que las caras de la placa están aisladas de modo que el calor no pue-
de entrar ni escapar de ellas. Buscamos determinar la temperatura de estado
estacionario de la placa, esto es, la temperatura que es independiente del
tiempo.

Formulación matemática. Puesto que este es un problema de conduc-
ción de calor en dos dimensiones donde la temperatura depende sólo de x y Y
y no del tiempo t, la ecuación diferencial parcial requerida está dada por

(37)

Las condiciones de frontera están dadas por

c’(0,  .l,)  = 0, U(L,  J’) = 0, L-(-Y,  0) = C’” (38)

siendo las dos primeras las condiciones sobre los dos lados infinitos y la últi-
ma la condición en la base. Puesto que es físicamente imposible que la tempe-
ratura llegue a ser infinita en todo punto de la placa, asumiremos también que
U(x, y) permanece acotada, esto es, existe alguna constante M, que no depen-
de de x y y para la cual

/U(s, y)/  < iI4 (39)

para todo x y y en la placa. Tales condiciones de acotamiento generalmente
están asumidas implícitamente en problemas aplicados, aún si no se enuncian
explícitamente.

Solución Para hallar una solución de (37), ensayemos el método de separación
de variables, esto es, asumamos que U= XY, donde X depende sólo de x y Y
depende sólo de y. Entonces (37) llega a ser

X”Y  + XY”  = 0 (40)

al dividir por XY. Haciendo cada lado de la segunda ecuación en (40) igual a
--X2,

X” + i2X  = 0, y”  - jb2 y = 0 (41)

0 X = cI cos  i.‘c  + c2 sen i.s, y = c.3ej.s  + (.4e-  ;.?

Entonces U(s, 2’) = (cI cos  2s + c2 seni.y)(c3ei.J  + cbe-“‘)

Asumiendo que x > 0, esta solución llega a ser no acotada cuando y- * vio-
lando así la condición (39). Para evitar esta “catástrofe”, escogemos c3 = 0 pa-
ra que la solución llegue a ser

C’(.Y, j.)  = emAs(A  cos  i‘c + B senk)

al colocar A = clca> B=c,c,.

Soluciones de problemas usando series de ,Fourler 591



De la primera condición de frontera en (38) tenemos

C’(C).  j,)  = .-le i’ = 0

lo cual da A = 0, y I’(.Y,  J‘) = Brm “sen;.\-

De la segunda condición de frontera en (:38),  tenemos

dando la solución

De esto vemos por el principio de superposición que

(43)

es también una soluciön.  Usando la tercera condición de frontera en (38), ve-
mos que

U(.Y.  0) = C’,, = ,il h ‘ys e n - - -

de la cual por la técnica acostumbrada de series de Fourier tenemos

Así

o, escribiendo los primeros términos,

Es interesante que esta serie se pueda sumar en forma cerrada por un proce-
dimiento largo y tedioso descrito en el Ejercicio IC,  siendo el resultado final

(46)

Podemos verificar directamente qce ésta es una solución (ver Ejercicio 2C).

Interpretación. Usando esta solución podemos determinar la tempera-
tura de estado estacionario en cualquier punto en la placa. En vez de esto, sin
embargo, es de interés obtener las curvas de igual temperatura. o cunas iso-
térmicas como frecuentemente se llaman. Haciendo (46)  igual a una constan-
te, vemos que éstas están dadas por
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donde (Y  es un parámetro, de modo que (47)  es una familia de curvas de un
parámetro. Las trayectorias ortogonales de esta familia están dadas por (ver
el Ejercicio 3C)

(48)

donde p es un parámetro. Estas son las curvas de flujo e indican las direc
ciones  en las cuales el calor fluye para mantener las temperaturas estables.

1.4 INTERPRETACION DE DIFUSION  DE LA
CONDUCCION DE CALOR

Como ya hemos mencionado en el Capítulo doce, problemas que involucran
difusión de una sustancia química, droga, etc., se pueden formular de una
manera similar a uno que involucre conducción de calor puesto que ocurren
las mismas ecuaciones diferenciales parciales. La única diferencia es que la
temperatura U se interpreta como una densidad o concentracion  de la sustan-
cia química, droga, etc. Así podemos resolver problemas de difusión en quími-
ca, biología, etc., de la misma manera como hemos resuelto problemas de con
ducción de calor, siendo la única cuestión la interpretación de las variables.

Para ilustrar la solución de tal problema de difusión, consideremos un ci-
lindro situado como se muestra en la Figura 13.2, el cual está hecho de algún
material poroso a través del cual puede pasar un químico. Supongamos que la
mitad del cilindro contiene el químico de concentración constante o densidad
C,  kg  rn.3,  mientras que la otra mitad tiene el mismo químico pero con con-
centración C 1 kg/‘m” . A medida que pasa el tiempo el químico por supues-
to se difundirá desde lugares de más alta concentración a lugares de más ba-
ja concentración, y finalmente se debería alcanzar algún equilibrio o condición
de estado estacionario. La pregunta que naturaimente surge es, ;,cuál es la
concentración del químico en cualquier parte del cilindro en cualquier tiempo?
Supondremos por simplicidad que

Figura 13.2

toda la superficie del cilindro, incluyendo los extremos, está recubierta con
una sustancia a través de la cual no pasa el químico. La correspondiente in-
terpretación de conducción de calor de esto es por supuesto que el cilindro en-
tero está aislado de modo que el calor no puede escapar ni entrar.
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Formulación matemática. Puesto que hemos visto que las leyes que
gobiernan difusión son bastante análogas a aquellas que gobiernan la conduc-
ción de calor, la ecuación de difusión se puede escribir

(49)

donde C o más específicamente C (x, y, z, t) denota la concentración del quí-
mico en la posición (x, 3’. z) en cualquier tiempo t y D es una constante llama-
da la constante de difusión.*

Para el presente problema asumamos que la difusión se lleva a cabo sola-
mente en la dirección x así que no hay dependencia de y o de z. Entonces (49)
llega a ser

1-c

c-1
= [j ((‘(‘

( \-l
tt501

donde C = C(x,  t). Puesto que la concentración del químico está dada por C,,
en la mitad del cilindro y C, en la otra mitad, obtenemos la condición de fron-
te ra

(51)

El hecho de que el químico no se pueda difundir a través de la parte con-
vexa de la superficie cilíndrica ya se ha considerado en la ecuación (50). Para
expresar que el químico no se puede difundir a través de los extremos x = 0 y
x = L, imponemos las condiciones

í‘,(I),  I)  = 0 C‘,(L,  /) = 0 (52)

Esto es porque, como en el caso del flujo de calor, la cantidad - DFí‘  c.~repre-
senta  el flujo del químico a través de un plano perpendicular al eje x en la po
sición  x, y esto es cero cuando no hay químico cruzando el plano.

Nuestro problema de valor de frontera consiste así de la ecuación diferen-
cial parcial (50) a resolverse sujeto a las condiciones (51) y (52) y por supuesto
a la condición de acotamiento, la cual siempre se sobreentiende y no necesi-
tamos enunciarla explícitamente.

Solución Como ya hemos visto varias veces antes, una solución de (50) obte-
nida por el método de separación de variables está dada por

C(.y, /) = e-D”+ ( A COS  is + B  sen is)

Puesto que C,I.Y.  t) = e Di”( - Ai sen  i‘i + Bi COS  i-Y)

las condiciones de frontera (52) requieren que

C,(fJ, 1)  = B;.(l-‘Qr=  0, CJL,  f) =e -Di2T(  - AiseniL + Bi cos iL) = 0

de donde B=O y s e n i l  =  0

*IIsamos  II en vez de Y, reservando esta última para la conducción de calor
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esto es,
_ 1171
/. = --,L

II = 0, 1. 2. 3.

Así C(-& [) = ,4e-~"hc~  »r L’  cos  “F
( 5 3 )

La superposición de soluciones teniendo la forma (53) conduce a la solución

(54)

La condición de frontera (51) lleva entonces a requerir

C(r,  0) = 2 + i
117c.Y

ll,, cos -
II=  1 L

Por los métodos de las series de Fourier tenemos así

para n = 1, 2,. Sustituyendo éstas en (54) produce la solución

Interpretación. Cuando t crece la concentración en cualquier sitio tien-
de a la media i (C,, + C, ) de las concentraciones iniciales como podríamos
haber esperado. El tiempo necesario para alcanzar un valor específico cercano
a este valor de equilibrio o de estado estacionario depende de la constante de
difusión. Entre más pequeña sea la constante de difusión, más tiempo se ne-
cesita.

E J E R C I C I O S  A

1. Una barra metálica de 100 cm de longitud tiene sus extremos x = 0 y x = 100 mante-
nidos a 0” C. Inicialmente, la mitad derecha de la barra está a 0”  C, mientras quci
la otra mitad está a 80” C. Asumiendo una difusividad de 0,20  unidades cgs y una
superficie aislada, encuentre la temperatura en cualquier posicitin  de la barra en
cualquier tiempo.
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2. Si la barra del ejercicio anterior tiene temperatura inicial f(x)  dada por

i

0. 0 i \ < 40

f(s)  = 100. 30 < u < 60

0 . 60 < .Y  < 100

calcule la temperatura de la barra en cualquier tiempo.

3. Una barra metálica de 40 cm de longitud con una difusividad de 0,20 unidades cgs

tiene su superficie aislada. Si los extremos se mantienen a 20” C y la temperatura
inicial es 100” C, encuentre la temperatura de la barra en cualquier tiempo (Suge-
rencia: Disminuya todas las temperaturas en 20” C.)

4. Dé una analogia  tridimensional del problema de Fourier. página 582.

5. Trabaje el problema de la página 590 si las aristas semi  infinitas se aislan en vez de
mantenerlas a 0” C.

E J E R C I C I O S  6

1. (a) Una barra de difusividad K cuya superficie está aislada‘y  cuyos extremos es-
tán localizados en Y = 0 y x = L tiene una distribución de temperatura inicial f(x).
Asumiendo que los extremos de la barra están aislados, determine la temperatura
de la barra en cualquier tiempo. (b) Encuentre la temperatura de la barra si

2. Trabaje el Ejercicio 1 si un extremo está aislado, y el otro está a temperatura Cr<,.

3. Si la superficie de una barra metálica no está aislada sino que en vez irradia calor
a un medio de temperatura constante U, de acuerdo a la ley de Newton de enfria-
miento, la ecuación diferencial para el flujo de calor se convierte en

Asumiendo que los extremos de la barra de longitud L se mantienen a 0” C y la dis-
tribución de la temperatura inicial es f(x), mientras U, = 0” C, encuentre I/(x,  t ) .

4. Dé una interpretación de difusión al (a) Ejercicio 1A; (b) Ejercicio 5A; (c) proble-
ma de la placa semi  infinita en la página 590.

5. Una placa rectangular de dimensiones a y b, como se muestra en la Figura 13.3, tie-
ne sus caras planas aisladas. Tres de sus aristas se mantienen a temperatura cero
mientras que la cuarta se mantiene a la temperatura constante U,,, como se indica.
en la figura. Muestre que la temperatura de estado estacionario esta dada por

6. Trabaje el Ejercicio 5 si U, se remplaza por la distribución de temperatura f(x).
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Y

0

Figura 13.3

E J E R C I C I O S  C

x

1. Deduzca el resultado (46) en la página ,592 a partir de (45). j.sugcrcncia:  Escriba la
serie de (45) como la parte imaginaria dc

donde u = e-ny  L, $J = nx/‘L  usando la fórmula de Euler (14) en la página lí8.  Lue-
go use el hecho que para 1 u 1 < 1

,.3 ,.5

1’ + 3 + 5- + ‘.  = i In
1 + r\

c I1 -- I‘

colocando L’ = ucl*  y tomando la parte imaginaria.1

Muestre que (46)  es una solución del problema de valor de frontera dado por (37) y
(38), página 591. Muestre así que (45) es una solución. iPodría  usted mostrar direc-
tamente que (45) es una solución? Discuta qué dificultades se tienen si las hay.

3. Obtenga la familia de curvas de flujo (48) a partir de las curvas isotérmicas (47). Di-
buje algunas curvas de la familia y discuta la interpretación física.

Problemas de valor de frontera que involucran
movimiento vibratorio

2 . 1  E L  P R O B L E M A  D E  L A  C U E R D A  V I B R A N T E

S i  a  u n a  c u e r d a  f l e x i b l e  f u e r t e m e n t e  tensionada  s e  l e  d a  a l g ú n  d e s p l a z a -
m i e n t o  i n i c i a l  f ( x )  y  l u e g o  s e  s u e l t a ,  e l  p r o b l e m a  d e  v a l o r  d e  f r o n t e r a  p a r a  e l
d e s p l a z a m i e n t o  Y(x,  t)  d e  l a  c u e r d a  d e s d e  s u  p o s i c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  e n  e l  e j e
x e s  ( v e a  l a  p á g i n a  571).

(1)

l~(O.  r) = 0, l.(L. f) = 0, 1.f.Y. 0) = fr). 1;t.y.  0) = 0 (2)
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donde L es la longitud de la cuerda. Asumiendo una solución de la forma Y =
XT donde X depende sólo de x y T depende sólo de t, (1) llega a ser

lo cual muestra que sirve el método de separación de variables. Haciendo ca-
da lado de la segunda ecuación en (3) igual a - ~2, tenemos

.Y”  + i2x = 0. 7“’ + ;.“,l  7‘  = ()

0 X = c’, cos i.\- + c? sen is. T = c’.~  COS irrt  + cJ sen itt[

Así Y(.Y,  t)  = X T = ((,1  COS is  + c2 seni.s)((,, COS j.Llt  + (‘1 sen j.rrr) (4)

Usando la primera condición de frontera en (2), vemos que c, = 0 de modo que
(4) se convierte en

Y(s, f) = (clsen ir)(c, cos iL/t + cs seniur)

De la segunda condición de frontera tenemos

seniL = 0, esto es, iL  = tm  ó parat7=0,1,2,3  ._.,

de modo que (5)

Puesto que la tercera condición de frontera en (2) es algo complicada, pasamos
a la cuarta condición de frontera más simple. Esto da cJ = 0. Así la solución
de (1) la cual satisface la primera, segunda, y cuarta condiciones en (2) está
dada por

t771ut
Y(.Y,  t) = LIsen!::  cos L (6)

donde  B= c,‘c~. Para sat isfacer  la  tercera condición en (2), pr imero super-
ponemos soluciones de la forma (6) para obtener la solución

y(.y,  f) = C b,sen “;1”  COS  !‘F
II= 1

Luego la tercera condición de frontera en (2) requiere que

(7)

.f‘(.~)  = i h,,senyF (8)
,1 = 1

De esto tenemos usando el método de las series de Fourier

y usando esto en (7) obtenemos la solución requerida
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La forma precisa de la serie depende por supuesto del desplazamiento inicial
particular f(x) de la cuerda. Independiente de este desplazamiento inicial, sin
embargo, es posible dar una interpretación interesante a los varios tipos  de
términos en la serie (10).

Consideremos el primer término en (10) correspondiente a n = 1. Aparte
de una constante, este término tiene la forma

Si suponemos que f(x) es tal que sólo este término está presente en la serie,
esto es, f(x) tiene la forma sen (xx/L)  aparte de alguna constante multipli-
cativa, entonces inicialmente la cuerda tiene la forma que se muestra en la
Figura 13.4, donde la escala vertical ha sido aumentada. A medida que t varía
la cuerda tiende a vibrar como un todo alrededor de la posición de equilibrio
con una frecuencia determinada a partir de cos  (rat/L)  y dada por

(11)

donde T es la tensión y p es la masa por unidad de longitud (ver página 571).
Este tipo de vibración se llama el primer modo o modo fundamental de vibra-
ción, y la correspondiente frecuencia (11) se llama la frecuencia fundamental
0 primera armónica.

Si f(x) es tal que sólo el segundo término n = 2 en (10) está presente, esto
es, f(x)  tiene la forma sen (2~x/‘L)  aparte de una constante multiplicativa,
la cuerda aparecerá inicialmente como en la Figura 13.5. A medida que t varía
la cuerda vibra de modo que la parte por encima del eje x inicialmente se mue-
ve por debajo del eje mientras que al mismo tiempo la parte por debajo del eje
x se mueve por  encima de él, estando fijo el punto 1%’  en x = L/‘2,  llamado un
nodo o punto nodal. Este tipo de vibración se llama el segundo modo de vibra-
ción y la correspondiente frecuencia de vibración está dada por

(12)

Y(x, t) Y(x, t)

Primer modo

Figura 13.4

Segundo  modo

Figura 13.5
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Tercer modo

Figura 13.6

y se llama la segunda armónica o primer sobre tono. Note que la frecuencia es
dos veces la frecuencia fundamental (ll).

Similarmente, si f(x) es tal que sólo el tercer término está presente en
(lo),  la forma inicial de la cuerda es como se muestra en la Figura 13.6, y la
cuerda vibra en tres secciones, los puntos N,  o L/3  y iri, o 2L/3  represen-
tan los nodos o puntos nodales, los cuales son fijos. Este tipo de vibración se
llama el tercer modo de vibración, y la correspondiente frecuencia está dada
por

(13)

llamada la tercera armónica o segundo sobre tono. Note que esta frecuencia es
tres veces la frecuencia fundamental. Prosiguiendo con esto, el n-ésimo térmi-
no en (10) representa el n-ésimo modo de vibración en el cual la cuerda vibra
en n secciones con n - 1 puntos fijos o nodales. La frecuencia de esta vibra-
ción se llama la n-ésima armónica o el sobre tono (n - 1) y está dada por

(14)

la cual es n veces la frecuencia fundamental.

Observación 1. En la terminología del Capítulo ocho, las frecuencias
(14) con n = 1, 2,. representan los eigenvalores (y algunas veces se llama
eigenfrecuencias), mientras que los varios modos de vibración descrit,os  en las
figuras anteriores representan las eigenfunciones. Estos modos se llaman tam-
bién ondas suspendidas.

Para un desplazamiento inicial arbitrario f(x) de la cuerda, el movimien-
to es más complicado puesto que representa una combinación en general de
todos los modos de vibración y por tanto de todas las frecuencias. Sin embargo,
todas las frecuencias armónicas o sobre tonos son múltiplos enteros de la fre-
cuencia fundamental. Cuando tal situación aparece en un sistema vibrante,
como en un violín o piano, decimos que tenemos música, con tal de que se pro-
duzcan sonidos, esto es, que las frecuencias estén en un rango audible. Si un
sistema vibrante produce sonidoS cuyas frecuencias no son múltiplos enteros
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de alguna frecuencia fundamental, decimos que tenemos ruido. Como veremos
más tarde, tal situación prevalece cuando por ejemplo tenemos una piel de
tambor circular que se pone a vibrar al golpearla.

EJEMPLO ILUSTRATIVO

. Trabaje el problema de la cuerda dado en la página 569.

Solución Como se ve en las páginas 571-572, el problema de valor de frontera
está dado por i2Y 2C2Y

yqT=u  z (15)

: ihs --.
Y(0,  f)  = 0, Y(L,  f)  = 0, Y(x,  0) =

L ’
0 5 s s ;

2h(L  - x)  L ’ ’
y,(.u, 0) = 0 (16)

L -, +lL

Podríamos usar el metodo de separación de variables en la ecuación (15) y pro-
ceder a satisfacer las condiciones de frontera (16). Sin embargo, puesto que
esto ya se hizo en la página 599 para el desplazamiento inicial f(x), sólo nece-
sitamos usar

(17)

En tal caso tenemos de (9) y (lo),  página 598,

(18)de modo que

hat- + . .
L 1

Este resultado muestra que para una cuerda alzada en el centro sólo están pre-
sentes 10s  modos impares de vibración y las armónicas impares asociadas.

2.2 LA CUERDA VIBRANTE CON AMORTIGUAMIENTO

Desde un punto de vista real el modelo matemático que conduce a la so-
lución de la cuerda vibrante acabada de obtener falla puesto que la vibración
continúa indefinidamente, mientras que en realidad debería cesar gradual-
mente. La situación es algo análoga al resorte vibrante del Capítulo cinco y nos
lleva a introducir un término de amortiguamiento proporcional a la velocidad
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instantánea de la cuerda. Si esto se hace, la ecuación diferencial para el mo-
vimiento llega a ser

(19)

donde llamamos a fi la constante de amortiguamiento como en el caso del re-
sorte. Si usamos el método de separación de variables en (19), esto es, hacien-
do Y = XT, encontramos

XT”  + /;.UT’  =  rr’X”T  o
‘Y”  7“’ i !fTrj; = i,‘f 1 JT (20)

Haciendo cada lado de la última ecuación igual a - ~2  se obtiene

X” + j!‘.Y  = 0, 7“’ + /;j- + jp(/‘7’  = 0

0 X = c, cos A.\- + (.I seni.\-. 7‘ = ‘ , /Il 2((.3 cos cl,f + (‘4sen cf~f)

donde -7-í  --(I,  = J;.-lr-  - /,yj (21)

Entonces una solución de (19) está dada por

Y(s,  t) = XT = @!‘((.,’ COS  i.\- + c,sen  k\.)(c3  cos C~I/ + c,sen(fjt) (22)

Busquemos ahora aquella solución que satisfaga las mismas condiciones de
frontera (16) para la cuerda sin amortiguamiento. Usando la primera condición
de frontera en (16) conduce a c 1 = 0 y

Y(.Y,  t) = c2e-“I  z sen i.\-(  (‘3 cos (III  + cl sen c,jt) (23)

Usando la segunda condición de frontera en (16) conduce a

senil=0 0 iL = n7c,esto  es,
Ilii

j. E ~~~.
L

tt = 0. 1, 3.

Y Y(.Y,  t) = c,e-‘JI’2
t1ns

sen L- (c3 cos (,)t  + c,sencf,l) (24)

La última condición de frontera en (16) conduce a c, = 0 y

donde hemos hecho B = cp cg y usado el valor w dado en (21) con x = nx/L.
Para satisfacer la tercera y condición final en (16), superponemos las solucio-
nes (25) para encontrar

de modo que la tercera condición de frontera conduce a

(26)

,f’(s)  = i h,, sen  II:!
II= 1

602 Capítulo  trece



de donde

la cual es idéntica con (9) para el caso no amortiguado. Como un chequeo PO-
demos notar que, para fi = 0, (26) se reduce a (10) como debería ser.

Hay varias interpretaciones importantes que podemos darle a (26). Prime-
ro, debido al factor de amortiguamiento e- fiw  las sucesivas oscilaciones de
la cuerda tienden a disminuir con el tiempo, dependiendo el grado de rapidez
de la magnitud de p,  entre más grande sea el valor de p,  mayor la disminu-
ción. Segundo, la frecuencia de la n-ésima armónica es una función de la cons-
tante de amortiguamiento y está dada por

(27)

Se debería notar que estas frecuencias son más pequeñas que las correspon-
dientes frecuencias en el caso no amortiguado. Los modos normales como se
describen en las figuras en las páginas 599-600 aún existen, pero sus frecuen-
cias son más pequeñas y sus amplitudes decrecen con el tiempo. Se debería
notar que para que el análisis anterior sea válido la frecuencia fundamental
obtenida  al colocar n = 1 en (27) debe ser real, lo cual implica que

Esto significa que el amortiguamiento no debe ser demasiado grande si se quie-
re que la frecuencia fundamental aparezca. ’

2.3 VIBRACIONES DE UNA VIGA

Suponga que tenemos una viga delgada localizada en el eje x con sus ex-
tremos en x = 0 y n: = L. Si ponemos la viga a vibrar en la dirección del eje x
al golpear el extremo x = 0 con un martillo, por ejemplo, decimos que la viga
vibra longitudinalmente o sufre vibraciones longitudinales. Si denotamos el
desplazamiento longitudinal de cualquier sección transversal al tiempo t des-
de su posición de equilibrio en x por Y(x, t), no es difícil mostrar (ver el Ejer-
cicio SC) que la ecuación diferencial para el movimiento, asumiendo pequeñas
vibraciones está dada por la misma ecuación diferencial como aquella para el
resorte vibrante, esto es,

(28)

En este caso a es una constante dada por
E‘,Z  = - (29)
I’

donde E es el módulo de Young y p es la densidad o masa por unidad de vo-
lumen. Resolviendo (28) sujeta a varias condiciones de frontera, muchos pro-
blemas que involucran vibraciones longitudinales de una viga se pueden tra-
bajar, siendo idéntico el procedimiento con aquel para el resorte vibrante.
Algunos problemas de este tipo se dan en los ejercicios.
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Si la viga se pone a vibrar en una dirección perpendicular al eje x, tal co-
mo por ejemplo golpeando el lado con un martillo en vez de un extremo, deci-
mos que la viga vibra transversalmente o sufre vibraciones transcersales.

Observación 2. Nos podríamos haber referido a las vibraciones de una
cuerda como vibraciones transversales puesto que ellas ocurren en una direc-
ción perpendicular al eje X,  y esto es de hecho la terminología usada por algu-
nos autores. Hemos evitado tal terminología en conexión con la cuerda vibran-
te porque no había necesidad de considerar vibraciones longitudinales.

La ecuación diferencial del movimiento para las vibraciones transversa-
les de una viga se puede deducir usando las ideas del Ejercicio 8C,  página 147
Si Y(x, t) denota el desplazamiento transversal desde la posición de equilibrio
de una sección transversal x en tiempo t encontramos, de nuevo asumiendo
pequeíias  vibraciones, que

?’ YC?t2  + (,2 ‘5’
(.X3

=o (30)

En este caso a es una constante dada por

E l
(12  = -

AP
(31)

donde EI  es la rigidez flexural (ver página 138), A es el área de la sección trans-
versal de la viga asumida constante, y p es la densidad. El estudiante de-
bería observar las similitudes y diferencias de las dos ecuaciones (28) y (30).
Varias aplicaciones que involucran (30) también se consideran en los ejercicios.

Es posible generalizar las ecuaciones (28) y (30) a las vibraciones de pla-
cas y conchas. Tales problemas se consideran en la teoría de elasticidad* y
tienen aplicaciones importantes a la mecánica, aeronáutica, e ingeniería civil.

EJERCICIOS A

1. Una cuerda fuertemente estirada tiene sus puntos extremos fijos en x = 0 y x = L.
Si se le da un desplazamiento inicial f(x) = UX(L - .r)  desde la posición de equili-
brio , donde LY  es una constante y luego se suelta, encuentre el desplazamiento en
cualquier tiempo t > 0. Discuta los modos de vibración.

2. Una cuerda de longitud de 2pies pesa 4onzas y se estira hasta que la tensión sea
de 1 Ib fuerza. El centro de la cuerda se alza 4 pu1 por encima de la posición de equi-
librio y luego se suelta. Encuentre el desplazamiento resultante de la cuerda como
una función del tiempo, y describa los modos.

3. Una cuerda de longitud de 4 pies pesa 2 onzas y se estira hasta que la tensión sea
de 4 Ib fuerzas. Se asume que la cuerda yace sobre el eje x con un extremo fijo en
x = 0 y el otro en x = 4. Si en t = 0 se le da a la cuerda una forma f(x) y luego se
suelta, determine el desplazamiento resultante de la cuerda como una función del
tiempo  para los casos (a) f(x) = 0,25  sen 7. (b) f(x)  = 0,l  sen KX  - 0,02 sen ~KX.

(c ) f(x) 0 5 z 5 2=
- x), 2 5 í 5 4.

*Ver por ejemplo /Zil
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4. Muestre que la constante a en la ecuación de onda tiene las dimensiones de velo.
cidad.

5. Suponga que la cuerda del texto se alza en el punto x = b, una distancia pequeña h
desde su posición de equilibrio, y luego se suelta. Muestre que el desplazamiento
resultante está dado por

6. Trabaje el Ejercicio 1 si hay una fuerza de amortiguamiento proporcional a la velo-
cidad instantánea.

7.  Trabaje el Ejercicio 2 si hay un amortiguamiento numéricamente igual al doble de
la velocidad instantánea.

EJERCICIOS B

1. Una cuerda fuertemente estirada con puntos extremos fijos en x=  6 y x = L esta
inicialmente en equilibrio. En r = 0 se pone a vibrar al darle a cada uno de sus pun-
tos extremos una distribución de velocidad definida por g(x).  (a) Establezca el pro-
blema de valor de frontera, y (b)  muestre que el desplazamiento de cualquier punto
de la cuerda para cualquier tiempo r > 0 está dado por

donde /,,,  = m-2
117ll1

2. Trabaje el Ejercicio 1 si g(x)  = CUX(L  - n).

3. Una cuerda flexible está estirada fuertemente entre x = 0 y x = L. En t = 0 se gol-
pea en la posición x = b, donde 0 <b <L,  de tal forma que la velocidad inicial L’
está dada por

1

r* ZE.{’ =
/.Y  ~ 111  < E

0 . /u  ~ l? 2 t

donde t > 0 se asume pequeño. Encuentre el desplazamiento resultante de cual-
quier punto x de la cuerda en tiempo t. Discuta el movimiento y examine el caso
donde e-0.

4. Muestre que la solución al problema de la cuerda vibrante del texto dada por (15) en
la página 601 se puede escribir en la forma

donde f(x)  satisface ciertas “condiciones de extremos”. Muestre cómo se puede lle-
gar a esta solución (con frecuencia llamada la solución de D’Alemhert  en nombre
del matemático quien primero la descubrió) usando el Ejercicio 2B, página 566.

5. (a) Muestre que f(x  +at)  y f(x  -at)  representan “ondas” viajando a la izquierda
y a la derecha, respectivamente con velocidad a. (b) .Usando  esta interpretación y
el Ejercicio 4 muestre cómo se puede describir la forma de la cuerda en varios tiem-
pos. (Sugerencia: Debido a las “condiciones de extremos” del Ejercicio 4, las ondas
se reflqjan en los extremos.)

EJERCICIOS C

1. Si una viga delgada está fija en ambos extremos x = 0 y x = L, muestre que las fre-
cuencias naturales de sus vibraciones longitudinales están dadas por

So!uriones  de problc,nas  usando series de Foorier 605



2. Muestre que los modos normales para la viga del Ejercicio 1 están dados por c,
sennrx/L,  d o n d e  c, es una función apropiada de t y encuentre esta función.
~Cuál  sería el desplazamiento longitudinal de cualquier punto de la viga en cual-
quier tiempo?

3. Suponga que una viga está fija en ambos extremos x = 0 y x = L. Si una fuerza axial
constante (esto es, una fuerza en la dirección de la viga) se aplica en la mitad de
la viga y luego se suelta, el desplazamiento inicial está dado por

/Ir)  =
i

1-Y, 0 s .Y 5 L.2

z(L  - x). L!2  2 .Y 5 L

donde la constante 0 depende de la magnitud de la fuerza. Muestre que el des-
plazamiento longitudinal resultante está dado por

y(z,  t,  _ 49L  i ‘y):“I’,,,(?fI  - 1)n.u (2fl  ~ I)mr
7

n- n=, (2fI  - 1)’
~_~~ ~-cos  ~.~. -~~

L L

donde a = m LEste  resultado contradice el Ejercicio l? Explique.

4. Muestre que si la fuerza axial del Ejercicio 3 tiene magnitud F,  entonces (Y =
F,/2AE,  donde A es el área secciona1 transversal de la viga, y E es el módulo de
Young.

5. Una viga de longitud L se mueve a la izquierda a lo largo del eje x con velocidad cons-
tante uO.  Repentinamente se detiene en x = 0 en tiempo t = 0. Muestre que las
vibraciones longitudinales resultantes inducidas en la viga están dadas por

y(s, t) = .8!$L  i I (2fZ  - 1)n.x (2n  - 1)7701 ..-
~ ~-sen  ~__  ..---sen------

7I  u n=, (211  - IY 2L 2 L
donde LI = ,”  E p

6. Trabaje el Ejercicio 1 si (a) un extremo está fijo y el otro está libre; (b) ambos ex-
tremos están libres.

7. Una viga tiene sus extremos fijos o empotrados en concreto. (a) Muestre que si a
la viga se le inducen vibraciones transversales las frecuencias naturales están da-
das por

II = 1,2.3....

donde fi  = 6,  son las raíces de la ecuación cospL coshgL  = 1. (b) Muestre que
existen infinitas raíces positivas. (Sugerencia: En los extremos el desplazamiento
Y y la pendiente iYjîr deben ser cero. Para la segunda parte obtenga los gráficos
de v = cos x y y = l/cosh  x y obtenga sus intersecciones.)

8. Una viga está simplemente apoyada en ambos extremos x = 0 y x = L lo cual signi-
fica que el desplazamiento Y y el momento flexionante - EZ?ZY/?r2son  cero en am-
bos extremos. (a) Muestre que las frecuencias naturales para las vibraciones trans-
versales de la viga están dadas por

, = 5 ‘:’
-n

J2L’  Ap’
Il  = 1. 2, 3.

(b)  Si una fuerza transversal constante de magnitud F,  se aplica a la viga en su
punto medio y luego se suelta, muestre que el desplazamiento transversal resultan-
te está dado por
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9. Deduzca la ecuación (as),  página 603, para ias vibraciones longitudinales de una vi-
ga como sigue. Considere una viga de área secciona1 transversal A y un elemento
de volumen localizado entre x y x + 1~ (tal como el que se indica en la Figura 12.7
página 574). Denote por Y(x,  t), Y(x + JX,  t) respectivamente los desplazamientos
longitudinales de los extremos x y x + IX  desde sus posiciones de equilibrio en cual.
quier  tiempo y por P(x, t), P(x  + AX,  t) las fuerzas por unidad de área (esfuerzos)
actuando en estos extremos en la dirección longitudinal. (a)  Muestre que la tensióa
en la localización x está dada por ?Y/;i(.c  y por tanto que el esfuerzo está dado por
pZ E;I;‘(.x  (ver página 144). (b) Use la ley de Newton para mostrar que aproxima-
damente

donde p es la densidad. (c) Divida ambos lados del resultado en (b) por AAX,  to--
me el límite cuando 1x-0 y luego use el resultado en (a).

Y

Figura 13.7

Problemas de valor de frontera que involucran
l a  ecuacibn  d e  Laplace

Como se dedujo en el Capítulo doce, página 577, el potencial eléctrico o gravi-
tàcional  debido a una distribución de carga eléctrica o de masa satisface la
ecuación de Laplace

(1)

Esta ecuación que involucra tres variables independientes es el caso tridi-
mensional. Sin embargo, podemos tener la ecuación de Laplace  en menos de
tres dimensiones como en el caso bidimensional

(2)
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o como una generalización en más de tres dimensiones, aunque en tales  casos
se pierden las visualizaciones geométricas. La ecuación de Laplace  (1) o (2)
se pueden también interpretar como una ecuación de conducción de calor pa-
ra la determinación de temperatura de estado estacionario, esto es, tempera-
tura independiente del tiempo. Así ya hemos en efecto trabajado un problema
que involucra la ecuación de Laplace  en la página 590, el cual recíprocamente
se le puede dar una interpretación de potencial eléctrico o gravitacional.

Investigación avanzada en la teoría de la ecuación de Laplace  o, como al-
gunas veces se llama, la teoría de potencial revela el siguiente importante e
interesante

Teorema 1. Sea .s+’  una región en el plano xy como en la Figura 13.7 acotada
por una curva cerrada C la cual no se intersecta  a sí misma en ninguna parte,
con frecuencia llama una cul;ua  cerrada simple. Entonces existe una solución
única V de la ecuación de Laplace  en la región la cual toma valores prescritos
en la frontera C, esto es, V es alguna función especificada en la curva C. El
teorema se puede generalizar a regiones acotadas por superficies cerradas.

El problema de valor de frontera que busca determinar la solución V des-
crita en este teorema con frecuencia se refiere como un problema de Dirichlet.
Una función que es una solución de la ecuación de Laplace  con frecuencia se
llama una función armónica.

Desde un punto de vista práctico es fácil entender por qué el Teorema 1
debería ser cierto. Suponga que la región representa una placa metálica de
espesor despreciable cuyas caras están aisladas de modo que el calor no pue-
de entrar ni escapar a través de ellas. La especificación de V en la frontera C
equivale a mantener esta frontera a alguna distribución de temperatura pres-
crita, y esperaríamos que cada punto de la placa finalmente alcanzara algún
equilibrio único o temperatura de estado estacionario y permanecería a esta
temperatura siempre que las condiciones se mantengan.

El Teorema 1 se puede extender a regiones no acotadas por procedimien-
tos de límites apropiados. El problema de temperatura de estado estacionario
resuelto en la página 590 ofrece un ejemplo. También es posible llegar a teore-
mas similares al Teorema 1 que involucren diferentes condiciones prescritas
en la frontera C (tal como la especificación de la derivada), o que involucren
la ecuación de Laplace  en dimensiones mayores.

En muchas ocasiones ya hemos resuelto la ecuación de Laplace  en coor-
denadas rectangulares en conexión con problemas de conducción de calor en

estado estacionario en cuadrados, rectángulos, etc., y así hemos ilustrado el
Teorema 1 para estos casos. Para presentar una ilustración de un tipo diferen-
te aprovechamos esta oportunidad para resolver la ecuación de Laplace  para
un círculo. En particular, consideremos el siguiente

PROBLEMA PARA DISCUSION

Resuelva la ecuación de Laplace  en una región .S’ acotada por un círculo C
de radio unitario (ver Figura 13.8) si V es una función especificada en la fron-
tera C. Como se ve del Teorema 1 esto es un problema de Dirichlet para el cual
existe una solución única.

Formulación matemática. Como bien podríamos esperar, las coordena-
das rectangulares no son apropiadas para resolver problemas que involucran
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círculos, y por esta razón usamos coordenadas polares. Puesto que ia relación
entre coordenadas rectangulares (x, Y)  y coordenadas polares (I; $) se expre-
san por las ecuaciones de transformación

s = I’ cos  (j, j‘ = rsen4 (3)
podemos transformar (2), usando los  métodos aprendidos en cálculo, en la
ecuación

; ! (L!!  + .’ !- !!  = 0i2v ^ -2

(T,.’ 1’  ir r2 ¿(h2
(4)

(Ver Ejercicio SC,  página 559.) En esta ecuación V es por supuesto una fun-
ción de r y 4 escrita V(r, 4).

Figura 13.8

Para completar el problema de valor de frontera, necesitamos condiciones
de frontera. Una condición involucra la especificación de V sobre el círculo C.
Puesto que el círculo unitario está representado por r = 1, el valor de V en C
está dado por V(1,  d), donde el ángulo 4 es tal que 0 5 4 5 2~. Asumiendo que
esta es alguna función prescrita de 4, digamos f(d),  tenemos la condición de
frontera

Vl.  ($1  = .f‘<$) (5)

en adición a esto, puesto que desearíamos que V sea acotada en todos los pun-
tos de J?,  tenemos /If(r.  rj>l < !if (6)

para todo r y <p  en &‘, donde M es alguna constante independiente de r y cp.

Solución Encontremos soluciones de (4) que tengan variables separables. Pa-
ra este propósito hacemos V=  RQ,  donde se asume R una función sólo de r y
+ es una función sólo de 4. Usando esto en (4) llega a ser

R”O  +
1

R’Q+IR@“=O  o (71
f r2
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al dividir por Ra.  Esta última ecuación se puede escribir con R en un lado y
+ en el otro en la forma

II
!L+f!= _‘!c

r2 á, (8)

Sin embargo, aunque el lado izquierdo depende sólo de r, el lado derecho de-
pende de r y 4, de modo que no tenemos separadas las variables. La situación
afortunadamente se remedia filcilmente  al multiplicar ambos lados de (8) por
rz para obtener

I’ 2 R” ’F+y;E  2r
0

(9)

Si ahora hacemos cada lado de (9) igual a ~2, obtenemos las dos ecuaciones

r2R”  + rR’ - i2R =  0 , @>” +  2% =  0 (10)

La primera ecuación en (10) es una ecuación de Euler que puede resolverse
como en la página 216. Como resultado las soluciones de (10) están dadas, res-
pectivamente, por

R  =  c,ri +  c2r-‘, @ = c3 cos  i.4 + c,seni.$

si X  # 0, y R = c5 + c6 In I’, Q,  = (‘7  + cg$

si x = 0. Llegamos así a las posibles soluciones

(c,r”  + c2Fi.)(c3  cos  ig5  + c4senk$) y (c5  + ce In T)(c,  + c,$) (11)

Ahora, es evidente que una solución debe estar acotada en r = 0. Tomando
h 2 0, esto requiere seleccionar cq = 0 y cc = 0 en (Il). Es claro que si cambiamos
4 a 4 + 2~ en cualquier solución, la solución no debería cambiar puesto que los
puntos (r, &) y (r, 4 + 2~)  son lo mismo. Esta periodicidad de 4 requiere que es-
cogamos c8 = 0 y X sea un entero, esto es,

X=n donde n = 0, 1, 2, 3, (12)

Nos podemos restringir así a las soluciones teniendo la forma

V(r,  4) = ?(.4  cos  nqb  + Bsenn4) (13)
donde A y B son constantes arbitrarias.

Para satisfacer la condición de frontera (5), primero superponemos solu-
ciones de la forma (13) correspondientes a n = 0, 1, 2, para obtener la solución

V(r,  4) = Cf + 2 OU,  COS  PI4 + b,  senn4)

La condición de frontera (5) requiere entonces que

( U, COS n4 + b,senn$)
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Por el método de las series de Fourier vemos que esto produce los coeficientes
de Fourier

1
a, = ~71 ,‘” f‘(4)  cos 4 Q,s h, = i so”  f‘(4)senn$  d4 (16)

Así (14) con 10s coeficientes (16) da la solución requerida. Como una ilustra-
ción, consideremos el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

(a) Encuentre aquella solución de la ecuación de Laplace  dentro del círcu-
lo unitario r = 1 que tenga valores en la frontera dados por

donde Vo  es una constante. (b) Dé dos interpretaciones físicas.

Solución (a) Usando (16) y (17), tenemos si n = 1 ,  2 ,  3 , .  .,

Si n = 0, tenemos

Similarmente, para n = 1, 2, 3,. ,

Entonces de (14) tenemos la solución requerida

V(r,  rj) = ; + : -,ny (’ - R” ““) r”senn4

0 V(r,4)=2+Grsen4+  3 + 5
[

r3sen  34 ?sen5# + . . . 1

(17)

(18)

(b) El problema tiene las siguientes dos interpretaciones:

(i) Interpretación de flujo de calor de estado estacionario. En este caso
(18) representa la temperatura de estado estacionario en cualquier punto (r, 4)
de la placa circular indicada en la Figura 13.7, la cual tiene espesor desprecia-
ble, caras aisladas, y donde la mitad superior de la frontera se mantiene a
temperatura  Vo  mientras que la mitad inferior se mantiene a temperatura
cero.

(ii) Interpretación de potencial eléctrico o gravitacional. En este caso
(18) representa el potencial eléctrico 0 gravitacional en cualquier punto (r, 4)
dentro del círculo unitario debido a un sistema de cargas eléctricas o masas
distrib.uidas  de tal modo que la mitad superior de la frontera se mantiene al
potencial Vo  mientras que la mitad inferior se mantiene al potencial cero (al-
gunas veces referido como potencial de tierra).
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Es de interés e importancia que la serie (14) con coeficientes (16) se pueda
sumar en forma cerrada. El resultado, conocido como la fórmula de la integral
de Poisson, está dado por

(19)

El método de sumatoria como también problemas relacionados se dan en los
ejercicios.

En el Ejemplo ilustrativo 1 encontramos el potencial dentro del círculo. Es
natural preguntar si también podemos encontrar el potencial por fuera de este
círculo unitario. Esto se puede hacer, como se ve en el siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2

Encuentre el potencial por fuera del círculo unitario r = 1, dado que el po-
tencial sobre el circulo es aquel del Ejemplo ilustrativo 1.

Solución En este caso no necesitamos acotamiento en r = 0 puesto que este
no está en la región dada. Sin embargo, sí requerimos acotamiento para r infi-
nito. Si x 2 0, vemos de (11) que debemos tener c r = 0, cg  = 0. También, como an-
tes, debemos tener la condición (12) para asegurar la periodicidad de la solu-
ción como una función de 4. Así llegamos a las posibles soluciones

V(r, 4) = r -“(A cos ni+  + B sen n(b)
donde A y B son constantes arbitrarias. Para satisfacer el potencial dado so-
bre el círculo, usamos el principio de superposición para obtener

V(I.,  Cp)  =  F +  jj  r-“(~7, cos  nq5  +  h,sen@)
Il= 1

La condición de frontera reqderida conduce entonces a

f(4) =  $ +  i ( a, cos  m$  + h, senI+)
fl=1

lo cual es lo mismo como en (15) del Ejemplo ilustrativo 1. Así los coeficientes
a,  y b, son los mismos a los ya obtenidos, lo cual lleva a la solución reque-
rida

2V,  s e n @
V(r,  (b, = ; + 7

[

sen 34
-+-

3r3
+ sen 54__ + . .

59 1
(20)

I

Se debería notar que esto es lo mismo como en (18) con r remplazado por l/r.
Como en el Ejemplo ilustrativo 1, página 611, podemos dar a (20) una inter-

pretación de temperatura de estado estacionario. Para dar tal interpretación,
consideramos una placa conductora infinita (o prácticamente hablando, muy
grande) representada por el plano xy con sus caras aisladas. Si una parte de
esta placa representada por el interior de un círculo unitario se remueve de
la placa, y si la distribución de temperatura dada por f(4) se aplica a esta
frontera, entonces la temperatura de estado estacionario en la placa esta da-
da por (20).

Observación 1. El resultado obtenido en el Ejemplo ilustrativo 2 se pue-
de considerar como un caso especial del Teorema 1, página 608, en el  cual C
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es la frontera de la región representada por r > 1, y así también  tenemos en es.
te caso un problema de Dirichlet.

Observación 2. El hecho de que (20) se obtiene de (18) al remplazar r por

l/r  sugiere que la fórmula de la integral de Poisson (19) también se cumple
para r > 1 si r se remplaza por l/r. Esto es cierto como se ve en el Ejercicio
6 B .

Observación 3. El resultado (18) se puede expresar en forma cerrada por

2rsen$; + -tan-1  -~
71 i 11 - r2

(21)

Ver el Ejercicio 2B. El resultado (20) se obtiene de (21) remplazando r por l/r.

EJERCICIOS A

1. Encuentre el potencial (a) dentro y (b) fuera del círculo unitario r = 1 si el potencial
sobreelcírculoestádadoporf(@)=  V,,,O<  c$< ~/2; - V,, x/2<  C#J  < T;O, T< C#J < 2~.
Dé una interpretación de temperatura a este problema.

(0,  0) (0,  0)

Figura 13.9

2. Un cuadrado de lado a (ver Figura 13.9) tiene tres aristas al potencial cero y la cuar-
ta al potencial dado por f(x) = V,, x/u, 0 < x < a/2;  V,  (a - x)/u,  u/2 < x < u. Muestre
que el potencial en cualquier punto interior está dado por

’ sen  (2r1  + I)T[.Y;u  sen h (2~ + ~)XJ;O

3. Verifique que (21) es una solución al Ejemplo ilustrativo 1, página 611, para el caso
donde 0 < r < 1.

4. Verifique que (21) con r remplazarlo por l/r es una solución al Ejemplo ilustrativo 2,
página 612, para el caso donde r > 1.
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5. Trabaje los Ejemplos ilustrativos 1 y 2 si el círculo tiene radio c en vez de 1. Expli-
que por qué el resultado se puede obtener simplemente remplazando r por r/c.

6. Muestre que la temperatura de estado estacionario en el centro de una placa circu-
lar es la temperatura promedio (media) de la frontera. Dé una interpretación que in-
volucre potencial. Ilustre usando los resultados del (a) Ejemplo ilustrativo 1, página
611; (b) Ejercicio 1. [Sugerencia: Use (19) con r = 0.1

7. Verifique el el resultado del Ejercicio 6 si la temperatura de frontera es

(a) f(4)  = lOOsen 4, 0 5 4 < 27c,

EJERCICIOS B

L s
2n 1 - r2

1. Muestre que
4)

dw =
r2

1 e interprete fisicamente.
271 O 1 - 2r cos (w - +

2. Deduzca (21) directamente de la fórmula de la integral de Poisson (19).

3.  Una placa tiene la forma de una región anular acotada por dos círculos concéntricos
de radio r,  y r2, respectivamente, como se indica en la Figura 13.10. Tomando r,  = 1
y r2  = 2, y asumiendo que las temperaturas de frontera están dadas, respectivamen-
te, por

II, = lOOsen4, C’, = 50 cos  f$, 0<@<271
encuentre la temperatura de estado estacionario en cada punto de  la placa.  Inter-
prete los resultados en términos de la teoría de potencial

u2

ll=  100

u=o

Figura 13.10 Figura 13.1 1

4. (a) Encuentre la temperatura de estado estacionario en una placa en la forma de un
sector circular de radio unitario y ángulo */6, como se indica en la Figura 13.11, si
las temperaturas de los lados se mantienen a 0, la temperatura del arco circular se
se mantiene a 100, y las caras planas están aisladas. (b)  Describa un problema tri-
dimensional teniendo la misma solución como (a).  (c) ¿Cuál es la solución si el sec-
tor tiene radio c?

5. Trabaje el Ejercicio 4 si el sector tiene ángulo ~/2.

6. Verifique la Observación 2.
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1.

2.

3.

Use el Ejercicio 1C,  página 597, para sumar (18)  y (20)  en forma cerrada.

Deduzca la fórmula de la integral de Poisson (19) de los resultados (14)  y (16) en las
páginas 610-611. [Sugerencia: Cambie la variable muda en (16) de 6 a w,  sustitu-
ya los resultados en (14),  y escriba como la integral de una serie la cual se puede

sumar con el uso del Ejercicio lC, página 597.1

Suponga que la temperatura (o potencial) U(1,  4) sobre el círculo unitario es tal que
1 V(1, &) 1 3 M, donde M es alguna constante. (a) Pruebe que 1 U(r,  @) 1 0 M para

todos los puntos dentro del círculo. (b) Deduzca de (a) que la temperatura (o poten-
cial) máxima o mínima no puede ocurrir dentro del círculo a menos que U(r,  ti) sea
constante en todo lugar.

4. Trabaje el Ejercicio 3B si la segunda condición de frontera se remplaza por la condi-
ción que la frontera r = 2 está aislada.

5. El resultado en el Ejercicio 6A de que la temperatura (o potencial) en el centro de un
círculo es igual a la temperatura media de la frontera se puede extender a otros ca-
sos tal como un rectángulo. Usando esto en el Ejercicio 5B,  página 596, con a = b = 1,
obtenga la interesante serie

1 1 1 Tl____-
- -~___ + -cosh (7(/2) 3 cosh (3x/2) 5 cosh (5n/2) 8

6. Obtenga una serie similar a la del Ejercicio 5 usando el Ejercicio 2A,  página 613.

EJERCICIOS C

Problemas misceláneas

En las últimas tres secciones resolvimos algunos tipos de problemas de
valor de frontera que requerían el uso de series de Fourier. En esta sección ex-
tendemos las técnicas o, como podemos decir, los “trucos del negocio” para tra-
bajar varios problemas que son algo más complicados por la naturaleza de las
condiciones de frontera o por las ecuaciones diferenciales parciales que invo-
lucran. Se debería enfatizar que los métodos se pueden aplicar a diferentes
campos, de modo que, por ejemplo, no significa que porque usamos un proble-
ma en conducción de calor para ilustrar un procedimiento particular no se
pueda también aplicarlo a algún, problema en vibraciones, teoría de potencial,
etc.

4.1 LA CUERDA VIBRANTE BAJO LA GRAVEDAD

Al deducir la ecuación de una cuerda vibrante se despreciaron los efectos
de la gravedad sobre la cuerda. Mostremos ahora cómo se pueden tener en
cuenta tales  efectos. Para ello consideremos la misma cuerda como se consi-
deró en el Capítulo doce y supongamos que está horizontal a lo largo del eje x
con sus extremos fijos como antes en x = r) y x = L, respectivamente. Tam-
bién asumiremos como antes que a la cuerda se le da alguna forma o despla-
zamiento inicial, por ejemplo alzándola, y luego soltándola.

Si g es la aceleración debido a la gravedad, podemos entonces mostrar
(Ejercicio lA, página 578) que la ecuación diferencial parcial para la cuerda
vibrante es

i2Y 2 i2Y-za ~--
St2 i-Y2 Y (1)
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donde Y= Y(n,  t) es como costumbre el desplazamiento del punto x de la cuer-
da desde la posición de equilibrio (eje x) en cualquier tiempo t. Podemos es-
coger como cendiciones  de frontera las mismas usadas en la página 597,

Y(0,  t) - 0, Y(L.  t) = 0, Y(.x,  0) = f’(.Y). l;(.Y.  0) = 0 (2)

Si asumimos de acuerdo al método de separación de variables que Y = XT
en (l),  es fácil encontrar que el método falla. No es difícil ver que la causa de
esta falla es la presencia de g, y sería bueno si de alguna manera la pudiéra-
mos eliminar. Después de pensar cómo se podria hacer esto, podemos llegar a
la idea de cambiar o transformar la variable dependiente Y a alguna otra va-
riable. Una posibilidad es hacer

Y(.Y,  f) = W(s, t) + $(.Y) (3)

donde W(n,  t) es una nueva variable dependiente y +(x)  es una función des-
conocida de x que nos gustaría determinar para eliminar g en (1). Si sustitui-
mos (3) en (l), obtenemos

Nuestro objetivo de eliminar g se consigue si escogemos 4 en (4) de modo que

donde CY  y p son constantes arbitrarias. En tal caso (4) llega a ser

i2W 2 i2w
it=

u ~~-
ix2

(5)

(6)

Las condiciones de frontera (2) en términos de W y $ se convierte en

W(O,  4 = -VW), W(L  t) = -$(L), WC6  0) = “04 - VG), ct;(s, 0) = 0 (7)

La ecuación (6) tiene ahora !a misma forma como la ecuación de la cuerda vi-
brante sin la gravedad, la cual por supuesto es separable. El único inconve-
niente ahora es que las dos primeras condiciones en (7) son complicadas por
el hecho de que los lados derechos no son cero. Sin embargo, esto no ofrece di-
ficultad porque podemos hacer el lado derecho cero a través de las selecciones

*KV  = 0, va)  = 0 (8)
De hecho estas dos selecciones son justo las que necesitamos para determi-
nar las dos constantes CY  y @ en (5). Usando las condiciones (8) en (5) con-
duce a

p=O,g+rL=O esto es,
I_

de modo que (9)
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Nuestras condiciones de frontera (7) así llegan a ser

W(0,  t) = 0, W(L,  t) = 0, W(s.  0) = j‘(s)  - $(x), Lq(s,  0) = 0 (10)
Ahora el problema de valor de frontera consistente de (6) y (10) es exactamen-
te igual al de la página 597, excepto que tenemos W en vez de Y y f(x) _ ,J (x)
en vez de f(x), de modo que de (lo),  página 598, vemos que la solución requeri-
da es

de la cual obtenemos el desplazamiento requerido Y(x, t) usando (3). Pudimos
por supuesto obtener (11) usando el método de separación de variables y sa-
tisfaciendo las condiciones de frontera como antes.

4.2 CONDUCCION DE CALOR EN UNA BARRA CON CONDICIONES
NO CERO EN LOS EXTREMOS

En el enunciado del problema de Fourier en la página 582, los extremos de
la barra en x = 0 y ñ: = L se mantuvieron ambos a 0” C. Desde un punto de
vista físico no hay razón de no haber escogido otras dos condiciones, tales  co-
mo por ejemplo el extremo x = 0 mantenido a 20” C y el extremo x = L a 60” C.
El problema de valor de frontera revisado en este caso sería

(2u pc

it
= x7-2

(-x
(12)

U(0,  t) = 20, U(L, t) = 60, U(s, 0) = 100 ' (13)

Como antes, la separación de variables en la ecuación (12) produce la solución

U(X,  t) = epKiZr(A  cos  ix + Bseniu) (14)

pero estamos matemáticamente frustrados en nuestro intento de satisfacer
aún la primera condición en (13) porque no se puede sacar ninguna conclusión
a menos que el lado derecho en’esta  condición sea cero. Nuestra primera idea
podría ser, ya que temperatura es un concepto relativo, introducir una nueva
escala de temperatura en la cual todas las temperaturas centígradas se re-
duzcan en 20” C. Esto ayudaría con la primera condición, pero la segunda
condición en (13) serviría sólo para frustrarnos de nuevo.

Sin embargo, el haber tenido éxito con el problema de la cuerda vibrante
bajo la gravedad, nos podría llevar a tratar una transformación de la variable
dependiente de V(x, t) a W(x, t), dada por

U(s, f) = W’(s, t) + $(A) (15)

donde nos gustaría determinar $(x) de modo que satisfaga nuestras necesi-
dades. Usando (15), el problema de valor de frontera anterior llega a ser

(16)

W(0,  t) = 20 - l/?(O). W(L, t) = 60 - t)(L), W(s, 0) - 100 - l)(x) (17)
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Puesto que nos gustaría que (16) sea tal que el método de separación de va-
riables fuera aplicable, sería bueno escoger 1~,  de modo que

$” = 0 0 +=rx+p (18)

En tal caso (16) llega a ser
C2WCW

__ = K __
E t 2X2

También sería bueno si los lados derechos de las dos primeras condiciones
de (17) fueran ambos cero. Esto se conseguiría si escogiéramos $J de modo que

$(oj = 20, I,//(L)  = 60 (20)

Afortunadamente, las dos constantes arbitrarias cx  y @ son suficientes para
satisfacer las dos condiciones en (20); usando estas condiciones en (18) da

/l  = 20,60 = rL + 20 esto es, a=3=20

de modo que l)(x) = F + 20 (21)

Así las condiciones de frontera (17) pueden escribirse

W(0,  t) = 0, W(L,  t) = 0, W(x,  0) = 100 - lj(x) (22)

Para resolver el problema de valor de frontera dado por (19) y (22), usamos el
mismo procedimiento como en el problema de Fourier. Así de (19) encontramos
por el método de separación de variables la solución

W(x,  t) = e-qA cos  /.x + B sen Ax) (23)

Las dos primeras condiciones en (22) entonces llevan a

A = 0, i=!!!l
L’

n = 1, 2, 3,

(24)

Para satisfacer la última condición en (22) primero usamos el principio de su-
perposición en (24) para obtener la solución

w(x,  t)  = i b&-““+*r  Qsen ,,F (25)
n=l

Entonces de la última condición en (22) tenemos

de modo que

100 - l+!/(x) = C b,  sen?
ll= 1

h, = f. ji [ 100 - ti(x)] seny?  r/.x

Usando estos valores en (25) nos da W(x, t), y la solución requerida V(x, t) se
obtiene entonces de (15).



Es interesante hallarle una interpret,ación  física a la función +. Esto se
puede lograr notando que después de haber transcurrido un tiempo largo, esto
es, cuando t- ~0  , W(x, t) tiende a cero así que U(X,  t) tiende a + (x). Esto
significa que 4(x) es la temperatura de estado estacionario. Esto también es
claro desde el punto de vista matemático, puesto que para una temperatura
independiente del tiempo t, (12) se reduce a (la), lo cual conduce a (21).

4.3 LA CUERDA VIBRANTE CON VELOCIDAD INICIAL NO CERO

En el nroblema  sobre la cuerda vibrante, resuelto en la página 598, la cuer-
da se le di:  alguna forma inicial y luego se soltó de modo que la velocidad ini-
cial se tomó como cero. Una pregunta que surge es cómo se modifica la solución
en el caso de que la velocidad inicial no sea cero, mientras que las otras con-
diciones permanecen las mismas.

Formulación matemática. En tal caso la ecuación diferencial para el
movimiento es, como antes,

C2Y * i2Y
-x0  -
Ct2 c-9 (27)

y las condiciones de frontera son

Y(0,  t) = 0, Y(L,  t) = 0, Y(x,  0) = f(s),

además de la acostumbrada sobre acotamiento.

Y(.Y.  0) = g(T) (28)

Solución Como antes una solución que satisface las dos primeras condicio-
nes en (28) es

Y(x,  t) = sen? Asen

La superposición de estas conduce a la solución

Las dos últimas condiciones de frontera conducen entonces a exigir

f ( x )  =  2 b.senF
ll=1

g(x) = f 7 ..seny
n=l

(29)

(30)

(31)

(32)

Estas son dos series seno de Fourier para determinar a, y b,, respectiva-
mente. Encontramos

Y

b,  = i ltf(x)seny  dx

n7ta 2 L

s
g(x) sen? dx

2 L
-a,=E  o.L

o a,  = __
snna  0

g(x)sen y dx (34)

Usando estos valores de a, y b, en (30) produce la solución deseada.
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Otro método. En la página 598,resolvimos  el problema de valor de fronte-
ra definido por (27) y (28) con g(x) = 0. El resultado está dado por (30) con b,
dado por (33) y a,  = 0. También es fácil resolver el problema de valor de fron-
tera definido por (27) y (28) con f(x) = 0. El resultado, que dejamos al estudian-
te verifîcar  (ver Ejercicio 7A), está dado por (30) con a, dado por (34) con
b, = 0. Si denotamos estas dos soluciones, respectivamente, por Y, (x, t) y
Y, (X,  t), vemos que la solución Y(x, t) para el caso f(x) #O, g(r) # 0 es
igual a la suma de las soluciones Y, (x, t) [para el caso f(x) # 0, g(x) = 01
y Yz  (x, t) [para el caso f(x) = 0, g(w) # Oi.  Una prueba de esto se obtie-
ne fácilmente. Para ello suponga que Y = Y(x,  t) es una solución al problema
de valor de frontera dado por (27) y (28). Haciendo Y = Y, + Y, y usando el
subíndice t para denotar las derivadas parciales con respecto a t, de modo que
Y,,  =?Yli?t,  etc., el problema se puede escribir

(35)

Yl(O,  t) -t Y,(O,  t) = 0, Y,(L  t) + Y,(L,  t) = 0,

Yl(X,  0) -t- Yz(x, 0) = f(x), Y1r(x, 0) + Y2t(‘í, 0) = g(x)
(36)

Escojamos ahora Y, de modo que sea una solución al problema de valor de
frontera

C”Y, 2 ?‘Y,
x=a  __2x2 (37)

Yl(O,  t) = 0, Yl(L, t) = 0, Yl(X, 0) = fb4, Yl,(X, 0) = 0 (38)

Entonces sigue de (35) y (36) que Y, debe ser una solución al problema de
valor de frontera

?‘Y, 2 c”Y,
---za  -7

i2t2 cx- (39)

y,(O,  f) = 0, y,(L 4 = 0, Yz(x,  0) = 0, y2tcT  0) = g(x) (40)

y esto completa la prueba requerida.

Observación. Esta técnica de “partir” un problema dado en un número
de problemas diferentes usando ceros en lugares apropiados y luegó  sumar las
varias soluciones de estos problemas más simples con frecuencia es referido
también como el método de superposición de soluciones. Esta técnica también
se puede usar en otros problemas tales  como conducción de calor, teoría de po-
tencial, etc., y por supuesto sólo es aplicable en casos que involucran ecuacio-
nes diferenciales y condiciones lineales. I

4.4 VIBRACIONES DE UNA PIEL DETAMBOR  CUADRADA: UN PROBLEMA
QUE INVOLUCRA SERIES DOBLES DE FOURIER

En la página 572describimos un problema relacionado con las vibraciones de
una piel de tambor cuadrada. La ecuación de estas vibraciones está dada por
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donde  2(x,  J’, t) es el  desplazamiento de cualquier punto (x, y) de la  piel  de
tambor desde SU posición de equilibrio (en el plano ry) en cualquier tiempo t,
Y aL es  una constante  que depende de la  tension  y densidad de la  piel  de
tambor. Asumiremos que la piel de tambor está situada como en la Figura 12.5,
pagina 572, y que las aristas están fijas y son de longitud unitaria. Asumamos
también que la piel de tambor se pone a vibrar al darle alguna forma inicial,
como se describe por ejemplo por la superficie con ecuación Z= f(x, y) y lue-
go se suelta.

Formulación matemática La ecuación diferencial parcial para el mo-
vimiento está dada por (41). El hecho de que las aristas estén fijas implica
tener cuatro condiciones de frontera

Z(0,  y, t) = 0, Z(1,  J‘, t) = 0, Z(x, 0, t) = 0, Z(s, 1, f) = 0 (42)

El hecho de darle a la piel de tambor una forma inicial especificada conduce a

Z(x, L’,  0)  = fb, .Y) (43)

Finalmente, el hecho de soltar la piel. de tambor después de haberle dado esta
forma nos dice que

Estas condiciones se cumplen por supuesto para 0 < x < 1, 0 <y  < 1, t > 0.
Además se es claro que Z debe estar acotada.

Solución Asuma que (41) tiene una solución separable de la forma Z = XYT,
donde X, Y, T son funciones de x, y, t, respectivamente. Entonces sustitu-
yendo en (41) se obtiene

II
XYT”  =  a2(X”YT  +  XY”T) 0  gT =

II
g+; (45)

después de dividir  por  a2XYT. Puesto que un lado es una función sólo de
t, mientras que el otro lado es una función de x y y, sigue que cada lado debe
ser una constante, la cual denotamos por - ~2, esto es,

T”
-2

X" Y”
_____  = -,.

a2T 7 +  Y =  -i"2
(46)

Si ahora escribimos la segunda ecuación de (46) en la forma

(47)

vemos que cada lado debe ser una constante, la cual denotamos por -p>.  En-
tonces ,,, Y’l

-=
X -j12,  Y = -v2 (48)

donde por brevedad hemos escrito ~2  = ~2  -pz así que ~2  =p” + ~2 . De lasecua-
ciones (48) y la primera ecuación en (46) tenemos entonces

X” + p2x = 0, Y” + v2Y  = 0, T” + a2(p2.+ v2)T  =  0
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de modo que X = cl cos I*X + c2  sen,ux, Y = c3  cos vy + (‘4s  ’ VJ’,

T = c5  COS  aJ?-+~?t  + cb  senaJu2 + c2t
(49)

De la primera y tercera condiciones en (42) encontramos c I = 0, cg = 0 de mo-
do que

Z = c,c,senpxsenvJ(c, cos a JI*’  + v2t  + c6 senaJ-‘tj (50)

De la segunda y cuarta condiciones en (42) encontramos

p = m7r, 1’  = 1271 > donde m, n = 1, 2, 3, 4,.

de modo que Z = c,c,seninnxsennrcy(c,  cos a,,fm,t  + cgsena,/‘m2 + r12nt)

La condición (44) conduce a c,  = 0 de modo aue

Z = Bsenmnxsennnyco~aJm~  + n2zt (51)

donde  B=c2c4c5.
Para satisfacer (43) tendremos que usar el principio de superposición, es-

to.es,  la sumatoria de soluciones de la forma (51) sobre todos los valores ente-
TOS de m y n. Esto conduce a la solución de serie doble

Z = f f B,, senmnx sen nzy cos aJh777tt (52)
nI=1 n=l

donde hemos remplazado B en (51) por B,, puesto que cada solución puede
tener un coeficiente diferente. Esto satisfará la condición (43j si

f(x, yj = f f B,,senmzxsen mry
fil=1 ll=1

(53)

Podemos escribir la serie doble (53) en la forma

f(x,  y) = m,?l ( f B,,  sennrcy) sen rn7r.x
n=  1

(54)

esto es, f(x, y )  =  i b,sen  mrrx
nI=1

(55)

donde b, = i B,,sennnJ
n=1

(56)

Puesto que (55) representa una serie seno de Fourier en x tenemos por los me-
todos acostumbrados

b, = ; Ji f(x,  y) senmrrx  dx (57)

Puesto que (56) representa una serie de Fourier en y, tenemos similarmente

B,,  = f Jo’  b,sen  nrcy dy
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S sustituimos (57) en (58),  encontramos

Bm,  = 4 l ’ f(x,  Y)S S0 0 sen m7cx  sen nq  dx dy (59)

Remplazando estos coeficientes en (52) produce entonces la solución deseada.
Por razones obvias la serie (53) con coeficientes (53) se llama una serie seno
doble de Fourier correspondiente a f(x, y). Podríamos  haber  obtenido  en forma

similar series coseno doble de Fourier o series dobles de Fourier involucrando
senos Y cosenos. Como se podría esperar también es posible tener series triples
de Fourier, cuadriples,  etc. Algunas aplicaciones que involucran tales  series
se dan en los ejercicios.

Interpretación. Es de interés examinar el  posible significado fisico de
los  varios términos en la serie (52). Para ello, asumamos que f(x, y) es tal  que
todos los términos de la serie (52) son cero excepto aquel para el cual m = 3 y
n = 3. Entonces este término es

B,,  sen%x sen3rcy  cos  nadmt (60)
Como en el caso de la cuerda, llamamos esto un modo de uibrocion.  Se notara
que, para todos 10s valores de tiempo t, el desplazamiento (60) sera cero a lo
largo de las líneas x=9,  3 yy=i,  ;, como se indica en la Figura 13.12. De-
bido a que todos los puntos sobre estas líneas nunca se mueven, nos referimos
a las líneas como líneas nodales. Si pudiéramos tomar una película de la vi-
bración que ocurre en un intervalo de tiempo, observariamos que los segmen-
tos de piel de tambor dentro de los pequeños cuadrados acotados por estas lí-
neas nodales vibran cada uno, algunas veces en una dirección y luego en la
otra. Por ejemplo, en la Figura 13.12 hemos indicado este movimiento usando
sombra para indicar el movimiento en una dirección y sin sombra para el
movimiento en la dirección opuesta donde los movimientos ocurren simultá-
neamente. El hecho de que dos cuadrados adyacentes estén vibrando en di-
recciones opuestas en un tiempo dado a menudo se indica diciendo que las
vibraciones de estas regiones están fuera de fase entre sí. Lo que hemos mos-
trado en la Figura 13.12 es por supuesto una fotografía en un tiempo particular.

Y

Figura 13.12
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En otro tiempo la fotografía podría cambiar de modo que las direcciones de vi-
bración se invierten.

Al observar el factor de tiempo en (60) es evidente que existe una periodi-
cidad en las fotografías, esto es, si encontramos la piel de tambor en un esta-
do particular de movimiento en un instante de tiempo, entonces estará exac-
tamente en el mismo estado en algún tiempo mínimo más tarde llamado el
período. La frecuencia correspondiente la cual es el recíproco de este período
está dada para el caso (60) por

2
& = -14;;+2  = 3 z

7 J--2 P
(61)

En una manera similar, cada término en (52) correspondiente a un par de
valores m y n representa un modo particular de vibración teniendo una fre-
cuencia característica dada por

Por brevedad podemos hablar del modo (m, n) o la frecuencia del modo (m, n).
Es posible que dos o más modos diferentes tengan la misma frecuencia.

Por ejemplo, si consideramos sólo los dos términos en (52) correspondientes a
los modcs  (1, 2) y (2, l),  encontramos que la suma de estos términos es

(B, z sen m sen2q  + B,  1 sen înxsen  zj.)  cos  l~‘%tat (63)

Se ve de inmediato que para todas las selecciones de los coeficientes BI2  y
B, , la frecuencia está dada por

Y

Figura 13.13
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Si en particular B,, = B,, , entonces el desplazamiento para este caso está
dado por

Y(.Y,  t) = BI2 cos  L  Snat(sen7rssen  2nj, i-sen 27cx-sen711.)
= BI  2 cos  v~3m7r  (senn‘c(2  sen7rl’  cos  71j.J + (2sen 7cx cos  n.u)sen  714.)

,-
= 2BIz cos  Vi57c&sennïsenn~(cos  7c?c + cos  71~)

de lo cual podemos concluir que las líneas nodales son rfy = 1 (para lo cual
cos  KX + cos  ry  = 0) como se indica por las líneas punteadas en la Figura
13.13. También se indican en la figura sombreando y sin sombrear las direc-
ciones de las vibraciones de las regiones triangulares acotadas por estas lí-
neas en un instante particular de tiempo, invirtiéndose éstas a medio período
más tarde.

Algunas veces nos referimos a dos o más modos diferentes que tienen la
misma frecuencia como modos degenerados. Como se vió antes, todo los modos
correspondientes a los casos m + n son degenerados.

La serie (52) muestra que el desplazamiento general de una piel de tam-
bor se puede considerar como una suma o superposición de desplazamientos
correspondientes a los varios modos. Una pregunta interesante que surge por
analogía con la cuerda vibrante es si una piel de tambor cuadrada puede crear
un tono musical. Recordemos que en el caso de la cuerda vibrante tenemos
una frecuencia más pequeiia  o fundamental, y que hemos definido música co-
mo el estado donde todas las frecuencias más altas o armónicas son múltiplos
enteros de esta frecuencia fundamental. Si usamos aquí la misma definición,
resulta que tenemos una mezcla de música y ruido (esto es, no música), pues-
to que hay frecuencias que son enteros múltiplos de una frecuencia fundamen-
tal como también frecuencias que no lo son. Una consideración importante en
este respecto son las magnitudes de los coeficientes B,,,  los cuales sirven
para indicar aquellos modos y correspondientes frecuencias de gran impor-
tancia.

4.5 CONDUCCION DE CALOR CON RADIACION

En el problema de Fourier que involucra una barra de metal de longitud
L, las condiciones de frontera en los extremos x = 0 y x = L consideradas has-
ta ahora asumen que los extremos se mantienen a ciertas temperaturas o es-
tán aislados, o una combinación de estos. Una posibilidad interesante que
puede surgir es el caso donde uno de los extremos, digamos x = 0, se mantie-
ne a alguna temperatura, digamos 0” C, mientras que el otro extremo x = L
irradia a un medio circundante, el cual se asume que está también a la tem-
peratura 0” C. Podemos asumir como antes que la distribución de tempera-
tura inicial está especificada por f(x).

Formulación matemática. Como en el problema de Fourier, asumimos
que la superficie convexa de la barra está aislada de modo que la ecuación de
calor está dada como antes por

?U i2u-~ =
it

li  7~2 (64)
cs

La única pregunta que podemos tener en relación a las condiciones de fronte-
ra es sobre la formulación matemática de la condición de radiación en el ex-

Soluciones de problemas usando series de Fourier 6 2 5



tremo x = L. Para obtener esta formulación, recordemos primero que el flujo
de calor a través del extremo x = L está dado por - KU,(L,  t), donde K es
la  conductividad térmica la cual  se asume constante.  Usando una ley de
Newton del tipo de enfriamiento de radiación (esto es, donde el flujo es pro-
porcional a la diferencia en temperatura entre la temperatura U(L, t) del ex-
tremo de la barra y la temperatura del medio circundante tomada como cero)
obtenemos la condición de frontera requerida

U,(L, t) = -hU(L,  t) (65)

donde h es una constante positiva. Las demás condiciones de frontera están
dadas por

U(0.  f) = 0, U(x, 0) = f(x)

y la condición obvia de que U sea acotada.

Solución Por el método acostumbrado de separación de variables, encontra-
mos una solución de (64) dada por

U(x, t) = e-K~*yA cos ix -+  Bsen Xx) (67)

Para satisfacer la primera condición de frontera en (66), requerimos A = 0 de
modo que

U(x, t) = BemKi2’  senl,x

De la condición de frontera (65) vemos que

Bi.e-““’  cos  iL =  -hBem”““seniL,  es to  es , tan i.L = - 2jh

Para determinar los valores de x que satisfacen esta última ecuación, escri-
bamos (Y = AL  y notemos que la ecuación se puede escribir

x
tan2 = -ix (t-33)

Las raíces requeridas de la ecuación (68) se pueden obtener como la intersec-
ción de los gráficos de las ecuaciones

c!
J‘  = tan x ‘y .l.= -IL (69)

esquematizada en la Figura 13.14. Como se ve, existen infinitas interseccio-
,nes,  indicando que hay infinitas raíces positivas (Y r, a2,.  de  la  ecuación
(68),  y así infinitos valores positivos de x cor respondientes ,  denotados  por
x r, x 2,.  De esto sigue que hay infinitas soluciones dadas por

C-(s,  t) = Bemhi2’senj  .,,. y (70)

donde  n  = 1,  2 , .  Para  sat isfacer  la  segunda condición de frontera  en (66),
superponemos las soluciones (70) para obtener

U(s,  t) = i h,,e- ‘j-?  seni .,,.  y (71)n=  1
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Y

Figura 13.14

La segunda condición en (66) nos lleva a requerir

,f(x) = i h,,  senì,,.Y
n=l

(72)

lo cual como en el problema de Fourier requiere la expansión de f(x) en una
serie de funciones trigonométricas. La serie (72) se asemeja mucho a la serie
seno de Fourier excepto por el hecho de que mientras los valores de x, no
son igualmente espaciados (como se ve en la Figura 13.10),  los correspondien-
tes valores X,  = nx/L  en la serie seno de Fourier sí son igualmente espaciados.

El mismo método usado en la serie seno de Fourier para hallar los  coefi-
tientes  también funcionará en este caso si se cumple que

J0 senA,,,x  sen@  (/x  = 0. A,,, # j-,, (73)

El estudiante familiarizado con el concepto de ortogonalidad de funciones
discutido en el Capítulo ocho seguramente reconocerá que lo enunciado en
(73) es lo mismo que decir que las funciones sen x,,x,  n = 1, 2,. , son mutua-
mente  ortogonales  en el intervalo 0 5 x 5 L. Esto se puede probar por integra-
ción directa de (73), como se indica en el Ejercicio 5C,  o por el método que usa
la teoría de las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville presentadas en
el Capítulo ocho. No importa el método que se use, el resultado final equivale
al hecho de que, si multiplicamos ambos lados de (72) por sen h ,x y luego in-
tegramos de x = 0 a x = L, encontramos

Jf f(x)senE.,x  dx = f b,  Jisen j.,xsen &x (1.x
n= 1
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o usando (73)
b

n

s
oLsen2  i.,.~  d‘c

El denominador de (74) se evalúa fácilmente como

sOsen2  L,x  nx =
Lh + cos  i,L

211

(74)

(75)

de modo que b,, = -..  2h
s

L
Lh + cos &J. 0 ~

f‘(s) sen i,‘c  (ix

Sustituyendo (76) en (71) obtenemos la solución requerida.

(76)

EJERCICIOS A

1. Suponga que en el problema del texto relacionado con la cuerda vibrante bajo la gra-
vedad (página 615) tenemos f(x)  = 0. (a) Muestre que

Y(Y. 1t) = __  4yL’
iT3u2

í -sen-w-  rtat -13 + -sen-cos--  1 37rx 3nar ...
L L 33 L L

+ 1 -,  yu(L s)

2a2

(b) Discuta el significado físico.

2. Una barra de metal de 50 cm de longitud cuya superficie está aislada está a una
temperatura de 60” C. En t = 0 una temperatura de 30” C se aplica a un extremo
y una temperatura de 80” C se aplica al otro extremo, y estas temperaturas se
mantienen. Determine la temperatura de la barra en cualquier tiempo asumiendo
K = 0,15 unidades cgs.

3.  Una lámina de material de difusividad K está acotada por los planos x = 0 y n =
L.  Si las caras planas se mantienen a temperaturas constantes U, y U, respec-
tivamente, mientras que la temperatura inicial es UO, encuentre la temperatura
en cualquier punto en cualquier tiempo posterior.

4.  Trabaje el Ejercicio 3 si la temperatura inicial está dada por Cr0 (l-  x/‘L).

5. Una cuerda tiene sus extremos fijos en x = 0 y x = L.  Suponga que inicialmente la
cuerda tiene una forma parabólica y que cada punto se mueve en la misma direc-
ción con la misma velocidad. Encuentre el desplazamiento de cualquier punto de
la cuerda en cualquier tiempo.

6. Resuelva e interprete físicamente el problema de valor de frontera.
ic PC’
-=l+;p
ir

o<u<1,r>o

c’(0.  t) = 0, L’(1,  t) = 0, L’(‘c,  0) = sen 71.x
7. Complete el segundo método dado en la página 620.

EJERCICIOS 6

1. Si una cuerda con sus puntos extremos fijos en x = 0 y x = L está bajo la influen-
cia de la gravedad pero no vibra, muestre que su forma está dada por la porción de
la parábola

)í z p(L  - u)-____~
202
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entre z = 0 y x = L. iEstá  esto en conflicto con los resultados obtenidos en las pá.
ginas 111-114 para el cable colgante? Explique.

2.  Resuelva y dé una interpretación física al problema de valor de frontera.

Y(0, t) = 0. l;(L.  t) = K. l.(.Y.  0) = 0. u;(.Y,  0) = 0

3. Resuelva e interprete físicamente el problema de valor de frontera

1;, = 1 + Y,,. 0 <s < ;.r > 0

Y(0,  t) = 1, Y(.Y.  0) = 1 + ).Y’  - $ns, y,  ;,r  = -;:
i 1

r,(.x,  0) = 0

4. Encuentre la temperatura de estado estacionario en una placa cuadrada de lado
unitario como se indica en la Figura 13.15 si las caras planas están aisladas y los
lados se mantienen a temperaturas constantes U,,  U,,  U,,  U,,  respectivamen-
te. (Sugerencia: Resuelva el problema para el caso donde tres lados se mantienen
a temperatura cero y el cuarto se mantiene a una temperatura constante diferente
de cero. Luego aplique el método de superposición a los cuatro casos.)

Y

Figura 13.15

5. Trabaje el problema de la cuerda vibrante bajo la gravedad si se toma en cuenta el
amortiguamiento proporcional a la velocidad.

6. Una barra delgada con extremos en x = 0 y x = L tiene difusividad constante K y
temperatura inicial U,.  Debido al fenómeno nuclear que ocurre en la barra, el ca-
lor se genera a una tasa constante CY. Asumiendo que los extremos se mantienen
a temperaturas U,  y U,, respectivamente, y que la superficie está aislada, en-
cuentre la temperatura en cualquier lugar de la barra en cualquier tiempo.

7. Trabaje el Ejercicio 6 si U,,  = U, = 0 y el extremo x = L está aislado.

8. Trabaje el Ejercicio 6 si U, = ll, = U, = 0 y la tasa de generación de calor en la ba-
rra es proporcional a la distancia desde el extremo x: = 0.
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9. Una cuerda vibrante tiene extremos fijos en x = 0 y 1c  = L.  En t = 0 la forma está
dada por f(x) y la distribución de velocidad por g(x). Muestre que

10. Interprete el problema de valor de frontera definido por (1) y (2),  página 597 como un
problema sobre vigas.

11. Trabaje el Ejercicio 4 para un cubo sólido de lado unitario.

12. Interprete los Ejercicios 4 y ll como problemas que involucran potencial.

EJERCICIOS C

1. Suponga que a la piel tambor cuadrada del texto se le da un desplazamiento inicial
f(x,  y) = xy (1 - X) (1 -y) y luego se suelta. Describa las vibraciones resultantes
que ocurren al encontrar el desplazamiento de cada punto de la piel desde la posi-
ción de equilibrio.

2. Trabaje el problema de la piel de tambor vibrante si se le da una forma y distribu-
ción de velocidad iniciales.

3.  Describa los modos de vibración de la piel de tambor cuadrada en los casos
(a) m = 2, II  = 2. (b) m = 1, n = 3.

4. Si la piel de tambor cuadrada del texto se “recoge” levantando el centro una peque-
ña distancia h y luego se suelta, investigue las vibraciones resultantes.

5. Verifique por integración directa los resultados (73) y (75), páginas 627 y 628.

6. Muestre que las raíces sucesivas de la ecuación (68), página 626, se aproximan bas-
tante por los valores (2fl-  1)*/2.

7. Discuta la barra conductora con radiación del texto para los casos (a) h = 0; (b)
h =  m.

8. Trabaje el problema de la barra conductora con radiación asumiendo que el extre-
mo z = 0 está aislado.

9. Una esfera de radio unitario y difusividad constante K tiene una temperatura ini-
cial que depende sólo de la distancia r del centro, el cual se escoge como el origen
de un sistema coordenado tridimensional. La superficie de la esfera se mantiene
a temperatura cero. (a) Si U(r,  t) es la temperatura en cualquier punto de la esfera
en tiempo t,  muestre que el problema de valor de frontera está dado por

(b) Resuelva el problema de valor de frontera en (a) mostrando que

[Sugerencia: Haga la transformación V(r,  t) = rU(r, t)  o use el Ejercicio 3A,  pá-
gina 335.1

10. Trabaje el Ejercicio 9 si (a) f(r) = U,;  (b) f(r) =

físicamente.

O<r<).

+<r<l’
e interprete
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ll. Una región de difusividad K está acotada por las esferas r = 1 y r = 2 cuyas su-
perficies se mantienen a temperatura cero. si la temperatura inicial de la región
es  G, muestre que la temperatura en cualquier punto distante r del centro co-
mún está dada en cualquier tiempo t > 0 por

w, r) = y1 (-lY+ (’  - *ys kn)e-k”2”‘senknr, 1 < r < 2

12. Resuelva e interprete fisicamente  el problema de valor de frontera.

¿?=u FC’

Cr2
--+2E!

Cr2 r Cr

cI(1,  1) = 0, W,  0) = f(r), U,<r,O)  =  0 , /U(r,  t)j  < M
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1

2

Introducción

En el último capítulo resolvimos varios problemas de valor de frontera en
conducción de calor, vibraciones, y teoría de potencial usando series de Fou-
rier u otras series trigonométricas. Fundamental en la solución de tales  pro-
blemas fue la idea de la expansión de una función en una serie teniendo la
forma

f ( x )  =  CI¿II(X)  + czL1z(x)  +  ” .  =  c (.,ll,,(S) (1)
n= 1

donde las funciones u,(x), n = 1, 2, , tienen la propiedad

s b
~4,,(.X)¿4,(X)dX  =  0 , m  # Illl (2)

Observación. Un conjunto de funciones que tienen la propiedad (2) se
llama (como recordará el estudiante que leyó el Capítulo ocho) un conjunto or-
togonal en el intervalo a 5 x 5 b, y las funciones se dice que son mutuamente
ortogonales en este intervalo. La serie (1) se llama entonces con frecuencia
una serie ortogonal.*

Partiendo del hecho de que la mayoría de problemas del último capítulo
involucró coordenadas rectangulares y series de Fourier, podríamos sospechar
que al escoger otros tipos de coordenadas, tales  como coordenadas cilíndricas
o esféricas, conduciría a series ortogonales de la forma (1) involucrando fun-
ciones distintas a las funciones trigonométricas. Encontraremos en este capí-
tulo que esta sospecha es efectivamente correcta. De hecho, las funciones or-
togonales que se usan en tales  casos son funciones de Bessel y de Legendre
ya familiares a nosotros del Capítulo siete. En la primera parte de este capí-
tulo trataremos problemas parecidos a aquellos del último capítulo, esto es,
que involucran conducción de calor, vibraciones, teoría de potencial, formula-
dos en coordenadas cilíndricas que conducen a funciones de Bessel. En la se-
gunda parte hacemos la misma cosa con coordenadas esféricas y funciones de
Legendre.

Problemas de valor de frontera que
conducen a funciones de Bessel

2.1 EL LAPLACIANO EN COORDENADAS CILINDRICAS

Con el objeto de tratar problemas de valor de frontera que involucran ci-
lindros con sección transversal circular, es natural usar coordenadas cilíndri-
cas las cuales están conformadas de coordenadas polares (r, 4) en el plano
xy junto con la coordenada adicional z para dar (r, 4, z). Estas coordenadas
se usan para representar cualquier punto P en tres dimensiones como se mues-
tra en la Figura 14.1. Los valores r, 4 y z son tales  que

r 2 0, 0 2 cjl  < 2x. -x,<z<x (1)

*Puesto que estaremos incrementanao el uso de IOS  resultados en el Capítulo ocho, el estu-
diante que desee derivar el mayor beneficio del presente capítulo se le aconseja leer el Capítulo
ocho.

Problemas de valor de frontera usando funciones de Bessel y de Legendre 633



Y

X

Figura 14.1

aunque cualquier otro intervalo de longitud 2~, tal como - a < 4 I ?r,  también
se puede escoger para 4. Las ecuaciones de transformación entre coordena-
das cilíndricas y coordenadas rectangulares están dadas por

x = r cos 4, j y = r sen 4,;-- Z = z-.1 (2)--. . 2 .  . . . . .
Note que puesto que z permanece inalterada la transformación es la misma a
aquella que involucra coordenadas polares en el plano xy. Ahora como hemos
visto en problemas de los dos últimos capítulos, las ecuaciones diferenciales
parciales con frecuencia involucran el operador Laplaciano definido en coor-
denadas rectangulares por

(3)

Es natural por tanto buscar una expresión correspondiente para esto en coor-
denadas cilíndricas. Puesto que ya hemos encontrado esto para los dos pri-
meros términos al trabajar el problema en la página 608, vemos que la expre-
sión reauerida es ,~--

(4)

l 2.2 CONDUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO CIRCULAR

Como una primera ilustración, consideremos una varilla metálica en la
forma de cilindro circular de radio unitario, la cual es tan larga que para pro-
pósitos prácticos se puede considerar de longitud infinita. Asumiremos que
inicialmente, esto es, t = 0, la temperatura de la varilla a una distancia r del
eje está dada por f(r), y que su superficie se mantiene a 0” C para t > 0. El
problema consiste en determinar la temperatura de la varilla en cualquier pun-
to en cualquier tiempo.
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Formulación matemática. Escojamos el cilindro de modo que su sec-
ción transversal en el plano xy sea eI  círculo de radio unitario mostrado en la
Figura 14.2. Puesto que la varilla es infinita, la temperatura U no debería in-
volucrar dependencia alguna de 2. También puesto que la frontera se mantie-
ne a 0” C, vemos que por la simetría no hay dependencia de 4.

Puesto que la ecuación de conducción de calor es

y puesto que no hay.  dependencia de 2 ni de 4, (5) se convierte en

(6)

donde U= U(r, t), esto es, la temperatura U depende sólo de r y t. Con U igual
a cero en r = 1 para todo t > 0, tenemos la condición de frontera

U(1,  t) =  0 (7)

También puesto que U inicialmente es igual a f(r), esto es, para t = 0, tene-
mos la condición de frontera

W, 0) = f(r) (8)

Adicionalmente a estas tenemos también la condición habitual de que U
debe ser acotada en todos los puntos del cilindro, lo cual por supuesto está im-
plicado por la realidad física. El problema de valor de frontera consiste así en
determinar aquella solución acotada de (6) que satisfaga las condiciones (7)
Y (8).

Observación. Se debería indicar que se llega al mismo problema de .va-
lor de frontera al considerar una placa metálica circular de espesor desprecia-
ble cuyas caras están aisladas y cuya temperatura inicial es f ( r )  mientras
que la temperatura en el borde se mantiene a 0” C.

Y

t Mantenido a 0°C

*X

Temperatura inicial f(r)

Figura 14.2
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Solución Asumiendo, de acuerdo al método de separación de variables, que
U= RT, donde R depende sólo de r y l’  depende sólo de t, (6) llega a ser

RT’  = K R”T + fi  R’T (91

al dividir por KRT.  Haciendo cada lado de la segunda ecuación en (9) igual
a la constante - AZ,  tenemos

T ’  +  K~~T  =  0, R” + ; R’ + i2R = 0 (10)

La  primera ecuación en (10) tiene solucrón T = cI e-KA2t (11)

Para resolver la segunda ecuación en (10) haga x r = LL.  Entonces la ecuación
llega a ser

d2R
z+;g-+R=O (12)

Esto se reconoce como la ecuación diferencial de Bessel de orden cero cuya so-
lución es

R  =  c2Jo(u)  + c3Yo(u) (13)

(ver página 342). Así la segunda ecuación en (10) tiene solucion

R  =  c,J,(Ar)  +  c3Yo(h) (14)

De (ll) y (14) vemos que una solución de (6) es

U(r, t) = RT = cle-KAZt[c2J0(3Lr) + cjYo(Ar)] (15)

Ahora la solución (15) debe estar acotada dentro del cilindro y en particular
en r = 0. Sin embargo, para r = 0 la función Y,  (ir)  es infinita. Para evitar
esta catástrofe, escogemos cg  = 0 de modo que la solución (15) llega a ser

U(r,  t) = Ae-“AZ’Jo(ibr) (16)

donde A = c rc2  . Usando la condición de frontera (7) en (16), obtenemos

J,(A)  =  0 (17)

Afortunadamente, como ya sabemos de nuestra discusión en la página 343 la
ecuación (17) tiene infinitas raíces positivas las cuales denotaremos por*

A = ll, A2, As,.  . . , esto es, A. = &, donde n = 1,2,3, .  . (18)

As1 U(r, t) = Ae-““n’J,(A,r) (19)

Para satisfacer la última condición de frontera (8), usamos primero el princi-
pio  de superposición sumando las soluciones de la forma (19) con coeficientes
diferentes. Esto lleva a

U(r,  t )  =  f aneCKAntJo(inr) (20)
ll=1

*En este capítulo las raíces se denotan por A,, Xi, hS,  en vez de las equivalentes  rl,
r2,  r3,. del Capítulo ocho.
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Este problema es similar al de Fourier excepto que, en vez de requerir la ex-
pansión de una función en una serie trigonométrica, la requerimos en térmi-
nos de una serie de funciones de Bessel con frecuencia llamada una serie de
Bessel o una serie de Fourier-Bese1  debido a la analogía con las series de
Fourier.

El estudiante familiarizado con el Capítulo ocho (ver página 403) se da
cuenta que los coeficientes a, en (21) se pueden determinar al multiplicar
ambos lados de (21) por rJ, (X ,r) y luego integrar de r = 0 a r = 1, obteniendo

s; rf(r)J,(i,r)dr  = f a, J; rJ,(A,r)J()(i,,r)rlr
n=1

Usando el hecho que so1  rJ,(A,r)JO(A,r)dr  = 0, m # n (23)

esto es, que las funciones VTJO  (X,r),  n = 1,2,3,.  ., son mutuamente or-
togonales en el intervalo 0 5 r s 1, todos los términos en la serie a la derecha
de (22) son cero excepto aquel donde m = n de modo que

I01 rf(r)JO(A,r)dr  = a, so1  r[J,(iv,r)12  u’r  0 a, = so1  rf(r)J,(A,r)dr

so1
(24)

r[J,(i,r)]'  dr

Esto también se puede escribir de acuerdo a la Tabla 8.1, página 375,

an  = [Jl;.Jy s01  rf(r)J,(i.,r)dr

Usando (25) en (20) produce la solución deseada.

(25)

EJEMPLO ILUSTRATIVO

Encuentre la temperatura en cualquier punto de la varilla cilíndrica si
la temperatura inicial es 100” C.

Solución En este caso tenemos f(r) = 100, de modo que los coeficientes (25)
están dados por

an  = [J&,’ s
0 r( 1 OO)J,(i.,r)rir  =

200
s

i.., 200
j.f[J,(i,)]’  O

UJ~(Zl)dZ~  = __
iJi,,)

donde hemos hecho la sustitución u = X,r y usado el resultado (73), página
375. Sustituyendo estos valores de a, en (20) se obtiene el resultado deseado

(26)

2.3 CONDUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO RADIANTE

Suponga que en vez de mantener la superficie de la varilla cilíndrica a
0” C hay una radiación de calor desde la superficie a un medio circundante,
el cual se asume está a 0” C. Si asumimos una ley de Newton del tipo de en-
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friamiento de radiación, entonces la condición de frontera en la superf\cie  r=
1, está dada por

U,(l,  t) = -hU(l, t) (2’7)

lo cual expresa el hecho que el flujo a través de la superficie es proptirciona]
a la diferencia en temperatura entre la temperatura de la superficie Cr(l,  t) y
la temperatura cero del medio circundante. Usando la solución (16),  página,
636, la-condición (27) da

n&(n) = -hJ,(3.) (281

Como se indicó en el Capítulo ocho, página 375, la ecuación (28) tiene infinitas
raíces wsitivas, las cuales denotaremos por x r, x2,. o x,, n. = 1, 2, 3,.
Así como en (lh), U(r,  t) = Ae-“‘ntJo(il,r) (29)

donde x,,  son las raíces positivas de (28). Para satisfacer la última condicióq
de frontera (8) usamos primero la superposición para obtener la solución

U(r,  t)  = f ane-K’ntJo(lZ,r)
II=1

(301

de donde f(r) = f 4Jo(h9
II=1

(31)
,

Multiplicando ambos lados de (31) como antes por rJO (h ,r)  e integrando de’
r=O a r= 1 se obtiene

Jo1 rf(r)Jo(A,r)dr  = f a, Ji rJ,(A,r)Jo(i,r)dr
n=l

Puesto que s0 rJo(&&Jo(l,r)dr  = 0, mfn

como se ve en la página 375.del  Capítulo ocho, encontramos de (32)

s,’ rfWJo(bWr 2n,’
a, =

so1 r[Jo(A,r)]2  dr O an  =  <n;  +  h2)[JO(lLJ2 s ’ rfWo(hW0 (33)

el último resultado obtenido al hacer uso de la tabla en la página 375,

2.4 VIBRACIONES DE UNA PIEL DE TAMBOR CIRCULAR

En el último capítulo analizamos las vibraciones de una piel de tambor
en la forma de un cuadrado. Examinamos ahora las vibraciones de una piel
de tambor más convencional, la cual tiene una forma circular. Asumamos que
la piel de tambor es de radio unitario y está fija en el borde, de modo que se
puede indicar por la región que se muestra sombreada en la Figura 14.2.

Formulación matemática. La ecuación diferencial parcial está dada
por

E = &72Z
Ct2

(34

o en coordenadas polares
a2Z-ca
at2
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donde Z=  Z(r, 4, t) es el desplazamiento de cualquier punto (r,  4) de la piel
de tambor es cualquier tiempo t desde la posición de equilibrio en el plano
xy. Las condiciones de frontera son

-al,  4, 4 = 0, -m 49 0) = f(r, 41, Z,(r, 4, 0) = 0 (36)

expresando la primera el hecho que el borde de la piel de tambor está fijo, la
segunda que la piel de tambor se le da inicialmente una forma prescrita, esto
es, en t = 0, dependiente de r y 4, y la tercera que la piel de tambor se suel-
ta de modo que su velocidad inicial es cero. Un requisito adicional que no
enunciaremos explícitamente es el obvio de que Z está acotada.

Solución Asumiendo una solución separable de la forma Z=  R+  T donde R,
@,  T dependen sólo de r,  4, t, respectivamente, (35) llega a ser

R@TT"  = a2 R"<DT  + IR'QT  + ;R@"T
r >

T”o ~ = g
U2T

+ ;g +g (37)

al dividir por aB  R+  T. Haciendo cada lado de la segunda ecuación en (37)
igual a -X2,  tenemos

T”  + iL2a2T = 0, (38)

La primera ecuación en (38) tiene solución T = cI cos kzt + c,senkt

La segunda ecuación en (38) se puede escribir
(39)

(40)

y si multiplicamos ambos lados de (40) por rz podemos hacer un lado una fun-
ción sólo de r y el otro lado una función sólo de 4. En tal caso (40) se convier-
te en

R”  R’ @”y2  - +  i - +  A2r2  = - -
R

(41)
r @

Haciendo cada lado igual a ~2  conduce a las ecuaciones

r2R”  + rR’  + (A2r2  - p2)R  = 0, 0”  + j12@  =  0 (42)

Haciendo ir = u en la primera ecuación de (42),  se tiene

u2R”  + uR +  (u2  - ,u2)R = 0 (43) --..

la cual es la ecuación de Bessel de orden p teniendo como solución (ver pá-
gina 342).

Así la solución de la primera ecuación de (42) es R = c3Jp  (Xr) + c, Y,,  (ir!.

La solución de la segunda ecuación en (42) es Q>  = c5 COSED  + c6 senp4

De estos resultados vemos que una silución  de (35) es
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y trataremos ahora de satisfacer las condiciones de frontera. Puesto que Z de-
be ser acotada y puesto que Y,(xI-) es infinita para r = 0, el cual es el cen-
tro de la piel de tambor, debemos tomar c,  = 0 de modo que la solución llega
a ser

z = ($,(;/9[(. cos  ,LL~  + ch sen,Lccb][c,,  cos  icít  + cz senkit]

De la primera condición de frontera en (36) podemos ver entonces que

(45)

J,,(i) = 0

Como se discutió en el Capítulo siete, esta ecuación tiene infinitas raíces po-
sitivas, que podemos denotar por x 1, x2,. Sin embargo, puesto que las raíces
son en general diferentes para diferentes órdenes p,  podemos añadir el sus-
crito p y escribir estas raíces como x ,,,,  x2,,,  o x,,,, m = 1, 2,3,  La
solución (45) es entonces

% = (.3Jl,(i,,l,l~.)[(.~  cos  ,M$  + chsen  /K~][c,  cos  i,,,& + cz seni,,,,02] (46)

La tercera condición en (36) se satisface si escogemos c, x 0, y así tenemos

Z = J,(i,,,: i[A cos  p$ + Bsenpqi]  cos  iu,nr,ut

donde A=clc3c,,  B=c,c,c,.

(47)

Puesto que cualquier punto (r,  (h) de la piel de tambor también se puede
expresar como (r, 4 + 23r)  de modo que 2 es una función periódica de +,  el
orden p debe ser un entero denotado por n, donde n = 0, 1,  2,. Esto nos
lleva a escribir (47) como

% = J,,(i,,r)[A cos  174  + Bsenn4]  cos  i,,ut (48)

Para satisfacer la última condición de frontera en (36) debemos usar el princi-
pio de superposición sobre las soluciones dadas por (48). Puesto que los coefi-
cientes A y B pueden depender de m y n y puesto que m puede asumir los
valores 1, 2, 3,. , mientras que n puede asumir los valores 0, 1, 2, 3, , esta
solución se puede escribir

Z = C 1 Jn(j.m,z~)[U,,, cos  n<b  + b,,,,  senn$]  cos  i,,~t
m=  1 n=O

(49)

Así la condición de frontera conduce a

Podemos pensar en la sumatoria sobre n en (50) como una serie de Fourier en
la variabie 4. De acuerdo al mét,odo  habitual para encontrar coeficientes de
Fourier, vemos que el coeficiente de cos  n4,  n = 1, 2, 3,. está dado por

estando el coeficiente para n = 0 dado por
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De manera similar, el coeficiente de sen n$, n = 1, 2, 3,. , está dado por

(53)

Para hallar los coeficientes umn para m = 1, 2, 3,. , usamos el hecho de que
(15) es una serie de Bessel, y por el método habitual obtenemos

2
CI =-

mn  n[J,+ 1G,,)12
Jo1 rJn(&J)

[
j-p-(7-, +p)  cos  nd, dc$  dr

1
(54)

De manera similar, de (52) tenemos

1
a,,  = - sin[Jl(LO)]*  O

En la misma manera (53) lleva a

b,, = -
2

s
1

4J,+ lGmn)l2 O
rJn(jumnr) senn dd dr

1
(56)

La solución requerida está así dada por (49) usando los coeficientes acabados
de encontrar.

Interpretación. Como en el caso de la piel de tambor cuadrada, cada
término en la solución de la serie doble (49) correspondiente a un par dado de
valores m y n representa un modo particular de vibración. A cada modo le co-
rresponde también una fre’cuencia característica. Por ejemplo, el término co-
rrespondiente al modo (m, n) es

Jn(Ld  [amn cos nqh  + b,,sennq!~]  cos  A,,ut (57)
y la frecuencia correspondiente a este modo es

Las frecuencias son los eigenvalores y los modos representan las eigenfuncio-
nes. La frecuencia más baja, llamada la frecuencia fundamental, corresponde
al modo para el cual m = 1 y n = 0. Este modo está dado, aparte de una cons-
tante, por

Jo(EL,or)  cos j.,,at (59)

La frecuencia fundamental, usando x 1  0 = 2,405 como la menor raíz positiva de
J,(x)  = 0, está dada por

(60)

Puesto que se puede mostrar que las frecuencias más altas no son múltiplos
enteros de esta frecuencia fundamental, esperaríamos ruido y no música de
las vibraciones de una piel de tambor, lo cual por supuesto se confirma en la
realidad.

Es de interés examinar las vibraciones para varios modos. En el caso n =
0 los modos son independientes de 4 y,  como se ve de (57), están dados por

Jo(i,or)  cos i,,out
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Modom=l.n=O Modom=2,n=O Modo m = 2, n = 1

Figura 14.3 Figura 14.4 Figura 14.5

En el caso m = 1, esto se reduce a (59) y corresponde a la situación indicada
en la Figura 14.3 donde la piel de tambor vibra adelante y atrás como un todo
con frecuencia dada por (60). Para m = 2 el modo está dado por

Jo(i,or) cos  å,,at (61)

y la frecuencia correspondiente es

puesto que la segunda raíz positiva Jo (x) = 0 es 5,520, Sólo hay una raíz en-
tre r = 0 y r = 1 para la cual (61) es cero, esto es, XZO  r = x 1 ,,  o r = 2,405/5,520  =
0,436. Esto está representado en la Figura 14.4 por el círculo situado dentro de
la piel de tambor. Se llama círculo nodal debido a que los puntos sobre éste no
se mueven, Las vibraciones para este modo son tales  que las partes sombrea-
das y sin sombrear de la membrana se mueven en direcciones opuestas en
cualquier instante dado de tiempo. En general, si n = 0, habrá m - 1 círculos
nodales en la piel de tambor.

En el caso de dependencia de 4, los modos de vibración son más compli-
cados. Como un ejemplo, considere el modo correspondiente a m = 2, n = 1 da-
do por J,(&,r)[u,, cos  4 + b2rsen4] cos  &,at (63)

estando la frecuencia dada por

Si tomamos el caso particular a 2 r = 1, b,, = 0, esto se puede escribir

J1(A21  r) cos  f$ cos  AZ1  at (65)

Ahora J, (x, r r) = 0 para sólo un valor de 7 entre 0 y 1, esto es, para xZ lr  =
h r r o, r = h r r /x,  , = 3,832/7,016  = 0,546. Esto representa un círculo nodal como
se indica en la Figura 14.5. También cos  4 = 0 para 4 = x/2, 3x/2,  lo cual re-
presenta dos líneas nodales como se indica en la Figura 14.5. La vibración pa-
ra este modo se indica así en la Figura 14.5 donde las partes sombreadas de
la piel de tambor están vibrando en una dirección y las partes restantes en la
dirección opuesta, ambas con frecuencia (64).

EJERCICIOS A

1. Encuentre la temperatura en cualquier punto de la varilla cilíndrica de la página
634 si la temperatura inicial está dada por (a) f(r) = 50J0(~lr);  (b) f(r) =
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2OJ0 (X  1 r)  - lOJo (h2  r)  donde x 1 y x:! son las raíces positivas más pequeñas de
Jo(X)  = 0.

2. Una placa circular de radio unitario y difusividad K tiene temperatura inicial
dada por

f ( r )  =  :O”’
i;

O<r<)

)<r<l

donde r es la distancia de cualquier punto desde el centro. Asumiendo que la tem-
peratura del borde se mantiene a cero y que las caras planas están aisladas, en-
cuentre la temperatura en cualquier punto de la placa en cualquier punto. Dé una
interpretación que involucre una varilla.

3. Trabaje el Ejercicio 2 si la temperatura inicial es

i

9 0 0 < r < 113

(a)  .f(r)  =  lOO(1  - r*), ( b )  f ( r )  = 60 113  <  r  < 2/3

30 213 < r < 1

4. Trabaje el Ejemplo ilustrativo de la página 637 si la frontera se mantiene a 25” C.

5. Trabaje el Ejemplo ilustrativo de la página 637 si el radio es c.

6. Una placa semicircular de radio unitario tiene sus caras y su diámetro fronterizo
aislados. Si la temperatura inicial de la placa es 60”  C y la temperatura del borde
semicircular se mantiene a 0” C, encuentre la temperatura de la placa. Dé una
interpretación involucrando un sólido.

7. Trabaje el Ejercicio 6 si el borde semicircular se mantiene a la temperatura de
100” c.

8. Trabaje el problema del texto en la página 634 si la superficie de la varilla está ais-
lada en vez de mantenerse a 0” C.

9. Trabaje el Ejercicio 2 si la frontera está aislada.

10. Encuentre la temperatura en cualquier punto del cilindro circular de la página 637
si la temperatura inicial es (a) f(r) = Uo  ; (b) f(r) = U,, (1 - r2 ).

11. Trabaje el Ejercicio 2 si la condición de temperatura en el borde se remplaza por la
condición de radiación en el borde dada por U,(l,  t) = - 2U(l, t).

12. Discuta los casos (a) h = 0, (b)  h = m en el problema del cilindro radiante en la
página 637.

E J E R C I C I O S  B

1. Un sólido tiene la forma de un cuarto de cilindro de longitud infinita con radio uni-
tario y difusividad K. Los lados planos están aislados mientras que la parte
curvada se mantiene a 100” C. Asumiendo que la temperatura inicialmente varía
con la cuarta potencia de la distancia desde el eje, encuentre la temperatura en
cualquier punto en cualquier tiempo.

2. Discuta los modos de la piel de tambor circular definidos por (a) m = 2, n = 2; (b)
m=3,  n = l .

3. (a) Suponga que la piel de tambor circular del texto se le da un desplazamiento
f(r) y luego se suelta. Encuentre el desplazamiento en cualquier tiempo posterior.
(b) iCuál  es el desplazamiento en cualquier tiempo si f(r) = a (1 - r-2 )?

4. Trabaje el problema de la piel de tambor circular si (a) inicialmente está en equi-
librio y se le da una distribución de velocidad inicial g(r,  4);  (b) se le da una for-
ma y distribución de velocidad iniciales definidas por f(r, 4) y g(r, $),  respecti-
vamente.
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5. Un cilindro de radio unitario y longitud L (ver Figura 14.6) tiene su superficie con-
vexa y base en el plano ry mantenidas a temperatura cero mientras que el extre-
mo superior se mantiene a temperatura f(r). (a) Escriba el problema de valor de
frontera para la temperatura de estado estacionario en cualquier punto del cilin-
dro.

i M a n t e n i d a  a  temp  f(r)

Manten ida  a  0

,  M a n t e n i d a  a  0

X

Figura 14.6

(b) Muestre que la temperatura de estado estacionario en cualquier punto
del cilindro está dada por

1-

Cr(r,  z) = 1 a, senh i.,zJ,(i,r)  donde u, =
2

J
1

rf(r)d&,r)dr
ll=1 [J,(i,,)]2senh  i,L O

Y x,, n = 1, 2,. .,  son las raíces positivas de J,(x) = 0. (c) Jnterprete los resul-
tados como un problema en teoría de potencial.

6. Un cilindro de altura y radio unitarios tiene sus extremos circulares z = 0 y z = 1
mantenidos a temperatura 0 y 1 respectivamente mientras que su superficie con-
vexa se mantiene a’  temperatura 1. Encuentre la temperatura de estado estacio-
nario en cualquier punto dentro del cilindro.

7. Trabaje el Ejercicio 6 si la superficie convexa está aislada pero las otras condicio-
nes son las mismas.

8. Trabaje el problema de la piel de tambor circular si se “recoge” en su centro una
distancia h y luego se suelta.

9. Trabaje el problema de la piel de tambor circular si el radio es c.

EJERCICIOS C

1. Una placa circular de radio unitario y difusividad K tiene sus caras aisladas y
su borde mantenidos a temperatura cero. Si la temperatura inicial está dada por
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f(r, 4) muestre que la temperatura en cualquier punto de la placa en cualquier
tiempo t > 0 está dada por

U(r,  q5,  t) = 1 1 (u,,  cos  n$ + h,,  sen t~$)e-““~~‘J,(;~,,~)
In-  I n-o

d o n d e

n=l,2,3 ,...,  y donde x,, es la m-ésima raíz positiva de J,,(x) = 0.

i

Figura 14.7

2. Trabaje el Ejercicio 1 si la temperatura inicial está dada por V,,r  sen@  donde
U, es una constante.

3. Una placa semicircular de radio unitario tiene sus bordes mantenidos a tempera-
tura cero y sus caras aisladas (ver Figura 14.7). Si la temperatura inicial está da-
da por f(r, 4) = lOO+  cos 2d, encuentre la temperatura V(r, 4,  t) en cualquier
punto dentro de la región en cualquier tiempo.

4. Resuelva e interprete físicamente el problema de valor de frontera

(?p (9 c- i cu
-- = I + - - + ,xr

it ir’ r <‘r
O<r<l,t>O

C(1,  f)  = 0, U(r,  0) = 0, lL'(r,  t)l  < M

5. Un cilindro semicircular infinito z 2 0, 0 3 r s 1 tiene su superficie convexa r = 1

mantenida a potencial cero mientras que su base z = 0 se mantiene al potencial
f(r). Muestre que el potencial en cualquier punto interior del cilindro está dado por

I’(r,  c#l, 7)  = i 2 umnJn(imnr)  sen n4  senh (&,,z)
m=1  n=l

donde x,, es la m-ésima raíz de la ecuación J,(x)  = 0 y

6. Un sólido en la forma de medio cilindro circular de radio unitario y longitud L tie-
ne su base en el plano como se indica en la Figura 14.8. Si la superficie z = L se
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mantiene al potencial f(r,  d), 0 <r < 1, 0 < 4 < ?r mientras que las superficies res-
tantes se mantienen a potencial cero muestre que el potencial en cualquier punto
dentro del cilindro está dado por

donde X, es la n-ésima  raíz positiva de Jo(x)  = 0.

7. Un cilindro circular sólido está acotado por las superficies r = 1,  2 = 0 Y 2 = 1.  si
r= 1 se mantienen a temperatura f(z) mientras que z = 0 y 2 = 1 se mantienen a
temperatura cero, muestre que Ia temperatura de estado estacionario está dada por

Figura 14.8

donde I,  es la función modificada de Bessel de orden cero dada por

Io = J,(ix)  = 1 + $ + & +
X6~ +

224262

3 Problemas de valor de frontera que conducen
a funciones de Legendre

3.1 EL LAPLACIANO EN COORDENADAS ESFERICAS

Con el objeto de tratar con problemas de valor de frontera que involucran
esferas, es natural usar coordenadas esféricas. Estas coordenadas para la lo-
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calización de cualquier punto P están dadas por (r, 4, e),  como se indica  en
la Figura 14.9.*  Estos valores son tales que

Figura 14.9

Las ecuaciones de transformación entre las coordenadas rectangulares y coor-
denadas esféricas están dadas por (ver el Ejercicio 9A)

x = rsent?  cos 4,  y = rsen 8 ser&  z = r cos B (2)

Usando éstas encontramos que el Laplaciano en coordenadas esféricas está
dado por (ver Ejercicio 6C,  página 560).

V’U=+ r$(rc)+s,nU&

[

s u

( 1

seno- +
1 a2u

80 Sen2Zp 1 (3)

*No hay una notación estándar para coordenadas esféricas (o  cilíndricas) y como consecuencia
varias notaciones están en uso. La mayoría de los autores parecen favorecer las coordenadas es-
féricas usadas en la Figura 14.9 aunque las coordenadas de P algunas veces se escriben como
(r, 8,  @).  Otros intercambian 8 y @ o usan p en lugar de r. Siguiendo a la mayoría que usa
la Figura 14.9 se tiene que para el caso especial donde el punto P está en el plano xy, tenemos 8 =
r/2  y entonces (r, 4) son las coordenadas polares planares  de P. Esto es consistente con la no-
tación ya usada y también está en concordancia con el uso de (r, +, z)  para coordenadas cilíndri-
cas dadas en la página 633. En este último el caso especial z = 0 también produce las coordena-
das polares (r, 4) en el plano xy.
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3.2 CONDUCCION DE CALOR EN UNA ESFERA

Como una primera ilustración, consideremos una esfera metálica sólida
de radio unitario situada como se muestra en la Figura 14.10. Asumamos que
la superficie de la mitad superior de la esfera (para la cual 0 =<  0 < 7r/2) se man-
tiene a alguna temperatura constante U0 #O, mientras que la mitad inferior
(para la cual n/2  < 0 s r) se mantiene a temperatura cero. Para hacer esto fí-
sicamente  posible podemos suponer por ejemplo que las mitades superior e
inferior de la superficie están ligeramente separadas o aisladas una de otra.
Como un resultado de la conducción de calor la esfera finalmente alcanzará
alguna distribución de temperatura de estado estacionario la cual depender!,
debido a la manera como hemos escogido la orientación de la esfera en la Fr-
gura 14.10, de las variables r y ti pero no de 4 y t. Nos gustaría determinar
esta temperatura de estado estacionario.

Formulación matemática. La ecuación diferencial parcial que debe-
mos resolver es la ecuación de Laplace  V 2 U= 0. Usando (3) y el  hecho que
U depende sólo de r  y  8, esto es, U= U(r,  ti),  esta ecuación  es

Mantenida a U,---q~

Mantenida a  cero

Figura 14.10

Las condiciones de frontera son L( 1’.  0)  = c0, 0 2 0 < Tr  ‘7
0 . rc7~;:0~7r

junto con la obvia de que U está acotada dentro de la esfera.

(4)

Solución Asuma la solución separable a (4) dada por U= Ro,  donde R de-
pende sólo de r y o depende sólo de 0. Entonces (4) llega a ser

r ti2
R tlri  (rR) = ~ osen-i)  $ (6).
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al dividir por Ro. Puesto que la segunda ecuación en (6) tiene un lado que
depende sólo de r y el otro sólo de 8. cada lado debe ser igual a una constan-
te que tomamos como - ~2. Tenemos así las ecuaciones

tl”
rz12 (rR)  + /.'R  = 0. c'

tto
i”OsenII  = 0

La primera ecuación en (7) se puede escribir como

r."R"  + 21.R'  + i'R = 0 (8)

la cual se reconoce como una ecuación de Euler teniendo como solución

R = <.,1.”  + & donde i2 = - II(II + 1)I’ (9)

La segunda ecuación en (7) es más complicada. Debido a la presencia de sen@
en la ecuación podríamos ser llevados a tratar la transformación de la varia-
ble independiente 0 a otra variable independiente x dada por x = sens.
Sin embargo esto no conduce a nada útil. Una mejor selección la da la trans-
formación

.Y  = cos  (1

En tal caso tenemos de la regla de la cadena para la diferenciación

(10)

do (10 Li.\- = -.-. =
dt9 (1X  (10 -sen0  ‘2. de modo que sen0 g = -sen2  (1: = (-$ - 1) g

Usando este último resultado en la segunda de las ecuaciones (7) junto con
~2 = - n(n + l), se puede escribir

(11)

Esta es la ecuación diferencial de Legendre, la cual ya hemos investigado en
el Capítulo siete. Su solución está dada por

0 =  c,~P,,(.Y) +  c4Q,,(.x) (12)

donde P,(n) y Qn(x) son funciones de Legendre. De (9) y (12) vemos que

L’(r, 0)  = c rn + (‘z [c~P,~(x)  + c,Q,,<x)]j l ,.t/+lj (13)

Puesto que esta solución llega a ser infinita para r = 0, esto es, en el centro de
la esfera, debemos escoger cg  = 0. Sin embargo, esto no es suficiente para sa-
tisfacer la con,dición  de acotamiento para U, debido a que las funciones de Le-
gendre también llegan a ser infinitas para x = 11 o equivalentemente para
B = 0, 7r.  Podemos obtener acotamiento si tomamos n como un entero no ne-
gativo, esto es, n = 0, 1, 2,. , en cuyo caso las funciones P,(x)  son los poli-
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nomios de Legendre, y escojamos cq = 0 para evitar las funciones Q?,(X)  las
cuales son no acotadas para x = t 1 o o = 0, s. Así (13) da

U(r,  0) = Ar”P,(x) (14)

tomando A=c,c,. Al superponer las soluciones que tienen la forma (14),
tenemos

U(r,  e)  = t n,r”P,(x) (15)
n=O

Podemos ahora determinar 10s  coeficientes a, de las condiciones de fronte-
ra (5). Para ello notemos primero que en términos de x = coso la condición
de frontera (5) es

o usando (15)

U(  1, 0) = .f(x)  =
L

o”O> O<Xll
- 1  sx<o

fix)  = z &lP,(x)
n=O

(16)

(17)

Esto, sin embargo, requiere la expansión de f(x) en una serie de polinomios de
Legendre o serie de Legendre, ya hecho en el Capítulo ocho, página 408. Como
en el caso de las series de Fourier y Bessel, multiplicamos ambos lados de (17)
por una función apropiada, en este caso P,(x), e integramos ambos lados de
x = - 1 a 1 para obtener

Puesto que s l
- 1

P,(x)P,(x)dx  = 0, m # II (19)

la serie a la derecha de (18) se reduce a un solo término, donde m = n, esto es

s’ 1 f(x)P,(x)dx  = a, s-’  1 [P,<x,]~ dx o s: 1 fWP,Wx
a, =

s: 1 P’n(412  dx

Puesto que
s: 1 Pn<x>12  dx = &

(20) se reduce a
2n+l  1

0 = ~n 2 s_ 1 fW’,Wx

Usando (16) esto da
2n + 1

a,  = 2 uo sO1  f’,Wx

Colocando n = 0, 1,  2,. , usando los primeros polinomios de Legendre

Po(x)  = 1, Pl(4 = x,
3x2 - 1

P2(x)  = 2’
5x3 - 3 x

P3(x)  = 2 2.

(20)

(21)

encontramos UOa, = -, 3uo
2

a, =-) 7uo= =4 cI 0, u3 -16,.
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Así U(r,  6) = 9 [l + $P,(x)  - ir3P3(x)  + . . .]

Obseruació’n  2. El término general de esta serie se puede encontrar al
hacer uso del resultado (93) obtenido en la página 410. Usando esto encon-
tramos

U(r,  0) = 2 + $U,rP,(x) + %.=,  F7 (- 1)‘“-‘“2 : : 4 : : : iz J fi r”P,(x) (23)
, 1 3

donde solamente los términos correspondientes a n = 3, 5, 7,. aparecen en
la última sumatoria.

3.3 POTENCIAL ELECTRICO 0 GRAVITACIONAL DEBIDO A UNA ESFERA

El problema acabado de resolver se puede interpretar como uno en teoría
de potencial en el cual hay una carga eléctrica o una masa de tal modo distri-
buida para dar potenciales U,,  y 0, respectivamente, a las mitades superior
e inferior de la superficie esférica. El potencial dentro de la esfera está enton-
ces dado por (23).

En tal caso es natural preguntar por el potencial por fuera de la esfera.
Para determinar esto debemos resolver la ecuación de Laplace  (4) para la re-
gión r > 1, 0 5 0 2 T donde U(r,  0) se reduce a (5) para r = 1. Para satisfacer el
acotamiento en la región r > 1, debemos escoger c 1 = 0 en (13), de otra manera
la solución llegaría a ser infinita cuando r- 00 . En forma similar, puesto que
debemos tener acotamiento para 6 = 0, T, esto es, x = f 1, debemos escoger
cq = 0 como antes. Esto nos lleva a la solución

0 por superposición (24)

Debemos ahora determinar los coeficientes a, para que (24) se reduzca a (16)
para r = 1. Esto lleva a (17). Así obtenemos los mismos valores de a, como
antes, esto es, aquellos dados por (21). Usando éstos en (24) vemos que el po-
tencial requerido por fuera de la esfera está dado por

(25)

Observación 2. El resultado (25) también tiene una interpretación de
flujo de calor. Este representa la temperatura de estado estacionario en una
región conductora infinita que tiene “agujero esférico” de radio unitario,
donde los bordes del agujero se mantienen a la temperatura dada por (16).

EJERCICIOS A

1. La superficie de una esfera de radio c con centro en el origen está cargada de modo
que su potencial es constante e igual a Vo. (a) Encuentre el potencial dentro de
la esfera. (b) Encuentre el potencial por fuera de la esfera. (c)  ¿Qué  carga q en la
superficie se necesita para producir el potencial en (b)?

2. Suponga que la parte superior de la superficie esférica mostrada en la Figura 14.10,
página 648, está cargada al potencial Vo mientras que la mitad inferior está car-
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3.

4.

5.

6.

7.

8.

1.

2.

gada al potencial - V,,,  donde V,, es una constante. Encuentre el potencial den-
tro y (b) fuera de la esfera.

Muestre que en los puntos bastante alejados de la superficie esférica del Ejercicio
2 el potencial está dado a un alto grado de aproximación por V= 3V,  cos  8/2r”.

Encuentre la temperatura de estado estacionario dentro de un sólido conductor es-
férico de radio unitario situado como en la Figura 14.10, página 648, si la temperatu-
ra de la superficie está dada por 40 cos B ~- 20 cos”  0.

Encuentre el potencial (a) dentro y (b) fuera de la esfera unitaria de la Figura 14.10,
página 648, si el potencial en la superficie está dada por VO  cos 28. Dé una inter-
pretación que involucre flujo de calor.

Encuentre el potencial (a) dentro y (b) fuera de una superficie esférica de radio
unitario cuya mitad superior se mantiene al potencial VO  coso y cuya mitad in-
ferior se mantiene al potencial cero.

Un hemisferio sólido de radio unitario tiene su base en el plano xy  y centro en el ori-
gen. Si la base está aislada y la superficie convexa se mantiene a temperatura 60
coso, encuentre la temperatura en cualquier punto del sólido.

Deduzca las ecuaciones de transformación (2), página 647, para coordenadas esfé-
ricas.

EJERCICIOS B

Una concha esférica tiene un radio interior r 1,  y radio exterior r2.  Las tempera-
turas de las superficies interior y exterior están dadas, respectivamente, por F,(x)
y F,(x), donde x = coso.  Muestre que la temperatura en cualquier punto de la
concha está dada por

9+10, 0, 1)

:3FY,
.’ 0.

Figura 14.1 1

donde a, y b,  se determinan al resolver simultáneamente las ecuaciones

Trabaje el Ejercicio 1 si r , =l, r2 =2,  F,(.r)=lOO-20n,  y FY(~)=50+30~
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3. Una carga y está localizada en el punto (0, 0, 1) de un sist,ema de coordenadas rec.
tangulares  (ver Figura 14.11). Muestre que el potencial debido a esta carga en cual-
quier punto P distante r del origen está dado por

1

Discuta la relación con la función generatriz para polinomios de Legendre (página
351).

4. Dos cargas q y -q  (ver Figura 14.12) están localizadas en 10s  puntos A y B, respec-
tivamente, separados una distancia d.  Si OP=  r es la distancia de cualquier pun-
to P desde el punto medio 0 de AB, y 0 es el ángulo entre OP y OA, muestre que
el potencial en P está dado aproximadamente por

donde p = qd. La combinación de las dos cargas opuestas q y -q  con frecuencia
se llama un dipolo y el producto p = qd se llama el momento dipolo.

-4

Figura 14.12

5. Use el Ejercicio 4 para mostrar que la distribución de carga esférica del Ejercicio 2A
es equivalente a un dipolo que tiene momento dipolo de 3V,/2.

6. Muestre que la fuerza sobre una carga unitaria colocada en el punto P del dipolo de
la Figura 14.12 tiene magnitud

Use el resultado para hallar la magnitud de la fuerza debido a la distribución de
carga del Ejercicio A. (Sugerencia: La relación entre la fuerza F y el potencial V
está dada por J’= - V V, esto es, la fuerza es el negativo del gradiente del potencial).

7. Describa las superficies de igual potencial o superficies equipotenciales a distan-
cias alejadas de la distribución de carga del Ejercicio 2A. iCuáles son las trayec-
torias ortogonales correspondientes a estas superficies y explique su significado
físico?
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EJERCICIOS C

1. Si la ecuación de Laplace  se escribe en coordenadas esféricas, el resultado es

usando (3) en la página 647. (a) Asumiendo que las variables son separables de mo-
do que U=  Re a,  donde R, 8,  + son funciones sólo de r, 8, 4,  respectivamen-
te, muestre que

,.‘R”  + 2.R’ - ~(11 + 1 )R, 0”  + w20 =  0

sen2  OO”  + sen0  cos  OO’  + [IT(~  + l)sen2  0 - /JI’!@  = 0

(b) Muestre que la tercera ecuación en (a) llega a ser

al hacer x = cos 8. Esta ecuación que se reduce a la ecuación de Legendre para
el caso m = 0 a menudo se llama la ecuación. asociada de Legendre.

2. (a) Muestre que si m = 0, 1, 2,. una solución a la ecuación asociada de Legendre
en el Ejercicio l(b) está dada por

P;(x)  = (1 - x2y  2 d”  P,(x)
dx"

las cuales se llaman las funciones de Legendre asociadas. iCuáles son éstas si (i)
m = 0; (ii) m > n?

(b) Muestre que para cualquier entero n 2 0,
s

; 1 Py(r)P;(s)rls  = 0, WI  # k

esto es, las funciones P;(x),  m = 0, 1, 2,. , son mutuamente ortogonales en -
x 0 1.

(c) Verifique para algunos casos especiales el resultado

iPuede  usted probar esto en general?
(d) Muestre usando los resultados anteriores cómo expandir una función dada en

una serie de funciones de Legendre asociadas e ilustre con un ejemplo.

3. Use los Ejercicios 1 y 2 para mostrar que una solución de la ecuación de Laplace  en
coordenadas esféricas la cual está acotada por r = 0 y - 15 x 5 1 es

4. Muestre cómo se puede usar la ortogonalidad de las funciones de Legendre asocia-
das para resolver varios problemas involucrando esferas en las cuales puede haber
una dependencia 4 como también dependencia r y B. Ilustre construyendo y re-
solviendo un ejercicio.
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5. iCómo modificaría usted la solución del Ejercicio 2 en los casos donde (a) U debe
estar acotada en r = 0) ; (b) la región para la cual buscamos U está dada por r,  <

r<r,?

6. Construya y resuelva ejercicios para ilustrar los casos en el Ejercicio 5.

4 Problemas misceláneas

Hay muchas clases de problemas que surgen en ciencia e ingeniería los
cuales requieren el uso de funciones de Bessel o de Legendre y algunas veces
una combinación de éstas. Los problemas no necesitan involucrar necesaria-
mente la geometría de cilindros o esferas asociadas con tales  problemas. Tam-
bién, en muchos casos las ecuaciones diferenciales que surgen de sus formu-
laciones matemáticas no son precisamente las estándares dadas en el Capítulo
doce. Dedicamos esta sección a tres ejemplos de tales  problemas, los dos pri-
meros algo inofensivos que involucran vibraciones de una cadena y el poten-
cial debido a un alambre circular, y el  tercero un problema de bomba atómica.

4.1 EL PROBLEMA DE LA CADENA VIBRANTE

Supongamos, como se indica en la Figura 14.13, que tenemos una cadena
uniforme de longitud L y masa M suspendida verticalmente de un punto fijo 0.
Suponga que a cada punto de la cadena se le da un pequeño desplazamiento
horizontal en tiempo t = 0, y luego se suelta la cadena. Como resultado la ca-
dena sufrirá vibraciones, y nos gustaría, como en los casos de la cuerda vi-
brante o vibraciones de la piel de tambor, investigar estas vibraciones. Puesto
que este problema es al menos tan complicado como el problema del péndulo
vibrante simple, para el cual surgen dificultades cuando las vibraciones no
son pequeñas, asumiremos pequeñas vibraciones para la cadena.

x
Figura 14.13

Formulación matemática. Es conveniente escoger un sistema de coor-
denadas rectangulares con origen en 0 y con ejes positivos x y y como se in-
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dica en la Figura 14.13. La posición de equilibrio de la cadena coincide con el
eje x. El desplazamiento transversal u horizontal de cada punto x de la cade-
na en tiempo t se puede denotar por Y(x,  t) o simplemente Y. Esta es la fun-
ción que deseamos determinar.

Puesto que la cadena tiene masa, habrá una tensión en cada punto n la
cual es igual al peso de aquella parte de la cadena por debajo de x. Si denota-
mos por p = M/L la masa por unidad de longitud de la cadena, entonces pues-
to que la longitud de aquella parte de la cadena por debajo de x es L - x, la
masa de esta parte es p(L - x). Así el peso o tensión es 7 = pg(L - x). Ahora
en el Capítulo doce, página 571, cuando formulamos la ecuación para una cuer-
da vibrante, permitimos la posibilidad de que la cuerda tenga tensión varia-
ble. Esa misma ecuación del movimiento servirá para nuestro problema de la
cadena, con tal que asumamos condiciones de desplazamiento y pendiente pe-
queñas, las cuales se asumieron en esa deducción. En este caso la ecuación
del movimiento es

Puesto que el extremo r = 0 está fijo, Y(0, t) = 0, t>o (2)

Si asumimos que inicialmente a cada punto de la cadena se le da un &spla-
zamiento  f(x), tenemos la condición

Y(x,  0) = f’(x), O<x<L (3)

También, el hecho que la cadena se suelta de modo que cada punto tiene ve-
locidad cero conduce a Y,(,X,  o)  = o, O<x<L (4)
Como de costumbre también imponemos el requisito de acotamiento.

Solución Haciendo Y(x, t) = X(x)T(t)  en (1), y separando las variables, ob-
tenemos

(5)

Haciendo cada lado igual a la constante - ~2. obtenemos las ecuaciones

La segunda ecuación es fácil de resolver, y encontramos

T = L’~  cos i,d’Gi  + c,sen  1 Jyt (7)
La primera ecuación puede escribirse en la forma

d2X (1X
(L - x) p - z + k2X  = 0 (8)

pero ciertamente no es obvio cuál es SU solución. La presencia de L - x en el
coeficiente de diX/dxi sugiere la transformación L-x = u. Esto da
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Podemos resolver esta ecuación usando el método de Frobenius (ver Capítulo
siete), pero en vez emplearemos otro método que involucra transformación de
variables el cual con frecuencia es útil al resolver varios tipos de ecuaciones
diferenciales. De acuerdo a este método, cambiamos la variable independien-
te de u a LI  usando la transformación u = CU~, donde por el momento no sabe-
mos qué valores escoger para las constantes c y CY, pero esperamos escogerlas
apropiadamente para obtener una ecuación diferencial que podamos recono-
cer. Con esta transformación encontramos

1/X <IX  111. riX~tl1 1 tlX

tl1r 111.  llll lll//‘l/l~ 12CX  - ’ tlr

1 ,- 2z tl’x íIX
~ I-(.2$ 1

-~  + (1 - %)L.‘-2x  -~
112 <Il,

Sustituyendo éstas en la ecuación (9) y simplificando, obtenemos

tl”X 1 tlX  ‘-’
0 7tlr  -

~ + ‘?~i  .y  = 0
I’ tlr (10)

Si hacemos la selección Q = 2 y ccy%  X2  = 1 ó c = 4i.2 (10) se convierte en

t12X 1 1/X t12X r/X

+-
lk’ 1’ rlr

+x=0 0 1‘
ll?

+ t,l,  + 1.X  = 0 (11)

la cual reconocemos como la ecuación de Bessel de orden cero teniendo la so-
lución general

x =  c,J,,(r)  +  1’1 l;,(r) (12)

,.’

Recordando ahora que II = cr’ = 4iL  o I. = Zi,  II

y que u = L - x, encontramos u = 2h VL - x, y así (12) se puede escribir

.Y ==  c,,J,,(I/  ,lL ~ T) + l~41;)(7iv’L  - .Y) (131

la cual es la solución general de la primera de las ecuaciones (6).
Así una solución posible a nuestro problema de valor de frontera tiene la

forma
I’(.~.  11  = jc.,5,,(2;Ly  LA  ~ .u)  + (~,l;,(?iJL  - x); [c, cos(L,,qf)  + c,2sen(i,  ;C)l (14)

Puesto que la solución debe ser acotada, en particular en x = L, debemos es-
coger c1 = 6 en (14). También por la condición (4) debemos escoger cg  = 0. Así
la solución obtenida  hasta ahora es

Y(r, t) = AJ”(2& L - s) cos  (x,!,t) (15)

donde A= c~c,.
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La condición (2) produce J,(2i&) = 0 (16)

Denotando las raíces positivas de esta ecuación por x r, x2,. , tenemos

2j.J = ;.,,  j.2,.  .) i”,  .
0 ¿ =  -1, A,. . (17)

2\!L 2,,L

Esto lleva a la solución (18)unJo(j.,,JT~)COS($fit)

Superponiendo estas soluciones para satisfacer la condición (3), encontramos
la solución posible

Y(x,  t) = i U,J” (19)
n= I

La condición (3) requiere que (20)

Para hallar los coeficientes a, en (20),  es conveniente hacer Vm  =  u
de modo que x: = L [ 1 -u-  1 . Entonces (20) llega a ser

,f(L[i -  21) =  F ( u )  =  2 a,J,(j.,Lr) (21)
n= 1

(22)

Usando estos coeficientes en (19), obtenemos la solución requerida a nuestro
problema.

Interpretación. Los términos en (19) correspondientes a n = 1, 2,. re-
presentan los varios modos de vibración de la cadena. Si la cadena está vi-
brando en el modo correspondiente a n = 1, el coeficiente a, en (19) no es ce-
ro, mientras que los otros coeficientes a,, a3,.  son cero. En este caso la
forma de la cadena en t = 0 está dada por a 1J,  (X , V-m).  Entonces
a medida que transcurre el tiempo la cadena vibra como un todo alrededor de
la posición de equilibrio. La frecuencia de este modo más bajo, algunas veces
llamada la frecuencia fundamental por analogía con la cuerda vibrante, está
dada por

(23)

Similarmente, la frecuencia correspondiente al n-ésimo modo está dada por

,f, = & ;,
d-

Il = 1, 2. 3,.  . (24)

Las frecuencias correspondientes a n = 2, 3,. , algunas veces llamadas la
segunda, tercera,. armónicas, están dadas aproximadamente por

,f; _ 5,520Y il
. 4n \L’
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Es posible mostrar que estas frecuencias altas no son múltiplos enteros de la
frecuencia fundamental, de modo que en un movimiento general de la cadena,
el cual corresponde a una superposición de los varios modos, no esperaríamos
escuchar “música”.

Es de interés comparar el período de una cadena vibrante en su modo
más bajo con aquel de un péndulo simple. En el caso de un péndulo simple de
longitud L, el período está dado por

(26)

En el caso de la cadena éste está dado por

T, = (2’7

Por tanto el período para la cadena es algo más pequeño que para el péndulo
simple.

4.2 POTENCIAL ELECTRICO DEBIDO A UN ALAMBRE CIRCULAR

UNIFORMEMENTE CARGADO

Considere un alambre circular de radio unitario al cual se le da una den-
sidad de carga eléctrica constante p.  Deseamos determinar el potencial eléc-
trico debido a esta distribución de carga. Claramente, el problema podría tam-
bién interpretarse como uno que involucra potencial gravitacional, en cuyo
caso p  es la densidad de masa en vez de una densidad de carga.

Formulación matemática. Escojamos el alambre en el plano xy, como
se muestra en la Figura 14.4 de modo que no haya dependencia de 4. El po-
tencial V en cualquier punto P debe entonces satisfacer la ecuación de Lapla-
ce sin la dependencia de 4, como se da por la ecuación (4) en la página 648.
Sin embargo, no hay condición de frontera evidente en este problema distinta
de la acostumbrada sobre acotamiento, y podría así parecer que no podemos
seguir adelante. Razonamos sin embargo que si de alguna manera podemos
determinar el potencial para algún conjunto de puntos, esto podría servir co-
mo una condición de frontera. Escogemos como el conjunto de puntos una lí-
nea perpendicular al plano del alambre circular (el plano xy) que pasa por el
centro de este círculo, esto es, el eje z.

Puesto que p es la carga por unidad de longitud del alambre, la carga en
un arco del alambre circular de longitud ds es pds. El potencial en el punto
P debido a esta carga es

p tls = P(1 4) p Il+

\  2 + 1 ,_‘+ ] -\_2q

De donde, por integración, el potencial en P debido al alambre circular es

s
2n P 4 27rp

fj = 0 ---ZA-= =  - - - - -\‘Z2  + 1 ,,.+ + 1
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X

Figura 14.14

Puesto que V depende sólo de r y 8, podemos tomar como nuestra condición
de frontera para V(r,  4) la condición que para r = z y o = 0

(28)

Consideraremos z > 0. El caso z < 0 se obtiene por simetría.

Solución Se deben considerar dos casos.

Caso 1, 0 <r < 1. En este caso, como ya lo hemos notado, una solución
posible está dada por [ver (15) en la página 650),

V(r,  8) = C ~~,r’P,(cos  8)
n=O

Entonces usando la condición de frontera (28) y el hecho que P, (1) = 1, te-
nemos

q-, 0) = c LI,,zn  = 23, (29)
>1  = 0 \í2  i 1

Para encontrar a, debemos expandir la función a la derecha en una serie
de potencia en z. Esto se puede hacer ya sea usando el método de la serie de
Taylor o más fácilmente por el teorema binomial. Usando este último enfoque,
encontramos
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Comparando (29) y (30), vemos que

a, = 27vb a, = 0 ,  a,=-np, a3  = 0, a4  = $cp,

0

1.3...(2k - 1)
a 2k = (- l)k2xp

=2.4...2k 1 ’ a2k+l 0, k = 1,2,... (31)

De donde V(r,  0) = 2np  { 1 - $?P,(cos 0) + $“P,(cos 0) - . ‘)

Cuso 2, r > 1. En este caso debemos tomar c, = 0 en la solución (13) en
la página 649 debido a que la solución debe ser acotada a medida que r- m .
También, como antes, escogemos cq = 0. Entonces tenemos

V(r,  0) = f $ P,(cos 8) (33)
ll=0

La condición de frontera (28) produce

V(z,  0) = ,z, g = 2LJz2 + 1 (34)

Para encontrar b, debemos expandir la función a la derecha en una serie
de potencia en l/z. Usando el teorema binomial una vez más, tenemos

- 112

Entonces comparando (34) y (35) se tiene que

b, = 27cp, b, = 0, h, = -rKp, b, = 0, b, = +p, (36)

y sustituyendo en (33) se ve que la solución requerida es

0

Observación 3. De (38) vemos que una buena aproximación para el po-
tencial lejos del alambre está dado por

27vJ 7cp(3  cos  0 - 1)
r 2r3 (39)
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el segundo término proporciona una corrección indicando la dependencia an-
gular. Si la distancia es lo suficientemente grande, esta dependencia angular
es despreciable, y el resultado para todos los propósitos prácticos está dado
por q/r,  donde q = 27rp  es la carga total en el alambre lo cual concuerda con
nuestra expectativa.

4.3 EL PROBLEMA DE LA BOMBA ATOMICA

Si el  núcleo de un átomo de uranio es bombardeado con neutrones, puede
suceder que el núcleo “capture ” un neutrón. Cuando esto ocurre, el núcleo se
divide en dos partes,  produciéndose la liberación de neutrones Ya presentes
en el  núcleo y también liberándose una cantidad de energía relativamente
grande. Este proceso se llama fisión nuclear. Los neutrones que se liberan de
esta manera pueden a su vez bombardear los núcleos de otros átomos de ura-
nio, produciéndose una fisión nuclear mayor. Esto resulta en una reacción en
cadena  en la cual mayores y mayores cantidades de energía se pueden liberar.

Si el proceso se puede hacer que ocurra en un intervalo de tiempo sufi-
cientemente corto, habrá una liberación tremenda de energía y una explosión.

Esto, en breve, es la base de la bomba atómica. Sin embargo, así como
acabamos de observar que el principio de resonancia se puede usar para pro-
pósitos constructivos o destructivos, así ocurre que la naturaleza nos ha dado
la opción de emplear la fisión nuclear constructiva o destructivamente. Gran-
des cantidades de energía se pueden obtener por períodos largos de tiempo
cuando la reacción en cadena, “controlándola apropiadamente”, se lleva a ca-
bo en un reactor nuclear. Esta energía nos proporciona energía eléctrica tan
vital a nuestra civilización.

Aunque es obvio que con la información anterior no somos capaces de sa-
lir a construir una bomba atómica o un reactor nuclear, es de interés que con
una formulación matemática de los simples hechos presentados anteriormen-
te podamos llegar a algunas ideas importantes.

Para empezar en algún lado, supongamos que por algún medio somos  capa-
ces de introducir neutrones dentro de una masa de material fisionable  el  cual
ocupa algún tipo de recipiente, tal como un cilindro, esfera, etc. Esta fuente
de neutrones produce fisión nuclear la cual a su vez produce mas neutrones
y más fisión nuclear, etc. NOS gustaría formular esto matemáticamente.

Formulación matemática. Supongamos para nuestros propósitos que
el recipiente es un cilindro* teniendo altura h y radio a situado  en un  siste-
ma de coordenadas rectangulares de modo que su base esta en el plano ry y
su eje coincide con el eje z, como se muestra en la Figura 14.15. Ahora el  pro-
ceso de tener neutrones viajando en este cilindro es análogo a la difusión de
un químico en un medio poroso, el cual discutimos en la parte inicial de este
libro. En vez de hablar de la concentración de una sustancia química que se
difunde, podemos hablar de la densidad de neutrones, esto es, el numero de
neutrones por unidad de volumen. Si N representa esta densidad de neutro-
nes, nos gustaría tener, por analogía con la habitual ecuación de difusión, una
ecuación para N dada por

*En los  ejercicios se consideran otros tipos de recipientes.
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Figura 14.15

El coeficiente D, el cual depende, de varios factores físicos y que asumiremos
constante, se llamará la difusiuialad  de neutrones. La ecuación (40), sin em-
bargo, no tiene en cuenta el hecho de que una nueva fuente de neutrones es-
tá siendo constantemente generada dentro del cilindro por el proceso de fisión.
Debemos por tanto modificar la ecuación incluyendo un término fuente para
este  suministro extra de neutrones.  Un supuesto s imple de hacer  es  que el
suministro extra de neutrones por unidad de volumen por unidad de tiempo
es proporcional a la densidad instantánea de neutrones, esto es, tomamos co-
mo término fuente rN,  donde  Y es  una constante  de proporcional idad.  La
ecuación resultante es

2N
~ = DV’N + ;‘N
ct

(41)

Si asumimos que la distr ibución instantánea de neutrones depende sólo
de las coordenadas cilíndricas r  y .z pero no de 4, entonces podemos denotar
la densidad de neutrones por N(r,  z, t), y la ecuación (41) se convierte en

(42)

Debemos ahora investigar algunas condiciones posibles de frontera. Una
condición que siempre hemos asumido en previas formulaciones de problemas
de valor de frontera fue la condición de acotamiento de una variable física en
espacio y en tiempo. Nos hacemos la pregunta si deseamos tal acotamiento en
el problema presente. Para responder esto primero preguntamos si deseamos
que la densidad de neutrones aumente con el tiempo. La respuesta es que si
deseamos hacer una bomba atómica o un reactor nuclear controlado sería de-
seable que la densidad de neutrones incrementara con el tiempo; ciertamente
no desearíamos que disminuyera con el tiempo. Tenemos así la condición

N(r,  z, t) no debe decrecer a medida que t crece (43)
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Como una función de r  y z para un t fijo, sería de hecho físicamente imposi-
ble que la densidad fuera no acotada. Por tanto debemos exigir la condición

N(r, z, t) acotada para 0 5 r 5 a, 0 5 z 5 h en cualquier t fijo (44)

Condiciones adicionales se obtienen al  notar  que la  densidad de neutrones
debe ser cero sobre la superficie del cilindro. Así

.Y(r.  0. 1)  = 0. LV(  Il, ;. f) = 0. .V(r.  II.  /) = 0 (43)

También si asumimos que existe alguna distribución inicial de neutro-
nes, tenemos

‘V( i’. z. 0) = jrr.  rl (46)

Solución Haciendo N = RZT, donde R, Z, 7’ son, respectivamente, funciones
de r, z, t, encontramos de (42)

+  ! R’z7‘  + &‘*-“  +  ;\R\l.[-
f i

R” I R’
Dividiendo por D R Z T ,  ,‘r - i =  R  +  I’ R  +  “/ (47)

Puesto que cada lado es una constante, que denotamos por - ~2, obtenemos

(48)

D e  (49),

K” I R’ %”
R+rR+%=

~ i’

R” 1 R’ %”
R+,.R=-Z - j.’

y puesto que cada lado es una constante que llamamos -p-,  tenemos

R” 1 R’
R  + r R  = -- j.P.

Z”
- % ~ ;.?  = -$

(49)

(50)

(51)

Si definimos ~2  =pL  +  ui, las ecuaciones (48) y (51) llegan a ser

T’ ~ [y D($ + v’)]T = 0. R” + ’ R’ + $R = 0. Z” + ,“%  = (52)
/

Estas tienen las soluciones

T = (~,‘,Ii~I~~rl’+~‘lli, R = (,J,,( pr) + c’.,  l,,(  ,uI’). % = (‘1 coh 1.1  + ~‘~sen  1’;

Así .I‘(r.  z.  0 = c~,cA~~‘~‘~~~  I ““l[c~ZJO( pr) + c3  Io( [-c,~  coh 1’: + <‘T sen\,:-] (53)

De la condición (44), esto es, el acotamiento en r = 0,  debemos escoger c,~  = 0.
También de la primera de las condiciones (45) encontramos c, = 0. Llamando
c, c2 c j = A, tenemos
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La segunda condiciin  en (45) requiere que

.I,,(,7’Ll)  = 0 0 ,71  = Y III = 1. 2.
ll (55)

d o n d e  X1,  X,. son las raíces positivas sucesivas de J,,(x) = 0. Similar-
mente la tercera condición en (45) requiere

sen\,/]  = 0 0 18 =
117r

Il .
II  = 1. 7. (56)

/.,  \
Por tanto h’(,..  7.  ,)  = u ,,,,,  ,,LT  mrl+~G>llJ,, LJ

t 1

IITrZ
sen

l/ II

donde AH 17x
LlfU  = (,  Y v,,  =

ll
p a r a  IJI.  77 =  1 .  7. 3 .

Así por el principio de superposición tenemos la solución

D e  (46),

-0 Ir

de modo que JJll,,,,,  = ” i:
r/(r.  ;JJ,,(i,,,r  fl)sen  (117r:  h)t/f.  dz

Ji
.O
0 0 $J,,(i,,,r/a)]  sen’ (r7712  h)l-l~  t/:

Sustituyendo és’tos en (58) se obtiene la solución requerida.

(60)

Interpretación. Para tener una densidad de neutrones que incremen-
te con f,  miremos al factor de tiempo en la solución (58),  esto es,

(‘1 i -/ali,> 1 kAljr (61)
1 7 \

El coef’iciente  de t en este factor es y L)  “;  +~  “-‘-
t uz h' i

(62)
/

y de inmediato se ve claro que este será negativo para enteros muy grandes
m y n. Sin embargo, no estamos interesados en los valores negativos puesto
que en este caso la densidad de neutrones decrece, esto es, tenemos atenua-
ción. Para nuestros propósitos es de gran interés el caso donde los coeficientes
(62) son positivos. El mayor valor posible ocurre cuando m = 1 y n = 1, en cu-
yo caso el coeficiente es

(63)

donde x ,, la raíz positiva más pequeña de J,,(x) = 0 es 2,405 aproximada-
mente. Si deseamos que (63) sea no negativo, debemos escoger el radio a y al-
tura h del cilindro de modo que

(64)
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Ahora la masa M del material fisionable está dada por

donde p es la densidad. Si a y h se escogen de modo que

(66)

entonces para estos valores nos referimos a la masa M dada por (65) como la
masa crítica,  debido a que cualquier incremento en las dimensiones a Y h, Y
por tanto M,  resultaría en una reacción en cadena la cual, si es lo suficiente-
mente violenta, causaría una explosión como en la bomba atómica.

Se debería indicar que las mismas conclusiones se podrían haber obte-
nido directamente de la ecuación (53),  de modo que no fue realmente necesa-
rio obtener la solución completa. La misma conclusión se tendría aún si asu-
miéramos dependencia de 4.  Por supuesto, estas soluciones son importantes
si deseáramos determinar las variaciones reales de la densidad de neutrones
en el cilindro.

EJERCICIOS A

1. Obtenga el desplazamiento de la cadena del texto en cualquier tiempo si se le da un
desplazamiento inicial f(x) =0x,  donde e es una constante y luego se suelta.

2. Trabaje el Ejercicio 1 si (a) f(x) = 6x2 ;  (b) f(x) =CUX+ ~xL  donde CY y 6 son
constantes.

3. Determine el desplazamiento de la cadena en cualquier tiempo si (a) el desplaza-
miento inicial es f(x) = 0 y la velocidad inicial es g(x)  # 0; (b) el desplazamiento
inicial f(x) # 0 y la velocidad inicial g(x) # 0.

4. Trabaje el problema de la cadena vibrante si el desplazamiento inicial es cero y la
cadena se le da una velocidad inicial constante ug en una dirección horizontal.

5. Discuta usando diagramas los varios modos de la cadena vibrante

6. Obtenga la solución general de la ecuación diferencial (9),  página 656, usando el mé-
todo de Frobenius.

7. Deduzca los coeficientes (60), página 665, necesarios para determinar la densidad
de neutrones en una bomba o reactor atómico cilíndrico.

8. Discuta la densidad de neutrones en el cilindro de la página 662 para el modo más
bajo correspondiente a m = 1, n = 1.

9. Trabaje el Ejercicic 8 para los modos altos y discuta las diferencias.

EJERCICIOS B

1. Trabaje el problema de la cadena vibrante si se tiene en cuenta un amortiguamien-
to proporcional a la velocidad.

2. Suponga que inicialmente la cadena tiene el extremo más bajo fijo en JI  = ,C, mientras
que el punto medio es desplazado horizontalmente una distancia h. Si éste luego
se suelta desde esta posición encuentre el desplazamiento en cualquier tiempo  más
tarde.

3. Suponga que el alambre circular del texto se remplaza por una placa circular de ra-
dio unitario y densidad de carga constante p. (a) Muestre que el potencial en cual.
quier punto en el eje z (asumido perpendicular y pasando por su centro) esta dado
por 2np(  m- 2).
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(b) IJse (a) para mostrar que el potencial en cualquier punto debido a la placa car-
gada está dado por

i 1
?np /‘J(X)

I 3
P,(x)

I .3.5
P,,(x)-21, 2 . 4 rl + 2.4.6 rj - 2 . 4 . 6 . x r7 t”’ 1 ,r> 1

4. Muestre que las proporciones más económicas para una bomba o reactor atómico ci-
líndrico se obtienen si el radio a y altura h están dados por

,3»
u = 27405  4 Y ’ 35

h=n - - -
\ Y

EJERCICIOS C

1. Suponga que el potencial en todos los puntos en una línea, tomada como el eje z, en

una región infinita está dado por f(z)  = f (I,,:~  donde la serie converge para todo
>I = n

z.  (a) Muestre que el potencial está dado por

,I  0

(b) Interprete el resultado en (a) en términos de un problema de temperatura.

2. Trabaje el Ejercicio 1 para el caso f(z) = c,-J~I.

3. Un cono infinito B = CY,  donde 0 <(Y < ~,/2,  tiene su superficie mantenida al potencial

j(r)  = f q,r”. r 1 0
n 0

donde r,  4 son las coordenadas esféricas habituales. (a) Muestre que el potencial
en todos los puntos dentro del cono está dado por

“. a PP (COS  H)I/(“, fj) = 7 L-n  -~~
.Y(,  f’,,(cos  7)

(b) Interprete el resultado en (a) en términos de un problema de temperatura,

4. El extremo x = 0 de una cadena de longitud L está acoplado a un vástago vertical el
cual rota con velocidad angular constante w como se indica en la Figura 14.16. Si
0 es suficientemente grande, la cadena permanecerá en un plano horizontal y los
efectos de la gravedad son despreciables. (a) Si la cadena está sujeta a pequeños
desplazamientos transversales, muestre que la ecuación del movimiento está dado
Por

(b) Muestre que la frecuencia del n-ésimo modo está dada por /,, =x
C’,
zl?

(c ) Si a la cadena se le da un desplazamiento inicial f(x)  y luego se suelta, encuen-
tre el desplazamiento en cualquier tiempo posterior
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x

Figura 14.16

5. Trabaje el problema de la bomba o reactor atómico para el caso de un paralelepípedo
con lados a, b,  c mostrando que la masa crítica está dada por

y que las proporciones más económicas ocurren para un cubo.

6. (a) Muestre que la ecuación para la densidad de neutrones IV  en un recipiente es-
férico asumiendo sólo dependencia radial está dada por

D 32
(b) Muestre que la masa crítica está dada por M= 3 pz4  T

i)
donde p es la

densidad.

7. Asumiendo alguna distribución de densidad inicial de neutrones en el Ejercicio 6
dependiendo sólo de r, muestre cómo se puede encontrar la densidad de neutrones
después del tiempo t.

8. Trabaje los Ejercicios 6 y 7 si la densidad de neutrones depende (a) sólo de r y 0
(b) de todas las coordenadas esféricas.
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apéndice
determinantes

Considere el sistema lineal de ecuaciones con dos incógnitas x y y dado
por 011.x +  a,21‘  =  h,

uzIs +  a,,y =  h,
(1)

Resolviendo para x y y por el método de eliminación tenemos

bla22  - a12h2Y= ), = yd,  - b,u,,
al 1022 - Ql2”2l’ “llU  - ‘Il2‘121

(2)

En un esfuerzo de escribir éstas en una forma que se recuerde fácilmente no-
tamos que los denominadores en (2) son los mismos y pueden obtenerse escri-
biendo los cuatro coeficientes de x y y de las ecuaciones (1) en una forma lla-
mada un determinante de 2 por 2, 2 x 2 o de segundo orden dado por

Qll u12

I I
X = c111cI2>  - LI12Ll2, (3)

a2, Ll22

donde multiplicamos los números del lado superior izquierdo e inferior derecho
y luego sustraemos el producto de los números del lado superior derecho e in-
ferior izquierdo como indican las flechas. Usando el mismo procedimiento pa-
ra los numeradores en (2) la solución requerida se puede entonces escribir
como

‘ii  u:li Iu:: h:i

uy  = 11;:  ;;‘i* J = iul:  +:i
(4)

Esto se puede recordar fácilmente si notamos las siguientes reglas llamadas
reglas de Cramer.

Reglas de Cramer
(i) Los denominadores iguales en (4) se escriben como en (3) lo

cual se llama el determinante de los coeficientes de x y y en las
ecuaciones (1).
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(ii) El numerador para x en (4) se obtiene remplazando las entradas
en la primera columna del denominador por las constantes b, ,
b, del lado derecho de las ecuaciones (1) y dejando inaltera-
das las entradas en la segunda columna.

(iii) El numerador para y en (4) se obtiene remplazando las entradas
en la segunda columna del denominador por las constantes b, ,
b, y dejando inalteradas las entradas en la primera columna

Ejemplo 1. Para resolver

3.X - 4J  = 30

escribamos

5x + 7~.  = - 32

- ( -4)(  - 32) (3)(  - 32) - (3(X(5)
x=

(3X7)  - (-4)(5)  ’ = (3)(7)  - l-4)(5)

Esto es,

x = 82141  = 2,~  = - 246141  = - 6,

lo cual se puede chequear por sustitución.
El éxito en resolver sistemas de ecuaciones con dos incógnitas natural-

mente lo inspira a uno a ver si el mismo procedimiento trabaja para sistemas
de 3 ecuaciones con 3 incógnitas, digamos

alIx  + a124’  + al22  = b,
a2,.x  + a,,y + a23í  = b,

1

(5)

aJlx  + a32y + a33z = b3

En tal caso por analogía con la regla de Cramer para el caso de 2 ecuaciones
escribiríamos la solución en términos de determinantes de 3 por 3, 3 x 3, o de
tercer orden como

h 42 al3 ul1 bl al3 ai1 al2 b,

b2 a22  a23 ~~~~  b2 a23 u2 1 a22 b2

b3  032  a33 03~ h3 033 031 032 b,
x =

A ’
I‘=

A ’
z =

A (6)

donde el determinante de los coeficientes en (5) está dado por

‘11  1 012 al3

A = “21 022  u23 (7)

fl3  1 ‘l32 ll33

El esquema para evaluar los determinantes en (6) se puede alcanzar práctica-
mente resolviendo el sistema (5) por el método de la eliminación. Si esto se ha-
ce los resultados coinciden con tal que usemos el siguiente diagrama esque-
mático para la evaluación.
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a22 = 411u22u33  +  u12a23a31  +  a13a21(132

u13u22a31 - u11a23u32  - a12a21a33
(8)

En este diagrama hemos repetido las primeras dos columnas del determinante
(7) como se muestra. Luego formamos los productos indicados siguiendo las
flechas en el diagrama usando signos más para las flechas que apuntan a la
derecha y signos menos para las flechas que apuntan a la izquierda y suma-
mos los resultados.

Ejemplo 2. Para resolver

usamos las

x= -

donde

3s - 2J + 5z  = 7

2x+),-~= - 6

4x - 3J. + 22 = - 5

reglas de Cramer para escribir

7-2 5 3 7 5 3 - 2 7

-6 l-1 2 -6 - 1 2 1 - 6

-5 -3 2 4 - 5 2 4 - 3 - 5

A ’
?‘=

A ’
- =

A

3 -2 5

A=2 l - l (9)

4-3 2

Evaluando todos estos determinantes encontramos

7 4
-2

- 3 7 - 1 1 1
x=--=

- 3 7 . J’Z
-~~ =
- 3 7

1.
-=Ti=

3

lo cual puede chequearse en las ecuaciones originales como la solución reque-
rida.

Estas ideas se pueden extender a sistemas lineales de n ecuaciones con
n incógnitas en cuyo caso tenemos el determinante de n por n, n x n, o de or-
den n

al 1 Li, 2 u  , ,,

A = Uf’  “f’ ” (lf,,
(10)

“Pr  1 “Pi  2 “,,,l

Puesto que la evaluación se hace más difícil para n > 3 (ejemplo, un determi-
nante de 4 x 4 o de cuarto orden tiene 4! = 24 términos) se usan varias defini-
ciones y teoremas para simplificar los procedimientos. Ilustramos éstos a con-
tinuación con determinantes de tercer orden, pero ellos se pueden usar para
determinantes de cualquier orden n.
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Definición 1. Sea a,, el elemento en la fila j y en la columna k  del deter-
minante (10). Entonces el menor de aik es el determinante M,, obtenido anu-
lando la fila y la columna en las cuales aparece a,k.

Ejemplo 3. En el determinante (9), dado a continuación, el menor del ele-
mento - 3 en la tercera fila y segunda columna se obtiene anulando la terce-
ra fila y la segunda columna y luego escribiendo todos los demás elementos,
esto es,

3--2 5
2 1 -1 o

3 5

3-3 2 I l2 -1

Definición 2. El cofactor de a,*
por (- l)‘+“,

se obtiene al multiplicar el menor M,,
esto es, + 1 si la suma de los índices  de la fila y la columna en

las cuales aparece a,, es par, y - 1 si la suma es impar. Denotando el cofac-
tor de aih por A,,, tenemos

A, = (- l)‘+%fjk

Ejemplo 4. En el determinante del Ejemplo 3 el cofactor del elemento - 3
en la tercera fila y segunda columna es

A,, = (- 1)3+2
3 5: !2 -1

Definición 3. El determinante (10) se obtiene encontrando la suma de los
productos de los elementos en cualquier fila (o columna) por su correspondien-
te cofactor. En símbolos si escogemos elementos en la fila j, por ejemplo, en-
tonces

A = “jl Aj,  + Oj2Aj2  + . ’ + ajnAjn  = i LIjTAj, (11)
*=  1

Ejemplo 5. Usando los elementos en la tercera f i la  el  determinante del
Ejemplo 3 se puede evaluar así

-2 5
(4N-  1J3+’ 1l l-1 + (-3)(--1)3+2

3

I I

3 -2
2 -; + G?-1l3+3 2/ l1 =  - 3 7

Note que ocurren simplificaciones si los elementos en una fila (o columna) son
cero puest,o  que no tenemos que preocuparnos de tales términos. El Teorema 5
dado luego nos permite generar elementos cero en una fila (o columna).

Teorema 1. El valor del determinante permanece el mismo si‘se inter-
cambian filas y columnas.

Ejemplo 6.

3 -2 5 3 2 4
2 1 -1 = -2 1 - 3 = - 3 7

4 - 3 2 s - 1 2
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Teorema 2. Si multiplicamos todos los elementos de cualquier fila (o co-
lumna) de un determinante dado por alguna constante c entonces el nuevo
determinante tiene un valor igual a c veces el del determinante dado. Este teo-
rema también nos permite tomar un factor común cuando c # 0 de cualquier
fila (0 columna).

Ejemplo 7.

3 -~2 5 3 (-2)(-2) 5 3 4 5
-2 2 1 - 1 = 2 (-3)(l) -1 = 2 -2 -1

2 4 (-2)(-3) 2 4 6 24 -3

Ejemplo 8.

3 -2 4

5 1 -8
- 1 5 -4

3 -2 (4)(l) 3 - 2 1

= 5 1 (4)(-I) = 4 5 1 -1
- 7 5 (4)(-l) -7 5 - 1

Teorema 3. Si intercambiamos cualesquiera dos filas (o columnas) de un
determinante dado, el nuevo determinante tiene un valor igual a - 1 veces el
del determinante dado.

Ejemplo 9. Intercambiando la primera y segunda columnas da

3 - 2 5 - 2 3 5

2 1 -1 = - 1 2 -1
4 - 3 2 - 3 4 2

Teorema 4. Si cualesquiera dos filas (o columnas) de un determinante
tiene los mismos elementos, entonces el valor del determinante es cero.

Ejemplo 10. Puesto que la primera y tercera columnas tienen los mismos
elementos

- 4 2 - 4

3 - 5 3 = o

- 4 1 - 4

Teorema 5. Si los elementos de cualquier fila (o columna) se cambian su-
mando a estos elementos los correspondientes elementos de cualquiera otra
fila (o columna) multiplicados por una constante el valor del determinante no
cambia. Escogiendo estratégicamente la constante, este teorema nos permite
producir ceros en una fila (o columna) y simplificar la evaluación.

Ejemplo ll. En el determinante (9) multiplique los elementos de la se-
gunda fila por 2 y súmelos a los elementos correspondientes de la primera fila.
También multiplique los elementos de la segunda fila por 3 y súmelos a los co-
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rrespondientes elementos de la tercera fila. Entonces obtenemcs

3 --2 5 (2X2)  + 3 (2)(l) - 2 (2)(  - 1) + 5 7 0 3
3 1 -l= 2 1 - 1 = 2 1 - 1
4 - 3 2 (3)(2)  + 4 (3)(l) - 3 (3)(-l) + 2 10 0 - 1

l(- 1)“’  l
7 3

=
10 -1

l = - 3 7

donde el último determinante de 3 x 3 se expande de acuerdo a la Definición
3 usando los elementos en la segunda columna.

Teorema 6. Suponga que nos dan un sistema de n ecuaciones lineales con
n incógnitas con el lado derecho todo igual a cero, por ejemplo

n, 1s + L’,lj’  + u13: = 0

U21.Y +  Ll,,!’  + L1233  =  0

Uj1.Y  + UjI!’ +  L1331  = 0 r
Sea A para denotar el determinante de los coeficientes. Entonces

1. Todas las incógnitas serán iguales a cero (solución triuial) si y sólo si A # 0.
2. No todas las incógnitas son iguales a cero (soluciones no triviales) si y sólo

si A = 0.

Ejemplo 12. Dado el sistema
2s + J’ - z =  0

.x  - 21’ + 3z =  0
4.x - 34’ +-  52 =  0

tenemos

2 1 -1
A=l  -2 3

4-3 5
=o

Entonces el sistema tiene soluciones no triviales. Para encontrar éstas haga-
mos que z tome diferentes valores esto es, z = 1, 1, - 1, etc., y encuentre
los valores correspondientes de x y y. Obtenemos Ias soluciones (x,  y, Z)  =
( -+, 4, 11,  t--h, &, $1, (3, -{, - l), etc. Hay infinitas soluciones no tri-
viales.

A-6 Apéndice



respuestas a los ejercicios

1 .

Ecuación
diferencial

(4

(b)

(4

(4

Ce)

(0

(8)

(h)

(9
-

(3

Capitulo uno

EJERCICIOS A. p&. 12

3. (a), (b),  (f)  Lineal;(d), (e), (h), (i) No lineal.

6. (b) s = 12r - z3 - 16. (c) ‘c  = 0, .Y  = - 7.

(d) t = 2, t = -4 (asumiendo que la ley del movimiento se cumple para t < 0).

7. (b) x = 5r2 - r“  - 4. (c) x = 0, L’ = 6.

8. (b) x = Sr’  - t” - 6r + 3. (c) x = 1, I’  = 0.

9. (b) 4‘ = 4.x - x2. 10. (b) y = 2 - 2eK’“.
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EJERCICIOS B, pág. 14

2. (a) 111 = 2. (b) UI = 1. -4. (C) 111 = 1 , 2. 3.

4. (b) v = C,F’  + c.&  ‘.‘. (C) L' = -:14e"  + e-+k).

EJERCICIOS C.  Pb. 14

3. (a)  JJ = r'. (b) y = -In (1 - x). (cj  y = sen ’ x.

4,  (b)  y = c,s  + c’*  -sen x.

EJERCICIOS A.  pág. 21

1. Soluciones particulares son (a) y = -4 COS  X. (b) y=3ex-e-%-4x.

(cl 3~2  --ys  + 2xy = - 17, 0 explícitamente y = I + ti2xz  + 17.

( d )  y=l-2x+3x2. - - - -

(e) xyL  = 13x - 36, o explícitamente y =
13.x  - 36

d-
---.--<

.Y

2. (a) J' + 2~ = 6.r(.\-  + 1). (b) y' = 1 + (J' - z) cot .Y.

(C)  (x2 - ljy’ = YJ’. (d)  .XJ”  In z = ~(ln .Y  - 1).

(e) J”  + 16~ = 16x. if)~~~~+2~+I=l~coa3~-l6senii

(g)  2u!‘y' = j.2 - 2. (h) s3y” - 3s'~"  + 623'  - 6~  = 0.

(i) J”’ - 3~"  - 10~ + 24~~ = 0.

3. (a) yy’+x=O. ( b )  2xy’=y. (c)  Sea (c, c)  cualquier punto sobre y = x. En-
tonces el círculo requerido es (x - c)L  + (y -c)’  = ci.  La ecuación diferencial re-
q u e r i d a  e s c-Y)211+(Y')21  =(x+YY'J2. (d)  XYY" -yy’+  x(y’)’  = 0.

EJERCICIOS B, pág. 22

3.  A = B = 0 da la solución particular requerida
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EJERCICIOS C. pc5g.  22

2. (a) y”  - J“  - 6y  = 0. (b) (./”  + y’)(.u’  + 12.x) = (!:” + 1;)(4\.’  + 24)

7. .xy’  In y - x>’  In y’  + yy’ - yz = 0.

Capítulo dos

EJERCICIOS A. pág.  37

1. (¿l) .Y2  + y2 = 5. (b) xy = 3. (c)  (x’ + 2pyz  + 1) = c.

(d)  2~“’  + 3 In J = c. (el  x2 - 4 In (1 + $) = 1. (f) In I’  - tan-~’  4 = c.

(g) tanxtany = 1. (h) ,/i + x2 - v’ 1 + y’ = c. (i) y3sen2 x = 8.
(j) - = <.e4.x’+3y, (k) 1 = 2(1 - em5’). (1)  xm2 - .v2  - 2 In y = (‘.

2. (x” + 2)(  v2  + 3) = 24.

EJERCICIOS B, pág. 37

1 . (x - l)(y + 3)5 = (‘(4‘ - 1)(x + 3)‘. 2 . 2 tan-’ (e’) + taC’ (cos 4) = T,
2

3. 25(3x2  - I)fP  + 9(5y2  + l)ec5’L  = C’.

4 . 2 , C + In (G + 1) - 2 tan-’ \%’  = 2 , s + c .

1. .Y  = 3213.

1. ,r = x In x + c’x.

4. x3 - 3.Yq.2  = C’.

7. j‘ + v.;Jxz-+  1.2  = C’.

lb. x= - JJ = cx.

12. (Y + \y  = c( Y - 2r)‘.

EJERCICIOS C, p&. 37

2. x4 f 4y’ = CY’. 3. x3 - 3 cos x\’ = c

EJERCICIOS A, p&j. 40

2. x = J‘ - j’ In x. 3. y = (,X3  - x.

5. Y2  + 4.q  + JJ’  = C’. 6. 1 + In x = tan -
x

8. x + 3r: = <y2. 9. y3 = 3x”  In x

ll. -+sen-=4Inx+c
x x

EJERCICIOS B, p&g.  40

1. J,’  + J‘, .x2  + J.’  + .x2  In (j‘ + , x2 + y2) ~  3x’ In x = (,x2.

2. (x + # = (,(2.X  + y)“. 3. (j‘ ~ x)(y - 3x)” = <‘(I’  - 2.x)“.

4. x - tan-’  (Y + .v)  = c.

5. 6,2\-  + 3~. - 4 In (3,,2\-  + 3~ + 2) ~  9x = C.

6. In [(x - 1)2  + (y + l)l] - 3 tan-’ = C’.

Respuestas a los ejercicios A-S



7. ji - 2.x + 7 = c(x  + y + 1)4. 8. In (2s + 3y + 2) = 2).  - x + C.

9. Ix -t y - 3 In (x + J + 2) = C. 10. x2
i
senJI + tan r = (‘.

\’ .Y 1

EJERCICIOS C. p&.  41

1. (a) ‘c + Js-r” = (‘. (b) .\  - J’ - 2, x - y = 2~  + C;  solución singular y = x.

2. s2  cos I’-  + y sen - = cs3.
s2 s2

3. + In (s6  + J+)  + tan-’  $ = c.

4. Elija n = $, 2 + 5sy2  = c.3  2.

5. (a) (Y - TX) 2+.2(y  - p~)~-,’  = (jy - X)2donde  3 = 3 + 2,2,  j = 3 - 2,2,  X =

s - 2, Y = 1‘  + 1.

(b) L.~ + 21.  - [.v’v2 - 1 + In (L.  + Jïí-1)  = 4s + cdondec  = x + J’.

6. .YJ + In (qy)  = C.

EJERCICIOS A. pág. 47

1. (a) 3.2  + 49 = (‘. (b) x2 - 2x4’ - y2 = C. (c) 3x$  - x3 = (‘.

(d) No exacta. (e) s2  - J’  - 24‘ senx  = C. (f) r2 cos 4 - r = c.

(g) ye-” - cos  x + J’ = c. (h) x3 + 3~ In x + 3y2 = c. (i) ye” - xy2  = c.

(j) No exacta.

2. (a) x2 - ‘(4‘  + 4.2  = 3. (b) x2!.  + y + 6 = 0. (c) x2 - x seny  = 4.

(d) 2x tan y + cos 2x = 27~  + 1. (e) ‘i2!. + y2e2”  = 1.

3. (a) s2y2  + s4  = (‘. (b) 6xy4 - x6 = C. (c)  J.COS~.X  + 3senx = c.

(d) 3 In (s2  + y2) + tan-’ i = c

EJERCICIOS 8, pbg.  48

1. x + 4.2  - x2  = c(x + y).

s3
4. N(‘c,y)  = -cosx  + 3 - gsecytang  + F(y),

$u3y  - y cos s - *x2  sec y + j F(  y)(iy = c.

EJERCICIOS C, phg.  48
I

2. yd(3  - .KJ)”  = c-2.

EJERCICIOS A, pbg.  52

1. (a) x3 + .?JJ  = (‘. (b) J‘ = 2x - x3. (c) y2 - s = J’(C  - senx).

(d) x2(c  + cos 24’) = 24’.
Tl

(e) x =
( 1
--y  seny.
2

(f) y = (x + c) cos  x.

(g)  6x4y - x6 = c.

(j) y3e”  + yezx  = c.

(h) 6xy3  - y6 = c.

A-10 Respuestas a los ejercicios



1. J*’ + sen’  s = c,sen3  1.

3. e”yl  + X!.)  = c.

2. eyu + 1’)  = c.

1. (a) x2 - 2‘cy  = c.

(d) .x2  cos 3s + 3y = (,x2

(g) x - 3y - 3 = cey.

2.  1 = 10teC2’.

2. In 1’  = 2.x’ + i’s.
.

EJERCICIOS 6, pdg.  52

2. .x2  +  j.2  + 1 = c’e--.

4. (22 + y21\ 1 + Y2 = (‘.

EJERCICIOS C. pág.  52

3. .?_.J + Ay = <‘.

EJERCICIOS A. pág. 55

(b) .s5 - 5.x~~~.  = c. (c) XJ’  = y2 + In j’ + (‘.

(e) I = em2’ + 4C3’. (f) 2~  sen .s  - sen ’ x = c’.

(h) 7r- = 3d2 + 4cj-lf3.

EJERCICIOS C. p8g.  55

4. I’  = In (s - xs-  “).

EJERCICIOS A. pág.  57

2. j.3  + 2.Y  = C’,‘.

4. ,t,Ft  y’ = .Y  + ?’ + <‘.

7. In (s2  + J.‘)  + 2~.  - 2x = c. 8. In (.Y’  + j.‘) = 2.~).  + c.

EJERCICIOS B. pág. 57

1. (.X2  +  yy  - 3.y  =  c. 2. 3x’ + 39 + ‘(.ïl.)-3  = c.-.

= C’.

EJERCICIOS C. phg.  57

1. In (.x2  + 2~~)  = x2 + y2 + c. 2. .x3  - 21. - .I:  = (.X2.

3. .x2  - 2 In(y2  +sen’.u)  = c. 4. (,l’ - x-  I + In cos ( r/.y) = (‘.

Respuestas a los ejercicios A - l l



EJERCICIOS A. p&. 60
.\.’

2. .” = jro + <.,.x3  + c2x2  + (‘3-Y  + (‘4

9. I’  = 3 COS IY + sen 2x.

12.  x = (t/.v  (In j’ + c,)  + c2.  j‘ = (‘j

14. .v + 1 = c’]  tan +(Y  + cJ.

EJERCICIOS B. P&I.  60

4. ~3  = -4 In (.Y  + c,)  + c2s + (‘3

6. (.Y  + c.,)’  + .v2  = (;.

EJERCICIOS C. pág.  60

1. * v’lj. 2. (x - ‘4y + (I’  - BI2  = 1

3. (x - c,)(y  - CJ = 4. 4. y = Il1  sec  x.

5. ~+s
, 1 - 114

EJERCICIOS A. pág.  63

1. y = (‘x  - c=,  y = x1/4. 2. v = CY + 1 + 42, j. = 1 - x2/16.

3 v = (‘9 - tan C;  .X  = sec’  U, b~ = c sec’  1‘ - tan  v son ecuaciones paramétricas.-.  _

1
4. j‘=  (X +\/ , + (ZZX = ---mL.---; ,)  y = or x2 + I.l  = 1

\i 1 + u- \ 1 + u-

EJERCICIOS B, p8g.  64

6. y = 4(x + c.)~,  y = 0.

A - 1 2  R e s p u e s t a s  a  los ejerCiCiOS



EJERCICIOS C. p@. 64

1. -V  = (‘senx  - Ca,  y = $sen’  x. 2. .” = (,X2  + 1/4<,  y = *s

EJERCICIOS MISCELANEOS, CAPITULO DOS

EJERCICIOS A. pb& SS

1. 3 - X-I = f In (y3 - 1) + c. 2. x’y + y2w = <‘.

3. x2  + XI’  + y2 = c(x + y). 4. 5.Y2?.  = x5  + C’.

5. (3 - yy  = 4x. 6. .v = 2.x - x2  + c.
t

7. 2s3 + 3t2  + 24 In t = c’. 8. x3 + 3xy’ = c.

9 .  3ye”  - 2 x 3  =  c. 10. xy = .x + In x + C’

s

LiV
l l .  lns = -

tan-’ I:
+ c dondev = 4. 12. x + .v +  1 = wx

X

13. y = xy3  - 2 + ce-x’12.

15. r2 cos  4 + 10r  = (‘.

17. .?y-3  - x = (‘.

19. 3.sy2  + x3  - 9y = <‘.

21. u%-3 - 3 In L> = C.

24. y = (x + c) sen x.

27. y - In (x + y + 1) = c.

29. y2 - 2.x  semy  = L’.

32. y = x3  + cx2. ’

35. y = c,ex  - x2  - 2x + c2.

37. sec x(csc  y - cot y)3 = C.

39. ( 1  - s)3’2  - (1 - ry  = 1

41. JJ(l  + x3) = (‘.

43. Iv = N 0e-l’.

46. 3xy  = x3  + 5.

49. J3 cos  s + JJ + 48 = 0.

51. J’  =  ce-2  - +x  - f.

18. x1 + y3 - 2.~  + 2 = 6r-.“.

20. y2 In y - x = (,y’.

22. x cot y - sens  = c. 23. x2  - v2 + 4s~  = c’.

25. x2  + 1.2  = cx. 2 6 .  2s” - 3-w’”  =  <‘.

2 8 .  x3 +  3X’).  =  C’.

30. edy”  + In x = C. 31. cosxcosy = (‘.

33. x3y2  + x2  = c. 34. sy-  ’ +  ?y = C’.

36 3.1/2 X2
* + 4!.3/?  = - + <',

2

38. sec  Y + tan Y = cy.
.x z

40. ?y + x3  = C’.

42. 2xy  + 3cosy + 2x’ = II  f 2.

44. .y,.e””  =  (‘. 45. 1 = ce -’ + p.

47. .Y$ - 2?‘  = <‘.\K 48. (‘J” - (Id = <‘.

50. y f seny  = l’.~.

52.  y2 = X(C  - J).

53. 2 In r + (In r)’  = 2 In f$ + (In 9)’ - 5

54. ci  = loor - -,1  - C”‘).
CI

SS.  (u - 1)u  = <G.

56. 1 = 3 senr - cos t + L’-~‘. 57. s - In (5 + t + 2) = c’.

58. y2 = c,x + c2. 59. $-Y? + JI-ys  = c.

60. 2~.  senx + cos x = c. 61. (.v  + 3)-’ = (4~)~ + <‘.

Respuestas a los  e jercicios A-13



62 . 1’ = cs - , yJe-* 63. In seny  + cos x = C. 64. y2 = 2x2 I n s + (,.x2.

65. 2q3  - 3y = cz. 66. In y = cx  + In x. 67. xy - s2  = c’.

68. J = x + c,  In .x + c’~. 6% t31m3 + 3 In I = C.

70. .Y  = \wy  - 3 + cey. 71. r = $4  + +-3q, 72. y = ueh*.

73. 6s~’  = c,x3 + c2x2  + c3x  + 1

s + 3).
74. In (.v2 + 2.x~  + 3~“) = 2J tan-’ -----G  + i’.

i :,st  2

75. y(sec x - tan x) = 2 In (1 + sen x) - 2 senr + c’.

76. e4x + 2~~~  = c. 77. r4 = u4 sen (44 + c). 78. Ix’  - 3ye”  = c.

79. S2!.  = (x2 - 2)senu  + 2xcosx  + c.

80. 2, 1 + x3 = 3 In (y + 1) + c’. 81. .s’J’ + r“y  = <‘.

82.  !.-l  = -e-‘L,2  jex2'2  (is  + c,e-*“2, 83. !, = e"'/2  j z2e-l’/2  (,.\  + c.eY'/2,

84. CT = 12 + 4r - r2 - 2 In r. 85. (J‘  - .X)(-Y  + 1) = 1.

86. (\,-l)e’-e”=c.

EJERCICIOS 6. p&. 67

1 . x2y2  = 2 scnx - 2x cos  s + c. 4. s + 2y + 1 = Cr?’ 2

5.
Y- .Y

\:J + sens  =
ii + (‘.

6. scn(s  + J,)  + cos  (s + J)  = ~e”-~.

7. 3e4”  + 4c3”-  3P  = c.

9. SJ + 2 In (.Y;J.)  - (xy)-l  = C. 10. (J  - @3”)(J.  - .\.2  - C) = 0.

ll. J‘  = j’5e- x - 1. 12. (x + 2,:)(-Y  - t!y)2 = (‘.

EJERCICIOS C, pág. 66

1. In Ix/  = In Iu2 + 11 - 3 In /2u - l/ - ++  In 13~’  + 4u + 51

4.  5x’~JJ~  + 12s’0J,‘5  = (‘. 5. s2  + CSJ’  + y2 = 1.

13.  J’ = 2 + e2x’-2x[c - jxe2*~-2xL~s]-1. 14. J’  = x + em”‘[c  + j
15. e”(!‘ - 1) = C(j, - x).

Capítulo tres

EJERCICIOS A, pág. 76

1 . (b) 4.410 cm, cm,2 . 9 4 0  cm/seg.  ( c )  3 . 4 3 0  4 . 4 1 0  c m .

2 . (a) 2.940 cm, seg.490 cm/seg  hacia arriba después de 2
1.960 cm, seg.1.470 cm/seg  hacia abajo después de 4

A-14 Respuestas  a /os  ejercicios



3 .

4 .

5 .

6 .

7.

8 .

9 .

4 .

5 .

6.

10.

(b) 3.062,5  cm por encima del punto inicial (asumiendo g=  980 cm,‘seg’  y las
respuestas con una precisión de al menos cinco cifras significativas), 2,5  seg.

(c) 2.940 cm, 4.165 cm.

9,08  seg, 290,7  piesjseg.

(a)  v = 49(1  - c-~“),  x = 49t +2,45e  -‘Or  - 2,45. (b) 49 cm/seg.

(a) 25 pies/seg.  (b) u  = 25(1  - em2”15),  x = 25t  + ye-”  ‘j _ 332
(a) 50  pies/seg.  (b) L!  = 50 - 10e-0.64r,  x = 50t + y-e-“.6’1  - y.

(a) v = 16(1  - C2)  = 13,8  pies/seg.  (b) t = f In 16 = 7 In 3 = 1,39  seg.

2 pies/seg.

= 15,4  pies/seg.  (b)  t = $ In 31 = 0,86  seg.

EJERCICIOS B, phg.  79

(b)  c = P
(p + I.o)P + (p -

donde p = V -~ velocidad límite =

p= v = p tanh  3 usando funciones hiperbólicas.

(c) L’  = ~ p2 - (p2  - (.&-2k” dondep = Vd’w, k = Fy.fW  V2.

37,5  pies, 8 pies/seg.

(a)~=]~,l-e0.00h”l. (b)  c = 100 ($~~~) = 100  tanh  (0.32t).

(4 97,9  pies/seg.  (d) 100 pies/seg.  (e)  784 pies.

L

J i
.~ In

c/

EJERCICIOS C. phg.  80

1. (b) 200 pies, 80 pies/seg,  16 piesjseg’ . 5, 130,8  pies, 52,3  pies/seg,  10,5  pies/seg’

7. I’ =
cFt C --____~

y F I + ;&.T’  _-rf=--  y=-xF
F’t2 + m2c2

/11”C2
0 F

8. (a) .Y = Sr’. (b)  ‘;  = ;: (\s~+~-.T - 1).

EJERCICIOS A. piig.  88

1. 1 xx $1 - e-2”‘).

3 . I = 2Or -4’.

5. Q=0,16cos6t+0,12sen6t-0,16e-Xf,
Z = 0,72 cos 6t - 0,96 sen 6t + 1,28e - 8t.

2. I = 2smlOt  - cos 10t -1  ;,-2”‘,

4 . Q = +< 1 - e-8’). [ = 2e-8’.

6. Q = 0,05e-*OI, Z= -0,5e-1”’

7. I(t) = 2~~”  sen50t.

Respuestas a /os ejercicios A- 16



EJERCICIOS B. PM. BB

EJERCICIOS A. pág. 94

EJERCICIOS B. pág.  94

EJERCICIOS C, pdg.  95

EJERCICIOS A, pág. 97

1. (b)  .\ = 24 - 22c-**. (CJ  3 Ib/gaI aprox. (d) 24 Ib.

2 . (2) \ = 40( 1 - LJ  -“2(j). 1 h) 13,9  min.

3. 20,X niin. 4. 34,?  nl~n. 1 XJ,S mil,

5. (a) 5,l  Ib. 6,6 lb. 7,6 lb. (b)  3 hr 53 min.

3OOL(  I x,/1  7)’ - l]
6. ta) \ = -. __.3(1X/17)’ 2 (h) 26,6 I b . (c) 100 I b .-

A-16 Respuestas a tos ejercicios



EJERCICIOS B. p&. 98

1. (a) .Y = 1,5(10  - f)  - 0,0013(10 - t)‘+,  0 5 f 5 10. (b) 1,5  lb,!gal.

2. (a) 3[1 - (1 - f,‘120)4],0  2 f 2 120. (b) 2,81 Ib/gal.  ( c ) N i n g u n a . (d) 96,3 I b .

3. (a) 2,33  l b .  ( b )  1,12  Ib/gal. (c) 10,3 hr.

EJERCICIOS C. p&. 99

4. (a) 1,44 x lo-’  litros moles - * min-  I . (b) 127 de sodio, 71g acetato g alcohol etílico.

EJERCICIOS A, p&.  104

1 . (a) 75 - 4s.  (c) 0,0375  cal.

2. (a) U0 + (-1  .x. (c) K(LroL  “),

3. (a) 741 In r - 2.120. (b) 265’C.  (c) 4,2  x 10’ cal/min.

4. (a) 548 - 216 In r o 200 - 216 In (r/5),  5 5 r 3 10.

(b) 112-C. (c) 1,96 x 10’ caljmin.

5. (a) 0,08x + 25. (b) 144 cal/hr.  6. (a) C,(l  - .uiL).

EJERCICIOS A. p&. 109

1 . (a) 65,3” C. (b) 52 min, 139 min. 2. (a) 34,1-C, 37,4’C. (b) 8,5 min.

3. 98x,  96x,  92/ó. 4. Cerca de 24 años. 5. 64,5  días.

6. 79 min. 7. 1.35 hr, 1,98 hr. 8. 9 días.

9. 10 10. 3,6  días. 11. 324 F.g .

EJERCICIOS 8.  p&. 110

3 . $ 1.492, 4,925<

EJERCICIOS C. p&. 110

2. 22.400 años.

EJERCICiOS  A, pat9.  114

1. Tomando el eje horizontal X, con origen en P, = x2/500,  - 100 2 s s 100.Y

2. y = x2/625, -250 5 x s 250; valor absoluto de la pendiente = 0,8.

3. j‘ 5 2=  2,O  x  1O-3x2  + 8,3 x  lo-“x4,  - 1 0 0  x 1 0 0 ,  t o m a n d o  e l  e j e  h o r i z o n t a l x
con origen en P.

EJERCICIOS B. p&.  115

1. (a) 15,6. (b)  J = 31,2[cosh (x/31,2)  - 11,  escogiendo el punto mínimo en (0, 0).

EJERCICIOS C. pág. 115

2. (a) 66 pies (b) 34 lb.

3. (a) 5 5 p i e s  (b)  16,4  l b .  ( c )  21,4  l b .

Respuestas a los ejercicios A-17



1. 1,X  mi sec.

EJERCICIOS A, pdg.  119

3. IX hr, 50 hr.

EJERCICIOS B, pág. 119

5, 216.000 mi.

3. A 50pies/seg,  las alturas son 39 pies; a 6 mi/seg,  las alturas son 2.970 millas
asumiendo constante la aceleración gravitacional y ll.500  millas en otro caso.

EJERCICIOS A. p&.  122

- fgt2,  0  2 t  <  M,‘u.

EJERCICIOS B, p&. 122

1. (a) 220 metros/seg,  448 metros/seg,  3F>O metros/seg. (b) 445 metros

EJERCICIOS A. pág. 129

1 . (a) 1 8 hr . (b) 30 hr. 2 . (a) 23,8 min. (b) 2,16 hr

3. 37,7 min. 62,8  min. 4. T = g 100 min, 168 min.

EJERCICIOS As  p&. 135

1 . 1‘ = s( 1 + In x). 2. j' = w* = - 4‘1 - 8. 3. 2 + 4.2 - 4}, = 9.

4. J' = j(.Y  + 1).

6. In (.? + x2) + 2 tan-’ (s’J.)  = In 2 + x/2.

EJERCICIOS B, pbg.  135

1. .u(, x2  + j,’ + .y)/J,2 + In /(L\.z+,5  + .x)/~.“/  = 3 - 3 In 2

3. ,T7-.,  1 + In (\JJ.2  + 1 - 1) = &.Y  + c

5. La línea recta y = a V%i  - mx  o la hipérbola xy = ax /2.

6. La línea recta y = am/vm  - mx o la hipocicloide x9’j +Y”‘~  = aplJ

. 7. (a)  y2 = 2(,.x + c2.  f.' = 16 - 8x.

EJERCICIOS C, pág. 136

2. I’  = +a/(Q, + C) donde a es la longitud constante.

3. r = (1 sen(4  + c), donde a es la longitud constante.

4. r = c&donde  x = k \,  ~$i, 3 .--  1).

5. I' = \, 3(csc  qb - cot  4) 0 r ='(~~/3)(csc  (ll  + cot$).

6. Cb) .Y  cos c + J senc  = (I  y la envolvente x2 + yL = az .

A-l B Respuestas a los ejercicios



EJERCICIOS As  pág.  145

1. 4‘ = ;gj  (3Lx2  - x3),  0 2 Y 5 L, g;.

&E
3

2. (3L2x 4x3), &,
SL2

y = - 0 2 s 2 L/2, i= (Y para L/Z 3 x 5 L s e obtiene p o r

simetría).

3. (a) J‘ = $7 (3Lx2  - x3)  + 25 (x4
24EI

- 4Lx3  + 6L2x2). (b) ‘&;  + g.

4. (a) J = &(x4  - 2Lx3  t L3x)  +

se obtiene por simetría).

5wL4  SL3
(b) - -

384EI + 48EI’

x - 4x3), 0 0 x 5 L/2 (y para Li2 5 x I L

5. Y =

I 48EI  & (3LxZ  (6x - - L), 2x3), Lj2 5 0 5 x x 5 5 L. Lj2.
5SL2

SL2 48EI.

&x4 + 4Lx3  + 6L2x2) + &(3Lx2 - 2x3),0  2 x s ;.

6. J =

2% (x4 - -24EI 4Lx3  + 6L2u2)  &+ (6x L), ; 2 x 6 L.

EJERCICIOS 6,  p8g.  146

1. y = Gj(.P -
4

2Lx3 + L2x2),  0 5 x S L9,  GE!  (y para L/2  s x 0 L se obtiene por

simetría).

I

& [(3SL + 2wL2)x2  - 4(wL + S)x3  + 2wx4],  0 5 x 5 L*i’2.

2. J’ =

GEy [(3SL + 2wL2)(L - x)2  - 4(wL + S)(L - x)3  + 2w(L - x)“],  L/2 2 x 0 L.

Deflexión máxima= %=-(2S +wL). (Note que esto es válido sólo para S 200;

para S < 0 la deflexión máxima no ocurre en x = L/‘Z.)

3. (a) )’ = &(2x4  - 5Lx3  + 3LY).

4. I’ = g’;E7  (16x4  - 12Lx3  + L3x), 0 $ x s Ll2 (y para L/2s  x 5 L se obtiene por si-

metría).

Respuestas a los ejercicios A-19



EJERCICIOS C. p&. 146

(k es la constante de proporcionalidad en cada caso.)

EJERCICIOS A, p&. 152

669 66,9
1. ?‘=-----

1 + 2,4Se- O ?’ = 1+gg$,T7$’

38,47 38,47
3. (al  !‘  = j-+~giGz 0 )’  = --~----.ri3

> 1 + 31,06(0,03061)-

(b) 4’: 1,20, 3,59, 9,52, 19,7, 29,7, 35,2, 37,4 correspondiente a x = 0, 1 ,
vamente.

, 6 respecti-

(c) 38,5 cmz.
61,27

4. (a) 61,3  cm. (b)  y = --______-
61,27

1 + (1,220)(0,3269)’  ’ I‘  = 1+1.22orm  donde  t = ” lT 2’ “-

rresponde a 16, 32. 48 días respectivamente.

(c) 19,l  cm, 36,6  cm, 58,8  cm.

EJERCICIOS A. p&. 155

2. 37,2’;:‘,,  66,5x,  86,9X, 9577%.

EJERCICIOS B. p&. 156

1 . En otros 23 días.

EJERCICIOS A. PM. 158

1 . ( a )  0,08(1  - e-l”),  O,OS(l  - r-.‘). ( b )  0,08.

2. (a) 60 In 2. (b) 120 In 2.

3. (a) 0,OS  + 0,12e-1’2, 0,OS  + 0,12r-2. (b) 408.

EJERCICIOS A. Pb.  164

1. (a) p = 25e3’  2 - 20. (b) No hay estabilidad de precio, no hay precio de equilibrio.

2. (a) P = 15 + 20~~~‘.  (b) Hay estabilidad de precio, precio de equilibrio = 20.

3. (a) p = 30t + 20. (b) No hay estabilidad de precio ni precio de equilibrio.
4. p = 14 + óe-‘“‘.

5. 2.440 + 360é I “.

EJERCICIOS B. PM. 164

1. (a) p = 8 f 4c>-2’  + k-2’. (b) Hay estabilidad de precio, precio de equilibrio = 8.

2 . p = 18 - 3~-~’  -- 6e-13.

A-20 Respuestas a los eierCiC¡OS



Capitulo cuatro

EJERCICIOS A, pdg.  171

1. (ü)  (LP  + 30 + 2)J  = x3. (b) (3fP  - 5D3  + 1)~  = em-x  + sen x.

(c)  (D2  + /XI  + w2)s  = 0, D  = djrir. (d) (x2Dz  - 2.~0  - 1)~  = 1.

2. (a) s3 + 6.x' - 12~  - 6 - 2eC". (b) 48 sen2x  - 16 cos 2s.

(c) 6x2  - 6s - 6 - 2e-"  - 8 cos  2.x - 16 sen2.x.

(d) 26x3  - 36x2  + (4.~~  - 12.x  - 8)e-”  + (12.~~  + 54s + 6) sen2s  + (36x2  - 18.~  + 18) cos 2.x.

EJERCICIOS B, pdg.  172

1. (D - l)(u” + 2.~)  = -.y3  + 3.x2  - 2s + 2.
(D - 2)(D  - 1)(x3  + 2.~)  = 2x3  - 9.x\-’  + 10x  - 6.
(D2  - 30  + 2)(x”  + 2.x)  = 2x3 - 9s’ + 10.x  - 6.

EJERCICIOS C. pág. 172

1. (D - s)(?.x’ - 3x2)  = -2x“  + 3.~~  + 6s’ - 6s.
(D  + x)(D  - x)(2x3  - 3s’)  = -2.~’ + 3x4  - 2u3  + 3x2  + 12s - 6.
(D2  - x2)(2.u3 - 3x2)  = -2x5 + 3x4  + 12x  - 6.
(D - s)(D + .Y)(~.Y~ - 3s')  = -2.x' + 3x4  + 2s3  - 3.x' + 12x - 6.

3. (D - l)(D - 2)(D  - 3); no. 5. y = c,e’  f c2e21  + G + .i.

6. (a) JJ = c.,ee2” + c2er - ie-I. (b) JI = c,e3x  + c2eAzï + c3ex  - +xex - f.

(c) y = c,ex + c2sex  + 1. (d) J’ = c,e-”  + c2emx  j e‘(x’/zf+x  ‘IS _ 1,

EJERCICIOS A. p&.  175

1. (a) j’ = c,e”  + c,2em5x. (b)  I‘ = L.,e5d2  + c2e-5.U2 (c) J = cle2x  + ~~6’~~~

(d) J = c,ezx + c2ex’2 + c3. (@  1 = (.*e12+.‘2u + (.2e12--\  2>r,

(f) j‘ = c,eC’  + c2em3x  + c3e2x.

2 (a) \' = -ie' + $eFx.* (b) J’ = e2x - 28. (c) J = +(e4”  + em41) - 1.

EJERCICIOS B, pdg.  175

,* !‘ = c,e-3x + c2e(\5-1)x  + c3e-(\s+‘)x,

EJERCICIOS C, p&.  175
1. !. * <le(2-‘hL’  + (.2e12tVh)x + c3e-wimx + <.4e-f2+v.G).t,

2. !‘ = (.,J3+‘m  + (.2e’3-“‘3)X + c3e-c2+“I)x  + (.4e-(2-\zk,

EJERCICIOS A, phg.  177

1. (a) J.  = cle2-’  f c,2.Ye2*. (b)  J‘ = cIex,4  + c2.xex’4. (c) 1 = c,e3’  ’ + ~~te”‘~.

(d)  y = c1 + c2.x  + c3.xz  + c4.y3  + c5e2’  + c6em2*.

(e) y = c’,  + c2s + c3er  + c4xex.
(f) ?’ = (.,,.mx  + c2’ye\ 52.x  + (‘3e-%  3;i.x  + c4xe-,s”.x,

2. la)  J' = e" - 3‘te". (b) y = 1. (C)  S = -4te-*‘.

Respuestas a los ejercicios A-21



EJERCICIOS C, phg.  178

EJERCICIOS A. p&. 180

1.  (a) J‘  =  c, sell  2.Y  + (‘2  cos  2.x. (b)  1’  = e-‘“(c,  senx  + c2 cos  x)

3r
(c) s = c,  sen7  + cz  cos:.

i

$ 3
(d) y = e* C” sen 4 Y + c’2  cos Y- s

2 2

(e) y = cl + c2.Y  + c’3  sen4.u + c’j  cos  4.x. (f) j’ = c,e” + C”(c,  sen s + c3  cos x).

2. (a) !‘  = 4 cos s. (b) Il = sen 4r. (c) I = e-‘(sen2f  + 2 cos 2t).

EJERCICIOS B, pbg.  180

1. J’ = c,ee2’  + c,2e2A  + e”(<,,sen.  3.x  + c4  cos v.‘3.~)  + e-x(cs sen J3.Y  + c6  cos Jx).

3. J’ = (Cl  sen  .2x  + (‘2  cos vj  2.x) + s(c3  sen J2x  + c4  cos .,/5x).

EJERCICIOS C, phg.  180

1. 1 = e*(c,  sénx  + cl  cos x) + Cx(c,  sens  + c4  cos .x).

2.  j’ = e”(c,  sen2.y  + c2 cos 2s) + e-“((‘j sen2.x  + Ch cos 2.x)

EJERCICIOS MISCELANEOS DE REPASO SOBRE SOLUCIONES COWIPLEMENTARIAS

EJERCICIOS A, p&j. 180

1. (a)  y = c,e”  + c,~~C.‘. (b) !’  = (,,e4.’  + <‘z  + (,3e-z*.

(c) y = c,e2~’  + c2ze2’ + c,3.Y2e2’  + c4  + C+

(d) J’ = c,e-”  + cl  senr + cj  cos  s + cqeC2’,

(e) j‘ = e’“(c, sen 3x + c2  cos 3.x) + emx(~.j  sen2.x  + ca  cos  2x) + C5esx  + c6Fx.

(f) J = e”(c,  sen,&  + (‘z  cos j7.G) + cAe-‘\-  + c4.Yem2x  + c5 + c6eex,

(g)  y = c’,em’ + c,2.~e--’  -t c3e3 + c4xe’ + c5 + c6K2*  + eC”(c, sen2.x  + cg  cos 2s).

(h) J’ = e*(cl  sen\: + c’?  cos s) + xe”(c, sen.x  + L’~  cos u).

(i) J.  = c,e’ AI -t (,ze^’ 3x + c,&* + c4em4*  + ex ‘(cs  sen2x  + c6 cos 2.~)
+ edx(c,  sen 3s + c8  cos 3.x).

tj) j’ = (,,e*  + í,2.~e’ + c3.Y2ex  + c’4  + <‘5x  + cb  senz  + c, cos x + s(c8  sen s + cg  cos s).

2. (a)  J.  = e-’ ’
c

C, sens .Y  + <‘z  cos -- s
v’3

2 2 >

(b) y = c,el  + c2emx + c3  sen x + c4  cos x.

(c)  J’ = “, + C~.Y  + c3  sen s + r4 cos x + X(C-  sen .Y  + ch  cos x),

A-22 Respuestas e los ejercicios



EJERCICIOS B, pdg.  181

1. LI  = 5. h = 24. c = 20.

2. (D” - 7Ds + 7DJ  + 4D3  - D’ + 300  + 35)~.  = 0.
,‘  = c,e-*  f c:.Ye-  * + ea(c3  sen 2s + c’5  cos 2.Y) + \-P-‘(c,  sen I\- + (‘h  cos 2-y).

EJERCICIOS C. pág. 181

(b)  >. = t.,p’  + e*C-4n  ‘[t.2 sen(.u  seniln  5) + (‘3  cos (.Y  sen 471 5)]
+ P*~““~  ‘[c.~  sen(s  sen2rr  5) + c5 cos (x si

EJERCICIOS A, pág. 190

1. 1. d. denota linealmente dependientes; 1.i. denota linealmente independientes.

(21)  1.i. (b)  1.d. (c) Li. (d) 1.i. (e) 1.d. (f)  1.i. (g)  1.d. (h) Id.

3. (a) J’  = (.,cI  + <,ztJ-3A. (b)  ,I’  = e*(~,,  cos  Ir  + cz  sen?\-).

(C) 1’ = f’,  + f’2.Y  + c.++.. (d) !’  = (c,  + C~Y)P”  + (c’~  + c,,.x)c-‘.‘.

EJERCICIOS B. pág. 190

4. La tercera función es la suma de las dos primeras así que las funciones son lineal-
mente dependientes.

EJERCICIOS A. p&. 196

(ei  1 = cI sen;  + (‘2  cos f + uf  - 8 - !m
7 35

cos  3

ll”) J’ = c’,  + f’?  sen2.x  + (‘3  cos 2~  + +t,’  - { cos Z.

2. la) J’ = j sen u - +?  sen 4.~. (b)  .\ = Xe?’ - 241,'  + 41" + 171  + 14 + Ix’

EJERCICIOS B. p&.  196

1. j’ = 3 - 4 sen.v  - 2 cos .Y  - COS 1.1..

EJERCICIOS C, p&. 196

Respuestas a los ejercicios A-23



EJERCICIOS A PM. lgg

1. (a) J’  = c,,e”  + c2em3*  + fsr-‘. (b)  y = c’,  sen  .Y  + c2  cos .x + .Y’ - 2 - $.Y  COS x

(c) y = cI + c2e-* 3+  -‘- +  :- _ .y +  43x,2 1 2

(d) J’ = c xe + L .ue‘2
31

1 + :.Y  ,-:I 2,r
2

(e) J = c,  sen2A + L’:  cos 2s + 2.~  sen2.x  - .Y.

.x2
(f) y = c1  + c2 sen.y  + c’~  cos s + -- -

.Y

2 2
(senz  +-  COS .x).

2. (21)  1 = 4 COS 31 + Zr sen%. (b)  ,y = 2 - &-’ + f - , - /p-‘.
2

EJERCICIOS B. Pa%&  lgg

1. .V  = c,  senh .Y  + cz  cosh  s + c’3  sem  + cA  cos .Y  + istmh  .x.

2. J‘ = i’l sen z + (‘2  cos ì + :(.x  sens  - 9 cos  .x).

EJERCICIOS C. PM. lgg

3.~=c,sen2x+c2cos2~+~~-~cos4.~-~sen2.~-

EJERCICIOS A. pág. 202

1. (a) c,  senx  + c2  cos x; (a.u  + h)e-” + .x(~,sen.u  + t/ cos Y).

(b) c,emmx  + c,e3X; (a-s  + b)  sen2.x + (C,S  + rl) cos 2s + (ji” + y.x3  + hs” + k.y)e3”.

(c)  cI + c2x  + c3  sen .Y  + c4  cos s;  LL? + h-v3  + (,.y2  + tle”.

(d) clex + c,xe”;  (u? + hx3  + c~‘)e*.

(e) c,  sens  + cz  cos s;  e-*(0  sen\- + h cos X)  + C’.Y  + tl.

(f) clex + c2e3x: aYex  + ( bu3  + (,.S2  + tls + ,f’)r  -*.

2. (21)  J’ = cle*  + c~,eF-’  + j:(.Ti - s)

(c)  J’ = c,le-x +  (‘2-ye  ’ +  6.y3y.x -5$(3  cos  3.~  + 4 sen3.y)

(d) Q = c1 sen<  + c’2  cos f + $ senr - ir’  cos  1

EJERCICIOS B, pftg.  202

3. J’ = c,ex  + c,e’”  + ie-”  + qq(cos  2s - 5 sen2.v).

A-24 Respuestas a los ejercicios



EJERCICIOS C, pdg.  202

1. J = c’,  sen 2.x + cz  cos 2x + & + &x  sen2x  - & cos 4.x  - & cos 6.~

2.  ?‘ = (.,e2x + (2e-(3+m” + (3e-(3-J31x
e4r x2x 1 K-2r K-4*

+m-xr-3-~++192.

EJERCICIOS A, pág. 205

1,  J’ = c1 senx  + c2  cos x + sen x In (csc x - cot x).

2. j‘ = c,  sen x + c2  cos x + x senx + cos x In cos x.

3. j. = c,  sen 2.~  + cz  cos 2s + 4 sen2x  In sen2x  - (si2) cos 2.~

4 .  J =  c,e” f c2emx  + {.se’. 5,  ). = Cle-”  f (.+-2x  + - -3  - 3-y-"".
2 4

1 Y
6. J = c,ee2’  + (,2ex  - -In  x + r

2 3 s
emx
- dx + T-s” J - tis.
x .s

8. )‘ = cLex  + c2eer + $(8.~3  - 12x2  + 12x).

9. )‘ = clex  + c2emz + 2e”je-” -xi t1.Y  - 2eC”  j ex-*’  rí.Y.

10. y = c,e2X  + c2.yezX  - 12e2”  J‘  x3’2eé2X  (Ix  + 12se2”  1 .y1’2e-2X  (1.~

EJERCICIOS B, pág. 206

4. (b)  j’ = c,p.’  + c2eex  + c3e2” - $xe-‘.

5. )’ = c,s2 + c2s  - ‘ceex  - (x2  + x) J 7 ns.

EJERCICIOS A. phg.  211

1. J’  = c, + c2ex  - x. 2. )’ = c1e+  + c2.Yex  + +.Y~F’.

3. )’ = c,emx  -t c2edzs  + &ex  - xeCx.

4. )‘ = c,?  + c2emx  - 2x4  - 24x2  + 3s - 49.

5. )‘ = c, t c2eex + s4 - 4x3  + 12.x" - 24x - ie2’.

6. y = c,e-I  + c2semx  + &s4eex  + 1. 7. )’  = c,e2’ + c2.ve21 + $p2x sen3.c

8. )‘ = cI + c2e*  + c3emx  - &Y” - SS”  - 60.x2  - s.

EJERCICIOS B, pdg.  211

3. +e4”,)’  = cle3x  + c2emx  + +e4’,

4. 5’” / 2em5’,).  = <.,e21 + (,2e-2x  + (.3e-3x + c. + zc:
15 21 15 21

9. (a) -K’*(.Y~  + 6s). (b) 2em2”(.x2  + 4.x + 6) + h ‘*3’

II.  (a) -$sen3.~ (b)  &cos  2-s  - 2 sen 2.x).

-
13. (a) &(9

8 cos 2x 19
cos 3.~ - 7 cm3s). (‘4

sen2s____.
8 5

Respuestas a tos ejercicios A-26



14. (a) - jo (3 COS  3.Y + sen 3-Y). (b)  jh(2  cos 2.~  - 5 sen2.x).

e31
16. (a) K. (b) -x5  - 3x’ + 2.x3  - 60.~~  - 72s + 12

,2x
(c) 125 (25.9 - 40s + 22). (d) -+cos  4x + 4 =n4q

(e) cos  s. (f)  -&e3”sen4x

(g)  ‘;‘(4 sen .Y + 7 cos x). (h) e-” ;;  - ;;
3x4 1

+
- -

- 4~~ +
2

sen-u  ì

( i )  -x2+2s-4++(cos.x-sens).

(j) e”(.? - 4.x + 4) - 4s’ - 4s’  + 48s2  + 96-s

EJERCICIOS C. Pág.  214

4. (a) $x2eX. (b) -2xe”  - xe2*. (c) &x”e-  2x.

(d) -ix cos 3x. (e) -r (senx  + cos s).
X2

(f) -x cos x - - sen-y.
4 8

EJERCICIOS A, pág.  216

(b) y = +x1  2(2 - In s).

(c)  2‘ = c1x2 + c2  - -,
X 2 (d) y = x[cI  sen(ln  x) + c2  cos (In x)]  + $ In x + 4

(g)  1 =
cI + c2  In t_ _ _ _

t
+ 4 (In t - 1).

(h) L‘ = 2x4  5 - 3x’ 5 + x.

(i) J = c1x3  + c2.C3 - &(x’!~ + x-l  2).

(j) y = cIx3  + c2  In x + c3  - 3x In x + +.

2. J’ = cI  + 2 + c3s - In x + ix In x.
x

x(ln  .xj4
3. (a) y = ~‘~.x  + c2‘c  In s + c,x(ln  x)~  + --24 -~

(b) J = clx + 2 + c3  cos (In x) + c4  sentin  x) - 1
s

A-26 Respuestas a los e jercic ios



1. -

EJERCICIOS B, pág. 217

)(ln  x)’ - In x + c,x  + c2. 3. rn  = -3, 1;J’  = C,‘;C3  + CIS.

5. JEA
,,hi-TT

+ ~~(2s  + 3) + +(2x  + 3)’  - 6(2x + 3) In (2x + 3) - 27.

6. y = cI(x  +  2)“,2”‘+\  3 +  c2(x  + 2)“‘2”‘-,  5’  _ 4,

7 .  R  = c,rn  +  +

EJERCICIOS C, pág.  217

1. y = c,sc?n  (senx)  + c2 cos (smx). 2. L‘ = <,& + (‘& Ai

6. (a) y = clecoS X + c2e2  ‘OS X. (b)I=<isen(~)+c2cos(~)+~-2.

EJERCICIOS MISCELANEOS SOBRE EL CAPITULO CUATRO

EJERCICIOS A, phg.  221

1. J = Len  ,/3x - f cos  v’3.u + 3x2  + 4.
J3

2. J‘ = clex $-  c,e’”  + &enx + 3 cos x).

3. y = clemx  + c2xemx  + ieX  + fx2emx.

4. J‘ = c,e2.’ + c2e-2x  + c3 - 4.2 - +s + fxem2-‘.

5. 1 = P-‘(cIcos  2r + 1’2  sen2t) + 2(cos 2t + 4 sell2f).

6. .Y  = c.,e’  + c2ee1 + (‘3  cos t + (‘4  sent  - 2K’.
(, 2 .x

9. J = c1e2X  + c’2s  + <” - $x2.

10. J = c’,s  + c2 + c’3  cos 4.x + c’4  sen4.y  + ix  sen4.u.

.Y
ll. y = c, cos 2~ + c2 sen2.x + 4 + +X COS .Y  + $senï.

12.  ). = (le\29  + (2e-.29  _ fe-29

13. J‘ = c,,e2” + c2.ye2x + c’,  + ~.x~P~”  + 2x3  + 6.~~  + 9.x.

14. J = cos x + 2Sell  x + cos .Y  In (cos  x) + xsen x.

15. 4‘  = L.~x“  + c2.x  - 8s In N + 6.

16. s = r,,e’  + c,,te’  + c3emr  + cqte-’ + cos 3t.

17. J’ = c,ea  2 + c,~.Y~“’  - ex  2 J‘  .xCx ’ In s rl‘c + xeX  2 j e--’  ’ In x rlx

19. 1 = c, cos  3t + (‘2  sen 3t + c3t  + c’4  + 2e-‘.

20. y = clx2  + c2x2  In x + c3  + $(ln  x)’  + $ In .Y

Respuestas a los ejercicios A-27



EJERCICIOS 6,  p@.  221

1. j’ = (‘Ie 2A + c2 cos  2.x  •t ~‘~sen  2.x  + 4x cos  2s - 4.~  sen 2.x.

2. j‘ = 8.s2. 3. s = 2C4'(cos 21 + sen2t)  - 2C2'.

4. J' = c, cos  s j Penx  sec  s tix + c2 cos  s.
5. J' = sen s + c1 cos  x f Ksenr sec  x ti-r  + c2 cos  x.

6. J' = (.g4  + s

EJERCICIOS C, p&. 221

1. J’ = e-“‘(c.,  COS .s  + c2 sen x).
t’l  COS .s + c2 sen .x2. !‘ = ---._\----.-,

3. Los eigenvalores están dados por x = nz, n = 1, 2, 3,. Las eigenfunciones son
B,  sen nx, n = 1, 2, 3,. , donde B,,  n = 1, 2, 3,. son constantes.

4. (b) y = ‘--p-.
S(C  COS s + sen x)

5. .Y  = c,e-'  + c2),e-x  + 4y2  - 16~  + 24.

6. (4 Q = QO COS fit + $ Ji E(u)senJk(t  - u)tlu.

s
e'dS  + (.2SCx. J-

e ’
9. 1' = (',  - c,semx 10. j' = clvr  + l.$' Ll\-.

x x2

Capítulo cinco

EJERCICIOS A p&g.  229

1. Tomando como positivo la dirección hacia abajo. Entonces

(b) x = $ cos 16t (pies), u = - 4 sen 16t (pies/seg).

(c) Amplitud = f pies, período = T = 7r/8 seg, frecuencia f= 8/1r ciclos por seg.

(d) x= VW8pies, u = - 2 V2  pies/seg, a = - 32 fl pies/seg” .

2. (a) x = + sen 8t (pies), u = 2 cos 8t (pies/seg).

(h) Amplitud = t pies, T= */4 seg, f = 4/7r  ciclos por seg.

(c) 1,89 pies/seg,  5,33 pies/seg’  .

3. x = h cos 4 a, amplitud = & pies, T = 2~/4 fl = K fl/6  seg, f = 2 V&“r ciclos

por  Yg. 5J3
4. x=IZcos4VZ+12sen4VZ=~  s e n  4J3+,

( “>
Amplitud= 2 pies, T= *VW6  seg, f = 2VT/7r  ciclos por seg.

5. (a) Amplitud = 5 cm, T = r/\/5 seg,  f = V?~/ÍT  ciclos por seg.

( b )  */6fi, 5~/6ti,  7~/6fi,  11n/6V%.  .seg.
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6. (a) I = 1,5  pu1  por encima de la posición de equilibrio, u = 5 ti&‘8  pies/seg  mo-
viéndose hacia arriba.

(b) Amplitud= 3 pul, T = 2*/5 seg, f= 5/2r  ciclos por seg.

(c)  2~/15,  8~/15,  14~/15,.  s e g .

7. (a) x = 4 cos 2t - 3 sen 2t, u = - 8 sen 2t - 6 cos 2t.

(b ) Amplitud = 5 cm, período = T seg, frecuencia = l/ír ciclos por seg. [ Suge-
rencia: 4 cos  2t - 3 sen 2t  = 5( 4 cos 2t - * sen 2t) = 5 cos (2t + 4) donde
cos <b = $, sen <b = -5  . Así el máximo valor de x, esto es, la amplitud, es 5. Es-
to también se puede encontrar por cálculo.]

(c) Velocidad máxima = 10 cm/seg,  aceleración máxima = 20 cm/seg’  .

8. (a) r = i 4 sen 5t, u = f 20 cos 5t, u = T 100 sen 5t (la elección del signo depen-
de de la dirección del movimiento de la partícula en t = 0).

(b) Amplitud = 4 cm, período = 2~/5 seg, frecuencia = 5/2~  ciclos por seg.

(c) Magnitud de la fuerza = 100 aldinas.

9. x = 10 cos 3t, amplitud = 10 cm, período = 2~/3 seg. Frecuencia = 3/2~ ciclos
por seg.

10. (a) 2 V?  pies/seg  hacia o alejándose de 0.

(b) Amplitud = 1 pie, período = z seg, frecuencia = i ciclos por seg.

(c)  \/2/2  p i e s  d e  0 ,  2fipies/seg  h a c i a  0 ,  Sfipies/seg’  h a c i a  0 .

ll. (a) 20~?  cm/seg hacia o alejándose de 0, 40 cm/segz  hacia 0.

(b) Amplitud = 20 cm, período = T seg, frecuencia = 1,‘~ ciclos por seg.

(c) 10 cm de 0, 2Ofl  cm/seg  alejándose de 0, 40 cm/seg’  hacia 0.

(d) Después de 4” seg, 4 seg, T seg, etc.

EJERCICIOS B, p&. 231

3. 4,5  lb. 6. (a) 85min. (b) 4,9  mi/seg.

EJERCICIOS A, pbg.  238

1.  (b) r = 7 (sen 8t + cos 8t), tomando hacia abajo como positivo.

(c ) -Y 81= - $ e sp” í *[ +
2

2 > = 92
4

' ,qr)
2

e-81  ' w=f$+~
4'

cuasi período = 2r/6  = 7r/4  seg.

2 .  ( a )  CC=  -%e-4.8,  sen6,4t,  u =e- 4,111 (3,75  sen 6,4t  - 5 cos 6,4t  ), tomando hacia
abajo como positivo.

(b) n = $$e-4,st sen (6,4t  + T).

3. ~=1,5e-~t(3sen4t+4cos4t)=7,5e- Jt  sen(4t+@)  donde cos@=  3, senq)=  3 ó
d = 0,927 radianes = 53” . Aquí, x está en pul.

4. (a) x = 5e-Jl(3  sen 4t + 4 cos 4t) tomando hacia abajo como positivo.

(b) u = - 125e-st sen 4t.

Respuestas a los ejercicios A-29



5. ( a )  x= 5emJf(4cos4t  +9sen4t),  u=5e-J’(24cos4t-43sen4t).
( b )  r=5e-ar(4cos4t-3sen4t),  u= -5emJr(24cos4t+7sen4t).

6. ( a )  x=e-lbf  (0,5+8t)(pies). (b) Críticamente amortiguado.

7. (a) x = 1Oe-l”’  (pies), u = lO(l- 16t)e-lbt  (pies/seg). (b) 5/8e  = 0,23 pies.

EJERCICIOS A, pabg.  242

l.(a)  .x = 0,960e-‘x”“’  - 0,695e--6s4” - 0,298 sen 10t - 0,265 cos 10t.

(b) Parte de estado estacionario: - 0,298 sen 10t - 0,265 cos 10t = 0,397 sen (10t + 3,87).

(c) Amplitud de estado estacionario = 0,397 pies, período = 27r/lO  = ~/5  seg, frecuen-
cia = 577r  ciclos por seg.

2. x = jcos2t  - 5sen2t  - 4cos4t,c  = +sen4t - $sen2r  - lOcos2t.

3. (a) x = 10teésr  - 2 sen5t. (b) x = -2sen5t.

EJERCICIOS B, phg.  242

2. (a) x = 5 cos 1Ot  + cos St. (b) x = sen 10r - cos 10t + cos 8t

(c)  .Y  = 5 cos 10t + senlOt  + cos 8t.

EJERCICIOS A, phg.  245

1. (b) x = 2 sen2r - 4t cos 2t,  1’  = 8t sen2t.

2. x = + cos 2t - 4t cos  2t,  C = 8t  sen2t  ~ sen 2t -- 4 cos 2t; si.

15 cos  (‘II
3. (a) x = loòm-z. (b) tr)  = 10.

EJERCICIOS A, pcig.  249

1. (a) Q = 4 - 2em5’ ‘(2 cos  5t + sen 5t),  I = 256 5f’2 sen5t.

(b) Términos transientes de Q e Ison  - 2ee5’jZ  (2 cos 5t + sen 5t)  y 25em5
pectivamente. Término de estado estacionario de Q es 4.

( c )  Q=4,  Z=O.

2. (a) Período = 2x/50  = ?r/25  seg, frecuencia = 25,‘~ ciclo por seg.

(b) 0,04 culombios, 1 amp.
3. Q = 2(cos 40t - cos 50t),  1 = 20(5  sen50t  - 4sen 40t).

4. Q = 5,07eé5’ - 1,27eC2” + 0,20,  I = 25,4(ee2”’ - em5’) aproximadamente.

EJERCICIOS A, phg.  257

1 . 3,26 pies, 13,04 pies.

2. (a) 0 = 5 cos 4t  (grados) o (*/36)  COS 4t (radianes).

(b) Frecuencia = 2,‘~  = 0,636 ciclos por seg.

(c)  2a/9pies.

(d) Velocidad = 2*/9  pies/seg,  aceleración = 2~~  /81 pies/segL

A-30 Respuestas a los ejercicios
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3. Período = ~/5 seg, frecuencia = 5/7r ciclos por seg.

4. Frecuencia = 1,6  ciclos por seg, período = 0,625 seg.

EJERCICIOS B. p8g.  257

2. 1/4  densidad de agua = 15,6  lb/pies3.

Kw(cos  Jk,k,t  - cos wt)
(b) P = P, + ~

d - k,k,

~ k-d  senc’)t

k,(w2  - k,k2)

EJERCICIOS C, p&.  258

WEl
7. LFZ  (U  tan ~1 - sec  II  - %U  + 1)donderr  = L,;F  El.

Capítulo seis

EJERCICIOS A,  Pág. 270

1 .
12

(a) 3 - 2
s2 s’ s > 0. (b) PP, s > 0

s2  + 9

10 8 15 -
( d ) -----, . > > - 5 .

4s

s + 5
+

.s3’
.s>l. (f, ì>-.yj7.  s > 0.

6.S 10
(EJ

.s2  - 9 s2  - 2 5
,s  > 5.

3.  la)  --Tm-
(s - 3)3’

1
Ch,  ~~

6

(s  + 3)2
- ~ + -’  s > 0.

S1 .s2  ’

7. (a) 1 + H(t  - 1,. (b) 2t + (t’ - - It)H(t - 3,.

(c) cos t(l  - H(f - 3);.

8. (a) e-‘(s + 1)l.s’.
r-2,“-l’ r-3’h+l’

tb)  s-1 - -s+l

Respuestas a los ejercicios A - 3 1



EJERCICIOS 6. P&J.  271

7 . 3sent + (r’ - 3senr)H(t - 7~) + (t - t2 - cos t)H(t - 27d.

EJERCICIOS C. pbg.  272

4. (b) ---?--
s2  + x2

coth s.
2

EJERCICIOS A. p&. 277

1 . (aJ --1. (b) $e-3’2. ( c ) 1127.

(4 0. (e) 2718. (f) sen(7t2/4).
2. (a)  e-2(s-  1). -n,,+3j(b)  e . (c) e-“. (4 0.

2.  e -ns  cos  rK3.

EJERCICIOS 6. ~49.  288

5. (a) -1. (b) fe,

EJERCICIOS A. p&. 283

1 . (a) 4em2’. (b) 3 cos 3r. (c) 3 sen 5t.

(d) 6 COS 2t  - 5 Sen2t  - 3e4’. (e) 2 sen& - cos Jst.

fi
(f) f2  + 3t - 1.

2. (a) )t%-? (b) ie2’(4 cos 4t - 3 -4t). (c) +e-‘/2
J3 /3

3coy + J3s+
>

.

(d) &‘(t3 + 3t2). (e) $e-L’2(cos  t - sen t).

3. (a) ?e’ - +e-3r. (b) ie4’ + $ee4’.

(c) 3e2’ - e-’  - 2e3’. (d) (2r - 3)e-’ + 5e2’.

(12)  2 - e’(2  cos 2t  - sen2t). (f)  ;(2cost-2cosZt+2sent-sen2ti.

4. (ab $(e”  - e -2r)  = fsenh  2t. (b) (t + 2)e-’ + t - 2. (c) f(slm  - t cos f).

5.  (a) Y = e3’  + Zr’. (b) Y = 3em2’ + 2t - 2. (c) Y  = 2eC’  + sen 3r - 2 cos 3t.

(d) Y = 24 + 12t  + e’(9t  - 20). (e) Y = 4 - 2e-“(cos  3f  - 2 sex13r).

EJERCICIOS 9. pllg.  289

1. sent - 2 cos t + 2~7~0s Zr + 2 sen2t). 2. (Zr  - l)eC + ( 2 -- 3t)ec2’.
3. Y = eC’(l + t - t2 + 2r3).

4. Y = +cost - +sat  + *el + see-’  - $tscnt.

- -5 . (a) *(t 2)2, t 22 2(t l)1’2e-(r-1’/,~lr, t 2 1
0, tt2 > t < 1’

6. Y = 4sen t.
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8. (a) Y = ge3  + 2). (b)  Y = 1 - t.

9. & senh t. 10. Y = fsmt.

EJERCICIOS C. P&.  289

3. Y = t.

5. (a) Y = 2em2’  + Se-‘(‘-“H(t  - 1) =
i
:fI::+  5p-2(r-I,

t<1

. t>l’

(b) Y = 6 cos  t + 3 sen (t - rr)H(t  - x) = 6 cos t. t<Tl

6cost+3sent,  t>n

(c) Y = 6(t - 2)e-2(rm2’H(t  - 2) =
t<2

6(t - 2)e-2Cr-2),  t > 2’

EJERCICIOS As  Pág.  301

1. 1 zz f (1 - ,-Rt!L),

3 C%IR)(1  - eeRIIL), t6T

WW- RWTVL  _  ,-Rr/L
h t>T

2. X = Cot  - &Jst’,  si X = 0 en  t = 0.

(b) R2  +ELzLz  (R  sen WC - WL COS  íix + UILF~~~~~).

EJERCICIOS B. p&.  301

i

0, t < to

ll. (b) x = ~,(t - t,,)
,t > lo’

m

Capítulo siete

EJERCICIOS A. p&. 321

= 4e-“, todo x.

= su“ 2, todo x.

= 2.x - 2 + (c + 2)~“. todo n.

(d) L’  = 1 + ; + ; + $ + . = cosh  s = +(@  + t>-I),  todo x.

(e) J = 2 + 3[(s  - 1) - +(.Y  - 1)’ + f(.x  - 1)3  - ,‘(s - 1)’  + .],  1.x  - 11  < 1,  de hecho
la solución para todo n es y = 2 + 3 In X.

Respuestas a los ejercich3s A-33



(f) ~’  = (‘, ,

F

21-Y  - 1)’(.x - l? + ee-  113 (x - ll4

2!
_ _  _ ~~  ~~.  +  ---5~~  _
3! 4! 1

+ (‘2

[

(-y  _ ,) 5(.x  - 1)’(x - 1)3 2(x  - 1)’

3!
+ -4i-- - .--. sì~ +

1
>

/x  - x11  < 1.

(8)  Y = Cl
(

, _ 2 ( XJx6 x3 x5 x’
z+“’ 1 i

+c2 2.4 .2 ye+-----+...3 3.5  3.5.7 1 ’

todo x.

(>Y - 2)3
__-- -

--Ti- + 1 *
1.~ - 21 < 2,  de hecho la

solución para todo x # 0 es y = c , x + Zc, /x.

x2 x4 IlP 311x8- -(iI  1’=1-5-~-  6! - ~ - ” ‘, 1x1 < 1
8!

(x - 1)3
___- -~

23
+.., 1 ,/.y  ~ 11 c: 2, dehecholaso-

lución para todo Y # - 1 es y = c, + 2c, /(x + 1).

2.  (a) Sí, todo X. (b) Sí;  Ix-21  <2. (c)  s í ;  1x1 <l.

(d) Sí,jx-; 1 <$. te)  Sí; 1x1 ~2. (f) s í ;  Ix-l\  <l.

4. J’  = (‘,
í

1 - ; + &tx6  - !jT+  + .)

(

2 2.5
+ c2 x - z x4 + 7 x7

2.5.8- ---. -y
lo!

lo+...  >
!

convergencia para todo x.

EJERCICIOS B, p&.  321

1. (a) J4  = 1 - 3x + !$  - y. (b) j‘4 = 2(::  - ;;  + $1.

(c) !‘* = 3e” - g - 2x - 3.

4. )’ = x2 + 1.

5.  )’ = c,(l  - 2x2) + c2

A  3 4 Respuestas a los ejercicios



EJERCICIOS C. p&.  322

2 3 5 Yh 7
1.  )’ = i - ; - $ + g + & + IsI(  + .“,  todo x.

EJERCICIOS A. Pb.  334

1. (a)  Ji  = c1 x-’

cl  cos  x + c2  senx
, todo x # 0.

x

2
(b)  J = c, 1+&+

(~.)+lz?a;;j.7.11)+..,)

+ (.2x”2 x4 x6
(2% + (2-46)(5  9 13)  + ’ todo  *’

>

(c) J‘ = CY-  1 + c2 (1 -x+;j.todox#O.

(d)  J’  = ~1C.y  - 5.~~1 + c2(1 - 6.~~  +  3.~~  +  2.~” +  $-Y”  + f.y10  + .. .), laúltimas;eriecon.
vergepara 1x1  Cl.

(e) J’ = C, U(U) + c,v(.Y),  donde

L/(x)  = Y - &! + & - j& +

V(x)  = U J$ = U(x) In /‘cI  + 1 - 2 + $x2 - ss4
ib” + 1728  + .> todo x # 0.

(f) J’ = C1 x-1  2
y3,2 X7l2

x5  2 .Y9’2-2!+-4T-“’ - 3! + .~~ -

= x-l  2(c1  cos  x + c2  sn u). todo x # 0.

= c,( 1 - x)  + c2 (1
1

. todo x # 0.

(h) 1’ = C,
í

x2

= c’, cos  x2  + c2  sen 2. todo x .

x3 2 y 2

(i) J’ = C, 2 + ~TT + 4? +

= d’y(c,,  cosh  .Y + c2~nh  x) = ,,“c(Ae”  + BK”).  todo x.
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(j) J = c,U(s)  + c~V(.Y),  donde

“(s) = 1 _ Y + 2 - .z-
(1!)2  (2!)2 (3!)2

v(x) = U  j 2. todo x # 0.

(k)  J‘ = c,U(x)  + c,!‘(x),  donde

x2 x4 x6
WY)  = 1 - jl + jq5 - 224262

v(‘c)  ,z u j- $. todo x f 0.

(1)  J’ = c,u(?c) + c,V(x), donde

U(u)  = x2
X2 X4

’ - (2)o  + (zi$

v(s) = u j- $1 todo x # 0.

r-‘(A  senpr + B cos  Pr) si

r-‘(A%nh  Br  + Bcosh /?r) si
A + Br-’ si

f “‘.

-

r=p>o
r= -p<o
a = 0.

EJERCICIOS B. pllg.  335

c, cos  .x  + C2  sen  x
= - + 2.

.Y

4. (Li)  )’  = c,.y-l + (.2(1  + x + x2 + x3 + ” .) = (.,x-  1 + c,(l  - x)-  1.

(b) y = clx-’ + c,(l  - x)-l  + $x5 - $x4  + (1 - x)-1(x4  - $X”  + $6).

EJERCICIOS C, pt&.  335

2. (a)y=AW)+B U(x)Inx+2x [l -&(1+:>

X2
dondeU  = 1 - + + __ -

x3

12.22 12.22.32  +‘.‘.
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(b) y = AxCX  + B 1 - YC.’ In x - x2 [I  -;(1  +;)

+G(l +;-+..j}.

(c) J = AV(.x)  + B V(Y)  In .Y  + ‘ím2  1 + $ + $5 - ~
i [

ll.@
224262  +

ll
’

dondeV(x)  = -i

\

3. (b)y=A l-$+$+-.-
> i

+B z-’

= A cos (1/x)  + Bsen(l/x).
-2 -3

4. (a) y=A ( l+x-‘+$+k+... 1
+B s-‘+++$+$+-

í

-3 -4

>
= (A + Bx- ‘)e”“.

-2 -3

(b) ~1  =  A x-l -~+f+..
> i

x -3  2

fB ,y12

‘c-s  2

~ _ . . .
2! + 4!

= x - 1”2[A  sen(x - 1’2)  +  B cos  (x-  ‘*‘)].

EJERCICIOS A. p&. 346

5. (a) y = c,J,(x)  + czY3(x). (b) y = c,J,,~(s)  + (.2J-2,z(.~)~

8. (a) y = c,J,(J3x)  + c,Y2(J3x).

(b)  Y = ~,.‘,,,(&lZ)  + cîJ-d2.42)

A cos ($x/2)  + B sen($x/2)=
v’;

EJERCICIOS S,  phg.  346

1. 5J,(2x)/J,(4).

5. (a) xJ,(x)  + c. (b) x3J3(x) + c. (c)  -.Y-4J,(s)  + c.

(d) -x’/~J-  1,2(x) + c o - \hjii cos x + <‘.

6. (x3 - 4U)J,(.Y)  + 2xZJ,(.Y)  + c.

7. (a) -J,(x) - aJg  + c.

10. (x5 - 16x3  + 64x)J,(‘c)  + (4.x4 - 32.x2)J,(z) + c.

EJERCICIOS A. p&.  361

2. !’ = 40 - 120x2.

4. (a) : In
1 + x

l l

1 + x
=,y  = c1 + c,In  -.

/ lI - X

Respuestas a los ejercicios A-37
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EJERCICIOS B, pág. 352

EJERCICIOS C. phg.  352

Capítulo ocho

EJERCICIOS A, pBg.  359

1. (a)  Finito. (b)  Infinito no contable. (c ) Finito.

(d) Infinito no contable. (e) Infinito contable.

2. (a) 3 , - 6. (b) 3, 0. -3. (c)  4, - 1 .

3. fa) 0 . (b) 116.  (c)  li:5.

4. (a) \ 30. (b)  J3.3. (c) 2,:2. (cl)  .:34.

5. la) c = 4. (b)  C’ = 14,‘51. (c) (‘= 0 0 -14/9.

6.  (a) fi zz (b)  46~)  =

(d)  &(-Y)  =
i

y5 ossi
4,5 3 5 s 5 4.

7. (21)  c’,  = -6, (‘2  = 6, <‘3  =  -6.

Ib)  4),(.x)  = 2 ~ .iz,  c,b2(s)  = ‘5(6.s2  - 6.x  + 1), a,<.y)  = ,r3(.y  - 1).

EJERCICIOS B, p&.  360

EJERCICIOS A. p@. 379
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+ (C(X  Y + i s e n  Y)J,  =  0 .

(211  - 1)L (211  ~ 1)
(b)  ;.,  = -.-4--~  : ?‘,,  = A,,  cos  -~-  zmm  .Y: <i>,j.\)  = COS  ----- - .Y  donde n = 1,  2,.

(c) i,  = f?;  J:,,  = A,, cm  ‘2:  </,,,(.u)  = cos y donde n = 1, 2,
3

EJERCICIOS B. pág. 379

1. (b) i,, = rhZ;  A,,  cos  IITCY  + B,,  senmy.  donde n = 0, 1, 2,.

(d) (i),,(r)  = (A,,cosr~nz  + B,,senrlx\-)  ,/,4:  + Bi.

2. (b)  i,, = (217  - l)2rrz;  A,,  COS  (2~ ~ I)TLY  donde n = 1, 2,

3. (b)  i, =
(217  - l)%? (217  ~ 1 )n.x (2t1 - 1)7L\-

4
; A,,cospmi-  + B,,sen

2
--,  II  = 1,  2.

5 (a)  jz,J”(tp,

J,(r,)
dondev,,k  = 1.2,... son las raíces de J,,(x) = 0.

(b)
viZ:;J,(r,.u)
----donde,- , .  k = 1.  2.  son las raíces de J;,(.x)  = 0 [o J,(.Y)  = 01

-Io

v’2.~,.,J,(  rg)
(C) ----~

,imJ,(r,)
donde I’~,  k = 1,  2, .son  las raíces de $J,,(.Y)  + .\-J;,(.Y)  = 0

6. (a) -y--donder,.  k = 1, 2, son las raíces de J>(Y)  = 0.
G 4J,(Yk)

(b) ---mlL-zdonder,,  k = 1.  2,.  son las raíces de Q5(.x)  + uJ,(z)  = 0.
,+/I?  - 221,‘9

7. (a) k2n2,  v’Z
senklrs
-ortogonal en 0 5 x 0 1 con respecto a la función peso x, k = 1,2,

VG ,~.

(b) r:. k = t , 7.3, donde rR  son las raíces de tan x = 2x,.  --A:%  F2’h.-l-m
Jyr-~’

ortogo-
l(sm.,),  \

nal  en 0 0 x 0 1 con respecto a la función peso X.

(c)  (2k  - 1j2n2___~. ‘;&2lr - 1 p

4 J1 x 2
ortogonal en 0 s x s 1 con respecto a la función peso x.

EJERCICIOS C. P@. 380

2 I\z~2  fisen(kx1n.y)
. < x2

, k = 1.2. 3, . ortogonal con respecto a la función peso xJ .

Respuestas a los ejercicios n - 3 9



EJERCICIOS A. Pb.  400

f(x)  es impar, puntos de discontinuidad son x = 0,  f T, t 2~,  en los cuales
la serie converge a 0.

(b) f(x) = 1.  f(x) es par y no hay puntos de discontinuidad.

(4 f(s)  = 1 + “g, ; (1 -
1177s

cos  nn)  s e n - -
3

f(n)  es impar,  puntos de discontinuidad son x = 0, f 3, -+ 6,, en 10s  cuales la
serie converge a 1.

(d) f(x) = ; + fn=l  {(‘=&ycos  Ill[‘i  - F,n,x}

f(x) no es ni par ni impar, puntos de discontinuidad son x = f 1, f 3,. en los
cuales la serie converge a 4.

(e) f(-y) = t + i g” J ,)cos~l.F!?  nn - ’

f(n)  es par y no hay puntos de discontinuidad.

(f) .m = “tl n, (1 - 1171X
cos nx)  sen  T

f(z) es impar, puntos de discontinuidad son n = 0, f 4, i 8,. en los cuales la
serie converge a 0.

f(x) es par y no hay puntos de discontinuidad.

0) fb->  = “zl $ (2 - cos - - cos - sen ns.2;z
4nn

3 )

f(x) es impar. Puntos de discontinuidad son n = 0, k 2~, f 47r en los cuales la
serie converge a 0; x = 2~/3f  2m~(m  = 0, 1, 2, .)  donde la serie converge a
f y n = - 4n/3f  2m r(m = 0, 1, 2,. ) donde la serie converge a - i .

2. (a) f(x) = “EI  E (1 - cos  nn)  Sen y

La serie converge a f(x) excepto en x = 0, * 3, -+ 6,. donde converge a 0.

(b)  f(x)  = ; + $, cos nx

La serie converge a f(x) excepto en x = k ~7/2,  f 3~/2,.  donde converge a + .

La serie converge a f(x) excepto en x = 5zk 20m (m = 0, 1, 2,. ) donde converge
a 5/2  y x = - 5t  20m (m = 0, 1, 2,. ) donde converge a - 5/2.

(d)  f(x) = 2.

Ce)  fbd = .$,  $$ (1  - COS fît[) seny
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La serie converge a f(x) para todo X.

La serie converge a f(r) excepto en x = k 2, ~t  6, f 10,. donde converge a 0.

EJERCICIOS B, p&. 401

2.  2L’
3. ,1(-u) = c, iT[(2  - n2x2)cos  n7c  - 21-y.

EJERCICIOS A. ph.  406

3. z2  = * f JArAs)  ,--~
k=  1 r:J,(r,)

‘O rfJf(r,)  +  (rk - l)Jf(r,)

5.1=2f r,JArd
k=l  (1 + r.t)J$rk)

J,(r,x).

EJERCICIOS A. P&J.  412

1. (a)  p”(s)  + $P2(s). (b) YP,(‘c)  + :P,(s)  + Y!P~(.Y)  + $P,(.Y).

(c) 2P,(x) + 3P,(.Y)  - :P,(.u)  + ++P&.Y)  - $P,(x)  + ._

(d)  $‘,(x)  + 3’,(s)  - &P&Y)  + $$P~(.Y)  - &p,(x)  + .  .

2. Y,(u)  + +P,(.ï)  + &-P#)  - &P&)  + ‘,

(b) s’,  (2s3  + 5s’ - x + 4)’  rlx = 7 s-l, [P”(s)]2 rl.\- + ;7  S’I  [P,(x)]2  dx

[P,(s)]’  rls  + 9 jy,  [P,(u)]2 dx

2 1 * 4k + 1
+ 1 -2k 1k=,  2 + [(k  + l)!]”

EJERCICIOS B, pAg.  413

1. (a) gf,(x)  + @f,(x). (b) aH,(x)  + $H,(x).

2. (a)  4L,(s)  - lOL,(s)  + 3L,(x). (b) lSL,(x)  - 4OL,(x)  + 19L,(x-)  - 2L,(s).

3. Ca)  JTx  e -qs2  + 1)2  dx  = 9 s’  CXZ[H”(X)]  rl‘i  + $ JT,  e-“~[H,(x)]2  tl.X.4 -r

Respuestas a los ejercicios A-41



1. (a)  4’ =

(4 J =

2. (a)  J‘  =

(b)  J‘  =

3. (b) J‘  =

2 . (a) 2

+ 9 jo’  e -‘[L,(x)]2 ll\-

EJERCICIOS A. p&l. 418

e  2 *
C,X-’ + (‘2-Y -2 f 2s. (b)  J‘  = +Y - $ + c.,e-“”  + c,2e-2x

s
-_yd.~.

;x csc2  ‘( - 2 cot 3,  + <‘,  csc2  s + c2  csc x cot x.

(senv)  In (csc .Y -. cot .Y)  + C, cos .Y + C2  sen.\-.

C, COS .X + c2 sen-v
-

X

EJERCICIOS B, phg.  418

6. Los polinomios de Laguerre. 7. Los polinomios de Hermite.

EJERCICIOS C. pb.419

Capítulo nueve

EJERCICIOS A, p&g  432,
1. 1,95 exacto. 2 . 0,81 exacto. 3 . 4,6  exacto.

4 . 2,00 exacto. 5 . 0,80 exacto. 6 . 1,33  exacto.

7. 1,96 exacto.

EJERCICIOS B, p&. 432

1. y(1)  = e = 2,7183 aprox. 2. 1,439 exacto.

3 . 0,819 exacto. 4 . 0,197 exacto. 5 . 0,670 exacto.

7 . 1,55.
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EJERCICIOS C. pb.  433

2. j,(O,8) = 1,3l.y’(0,8)=  0,95.

EJERCICIOS A. p&. 434

1. 1,946. 2. 0,811. 3. 4,h. 4. 2.80.

Capítulo diez

EJERCICIOS A. pbg.  451

1. (a) x = cos f,  j‘ = sent.

y = -ci  sent  - cz  cos  t + c3ef + cde-’ - 2.

(f) ‘i = 4e2’ - 2em”,  !’  = $1 + 2rm”‘.

(g)  x =  c,P  +  2c2F2’  +  ft +  5. j’ =  -2c,r”  +  c,e 2f - +t + ‘,.

(h) x = ;cl e -rJ8 +{sent-$cost,
y = c,e-‘,8 + sen I + cm t.

3. s = 12 cos  2t + 2rm2’ - 8rm’ + 4t.J’  = -12sea2t  + 6emZ’ - 36rC’ + 6

4. (a) Lineal. (b) No lineal. (c) Lineal. (d) No lineal.

6. .Y  = 1 + t - 2’  + ft3 - bt” + e- ’ ~ sent,
J = -6 - 3t - 4t2 - ktJ  + td  + e- ’ ~ i sen t - + COS t.

EJERCICIOS B, pdg.  452

2. (a) x2 - j,*  = l’],  j.*  - z2 = <‘*. (b)  s = c,~‘J~ + 1, tan-  ’ J = In ; + cL

3 1’ = ! (In .u)’  + ‘~  In s - Iy  + c’ 1. ,.z = -
4 2

-1n.x !
2 3

+ -l
2

4 z = (’ cL + (’ p + (’ &’
r1 2 3

J’ = c,t,’  + tuc,r”  + (T,*<~)Pf

z = (.,c’  + w2c2P + (1)‘~3p

donde 1, w y o2 son las tres raíces cúbicas de la unidad.

EJERCICIOS C, pdg.  452

1. P,(t) = !~~~~donde~  = 0. 1, 2, 3,
Il !
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EJERCICIOS A, p&. 455

1. (b) x = 802,  J’ = X0,:%  - 16t’.

(c) Rango = 400 VT=  693 pies, máx. altura = 300 pies, tiempo de vuelo = 8,66 seg.

(d) Posición después de 2 seg (160,213),  posición después de 4 seg (320, 298), velocidad
después de 2 seg es 109 pies/seg,  velocidad después de 4 seg es 80,7 pies/seg.

2. Máx. rango = 165 millas, altura = 41f  millas, tiempo de vuelo = 3 min  53 seg.

3. (a) 4 seg. (b) 200 pies.

EJERCICIOS 6,  plg.  455

1 . 283 pies/seg,  15,8 seg.

EJERCIClOS  A, p4  467

6. (a) 2a/(l  - E). (b) En el punto (r.  @)donde  I’  = 2trc/(l  - E), 4 = 7-1.

8 . (a) 7,7  km/seg.  (b) 2.600 km. (c)  6,3  km/seg.

EJERCICIOS B. p@.  466

4. 484 millones de millas.

5. (a) 36,0 millones de millas, 35,2 millones de millas.

(b) 28,4 millones de millas, 43,6 millones de millas.

6. 236.000 millas.

EJERCICIOS C, pág. 469

7. La fuerza es inversamente proporcional a r5 .

EJERCICIOS A, p&. 474

1. (a) .x,  = a cos uf,  x2 = a cos wf (b)  .x,  = LI cos vht,  s2  = -(I  cos \ 3wt.

EJERCICIOS A, p&. 479

1 . 1,  = 3 - 2eK5’ - eCzo’, Iz  = 4e-”  - eF20’  - 3: 1,  = 3, I2  = -3.

2. 1, = 24-51  + ed201  t 3 sen 10t  - 3 COS  Iot,  1, = 3 cos 10t  - 4e-5f e -201:+
II = 3sen 10t - 3 cos 101,  I2 = 3 cos 10t.

3. Carga en el condensador = 2 - e-‘, corriente a través del condensador = e-t,  corriente
a través del inductor = 20 - 20em41,  corriente a través de la batería = 20 - 20e - 4(-se S* .

4. Carga en el condensador = sen 2t - 2 COS  2t + 3e - * , corriente a través del condensador
= 2 cos 2t + 4 sen 2t - 3e-L,  corriente a través del inductor = 40 sen 2t - 20 cos 2t +
20~4’,  corriente a través de la batería = 44 sen 2t - 18 cos 2t + 20e - 4t  - 3e - L .
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5 1 = mot~~-so’.  I,  = 5emS”’  + 250tc~-‘“’  - 5 C”S  50t.* I
1,  = 5 cos 50t - Sc-‘“’  + 250t1>-  50’.
Q3  = 0.1 sen 50t  - 5te-.‘“‘.

EJERCICIOS A, plig.  487
-j (a) ,Y,  = # + 2qo.ssr1: , s2  = f+(  I - c,~“~~“)  miligramos,

(b)  $ miligramos4 miligramos.

EJERCICIOS A, pie.  497

1. la) 500 depredadores, 4.000 presas (b) 100~ o 314 días.

(I  - 4.000)’ (.l‘ - 5OO)Z(c,  ..-  ..-~~~  + ~-.-~__  = 1,
16~’ c2

EJERCICIOS A, pdg.  500

1. (a) X = Zcost -sent,  Y = -2sent - cost.

(b)  X = em3’(2sen4t  - cos4t),  Y = 2em3’  cos4t.

(c) X = -3te-‘,‘Y  = $e’ + $e-’  + $te-‘.

(d)X=3e’-9t2+6t+2,Y=  -eI-6t.

2. (a) X = lO(1 - e-‘),  Y = 5e-‘.

(b) X = 2 sent - 3 cos t + eC’  + 2, Y = -2 sent  + 3 cos t + e-’  - 2.

3. .Y  = 2 + + sent,  Y = ) sent.

EJERCICIOS S, p(L9.  500

2. x = -2, Y = - 1, z = 3.

5. x = sent  - +cos  t + eC2’  + ae’ - ie-‘,  _ r = 4 cos t - sen t + &e’  - ae-‘.

EJERCICIOS A p&. 508

.y  = je-” - 3eZ’
)’  = 3@ + e-411. (a)

x = c,e2’  + 5c2em4’
y = -(,e2’  + L.2e-J’

(‘4
x = c,ee2’  + c2tem2’

J‘ = c,em21  -!- c2tem2’ - c2e-2t 1
(4

x = (2.4 - B) COS  t + (.4  + 28) sent

y = Acos  t + Bse.nt

(4
x = -8c,e7”2  + c2e-21

J’ = 3c,e”  2 f c2e-2’ 1
(e) x = (1 - t 7)c,e(\7-2’r  + (1 + ti7)c2~-(L7+21rl-

.l’  = 3c,e(.  7-m + 3c2e-(xT+2)r
1.

(0
x = c, + 2c,t

1

x = 10t  - 1
)‘=  -c,  +c,- 2c,t ’ y = 2t -+ 6

1

(P)
x = e-‘[(2A  - B) cos t + (A + 28) sen t]

y = e-‘(A  cos t + B sent)
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(h)
.Y  = e”[(A  - 2B) cos Zr + (2A + B) scn2r] .y = eZ’(2 ~0s  2r - sn2t)
j’ = 5e2’(rl  cos 2t + B sen?t) 1,’ j‘ = - Psen  2t

ti)
.Y  = c,eS3’ + c2te-31

1

Y = 20te-  3r
J’ = (CI  - )rz)P-3f + (.2te-3’ ; J’  = 2ote-3’ ~ loe-3 1

Cd .x  = (14B  - 27A) cos 4t - (14A + 27B)=n  4t

J = 25A cos 4t + 25B sen4t 1.

2. (a)
x = c,e3’  + 2c2ee2’  •t e-’
!‘  z -2<.,$’  + (p-2’  + 41

(b)
.y  = 2(,,p-’  - ,,2e2’ + 2e2’

1:

.y  = 4e-l  + 3e2’

!‘  = c,  cI-1  + (.# J‘ = 2e-’  ~ p 1
fc)

x = cle-”  + c2teA2’  + 4t

j’ = (.,eezl  + (2tc,m21 - c’,e -2c+tb3};:1:‘A3).  .

(4
Y = Acost  + Bmt  - e-“’

I’  = (ZA  - B)cos  t + (A + 2B)sent 1

te)
.Y  = C’(A  cos t + B senr)  + 8 sent  + 14 cos  f - 3

1’  = r -‘[(B - A)  cos t - (A + B) sent]  - 14sen t : 12 COS t +  61

(f)
.x  = cle’ + c2t’m’  ~ XteC’  - Xt

J‘ = c.,e’ + 3<,,rm’  - 24te--’  + 24e.’  - 16t  + 8 1
.x = l’, + 2c,e  -I - 2t=e-’

(g)  j’ z (‘, + 3<.+-’ + 3tel’  - 3t2em’ 1

(h)
x = em’[(2A  - B) cos t + (A + 2B) sent]  + 35 sen2t  - 10 COS 2t

\‘  = e -‘(Acost  + Bsent)  - 9sen2t  - Xcos2t 1.

EJERCICIOS C. Pb.  509

1. x = c,e’  + 2c2e2’  + c3e3’  + 2em’,
J‘ = 2c,2e2’  + 2c3r3’  - 4e-‘,
z = 2c,d  + c2e2’  - 2c3e3’  + 16e -’

(d)  10.
>-

2. <I  = 2. h = - 1,

Capítulo once

EJERCICIOS A. pOg.  518

-22 -8 7

(b) (c)  2.
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9 .  fa)  - 1 0 . (b) 41

10. (a) Tiene solamente solución trivial x = 0, .y  = 0, z = 0.

(b) Tiene soluciones no triviales, esto es,

EJERCICIOS B. p@.  619

5. x = x, (u y)  + -y2(:  -i) donde XI, x2 pueden tomar cualquier valor.

EJERCICIOS C, pbg.  520

(b)  AmI +j;; ‘;;; <g,

EJERCICIOS A, p6g.  537

(b)  .x = 5~~‘f.A  cos 4 + B sen4rj.J’  = 2+‘[(2~  - A)COSQ  - (ZA + ~)sen4r]

(C)  x =  3C, + C2em’.  y =  2c,  +  cZeer.

Respuestas a los ejercicios A-47



2. (a)
x = Acost  + BSent + t2 - 1 s=3cosr-sent+t2-1

J= -ASent  + BCOS?  + t y = -3 sent  - COS  t + t

(b)
x = -2c,e-’  - 2c2teF1  f c.,e-’

1’ = c,e-’  + c.,te-’  + 2e’ 1,

(4
.ï = cle’ + c2e-’  - )te-’  + t

1j’ = c,e’  + 3c2em’  - $te-’  + je-r  + 2t - 1

(d
.Y  = cle-”  + c2e2’  + lósen  t - 12 cos t - 6t - 1

-”  -t 4c2e21 - 8cost-56sent-  12t-8 ’?’ = -c’,e

x = 5ee3’ + lósen  t - 12 cos t - 6t - 1
4’ = -5e-3’ - 8 cos t - 56sen  t - 12t - 8 1

,-, x = 2A cos 3t + 2B scn3t + 3teC3’  + e-”  - 3t + 2
\‘;l

JI  = (B - A) COS  3t - (A c B) sn 3t - 3tee3’ - *e-J’  + 3t - 3

(f) x = 3c,  + c2e-’ - t2e-‘,  y = 2c,  + c2e-’  + te-’ - í’eC*.

EJERCICIOS B, &. 538

s = 5c,e4’  + 2c2em3’  - 3e-’  + 4e’

1. 4’ = -22c,e4’  + c2eC3’  + cSe-’ - 8e’ + 21teC’

2 = -4c,e4’  + 4c2eC3t  + 2c3e-’  - 9eC’ - 8e’ + 42teC’  1.

EJERCICIOS A. plg.  545

1 . (a) -20. (b) -2. 2. (a) 7. (b) 3,/2.

3. (a) Vector columna con componentes 0, - 2/7,  3/7, 61’7.

( b )  V e c t o r  c o l u m n a  c o n  c o m p o n e n t e s  fl/6,  2fl/3, - vT/2,  - 2v?$‘3,  0 .

4. (a) - 2.

(b) Vectores columnas con componentes -?  2 0, -II  y
vamente.

vJj’ja’  >.-.
-1 -1

i,, ss,  y6,  0.2 respecti-

EJERCICIOS B. pdg.  546

donde x1 y 3c2  pueden tomar cualquier valor.

5. (pJ.‘I~~),  (_;%i).

7. (a) Linealmente dependiente. (b)Linealmente independiente.

(c)  Linealmente dependiente
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EJERCICIOS C. pdg.  547

Capitulo doce

EJERCICIOS A, p@.  557

1. (a) L’ = ssenJ. (b)  L’ = x2(1 - cos y) - 2x2y/rr.

(c) v=fx3+3seny. (d)  L; = x2),’  + )‘e”  + fy’  - y + 2.

(e)  2 = 4e3”(y3  - 2~~)  - fo’  + x + 3eC”.

- i
2.  (a) x $ - 2C’  + 3Sy  = 0.

\
(b) ; = xz.

C2Z 22 ^ pc’ 1
(4 __

?x CL’
+-m-2-7=o.

i r i,, (4 ‘W(ln  J)  îlxi!~. - 2x;-  )ilny)g+  ZJ  = 0.

(e) 2 E + $ = 0.
cz iz

(f) x==4’7.
’ _’ CX CJ

c.x ?x
(g)  !‘z  -t 2 F = 0. (h) -‘; + s ; = 0.

(j) 2 2 + !z  = 3:.
i.L iJ

EJERCICIOS 6,  pbg.  558

c2z (22  _
i2 .  2x2  - -  - 5X?‘^

?X2 cx  C)
+ 2y2 $ + 2.x Fx  + 2J - = 0.

CJ

5. II  = 3.

7. cl  = 2os2  cos (,‘/X).

EJERCICIOS C. p&.  559

1. (b) r = (2.x ~ 1) cos - + 2(1 - x)emï’x.
x

3. (a) 6 E + 3 $,  = -4. (b)  y2 -; - xy $,  = x2.

(c) (tan XI)  2 - (cot y) g + 3 = 0.
l5-c

(d) Y; + (x - J)  ;,  = J’.

Respueslas  a los ejercicios A-4 9



1. c = ,zl+2Y,

3. ,lJ = 2e2”-Y  + 3e3”-2’.

5. U = 5em*‘6”“sen2m.

EJERCICIOS JA(  p&. 566

2.  c = 4e-3-2~,

4. y = 4e-“+’  _ ‘,-5-Y+  21.

6. U = 2e-S.5’sen3.y  ~ 5eé”  sen4.u

7. Y = 10sen2‘cos~.

5nx
8. Y = 3 sen 271x  cos 4711 - 4 sen2 cos Sm.

9. Y = 6 senx  sfzn(t/3)  - 4,5 sen2x  ~(2r/3).

10. u = 5(&-479”  =*zxx - e(1-16n”)rgn4nx,

EJERCICIOS 6.  p&. 566

3. (a) Cl = F(y + x) + G(J  + 2x). (b) II = F(s  + iy)  + G(.Y  - iy).

( c )  Y  =  F(x  - uf)  + G(x  + at). (d) U = F(y - 4.x)  + G(J,).

5. (a) U = F(J  + 2x) + sG(y  + 2x). (b)  Y = F(2x + 3r) + sG(2x  + 3r).

6,  Z = F(y  - s) + G(J.  - 3.x)  + &e2x+3r.

7. U = F(x - y) + xG(x - J)  - isen  (.x  - 4~)  + &x".

8. U = F(x + J,)  + G( J ~ 2.x) - $xe,  3x + & cos (.Y  - 2~).

EJERCICIOS C. P&J.  568

1. (b) F(.y  ~- J‘ - z. x2 - 2-q) = 0. 2. (d) U = XC,-~‘+’  sen 2x.x.

EJERCICIOS A. phg.  578

Capítulo trece
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EJERCICIOS B, p&. 596

EJERCICIOS A. p&.  604

71at  1 37lx 3nat 1 hx 57l0t
L
-- + psenLcosLp  + pmsent~os-L  + .”

33 53

2. Y(x,  t) = 6jíl  sen 7 cos 8m - $ sen T cos 24m + $sen T cos  407~  -
i ì

7tx
3. (a) Y(u,  t) = 0,25sen  4m  cos  167~.

\

(b) Y(s,  t) = 0,l senm  cos 64nt ~  0,02  sen3nx  cos  192 TU.

EJERCICIOS B, p&j. 605

,,n[E r1xh J17C.X Ir?lllt
sen - sen L-senm-senL

L L

EJERCICIOS A, p8g.  613

1  - 2 cos  (r17d2)  + cos  WIcos ??Q + ~~~~.~~~  ---__ senrw$
II 1

Respuestas a los ejercicios A-51 ,,



EJERCICIOS B, pbg.  614

EJERCICIOS C, phg.  616

EJERCICIOS A. phg.  628

2. U(x.  t) = 30 + x + i
i

60 + 40~0s nn
- e - 0,15(nn’50)21  xn  n”x,

PT=1 rlll 50

donde& = ;i  [Uo  - u1 + (U, - U,) cos  m].

4 U(x [) =  c’ + -2 - ul =. 1 1
L

x + 1 b,e-K”41*’  L’%.  F

PI=,

donde& = A [L’, - U,  + U, COS  m].
nTI

5. Y(x,  t) = jj sen?  a,sen  "L' + b, cos  y
n=, i >

4stL3
dondea, = g& (1 - cos  WC),  b,  = 113713 (1 - cos Pm)

v,,  = velocidad, CY = una constante.

6. U  = +.x(1  -- x) + $ 1 -
2(1 - cos  nTI)

r13n3 1 emnzn2'  sen nnx.
n= 1

EJERCICIOS B. pág. 628

2. y = Ku + ?!?k -f ’ (2n - 1)nx (2n - 1)natopn cos
rl >1=1  2fI  - 1 L L

1 sen(212  - 1)s cos  (2n - 1)t.

(h’127T2(I;, - u,)  +  21) COS  WTl  +  2K?lz7C2(Cí,  - u,)  - 2% ~h-n2111 Li mx

KLn3n3 le sen-.
L
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donde p es la constante de proporcionalidad

EJERCICIOS C, pág. 630

’ (1 - cos 1mr)(  1 cos  rmj

8. c’(\r.  r,  = 1 i,,,e -“2 cos i,,.\-  dondei,, donde X, son las raíces positivas de
n=1

Capítulo catorce

E J E R C I C I O S  A .  p á g .  642

1.  la) C(t,. t)  = 50em”‘irJ,(j.,,.). (b) C’(r.  f)  = IOe~““~J,,(i,r)

I r-““:‘J,(;  2)
2.  c(r. Tl  = !OO 1 ---~zJ,(i,,~)dondeJ,(L,)  = 0.

II= 1 4J  ,k>l
/ r ./.;,r

3.  (a)  ú’(r.  f)  = 800 1 î.- J,(i,,r) donded,(i,)  = 0.
,,=,  &1(/.,1

Respuestas a los ejercicios A- 53



9. U(r, 2)  = 100 1 -7- J,(i,r)  dondeJ,(i,)  = 0
n=  1 4Jd41

,
10. (a)  U(r,  t) = 2 une

-k,12*J  (. r)dondea0 4
2UOJlL)

n=  1 n - (j.,’  + h2)!J,(i,)12

(b) Lo mismo que en (a) excepto que a,  =
4Uo[2J,(i,)  - i,J,(i,)]

i,(i,Z  + h2)[Jo(j.n)]2

ll. L:(r,  f)  = i a,e-““2’ J,(i,r)donde&&,(i.,)  + 25,(>.,)  =  0  y  a, =
lOOi,J,(i.,,  2)

ll=1 (j.: + 4)[Jp(i,)]2’

EJERCICIOS B, phg.  643

1 (P.f  - 16i.i  + 64) _ .2
1. U(r.  t) = 100 - 200a 1 e “““‘J,(j.,r)dondeJ,(j.,)  = 0 y a es una cons-

“=l i,‘J1(*,)

tante de proporcionalidad.

3. (a) Z(r,  t) = c a,J,(i,r)  cos î.,atdondeJ&,)  = 0 y a,  = s
1

rf(r)J,(i,r)dr.
ll=1

(b) Lo mismo que en (a) donde % = ~‘$l  l(i.“)’

1 senh i,,zJ,(i~,,r)
6. U(r, z)  = 1 - 2 1 dondeJ,(&)  = 0.

/ n=  1 i,senh i,Jl(i,)

7.  ~(r,  Z)  = f a,senh  in7JO(/.“r)dondeJ,(î.,)  = 0 y
n=  1

EJERCICIOS C. Pb.  644

2. U(r,  c$,  I)  = 2U,sen$  f
e-Kim*Jl(imr)

llI= i,J,(i.,)

donde x m es la m-ésima raíz positiva de J, (x) = 0.

-c e-K*mfJ2(l.mr)
3. U(r, 4,  t) = 200 COS  24  C

TII= &J&,)

donde hm es la m-ésima raíz positiva de J2 (x) = 0.

2- e-An’.l,(A,r)
4. Cr(r,  t) = 4 (1  - r2)  - 2~  z,  m)-donde  Jo(&) = 0.

n 1 .n

EJERCICIOS A. PM. 651

1. (a) V,. (b)  CV&. (c) q = CV,.

2. (a) $V,rP,(x)  + Vo n-g  _,  (-  l)‘“-“‘*  : : :: : : iz y fi  r”Pdx)
< ,

3 Vo( b )  -PI(x)  + Vo c (-l)‘n-1,i2;:;:::;;;  f;$
2r2 n=3,5,.
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4. c;,r. 0, = 7~rs1,cos 0, - R?P,(cos 0,.

5. (iI)  C’(r,  0, = ~c;,,“P,(cos 0) - +os 0).
4 V”(bl  c’(,.:  0) = p P,,cos n, ~ -;‘I  P(,(COS  0).I

1
6. ta) Li

i
; + +cos  0) + g P2(COS  0) - ;;  PJCOS  n, + ”

_- 1
(b)  c;,

P,,cos  0)
$+-

SP  >,cos  Il) .?P,,cos  fl,
2,’

+ -‘T61,5---.  _ ---- -. +
32r’ 1

7. 30[1 + yP,(cos  0)  - -&f~4P,(cos  0,  + .],

EJERCICIOS B. pz&~.  652

2.1jd)+(20,.-/OjP,icr><il).

EJERCICIOS A, pág. 666

’ (8 - iz)Jo(j.,k’  I - .Y,jL)
2. (a) Y(.Y,  t) = 16/K’  1 --;----- ..-.  -. (-0s --

n: 1 /.:J,(i,)

(b)  La suma de los resultados en (a) y Ejercicio 1.

n= I

4,L,:Y  I
dondeh, = :-

î4[Jl(i.l]2  O
trCI([f)Jo(i,,fl)tlu

G(u) = y(L[I  - u’])  y  J,,(i,)  = 0.

(b) La suma del resultado en (a) y la ecuación (19) página 658 con coeficientes (22)

4. Y,x,  1)  = 4C”

EJERCICIOS 6. Pág. 666

I

2. Y(x,  f)  = 1 a,,J,(i,,,  1 - Y. L)  cm ~
>r= , ! 1

,y&

dondeu,  = ;n[J,(;.,)]281, [iJo  ($j.,z)  ~ ?;ZJ,  (Gin) + *.l,(~.,~)j

EJERCICIOS C,  P&J.  667

I
4. (c) Y(.Y.  r,  = L n,P,,(z/L)  cos

211 + 1
dondeq,  = __

,I- 0 ?L s
,” j(.Y)P,,(  Y LldY.

Respuestas a los ejercicios A-55



ALGUNAS INTEGRALES UTILES
(La constante de integración se omite en cada integral)

p+1

1 . u”du  = -
n+ 1’

n#-1

3.
I

senudu=-C~SU

5.
I

tanudu=In IsecuI

7. secudu=ln Isecu+tanuI

sen2u
9. u du = u - -

2 4

l l . tan2 udu=tanu-u

13.
I

sec u du = tan u

15. eaudu=erm,afO
a

senbu du =
em’(asenbu  - b cos bu)

a2 t b2

= In Iu + 4-1  =senh-’  E
a

l n u  s i  u>O
2. $=ln lul=

In s i  u<O

4.
I

cos u du =sen u

6 .
J

cot u du = In  Isenu (

8.
I

cscudu=ln Icscu- cotul

10.
I

sen2u
cos  u du = u + -

2 4

12.
I

cot2udu=-cotu-u

14.
s

csc’udu=-cotu

16.
4

In u du = u In u - u

18.
I

emr cos bu du =  eau(a  cos bu + bsenbu)
a2 + b2

20.
s

23.
(l/a)  tanh-’  (u/a)  s i  IuI  < Ial

(l/a)  coth-’  (ula)  si IU I > Iu I

nI2 nl2
24. sen2n u du = cos2” u du =

1 .3 * 5 * . . (2n - 1) 7T
-,n=1,2,‘...

2.4.6.-+(2n)  2

nI2 =/2
25. sen 2n+1 u du = COsZn+l

2~4.6.-*(2n)
udu=-----

1 * 3 -5  . . * (2n + 1)
,n=~l,2,...
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TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

1
3. t" n=l,2,3,... G s>o

S

4. t" n > - 1 rcn,+  1)s > 0
p+1

5 .  euf
1
- s > a
s - a

6. senwt
w
~ s > o
s2 +w2

I F(t)

15. Y’(t)

16. Y”(t)

17. Y(“)(t)  n=l,2,3  ,...

1 8 .  e”F(t)

1 9 .  t”F(t)  n=1,2,3,..

I tt
20. F(u) G(t  - u) duF(u) G(t  - u) du

0 tt
21. F(u) duF(u) du

22. F(t - a)H(t  - a) =
t

F ( t - a ) ,  t>a

0, t<a

2 3 .  h(t-a) emar

T-  2

F(t)

8. senh wt

f(s)

w
___ s>lwl
s2 - w2

9 .  cosh w t
S

___  s>lwl
s2 - w2

10. earsenwt
W

(s-a)2  +w2  s>a

l l .  eat  c o s w t
s ‘-  a

(s- a)2  +w2  s>a

12. te”’

1 3 .  t s e n w t

1

(s - a)2
s>a

20s

(s2  + w2)2
s > o

14. t cos wt
s2-w2 s>.

(s2 + w2)2

I
f(s)

sy - Y(0) donde y = L{Y(t)}

s2y - sY(0)  - Y’(0)

py - p-1 Y(O)  - . . . - y(“-‘)(o)

fb - a)

(-  l)“f(“)(s)

fb)ds)

f(s)
S

eTarf(s)
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141

151

161
171

181

191

1101

1111
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1141
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MATEMATICOS QUE HICIERON APORTES
IMPORTANTES AL DESARROLLO DE LA TEORIA  DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES
(Números en corchetes se refieren a las páginas en este libro)

ABEL, Niels  Henrik (Noruego, 1802-1829). Ecuaciones integrales (303 1 ; funciones
elípticas { 259) ; álgebra (probó que las ecuaciones polinómicas de quinto  grado
no tienen soluciones exactas); identidad de Abel (186).

BERNOULLI, Daniel* (Suizo, 1700-1792). Dinámica de fluidos (principio de Bernou-
lli); probabilidad, mecánica incluyendo el problema de la cuerda vibrante {655}.

BERNOULLI, James (Jakob o Jacques)* (Suizo, 1654.1705). Mecánica; geometría, as-
tronomía, probabilidad; cálculo de variaciones y problema de la baquistócrona
{ 130).  La ecuación de Bernoulli { 55)  fue propuesta por él en 1695 pero resuel-
ta independientemente por Leibniz y su hermano John; cadena colgante (catena-
ria) { 1141

BERNOULLI, John (Johann o Jean)* (Suizo, 1667-1748). Geometría, resolvió proble-
mas de trayectorias ortogonales { 891  en 1698, mecánica, problema tautócrono
{ 2941;  propuso y resolvió el problema de la baquistócrona ( 1311 (t,ambién  re-
suelto por su hermano James); introdujo la idea del factor integrante { 42).

BESSEL, Friedrich Wilhelm (Alemán, 1784.1846). Astronomía, calculó la órbita del co-
meta Halley  1 464) ; introdujo las funciones de Bessel { 342) en 1817 estudió el
trabajo de Kepler.

CAUCHY, Augustin Louis (Francés, 1789-1857). Probabilidad, cálculo de variaciones
{ 130) ; óptica; astronomía; mecánica; elasticidad; análisis matemático; creó la
teoría de variable compleja (1820s) y aplicó su teoría a las ecuaciones diferencia-
les 1 481

CHEBYSHEV, Pafnuti Liwowich (R.uso,  1821-1894). Teoría de números (números pri-
mos); probabilidad; funciones ortogonales, polinomios de Chebyshev { 380).

CLAIRAUT, Alexis Claude (Francés, 1713-1765). Geometría; la ecuación de Clairaut
y soluciones singulares (1734) 160-63)  ; astronomía, el problema de los 3 cuerpos
j 463) ; calculó con precisión (1759) el perihelio del cometa Halley  { 4641.

D’ALEMBERT, Jean le Rond (Francés, 1717-1783). Mecánica incluyendo el problema
de la cuerda vibrante (1747) ( 6051  ; dinámica de fluidos; ecuaciones diferencia-
les parciales.

DIRICHLET, Peter Gustave  Lejeune (Francés, 1805-1859). Teoría de números; mecá-
nica de fluidos; análisis matemático; estableció condiciones para la convergencia
de las series de Fourier ( 3901.

EULER, Leonhard (Suizo, 1707-1783). El más prolífico de los matemáticos del siglo
XVIII a pesar de sus impedimentos fisicos  (perdió un ojo en 1735 y quedó total-
mente ciego en 1768); mecánica; análisis matemático; teoría de números; geome-
tría, dinámica de fluidos; astronomía; óptica; desarrolló (1739) la teoría de las ecua-
ciones diferenciales lineales { 167); identidades de Euler { 1781;  inventó la
función gamma { 266 1 .

FOURIER, Jean Baptiste Joseph (Francés, 1768-1830). Descubrió las series de Fourier
en las investigaciones sobre flujo de calor { 582) en 1822; acompañó a Napoleón
en la campaña de Egipto (1798).

FROBENRJS,  Ferdinand George (Alemán, 1849-1917). Método de series para resolver
ecuaciones diferenciales { 322) ; álgebra; teoría de grupos.

*Estos fueron los más famosos de los ocho matemático.5 en In familia Bernoulli. James y John
fueron hermanos x Daniel  fue  el  hijo  de  John.
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GAUSS, Karl Friedrich (Alemán, 1777-1855). Uno de los grandes matemáticos del si-
glo XIX. Teoría de números; astronomía; electricidad y magnetismo; óptica; geo-
metría; ecuación hipergeométrica { 3521

GREEN, George (Inglés, 1793-1841). Física matemática; elasticidad; óptica; electrici-
dad y magnetismo; originó el término potencial 15’771 ; función de Green \ 222).

HEAVISIDE, Oliver  (Inglés, 1850-1925). Electricidad y magnetismo; sugirió la presen-
cia de la capa atmosférica ahora llamada ionosfera; métodos operacionales no rigu-
rosos para resolver ecuaciones diferenciales { 207, 261).

HERMITE, Charles (Francés, 1822.1901). Teoría de números, probó (1873) e transcen-
dental; funciones elípticas { 259) ; álgebra; polinomios de Hermite { 351).

HILBERT, David (Alemán, 1862-1943). Algebra; geometría; ecuaciones integrales
(2941; cálculo de variaciones; lógica; espacio de Hilbert (359) ; propuso mu-
chos problemas, algunos todavía sin solución.

HUYGENS, Christian (Holandés, 1629-1695). Física matemática (vibraciones; óptica,
teoría matemática de ondas); reloj de péndulo basado en la cicloide { 297) lo in-
ventó en 1673; astronomía.

KEPLER, Johannes (Alemán, 1571-1620). Astronomía, geometría, especialmente en-
contrando áreas que ayudaron en la formulación de sus 3 leyes de movimiento pla-
netario { 460).

LAGRANGE, Joseph Louis (Francés, 1736-1813). Uno de los grandes matemáticos del
siglo XVIII. Mecánica analítica, incluyendo el problema de los 3 cuerpos (4631 ;
acústica; cálculo de variaciones; teoría de números; método de variación de pará-
metros (1774) { 2021  ; ecuación adjunta (1762) { 4158)  ; álgebra (teoría de grupos);
ecuaciones diferenciales parciales.

LAGUERRE, Edmond (Francés, 1834-1886). Análisis matemático; variable compleja,
funciones analíticas (3121;  polinomios de Laguerre { 351{

LAPLACE,  Pierre Simon (Francés, 1749.1827). Mecánica; astronomía; ecuaciones di-
ferenciales parciales; ecuación de Laplace  (5771 descubierta alrededor de 1787; /
probabilidad.

LEGENDRE, Adríen Marie (Francés, 1752-1833). Teoría de números; funciones elíp-
ticas ( 259 1 ; astronomía; geometría; funciones de Legendre { 3491.

LEIBNIZ, Gottfried Wilhelm (Alemán, 1646-1716). Codescubridor con Newton del
cálculo. Análisis matemático; lógica; filosofía; regla de Leibniz { 265) ; primero en
resolver (1691) ecuaciones diferenciales de primer orden, separables { 351, homo-
géneas { 38) y lineales { 531.

LIOUVILLE, Joseph (Francés, 1809-1882). Teorías de números (números trascenden-
tales); variable compleja; problemas de Sturm-Liouville \ 361) ; ecuaciones inte-
grales.

NEWTON, Isaac (Inglés, 1642-1727). Codescubridor con Leibniz del cálculo. Mecá-
nica, 3 leyes del movimiento 171) y ley de la gravitación universal 1 116) ; flujo
de calor ( 1071;  óptica; análisis matemático; métodos de series para resolver
ecuaciones diferenciales (1671) { 3041.

PARSEVAL, Marc  Antoine (Francés, 1755-1836). Análisis matemático; identidad de
Parseval en conexión con la teoría de las series de Fourier 1 382, 399).

PICARD, Carles Emile (Francés, 1856-1941). Geometría algebraica; topología; variable
compleja; método de Picard  (319) y teoremas de existencia-unicidad para ecua-
ciones diferenciales.-

POINCARE, Henri Jules (Francés, 1854-1912). Ecuaciones diferenciales no lineales
y estabilidad { 490, 4981  ; topología;- mecánica celestial incluyendo el problema de
los 3 cuerpos { 4631  ; geometría no Euclidiana; filosofía.
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POISSON, Simeón Denis (Francés, 1781.1840). Física matemática; electricidad y mag-
netismo; ecuación de Poisson { 578) ; fórmula de Poisson 1612) ; probabilidad;
cálculo de variaciones; astronomía.

RICATI,  Jacopo  Franceso  (Italiano, 1676-1754). Análisis matemático; ecuación de
Riccati (68)  resuelta en 1723 por Daniel Bernoulli y otros miembros más jóvenes
de su familia.

RIEMANN, Georg Friedrich Bernhard (Alemán, 1826-1866). Uno de los más grandes
matemáticos del siglo XIX (estudiante de Gauss, Jacobi  y Dirichlet); variable
compleja ( 481; geometría no Euclidiana; funciones elípticas { 259) ; ecuacio-
nes diferenciales parciales.

RODRIGUEZ, Olinde  (Francés, 1794-1851). Análisis matemático; fórmula de Rodríguez
13501

SCHWARZ, Hermann Amandus (Alemán, 1843-1921). Cálculo de variaciones; teoremas
de existencia para ecuaciones diferenciales parciales; desigualdad de Schwarz
{ 360).

STURM, Jacques  Charles Francois  (Suizo, 1803-1855). Algebra (número de raíces
reales de ecuaciones algebraicas); geométría; mecánica de fluidos; acústica; pro-
blemas de Sturm-Liouville { 361}.

TAYLOR, Brook (Inglés, 1685-1731). Análisis matemático; método de series de Taylor
1317) ; soluciones singulares (1715); vibraciones de resortes { 569) ; movimiento
de proyectiles { 4461;  óptica.

WRONSKI, Hcené  (Polaco, 1778-1853).  Determinantes; Wronskiano 1 452/ ; filosofia.
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Abel, 295
identidad de, 186
ecuación integral de, 303

Absorción de la luz, 110, 111
Acción de masa, ley de, 97, 99,

100
Aceleración, 7

angular, 237, 300
debido a la gravedad, 72

Acústica, 129
Adjunta, 415, 416

a si mismo, 414, 416
Aerodinámica, 10, 578
Afelio, 463
Agrupación de términos,

solución mediante, 46, 44
Amperios, 83
Amplitud, 227, 229

para movimiento oscilatorio
amortiguado, 233, 234

Amplitud de onda
modulada, 242

Análisis de errores
para el  método de pendiente

constante, 428, 429
para el  método de pendiente

promedio, 429, 430
Angula  de fase, 228
Angula,  de incidencia  y

reflexión, 127
de fase, 228

Apogeo, 467
Astronomía, aplicaciones a,

116.120,  457-465
Atenuación, 665
Atomos  de uranio, 662

Batería o generador, 52
Bernoulli, ecuación

diferencial de, 55, 156
Bernoulli, John, 131
Bessel, ecuación

diferencial de, 338-348
desigualdad de. 402
series de, 403-408,  637
Biología, aplicaciones a,

148-159, 293, 294, 481-488,
576, 593

Brahe, Tycho,  460
BTU, 103

Cable colgante, 111-116
Cable o cadena colgante,

111-116
Cadena vibrante, 655-659

rotante, 667, 668
Caída de potencial, 83
Caída de voltaje, 83
Cálculo de variaciones, 130

131
Calor específico, 101,574
Calorías, 103
Cámaras de nube, 464
Campos de dirección, 28.32,

90
Campo electromagnético,

movimiento de electrones
en, 456, 457

Cañón Big Bertha, 119
Capacitancia, 83
Carbono, fecha de, 111
Cardiografia,  problemas en,

253
Carga concentrada,  en una

viga, 137
Carga eléctrica, 83
Carga uniformemente

distribuida, 138
Carga variable sobre una

viga, 138
Cargas crít icas,  en una viga,

370, 3íl
Catenaria, 114. 131, 135
Cauchy,  216

Ceros de funciones de Bessel ,
343

Cicloide, 130, 131, 150
Ciclos limites, 498
Circuitos eléctricos, 82-89,

246-250, 290-293
Círculo de convergencia, 314
Círculo nodal, 642
Coeficiente de descargue, 124
Coeficientes de Fourier,

388, 586
Coeficientes indeterminados,

método de,  192-202,  506
Coeficientes variables,

ecuaciones l ineales con,
215-218

Cohetes,  aplicaciones a,
120.123

Combinación lineal, 182
Cometa, de Halley,  464

recurrente, 464
Compartimentos, en biología,

156, 481-484
Complitud de conjuntos

ortonormales, 381-383
Componentes, 354, 355
Concentración

de sal, 96
de un químico, 99, 576,

593-595
Condensadores, 83
Condiciones de continuidad,

142
Condiciones de Dirichlet,

para series de Fourier,
390, 391
tcer  también Teorema de
Dirichlet)

Condiciones de estado
estacionario, 101

Condiciones de frontera,  8
Condiciones iniciales,  8
Conducción de calor, problemas

de valor de frontera

I-1



involucrando, 57%547,
582-595, 617-619, 634-638,
648-651

Conductividad térmica,
103, 575

Cónica, conf0cales  95
f0rma polar de, 462

Conjunto ortonormal, 359, 381
Conservación de energía,

80, 295
Constantes arbitrarias

esenciales, 16
Constante de amortiguamiento,

232, 602
Constante de difusión, 594
Constante de velocidad, 100
Constante del resorte,  225
Contador Geiger, 452
Control automático, 299-301
Convergencia media, 384
Convoluciones, 283-287
Coordenadas de un vector, 354
Coordenadas cil índricas,

633, 634
Coordenadas esféricas,

646, 647
Coordenadas polares, 95, 136,

459, 559, 609, 633, 639, 646
Corriente, 82
Crecimiento biológico, 148-153
Crecimiento y decaimiento,

aplicaciones que involucran,
106-111, 148-153

Crecimiento y decaimiento
exponencial, 106

Cuarentena, 155
Cuasi período. 233
Cuerda vibrante, 569-573,

597-603,  655
bajo la gravedad, 578, 615,

616
con amortiguamiento,

601-603
ecuación para’, 571, 572
modos normales para,

599, 600
solución de D’Alembert  para,

605
Curva cerrada simple, 495, 608
Curva elástica, 137
Curva logistica,  152, 155
Curvas de fase, 490
Curvas de flujo, 593
Curvas wlución.  9

Decremento logarítmico,
2 3 9

Demanda, 159
función, 159
ley de oferta y demanda, 160

Densidad de carga, 577
Dependencia lineal (~‘er

Independencia lineal)

Desigualdad de Schwarz, 360,
361

Desintegración radioactiva, ley
de, 107, 108

Determinante secular, 475
Diagonal principal, de una

matriz, 515
Diagramas de computador, 427
Diagramas de flujo, 427
Diferencial exacta, 42
Diferencial perfecta, 42
Difusión, 104, 573 (ver  tambfén*

Flujo de calor)
interpretación de flujo de

calor, 593-595
Difusividad, 575
Dimensión. 354.359.  512-513
D i n a ,  7 2
Dinámica, 71 (cer  también

Mecánica)
Dipolo,  653, 654
Discontinuidad, puntos de, 390
Distribuciones, teoria  de, 275
Dominio, de una función, 5
Drogas, concentración de,

481-484

Ecología, problema del
depredador-presa,
488-498

Economía. aplicaciones a,
159.165, 255-257

Ecuación auxiliar, 173, 523, 561
Ecuación característica, 561

(c,er  también Ecuación
auxiliar)

Ecuación complementaria, 169,
522, 561

Ecuación de Clairaut, 60-63
Ecuación de diferencia, 160
Ecuación de eigenvalor, 524
Ecuación de Laplace,  558, 573,

576-578, 580
problemas de valor de

frontera que involucran,
607-615

Ecuación de onda, 573
Ecuación diferencial

asaciada  de Legendre, 654
con una variable ausente,

ñ8-60
de Bernoulli, 55, 156
de Bessel, 338-348
de Clairaut, 60-63
de Euler, 215-218, 322324
de Gauss, 351
de Hermite, 351
de Laauerre. 351
de Laplace,  573, 576-578,

607.615
de Legendre, 338, 348, 649
de primer orden y simple de

orden superior, 34-69

de Sturm-Liouville,  363, 364,
584, 627

de una familia, 9, 18, 19, 92,
555

de vibraciones forzadas, 240
exacta, 41-47,  414
homogenea,  38, 39
inmediatamente integrable,

58
lineal, 4, 53, 54, 167.222,

224-259, 445, 561
matricial, 521
orden de, 4
ordinaria,  3
parcial, 3, 549-668
separable, 35-37, 560-568

Ecuación diferencial no lineal.
4, 20, 53, 167

Ecuación diferencial parcial no
lineal, 560, 561 .

Ecuación indicial, 327
Ecuación matricial lineal de

primer orden, 522
Ecuación quimica,  99
Ecuación reducida, 169
Ecuaciones de

Cauchy-Riemann, 48
Ecuaciones diferenciales a si

mismo adjuntas, 414-416
Ecuaciones diferenciales de

primer orden y simples de
alto orden, 34-69

Ecuaciones diferenciales
exactas 41-47 414

teorema sobre, 44
Ecuaciones diferenciales

lineales, 4, 53, 54, 167.222,
224-259, 445, 560

Ecuaciones diferenciales de
orden superior, 57-60

Ecuaciones diferenciales
ordinarias, 3

Ecuaciones diferenciales
parciales, 561

Ecuaciones diferenciales
parciales, 3, 549-668

deducción de algunas
importantes, 569-578

en general,  539.580
lineales, 560
método de separación de

variables para, 560-568
método de Bessel y Legendre

para resolver, 632-668
métodos de series de Fourier

para resolver, 581-631
observaciones sobre la

deducción de. 578
problemas de valor de

frontera que involucran
(cer Problemas de valor de
frontera)

que surgen de la eliminación
de funciones arbitrarias,
555-557
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Ecuaciones integrales, 285,
294.298,  303

Eigenfrecuencias, 600
Eigenfunciones, 364, 365, 583.

641
Eigenvalores, 364, 365, 523, 524,

583, 600, 641
de matrices reales simétricas,

542-545
Eigenvalores imaginarios,

527-529
Eigenvalores repetidos, 526,

527
Eigenvectores, 523, 524

de matrices reales
simétricas, 542-545

Einstein, teoría de la
relatividad, 71, 355, 463

Eje imaginario, 314, 316
Eje real, 314, 316
Elasticidad, teoría de, 604
Electrón, 456, 457
Elementos

de un circuito, 83
de una matriz, 512

Eliminación, método de,
441-449

Energía cinética, 80, 124, 295
Energía, conservación de, 80,

295
Energía potencial, 80, 124, 295
Envolvente, 62. 456
Error de truwamiento,  428
Error medio cuadrático, 383,

402
Error medio en raíz cuadrada,

89, 383
Errores acumulativos, 429
Errores aleatorios, 428
Errores de redondeo, 428
Errores de redondeo

acumulativos, 432
Escalares, 513
Esfuerzo cortante vertical, 147
Esfuerzos, 144

análisis de, 10, 11
Espacio cuadridimensional, 355,

555
Espacio de Hilbert, 359
Epidemiología, problemas en,

153-156
Epidemia, 153

con cuarentena, 484-488
Estabilidad, 492, 493

precio, 161
Estiramiento o contracción de

un vector, 523
Euier

ecuación diferencial de,
215-218. 322-324. 610

fórmulas o identidades de,
178, 179

teorema de sobre funciones
homogéneas, 558

Excentricidad, 462
Existencia de soluciones, 20,

23, 171
E,xistencias  y unicidad,

teoremas, %l, 24, 171, ,554

Factores integrantes, 42,
48-52, 56, 57, 415

Familia de curvas, 9
ecuaciones diferenciales de,

9, 18, 19, 92
Familia de soluciones, 9, 18
Familia de superficies, 555
Familias asimismo ortogonales.

94, 95
Familias ortogonales, 89

a si mismo ortogonales, 94. 95
Faradio, 84
Fem (cer Fuerza electromotriz1
Fisión nuclear, 662
Flujo de calor, 91 (ver  también

Conducción de calor)
Flujo de calor de estado

estacionario, aplicaciones
a, 101-106, 611

Fórmula de recurrencia, 310,
345

tres términos, 317
Fracciones parciales, 281.283
Frecuencia

para el péndulo simple, 251
para el resorte vibrante, 599,

600
para la cadena vibrante,  G58,

659
para la cuerda vibrante, 599,

600
para la viga vibrante, G05, GOG

Frecuencia característica, 473
Frecuencia fundamental, 599,

641, 658
Frecuencia natural, 234, 473
Frecuencias armónicas, 599,

600, 608, 624, 625
Frecuencias normales, 473
Fricción, coeficiente de, 81
Frobenius, método de, 322.338

ejemplos usando, 326-338
Frobenius, solución tipo, 323
Fronteras aisladas, problemas

que involucran, 588, 590
Fuerza amortiguadora, 232, 233
Fuerza central, 469, 470
Fuerza centrípeta, 126
Fuerza electromotriz (fem),  82

periódica, 89
Fuerza restauradora, 224
Función armónica, 608
Función de densidad,

probabilidad, 232
Función de distribución,

probabilidad, 232

Función de entrada, 300
Función de Green, 222
Función de Neumann, 342
Función de salida, 300
Función de trasferencia,  300
Función delta, X5-278, 286

aplicaciones que involucran
1% 276, 277, 298, mg

relación  con la función de
Heaviside, 276

trasformada de Laplace  de,275
Función delta de Dirac ((.(‘r

Función delta)
Función gamma, 266, 267
Función generatriz, 34ó,  350,

351, 409
fórmula de recurrencia para.

267
uso de en funciones de

Bessel 275
Función impar, 392, 586
Función modificada de Bessel.

646
Función nula. 288
Función par, 392, 586
Función peso o factor peso. 36.5
Función pulso, 272
Función respuesta, 300
Función seccionalmente

continua. 268, 390, 391
Funciones

como un vector, 354.356
eliminación de funciones

arbitrarias, 555-558
Funciones analiticas,  312, :319,

325, 334
Funciones Ber v Bei,  347
F u n c i o n e s  caracteristicas,  222

(per tambrarl
Eigenfuncionesl

Funciones de Bessel. 342-348
ceros de, 943
de primera y segunda clase ,

342
fórmula de recurrencia para,

345
función generatriz para, :%4ó
gráficos de, 343, 344
ortogonalidad de, 371-375
problemas de valor de

frontera usando, 633-646
Funciones de Legendre, 349

(ver Polinomios de
Legendrel

asociadas, 654
Funciones de Legendre

asociadas, 654
Funciones exnlicitas. 6
Funciones generalizadas, 275
Funciones implicitas,  6
Funciones impulso, 273-278

unitario, 275
Funciones ortogonales y

vectores, 353-358
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Gauss, ecuación diferencial
d e ,  3 5 1 , 3 5 2

Generador, 82
Geometría. problemas

involucrando, 123-136
Gradiente, 102
Gram-Schmidt,  método de

ortonormalización, 417.418,
546, 547

para generar polinomios de
Legendre, 417, 418

Gravedad, aceleración debido
a, 72

Gravitación, ley universal de
gravitación de Newton, 116,
457, 461

Halley, cometa, 464
Heaviside. 207. 261

formula de expansión, 289
función salto unidad, 269.243

Henrio, 84
Hermite, ecuación diferencial

de, 351
series de, 411

Hidrodinámica, 344, 578
Hiperesfera, 555
Hipergeométrica, ecuación

diferencial, 351
funciones, 351

Hipersuperficie. 555
Homogénea, ecuación

diferencial 38, 39
función, 558

Huéspedes. 497
Huygens, 297

ICBM, 467
Impedancia, 250
Impulso de una fuerza, 273
independencia (L’PT

Independencia lineal)
Independencia lineal, 181-190,

361, 532, 533
Indice  de sumatoria, 308
Inductancia, 83
Inductores, 83
Inflación, 255
Inmunidad, 154
Inspección, método de, 46, 50,

56, ,5i
Integrales elípticas. 118, 259
Interés compuesto, 110
Inventario, 162.165
Isobaras, 91
Isoclinas, método de, 28
Isotérmicas, curvas y

superficies, 91, 101, 592
Isótopo, radioactivo, 110

l-4 lndice

Jupiter, período de
revolución de, 469

Lagrange,  202
Laguerre

ecuación diferencial de, 351
polinomios de, 351, 378
series de, 411

Legendre, ecuación asociada
de, 654

ecuación diferencial de, 338,
348,350,649

series de, 408411, 650
Leibniz, 3
Ley asociativa

para convoluciones, 286
para matrices, 516
para operadores

diferenciales, 172
Ley conmutativa

para convoluciones. 286
para matrices, 515, 516
para operadores

diferenciales 172
Ley de acción de  masa, 9i, 99
Ley de áreas, 463
Ley de Boyle, 130
Ley de crecimiento y

decaimiento exponencial,
106

Ley de Hooke, 224. 225
generalizada, 144

Ley de Newton
de enfriamiento, 107, 579,

596, 626, 631,  638
de gravitación universal. 116

Ley distributiva
para convoluciones, 286
para matrices, 516

Ley universal de gravitación,
116, 457, 461

deducida de las leyes de
Kepler, 460

Leves de Kepler.  460
Leyes de Kirchhoff,  82, 84, 247,

446, 477
Leyes de Newton del

movimiento, 41, 463
Liapunov, 490
Límite en media, 384
Limite inferior, en una

sumatoria, 308
Límite por la derecha, 268
Limite por la izquierda, 268
Límite superior, en una

sumatoria, 308
Linea tangente,  133.136

polar, 136
Linearización, método de, 448.

449
Lineas de flujo, 102
Lineas de fuerza, 90
Lineas equipotenciales, 90

Lineas nodales, 623
Longitud de un vector, 357, 358,

540, 541
Lotka-Volterra,  ecuaciones de,

490, 497, 498
Luna

órbita de la, 464
viaje a la, 116-120

Luz, absorción de la, 110. 111

Magneto, 90, 91
Masa

cambiante, 81, 120, 121, 123
reposo, 81

Masa critica, 666
Masa en reposo, 72
Masas vibrantes,  problema de.

470-476
Matriz cero o nula, 515
Matriz, conceptos de, 511, 521

(~‘er  también Matrices)
Matriz constante arbitraria,

516
Matriz identidad, 515
Matriz no singular, 518
Matriz real simétrica, 542-545
Matriz singular, 518
Matriz unidad, 515
Matrices, 510-547

adición y sustración  de, 514
aplicaciones usando, 535.539
columna, 512
conformes, 515
cuadrada, 511
derivadas de, 516
eigenvalores y eigenvectores

de, 523, 524
fila, 547
igualdad de, 514
integrales de, 516
inversa de, 520, 547
multiplicación de, 514, 515
multiplicación de por un

escalar, 514
no singular, 518
operaciones con, 514-521
ortogonales, 547
real, simétrica, 542-545
regla de cancelación para.

515
singular, 518
traspuesta de,  520, ,539

Maxwell. X2
Mecánica

aplicaciones a la. il-82,
294.298

cuántica,  II
relativista, 71, 72, 355, 463

Media derivada, 169, 290, 303
Mercurio, órbita de, 463, 469
Meteoros. órbitas de, 464
Método aniquilador, 194.196
Método de Euler, 421.425



modificado, 425-427
Método de pendiente constante,

421.425
interpretación geométrica

de, 422, 423
Método de pendiente promedio,

425-427
Métodos operacionales, 207, 261
Misil  balístico intercontinental

(rwr ICBM)
Misiles, movimiento de, 465
Modelo matemático, ll, 149,

151, 448, 554
Modos de vibración, 623-625.

641, 642, 658, 659
Modos degenerados, 625
Modos naturales  de vibración,

4 7 3
Modos normales, 473
Módulo de elasticidad de

Young,  138, 144, 603
Mole, 99
Momento de inercia, 138, 145.

2 3 7 ,  3 0 0
Momento dipolo,  653, 654
Momento flexionante, 138, 369
Momentum, 71, 273
Movimiento amortiguado,

2 3 2 . 2 4 0 ,  4 8 4
Movimiento armónico simple,

227-229
Movimiento críticamente

amortiguado, 235
Movimiento sobre amortiguado,

2 3 2 ,  2 3 5 ,  4 8 4
Movimiento vibratorio, 224-246

nroblemas  de valor de
frontera involucrando,
59,.607

Música 600 625 641> 1 > > 659

Neutrón, 662-663
densidad, 662-666
difusividad, 663

Newton, 3
Nodo o punto nodal, 599
Norma, 357, 358
Normalización, 358, 365
Notación de sumatoria,  308-311
Número complejo, gráfico de,314

Oferta, 160, 256, 257, 497
función de, 160

Oferta v demanda, 159-162
principio de, 160

Ohm, ley de, 83
Ohmios, 83
Onda, amplitud modulada, 242
Ondas suspendidas, 600
Operador de aniquilación, 195
Operador de trasformada de

Laplace,  262

propiedad lineal del. 264
Operador laplaciano.  373. ;i76

en coordenadas cilindricas,
6 3 4 ,  6 3 5

en coordenadas esféricas,
6 4 6 ,  6 4 7

Operador lineal, 169
Operadores, 168, 506, 507

leyes asociativa y
conmutativa para, 172

lineal, 169
matriz, 523
métodos abreviados usando,

207.215, 446, 447
Operadores a sí mismo

adjuntos, 416
Orbitas

en plano de fase, 490
de planetas, 457.465

Orbitas elípticas, movimiento
de planetas en, 460.462

Orbitas hiperbólicas, 462, 464
Orbitas parabólicas, 462, 464
Orden

de funciones de Bessel y
Legendre, 338, 348

de un error, 429, 430
de una ecuación diferencial,
de una reacción química, 100

Orden exwnencial. funciones
de, 268

Ortoeonalidad, 356, 357,
$71.375,  539, 540, 627

con respecto a la función
peso, 365

Ortonormalidad, 357, 358
con respecto a la función

peso, 365
Osmosis, 104

Pandeo de vigas, 368-371
Par ordenado, 354
Parámetro,  9
Parásitos, 497
Parseval,  igualdad o identidad

de, 382
para series de Bessel. 405
para series de Fourier, 400.

401
para series de Hermite y

Laguerre, 411
para series de Legendre, 411

Película de jabón, superficie
de, 131

Péndulo (rer Péndulo simple)
Péndulo cicloidal, 297
Péndulo simple, 250, 251

análisis del plano de fase
para, 498

integrales elípticas y,  259
periodo del 2õl

Perigeo, 467
Perihelio, 462, 463
Período

de un péndulo simple, 251
de un planeta, 468
de un resorte vibrante, 227,

229
de una cadena vibrante, 659

Período orbital, 466
Peso atómico, 99
Peso molecular, 99
Picard,  método de iteración de,

319-321
Piel de tambor

circular, 638.642
cuadrada. 572, 573. 620.625

Piel de tambor vibrante, 572,
,573,  620.62,5.  6X-642

Plaga negra, 155
Planetas, movimiento de, ll,

4 5 7 - 4 6 5
Plano de fase, 490
Plano inclinado, 80.82,  455
Poincáre, 490. 498
Poisson

ecuación, 578
förmula integral de, 612

4 Polinomios de Chebyshev, 380,
419

Polinomios de Hermite, 351, 378
Polinomios de Legendre, 349,350

fórmula de recurrencia para,
3 5 0

fórmula de Rodrigues para, 350
funcion  generatriz para, 350,

4 0 9 ,  6 5 3
ortogonalidad de, 571, 356-378
problemas de valor de

frontera usando, 646-655
Portador de una enfermedad, 154
Posición de equilibrio, 224
Potencial de tierra, 611
Potencial de velocidad, 578
Potencial eléctrico, 577, 607,

6 4 6 ,  6 5 1 ,  6 5 9 - 6 6 2

Potencial, eléctrico y
gravítacional, 577, 607,
611, 646, 651, 65‘2, 659-662

Potencial gravitacional
deducido de las leyes de
Kepler, 461

Poundal, 72
Precio, 159, 255-257

equilibrio, 161
estabilidad, 161

Presión, 91
Principio de Arquimedes, 252
Problema de Dirichlet, 608
Problema de Fourier, 582, 587,

5 9 6 .  6 2 5
Problema de la bomba atómica,

6 6 2 - 6 6 8
Problema de la braquistócroma,

131, 297
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Problema de los dos Cuerpos,

463
Problema de los tres cuerpos,

463, 470
Problemas de temperatura

(uer  Flujo de calor)
Problemas de valor de frontera,

7-15
de Sturm-Liouville, 366
definición de, 8
que involucran ecuaciones

diferenciales parciales,
553, 554

usando funciones de Bessel,
633-646

usando funciones de
Legendre, 646-655

usando series de Fourier,
582-631

Problema de valor inicial, 8, 440
Problema depredador-presa,

488-498
Problema tautócromo, 294-298
Producto escalar, 356, 357, 381,

513, 540
Proyectil, vueio de, 452-457
Prueba del cociente, 313
Puente colgante, 112
Pulsaciones, 242
Punto de equilibrio, 492-495

estable, 492
inestable, 492

Punto neutral entre la Tierra
y la Luna, 118

Punto no singular  (ver Punto
ordinario)

Punto ordinario, 312-314
Punto singular,  312-314

de una ecuación de
Sturm-Liouville, 365.366

Punto singular irregular,
324-326

Punto singular regular,  324-326

Q de un circuito, 250
Química, aplicaciones a la,

95-100,  593

Radio de convergencia, 313,
314

Radiación, conducción de
calor con, 625-628, 637, 638

Raíces  imaginarias, 178
Raíces indiciales, 327, 333
Raíces repetidas, 175
Rango de un proyectil, 454, 455
Reacción bimolecular, 100
Reacción de primer orden, 98
Reacción en cadena, 662
Rea~JógSq;~$nca,  velocidad

7 >
Reacción trimolecular, 100

Reacción unimolecular, 100
Reactancia, 250
Reactor nuclear, 662
Real, eigenvalores distintos,

524-526
Redes eléctricas, 476-481
Reducción de orden, método de,

173
Reflector elíptico, 129
Reflector parabólico, 129
Regla de Leibniz para derivar

una integral, 265
Regla de L’Hôpital,  342, 373
Regla trapezoidal, 435
Resistencia, 83
Resistencia del aire, 76, 77
Resistencias, 82
Resonancia, 234, 243.246, 474

eléctrica, 248
Resorte vibrante, 224-247

con amortiguamiento,
232.240

con fuerzas externas,
240-247

Retroalimentación, 427
señal de, 299

Riccati, ecuación de, 68, 69.222
Rigidez flexural, 138, 604
Rms (oler  Error medio en raíz

cuadrada)
Rodrigues, fórmula de, 350, 351
Rotación de un cilindro, 125,126
Rotación y estiramiento de un

vector, 361, 362
Ruido, 601, 625, 641, 659
Runge, método de, 433
Runge-Kutta,  método de,433-435

Satélites
artificiales o hechos por el

hombre, 465
m o v i m i e n t o  d e ,  8 2 ,  465.467

Separación de variables
para ecuaciones diferenciales

ordinarias, 35-37
para ecuaciones diferenciales

parciales, 560.568
Series coseno de Fourier, 392
Series de Chebyshev, 413
Series de Fourier, 246, 385-403

dobles, 620.625
problemas de valor de

frontera usando, 581-631
S e r i e s  d e  Fourier-Bessel,  637

(oer  también Bessel, series
de)

Series de Maclaurin, 307, 314,410
Series ortogonales, 380-413,  633
Series seno de Fourier, 392
Series seno y coseno de

Fourier de medio rango,394
Servomecanismos, 299.301

Simpson,  regla de, 435
Singularidad (uer  Punto

singular)
Sintonía, 250
Sistema CGS, 72
Sistema MKS, 73
Sistema métrico, 72
Sistema PLS, 72
Sistemas de ecuaciones

diferenciales, 438-509
expresadas como sistemas de

primer orden, 449, 450
expresadas en forma

matricial, 517, 521, 522
métodos de eigenvalores de

matriz para resolver,.510-547
métodos de eliminación para

resolver, 441-447
solución de por el método de

la solución complentaria-
particular, 500-509

solución de por trasformadas
d e  Laplace,  498-500

Sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales, 445

Sistemas no lineales de
ecuaciones diferenciales,
445, 446, 448-449

Slugs,  73
Sobre tono, 600
Solución

’de un sistema de ecuaciones
diferenciales, 440

de una ecuación diferencial, 5
de una ecuación diferencial

parcial, 551-554
Solución completa, 21
Solución complementaria, 170,

500-509, 561
Solución de D’Alembert  para la

cuerda vibrante, 605
Solución formal, 6
Solución general, 15.20,  169, 552
Solución numérica de

ecuaciones diferenciales,
420-435

Solución particular, 15-20, 170,
500-509, 533, 534, 552

Solución saturada, 98
Solución singular, 20, 21, 61,

62, 552
Soluciones de series, 304-352,

403-408
Soluciones de series de

potencia, 305
convengencia  de,  313.317

Soluciones no triviales, 363, 516
Soluciones triviales, 363, 518
Sturm-Liouville. ecuación

diferencial de, 363, 364,
584, 627

Sturm-Liouville. problemas de,
361-371

analogía matricial a, 524, 542
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cuerda vibrante y ecuaciones
de calor corno, 580

Subnormal, 134
polar, 136

Subtangente, 134
polar, 136

Superficie equipotencial, 653
Superficie mínima, 131
Superposición, principio de,

146, 522, 561, 583, 620

Tablas de Laplace, uso de,
2 8 0 ,  2 8 1

Tamaño, de una matriz, 511
Taylor, series de, 307, 313, 325,

428-430,  4 3 3
método de, 317.319

Taylor, teorema de con residuo,
429

para dos variables, 430, 435
Temperatura de estado

estacionario, 576, 606
en una esfera, 651
en una placa circular, 612
en una placa semi-infinita,

590-593
Tensión

en una cadena, 656
en una cuerda vibrante, 570,

571
en un péndulo simple, 250
en un resorte vibrante, 225

Teorema binomial, 410
Teorema de cambio de

operador, 212
Teorema de cambio

exponencial, 177
Teorema de convolución,

283-285
aplicaciones usando,  292-1298

Teorema de Dirichlet
para series de Bessel, 404
para series de Fourier, 390,

391
para series de Legendre,

408,  409

Teorema de Lerch, 288
Teorema de Rolle,  347
Términos de estado

estacionario, 89, 241. 248
Términos transientes, 89, 241,

2 4 8
Thomson J. J. 457
Tiempo de’ viejo,  de un

proyectil, 454, 455
Torque, 237, 299.301
Torque de amortiguamiento,

237
Torque restaurador, 237
Tractriz,  131
Trasformación de variables,

38-40,  4 4
Trasformación de vectores y

matrices, 361, 362, 523,
524,

Trasformadas de Laplace,  207,
260-303,  498-500

existencia, 267-269
para ecuaciones diferenciales

parciales, 568
Trasformada inversa de

Laplace,  279-290
Traspuesta de una matriz, 520,

539
Trayectorias (t’er  Orbitas)

or togonales  (oer
Trayectorias ortogonales)

Trayectorias ortogonales,
89-95

a sí mismo ortogonales, 94, 95
en. forma polar. 95

Trocoide, 457

Unicidad de soluciones (ver
Existencia y unicidad)

Unidad térmica Británica
(BTU), 103

Unidades
de electricidad, 83, 84
de mecánica, 72, 73

Valores característicos, 222
(uer Eigenvalores)

Variable dependiente, 3
Variable independiente,  3
Variación de parámetros,

202-207,  506, 507, 533, 534
Vector finito dimensional, 355,

357
Vector infinito dimensional

contable, 356
Vector infinito dimensional no

contable, 356, 357, 361
Vector nulo o cero. 363
Vector unitario, 358, 541
Vectores, 354-361, 513
Vectores columna, 512-513
Vectores componentes, 354
Vectores fila, 512-514
Vectores 0 funciones

normalizados, 358, 542
Vectores propios, 524
Velocidad areal,  460, 465
Velocidad de escape, 119, 469
Velocidad de una partícula, 7
Velocidad limite: 78
Velocidad parabolica,  469
Verne, Julio, 116
Vibraciones forzadas, ecuación

de, 240
Vibraciones longitudinales de

una viga, 603
Vibraciones trasversales de

una viga, 604
Vida media, 109
ytg,en  voladizo, 137

deflexion de, 137-147
pandeo de, 363-371
vibraciones de, 603.607

Volterra, 490
Voltios, 83

Wronskiano, 22, 184,  188,
522.532.533
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