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PRETFACIO

il presente manual estd escrito sobre la baso de la
experiencia de ensefiar el dlgebra veclorial en ol Instituto
Fisico-Téenico do Mosei. Corresponde al programa ol
curso «Geomelria analfticns para las fncullades do [isica
y malemilica do wniversidades, inslitulos do pmlngogiu
y conlros coconles de enseiinnza Léenica suporior do
capacilacion ampliada en matemdticn. Bn el manual se
expanen delalladamentle métodos de solucién do los
problemns geomélrices, se usa ol aparato dol dlgeben
vectorial y la geometria analilica. Los principalos cone-
cimiontos ledrices se expenen on [orma abroviada quo
permilo al estudiante aplicarles directamenle para resol-
vor los problemas. A diferencia de la mayorin do los com-
pondios existentes de problemas que hacen énlasis prin-
cipalmenle en el estudio y ¢l entrenamienlo do lns opera-
ciones formales con vectores, el quid dol manual dado
es ol desarrollo do hdbitos Lécnices priclicos sobro ln
haso (le solucidn de problemas goométricos enjundiosos.

Iin el capitulo 1 so aducon conocimiontos tedricos
necesarios de la geomeleia olemental. Bn ol capitule 2
se examinan los vectores y las operacinnos lineales con
¢llos, en el capitule 3, el producto cscalar de veclores.
I8l material de estos capitules corresponde al progeama
de Tas escuelas secnundarias y puede ulilizarso por los
profesores y Jos alumnos para estudiar Ia geomolrin on
grados suporiores de Ja escucla. En el capilulo 4 so consi-
deran los produclos veclorinl y mixlo de vectores. Al
Tinal fo esto capitilo se dan principales problemas voclo-
rinlos 4o 1 reclta y el plano, cuya solunién exige la asi-
milacién de lodo el aparato del dlgehra veclorial, En el
Complemento se rednen Ias principales propiedades de
las Lranslormaciones geomélricas,



IEn cada pircafo, como regin, los ejemplos se sitian
conforme al crecimienlo de su complejidad. Bjemplos
mis dificiles se marcan con asterisco. La solucién del
ojomplo empieza con el signo A v lormina cou el signo A.
Ll comionzo y el fin de Ia demostracidn de un importante
liecho tedrico se marca con los signos O y M, respecliva-
nonle.

Para el estudio mas dotallado de la teoria se puede
hacer uso dol mnuunal: D, Beklemishev. Curso de la geo-
metria analilica y el dlgebra lincal. M., 1980. Problemas
¥ ejercicios pava la resolucién individnal se comprendon
en los libros: §. Bajudlov, P. Modénov, A. Parjémenka.
Compendio de problemas do la goometria analilica. M.,
1964; P. Modinev, A. Parjimenko. Compendio do pro-
blomas de In geomelria analftica. M., 197G, Algunes
ojemplos de eslos compendios se examinan en el prosenio
manual.

Los aulores



Capitulo 1

CONOCIMIENTOS DE LA GEOMETRIA
ELEMENTAL

§ 1. Cierlas definiciones y designaciones nccesarins

Il segmento de la recta se define por dos puntos de
valor equitativo: sus extremos. Un segmento con los
oxlremos A y B se designa mediante [AB] o bien [B4].
Si A y B son puntos diferentes (su deosignacion os A == ),
ol sogmonto [AR] define la recta (475) dol modo tnico.
En osle caso, al hablne dol segmento [A7] comoa do wn
conjunto de punlos, so considera que cste conjunio con-
Lieno los puntos A y B y aquellos, ¥ sélo aquellos, puntos
C que estan silvados en la recta (AD) entro los puntos
Ay B.8i A =B, el saginenlo [AA] se compone de un
solo punlo A.

Escogida ln wnidad de medicién, a todo segmento
[AB] se le puede poner cn correspondencia el nimero
real no negativo | AB | que se Hama su longitud. Acordé-
monos considerar escogida la unidad do medicion do Ias
longitudes y, refiviéndonos a las longitudes de los segmen-
Los, dojemos sin indicar las unidades de su oxpresidu.
La longitud del segmenlo [AB] se denomina también
distancia enire los puntos A y B.

Citemos las propiedades de Ia dislancia.

1 JAB | = | A |

AR | >0 51 A =B, AR | =0 si A = D.

3. Un punto C se encuentra en el segmento [AB)
cnando, y solo cunando, |AC |4 |CB | = |AB|
{tig. 1.1). :

43, Para todo punto D que no se encuentra en el segmento
| AR se cumple la desigualdad | AD | - | DB | > | AB |
Hamada desigualdad del tridngalo (fig, 1.2). i

Sen A =73, Un punta €, diferente do los exlremos
del segmento |A3], se denomina punlo inlerior de este
segmento. Su posicién en el sogmenlo [AD] se determina



nnivocameule por In longitud del segmoulo | AC | o por
ln vazdn A = | AC | : | CF | que se denomina rasdn en
la cual el punto C divide el segmento |AB) partiendo del
punto A. 8i b =1, es deciv | AC | = | €1 |, el punle €
se Hama punto medio del segmento |AR]. Lldmasge punto
medio del segmento [AAL o punto AL Si O es puntoe Lijado
y a Lodo punla A se le pone en correspondencia un punlo

D
A ¢ B
! A 8
I 1.1 Fig, 1.2

= 7 () 1ol que @ s pudo medio del segimentn
LA R, Zgy so denonming aplicaciin simétrica cenlral respecto
al puate Q. 151 punlo @ se Hama cenleo do Ja simolria.
Los puntos A y Zgy (A) so donominan simétricos respeelo
al punte O.

Todo punle A sitnado en wna recta ! parle esta recla
en dos rayos 1. y L. con el origen en el puito A, Tslos

A ]
e, 1.3 Fig. 1.4

vayos se denominan complementarios wiu respeclo ol
otro (se donota: 1y == T_, I_ =1T,). KI punio A pertenece
a cadn wno dy los rayos Ly oy -, Dos punlos 17 £ 4 y
C 54 de Ia orecta I opertonecen a ain mismo rayo ot
ovigen e el punto A €1 si, y #blo si, el segmento [5C]
no contiene of punto 4, y porlenéeen a los rayos comple-
wentaries si ¢l punto A es punto inlerior de este segniento.
Un rayg con origen en el punto A, on ol cual so halla el
pinlo B s& 4, e denota 1ABY (g, 1.3).

Dos vayos situados on una feila se denominan codiri-
gidos wi suminterseceion os un rayo, y condraviamente diri-
gidos, si no 1o es, Por’ ejeniplo, an la fig. 1.4 los rayos
[AR) y [CB) son codivigidos, y los rayos |BA4) y |CH)
son contraviamente divigitos.

1n



Toda vecta  en un plana ® parte osle plang en dos
semiplanes @, y P gue, como o dics, se definen. por la
recia 1. La recta | porlencce a cadn nuo de eslos semipla-
nos. Dos puntos B¢l y Cd 1 del iplano & so encuontran
et un semiplano definido por la recla 1= & si, y sélo
si, el ;-eg_nwrlin [BC) pno tieno punlos comunes cou la
recka

Dos rayos |Af3)-y [CD), sitnados en reclas paralelas
up coincidentes, pertencecen n un plano #. Los rayos (A7)
v [CD) se denominan codir igidos (so denotan: [ABWICD))

Fig. 1.5 Fig." 1.0

si so hallan en un semiplano definido por la recla (AC) <=
< & (lig. 1.5) y contrariamnente dirigides (so denolan:
[ABHICD)) =i se hallan on dislintos semiplanos {fig. 1.6).
Iis obvio que si [ABWICD), entonces [AB)NICD). Dos
sayos |AR) y [CD) son conteariamente dirigidos si, y sélo
si, exisle nm punto O tal que [CD) = Z, (IA7)). La
transitividad es una propiedad imporlanto para el caric-
ler codirigido de los rayos: si dos rayos son codirigidos por
separado a un tercern, son codirigides uno respecto al ‘otro.

Sean & un plano, 0, A, I} sus tres puntos diferentes
no sitnados en una recla. Bl puuto f se halla en uno
e dos semiplanos en gue la vecta (QA) pacto el plano &P
Designemas esle semiplane como P.4.. Do mode andlogo
el puntn A se silda en un romiplano #_ definido por Ja
recta (O7) on ol plane . Lldmase dngule convexe £LAOB
entre los ra n#ns [0A) y 1013) a la inlorseecion de Jos conjun-
las P4y (Fig. 1.7). La magnitnd del angnlo convexo
£ A0 so donomina dngulo entre los rayos |0A) y (O1)

A
(se denotas AOR). Fsta magnitad puede expresarse tanlo
e grados como en radianes. Adenis, en Ia medida de

7N oo N
radianes 0 << AOD <<« y en la de grados, 0° < A0B <
1



< 180° Sen tue los rayos I, = {0A) y 1, = [CD) no
yacen an recltas parnlelas, Del punto @ sale el fnico rayo

Fig. 1.7 Fig. 1.8

[OR) codirigido al rayo . Se llama dngnle entre los rayos

Iy ¥ 1y ol dngulo AQS (Fig. 1.8).

I'or definicion, el angulo oulre lod rayos eodirigidos es
igual a 0°, el dngulo entre los rayos conleaviamento diri-
gidos os ignal a 180°.

§ 2. Transformacién de semejanza. Desplazamicnio

Una transformacion p de un espacio {plano) se deno-
mina transformacion de semejanza si exislo un ninnern
k=0 tal que para cualesquicra dos puntas A y 17 del
ospacio  (plane) se cumple la igualdad k| AR | =
= | p (A) p (®) |. ] mimero k se llama cocficiente de la
semejanzd.

Las propiedades do Ia Lransformacion de semejanza
se aducen en el Complomento.

Sen @ wn puile fijado, & 50, un miimere real dado.
Llimnse homeecia % eon el centra O y cl cocficiente k
a wna Lransformacion de wn espacio (plano) para la cual
In imagen de lodo punte A del espacio (plana) es un punto -
7 que salisfaco las siguienbes exigoncins:

a) los pimtos A, O, 17 so-hatlan en wnn reeln;

h) |08 | = |k]||0A};

) 8i-A =0, BE104) para k=0 y B € |OA) para
k< (. ’

Las propiedades de la homotecia sa dan en el Comple-
mento.

12



La transformacion de semejanza con el coeficiente
k=1 se denomina desplazamiento (transformacién orto-
gonal).

§ 3. Segmenlo dirigido. Traslacién paralela

—
Se denomina segmento dirigido AB a un par ovdenado
de puntos A y B. El punto A se llama origen dol segmento
—_—

dirigido AB, el punto B se llama su fin. En Ins figuras,
el segmonto Airigido se representa como
la flecha que sale desde su origen y va

hasta su fin (fig. 1.9). El segmento diri- 8
gido BA sC {lonomma contrarie al ﬁog- A/‘
mento dirigido AB (se denota: HAB}. Fig. 1.9

Si los puntos A y B son diferentes,

ol sogmonto dirigido Z;i go denomina no mda' st los
puntos A y B cmnc:don el segmento dirigido AB (mﬁs
exaclamente, AA} 50 rlannmum nule (so denota: (]A)

Lldmase longitud |AB| del segmento dirigido AB
al valor | AB |.

—
Un segmonto dirigido AB se denomina paralelo a una
recla I (plano #) si os nulo o la recta (A5) es paralela a i

—_—
(plano ). Un segmonto dirigido no nulo AB se denomina
perpendicular a una recta 1 (plano &) si 1a recin {AB} o8

perpondicular al {plano #). Segmontos dirigidos AIH,. -
—-—

< v AuB, so denominan colineales si existe una recta I

tal que cada uno do estos segmenlos es paralelo a ella.

Para dosignar el paralelismo (la colinealidad) se usa el

simbola ||, Ia perpendicularidad, el simbolo L. Segmentos
—_—

—r

dirigidos A,B,, ..., A.B, sc denominan coplanares si
oxiste un Plnno & tal que "eada uno de los segmentos es
paralelo a éslo. Si los segmentos dirigidos son colineales,

——
son lamhién coplanares. Si los sogmentos dirigides AD
—_—
y CD son perpendiculures a un plano #, son también coli-
—_— =
neales: AR || €D.

13



— —_—
Dos sewmenlos divigidos AR y CU se Daman codirigidos
i
(se denolan: ABHCLY ora si wno e ellos es nulo, ora

[ABMICD), es decir, si AB y CD son culineales v los
rayos [Af) y 1€D) son codivigidos. Dog seprmentos divi-

; =l o
gidos ARy CD se llaman contrariamente divigidos (so

denotan: A_HHCD) ora si wno de ellos os nvula, ora

LABR)HCD).

g ik
Los segmentos divigidos AR y A,/1, se denominan
igtales si los punlos medios de las cogmentos (A, 1] y

L By
1A R,] coingiden (so denola: AR = A1,). De esta defini-
citn se deduca que :

—r —_ —F -—
AB = A B, «> BB — AA,. (1.1)
—_— — — —
B3 ohvio que AR = A\, si, y silo si, —=Af = —A,,.

Empleando lx nocion de In simelria central, se puede

—_ —
decir que AL = A B, enando, y silo enando, exisle nun

B 8
A a oA 8; As . ﬂr
P 0B
0 A B0 A B A B
Ad ]
A =4 o) (ABfa {n,8,]=¢ #){t6]a [4,6,]1 9
Fig. 1.10 Fig. 1.1

punto O (el pito medio comin de loa sogmentos 4, R]
y A il guo Ay = Zo (B), Iy, = Zo (A) - (Tig. 1.10
y L) '

Da Ins propiedades do paralologramo se desprende que
- —

los suginenlos dicigidos ARy Al no perlonecionles s

una reclason igiales si, y sdlo si, el cundrililero AL A,

es parnlelogermo (fig. 1.10). Para los sepmentos dirigidos
el .

ignales A} y AR, siluados en una recla os posible una
de las cualro disposiciones dadas en la Tig. 1.41 (a, B).

14



— —_
Asi, la igualdad A7 = A,F3| tiene lngar si, y solo si:
. e — .
) los seginentos divigidos AR y A,B, son colineales;
— —_— —_— —p
h) ABYAB o) | A = | AR |

Segdn In definicién, un sﬂgmcﬁ'io divigido nunle es igual a
cualgnier otro segmentn dirigido nulo, ¥ 3dlo al nulo. Todo segmen-

— —_— — —_

Lo dirlgido os jgunl a & misme, Si AB =.CD, €D = AB. Da la

lennsitividad de las relacinnes del paralelisme do 1ns rectas, del

carficter codivigido de los rayns, de Ia ignaldad da los niimeros
— —

— —_ . —
reales se despronde quo 8i AB = CD, €D = EF, enlonces AB =
e

= EF. Do tslo modo, la relacién de la igunldad do segmentos diri-
gidos posco la propiedad de transitividad. Esta relacitn es relacién
de equivalencia, que parto el conjunto do los.segmentos dirigides
en clases do cquivalencia. Toda claso do equivalencin 2o coracteriza
por lo que a rlla lo pertenccon todos loa segmentos dirigidas igunles
toa n' dos, y s6lo cllos.

—
Para oualquier segmento dirigida ARy cualqiier

— —r

punlo € exigle un punto 12, y sdla ino, tal que AR = CD

(o] punto D es simétrico al punto A con respeclo al punto

medio del segmento [BCH. El hecho de haber hallailde
—_—

g
un punto D tal que A3 = CD se oxpresa por In signienle
frase: parliendo del punto C estd marcado ¢l segmonto

—p —ty
dirigido CD igual a AB. El punto D se denominn imagen
del punte € en la traslacién paralela al segmento dirigida

AB (so donota: D = T—x (C)).

Las propicdades de la traslacion paralela se dan en el
Complemento,

§ 4. Adicién de segmentos dirigidos. Composicion de
traslaciones paralelas

-_— —
Sc¢ llama suma AR 4 €D de los segmentos dirigidos

—- —_ —
AB y CD cl segmento dirigido AF donde ' = T (1)

(fig. 1.12). La eperncién de hallar la suma se denaminn
adicién do segmentos dirigidos. Enunciemos las leyes
de adicién de segmentos dirigidos en forma de las sigiien-
tes alirmaciones.

15



_— —_ = - — —r

[. AB+0p=AB; AB4+BA=AB4-(—AB)=
== ﬁA = Hp.
—_— —— —_ — —_— —
I. 8i D, =CD, entonces AB-|-C D= AB-|-CD.
I1I. Conmutalividad de adicion. Para cualesquicra
—r — —_—
segmentos dirigidos AB y CD se cumple la igualdad AR -
—_ —c —
4+ CD = CD + AD.

— —  — —
O Sean I v I tales pantos tjue BE = CD, DIl = AR
(Tiyr. 1.43). Msto significa qne coinciden los puntos medios

i, 142

de los segmentos [2D] y [CF], asi como los de los sogmen-
tos [BD) y [AH]. Por consiguienle, coincidon los puntos

- _—

medios do los segmentos (CF) v [A ], ¢s docir, AF = CII.
—_— — — —r

Empero, por definicién, AF os AR - CD, CH s |a

— —_—r
suma CD - Al. W
Si los punios A y € coinciden, coinciden también los

— —

punlos F y IT (los segmontlos dirigidos AL y CIT son
igunlos, su origen os comin y, por tanto, el fin tambidn
es comin). Si los puntos A =C, B, FF = H, D no se
oncuentran en una recta, el cuadrildtero ABFD es parale-
Togramo. De osto modo es vilida 1a regla deparalelogramo”

(fig. 1.44): In"soma do des segmontns dirigidos no coli-
—_ —

noalos ARy AD con ol origen comin A es el sogmento
; - ;
divigido AF, donde [AF] es1a dingonal dol paratelogramo

CABED constrnido sobro los seginentos [AR] y 1AD]
tomados coma lados.

10



Observacion, Si A == C, entonces, segin la definicién
— — —
de suma, los segmentos dirvigidos AF = AB - CD vy
o ;
CIH = CD 4 AB tienen origenes distintos (A y C,

Fig, 1.14 Fig. 1.15

respeclivamente). Los segmentos [AF| y 1CH] son difo-

—
rentes, sin embargo, log semmenlos divigidos AF y CIT
son iguales.

IV. Si AB=A,B,, CD=C\D,, entonces AB+CD =
— —_

= A B+ CDy

V. Asocialividad de adicién. Para cualesquiera segmen-

2 el g
tos dirigidos A}, CD, PQ se eumple la igualdad

— — — — —_ —F
(ABH-CD} -+ PQ = AB - (CD - PQ). (1.2)
0 Sea F:‘?'E.E(B), H=T?E(F} (lig. 1.15). Por la
— — —_— — — —_—

definicién de swma, AF=AB-CD, Al =AF-}-PQ=
— (AB-+CD) 4 PQ. Segin 1a alirmacion 1V, BH =CD +
+4 .’Té Entonees, por la definicién de sima, Al =
==rﬁ+}i’?=£ﬁ-}- ((,-'54- Q). Teniendo cn cuenla In
lransitividad de la igualdad e szegmentos dirigidos,

oblencmos. de aqni ta igualdad (1.2). B

Observacion, Empleando a induccién, oblenemos de
la afirmacién V que el resullado de la adicién de unos

2-048% 7



cunttos segmentos dirvigidos ne depende dol Ingar del
paréntesis en Ja sumn considerada. Por eso la snuma de

), ] i
los segmenlos dirigidos A,By, A, By, ..., 4,8, so denotn
nsi:

—_—— ——— ——

AB - ABy - oo+ 4,8,

Lo vietud de 1a alivmacion 11 na es importante el oxden
e Jos smmandos en esta suma,

Sea Ay, Ay, - ..y Ay un conjunlo finite de puntas.
Una linen ¢nebrada con los vérlices consconcnies en

-2

Fig. 1.16 Fig. 1.47

eslos puntos se Mama camino que lieva del punte 4,
al pinto A, Para lodo camino es vélida la regla do
lnea de cierre (fig. 1.40):

R T T —— —_—
Al'd:_I‘AS.A.’!"‘ el ‘l‘Arl-IAn= AIAn'

Una ¥nea quebrada eevrada AyA,...A4,A4; se denomina
ciclo. 1is elerta la signiente regla de ciclo:

——r —— —— —— -

Ai‘d‘z"" A:A:\‘l‘ Tt ‘]' AI\—i‘dll 'I' AnAl = UAL‘ U "rl')
Para indiear que la regla de ciclo so aplica para wn ciclo
AgAq. . A A, en la figuea so represenia In flecha deulro
daol ciclo (fig. 1.17),

FBmpleando las propiedades 6" y 8" de traslacitn
paralela (véase Gomplomonlo), la regla de cicla pucide
dscribirso en el longuajo de Lransformaciones do morlo
siguiente: oo bransformacion
(I % SRR, YO (Sl SO transformacion iilén-

A'"At An-l"n Asdg  Arda
ticn.

18



— —_—
Ildmnse diferencin AB — CD dc los segmentos diri-
gidos AB y CD o un segmento dirigido AR -J- (—Ch) =

ey >
= AR - DC. La operacion e hallar ln diferoncia se
denomina sustraceidn. La sustraceién os operaci6én inversa
de In adicién en el sentido signiente. Si los segmenlos

y —_— — — — e —
divigidos A3, CD, MN son tales que MN 4- €D = A,

— — —
entonces N = AB — CD. Enotras palabras, nn segmaon-
Lo divigido-puede trasladarse do un miembro de la igual-
dad al otro con el signo contrario.

— — —
O En efecto, si AB = MN 4 CD, obtenemaos, su-
—_ e
mando ¢l segmento dirigido DC = —CD a los dos miom-
— = — — —
bros do esta igualdad, AB—CD = MN 4 CD 4-DC =
- —

— —_— —_— "
=MN -+ CC=MN+0,=MN. N
Si ABFD cs paralelogramo (véase fig. 1.14), ol segmon-

Lo dirigido DI (donde [DB] es una diagonal dol pacalelo-
gramo) es igual a la difevencia AR — AD. Es vilida la
regla de abrir un paréntesis:
—— s — —— ———
(A B\ —C\D) ...+ (4B —CoD,) =
- —— —— —
s {AIBI“F v ‘%‘Aan}"'(chl'l' o CnDn]'

§ 5 Multiplicacién de un segmento dirigide por un
niimero

— —r
Se llama producte 0-AB de un segmento dirigido AD
por el niimero O el segmento dirigido nulo 0,. Si k 520,

— _—
Hamamos producte kAD de un segmento dirigide AB por un

wimere & al segmento dirigido A_E. dondo € = H% (B)
(ig. 1.48, @, b, ¢). La operncidn de hallar ol productn

—
kAR so denomina multiplicacion del segmento dirigido

—
AD por el mimero k.

. ae : 19
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De este modo, ol segmento divighlo AC es izoal a kAR
si, vy solo si:

) lTos segentos divigidos E? ¥ A_;i san eolinenles;
—_— —
hy [AC= |k | AB|;
—_ —_— — —_
e) ACH AR, si k220, y ACH AR, si k<0,

A ¢ 8 A B¢
ajﬂ‘kc.'a 4 bkt a
o) k<l
Fig. 1.1R

Bnnnciemos las leyes de multiplicacidn v forma de
las sipuienles afirmaciones:

—_— — — —
LAl = AR (— 1) A= — AR
- —_— _— —
. 8i AB=CD, entonces kAR =kCD.
1. Para cualesquiera mimervs reales Ity y ko se cnin-
- —F —
ple la igualdad ky (le,AB) = ky (e AB) = (k) AB.
1V. 8i @ es un puntn nrbitmun, Ir==0, entonces (lig.

1149, a, b) N" (A) 1t (B) kAB
] Ta homotecin Hles Ia by .umfurm..wil'm de ‘iLIlIl.‘jdll?.\

con coceliciente | & |. I'or eso | /75 (A) H”(B] =1k} |An|
Debido a la 20 propie dad de Ta homolecin {ansc

Complemonto) los segmentos divigidos I7% (4) H"‘,[R) ¥

—
ADB son colineales, con Ia particnlaridad de que son codi-
rigidos si k>0, v cnntl"u"‘ihn'.cntn dirigidos, si k<0, De

esto molo H" (A}H" [B}_.IrAB ‘H

V. Pare mnlccqm.ﬂm sepgmentos divigidos AH ¥ [,D
y cualguier nimero real I es wvilida ln ignaldad

Je (AB - CD) = kAB - kCD.
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M Cuandp k=0, la alirmacion es obvia. Sea k=320,
Consideromos un punte arhitrario O y designemos 4,=
=T (0) By=To(d), A*=IT5(A), B =1I14(8)
(fig. 12(}) chun In rcgh de lmca de cierro, 6'15,:
_OAI -i AIBI. OB*—-OA'*+A"B* Dn ias l{,llﬂldﬁtlcﬁ
0A,=AB A B,=CD'icdutluceqlm?t0A, k/lB led,B B,
—-*!cCD (la afirmacién 1I) y que OA +A B = AB }-CD

Hot) 1) A B
A (]
(]
4 HKE] i)
a ko Bkl
Fig, 1.19 Iig. 1.20

(Ja 'lfirn'mc.inn v rlul §-‘I) S(:gﬁn la definicion do Ia
homolccia, 0A*=!r0!l., OB*_.-I{OB, En fin, en virtnd
:Iu In .'\i:rrrmrmn IV A'B*—IrA B, Tor consiguicnte,
Ol = ki, ;;5{0,1 - AiB,) =k (AB-1-CD), 01 == O_E* o
- A*B* chfl -I- ?-:A B,mkAB !-hCD ¥ por eso ?r(dB -
-l- CD)-*FMB -J- kCD. m

—
VI. Para cualquier segmento divigido AR y cuales-
quiera ruimcms- real’cs k, y ke, es vilide le igualded

(fey -+ kep) AB-—*JQAB-}-.’:,AB

(3 I8s [acil comprobar esta afirmacion al calenlar las
lowgilindes do los sermentns dirvigidos gne eslidn on los
micibros primero y segundo do In jgnakdad, tenicndo
en cuenla su griontacion, H

Las leyes de mulliplicacidn enuncimlas en las alirma-
ciones V y VI se denominan leyes de distributividad.
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Capitulo 2
VECTOHES., OPERACIONES LINEATLRES
CON VECTORES

§ 1. Definicinnes principales

So devominn vector en el espacio {plano) 0 un conjunle
e todos los sogmentos divigidos, imnales enlre si, cuyos
origenes y Tines perlenecen al espacio {pf.mu] Suclml
designarse los veclorves por las letr.w mindsculas «, b -
Si los puntos A vy Doy el veclor @ son Lales que /I i e,

a.,l vulm a s odenula {10 moda igual gque el ur“fnwnln

dir |_L,1r|u A 1, os dm ir, s oeserihe ¢ & = Ah’

8
i a hien ;U? —ca. I (“nlq' caso selico que
A el segmento ciil'igillu A [i’.i’r'pr('sr'uiﬂ el vee-
-*
i Loray, junioala flecha goe reprosonts
Fig, 2.1 ¥ 3 N f

el senento  dirigido A, so vseribe «
(Tig. 2.1). Los segmenlos dirigidos iguales (v sélo ellos)
rcplcm'mnli un mimm veclor. Si un ngnlunlt) dirigido

A H , abgual qucz‘lﬂ representa ol \nrl.nra TIadenotaeidn

—_— —_—

AB = 1D, (2.1)
vorrespondienda a las definiciones dadas, Liene ol sentilo
doble: i los miembros primero y sogundo (2.1) se con-
cilien cono segmentos divigidos, osta denolacion signilica
su igualdad (véase § 3 dol cap. 1); si fos dos miembros
se concibon como veclores, la velacion (2.1) significa Ia
coincidoncia do eslos veclores, es decir, su igualdad como
conjuntos,

Si el veclor a so representa por ¢l segmento dirigido
—_—

AR, entonees el veclor cvoprosentado por el segmoento
. —r —-
dirigido BA = —A g0 denomina veclor contraric al

k. -+ -
veelor a (s¢ denola: —a). Lldmase veclor nulo 0 al veclor
roprosentado por-dos sepmentos divividos aulos, 165 evilen-

fo que 0 = —0. 56 Hama longitud Ifz'i del vector « In
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longitud del segmentlo dirigide yue lo representa. En
- -, — -
particular, |0 | =0. Los veclures a, = A, [}, a, =
—_— o — ;
= A8y, ..., a, = A B, se donominan colincales (co-
p!m:ame) si son colineales (coplaua; es) los scgmentos diri-
gidos A Vi ,B,. C e A,,!},‘ quo los reprosentan. Ln
cellinealidadl de ius vct.tums a ¥ b so tlonoka asi: r.'. l{ b.
Si los vcclnrcs a ¥ s no son colme.llcs so esctibo a'ﬂ. b

Segln esta definicién, ol vector nulo 0 os colinoal a cual-
guier veclor y es coplanar a cualesquiora dos veclores.

- —
Un veclor @ = A7 se denemina paralelo a una recta l

—_—
(@ nn plano ) si el segmenlo dirigido A8 que 1o ropresen-
ia es paralelo a I (al plano &). Segin Ia propicdad do
transilividal do Tns rectas paralelas (on ¢l plano y on ol
espacio) osta definicion es correela, o sen, no dopends dol
modo de elegir ol segmenlo dmguln que reprosenta cl

voctor @. Un vootor no nulo @ = AZ so donowminn per-
pendicular a wna recta I (@ un plano &) si cl segmenlo

R
divigido (no nule) AB que lo reprosenia es perpendicular
a & (al plane #). BEsta delinicién os correcla, pucslo que

—_
si un segmento dirigido €D, igual al segmento dirigido

— -

A3, representa el vector a, entonces (CD) || (AB) y pov

eso (CD) L 1 {cotrespondienlemente (CD) _I. &), es decir,
-—

el segmonto divigido €D es perpewdicalar n £ (al plano ).
-* -
Si los vectores @ ¥ D son perpendiculares a wn plano &,
-

son colineales, Todo vector no nule e, perpendicuaiar a
un pl.um P, se demomina veclor normal del pl’mm P, Los

Veclores @ y U se Haman codirigidos (so tl('lmhl aﬁ'b} si
son codirvigidos los segmentos dirigidos AB = y CD =
=¥ yue tos represenlan y se laman contrariamente diri-
gidos (se tlmwl;n-‘ﬂ.ﬁ) si ZF?H.EJB a

3
Crilerio de igualdad e veetores. Los veclores a y b
son iguales (coindiden como conjuntos) =i, y s6lo si:

a) el b) [a|= 0|
23



Tan tas fig. 2.2—2.7 se dan ejemplos de veclores iguales,
colineales, coplanares que se vepresenlan por segmetlos
divigidos eu lns suerpos geomitricos. [n ol paratelogramo
ABCH (lig. 22) son iguales fos veclores de los lados

¢ b I 8 f
A \ ;ﬁ
A A D
a H

Fig, 2.2 Fig. 2.3

—_r —_r —r _—r
opuestos: AR —= DC, B = AD. T el lrapoecio istsceles
ABCH (lig. 2.3, a) los veelores de dos ladog laterales
—

ARy DC nn son ignales (no son colineales) aungne tivaen
LY

— —
longitnd igual: | AR | == | DC|. Los veelores de fas
5,
; & .= Z
! ﬂ{
A bij
/__3:.{:0;-: ==pil
F € : - J
Fig, 2.4 Fig. 2.5

—_— —_—
bases #C y A del trapecio ABCH {Tig. 2.5, h) y ol

—

veclor de i Huea medin NAT son colineales, Segiin la
delinicion de lrapecio esfos veclores Lanpoeo son iguales
uo u obro (svs longibudes son diferenles). Los veclores
—_—r —

BC y AD son eodivigidos v son contraviamente dirigidos

—_
con respeclo al veelor N, 1n ol hexdigono rvegolar

; . — —_
ABCDEFR (Tig, 2.4) los veclores de los hudos Al y ED,

—
asi coma ¢l voelor OC, domde (0 es ¢l cenlen del hexdgono,
. -_— el —_—
son fgnades, v OF o Al Deomedo andiopn, HC —
i ‘

— e —
= VI, CD = AF. lin ol cuba ABCDA,IC,D, (lig. 2.5)
2



—_— e =
los veclores de las aristas Inlerales zlA,. 1y, €C,, DD,

son dguales dos a dos v al veclor (JO. donde O y O, son
los centros de las caras ABCD 'y A B,C,D,, IT‘<pct11V!\-
rnvu[c Ta 1:'.luml son iguales los vcc,lmcs [Ic In-s iimgon.t-

lt“‘» A C, == AC Lns VLCiOl‘(‘.S A Ii',. B Cn D 101 A WDy

/ C,. el H,. Ab‘ b’C ﬂC. AD AC D.-'i' son coplanares
{pnlnlulm .|J pl'mo (ABC‘D}} En ol prisma Lriangular

Fig. 2.6 Fig. 2.7

U?C',I H‘ B (!'a;: 2.6} los veclores do ].1-» arislas lulerales

AA,, !?BI, CC.'i son fgnales al vector 00 donde O y 0,

son log cenlroides (puntos de interseccion [‘o Jas medianns)

e las caras ANC y AB,C,, respectivamente. También

son iguales los vernrcH dc los ]nllm BOH’(}“]]UI’II'IC“‘.OS de
—

—
las bases siuperior ¢ inrulim AC = A Cl. )‘}C B C,,

Al =A B, Los veclores A,B,, B c,. A c,, AD, ac, AC
son mpl,unrcra (paralelos '1| plnno {ABC)) Ln la pird-
ntide truncada hexagonal vegular ABCDEFA, l? OB

(Fige. 2 ), m: Ia runl | A Bl |:1AB | =1 ln-: vecl.o-.

res AH M’) .’f ,Cy son iguales. Los veclores A B, Y Ca’f
‘-«ﬂll rol;llt‘.llcs y umlnnl.lmcn[c lllllj{litﬂ‘a I,ns veeloves

J[’f zI,H“ .-')x'f 1) [ C.-" C ,, ('C,. f'!,, ()0 @y 0,
som los cenlros de [.n-. hases de Lq pirimide) son ;-.;plnnmm
{pavalelos nl plang I'('C! ). Los veetores de las arislas

latovales h’”l ¥ .fi/l, no son colineales aungue son de la
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— e —
misma longitud, Los vectores B, CC,, DD, no son
coplanares.
- —
Sean a nuy veclor, AR un sogmento dirigide gue ve-
—_—
presenta este veclor. Si €D es wn segmento divigido

arhitearvio gue también represenia el veclor a, enlonces,

- — .
segiin la definicion del veslor a, lenemos CD = AB,

-r
es deeiv, D = T}?ﬁ (€). Por consiguicnle, a es ol conjun-

—
Lo o todos Tos segmentos divigidos CD, cuyos origones €
son preimigenes y los fines D son imdgenes de Jos puntos
el espacio (plano) duranle la traslacién  paralela ')";5.

I"or eso se diso que ¢l vector a = :1_5I vy Teaslacion para-
lela al segmento divigilo {T;;’ v, parn abrevine, lo (rasla-
cion paraleln T?ﬁ se donola de manera jignal que el veclor
a. Iin esle caso, -¢: se comprende como una ansformacion
del espacio (plane). Scan = A_I; un veslor, A un punlo
dado. Si en Ingar del sogmento divigilo 1’]-;; (ue represen-
La el vector ;;. para esta representacion se usa ol veclor
divigido ﬁ"_!-FV = Al con el origen en el punlo A7, enlonees
se dice que ei veolor @ se traza o) punta A7 Bl punta M

-+

se denomina arigen del veoolor «, of punto N, su fin.
Todas Tas operaciones con segmenlos divigidos (en las

gque dstos pueden sustiloirse por cudlesquivea segmenlos

igunles a cllos conservindose ¢l vesullalo de Ia eperacion)

y también las propiedades de ostas operaciones, se lrasla-

tlan o los veclores.

§ 2. Swma de veclores. Diferencia de veelores

Sia = Al os ni veelor representado por el segniento
dirvigidg /1-}?, [ E;) es un veelor represenlindo poc of
sogmenlo  dirigida (—'-(-;. entonces ¢l veclor representado
por el segmenlo dirigido /T?I - E;’h) se denoming sima
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- - - - ;
o los veclores a y b {se denota: « -|- 1). De la alivmacion
IV (§ 4 del eap. 1) so deduce gue Ia definicion dada o
suma de veclores no depende del mudo do. elegiv segmentos
dirigidos que ropresenlan eslos veclores.

Cilemos las leyes de adicion de vectores.
I. E-l-?::nlj-l-?; (conmulalividad de adicidn).
1I. (;;l—?;) -f-_r.:a-(;-l-- (-{; +:"} (asociatividad de adicidn).
"l a+0=a.
V. a4 (—a)y=0.
Iistas feyes se desprenden e las afirmaciones 111, V,

I (§ 4 dol cap. 1). En virlud de la asociatividad de adicidn,
Ia. suma de tres (y inis) vectores B
pmicdo eseribirse omitiendo el pardn- ,4 C
lesis, Por ejemple, para ol parale- '
lepipedo ABCDAN,C\D, (lig. 2.8)
—_— — i

ol  veckor AC, es suma AD - e fo

— — —_ —_—
DDy - DGy = 4D + A4y + T T

s i
-+ AB. lisle hecho se [lama reglade Fig. 2.8
paralelepipedo: el veclora - b - ¢

ST R
de Insuma de tres veclores o coplanavesa, b, ¢ se reprosenla
por una diagonal del paralelepipedo constrnido sobvo los

e S
segmenlos dirigidos que represenlan los vecloves a, b, ¢
y tienen ol orvigen comiin (para abreviar: construide sobre
los veclores a, b, c).

& -

Llimase diferencin a — & de veetores @ y b el veclor
&, - SR
a - (—b). Si los veclores « y O so represonlan por los

[ - e -
segenlos dirigidos ARy €D, respectivamenle, su
-k i

diferencia @ — b se representa par el segmento dirigido
— — - - -
AB — CI (véase § 4 del cap. 1). Sia -|- & = ¢, enlonces
- -+ -

w = ¢ — b. [Wsla propiedad se desprende do In diferencin
de segmentos divigidos. Mostromos edmo se puede dedi-
cirla de Tas leyes de adicion de veelores, Sumande el

SR
veslor —& a los dos miembros de ka jguallad ¢ = a + b,
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obhlenemos ?-»_z:; = - (—55 = (-r.: |- ﬁ] 4 {—K] =

- e, - - - -~

=a4 (b4 (=0) =a4 0 =a De csle modo, en Ins
5 . 1

igualdades vecloriales se puede trasladar los sumaidos

do wn miombro de la igualdad a otro cnmbiando sus

signos por los opnoslos, :
Ejemplo |. Domostrar la regla de abrir parénlesis:

(@ — b)) 4 (=B b v (@ —Dn) = (@4 - ag-k
s A ) = gk D o BN

A Segin In delinicion de diferencia do  veclores
(ﬂ-|—bl_].-f- (ay-— bg)"i‘;- vosbe (‘E:\ —b)=(ay + (—&)) - (2, +
e (=N - (e - (—=Dy)). Designando la dltinm

expresion meliante  y omiliendo una parte o lmrén-
tesis (en correspondencia con acuerdo basado en In loy

asocintiva  de adicién) oblenemnos ;=;,-1—(—3,) -]-E,-%—
4= (-—bz},..+a,,+(-—5;}. Aplicando varins veces 1n ley
conmitlativa de adicion,. lenemos :.':=[al-]—r;;-|- ceomg) -
H=o) (=D} oo (=ba) 5

Si sumamos x y In suma (b, 4 by -+ . .. - by,
usamos las propiedades asocialiva y conmulaliva de
adicion ¥ 1 veces lomamos en consideracion las Jeyes [V
v 111 de adicion de veclores, obiencinos

: + (}-’1 "l'?;z + +3n)==(;:| ‘!':'il d e '|'-;‘»)"5‘
=B (=B (=B BB
b= (@bt ek @) A (B (D) -

Gt (=B o ok B (= B == A2y

e o Ao tn) 004 o Oty By £ v oo oh By
Segdin ‘In regla de traslacién de sumandos de un  miem-
bro do In ignaldad vectorial a obro, lenemos T::=(.:z.;-|‘
oyt a)— Oy 0) A
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Ejemplo 2. Sea Oel centro del hexdgond regular
ABCDEF (véase fig. 2.4). Hallar la sumade losvectores
OA+0B40C 40D OF |- OF. .

A Las dingonales del hexdgono regular inlersecniites
en ol pimto O se dividen en dos parles igualed: por
este punto. Los rayos [O0A) y [OD) son contratiminente

dirigidos. Por eso 5;! = —0—5. De modoe andlogo, 5?1::
— — —_— — — - Sl
= —0FE, OC=—0F. De aqui, 0440D=0, OB
— —_, — — - — e—r —_—
+OE =0, OC3-0F=0 vy, por lanto, OA-+0BJ-0C |-
— — — — —_— —_— —_— L —
- OD + OE -+ OF = (OA--0D) +(OB+OE)--(OC+OF ) =
=0--04+0=0. A
In el hexdgono regular ABCDEF se cumple también
—_— —_— P - % i
la iguildad AD-- EB+4CF =0. En efeclo, ya que ODEF
— —_— — ) ,
es paralelograme, OE=0D--OF y, por consimﬂgnlc.
—_— — —— -_— —_— —_— —_— —
ADA-EB 4 CF = (AQ -|- OD) — (BO +- OE) -|- (CO - OF ) =
— 0D+ 0D —(0E+ OF)4+0F -+ OF = (0D+-OF) +-(0D +,
- OF)—(OF +4-OF) =OF 4 OE—(OE+-OE) =(0E—OE) -

— —_— - - =
4+ (OE—0OE)=040=0.

Ejemplo 3. Domostrar que: en ¢l tridngulo ABC Ias
medianas [A K], |CA] y 13N] se intersccan en un punto;
si @ es ol punto do interseccion de las medinnas del tri-

— — — -

angulo ABC, QA + QB 4 QC = 0. . .

A Sca Q el punto comin de los segmentos [AXK] y
ICAM] (fig. 2.9). Basindose en la propiedad de lp linen
media del tridndulo, tenemos (MK) |[ (AC). Por lo
Lanto, los tridngulos QATK y QCA son semecjanles (por
tres dngulos), poreso |QC |: | M@ | = |QA | | KQ | =
= |AC|: | MK | =2. . :

De este modo, si en fa mediana [A K] Lomaimos un pun-
Lo Q que parte ol segmento [A KJ on la razén 2 © 1 partiendo
del vérlice A, el punto @ so siluard en Ja mediana [CM]
con tal que | €Q §: | QA | = 2: 1. Aplicando los razo-
namienlos andlogos con respecle a las medianas [A4 K]
y [BN], vemos que el punto @ so encuentra en la mediana
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[BN1 y 1a divide en la vazén | BQ |: |ON| = 2: 1.
De aqui se deduce que Ias medianas del tridngnlo ABC
se inlersecan en un punlo @ y ||.1rn el punta P, simélrico
al punto Q It“#]ll‘(‘lli nl pinto N (Fig, 2‘1). se clnnpii' a

igualdad Qh = —OP Pueslo que P = %, (Q),
= 7y (C), ol cundrililorn AQCE ns pnl"\|[‘]n[ﬂﬂnu v pm

Fig, 2.9 Fig, 2.10

—

€50 QA -}- ()C = QP l-,n (l[‘fllll‘lvd, cp])lmwums (M -
QH - OC Q!’ -J- ()B = QJ’ |- (~—0P) =il

I";cm]:lo . Dempnslrar que para cualesquicra vvrian
"
ay b son vilidas las designaldades del trldngulo:

la-t bl el 1Bl (a=b) 3 Va(—1B). (22)
Comprohar gue: Ta  igualdad |;—|- b | = I-(: | -1- ]-.:; |
tieno lugar si, y =dlo si, :ﬂ-ﬁ Ia igualdad l; —b | =

|;; | —1 .‘T! Liene Ingar si, y solo si, qriﬂ}j y |;-rr | =
=101

A Si o de los veclores 2 o D os nulo, estas desigual-
dades son evidonles, Sean 7 _vh?; veelores o nules y sea
ue un segmento divigido .Ii’ represonla ol veclor .
Marquemos ¢l vector b= !TE’ partiendo ﬂo! punlo 7
(Fig, 2. i()) Iaulnuwh ol segmento divigido AC reprosenla
ol verlar P ¥ h Basindonos en Ias propied: |(|t“: 3 y An
tle In [|IR| aneiir (v(’inqv § 1 del cap. 1), obtenomos | a- -1 i |=

= 1ACI<1AB [4-1BC | = [+ 15 | con tal que
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ignaldad tiene Ingar si, y s6lo si, B € [AC], es decir, los
veclores a }r_f: son codirigidos. Susliluyendo en la dllima
ﬂcsngamhind el voan g por el vcntnr :——’5 oblenemos
|al== |{a—b)+b |< |a—b|-|- 15 |. Por consi-
guiente, Ia -7 | = l(z | —| b |. Comn 50 hn demr:sl.ra-
do, on lo anterior, la igualdad Irz: b | = Ia | — ] ) |

tione lugar si, y s6lo si, los vectores a — b v “b son codiri-
gidos, os gecir, son ootlmgu]ns
los vectores h y a= (a— b} |-
+b y !al—la— b
101210 .

Ejemplo 5. Sean A, B, C, D
puntos de nn espacio o un plano, A
M, ol punto moedio do {AB), N, .
el punto medio de [CD], O ol Fig, 2.41
punto medio de [MN]. Demostrar

—_ — — — = — — ——

quo: 1) OA4- OB -0C -+ OD =0; 2) AN - MN = BC -
——p

+AD; 3) | MN 1< (| BC|+4D ).

¢

b
N
b
i

—_— —_

& 1) Los segmentes dirigidos AM = M B representan
un mismo vestor el que se dusignn ;. Anflognmenlto,
pnng"nnn's CN Nf)s:sb, MO ON—c(ng 2. ‘li} Dntnn
cos O/l OM | J'IM (—c) + (—-a), OB::n--—c.
r)(,-_r:—h OD b- | e. Por oso {vénse el ejemplo 1),
OA 4 OB+ OC-0D = (—¢) + (— @) @ -k 6= b-1-bt

o= (@)1~ (=) - (h=) - (6 = ) =0 - 01- 5 +- 0=0.
—_ —
2) Segiin la regla de linen de cicrre, BC = BOM |
— —_— —_— — —_ —
!,-MN -|- NC AD AM - i MN - | ND. I)e augm BC -1
|- AD {RM [~AMH MN k«MN -+ (NC -+ NIJ] =0 -}
4 MN s MN- |0 MN |- MN.

X —p
3) Sobre Ia baso de In designaldad de tridngulo | BC -+
3 |



+ AD|H,|HC| P pm;ﬂ |BCL 4 1AD]. \ntqunnmﬂnmf

se Liene IMN |- .r'Il'N | = [MN || INN | == 2[0TN] (via-
se ol eviemplo 4}, Ea definitiva, Lenemos JIMNI--
— —_— —_— —_— ‘
= | MNA-MN | = | BC-|-AD || BC |- | AD|.
Ejemplo 6. Demosbrar fque para cualyuier vvclm a
tiene Twpar ln 1g|mltlrul -[—a] = .
A Sea x — -——(-—a} ]',lllnllcwz l:.lk..lmln‘;e en las leyes
IV y 1 :lt! adicion de veolores, & - (—a) i Sumando
cl veﬂm P con }z;'{ f!u- mmmhms d‘n nkl'l u{tlnhlntl nbu-m,—
nos. a=0 I- M=z -4 (—r:,\ di i :n - (a. - [——r:}} =
F b= A
.l. ]\quluplu.n:i('m de up veclor por un ndmero.
Criterio de colincalidad e veelores
Si @ es N veetor represenlado por un segmento Jirisi-
—_— -
do ANy Foua aimero real, se Hama producto ka del veclor
a por el pidmero fooal veclor representado por el qm;mr-ulu

—_—

divigido kA 13 produclo ka s denota li lmlut‘n por ak,

|
Para abveeviar, si k=20, el producto = P se eseribo on
-
Ia Torma aliv.
Citemos las leyes de mulfiplicacion de un vecelor por
nn niimers,

I 1ea—a, O0e=0, H=0, (—1) &= —a.
|fm|~-.f!.-||a.|.
. katba, si k205 katfla, si k<0,

Si &y m son niimeres reales, a y b vectores, enton-
[id

Iv. & (_m.(-.f} ~ (:'.'m.):r {asociatividad de Ia wultipliea-

¢ifn por un m’m‘lt-m]

V. (k- |' m}r.f ---lm I- mf."

(distributividad de In mul-
}Liplu aekin por nfimero).

VI ;'r{n - #] r-Jr:. l-irh
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Istns leyes se desprenden dircctamente de las pro-
|nmlmlr-q o Ja mnll.;phcnmun ol ar‘gmr‘ntn dirigide por
un miamero (véaso § 5 del cap.

Ejemplo 1. Demostrar la 1gualdud - {—‘l] a,
empleando las otras leyes do la multiplicacién de un
veclor por un niimero.

A Dnoiecln,O—O 2=+ (— ‘l))a Por ss0 Z:,:
= (—a) -I-0 = (——-a) + (4 (~1) @ = (—a) 410+
FMa = () +D) + (Na =0+ (—)a =

=(—1)a. A
Ejemplo 2, Demostrnr que si ma + nb = ka -+ !b

enloncos (m — k) 2 + (n—1) A
A Al traslndar ]os vect.ures dol segundo miembro do

Ia 1gnnldml ma —|- nb = ka -[- 1 al primora, oblonomos

(ma — kaf - (nb — lb) = 0. Baséndoso en las loyes I
vy IV de Ja mulllp[mnmon do un vestor por un nimero,

so ticnme —Im = (—1} (:’ca) = (——k)a Segun la lay Vv,
tenemos ma —la = ma -|- (-ka] = ma 4 (—k) 2=
=(m —k) 2. Do modo andlogo se puedo dcmosl.rar e
i — b = (n — I)-Z: De oste mo(lo. ma - nb = ka -l

[Ibﬁ:-(m—k]a-l—(n-—!]b 0. A
Do lus leyes 11 y 11 se desprende ol eriterio de eolinea-

-
lidad de vectores: un veclor I es colineal a un veclor no

- - -
nulo a &, ¥ s6lo si, exisle wn nimero & tal que b = ka.
Ll wiimera X se determina nnivocamentc por los vectores

c(llmoalr.s r;bqlxﬁ Y W |k | = [ I”?{ | con tal que £ =
]b [flﬂlm aﬂ‘b v k= — ib )V Iﬂlf-l ﬂ’H—h

Emmplo 3. l)cmostrnr que, para veclores o colinenles
&

ay h la igualdad ma - nb =0 se ciumple cuando, y sélo
c.cmlltln, m=n=0.

a Renlicemos Ia demoslracidn por el contr min Sean
ay b veclores no ruhnonlcs |Il|0‘§ que ma & nb = 0 v
m =0,  Iinlonces, = (1/m) Vs (1/m) {ma -4 nb}

= ({/m) (na) 4 (1/m) (nE) =10 4+ () D = a—
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— (—nlm) -(; 0 Son, P (—nlm) n'l v, en virtnd del erite-

rio de colinealidad, Im, veelores o ¥ b son eolineales, Do
este modo, resulla nna contradiceion. Andlogamente se
demuestea que la suposicion o 520 Heva tamhidn o Ia
conlradiccion. &

Iin este cjenplo ¥ en fos postorinves no so indien gqné
leyes ¥ en qud sneesion se nsan,
Ejemplo 4, Demnstrae que pava veclores no eolinenles

a y b In igualdad
3 - 5
iy |- v -- iy r.' |- n,h (2.3)
es equivalenl s al sistena de ignalilades
My = Mg 0y == liy. (2.4)

A Gomo ge ha demostradn en ol ejemplo 2, Ia ig:mhl:ul
-

(2.3) es equivalente o Ia igua?fl:ul (my — my) a |-
I+ {nny — ny) b = 0. Los veclores a ¥ 1 1o son calines s!t--a
por lo Lanto, conforme al ejemplo 3, In relacidn oblenida
os equivalente a dos dgualdades: my —my = 0 y 0, —
—n,=0. A

Ejemplo 5. Veclores @ y b no son ceolineales. dCon
qué x son 6tl||lll.'l|(“1 los veetores r—-—{1 - I)r: - b v d -
== (21 31') T— 2-'1?

A Bl veclor ¢= ('r—{] a—| b os no milo {si s Lu-
viera J—-c—{:r—ﬂa-l 1. b cnl.m;or:. yen virkud de daa

colinealidad de los veclores a ¥ b v idlel resnitado l]l'l
ejemplo 3, lemdvian Jugar las ignaldades # — 1 =0,

= {), es decir, habria una conln.uli:ci(m) Debido al
crilerin de Ia colinenlidad, los veclores d y ¢ son cnlnmnlvq
si, ¥ .uuln =i, exisle wn numom y lal que d = yr:, 0 _sea,
(2 -|- 3x). a—3h= y(x—1) a ) r;h. 08 veclores a b
no son eolineales. Por vso, en viripd del rcsull'uln:lnl
ejemplo 4, I igualdad oblenidia es equivalente al sistema
de eennciones 2 |- 3e =y (v — 1), —-2 =y, es decir,
al sistoma a =0, y = -2, Por consignienie, los veclores
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s g o . o p R
¢y dsou colinenles si, y sdlo si, = 0, 0800, ¢ = —a -+ b,

d'om 3 {0 —b). A
Sea que en nn espacio o un plane se ha fijudo un punto
O lanade polo. Bntonces, enlre In-: puntos A del espasio

(plann) ¥ los segmenlos :hrlgrdn-; ()A se pone la correspon-
deneia Immwm-.'. Rl veclor r representado por el segmon-
to dirigido ()/l so denoming radio vector del punto A res-
pecto al pole’0. Ll puulo A se husea por el radio vector

€ - -
dado », como el fin del veclor r 4 trazado del polo O.
Ejemplo G {cmmt-hm paramdétrica veelorial de la recta).
Sen e en un espacio o en un plano so ha fijado el poln 0.
Adeitiig, sea L nna rectn gue pasa por ilos puilos distinlos
dados A y B. Describir ¢l conjunto de radio veclores de
tnilng los |11|n{n'-z (lc In recta .

A Sean v,y r w Iudio vectores de los plos A y 13,
respeelivamenle. Mediante P (Ip*:lgnpmm cl vector reprc-

-=inn1.'u10 por el segmento dirigido AB es tlecir, a=

rn —:'A (fig. 2:12). Designemos 7 el radio vootor do
un punlo arbitrario M de 1a recta L El punto M s0 encien-

tea o la recla T 8i; y o sélo si, lps veclores AM ¥ . son
colineales. Segiin ol crilerio de .colinoalidaid, eslo tiene
litgar si, ¥ sblo si, existowun numam t (tlepeutlmutu do M}

ial Qe se cumple.la igualchtl AN = ta. Pueso que AM =

= :'—r,‘, el veclor T es tadio veclor del punto M E 1

s_u. ¥ ‘=I‘Jl|l.'l 51. este radio plwdc reprownlm-ﬁc on la forma
-

. r -I- ta, donde @ =r, — rA. Do este modo, el

r.mmmlo de todos los radio veclores de In reela [ oes

conjunto de veclores de Lipo

r=ry-tta (2.5)
-+ - - -*
donde ry =rpm@=rp— o A» L es un niimero real arlnlm-
vin. Bl veclor a se deneming veetor director de lu recta 1, J*
se lama radio vector del punto inicial de la recila l, t
pardmetre ¥y In correlacidn (2.0), eenacifn paramétriea
vectorinl de la recla. A
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La lmlt\'l'l(mll {2.5) pumlc I“llllll!‘-t‘ on forma r—
—(I-—».’}I’ } h,, ooen forma Al h we flonde oy T
son pamerog renles arbitravios nuulnu por In corve I.umn

{-]- 71 = 1. 15 sistema de pcunciones p = 1'.' S h I
-7 =1 ropresenta paramdtricnment e fa |r|I| que

Figi2.12 Fig. 2.13

pasa por los punlos Ay /40 Los olmerms =1 (M) y 1
== 7 (A7) ge denominan coordenados barvieéntricas del ;rrm.’n

Al en la reela (ARY orientada (a 1o large el vector a).
Establozeamon el sealido geoméirvico el parfmelea

en o correlucion (2. ) Yo qne Adi = to, dowde £ ==
= { (ﬁf), se Liene l/lM | ==t Ia I, vs deciv | 2] —

4 |/|N i ]rr| BB ndimero £ os positive sioel ponlo
M os=A so siton on [ADR] o st B ELAML B whinero ¢
vs negadivo st s=A v A €At = O si, v s0lo s,
M coineide con A,

Ejemplo 7 {problema de division de un segmento en
Ia razon (hdn] SD.m Ay I distintos puntos dados por
radio voetores r,l ¥ rgpovon vespecto o un polo O, A un
mimero posil.vo, LiaHae ¢l radio voelor 7y, de wn punlo A7
del segnnilo LA que divide este segmento en In razin A
partiendo del punte A.

A B puto M ose suu.t entre Io== |Hmlnq Ay Boenla

1‘(“"—1\ (A), Por cso, r,,,‘_ .-A -l .f{.' ,,--r Yy dowde =
- | AM | AB] > 0. Segitn Ta condician, Y on ]/IMI;’MH}[

im consiguionts | A= AM | 4 ]MB! = | AAT ]

-J- |AM|,"I&"-{}L | 1) MMUZ Dn uxlt‘ mml;: =M{A4 }

¥ orpye '*’I'J\[i (: -—rA} -T—'u FRET r,, La co-
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rrelacion

rp=(ra - M) (h - 1) (2.5
se Huma férmula de Ia division de un segmento en Ia
razén dada, A

Ciando A =1, ¢l punto M es ¢l punto medio del
sogmento [AB]. Bl scgmento [0A7] o5 mediann del Lri-

angulo OAB (lig. 2.13). El veclor ry = OM cs igoal
- - —_— —_—
it rpAf2 - r 2 = (04 4 OR)/2.

Ejemplo 8. Finpleando los veclores y operaciones ron
ollos, demoslrar que Ins medianns del triingulo se inter-
secal en 1n punto gue parle cada una de medianns pn In
rnzon -2 : 1, partiendo del vérlice.

4 Sca que, en ol teidngulo ARC, los puutos K y M
son puntes medios de los lados [2C] y 1A 1], respecliva-
imento, @ es ol punte do inlerseceidn da Ins medianns
[AK] y ICM] (vénse Tig. 2.9).

Dasignando J\—[CO]/[O}WI, |1=M JJIIOK[. |Jtun:m—

tromos que A=p=2." Sen AM a(cnlum‘m A H_—_-._.a},
zl(, b Segan la-[ormulade la division dol m.g,munfu |caty
por ek punto @ e lirazén A, lenemos AQ == (b-l }.n};'(l -+ 1).

Por lo Lanto, AK AQ - QI{_ AO -]- — = (p4-1)/p {(b+

-|- A/ (A 1)) El pman K pnrto ol %gmentn [(‘B] on
In razén 1:1, por cso AK-_-:(AC [-AB).-'2. (b-] 2.:;).-’2

Cuomnparando las oxpresiones oblenidas para el veclor AK,
pet beda bep2a

Hegamos a la igualdad g En vir-
Lnd do la no eolincalidad de los veclores @ y b, do aqui
se deduce que bl L ek L b Dol

K A1 2' pn AL

o wna de eslas iguanldades en olra, oblonemos & = 2.
Vor censignionte, (v - 1) p = 32, es docir, p =2,
Asiopues, uetda demostradn quo cl punlo Q yue se sitda
eu la mediana [CM1y In parte on a eazén 2 2 1 se enenen-
Lea tamhién en la mediaua fAK] y la parte on Iy misma

By



razon. Asilogamente se poede establecey gue el misino
punto @ de la mediann [CAT] se sitin Lanbién en Iy me-
dinna [BN] v o parte en Bueazon 2 2 1, partiondo el vérli-
ce /1. Por lo Lanloe, tas Lres medianas rlol Iliallg:,ulo Al
se inlerseean en un punlo que les parle es la razon 2 : 1,
partiendo del vértice, A

Ejemplo 9. 1allar por ud ndmero & hay gque mukti-

jlll[.ll‘ i veetor no nulo a para que la Jongitud del veclor
¥ = Ia son igrual o La wnidad con tal gue: a) el vector )
sea codirigido respecto al veclor a; b} el veclor b sun
contearismente dirigido respeclo al veclor a.

A a) Ya que ls;;ft;-:b =0 (11}, so bicne k== || =

(i : af =1/]a] ().

1) Tenemos k;;ﬂ.;q:r 0. Por consiguionte, —h=
= {le] =Dl { 2] =A11a] y Te= —1/]al.

De este modn, el veclor U = af| a | es codivigido al
- -
vieclor a 540 y Liene longitud nnitacia, Gualguior veetor
de o tongitnd wunitaria se lama veclor nniterio  (voclor
unidad). Bl vector —al|a | es unilario contrarinmente
~

ulil-igitlu respeclo a veclor a. A
Bjemplo 10, B un widngulo ARC es lrazada la bi-
seclriz [CDI del dingulo inlevior £.C. Expresar ¢l voeclor

—r —_—

C.’) mediante los veolores @ = cA, b= Ch y sus longi-
ludes.

A Marvguenes, partiendo del punle €, los veelores

— e = = - =r

unitarios CM == e, = alla | y CN =gy = b/ D | (los
puttlos A y N se encuentran en los rayos |[CA) y [CH) y
I distancia entre cstos puntos y el punto € os igoal a 1).
Consideremos, ¢l paralelogramo CNPAT constrnido sobre

— —
fos segmentos divigidos €M y CN Lomados como Jados
(g, 2.04). Ya quo JCAl | = | CN | =1, esto paralelo-

grioma e rowiha. O sea, su diagonal [CP] es In biscelriz
— e - -

del dngulo £.C. Los vectores CD y CP = ¢, | e, son

38



ensd -
colineales y, adomds, CP =£0. Por cso oxislo nn nitmern
—_—

—_— - . o

a lal que €D = zCP = zafla | - zb/[ b |. Por olro
latlo, el punlo D parte el segmento [AB] en una razén
{Lpdavia desconocida) A = ]AD [: D8 |. T'or cousi-

giiente, seghin la formnla (2.6}, CD {rz + M:)/(?\ -I- 1).

N
]
B
1
, e
& ¢
Py i Pa i~ ¥
s M a A o}
Fig. 2,14 Fig. 2.45

(,ompalnndo las expresiones obtenidas para ol veclor
CD ¥ Leniendo en cunnl,a lano mlmmht[.ud de los veclores
P y b. tenomos :c.r‘l al|l=1/(0 -|-— 1), /| B | = A/(A 4 1).
Do agnf, &= la vt b T D = (@+da IL‘)M'E, 0
Hia VD 1+ 1) =(lald 4 Ibla)fﬂrzl-i 15 ). No-

Lomos que la igualdad A = Iu I/ bl signilica que la
hisecliiz del dngulo‘interior £.C del tridngulo AC parto
¢l Iado opuesto [AB] en la razén |AD|: |DB | =
= |CA || CB |, os dccir, on las parles proporcionales
a los Iados adyacentes al dngulo ZC. A
Ejemplo 11. Dado un tridangulo ABC. En las reclas
(AR, {BC), (CA) ecstan ccnrespondlcmmncnto escogtdos

puntos Af, N, P de tol modo que /Ul-[ = a.AH, BN =

— [
= BBC, CP = yCA, dondo &, [} y ¢ son nimeros reales.
{Bnjo qué condicién necosaria y suficionto forman un

—_ — —r — —_—
triangilo Jos veclores CM, AN y BP, o sea, CM - AN -
| 1P —?i?

A Sea au. CA z";-- CB (l'lg 2.15, a, b} ]_,nl.nnccs.
AB=b—a, AM=a(b—a),CN =(1—p)b, CD=va: Por
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. —_— —r —_— - - —
cmlt;lgmmll,u CM=CA|-AM = (1-0:}a —J b, AN =
=AC |—CN-=-7 —rz-I (1—-[3)!) UP - IC - - CP—- -—b-[ w
por cso CM - AN -I- BP--:(';:—a) u.—[ (a——ﬁ)b Los veblorma

y b o son colinenles, por oso CM' B AN |- ]J‘I’ =0 cuandu,
y solo cuando, y— rz—*ﬂ, a—p=0, o sen, cnando @ ==
=f=y. A

Ejemplo 12, 1n un Uridinguto ABC, puntos M, N y I
son las bases (e las biscctrices [CAT), 1AN] ¥ IRPI, o8-
pecltivamenie, de los dngules interiores del Leidngulo, So

—_ — — N
vonoce que CM |- AN ~|- P = 0. Demoslenr que AA B¢
ey vegular.

& Sea AJ'If == r.x/if)‘ HN = i'aHC, f’ Lt 1'6'21 -
Lonees, segin o l|('ll‘lﬂ‘§|1.l{|n et ol cjomplo 10, o -
= IAC Wl AC ) - | BC D), o= |AD (]l Al |
1-1AC ), v = ]UC (1 Be | 4- MH . B el cjemplo

— o —

11 80 ha mostrado quo de laigualdad CM - AN |- BP =

= 0 50 tIc,-s[Jtuldcn las igualdades e = i‘- = P, 0 s0a, las
igualdades: | BC |2} AC | = o —1 | AC || Al j==
=1/p—1 = AR VI BC | = Ty — 1. Do estas igoal-
divles  obtonemos FAC P = |AH VItC | AR =
= |AC | | IiC I AL dividic I primera conelas dn entre
In segundn LErmine a Lérmine tenemos: | AC P - ) AR P,
v deciv, [ AC | = | AB | Dor tanlg, [ AC |2 = !AC’I A
x | 3CY o s, |AC | = |BC|. A
chm]plu 155, Ba los lados [BC) v 1CD] de un paralelo-
rramo ABCD son tomados puntos 2 y £ do Lal modo quo
UF] | FPC | = I |DE|:EC | =&, dondo A y p
son nimeros positives dados (véase lig, 2.2). Lus reclas
(D) y (AF) se intorseean en el punto Q. Uatlar 1o rzdn
| FO |: 0D ..

A Dos-zgrmmw-: anAD I?C !;—H}_I.J-E. Do las
il dades a= BC==RiF - C == 131 .|-~_ m O L "‘ BF halla-

Mos e BP = pm’(p |- 1}- ]"Jv oo mmlmlu Lenomos DI
= MJI(?L -1 ‘[] 1'or I,mli.n, AL ADI Dﬁ'—u |- MJ!(}\. 11,
I_D=—Ulf—.r|l}*| AD:.—im (-1 1}——r'l |- a—m’{;t -1y —
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—'El.'lesiﬂtrrmu_ns ol ciclo AQDA. Segiin lavegla deociclo -
AQ+-0D -+ DA ==0. (2.7)

Los veclores Af) y OD 304 descongeen. Sin enthargo, son
—

colineales a los veclores AIJ y D, respeclivamento, poi

eso oxisten mimeros (desconosides) x ¢ y tules que AO =
— —_ - — =r -

=aAl = za - habl{h + 1), OD = yFFD = ya/(j0 - 1)—

— yb. Sustituyendo las expresiones oblenidas on Ia

igualdad (2.7), tencmos

(.aE |- #) -+ { M —;;b!;)—-;;—ﬁq:-:
v) b=0.

= (e hr—1) &+ (5~

Puesto que los veclores @ ¥ b no son colineales, oblencmos
el sislema de ccuaciones & -4 y/{p - 1) =1, l.rf{k 1) =
= y. Al resolverla, hallnmes

19 A(im 2o BN O
Y=rFmnaFm e FTRFaEnaEm

Por consiguiente,

. ! 1FD
[FO|: |OD | =(|¥D|—|0OD|): |OD| = wa: =

1—y _ 14-A4p
7 Raky A

==

Lndiguemos gue en este ejemplo se ba obtenido Lam-
bifa la expresion para la razin JA0) : O8]« x: (1 —2) =
UMW
T g
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§ 4. Malvices, deferminantes, sisteinas de ecuaciones
lineales

Ui bl A (“
na dabdn A==

AN
do orden. Loy elementos @, y oy Torman L primera fila
de T matriz, [y v By, e segunda Tila, ey v By, o primeea
columna, ¢y ¥ Py Fa segundn colmmnn de esta mabriz,
Una tabla

) sodenoming matriz de segun-

o @, oy
Be=|0 B o (2-8)
i Y2 Yz

se denomina matriz de lereer orden. Los elementos a,, o,
oty Torman su primera fila, ), By, 1. su primera coliinna,
ole,

Consideraremos solo Jas snalrices que Lienen o bicn
todas los filag (colnmuns) compuestas de niuneros o hien
una Jila {colimna) compuesta de veclores y lus olras
filas (coluninas) de ndmeros. Para tales malrices se
prede introducic ¢l conceplo do delerminante de Ly matriz.
Lliunaso determinante de ma malriz

o
.‘i—-( ) ‘) aouna expresion oy, —efly que se denota

[‘l ﬁz

det A, det (f‘-t ;v., 4 bigs |ﬂ: ﬁ:l

y se Hama también determinante de segundo orden. Vor
ejemplo,

12
34

Se Ilpma delerminante de la matriz B do Lercer orden
(véase (2.8)) In expresion

fh ﬁal [y [ by B,
o = c 0ty ([haVy = V) —
1va v . P R P e 1 (Pava—Pavy)

— &y (fva = Pavy) -1 25 (Pivz — Pavihs

a —2

R T T REE e 1 g =a—(—2)b=0n-- 2b.
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se denota

CCl ocz Cf.l-‘ lx, G',! G.:‘
dol B, dot | B Bz Ba| o bien [Py Pz By
1 V2 ¥s/) i V2 Ya

¥ se denominn también delerminante de fercer orden.
Por gjemplo, :

1 —1 1
- = =3 % -3
2 —1 —=3] —t. ST
al feaed : ‘ 4 —2[ ( 1}‘—3 -2!+

-~ _1
A == =2 = (=)

(=2 (=B (=N - (2-4—(—1)-(=3) =
=24-12—4—94-8—3=6;

21 —1 ahoiag —_
25 3 mz.,b c]_i. acl,
31 4 14 il
9 (-1)| f; 1’=2(ﬁ'b'—?)—(d'&-z-3E'}-(Z-|-33}=

= —5a+ 50—5c.

Si todos.los elenentos de una fila (colimna) de una matriz
(doterminante) so mnltiplican por un misino nimero A,
st dice que Ta fila {columna) do la matriz {determinantc)
se multiplica por el mfimero A. Se llamn transposicidn
de nna matriz a una operacién que consiste en la susti-
lucidn de las [ilas de la malviz por las columnas y Ias
colunmas por las filas que lienen los nimeros iguales.
La malriz B transpueslta se denota modiante BT. Por
ejeinplo, si B so define por la férmula (2.8), ontonces

oy B W .
s (“a B T’a]. Si ,1=(°‘* “2) i (a'. uf)
ey fa s B B, fr M

son matrices do segnudo ovdew, wna do Ins cuales s
mimdrica  (comnpuesta completamente de niinevos), so

@



denomina producto AA" o 1o mulviz
A (aﬂ} | ey oo - “:”;)
£ == @ . ¥ ‘
oy -4y e | Bofy

Llamase producte BU de malvices B y II' de tercer orden

Gy Gy Oy oy Oy O
B -(ﬂs o Bs|, B --(i‘)i M I’)':).
Vi Yz Vs YoV

a comlicion de que wna de ellag es numériea, a Jn matriz
LA R A S P - A M DA P
i == [f-!ld'x 'I' ﬁﬂ[‘l £l ﬂ:ﬂ'l Flr‘;'] ﬂ![i; i I‘ﬂ‘n
V1% -l L R e B M
mi“’; | ‘1-.»[‘.-] % i (1_1'\';
ey L Palby - (a7, (2.9)
Vi@ - valls -+ ey

| 10
lPor ejemplo, s A= () i) scotflies (i t)' so Liene
R (I B S RN (1
g T |II‘?ﬂ|1[)(l)
” (1(]]()2.1'1|U1 (U'I
A4 10412 19 1.4)=\2 2
Se Noma matriz unided 75 una minleiz nondrien en la

cual todos Jos elementos dingonnles son iguales o wno v
los o diagonales son igunles 0 cero. Lo matreia nnidad

(S
de segondo orden Liene b forma (0 1) de Ltereer orden,

100
Ia Torma |0 1 Of.8( 8 ¥ [y son mnl.riuus e wn orden,
001

E, matriz wnidad, entonces S.": = f£§ = 8. Lag malrices
nuwméricas de on GII(I(‘II' X o'V so Unman inversas wna o
oben y so denntan Vo= XY X = V! si XY == VX -
= N,

Cilomos Ins propicdades de los determinantes,

1", del 8 = doL ST,

a4



0S5 S== (;: ;:2). enlonces S'*'-:(:l ?’:).

del § = ofly — wofly;
det 8% —=of, — o, == ot §.

Gy Gy Oy TR
Si S= (pl i ﬁa). se Liene ST—= (Ga fia 1’)

Yi Yz ¥ ey Py s
T ﬁnl By ﬂ1’_ ! ﬁ.,'__

Y2 Va * v ¥ "1y 4
Pz v

=y ]’: :2 == Oy ¥a A= ooy b gy —
2 ¥a

Pz V2 , | %2 V2
~ Chalig¥ e Ba va = oyl
a, fi, ;
11 il =del ST. @

2%, 8idos filus de un determinanie se mudan de Tugar,
el determinante cambia su signo.

[ Si Stﬁ(ﬂi ﬁz) 8 o (ﬂt ﬁ:). entonces el S =

ai [« 3
“-="5¢|ﬂfz-*-"'a2f"|: dot. S* “"'ﬁl“g""ﬁ:\ml o (ayfly — oyfh) =
-z -?:-—I!bl S.

Oy Gy Oy By 14 5
Si &= |P PaBal, 8=\ & x|, culonces det 8 =
i Ve Va Yi Y2 Va

= iy (g e — a¥g) — Pa (%W — aa¥y) -k Ba @y, — o)) ==
== = oty (Byya—fave) -1 g (v —av) — @ (v — Pavy) =
—iet S.

De mode andloge se puede gomprobar que

Gy By Qg xy Ly Xy Vi T2 Va
fo Ba Palo= — |V Y2Vl = e B Py
Vi V2 Y2 By Ba Iy oy hy Gy
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V. Si dos filas de un determinante son iguales, el deter-
minante es ignal o cero (veclor mulo).

O n efeeto, siosustitaimos una Tila por olra igoal,
el determinn Le no eambia. Por olro o, o victod e
la 2 |l|ll|\l[‘i[ ub, ol delerminante vimbia s signo. Bmpe-
ro, el finico wmere (vector) que o varia al cambione e
signo s cero (veclor nulo). W

A%, Si dos columnas de un determinanie se mudan de
lugar, el determinante cambia de su signo. El determinante
que tiene dos columnas iguales equivale a cero (vector mule).
O Iistn se desprende de las propicdades 17, 2% y
N |

5% Para los mimeros arbitravios A g p, es wilida o
ignaldad

Ayl pexy ey -l-pees Aey [ o

b fla [} —
T V2 Ta

o, O, Uy o, o, O

e B Pa | -1 jo | B fla fia

Ti V2 Va i Y21

si lus tres delerminanles Lienen sentido, es decir si todos los
Ly Y Oy, Gy i My, Ga i oy Son simudbincamente ove nimeros
are veclores,

O Ei determinante que esta en ol ol prinmer miemhro
de la igualdad es igual a

mmmﬂmW—mw )|,

fy ﬁsl fia Il 1'1[
4- (A 7 — X —
A+ o) | "Ie ¥ v v L
ﬁsfz) ( lal”nl | By fa
|- ety g e | —, |
Vi Va Y2 ¥a Yi Ya
0y Gy g 0 o, @y
T o IS S I [N B
I ViV s YoV Ay
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De snodo andlogo, parn el delerminante de segundo
oriden, tenemnos

Aot - pog Rty -| o oy Gy
Bs Ba By By

La 5" propiednd se denomina propiedad de linealidad del
determinante respeeto a la primera fila, Empleando In 2°
propiedad, es [icil comprobar la linealidad (el delermi-
nanle respecto a cualguior fila. Cuando =0, de Ia
5% propicdail se desprende que, al multiplicar wma fila
del determinante por nn ninero, el mismo delerminanie
se multiplica por este mimero:

a; o,
* "‘ﬁ. By

howy Ao, ety oy oy iy oy Oy O
By Ba Ba| =2 B0 B2 Ba], [MB Ay APy | =
i Ve Ya Yi Y2 Ya Yi Y2 Va
) Oy @y Oy Gy @y Oy Gy Oy
=A|Bs B Ba|, | B B2 Baf| =2 (B By Baf.
Pove Val | A Ava Ay e V2 Y

Yi Yz Ta

y cualesquiera mimeros b y pu se cumplen las siguientes
igunldades:

o - ARk py g AR R s g Aok s

Oy Oy iy
6° Para cualquier matriz numérvica S=- | B By Pa

B fBa B =
¥s Yo Va
o Oy O
= (B Py Paf =
Yi Y2 Va
oy Qg o2
= | P Aey -y fod-Rog -y Byl Aoyl W=
Vi T2 Ya
%y o Oy
- fi fo Pz L (2.10)

Vi Aeg-l B va oAy Py va-l Rag -l pf;
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0O Segun Ta 5" peopiedad. ol primero de Tos delerini-
nanles es igual a la sumn

G Gy T3] ) B By i Ve Vs
B Bz Bt 7% | By Ba Ba d-pe | Pe B
i V2 Va Ty Y2 Va i Ve Vo

en la enal ol segundo y tercer sumanlo son iguales o cero
conforme a la 3% propiedad. Por tanto, la primera e
fas igualdudes (2.10) queda demosteada, Las otras iguwil-
dades so dedueen de Ta primera en viclud de la 27 pro-
picdad, Se dice gue ol primer (lorcer, cuarto) dotermi-
wante en (2.10) osla ohtenido del det. S al sumar ln pri-
mera (segonda, Lercera) Tila v Ia combinacion lineal de
lug demds, La 67 propiedad signilica que, al simar unn
lila del determinante de una matkreiz wimmérica v ln comn-
hinacion lineal de las demis Tilas, ef determinante no
cambin, B

Lav igualdid andiloga a (2.10) es vilida tambidn para
los determinuntes de malrices muonérieas de segundo
orden:

oMY @yt AD, o Oy ‘ &) Pg
th fiy fiy Ba ol Aoy Py-l-Aey |

7. EL determinante posee la propicdud de lincalidad
respecto a cuclquiera de sus enlumnas. AL mulliplicar una
columna del determinante por un mimera, ol mismo deterngi-
nante se multiplica por este miimera, St sumamos nuna colum-
na del determivante y la combinacidn lineal de otras colum -
nas, el deteriainante ra cambia.

0 En virtud de la 1* propiedad, esta propiedol so
desprende de fa 5 y Ja G". R

8% SES p 57 son matrices de un welsmo arden gy wna de ellas o
niamdrica, se tieme et (§8°) = ol 8 dol 5§,

Sean 8= ( ;‘ a’) y §-— ( G: aé mnl riees de seomn-
dn orden. Balouces ot [1?.5"}=(¢|6¢I-1"‘-"-;l5:] {fi-fx-; - f1afiy) - (e s |-
- aaby) (Preef - -.-{”3'-‘051 (el oed - aifiafia — oafhiae] — eeaflafiy) —
—ag ({Hay 4= P — by — Bl = el (egfd, i) —
Y e O e D A R R
S0 nhorh

oy s €y [ty e @5
S| B P PBa ) S B BB
Vi Va W N VA
8



y, para precisar, § 4 matriz numéricn. Segin I férmuota (2.9) ¥ In
5% prapiedad, del (S87) = ma 4 wpd - 2 donda

a; 3 oy
a=|freld-Pabi+Bavi BrosaPafsFBavs  Baces -k Bafi34-Pavs |
Vi -FvaBi-bvarl  vica b vaBi - vavi  vaed - veBi -k yav;

Los determinantes & y ¢ se obtiencn como resultado do In suslilu-
cién de la primera fila por las filag Bi, B3, P2 ¥ ¥i, V4, ¥4, respecliva-
mente, en el .determinants o, Sumando on ol rjul.crminanlo in
segunda (lercera) fila y In primera multiplicarda por -—r, (corres-
pondienticruente por ~v,) y empleando I definicién del determi-
uante do Lercer orden y Ta 87 propiedad demaostrada para los deter-
minantes de sogunde orden, ohlenenmos

o oy oy
ﬂ-—lﬁzﬂ;-l-fiﬂ; fafis -1 Bava ﬁ:ﬁ;%-ﬂn'.'i{”
VB A VaVE Vo lyavs Vel vavs
n;nq_a,m m]n:myb

e |Pa By

1Y Yallv: W s Yo
dag|Pe Bl (B Bi|_1Bs B 4 o
Feos V2 '!’:n' ¥i 'Pil_ Y2 'l'n'ml B

De moda anflogo so puede comprobar que b= _IP" $3Ix
1 3

walel 87, c:lﬁ' ﬁ’, dol ', por cso
Y1 Y2

lel (557 = fiz ﬁ:\l__ Py F1| . 1 ﬁ1‘ lol §* ==
ek (187 (all\’l Ya G Y1 Va s i Y2 ) il
=idelSiet §'. =

Ejemplo 1. Empleando In 6" propicdad caleular el
delerminante

_ 14 7
A={25 8
36 10

A De la segunda fila restamos Ia primoera multipli-

1 4 7
eada por 2 A= 10 —3 —6| Do In tercesa fila resta-
3 6 10

045 49



mos la primera mulliplieada por 3:

[ P
ol =8 b g TP _"l
0 —6 —11 =l omatl

0 —6 0—3 )
ssdf |-|-7.1 _;\—l-{--.;)#!..n T

0—11

Seiinlemaos e, utilizando la 8 propiedad, se puele sim-

plificar los dltimos cdlenlos:
1 4 7 1 0 0

P | T, QU | B Q. | o

0 —6 —11 7 —-f —11

—3 —0 ) . . '
I F[-—.;}»{--- 1 I)—-—(-—{J] >{—h) = — .

L |

Ejemplo 2. Demoste que si Todos log elementos e
una fila (co'wmna) del doterminante son iguales o cero
(veclor nule), el deferminante Lambién lo es.

1 Si multipliecamos la Tila (columna) dada por coro,
el delermivante, por lo visto, no cambin. Por otro o,
segin las propiedades 5 y 7% el determinante se multi-
plicard por eerp, es decie, se igualard a cero {veelor
nulo),
Sioety, g oy fhi By o son simeros veales,  Liowe
lugar 1 idenlidad vineulada con lres delerminanies:

(e b 025 f ef) (7 1= 3 - B2) = (ol - ogliy b a3y

() ) () e

fia fa Py Ba
1 FY segunde andembro de la ddentidad (2,11) cs ipgnal a

(eeafhy = agfa)® <1 (2afiy — afh)? 4= (ofla — cafy)? — 51 | 30
A-aifi -+ a3 - @i - “:I""—z(anfh%ﬁ! b afiaafy -)- o b zawél}
Su primer miembro es igual a alfd-- aifif - eifii -aipi-l- a,{i’ I-
-+ -1 a3 + oafy - oafh -~ (T afd-1 ath - 2o Byceal I
20y tafly |- 20tafhactafiy) = 0302 -l - i3 4 R - rx*,if
-|- o3t — 2-(%!!.0!2 -l atgfutalb - Cofstia), © sew, o8 igual
[.lmrru miembre;

Tiene Ingar ol lema de tres delerminantes: las dguaidades

|"'ﬂ “ﬂl I“' g o= i B2 (2.12)

P Bl "By Bal TEB Pa




se cumplen si, y sélo ai, exislon niimeros A4 y |1, no iguales a cero
simulldneamente, lales que

Aay - pfy =0, Reg - pfly = 0, Ay -l By = 0. (2.13)

Ademds, si af--ad-4-af >0, sc tiene | 5= 0; si PI--P24-R2 >0,
se ticne A %0,

‘T Sean cumplidns las relaciones (2.13) y, para wayor preci-
sién, s A =20, Fnlonces, gr= —vhy, am= —afly, oy = — v,

donde v=Jy& y por cso |acg ;3 = Gafly — tafiy = — vflufi, -
T
- vBafig =21, De manlo anilogn se pueide e prohar que ;' :’ =
t fia

%y G | =(l,
1

Y viceversa, si se cumplen las relnciones (2.12), en virtwl dlo
la identidad {2.41), AB—=C2=11, idonde A=nl-lal-lal, 0=pi-
- f3-4-P3. C =, ff ;- oy - etafl5. Son posiblea lna siguientes cnaos:

1) @y ==, —=0. Tnlonces Ing relaciones (2.13) me cumplen
cunndo A==, je—=1,

I} a?-| ol )I of > 0. Considoremos el Irinomlo  cundralo
pl) = (toty -~ fg)® 4 (letg == Ba)? -k (f0tq— Ba)? == (* (@] =fx2 |- @) —
=2t (o fly 4 etafly + 2afy) - (a’?-?—ﬂ!-l- 2= A —2C1 |- W= A (1~
—CIAY 4 B — CHA = A (t — CIA. Cuando 1 = C/A, ol tri-
nomio p () se anula y por eso Coy/A — By = Coayfd — B, =
= Cay/Ad — By = 0, es decir, los relacinnes (2.{3) se cumplon para
A=Cld, p=—1. ®m

Propicdades de los adjuntos. Si en un determinante
escogemos algin elemento y suprimimos la filn y la
cotumana del determinante, qne contiencn este clemento,
el determinante quedado se denomina menor complementa-
rig del elemenlo escogido. Il menor complementario mul-
Liplicado por (—1) en la potencin igual a la suma de los
niimeros de Ia fila y Ia columna suprimidas se denominn
adfunto algebraico del elemento escogido. Por ojemplo, en ¢l

Oy Gy Oy
deterninante s v {1 JR | FE § P P el ndjunto del ele-
F

Yo V2 M

menlo fi; es { — )21

@y Oy

! « pmesto que el olemento
T V2 :

13 se encuentra en Ia segunda fila y en la tercern colwmnna,
3

o il |



Sea

oLy oy g
S= | B Bz 1% (2.1%)
T Y Va
unie makriz numérica arhitvaving soan A, Ay, Ay, 12, I8,
s, €y, Cy. Cy adjunlos correspondientes a dos elementos
Sy Ly, Gy iy Pas Bay Vi Voo ¥ o0 el dolorminante del S.
Consideromos unn mialviz

Ay 3 Gy
8§ = | A By Cy (2.15)
Ay By Cy

que se obtiene de S de modo signiente: en la maleiz S
Leda elemento se sustituye por suowdjunlo y, despuds, la
maleiz oblenida se transpoue, Demaostremos gue

A 0O |
S5 =885=10 A0 [ donde A-=del S.
0 0 A

Segiin la definicion de producio de matrices, para hiagerlo
os necesario y soficionle verilicar si se complen las siguicen-
Les ignaldades: ;

aply | aady -oagdy = A, Bidy | PeAy |- Pads = 1

Vi A YAy - yads — O3 (2.16)
ot ey b owgBly = 0, N <L Badle ) Bally = A,
Wiy -l yoBe - yalty — O {(217)
a0y | aoCy |- aaCa =0, PGy | (05 4 200 =10,
i€y ol 15Cy -+ vaC5 = & (2.18)
Ay L W L Gy = A, oAy b BB € = 0,
aad, A Bal3y - paCy = (2.19)
oz ol ity G =0y apdy - Blly o 720, = A,
gy -l Bally - v402 = 15 (2.201)
ady N8y | 2Oy =0, apdy - iy b 92Cy = 1),
ey |- Balfla b p4Ca = A, (2.21)

0 bas dgaalilades (2.00)--(2.21) se demnestran e
maodln igual. PPor ejemplo, comprobemos las dos primeras
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entre las igualdades (2.16):

B By | Pa I
B 1,." w A i —3 5
e S SR Ve V3 Yi Va :
i oy Oy Oy
4oy b Py =B Be Paf=24s
LU CLIN E
BI ﬂ! ﬂ'l
ﬁlA FPady A fady = BB Bs|=0. @
Yi Y2 Ya

De Ta alirmacion demostrada se deduca e para
toda makriz numérica S de la Torma (2.14), cuyo determi-
nante A = det § no es ignal a cern, existe In malriz
S+Y inversa de clla con ta? gue

A BJA CyA
i (

AfB BylA CfA |y dot 1= 1/A.
AD ByA Ci/A

3 %y Gy :
Si S=( ) es una malriz de segundo orden con

By Pe

la particularidad do que A=del S=af,—a,f 50,
enlances In matriz inversa §-' se define por la [drmula
S~l..._.( Pofd —alfd
—fy/A o,/A

Sislemas de ccunciones lineales. Consideromos un
sistema de ecuaciones linecales

). det. §7'=1/A.

a4 gl -+ ogz = e, Pyz-l-Bay-l-Baz=n,
iz v A vaE = {2.22)
donde ay, cg, o, Pis Bas fize Y10 Vo V3 s00 nmeros dados;
m, oy p son orn nimeros tlados, ora veclores; &, i, &
son variabfes (numéricas si m, n, p son nimoeros y veeto-
vinles si om, n, p son \rortows} La malriz § =
Gy Oy Oa
=10 Bs B2l se denomina matriz del sistema (2.22).
Vi Y2 Ya '
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Mediante S desiguomos la malriz compuesta de los
adjuntos |viase (2.44), (2.15)] de los elementos e la
matriz. 8. Tomemos A = det S,

Sea (r; y; 2) solucion del sistoma (2.22). Sumando la
primera e oslas ecuaciones mulliplicada por A,, la
segunda mnltiplicada por #, y la Lercera multiplicada
por Cy, obtenemos, on virtud de (2.19),

Mty Oy
A =mdy-l-nB - pC = [t Py Paf =4, (2.2:3)
P Ve Ve

(la nltima de las igunldados (2.23) es definicion de A,).

Multiplicamlo la primera cenacion del sistoma (2.22)
por g, la sezumda por By, In tereern por €, y snmando
Ias connciones obtonidas, oblenemos, en virtud de (2.209,

oy T Oy
yh=mAy |- Byl pCy=- By 1 o] —A,.  (2.24)
WP
De moda andloge tencmos
oy &, M
D= mdy |-ully pCy= |y P2 v <A, {(2.25)
Yi Ve p

Teorema | (regla de Cramer). 8¢ el determinante A
de la malrviz 5 del sistema de ecuaciones (2.22) no es igual
@ cero, esie sistema Liene selucion rinica vi 3 2) deferminada
por las siguientes formulas:

r=AJA, y = AJA, 1= AJA. (2.26)

(3 Como se ha mostrado on Jo anderior, la wnicidud
de la solucidn se desprende de lo que Loda solucion (x4 2}
del sistema (2.22) satislace las igualdades (2.23), (2.24),
(2.25) y por eso Liene la forma {2.20). Queda por compro-
bar qque Tas Bornbas (2.20) determinan cleetivamente la
solucion dul sistema (2.22). Sustituyendo las exprosiones
(2.26) en of primer miembro de la primera ccuacion ol
sistoma (2.22), en virlnd de Jas igunidades (2.16), (2.17) y
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{2.18), lenemos
oy (A /D) -0ty (A TA) - otg (AL1A) == (1/A) (g dy -
J-onB - apC - agm A, - agn By oy pCy-Fagnd, -
~l-ognl3y - r::c;,pC?) g —L- {(oy Ay Ty Ay - a;ria}‘ri; -
o {00 By - ooy -1- g l23) 1= (04Cy - cz;(.—', - o3Cq) 1} = it

e este modo, i, y y 2z delinidos pov las formulas {2.20)
salisfacen la:primera de las ecunciones del sistema (2.22).
Andlogamente, se puedo comprobar quo z, y y z salisfacen
también la segunda y la tercera ecuaciones (hdgase esin
comprobacion cn calidad de ejercicio). B

I3l Leorema demosteado significa que siom, n, p so
expresan modiante z, y, z por las férmulas (2.22) con
ayutla do los elemenlos de la malriz S (2.14), enlonces
&, iy ¢ se expresan mediante sy, o, popor las oemilas
(2.26) con aynda de los olomentos de ln matriz 8 (2.15)
lvéase (2.23), (2.24), (2.25)].

il sisleina de ecuaciones (2.22) se llama homagéneo si
m=n=p=0. 51 A s£0, et sislema homogéneo (2.22)
tiene solucién tnica 2 = y = 2z = 0 quo se llama trivial.
Cunlquior solucion (z; y; z) de un sistema homogéuco su
denomina ne itriviel coando £* 4 y* - 22 > 0.

Teorema 2 (sobre Ia existencia de In solucién no (ri-
vial de un sistema homogéneo de ecunciones). Un sistema
de ecuaciones lineales

o x b gl F gz =0, P -k fay -l faz =0,
i A vt - vz =0 (2.27)

tiene solucién no trivial cuando, y sélo cuando, & = 0,

O Si existe la solucion no trivial del sistema (2.27),
eulonces A = 0; en caso contrario el sislewa (2.27) len-
dria solugién tnica: la trivial (regla do Cramer).

Inversamente: sea A = 0. Tntouces si A,, A, A
By, By Bs, €y, Cy €3 son adjuntos do los elemontos
@y, % &y, Bys Pas Bav Voo Yo Va, vespectivamente, do la
malriz S del sistema (2.27), en virtud de las igualdades
(2.10), (2.47) y (2.48), los juegas (A A Ay), (B Ba
Ity), (Cy; Cqi Cy) son soluciones del sistema (2.27). Si
por Jo menos una de estas soluciones vs ne Lrivial, cl
teoremn queda demostrado. '
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Considercmos el caso cnindn Ay = Ay == Ay = N, ==
=Ny, =18, =C,=C, =C,=10.85i todos los clemen-
tos de Ia malriz § son iguales a cero, el sistoma (2.27)
tiene solucion no (rivinl (lo satislacen cualesquicrn
nameros z, iy, z). Si existen clementos de la matriz §
no igunles a cero, enlonees, camhbinndo (si o8 necesario)
de lugaves las cenasiones del sistema (2.27) se puede con-
siderar, in limilar la comunidad, que al |- o3 - 2t >
= 0. Ya que

Oy Oy

Y2 s

oy Oy

B=—
Y1 Ve

=),

o &y
== 0, stl |:n. ;A _I
Vi Va

debido -al Tema de tres delerminantes, exisle an nfimere
v 0 Lal qua yy = vor, 7, = Vo, Yo = v, oy decir, To
Lercera cenacion del sistema so obtiene de la primera al
multiplicar sns dos miombros por el niimero v y, por
consiguiente, so doiluce de la primern conacion. Do modo
andlogo, de las igualdades € = Cy = €y = 1) resulla
que fa segunda de las ceuaciones del sistema {2.27) se
deduco de Ia primern. (O gea, en ol caso considerndo, ol
sistema (2.27) ¢8 equivalente o sooprimera cenacion {mds
exactamente, o agqnella de sus counciones en In cunl no
lodos los coelicienles son iguales a cero). Queda por com-
probar que la cenacién a2 4- @al b ayz = 0 Liene
solueion no trivial, lo quo es ohvio: si ¢, = 0, entoners
{1; 0; 0) s solucion de la couacion dada; si o, 520, Ia
solucion de la cenaeion dadn es (ay/a; —1; 0), K

§ 5. Criterio del ecardcter coplanar de vectores.
Bnse en el plane y en el espacio. Descomposieion
de un veelor segian una base

Sean a y b veclores no colineales. Tracdmoslos par-

— - -
tiendo de nn punto: 04 = |, OB = b (iig. 2.16). Por
medio de @ designemos elpalano delerminado por los

punlos @, A, B. Por delinicion, cualquier veelor e,
- -

coplanar n los veclores a y b, es paralelo al plano £, Si
- =

constrimos ol veclor OC = ¢, vl punto € perlenecerd al

plano &. Tracemos por e punlo € la recta { paralelamente
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a fnreeln (OF). Yaqueay b 1o son colineales, las reclas
Iy {0A) se intorsecarin en un punto I, lLos veclores
-_—

—-— . —_-—
Ol y OA son colincales y, alemis, 04 &0, En virlond
del criterio de colinealidad de veclores, exisle un niftmero

—_ —
real 2 tal que 0D = z0A. De modo anilogo, exisle un
. ——p — — —
llumm‘o ¥ ial qm. DC = yOB. Tor eso, OC.= 0D -
+DC .tOA -1 jOB es flCCH‘.
= za - yb. (2.29)
IE]1 par ordenado de vectores no co!iucalca?z ey
bt ® se denomina base del plano & (se denola: {a, b}).
Todo veclor ¢, coplanar con los

- =

veclores a y b que forman [1 base,
puede representarso en ln forma
(2.28). Los wimeros © ¢ ¥ so

-*

Haman  evordenadas  del  vector ¢

et la base {a, b}y In propinigualdad Fig. 2.16
(2.28) se_ Ilama dewmm;msicién

del veetor ¢ segun la base {u b} 1 liee lm de gue los munth
ros x ¢ ¥ sou las coerdenadas {!cl veelor ¢ en la base {n, b}
se denola del modn sigujonie: T (z: o).

"jcmpln 1. Demaslrnr que In descomposiciion de un
vectar c:.t,q,un na | hase {ﬂ' h} es unicn.

O Sea ¢ w2l -1- s ' una dmcm:lpaq:rwn, difereitle
de (2.28), del veclor ¢ segin la hase {a. b}. BEntonces,

debido a la no colinenlidad delos vectores a y b, tenemos
(véase of cjemplo 4, § 3 de eslo capitulo) x = ', y = ¢,
Resulla nna contradiccion. B

Sjemplo 2 (erilerio del eardcter coplanar). Scan a, b, ¢
Ires veclores de un espacio unidos mediante la relncion
(2.28), llmltlc . ¥ son niimeres reales. Demoslrar que
los vectores re, b, ¢ son coplanares.

> =
[ Si los veclores @ ¥ b son colinenles, s decir, para-

g ;
lelos a unn recla I, los veclores xa, yb, y también el vector
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f‘ suini o Ju 1 :_:h, k:m paralelos a esta veela, Por tanlno,

- =k

las veelores a, by ¢ sl pawadelos o caalguiee plane goe
conlenga la reela 1,
Si los voalares a y B no son eolingales, los DA IS
- —_— —_—
particdo de cievto punto O (lig, 2146} @ = OA, b = O
Designenos ol plang (QAR) mediante £ o la veela
— —
(0A) toamemos ol punto 2 asi que O = 204, Tracemos,
— —
partiendo del punto 12, el segmento DC = yOB que sea
parafele al plana & siendo parvalelo a In vecla (OB). Su

origen D esld en el plano & y, por consiguiente, el Tin €

s silia Lambidn en el plano @. De l“‘ll' |nmin, el origen
—

y el fin del segmento  dirigido ()F = ()i) - e =
ey —

s= 200 <o yOI se encienbean en ol plang &, u,nlru antd

que el \'t‘rlm' a0 “|- Ijh, reprosentada por ()C o sei, el

veslor ¢, s pacaleln .‘II plane &y, por lo Lanto, s copla-

uay eon los veolores @ ¥ 3

- - -

Ejemplo 3. Los vecloves a, b y ¢ no son coplanares,

Demostrear que
- — -  —r

g f-yblse=0ePr cy=z =0, {2.2¢h

1 Si por In mehos uno de log ndmeros en laigoalilad

ra |- yb i- r, (l por ejemplo z, no es igual a cero,

esta ignaldad es equivalonte a la igualdal ¢ = 2'a |

4 0'b, donde & = —afz, ¥ = —ylz. Segin el eriterio

del cardcler eaplanar (véaso el ejomplo 2), ¢l vecter ¢ es

-+ -+
coplanar con los veclores @ y 0, o sea, resulla una conlra-
diceion. oy consiguienle, z =y =z = 0. |nversa-

menle: si x =y ==z =10, la igualdal P -I- y}; - P
= ¢s ohvin.

-k =k -*

Ejemplo 4. Los veeloves a, & y ¢ no son coplanares,
Demostear que In ignabdad

m,n—{ r.'lb—| Ir,c- mgrs - u;h | frzg (2.50)



es equivalenio al sistema de igualdades
My o= Ny, By o= Ny, k=l (2.31)
O Para demostrarlo hasta escribir (2.30) en Torma do
{1y — me);i: 4y — u.,)?: - ey — k) ¢ =2l y ulilizar
¢l resultado del ejemplo 3.

Sjemplo 5. Demostrar que si los vectores o —,L?I ¥ b
son colineales, los vecloves a, b y? (c es vector arhilrario)
son coplanares.

[ 51 los veclores P ¥ ¢ son colineales, los tres veclores
- -

a, by ¢ son paralelos a una misma recla y, :mm nun noun

plano que cobtiene esta recta. Silos veotores a ¥ c Ng son
colineales, Torman base en cicrto plano #. Los veclores

@ 0 Y, b son colincalos, por eso existo un mimero &
bl que B == ka == ke - 0-c. Sogiin of ¢ ritorin tlnl earichoe
coplunar (véase cl ejemplo 2), los veclores a, v y ¢ son
coplanares (paraleios al plano #). M

e e
Cjemplo 6. Dewmostrar que si los vectores a, b, ¢ no
son coplanares, onlonces: a) ninguno de ellos es nulo:

b) los veclores ay B no son colineales.
A a) Si, por cjemplo, éf:ﬁ, teddria Iugar  Ia
ignaldnd 1-;-|-0-?:-l—-0-;=6- lo quo conbradlice a (2 2%).
I Si los veclores a ¥ b [ueran mlnw:\h"\ y I :7‘-0

ol caricter no coplanar de los ve-:-,hnc‘; a b T contradiria

el resultado del ¢jemplo 5. Si e 0, tendria lugar nna
conlradiceion a la parte demostrada a) de la afirmacion
de esto ejemplo. A
Ejemplo 7. 120 In pirimide hexagonal truncada regular
ARCDEFAB,C DL, (véase Tig. 2.7) Jos puntos O
y 0, son los aenlros do bas bases ABCDEF y A 15,0 D E\F,
—_—

respeclivinuente. Descomponer: a) ol veelor AD segin la
—_ — —r —_—
base (1}, AFY; 0 el veclor OO, segn la base (L2, 313,).
A ) AD = DA w2 (A-E—l— /I_f;) = 25—1} +4- 2;1“:"-"
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h) Los punlas €y (2 son fos punlos medios de los
segmetlos {REL v 1 E L Por eso (véaso el ejomplo 5§
del § 2 de este capilnlo), 200, = EI7, |- BIy, s deeir,
— —_ —_—

00, = ({/2) KB, - (1/2) 3, A
Ly —_—

Ejemplo 8. n el paralelogramn ABCH o = AR,
- —_— —
== AD, ¢ = AC, I7 va el punto medio de [CH], Descom-
poner ol veetor 5 segim la hase {hr;. ‘t“} Representar of

—_—
veolor B por lres modos en forma de

.E_?:"E-_—_J:n-l-yﬁ-l 2. (2.52)

S i

A Tenemos BE = H(‘ |- Cl=- h—ir: pny -|- b. ot

— =k

oS b’f'{(‘-—rn—(l';‘é)rz-- -—-L» r.f,j c. ['.'u vste modo, el

voetor DB vy esta representade por dos modos en Ja
lorma (2.82): T8 == (—1/2) a-- 1:h - 0ec, Bl o= (—3/2) 1 |
|- (J-};-i 1c Siboes wn wimero real  arhilreio, entlon-
oS I(fr - b-—r') 0 Por tanlo, BL b’[s' -} (J-—(—li&]a -

- A |- .".(rz |- h-n:}-—{f.— 1/2) E -t 48 h—te. Cuunda
L=}, oblenesos Ja primera represen lacion, cunndo £=—-1,
Ia '-uvg\lml.n Haciondo t=1, oblenemeos In Lercor repre-

g B e
senlacion: BE (1/2)a-}-2b—c. A
- - -y

Seian @, Ggy ..., @, UNOS VECIOTES, G, Gay « « +y O
minmeros rveales, Bl veclor agay b oy b o .. - 2,0,
se denomina combinacion lincal de los veclores ty, figy - . .

o Mty (con los cocficientes @y, dy, .. ., &,). Si o =
=y =, ., 5 oay = (O, la combinaeion se denoming
trivial, on caso conlravin, no lrivial, La representacion

del veclor a on forma de noa combinaeion lineal e dos

- -

veelor l“\ Ty, ﬂ' .. i "‘t' il o l‘[f seam posieion del
I 1 =

vector @ segin los vectores “u b . Gomo se des-
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prende del resultado del ejempleo 8, Ia descompesicidn

del cunrfo veclor segin Lres veclores coplanares no es

itnico on enso coman. Tin el ejemplo 2 g0 muestra que

ningnue e fos fres vectores no coplanares puede descom-
- = -

ponerse seglin otros (os. Los veclores a, ag, . .., A, S0
denominan linealmente independientes si

g --agty -, =0 e a =gy, = .., =, = 0.

- (2.33)
Los resultados del ejemplo 3 del § 3 v del ejemplo 3 de
eslo pirralo pevmilen deducic que Jos veclores no coli-
nu:ﬂv';-(; ¥ j? son lint-ahmnlc independiontes, los veclores
no coplanares n, b ¥ ¢ son anbwn Hnealmonte indepen-

=-»

tlientes, Los vecetlores ay, nz, T r.rn so Haman lincalmente
dependientes si no son linenlmento independientes, es
decir, exislen nimeros o, @4, ..., o, Llales que
- - -
oty |- pty + ..o, =0,
o +ait .. ol >0. (2.34)
o
Ejemplo 9. Demostrar que: a) dos veclares a y b son
linealimente dopnmllentos si, y sblo si, son colineales;

h) tres veclores r:. b ¥ ¢ son lmmlmuulc dependienles
si, y s6lo si, son coplanares.
O Basln comprobar quo los vectores nnlmcﬂlﬂs {co-

p]m lt‘(}‘i] son ]mcalmentc (Inpcmllenlos. n) Sea a Il .
Si e = 0 entonces 1.0 - 0- =0 y de la co]mo'lllii'ul
de 0 y b se desprende la dependencia lineal de [} ¥ b
Si J’;ﬁﬁ ¥ I son colineales, entences, segun el crilerio
de la colinealithd exich un m’:mm‘n I Llal que b = Ja,
os decir, 1-5 + () a =0,1 | (kP >0yla (Iormn-
dencin lineal de a y B os c\-ulmllo

Ir] Sean coplanares los veetores r.- b ¥ c. Si los veclores

« Y 0 sou l‘0|ll"‘1|05. enlonees, en virlud de lo demoslendo,
wa - b = 0 paca wnos o y f tales que of 4 2 > 0.
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’ero, cntoners Cf.;:. - ]".i; -l ] -C. = EJ, con lal que a? |-
- 02 -l 0 > 0, es decir, a b y ¢ son linealmente tlu|u-n-

-,
tieules. Sea, nllm.t, que los veelores enplanares a, & vy ¢
son Lales que a y i’: no son eolineales. Entouces [véase [a
I'mmula (2. ZS}I pare unos x ¢ y se cumple la ignaldad
f—l}r A owa | r,rh~—(] can tal qllr-( i | a1 >
=), n =srn, ﬁ', b v ¢ son lineal-
menle dependientes. M

Llamase base en un espacio a
una derna ortlannda de vectores
un eoplanares. La Imcu I't)lm.uln

por  los v ﬂlrll‘i"i . h y P
denota {a, ;"a, r%

i'ljt'mpln 10 (descomposicion
sepiin una hase en un Mp.wm}

Fig. 217 Sea {a b, e} unn base, r.f., 1t
vealor arhileario de un espacio.

o
Dewostear gque el vector d  puede  descomponerse  y,

-* =%

ademis, de wn solo mado, segiin los veclores a, b, r.

-

O Mavguemos los veclores r:i', b, ry d porticndn ile
- — —_— —_—r —
un pusilo O: a—=0A, h=08, ¢—0C, d—0D. l.os vec-

lores y b no son colinenles (véase ol cjemplo ).
Mediante & designemos ol plano (0A1). Por ol puato 1

lracemas la reckn 1 paralelamente a (OC) (el veelor ¢ =
=0C :;&ﬂ (véase el ejemplo G) ¥ por eso O 5=C vy Ia
—_—

-+
recla 1 ose delerminn univocamenlo)., Bl vector ¢ = OC
no es parnlela al plano #, por eso la rocka T se inlerseen
con el pl.mu # cn oun punto I (flig. 2.17). Los veclores

D ¥ OC == 0 son colineales. Segiin ¢l ("t’lll}l io e Lahn(-n-
-
lidad, existe un minero It::il z I.1| t|s|n ED = 20C —

Los segmontos dirvigidos ()E, (M ¥ ().-’f s0n t:npl:m:u-q.-.s
AL
con tnl que {a, b} es Ia base en el plann # que los con-
—_
tiene. Por consigoiente, el veetor QF se descompone segiin
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- - — - -

la hase {a, b): OF = za -} yb. Bu definitiva, tenemos
— - - - - - " N

= 0D = OF -\ D = aa 4 yb 4 ze. Bn el ejemplo 4

80 llolmlmh ala um( ul.ul de 1a liv%cnmpn';icmn el \'ectm' d

segtin Ta base {rt b, c}‘ si, ademds, d = z'a —|- i T 2,

-
el cardcler no coplanar de los veclores a b y ¢ se deduce
e x=a, g=y,z=1.

=

Log cocficiontes de In descomposicidn del vector d

: 5 ol -

segtin la hase {a, 0, ¢) se llaman coordenadas del vector d

- - =
en la base {a, b, c}. Lo que los nimeros 1, y, z son coore-
-t -,

undlas del vector d en unn base se denola psic d =

= (5 yi 2).
Aduvzenmos Ine pr‘ﬂ]nodmios de I.l% enordenadas de un

v-r -
veelor, Sean: (rf, b, r] una hose, d = (i gy 2) y e=
= (z', ¥, '), veclores arbitrarios, A un mitmero real,
Enlouces:

- —-

1 d=ece<>az=2a', y=y, z2—=1, vs decir, dos
veclores son fgnales si, y solo si, son iguales sus coordenadns
homéninas. :

dde=(x+a; y4y, 24 2) es deciv, las
coordenadas de ln suma de dos veclores son iguales a los
Sumnas dc Iﬂ'S I'E?!}{’f'if'l-‘ﬂs FDD!‘(II’.’nﬂdﬂS de rsios veclores.,

2, A = {Az; My Az), es deciv, muldtiplicada un vector
por wn miimero, sus coordenadas se multiplican por esle
J’HHJH!IG.

0 La ptopzcthd 1™ esld demosteada en ¢l ejemplo 4
Las propiedades 20 y 3" son casos pacticulores de l.z
signiente propiedad :Ic Ia Immlillml de coordenndas:
para eunlesquiera mimeros o y P od 4 Br = (ax -} Bz’
ay -+ py's ez + P2’} :

W ofocto, ad - fe = o (va 4 yh+20) 4 M@k y'b -
b #'e) = (e fa'y - (b By ) b1 (a2 Py = (o +
4B’y oy 4-Py’s oz-i-Pa’). M

Las coordenadas de los veclores en el plann poscen las

et
propicdades andlogns. St {a, b} os hase en el plano P,
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d = (e;p) y e = (r'; ) son vectores arbitrarvios paralelos
al ]:Lllm .-ﬂ o ¥ [ son niuneros reales, se licue:

1°. d-wc:x:-a*-': y—iy;

27, (l(?’l"‘ ﬁ;;: (ax-|-px's ay--fiy’).

Sjemplo 11, Dada la prisma trisngalar ABCA B,C,
{(vénse Mg, 2.6). Descanponer el veclor A A, segin Ia base

g i —
{AC,, Cn,, 4}).
— —_— —r . —_ P S

A Tenewns Ad == AlZ-|-BA,, BB~ BC-|-CH,. C(!, —

— —_— —_—
== CA -} AC| Sumailo estas i{"llill(lullll‘{ ohlenemos Arl, |-

|- BB -l CC, _(/flt‘ - BC - (‘AH !M, ! CB. 4 A(.l Ya
e AR |- - i ('A———(l{l‘l ciclo ARCA) y AAl-—IHI,

"-=CC'1. se Liono AA.={1."3} AC, l—(l!'l)(.B -+ (1/3) BA‘
Bjemplo 12, En el tetracdio ABCD, los puntos K
y 1 son los puntos medios de las aristas [AC| y |BD],
vespecltivamenie, O, el punlo de la inlerseccidn do L\s
mc,thnn 18 de In caran ACD [I'lg 2. 18) I}vet,nnumnm a) ¢l

veclor h‘() segin la hase {b’A BC IHJ} Iy) el veclor I-t_!:
sognm cadn uln (|(. tas bases {AC A!!. zl!)} {H() ().O AC}
¥ {DA BC. n’()}

. ;‘L\ ) Silmnlilln las 1g|1.|il|.|th~=; h’(} |- ()/I = h‘;! HU |-
-[- ()C HC, H(} -|- OD = HD ablenemos H’J’fJ |

— — —_— —_—
+ (O.fl - ()C - OD) = BA - C -|- BD. Ulilizando el

resuttade del ejemplo 3 del § 2 de esto mpilulu, u-qui])i-
mos OA - OC + 0D =0, es decir, 70 = (4/3) 74 |
4 (1/3) BC 4 (173) BD.

) IEn esle easo, A_f: 08 l'l voctor de !.1 ml‘(fi ana el
Lrisingulo A7, Por a8 Al = (1/2) (A AN | AH} I'ar
consiguionte, K7, = A4 z, sl {Ile b I Kl 7 -
— (M2 AC = —(U2) AC - (V2) AR | (1/2) AD. Men-
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cionemos otro procedimiento mas de la descomposicién

— —_— —_—r

de KL segiin Ia hase {AC, AR, AD}. Basindonos en la
féormuln de la linea medin de wn cuadrilitero cspacial
(w,nco cl cjompln ] tlml § 2 de csle {"\pl[-ulo], Lcncmos

KL = (1/2) (AD ) CB), ¥ puesto que CB = AB — AC,
— —_— i —
se liene KI: —(1/2) AC 4 (1/2) AR - (1/2} AD. FEI

vector KL es el veclor de la mediana del tridangulo KD B.

Tig. 248

Luego, - (1/2) [KD - K!J} Segiin In pmp:e:lnd :IL!
p:mln e ml.erﬁccclnn de Ins mo{lmn:\‘; KO = (1/2} OD
KD = {"})2) OD Por Io l.‘mw o - 11/2) {KD - RB)._
= (112) (3/2) oD -+ (KO + on}} = (1/2) (20D - OB) =
= —(1/2) B() -I- OD - 0- AC En I'm como lo wcnnlnmus
anler mllnen!c, .R'L = (1/2) {AD - CB) = —(1/2) I)A —

— (1/2) BC -+ 0- BO A
Ejemplo 13. En unn pirdmide cuadrangunlar regular
SABCD el punto O os el centro de ln base ARCD. Descom-

—_— —_ — —+ —
poner el vector SQ segin los veclores SA, S, SC, SD
por varios procedimientos distintos.

—_— —p —_—r —_— :
A Tenemos SO = {1/2) (A4 4 SC), 80 = (1/2) x

—_— —_
% (SB-|-8D) (lig. 2.19).
Sumando cstas dos rdescomposiciones dislinins, obtene-

—_ —_— — —_—
mos la tercera: SO = (/N {(SA-;-SB4-SC--SDN. A
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Ejemplo 14, Moslrar varins descompasiciones del vee-
tor KL (véase el ejemple 12) segin los  vectores 6??
—  — —F
bn, Cn, AD.

— - —r — —_—

A Pussto que KL =(1/2) AD--(1/2) CB, AD=AB—

—_— — —_ —_— — —
— D13, se liene KL= (1/2)(AB—DB }- CR) = 0.-08 —

—*

— (1/2) DI {-(112) CR-1: (1/2) A5, Lwego tonemos KJ,—
== (142) (-);f-; I’I‘B (véase el ejemplo 12). Como (3;'3 —
= O_I;— D ablenemos b segunda descomposicion: ZT;, ==
== -i- OB— DI} -1-0-67;--!-0»11_!;. Si aliera atilizamos In

Sigualdad — OB - (1/3) DI (V3 CB - (3 AT =6 o
tenida en el ejemplo 42, pawen cunlqnier 1€ 1 ablonenos:
KL=(312) OB 1t (— OB 1-(1/3) DIty (V3 ET-1 (1) ATY—
— D= (32 — O)OB -+ ((1/3) ¢ — 1) DB - (1/3) 1€}
+ (113} LAB. Cuando t=(3/2) (1= 0}, oblenemos In pri-
mern (segunda) descomposicién. A

Ljemplo 15*. En el lado [48] del paralelogrine ABCD se
enguonirn un punle K, en la continnacion del lado [CP] tras ol
punlo 22 so halla un punto L. Las reclas (KD) y (BL) se inlersecan
el punto N, y las reclas (LA) y (CK), ea el punto A, Demnatrar
que ol segmenta [ATA] es paralelo al lade [AD].

- —_— — —
4 Designemna b = AR, d = AD (lig. 2.20). Los veclores A K
— -
¥y AB == 0 aon colinecales, por eso existe un mimero A € {0, 1], pre-
determinailo por la posicitn del puato K €14 2], Lal que A_F( -
= lA?-= AD. Andlogamente, en virlnd do colinealidad de los
— —
veclores €1 y €D, exislo un niimero L > 1, predeterminado por Ia
—r — -

pogicion dol Punl.o L €(CD), wl que CL = nCh = —ph. El
mnto & so halla on Ia recla (KD). Por cso (véase ol ojomple ©i del
é 3 do. oslo enpituln), oxiste (por alinrn desconocide) un nilmero T

— J— — i -
Wl que AN = (1 — 1) AK -} 1AD = (A — A1) b ++ 1d. Gl punlo
N e oncuentbra tanbién en In recta (B}, Por lantn, exiate (lambiin

—e —_— —
desconocido) wi niimern & Ial quo AN — (| — §) AB - BAL =

GG



={—§ - E {h 4 d— |'lb} = Ed- -]- (1 — Ep) b. Se han obte-

nido dns {lowrmurnqwmnm del vector AN aegin Ia hase {.’1 n"} e
Ia wnicidad de o descompnsicion de un veetor segin unn bose,
ohtrnemoal — At =1 — jl, n sen, tv=§, l“r:rrun-ngml‘nln,

t=EF=(1 — l]!(p.-—-l.)yAN ={(A{jt—1) b+ (1 — A rl};‘(u.—
— ). Partiendo do los razonamientos andlogos, Inl amos ol veclor

Fig. 2.20 Fig. 2,21

Ld
/IM [uesto qua M € (AL), umsto un ponlo ¢ tal qun AH =
—_— —r —
= —AL = —t (AR + AC -|- cm ==t —p bk a) Tono-
moa M € (KC) y por eso AM = —IIIAK -I-OAC =1 —
— D)+ 0B = (A4 0—2a0)b -+ 0d parn un 0 € R. Com-
—
pnmm[u doa descomposiciones obtenidas del veclor AM segiin la

base {b d}, llogamos al sistema de ecuacionos —t + tp = 4 -+
-- 0 — AB, —t =0, dol cual hallamos ¢ = —0 = U(p. — 2.} Dea

esto mndn Aﬂf = —(A(l =p) b + M)f([l - A), MN = AN -

AM = d!(p.— A}, eos degir, MN[!d TPar consiguicnte,
(MN) N (AD). A

Ejemplo 16. En las diagonales [AB,] y [CA;l delas
caras laterales de un prisma triangular ABCA,B,C, so
gillan, respeclivamente, puntos £ y F de modo que
(ZF) || (BC,). [Ia]lar la :n?6n |I‘I‘i IBC, I

—_
A Los veclores 2= CA - CB B CC, no son
cnphmres De%compongamm Lodos Ios vcctnres segﬁn

la haso {rz, b c} Tenemoq AB. = AC - CB - BB. =
=—a-|-b-l c, CA;:CA }-AA, _..a-l-c. BC,—-
—~ IC -|- CCf = —b 4 ¢. Puosto que los veclores AE
¥ .T!-?, son colineales, existe un niimero (ilesconocide) p tal
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sl ey i - - -
que A = AR, = p {—u |- b - ¢). De modo anilogo
. — —

existe wn v Ll que CF = vC/l, =~ {o -1 ). Segtin la
comlicion () | (BC)), Luego exisle un winmero & Lal
que FF = Mfﬁ, =% (=D ¢). Conshileremos ¢l ciclo
-+ —
CAEFC (Tig. 2.21). Segin a rvegla del eiclo, 0 = CA -|-
—_— —_— —_— — — - — -
Ao AF A BV FC = a - pl—a ) b -e) - A (=D -
de)—vl-e)=1 —p—v)a |- (p-—=~r0 |
- (- A — vy e. Tos voeclores a, b, ¢ 0o son coplanares.
Tor eso [véase (2.29), 1 —p—v =0, p—2Aa =10,
- A —v = 0. kEsle sistema  Liene sologion  dnica:
A= p = 1/3, v=2/3. l'or consigniente, | EFF | : | BC, |=
=|Al=14/) A

171 andlisia o la solucidn dada muestra que para regoelver ol
problema con o} mélola veclorial, ol |Iihu||n es nocosarin anlamontn
si queromos acluenr Lodo ol conjunio do los dalus del rmhlumn y
Lambicn como un inaleumiento quo ayuda a formular ol problown
an el fenguajo del dlgebra veclorial, Adomis, si ienemos unas con-
diciones del problema ya (raducidas del lenguaje geomdtrico al
analitico sin wlilizar ol dibujo, no es necesario que éslas coniliciones
sean ropresentidlas do manorn geométrica ideal en el dibujo. Asi
on la fig. 2.21 las rectas (K1) y (BC,) no son paralelns. Bso no in-

—
finye en la solueidn, puesto que la colinealilad do los voclores B

—

y 1C, ya c3td oxpresada correctamente del modo analilico. Despuds
do hallar Ia solucion del problema es ficil constenie un dibujo co-
rrecto, ya que on el proceso de resolver el problema obtenomos Lanto
¢l valor de la razén | EF | : | BC, | como la situacién de los puntos
F y E con los segmentos correspondiontes: | CF | = (2/3) | €A, ),
| AE| = (4/3) | AB, .

Ejemplo 17, Punlos M, N, @ so silian, respecliva-
mente, en las aristas AR, (€D, [BC] de un teteaedro
ARCD. Bl pluno (MNQ) y la recla {(AD) se inlersccan on
el punto P. Se sabe que |[DN | = |CN |, |AM | =
= |BM |, |CQ|:1CH | =n. lallar la razdén | DD |:
1 {DA L = i e

A Tscojamns Ja base {a, b, d}: « =CA, h = ('ji.f,
d = 513 (fig. 2.22). Descompongamns los veclores segitn

=i - e e —
Ia base. Tenomos S_N = (1/2) (.F.L NQ o NC - CQ =
= (=1/2) & - nb, AC = —a, MQ = MB -|- BQ =
= WAB + U= BC=(2) (b —a) —( —n) X
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X b=—(1/2)a 4 (n — 1/2) 5. Ya quo ¢l punto P se
enguanira en In recln (AD), existe wn A Lol que DI’ =
—_— - -+ — — =
=ADA =A@ —d), PA =DA —DP = (1L —}) X
% (¢—d). El punto P so silia también cn el plano
r— —
(M NQ@); por consiguiente, los \fcclﬁrcs NP, NQ, MQ son
coplanares. Los vecloves NQ y MQ no son colineales y

Pig. 2.22 Pig. 2.23

forman base en ¢l plang (MNQ). Tl vectlor m’ s ilescom-
pone segin esla hase Leniondo cocficientes desconocidos
— — — - -—
oy v NP = pNQ - vMQ = j{(—(1/2) d -|- nb) +
Jov (—(12) @ -] (0 — 1/2) b) = —(¥/2)a |- (n - V)—
— w2 b= (/2) d. Ahora podemos usar la “regla del
Lt —-—
{‘-i.l‘-l(.)_L Dol cicln CNPAC tencmos 0 = CN |- NI |-
—r - -

d-PA 4 AC = (1/2)d — (¥2) a - (i - v) — ¥/2) X
X bh—(W2)d 4 (§ — M) a—(l —2)d—a. Los veelo-
res a, b, d na son ‘caplanares. Por consigniente, —v/2 |-
o —=A)—1 =0, n{-Fv)—v2=012—p2—
— (1 —— %) = 0. De esle modo, v = —2A, = v/(2n) —
= 24 —An, V2 ——A-FA@2r) —1 4 A=0, es
decir, A = n. Definitivamente obtencmos | D7 | DA} =
=|A|=n A

Biemplo 18, En las avistas [SA]y {SB] de un Lelracdro
SARBC eslin escogidos, vespectivamente, los puatos A,
y Bodemodoque | SA, | | SA | =n, | S8y |: |5 | =
= . Los punlos My N se oncuonlenn en fos segmentos
[A,02] v €8], correspondientemente, con tal que
[CN |: ) Cly |=p v ol propio segmento [MN] us para-
lelo al plane (ASC). Uallar la  razén | BAI j2 | BA, ).
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o = e — s —-—
A Lus veclores @ = AS, h = A}, ¢ = AC (fig. 2.24)
- — —
forman base. En esta hase, C?)‘, = C8 -- mSH =
o _— - -* -
=mCH -l (1 —m) CS = m (b —¢) |- (I —m) (v —
—e)=1—m)a - mb—¢ leampirase  con (2.5,
—t — e - -
Poveso CN = pChy = p (1 — m)a -| pmd — pe. Bl vee-
tor NAI es paralelo al plang (ASC) y, por lo Lanto, so
-+ - —_—
descompone segiin la base {a, €} en este plane: NN =
= yr-r - ze (hace Talla determinar los ndmeros y y 2).
— — — o -
Lego, BA, = BA - Ady; = —b - (| — n) a.
—_ —
Los veclores MB y BA, estin dirvigidos conlrariamoen-
—
Le, por esto existe un awiimero @ << 0 ol que A =
— - - — - -
= uffd) = —2b |-l —w)a. Bn lin, BC =¢ - b,
- —_
Fmpleemos o ovegla del eiclo CNAMBC: O -= CN |-
— — — - - -
- NM - MB -- BC = p (1t —m)u | Junls —- pe -y
+ya-lae—ab-laz(l —n)ad oc—b Neduciendo
lérminos semejaules, oblenemos (r (1 —m) -y -
dall —aNa - {pm—a—1)b (=-p -z 1)e=
= 0 gque os equivalente al gistema de eenscionps pll —m)-|-
Tyt —)=0pm—x2—1=070, —p oz ==
= 0. De Ja segunda igualdad hallamos @ = pim — 1. Por
consiguienle, | BAM |: | BA, = |a|={fpm—1]|=

=1 — pn. .
Ejemplo 19 (condicifin de colinealidad de veelores).

A4 i
Svn {e, es, €3] una base en un espacin. allar mtjo qué
- -
cotulicion necesaria y suliciento los veclores @ == e, -|-
Ly e i % s .
boayey b oaes ¥y b = bee, byea |- bey son colingales,
o
A BDus veclores a y b son colineales si, y s6lo si (véase

el cjemplo 9}, son linealmente dopendientes, o sea, si
exislen ndmeros A y pugue no son iguales 0 coro simnbi-

- - -
neamente y tales que Aa - pnb = 1. Segin la propiedad
de linealidad de coordenadas, ostu ignaldad os equivatenie
al sistenm de relaciones hay |- phy = (1, Aay -] wby, =
=y Ray o] pby == O significandn que las coordenidns

homénimas de los veclores @ y & son proporcionnles. Fn

70



virtud del Jemn de tres determinantes [véase (2,12) y
(2.49)], ol sistema sugerido do velaciones Lieno lugar si,
y solo si,

a, a,

b b,

My I‘IH a, a,

=0. A  (2.35)

by by by b,

Ejemplo 20 (condicién del eardicter coplanar de vecto-
- - - -
ves). Scn {e,, €5, €3) una hase cn un espacio. Demoslrar
Sk - des
(o los veclores @ = (a3 @yi ap), b = (bi by b2)y ¢ =
= (cx} £y} €;) son coplanates si, ¥ sélo =i,
a, @, a,

oe by b =0. (2.36)
€y Cy €

A lLos \lchurus @ = L |- aye, i atny b= by -
i s - I
- byey - boey, € = caly -l- €4y |- €25 Son coplanates
si, ¥ s6lo si (véase el ejemplo ), son lincalmeule depen-
dientes, es decir, existen los minueros z, ¥, z yuo o son
Ry

igunles a cero simullineamente y Lalos que xa -|- !:3 4
J-2¢ = 1), o sea, -

(1t ¥ byt -1- ex2) €y -+ (o7 4 byy - c2) e; +
'I' {‘11-‘5 'I' b:y 'l‘ C,Z) :!11 . h-
I'nesto que {:..T’,. .-;,.P es bn hase {x; 13 2) es solucion
wo trivinl del sistema de cenacioves
axt A byl - a2 =0, ayz 4- by | ez =0,
a,% |- Uy 4 .2 = 0, (2.37)

Segiin ¢l teormma de la solncion no trivial de wn siste-
ma homogéneo o ccuaciones (véase el Leorema 2 del § 4
de este sapitulo) el sistema (2.37) Liene solnciébn no Lrivial
si, y sblo si, se enmple la igualdad (2.36). A
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§ 6. Sistema de coordenadas, Coordenadas de un punto
en un sistema de covrdenndas. Formulas del paso
de un sistema de coordenadas a ofro

Si en un espacio estan fijados wn polo (0 y usa hase
i e G
{ew eq €4) se dice que en el espacio esli disdo un sistema

- = -r
(cartesiano) de coordenadas {0, ¢, €5, ez}. Bl punlo @ se
denomina origen de coordenadas, lus reelas (que pasan por
el origen de coordenadas y son paralelas a los veclores
S R

¢y, €y, €y, respeclivamente, se denominan ejes de coorde-
nadas y sc denolan Oz (eje flo nbsci-
sas), Oy (eje de ordenadas), Oz (cje
de 2 — coordenadas)., El plano de-
Lerininivlo por los ejes de coordena-
das Ox y Oy se Hamna plano de coor-
denadas Oxy. Do modo andlogo
g, - z  s¢ determinan los planes de coor-

/ denadas Oyz y Oxz (fig. 2.24). Si M

es un punto  arbitrario del  ospa-
cio  se  lHaman  sus  coordenadas

Fig, 2.24

& .
(a3 w3 2} en un sistema de coordenadas {0, e, €3, 5} a los
. . . . . =
voclicientes de la descomposicion det vadio vector OM

del punl,n )11 segin la hose {;,, ?‘2, ‘l-.} (_)TU' 1:, -J-

I yeq - acs. Si ostd claro de qué sistema de coordenndas
se Lala, se dice simplemente sobro Ins coordenadas del
punlo M. Bl hiecho de que el punto M tenga coordenndns
{.‘. ¥ z) so escribo asic A7 (2 y; z). Puesto e |m|(: voeglor

an puede descomponerso segin In hase {""1- Gy c,} tnda
punto A tiene coordenadas en el sistema dado de conre-

denadns {0, ¢, ey, ea}. En vietud de Ta 12 propiedad de
las coordenadas do nu veelor, ol punto A7 se predetermi-
un complelamente por sus coordenadas:  los punlos
Mz yi 2) y My (x5 yy; z) coinciden si, y solo si, so
cumplen las igwaldades @ = &y, y =y, z = z,. Si los
puntos A (zy: 1y 2) ¥ B == (g yai 24) 5C :l.m por sus

coordenadas on ol hl'-llllllhl e coordon ||Im {c, r,, r'.‘, ‘,}

LIiLtIlH(.“S en da base {cl. r'... ca} Lenenos U A = (g 4y 20y
OB (z4; Yo 24). Segiin ln propiednd de linealidad do
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Ing  coordenadas de wn  veclor, ,2’5?::6’;;—571 =
(.r,——xl, Yy — Vi3 2, — 3}, es tluu, en la hase

{"n 24, a-.}, las coordenadas del vector AB se delerminan
como las diferencias de las coordenadas correspondientes del
fin. It y el origen A de este vector en el sistema de coordenadas

{0, E: : e-;, ;,E. donde O es un punto arbitrario del espacio.
Ejemplo 1, BEn las condiciones del ejemplo 12 del § 5
de este capitulo hallar: a) las coordenndas del punto @

- . _— = —
on el sistema de coordenadas EB. BA, BC, BD}; b) las
coordenadas del punto L en el sistoma de coordonadas

e
{4, b’(). 0D, AC).
A a) Pucs!o que BO = (1/3) BA -+ (1/3) BC -

-1 (1/3) !LD sc tl(-nL 0 (1/3; Ul 1;"3}

N tI0Mos: AK = (HJ} AC, K!} = (I/2) Of) DL =
= _{1,’2) BD = —(1/2) (BO 1 OD) l‘ur cmmgm_’_(,nlt,.

= 1K + KD + DL = (1/2) AC - (3/2) 0D —
. (1/2) RO — {ifz; 0D = —(1/2) BO + 0D 4 (1/2) AC,
o sea, L (—1/2); 1; 1/2). A

E]mnpln 2. Dado un prisma triangular ABCA,R,C,.
Hallar las coordenadas del punlo A; en el sistema de coor-
denadas (B, AC,, CBy, DAY

— e — — —

A Tenemos B.A, =B - BA, = —AA, - BA. En
ol v}cmplo 11 llcl § hde osl.u capituto (,31:1 tlcmuslmda quo
A{IL = {‘IM) AC, -- (1/3) CH. - (1/3) HA,I I'or t‘oust—
gumn[t., HIA, = (— 1!3} AC, — [|f3) Cb‘l — (1!’3) UAI -+
-4 }3/! —(1/3) AC1 — (1/3) Cb‘l - (2/3) !.i‘A1 y, lnego,
A, (=173, —1/3: 2/3). A

I'.]mnp[u 3. Lo ounsistenma e coordenadas {0, el. e,, e‘,}
estian dadas  lres vértices del  paralelograme  ALCD:
A0 1; —=1), B (1;0; 2), € (2; 3; 0). lallar las coordo-
nadas del punte D.

& Sca D (zp; 1 Y : zy). Ya gque en Ja base {c,, .-:',. c:,}
ie = (1 3, ---2} AD = (tpi yp — 15 2p--1) ¥ los vee-

lores  BC ¥ AD de los Jados opuestos del paralelogramo
son iguales, se liene 1 = xp, 3 = yp — 1, —2 =z, 4 1.
Deaquiap =1, yp =4, 2, = —3. A
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Ejemplo 4. IEn un sisloma de eoordenndas {0 r:,, r'z,
(',] LLIILIHIH A0, =2, B (- 42,Cc@O1,MmD =

= (2; 1) Verificar si los puntos A, It, C, D se en-
cucniran en un plano, Demoslear quo los vecloves AR y
ch sUN (t:’llll'.'l'l“a ¥ <unl|.uut||l.'||lu dhivigidos mientras
que Jos veclores BC ¥ AD _Jio son colingales.
A Lu In lase [r,, e,, cs} AH = (—4: 4; 4), /IC

= {—1; 1; h), AD = (1; —1; 3). Los punlos A, (i' o, H
s¢ hallan en un plano si, y s6lo si, los veslores /1}'? /1(.
A0 son coplanares.  Segin la condicion del cardclor co-
planav, cg; ."i;l“(‘:il)l!l-c comprobar ¢ue el determinanle A=

= l—'i L5 Jeompdrese con (2.36)] s ignal o cero.

1—1 3
Tenemos
p | 15 3 —1 hH , —A1 1
desf=0]_wg]—Y] 19319 1#1|“"

= (—A4)8—=4-(—8)-4.0=0,
Por lo Lanto, los puntos A, 2, ¢, £ se sildan en un
—_— —
plano. Luego, CO = (2; —2; —2), A} = (—4; 4;4). Se-

g la ]lltl|l|l‘||.lil de ]llll.,dlu?.u[ de i.l'-: tuurdunml.m e i

veclor, Al = ~—2CJ) es decir, AR Il ch y AB 14 ch
(Ia Lercura ley de In unlll.:p!u..ulmn de un vestor por un
namero). Por Tin RC = (3: = T}, AD = s {1 —]; A4).

Ya qne ,j -_—.:I =0, I1 A I __;‘ g ] #= 0

e correspondeneia con la condiei mn de colivealidad de los
veclores (véaso ol cjemplo 19 del § 5 de este eapitulo) los
e —r

veelores BC y AD no son colineales. A
Ejemplo 5. En un sistema de coordenadus (O, ¢, ey,

ea} se Liene A (wat yas 24), B (ew Yy ::_lr}: c (-"r.": ¥l
zg). Hlallar Ing coordenadas del punto ile inlerseceion de
las meddinuas del Iridngulo ARC.

ASTH K ee ol punto medio del E2C], onlonees AW
—- —_ ey - —
= ({1/2) {(AB |- AC) = (112) (—O0A - OBy + (—0A |
T4




1 0C)) = —04 4- (4/2) (OB + 0C). Si N (xni yu; 2)
es ¢l punlo do inlerseccion de lns mull.mnh del AA Be,
50 Li.l_-}:l('. A..‘;\:" = (_2:53) /l}"_(h —(2/3) ()/1 - “-/-]) {OIJ +4-
4+ 0C),ON = 0A - AN = (1/3) (OA - ij‘ -|- OC),Sus-
Llituyendo en u\h l"l‘lt.lllldtl _La_t.s nlcsrompnsu,mnus tle los
radio veelor os (JN 0.4 ()B OC segin [a [m-\u [c“ !;'2, e,}
nlﬂu:uuo‘; .e.Ncl -]- I;Nc, -I er:, = (1/3) {(r,‘e, -} Yl -+
i z‘e,] 4= (-'fnel ST z”e;,) -+ {Tcﬁ’r - Jc‘-’s =
-4 zcc,-,}'] = (113) (&4 - =y + 1(:)an A W) s kys+
A we) ey - (UB) (2,4 A 245 4 2¢) €. En virtud de la
unicidad de ln descomposicion segGn In base, tenemos:
o = 13y 4 26 4 2e) ynw = WD AV -V ve)
= (1/3) (24 -I- 2 4- 2¢)s (2.38)

es decir, las coordenadas del punto de inlerseccion de las
medianas (contro de gravedad) de un triangulo son medias
aritmélicns de las correspondienles coordenadas de sus vér-
tices.

Sea quo en wn cqpncm esta [ijado un sistema de coor-

enadas {0, e,. c,, ca} que se denominard ¢vicjor. Sen
Lambién que con ayuda do este sistoma evicjor {lu rnol(h,-

nadag estd dudo olro sisteina do coordenndas {0, e‘, 3 c,}
que se denominari enuevor, ey deeir, tenemos dadas lus
descomposiciones

- - - - e - - - = -

e =1t ¢ 100y Qs 8=y 8-k Ayl yl-tigyey, E3=05e-
- -+ .

-} figge, |- Gaaey {2.30)

de los veclores da la base «nuevan segitn lu base aviejun y
didas Jas coordenadas (o5 By v) del punto O (origen del
sistenmn wrreevos de coordenadas) en el sistema avicjon e
conrdenalas:

00" == ae, - B:"n -+ ves (2.40)

Congideremos un punla achilravio A/ qoe tene coonlena-
das (27 2 2) en el sistemn eviejor de coordenadas y las
(z'; y'; z) en el sistema «nvevor de courdenadas:
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O‘}Ih.‘r = 3:"' -l _r,rr_'; -} Zt:;. (TT.' == 1;: | y'r_,'i - z.'-t'-;. (2.41)

Las [ormulas que expresan los coordenadas eviejasy (v g5
z) del punlo A7 por medio de lag coordenadas enuevasy
(" y's 2') de este punto se Jlanan formmdas del paso de un
sistema wiejon de coordenadas ¢ uno enueves. Deduzensos
eshas  Thdvrmuplas
— — —_—

O Do la ignaldad evidenle QA1 = 00" - O° A y des-
pués de sustiluir, on ella, lng relncionos (2.39), (2.40),
{2.41} Llenemos

3y |- ey 3¢y == atey |- fiey -|- yey | 2 {ayeq -2y, -
|- gaeg) -ty (04l @yges-l- Agaea) -] 2 (4,44 saly -I- 0a305) =

r o i’
== (g & -l gy - a2 - o) ey -l (048 - gy’ -
. o i’ L o
A-agaz” ) () ea - (@@ |- uggy’ | agzz’ 1-9) €5
De este modo quedan oblenidas dos descomposiciones del
— - =k e
veelor O3 segin ba base {e), eg. ea). B victud do la wni-
eitlad de la descomposicion de wn veclor segiin nna haso
e nn espacic, los correspondicntes covlicientes o ostos
drescomposicicnes deben coincidir:

Pk
P vk
B

(2.42)

I3stas son Tormulas buscadas del paso del siglepi avie-
joo de coordenulas al annovos. Notemos que en lasg
firmulas (2.42) los cooficienles de lnx 27 son coordenadas

e
del vector ¢f on I base avicjoy leomparese con (2.3691,
v losenclicientes de lagy’ (Insz’) son coordenndas del vee-

Lor ¢ {3} en la base eviejur. Los aliimos swmandos de
estas [ormualas (2.42) el paso son eoorlonadus aviejnse
dob origen antevos do coordenadas (4,
La malriz
@y flyy Oy

S | By Hap fae

)3 Mgy U3
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compnesla de los coeficientes de las z', ¥’, 2’ en las [6r-
mulas (2.42) se denomina mairiz del paso de un sistema
avicjor de coordenadas a uno wnuever o matriz del paso de
una base wicjar a nna enuevan.
Aduzeamos las propicdades de la malriz el paso S.
12, det § 0.

& el
O Los vectores e}, ¢, ) [vénso (2.39)] no son copla-

nares. Segiin la condicion del cardctor coplanar {véase el
cjemplo 20 del § 5 de esto eapiluldo), el cdeterminanie

Ay My Oy
A= |8y Qg Ay

3y Oy Qg3

os diferente de coro. Empero eslo determinanie os dot ST,
Ya quo det S* = dot ({* propiodad de Ing dolerminnn-
tes), so ticne det S = A -£0. W

2. 8i los vectores homdinimos de hases wicjar i enmeras
coinciden, S es la matriz unidad, del. § = 1. En oste easo
el paso del sistema «viejos de coordenadas al aurevor se
tlenomina traslacidn del origen de enordenadas. Lag [érmu-
Ins de este paso son:

=z ta,y=y +pz=2 |y

. La matriz del paso §* de la base anueray a la wicjay
es la matriz inversa de lo matriz S:

-
detS

O Resolviendo segin Ia regla de Cramer ol sistema de
eeaaciones

8= 8"t det §' =

and’ - ayly - apr =z —an, A1a% |- agell’ b gz’ =
i’ ’ r
=¥ —f 0’ b ay o ager’ =z — Y

respecle a 2, 5, 27, oblonemos [véanse Ins [ormulug (2.23),
(2.24), (2.25) y of teorema 1 del § 4 do esle capituiol:

2 = by (@ —a) & by (¥ —P) b by 2 — ) =
= bz + by + bgyz -+ @',
7



Y= b (3 a) o by (y ) T bya (2 - ) =
= byt | Dot - Dyuz |V, (2.43)
= bl —a) by (=) ]y (5 — ) =
= byar -k byay b Dyaz - ¥,
by by by,

donde B g bas baa | e la matriz inversn de |a
Iy Dyy Iy

matriz S,

Seghin b propiedad de matriz inversa del 7 = ﬁ
I'uesto que la malriz 77 se compone {por lag columnas) (e
los coclicienles de x, ¥, 2, respeclivamenle, en fas [drmu-
las que expresan las coordenadas ennevass dol punto me-
dianto sne coovdenadas avicjnsy [véase {2.43)1, entoners
17 = 5" os la matriz del pase del sistema ennevos de eoor-
denadas al aviejor 0, que s lo wmismo, de 1o base «ouevan
nota eviejns. W

Ar. Sean [ijados tres sistemas de coordenadas:

() {0, &y, ea @by (1) {0, i €sy &),

(10 {or, F: }.:;. )

it sean, respeclivamente,

. . '
flyy flgy My yy By gy
- v .

S | M2 B2y a2 |, §) = [ Fa o B |,
flya flgy fan . ”1-1 Agn Qg

"

= "
l‘l“ ﬂ"JI ({9
Sa==| %2 g T

»

i
g Mgy 5

las malrices del paso del sistema de coordenadas (1) al sis-
lema de coordenadas (1), del sistema de eovrdenadas (11)
al sistema de coordenadas (111}, del sistema de eoordenadas
1) al sistema de coordenadas (111). Enlonces Sy —= SS,,
el §, = del S dot §.
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[0 En correspondencia con las formnlas (2.39), (2.42),
lenemos:

& : n“ O S A Y e, = aur, -+ a,..eg 4 atse“

- - - -

Ez = au oy '!‘ a'ﬂe:"l' a';.!e.ﬂ e:\ - ﬂ!lei -+ “znes = “s:est

€] =056, A0, a8, e = “:lf-’n -+ “33‘-’: -t “.139.1-
G - E i =
Por ianto; ef = o (aye, -+ 4,0, -+ 245e5) | 0], (5,¢, -
- - - - i
'|' Tgq€y ‘1“ “g:!e:;} + ﬂ';.\ (“:ll.el ‘I' 39y _!_ "':-a‘-’::) T ("‘II"‘:1 '1'
-+ ay 10, - “alﬂ';:} e,
(04204 b ety |- Aps) €4 4= (34305 -1 Mgattyy - Ayan,) €.

De mado  andlogo  abtenemos e = (aym - ay0a,, |-

= a

b 3i%) ey - (@100, |- Ragtty, -|- Aagags) ep -l (@450, -l
g -

|- Agatgy 4 aftsa) €5, €5 = (“n“.;. |- gy, - a1l €4 -

P =
[ (Mg -l 0005, -1 Tpaly) €4 (Maqy b gafing 1= @aaly) ey

I3 csta mnnera,

LT T RN I O T PO R L P
Sy = 10y |- @iy =|- Agpay, g0y, ~|- Qgpftyy -1 Aagiy,
A3y Agay - 5305, @ang, 31y -1 Aggily,
Ayyity -y a0, a5y,
A5, - Ay, + Q00 | =
@y, - @y30q -t A3y

* ’ .
(TR TR T Gy gy Oy

= Gz Oy T3 fyy Oy Oy | =88, det S;=det S x
Uy Mgy fag ) \ By, Ay My

x det S,.
Ejemplo G, Frl R cepwm eslit dado un sistema de co-

ordenadas {0, rl. e,. c,} Lospuntos A (15 0; 0), 7(0; 2; 0),
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C(—1,2:0), D(0;0;2) son los vértices del tetraedrn
ABCD, los pmlos K vy L son, correspondientiomente, Ins
puntos medios de das avistas JAC) y 1DRI. allar 1n ma-

Lriz del paso S, del sistema de eoovdenadas {4, .z;?!, H?:,
e —_—r —
AD} al sistema de coordenadas {1, AC, &L, DI3}. Bseri-

bir tns tormedas et paso del primer sistemna de coordena-
das al seguniao.

A En ol ejemplo 12 del §5 de esle eapitulo lalla-
nmos qire /T(:'TU-JTE’-J— I—IE'-I-O-/T;), 133{1/2){.;{}3-}--
-+CB) = (1/2) AB—(1/2) AC - (1/2) AD, DB=1.AD |

—_— — —te —_— — —_—
- 0AC — 1-AD, AB = 1. AB | 0.AC |- 0-AD.
Por consiguiente,  a—==0.a | (1/2) 5" |-2" | 1, y-—-a' —

— (V) ¥ 102" 10, 2=0.2" | (1/2)y =2 |- 0 son
las: Tormulas  alel  paso el sislema de eoordena-
dns {A, z-I_I;, A_{:,“ JE} al sistema de  coordenadns
. _ 0 2 1
{11, AC, KI., DB}, §,= L =122 0 {1 1a malviz
0 172 —
tlel paso,

Empleande la 42 propiedid de la omalriz del poso,
podemos hallae la malriz S, de olro modo, A saber:

por In definicion de ecoordenmdas de un puntoe (-Jb/,‘i.—-.;,.
OB 28, OCev—e430,,
—_— - —_— - - — - -
OD = 2¢5; AR = — ¢,-|-2¢,, AC~— —2¢,-|-2¢,,
— - - - —_ —_— —
A} — —g, |- 204 do aqni e, = AB—AC, ey—= AD—AC[2,
:-r‘_,r-A_IEIZ—;{EJ’E-L /E’S{E. Por consiguiente, ln matriz

—_ ey — - e
del paso de lu Dase {(AB, AC, AD} a Ia base {e, e,, €3}
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s igual a

i1

I

1 1

S=|—1 —g —7

0 0 —

2

— l — — - — { = —
Ya quo OK'=—5(0A+0C)=e¢,, OL =~ (0B - OD) =

- - — —_— — — - -
=eytey, KL=0L—0K, so tiono AC = — 2¢, - 2e,,
— e e = e - -

Kl,=e3, DB=0B—0D=2¢,~2¢,. De cste modo, In
malriz del paso S, do la hase {;,, ;,, t:’;} n In base

{ZE?, KTE, f.-'?j} 0y

—2 0 0
Sl.__".' 20 2 .
0 1-2

Segtfin la propiedad 4,

1
L A Ve
S.ﬂS-Slm 1 1 1 20 2)“
<L =3 °F noo-2
noo
z
$g-2p0.208 00 I EAI RN
3 )
1 § ! 1
= t-ix-z)l-(-f) 2L (—?)-n r—n-n(-f)-n-!-(—?)'l
g w e b
0:4=2)4-0- 24540 0,040 01
12l ‘
LI IR M)

o (4o ()| =

1
00040 245 0(=2)

A—0t5 81



0 4 1
=|t—5 0f. a4
i
0 =)

Llimase sistema de coordenadas (O, e, 04} en un plane

F oo tnu;nnln (lvl paln O (un punto fijo & en el plane

) y Ia hase {r|, r'“ en el plano @ (lig. 2.25). Se aman
coordenadas (v y) de un punio

v ME P en el sistema de coor-
2 denadas 10, e,, €3} a los cocli-
4 cienles de Ia descomposicion
J g xz . 3
1 dol rlio veelor QA del pun-
N Lo m' wglm la hase {e;, e,}):
ig. 2.20

(/’M —= aey -|- yeq. B hecho do
que (r; ) sean coordenadas
del punto A7 se eseribe en I fovma A (a3 y). Sioen ol pla-
ng .'f‘ eslan dadag dos tiiRIcm.ts de coordenndas: aviejor

{2, 0,. 02} v oanuevon {0, } con tal que el sistema
annevim de ltb(illi{‘ll'l(l"l‘: se m[lrvm con aynda del eviejor
mediante lax relaciones

o ._a“e: - ui..(‘a, c aﬂr', -+ nznc,. 00" —ae, |- fiey, (2.44)

mfonees para un punie avbileario A € F 1o relacidn
enlre sus coordenadas (27 y) en el sistemn «vicjoy de coor-
denaddas y sus coordenadas (x5 ¥') en el ‘-I.‘ilelll.l «nevon
de coordenadas se detormina medionte las formulas del
puse

T= g g oy Y= g’ ey’ - (2.45)

La malyiz S- (

Tyg (g
do los coelicienles de a” oy’ en Ias relaciones (2.45), se do-
nomina mairiz del paso del sistema wicjon de coordenndas
({a base «vicjay) enel plano al sistema «icvoy de coordenadas
{(la buse wiucras). Las columnas do In matriz S se compo-

), compriesta (por las columnag),
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nen de las (‘nm(lunnrlas de los veclores ;; ¥ E: en la base
aviejiun {r’,, cg} lcompirese con (2.4 AR Parn ln matriz S el
pnso del sistema evicjos de coor lloll.ulm ul. el plano l
annevos, se cumnplen las propiedades 19 — 4 en las cunles
lns. malrices de segundo orden se
sitiinn en lugar de las matrices de
Lereeir orden.

Ejemploe 7. Bnh ll"lpﬁbil’}
ABCD ((AD2) || (#C)) In razdn de
las  longitndes de  Ins  hases
AR |: | BC | os ignal a2, 0 es
el punto de interseccién de las
diagonales [AC] y IBD], O os el Fig. 2.26
punto de inlerseccion de las conti- '
nnaciones de los lados laterales [AR] y |CD1. Bseribir
lag [Gemulag  del paso  del sistema e coordenndas

- = - =
{0, B4, €D} al sislema de coordenmdns {0, OC, UD(].

AIBC] es la linen media del tridingulo Q°AD (I':g 2.2 }.
IAC-I y IDHI son sus mmhunm Por osn, ()A - 2h‘zl
0D = 2CU OF = {1/'%) AC'—"(IH) ({Ii2) (/1() —I—AZ}))-—
= (1/6) (A0" -\ (A0 - O Lm—(m) A0 -| um) 0=
- ——(ZH} BA [U?) C!) on = o - D =
~ (/) TA - (4f3) CD, 00" = 0C + €U = 0C —
. —(2/3) A -1 (213) Ch. Por consiguienle, las
hll mulns del paso del sistema de coord liull(ul.m {0, BA,

C])} al sislema de coordenadas (¢, ()C (JI)} Lienen ln
forma

== — 2N — 23y =213, y=(1/3) +

4 (A3 y — 23, A y

Ejemplo 8. l}n Am plano esli dado un sistema de com-
denadas {0, cl, cz} Los puntos A (1; 1), & (03 —3),
C (2; 2) son vértices del tridngulo ABC. lallar Ias coor-
denadas del ¥, puule de inlerseceion e las medianas del
AABC. [*‘,.‘acrihi;- Ins Tormulas del paso del sistema de
conrdenadns {N, NO, AC) al sistemn de coovdenadas

e =

10, A8, nC}).
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ADelerminemos las coovdenadas (a3 ya) del llmil.u
N par la [ér mlri'.: (2.38) ap= (/) (L §-04-2) =
Wy = UL —3 - 2) =0, tomande e ol plans u!vi’
L mgnln ARC coincido con ol planag de eonrdenailas sy
o nn sistema espacial de conrdenadas, es deeir, que
2, mzﬂmznmzwzﬂ.

Ilallenog I.n: I'ul mulas del pasio del sistema de coarde-

nadas {N, 1\(), !‘C} on ¢l plann (ABC) al sislemn de
conrdenadas (), A h‘ h'(,‘} Sea quie el punto M Liene ¢ aor-
ll('n vl (2*, y*) en ol sislema de convdenadag (N, NO,
ﬁC} ¥ Licne "l‘](lltlbll adag (& 1") on ol é,l*-;lumn e ulnllln-
nadus (O, A7, €}, os decir; NAL = x*N0) v ae,
UM —-=:LAH -y ‘RE. Empleaudo la relacidn NI -

e N() -1 OM que se ulifiza cuando so dedueon Tag for-
mulag del paso y descomponiciidn lados los veelores se-

s Vs
ghin la base {e,, £y}, obtencmos

W% (= ON) | y* (08— OA) = —ON | 2 (Of~- O)
J-u (55-—(5};), o hicu
a4 (=) g (26,1 2o) = (o] 1) 10—
— " (== ey — (6, F ) — ' (20 2e) | Bey) — 10,

Smploando In independencia lineal de los veelores ey
Py

¢q, ablenenos ol sistoma de eenaciones — o¥% - y* |-
4=t 42" =20 =0, p* | 4x — By = 0. Al rospl-
verfa respecto a 2® o y* hallamos

¥ = =t 3y -yt = At - 5y A
Ejeaplo 9 (cewaciones en coordenadas de unn reela).
Soaogine en o espacio so dan un sistema de coordenulas

ook i
{02, ey 0oy exb v dos puntos diferentes 1 (g gas 724) ¥
I {0y ¥ s s ) Bseribie ol sistema do ceuaciones que de-
Lermvina L recla (A 82), os decie, nn sistoma de eennciones
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que es sulisfecho por las conrdenadas (=) y; 2z) de un punto
arhitvario A7 (x; y; 2) de In veela (AL), vy sdlo por cllas.

A IBmplesmos lo ecuncidn paramétrica vectorial de Ia
veclkn 1 = (Al [véase el cjomplo G del § 3 de esto capi-
talo y Ja Tormula (2.5)). Bl punle A7 (x; p: ) s0 silta en

—_
la recta I si, y sélo si, existo un wimero ¢ Lal que OM =
—_ - - —
=0A |- tadomdoa = AR = {2y — x5 00 —Yai 8y —
— 2,4). Puesto que In igualdad vectorial es equivalenie a
las tres ignnldades en coordenndas, oblonemos que A7 € 1
si, v solo si,
T =Ty |- by, o=y - ey,
=132, - la, [0z = &y — 24, Ty = Hn = Uas

a; =zp—3,) (2.46)

pura un L€ R, Los punles A y B sin diferenles y, por
esv, ol menos ninn de las coordenadas {a,; a,; @) dol vee-
- —

tor divector e =s A de noreeta L es distinta de cero, Sea,
por cjemplo, o, =0, Bntonces, expresando £ de In pri-
mera eenacion del sistema (2406) (8 = (2 = a,)a,) ¥
sustituyendo el valor hallado de ¢ on In segunda y I Lor-
cern ecunciones oblenemos ol sistema de dos oeuncivues
respeclo a z, i, 2 que define la recta  en el espacio:

T—TA

I—Xp .
Y—la = Uy, Z—Zp= a,, 0 hien

ﬂ'x{y‘— yd)__" , {.I‘-*.‘,FA), Ty (2 _"z.*\) =1, {Iﬂ _‘1:.»1]' (2"7)

flabitualmente ol sistema (2.47) so eseribe en formn si-
métrien

ek WO et (0 N et 7 (2.48)

Mx Py g

sobrentendiendo con esto que si el denominador de una
de Ins Traceiones es igual a cerae, el numerador de ésta os
Lambién igual a cero Lvéase (2A4T)]. Por ofemplo, si a, == 1)
v oa, =0, ¢l sistema do ecunciones (2.48) se compronde

ast:
V=1Yu ax (a2 —12,4) = a, (¢t — T
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Siay =pn—ys=0ya, =z5—12z,:=10 clsisteima
do evupciones (2.48) toma I forin g == y,, 2 = 2,, o5
decir, deseribe ln vecla D = (A7) que es paralela o cje
de abscisas y pasa por el punto A (r4; yas 2,). Las ccua-
l’lt}lll“i parnmcélricas {2.46) de esta recla tienen In Torma
i -ty =Y 5 =24, ¢ E I {ny 5=0).

I’uwlu qUe iy = &g — X4, = Ypg— Fas (g =*
=2y —12 o el sistoma <o ('I,Hl'l(‘ll]ll(“‘i (2.48) que definen
ta recta I = (AR) que pusa por dos puntos dados A (0,
Hai 24 ¥ B leg vm 24) puede escribirse también en la
[orma

T T tn—ua Iz
Lins venaciones del sistera (2.48), (2.49) se denominan
ecrtaciones cunanicas de la recla I en un espucio. A
Ejemplo 10, Fu un sistema de coardenndas la recla @

g—wa _ Wemya 2oty (2.40)

. x| iy z-=0
se da por lns ceuaciones ——5- == 4 : - = -

dicar las coordenadas de cualesquiera dos puntos de esla
reela.
Alseribnmos las ceunciones de la yeela L oen Torma
paramétriea feompdrese con (2.48) y (2.40)]:
r=) =AU y=--3-F¢ z2="0-
Cusnide £ = 0, oblenemos las comlenadng de un punte de
L recta I: ol (13 =35 5), cuando & == 1, Ins del segundo
Cpunto; =15 —2; 5). Se poede hallar Ias coordenndas
de los puntos A y £ Lanbién det modo siguicnte: resta-
mos lag coordenadag del ponto A (a3 g0 2,4) de las va-
rinhles &, . z en lns counciones candnicas (2.48), de donde
por las ceusciones dadas de [n recla I hallamos 2, == 1,
Yo = — 2, =0, Ins coordenadas del punto 1 (ags
Iyt 2 ) se oblienen de la condicion do igualdad del veclor

divector a = (ay; ayt a,), ﬂ"'_f I 13 a, = 1y oy == (hebs 1
vecta = (A1) al veclor AR [eompirese con (2.48) v
(AN ay— 2y = =2, yn—ys =1, 24--24 =1,
es deeir, vy =a, —2 = 1, yp s -2, 2, =0, A

Ejemplo 11, Bn un sistema de rmmh-n.ul as las reclas
Iy 1y estin dadas por Tus penaciones candnicas

A N
o v

| 27

Tt | y—2 g3 .
by % - o }2‘

Aclarar si se inlersecan eslas reclos,
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ALns rectas !, y I, se intorsecan si, y sélo si, oxisle
wn punto M cuyas coordenadas (&*, y*, 2*) salisfacen
Lanto las ecuaciones do In recta I, como lag de la 1,, es
decir, el sistema de cualve ccuaciones siguicentes:
a* — 1 =2 (y* —2), z* —3 =y* —2, a*t = y*—3,

z* = 2 (y* — 3). (2.50)

Si esle sistema tiene solucidn, ésla so dekarmina de lIns
primeras Ires ccuaciones y debe aulomdticamenle salis-
fncer la cuarta. De las tres primeras ecuaciones lalleinos:
a* = -3, y* =0, z* =1. Sustituyendo los valores
halladoes en la cuarta ecuacién, oblenemos 1 = 2.{0—3).
Hay una conlradiccién. El sistema de ecnaciones (2.50)
no tieno soluciones, es deciv, {, ¥ I, no so inlersccan. A

Ejemiplo 12 (problema de division de un seginento cn
In razén dada). Iin un espacio sean dados un sistema do

coordenadas {0, ¢, 2,5, e,} v dos punlosdislinlos A (ta;
YaiZA) Y B (@ ¥ ui 22). Un punto M so encuenten en el
segmento [AB} y lo divide en la vazén A = | AM |:
: | AM1B |. Determinar las coordenadas del punto Af.

ASegin la [érmula (2.6G), tencmos O = -1—_:-—’ X
x (O_.'T -} ?»5}}}. Sustituyendo en esta igualdad las des-

- =

composiciones de los vectores segiin la base ‘el. €, €3}
y basdndonos en Ia propiedad de linealidad de Ins coorde-
nadas y la 13 propiedad de las coordenadas do veclores
oblenemos:

_ za-kdzp

TAbArn vA+Myn 2
] A M™ A1 T

A1 Ux=

Tpy =

A

(2.51)

Ejemiplo 13. En un paralelepipedo ABCDABC\D,
lenemos: A (1;1;1), B (2; —1;0), € (15 1; 2), D, (3; 3; 2),
N cs el punlo medio de [AD], el punio Af divide el seg-
mento [CC,] en Ja razén | C M |: | MC | = 2. Bscribir
Ins vcunciones candnicas e Ja vecta 1 = (MN) en aquel
sistema de coordenadas, en el cunl estdn dadnas las coor-
ilenadas de los puntos A, B, C, D,.

ASpan (zp; yui 2zp) lns coordenudas del punto D

>

(fig. 2.27). 1l veclor AD tiene los coordenadas (z, — 1;
o
yp — 17 zp — 1). Las coordenadas del vector BC son:

87



{1—;2; 1 — (—=1); 2 —0) = (—1; 2; 2). Los veetores AD

y 2C son ignales y por ese sus coordenadas homdnimas
soiignales: xp —1 = —1, y;, — 1 =2, 2, — 1 = 2, ¢s5
deciv, g = 0, yy = 3, 2 = 3. Bl punto N os ¢l punlo
uw:hu del segmento [Al)] (lo divide en la razén 1 : 1)
I'or consigaiente, ay=(z, -|- z,)/2=1/2, !!N_(U,\ «|-
4 ypMe = 2, 2, = 2. Sean (x; f; y) Ins Lomdul.uh-. el

punte Cp. Do la igualdad do los w,.»{'.mes CC, y I)D,. ohle-
nemus o—1 3—0, p—1 =
=33, 9 -—Z -2 — 3, os decir,
a=4 =1, y=1. Por las [ir-
mulas (2.51) de Ia division de un
segmenlo en la razon dada, tene-
mos: @y = {a -]- 2z)/3 = (4 -
+.2:-1)/8 =2 yu i (B - 20cM3=
= {1 ‘I“2 1);‘“" = | zl"‘_("’—
Fig, 2.27 --22¢:)/3 = H/3.  Por consigniente,
las cennciones candnicas de I recla
(AN} tienen In Torma

y-2 _ y~—%  2--Z
22 T 1—=2 " H3-—-12

ax-— 1fd
L

, v hicn

—%_ =8 _ I meh _ welE
fx ay g yo&e b — by T

son tos rockas dadns por Ios cennciones candui-

Si :
I—v
Irg

LA sislemns llc coordenadas en wn esgpacio, enlonres

P (egs @y az) ¥ b= (bes byys 1) som vew lores direclores
do eslas reclas. Las reclas Iy L son par .1|l,i.15 51‘ y s6lo si,

son colineales sus veclores dirvclores a y b. bvguu Ia
condicion de colinealidad, esle heelhio Liene Jugar si, y

solo si,
v | 9
b, ’

Sean # un plano, {07, ~r',. L-} i siskewa e coordena-
dag en el pluno P, A (e, YD) €FPy Blxyiyy) €7 dos
pattos distintos. Laq eonnciones parnmdétricas de Fa recla

“x ay, l lﬂ.a o,
by by
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! = (A1) Liewen la Torma
xT == T, - bty
W=Yadlay oy =2y —2s ay=1yyz—Hah

LG (2.52)

La ecuacitin candnica de la recia L = (AD) en el plany
P es:

T Ty y—=Z i b
= v bicn 2.1
xp—zp yn—va (2.98)
E=Ia . VA (2.54)
dx ay L2

La ecuacion (2.54) es cquivalente a ln ccuncion
A*x - By - C* =0, (A*)P + (B*)* >0, (2.55)

dondy
A¥ = yp—pyp B* =24 — 2y

C* = ysxp— Tall e (2.56)

Bn virtud de Ta ccuncion (2.55), ¢l veelor direclor @ =
= (ay @) de Inreetn Len el plano & se determing segin
In reglh ax = —D%, a, = A*.

En el caso plano, las [érmulas de division de un seg-
menlo et la razén dada tienen la forma

MELAB], A= |AM|: |MB| <> 2y, =

— xdlll-k:!r Y = UAL‘L-}U;H} ; {2.5?)
Ejemplo $4. Tiallar dos puntos A y I si se sabe que
el punto € (—5; 4) divido el segmonto [AX] en In razén
3:4 y ol punto D (6; —5) Jo divido en ta razén 2: 3.
ASuin A (za7 ya), B (@ yyu). Enlonces segin Ins
[6rmulas (2.57) Llenemos: ’

B za-F(3/4) zy _ ua+(3M4) yn
B a1 =i 3/4F1 !
= At @Bzn s ya-t(213) yn
| AR U 2/3+1
Resolviendo ol sistema oblenido de ccuaciones respecio a
Tay T Yar ¥ hallamos: x4 =160, a ) = —220, y =

= 131, y, = 184; A (160; —131), B (—225; 184). A
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Ejemplo th. Bscribir la eenacion de ba mediana (A A)
del Lrisingulo ARC: A (=5, 4), B 1), €(2; —h).
A BL punlo medio M del segmenlo |2CI tiene fas
coordenadas 2y = (v 4 ag)/2 = 52, pyu = (W, -

Gyl = —2. Segin la Térmudn (2.53), la ccuacidn
{AAY Liene Ia Forma
a—( =0 y—-4 a--h
BZ—(—0) . —B=f = mE
y— 4

= de--By=0. A

Ejemplo 16, Escribiv la ecnacion de In recia e
pasa por el pento & (7; 4) y es paradela a lnrecta L cuya
couneion es dr— 2y 4- 4 =0

AL vector direclor a = (uy; a,} de la recta L es a =
== (21 3). Ya que 1| L, a es también veclor director de 1.
Segin da [ormula (2.54), 1 cenacion 1 os:

=7 y—4

2 3

sz dr—L2y—13 0. A

Ejemplo 17, Haline las voordenadas de los virtices
Aleas yah Blayi yah D (ep; gp) dol paralelogramo
ABCD si C (3 1), (AD) x|y —3 =0, (AD): y = 2.

A6 panto A es el punlo comnn de las reclas (A1)
v (AD). Por eso sns convdenndas (x4 y.4) satisfacen el sis-
tema de ceuaciones x, -y, — 3 =0, y,, = 2. Resol-
vicndolo hallamos =, =1, y, = 2. il vector director «
o b rocda (AR) es igual 0 @ = {(—1; 1). Bis también vee-

tor divector de (CD). Por consignicnte, In councion
(CDY tiene la Torma

r___: =-;"'—_Jl_—l—e:=:~ Z-by—2-=0.

e maodo andloge se puede hallar yue y = —1 o5 la ccua-
cion de [a recta (8C).
Lus coordenadas de los puntos B (egs yy) v D (v

yp) satislncen los sistemas de eeuaciones

Tyl —3 =0, [ Yn=2,

Yy =1,
Resolviendo estos sistomas hallwmos @y =4, g = —1,
xp =0, gp=2. A

m

.]'.'“-[- Hn—2 =0
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Ejemplo 18, En el paralelngramo ABCD (fig. 2.28) el
panto A es el punto medio del lado [C], €] punte N es
el punto medio del segmento [AD], P, es el punto de inter-
seccidn de las reclas {(AN) y (CD). Huollav las coordena-
dus de los puntos € y D si so tiene A (1; 2), B (4; —1),
P (2; 0). Dallar Lambién en qué vazén el punto P divide
el segmento ICD).

o -
ASea D (a; B)- De la ignaldad AL = DC se deduce
que las coordenndas del punto € (z¢; y¢) son correspoi-
dienlemenle a@¢ =« 4 (x5 —
— 2 =a -+ 3 ye=p+
- (g0 — ya) = p — 3. El pun-
to M (xx: yu) s ol punto
medio de |BCl y por eso a5 =
= (x4 4 T2 = (a -} 7)2, Aft:2)
Yu = [Un + yel2 = (p— 4)/2,
L punto N (2 yn) cs el punts Fig. 2.28
medio de [A/D] y por eso z, =
=(ry )2 = @Ba ;- WA, gy=(n -+ yn)i2 = (3f—
—4)/4. L cenncion de In recta (AP) tieno la Torma

Bl4i-1) M

z—{  y—2

21 n—2

<> 2x4+y—4d=0.

BE punto ¥ € (AP). Por lantlo, las cvordenadas del
3at7 , B—4 _, o
AT S
o Dbiecn 204-p—2==0. TDor Ila condicién, el punte
P (2; 0} sc encuentra en Ja veela (DCY cuyn eenacion os

punto N satisfacen In ccuacidn 2

r—o S y—p 3 g —r
B E ey | iV Por consiguicnle, =
= ":3[" o bien e--B—2=0. Resolviendo el sistcma de

cenaciones 20 - p—2 =0, a + p — 2 = 0, hallmnos
a =10, p=2 Delinitivamente tenemos D (0; 2),
C (3 —1). Larazén A = | CP |: | PD [ en que el punto
P odivide el segmenlo [CD] se determina de la relacidn

iy 20k B

T <> 2(A+1)=3--4.0, o sea,

A=1/2. A

Ejemplo 19 (ccuacion paramétrica veelorinl del plano).
Son que en un espacio esti fijado no polo O y estdn dados
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tres puntos A6 A, My o stluados en s rocla, Dogeri-
bir el conjunto de los eadin vectores de todos Tos punlos
el plano 'f’ (M f].l’,,;lg’,]

ASein r, (JM, :2 e ();l_! P, (}.}ﬁi radio voutn-
res do los punlos A, r'lf,. My, respoctiv llrwlllo (fig. 2.29),
<k > - -

b=y ry, 0 o= rg — :, I,m vectores b ye “Torman Disse
en el plano £, Modiante r rlv::lgm-.nms el radlio vegbor ile
un punto arbiteario A4 € #'.
El punte M se encueilra
en el plano & si, ¥ *soln si,
——
el vector N\ AF = r :I 50
dc‘;cumponc segiin los vee-

Lores h,} ¢ |véase la lor-
mula (2.28) y el eriterio dol
caracter  coplanar  do  los
vectores (véase el ejemplo
Fig. 2.20 2ol §5 do esle cupilo
o),  es ey, l'\ihll‘ll

nunwm‘z Ly~ (dependiontes de A1) tales que M WAl =

~1h | e o hien

r— rye=t (_".s = ‘;:1) 1 (."‘:\ —r). (2.58)
Ta refacion
rery b h-te, tER, Tl (2.5)

se lenoming ecuacion par amélrica veclovial del plano ® e

pasa por el punio M, {! W) v es paralelo @ log vectores b e

Para £y © roales |||ln!r.11m::l, el segnndo miembro de Ja

relneion (2.59) determina el conjunte de Tos radio vee-

tores do Ltodos los puntos del plane P, y sdlo cllos. &
L relacion (2.59) puede escribivse en Ia Torma

P OF |- iy b7, 04t Tz, (2.60)

Si s prntog 47, (e gy 20, My (05 05 50), My (s ya
zy) usldin |L1t|m por -lHtmmlcu.uluq e sislema e coor-

denidas [, c,, Cay L,] cuyo origen vs el polo 2, 1o cena-
cion parumétricn veelorial del plang & = {fl{JM..:I.’ ) oS
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equivalenie al sistema

J r=a (T —a) -+ T(By—1), -
ye=u-Fi{ga—y)-l-e(ya—u), (2.61)
l =2yt (zg—2) - T (23 —2y)

de Lres ecnaciones esenlares respeclo o las coordenadas
(x; v 2) del punto AT € ® y ddo niimeros £ y T que depen-
den de M. Las ecnnciones del sistema (2.61) son councinies
paramétricas del plano P,

Ejemplo 20 (ccuacién en coordenadas de un plana).
Sed que enoun espacio eski dado un sistema de conrdenadas

— - -
{0, ¢y g, g}, Domostrar que la genacion de cunlgnier
Fl'mm ® que pasa por un punto M, (z,; ¥ z,) tieno la
orma

Alr—a) - Bl —u) +Cla—m) =0,
A - - 0P > 1), (2.62)
Alin el plano ® fijunos dos puntos mis A, (4] 4 24)
¥y My (245 yas 22) e modo o Afy, My, My no se cncueniren

b =
viuna recla, Pongamos M A, = b = (b by by), by ==
A 2
= Ly — gy b; =y, —pn =2 —z2; MMy=c=
= (Cxi €t Co)y Cx=Ty — Xy, Cy=1la—VU), €y =723 — Iy, [51
punlo M (z; y; z) se sitin en el plano @ si, y solo si, los
e

veelores MyA1, b, ¢ son coplanares. Segiin la condicién del
cardcter coplanar, este hecho Lione lugar si, ¥ sdlo si, las
enordenadas del punto A satisfacon la eciuacion

T—2 Yy—Yy I—1,

b, by b, |=0, (2.63)
e ey ¢,
o hien A(z—a) By—y)-+C{z—z)==0, donde
by, b, b, b, b, b,
M ET T LA %Y LR W

Lo designaldad A% - B* |- C* = 0 se deduce (véase ol
cjemplo 14 del § 5 de esle capilulo) ile ln no colinenlidal
de los veetores by e A

L cenacion (2.063) se denominn ecieacidn en coordenadas
de un plano que pasa por el punto M, (x,; v, 2,) ¥ es para-
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lelo a los vectores i — (by; byi b)) ¥ Fine (R W14
Se puede escribiclo también “en la Torms
T—iy H—n 2—
Tp—F Ya—1i 29— 2, =0 (2.64)
Ta—& M=l 23— 3
L cenncion (2.64) s¢ Hama eenacion del plang # =

== (MM 40 G) (que pasa por Livs puntos dades, Lin ccuacidn
(2.62) pueilde eseribivse imbién en In Torma

Ar <=8y | Cz+ D =0, A% ) 22 | 020, {2.G5)
donde 1) = —iday — Ry, — Ce,.

Ejemple 21, Escribiv Ia ccuncion dob plano que pasa
por los pumtos A, (23 3, 1), M, (5 45 4), A, (2; L b).

ASegiin (2.64), ln ccuncidn ol plano hnseado es:

2—2 g~ 2—1 r—2 y—1 z—1
J=2 134t |=0c> =2 1 |=
2—-21-35—1 0 -2 4

=0 2. 2yf-2—) =0 A
Eiemplo 22, Fseribiv ln ccunciin (el plano quo pusa
por el punto M (33 75 2) y es paralelo a las reclas 1
g1 _ yl2 __ z—4 ¢ Lo Bl =R abid

A i 2 T8 T T

A plane paralelo a las reclas I y L es también para-
Ielo alos veelores diveclores b = (45 13 2) y ¢ = (5; 3; 1)
de estas rectas, Segin I Formula (2.63), Ia ceancion (el
plano busendo es

=3 y—T7 2—=2

4 i 2 =0 e Ba—0Oy—Tz--41 -0, a
5 3 1

Ejemplo 23, Liscribir In eeuacion del plang £ que pasa
por el punto Al (o (h —1) ¥ contione la recla I f;-
o W1 3 — 2
T3 T

AEL punto M, (0; —1; 2) de Ja reeta 1 se halla on ol
plane &, Por consiguiente, o plann & es puraledo al
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veclar b = ﬁ?,_f{f, v al veclor ¢ = (2; 3; 1), vector direc-
tov de In recta L. Segiin Ia fdrmnla (2.63), la ecuacién &
tiene la forma

o—1 ¥y—0 z—(—1)

0—1 —1—-0 2—(—1)=
2 3 1

=D 100 —=Ty-z—0=0. A

Ejemplo 24+ (condleinn de L]mrnlcllsmn tle oy planoes). Demas-
trar que planos Py Ayr - By - Cla - Dy =0, A? 4 Bt 4
FCT >0y Pg Agr By | Coz+ Dy =0, A2 Bl + CI>
= 0 sou parnlelos si, y sdlo si, los voclores N, = (A; By C,) 5= 0

¥ ﬁ, = (Aq; Ba: Cq) %5 U son colineales, ea decir, existe un niimoro
hs=0 tal que

A=A, By=1iB, Cy=AiC,. (2.06)

A Senn fus planes #, ¥ @5 tales quo pren loa cooflelonlos de
sus peunciones se cumple In igrlnrdnﬂ (2.60) eunndo wn A 2 0, Enton-
oes 1n eeuacion @, liene la forma Ad =z = Ay - ACyz - D, = 0o
Agr - By -l Ciz F Dy/h = 0. Si Dy = D,/ las ecuacionrs de
log planes 42, ¥ %, coiuciden, es decir, coinciden lnszylnuos Py
Pa; si Dy =& Dyfh, ol sistema de ecnacioues A,z 4 By - Cyz -
A4+ Py =0, Ayx - By - Cyz 4- Dy/A = 0 para buscar lns coorde-
nadas e puntos eonunes de los planos P, v 42, o8 incompalible,
;: ron, 3 N 4, = ¢. Enambos cnans loa planna 5, ¥ 42, son parn-
elos,
Pues, cambiando la constanle 22, en la ecenacidn <del piano @,
ae puede ahlener las ecuaciones de los planos paralelos o 7. Con-
robemos que de este mado se puede eblener las ecnaciones e 1odos
os planoa paralelns a 72,. Si el plano 2* es paralelo a 3, P* pnede
-

abtennrse de #, mediante la traslacion paralela a wn vector a =
= (a,i ;1 a,). Por eso, si P* || &), ol punta M* (x ¥;z) pertenrco
al plano” 5% si, y adlo si, el pnnto M (z — o,] p—a,i 2 — ay)

(nT,m = a M* = TFE (M)} pertenece al plano #, es declr,
1

Ay A Dy | Cyz + D* =0, D* = Dy — Ayo — Biay — Cya,.
Asi, una de las ecuaciones dol plano #* estd oblenida de la coun-
cidn del plano &4 al sustitvir la conslante Dy por D*.

Sea nhora que los planos 9, y i, dados en el cjemplo 24 3o
arnlelns. Enlnnces, en correapondoencia a lo dicho en lo antlerior,
o3 planes P Az + By +Ciz-F1=0y P Agr - By -1
4- €4z = 0 son también paralelos (@7 L7, I 24 | @3 ¥ no coin-

riden (el puntn con las coordenndns (0; 0; 0) se encuentiva en el
plane P2 v no se encueniraen el plano ). lor consiguienle, los
planos 3°F y ¥ no tienen puntos comunes y, por lanto, el sislema
de ecnaciones Az =4 By - Cya = —1, Az} By~ Coz =0
no tiene soluriin. Con mayor razén no Liene solucién eada unn de
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los siguientes sistemas do ecuaciones:

Mr- hyCa= —A, Aped- By |-Cz=-—1,
(1) § Aar-b o[- Cpz =0, () { Aot f- B Caz =00,
Gog] Coyef-1ez =) Wer |- tegl-Dez =1

ARy | Crn== —A,
(1 { Az |- By 4-Coz =11,
fex-blytlz=1.
En correspondencin a ln rogla do Cramer (vénse § 4 da oste eapilalo),
el determinantade la maleiz de cadi ina de estos siskamas (Ar, Ay,
Argr) o8 dguad 2 eeva, Do esle mola,

Ay B G A By €
A=Ay By O -!A. .’s‘l'—_"' Arp—|dy By Gy |-
non 1 4 R n 4 a

A By €
.—:'-—IA' (:’""-,”' Aprp—=lAa By Cal-= By r::'!---.fl.
Ay € R Hy Oy

Fn corenspondencia a Ja condicion de colinealidad (véago el ojmmplo
e =
19 dol § 5 ila este capituln), lns vectores Ny = 0y Ny = 0 gon coli-

— -
nonlea, es decie, Ny = AN, para un X & 0. Bscribiendoe esta igual-
dad _on s coordenadas, oblencmos (2.66),
Ejemplo 26*, Son A, -f- Byt Co-l 1 =0, A% Bt |- 2
= &, In ecuacion del plano . Demoslrar que existon veelores no

=+ -*
colineales b = (heg b3 b} ¥ ¢ = (63 0 6,) talns que

d‘__‘ by b:
€y rz

by b ; hye B A
Be= —| "% 2], O =|"x C:I_ (2.07)

fx (g Cx
Demnstrar (amhién quolos vactores i v & son paralolos al plann 2.
A Seat My (g3 i 5) un punto aebiteario dol plane A, Bnlonees,
Ary |- Iy A Cry - D = 0. El veclor a = (a,; ay; a,) vs paralelo
al plano .2 gi, yailo si, ol punto 8fy (=, - ayi ) - yi 3y -l a,) e
situa on el plane 2, 08 decir, i
A (e ag) - B (g - ay) - € (2 F a) + D = 0,
. 0 dax -l Bay A Cap = 0. (2.68)

Laccondicion (2.68) va condicion necesarin y sulicionte del paralelis-

mo del veclor @ — (ty; ay; a) del plang £ Ax |y |- €2 |-
d= D = 0. =
IFijentos daa veclores no colineales achitrarios o' == {Bys by b3)

y P ir:}_: cps e queson paralelos a2, Enlonces, debido w (2.4i3),
una e [as cevaciones del plann # se eseribivd en forma do A’ = -
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By + 40 =0, donde

by b
ey o’

5, o)t b
Cy €3 Cx oy

D' e A g — By —C'2y

A= -_p =

H

Bl plano # es paralalo n st mismo, Teniendé o cuenta los vesulid-
dng del ejemplo 24, liallemos un niimero A tal quo

b, b.; =IM;;, AE:‘,I e
ey A

Ab, Abp
x tir,‘

Ab: Ab

tx €

A=dd" =)

’
C=I
Eslo significa que en calidad dao loa voctores buscados se puede to-
- -+ - —- '
marbos b = A ye=o.
1
Soa nhora quo los veolores b y ¢ salisfncen (2.67). Lnlonces,

b, b by b
Al By - Chg~by |7 "E ]} R
1y pob Cly~—b, ,cy cr T £ & |

by by Uy
+hzlff:r 3’;;’: by By, b,’:z[},
cx oy Fu by e
by b by b by b
i v Yal__ x Uz x byl _
Aexd-Bey | Ces =y ol cy & c"-|—:, Ic.t cy,

€x Cy €z
by by Iy I:-ﬂ.
Cx €" (3

En correspondencia a la condicidn (2.68), eada uno de los vectores
n y P pavalalo al plano 5, A

Ejemplo 26. La base de un prisma ABCDAB,C D,
es ol lrapecio ABCD ((AB) || (CD)), 1CD |: | AB | =
==} <C 1. Un plano que pasa por ol punto B corla las
aristas [AA,], [CC,] ¥ la recta (DD)) on los puntos AT, N
y P, respeclivamente, con tal que | AM [ | AA, |=m,
[CN |: | CC, | = n. Hallar la relacién | DP | : | DD, |.

- —f = — e —

Alongamos ¢, = DA, ey = DC, e; = DD, (lig. 2.30).
i el sislema de coordenadas {D, e, e,, €5} los vérlicos del
prisma Lienen las coordenadas A (1; 0, 0), B (x5 ya; 0),
C(0; 1, 0), D(0; 0; 0), A, (1; 05 1), By (xpi ypi 1),
Cy (05 15 1), D, (0; 0; 1). Calculemos las coordenadas del
punto B (xzp; ¥ pi 0) (oeste punto se encuentra en el plano
(DAC) y por cso su lercera coordenada cs igual a cero),
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= b — -1
Segan In condicion, DC = B o ey =2 ({rp— 1) e, 4
A yneg -l- Beeg), Deagui hallemos: & (wp — 1) = 0,
Mg == 1, 08 deeiv, 2y = 1, gy = 1A Lacgo, segun la
—)- it -
condicion AM = (zp —— 1 ¥ay 2a) = mAdy; Ay ==
= (0; 0; 1). Por consigniente, Ty —= 1 = m-0 = 0, yy ==
=m0 =0, 25 = m-1 = m, es decir, M (1; O; m). De
wiodo andlogo tenemas N (05 15 7). La eenacion del plana
(BMN) tiene la Torma [compiirose
con (2.64)1
z—1 y— M -0
{—1 0—1/A m—=0(=
0—1 1—=1/A n—0

o ome=ne=dan
=i () > S (r—1)—
5 3
—m [y — T) e .
Fig, 2.0 Bl punto P {0; 0; zp) se balla en el

cje de z-convidlenndns, por eso sus
dos primeras coordenadas son ceros. Do Ia ronilicinn
P E(BMN) obtenemos

=1t —hii i p »
——— (0—1)—m (0 - T_} i 0, o sea,

Zp=i -l Am.
Definilivamente Lonemos

-F =¥
[DP DD = [3peg] t |eal = [zpl = n | A, A

Ejemplo 27*. Lomade un punto &K denteo de un lelracidro
ABCD. Los puntes A', B, €', D7 son correspomlionlemenie pintos
e inleraceeién de las reclas (A K), (A K), (CK), (DK) con los pla-
nos do las carna BCD, ACD, ADD, ABIC,

Temnstrar gie

1XK|+|EK1+|CW| L D'K]
1447 TR cct VB

=L

1 —_— o =
A EBseojamos un sistemn de coordenndas (A, A, AC, AD].
En eala sialema ile goordenndna se Uene A (0 05 0), 7 (4 O 1),
—
0y 4 0y, D (0 03 1), Sen K (m; 15 p). Bulonees A K = (m} n3 p),
BE = (m—4&;np), Ch=(min—1; p), DI = (m;n; p— 1}
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Las ecuhclonos do Ins fectna antié

bl i S
WEY T p’ BE) m—1{ _a p'
ey RN B e B N
R = a1 p (D) m-_n p—i°

Lns ecunciones de los planes son:
z—1 y—0 z—10)

(HCDY: |0—1 =D 0—0|=0<> zfyt2—1=0.
In—1 n—n 1—0
z ¥y =z I
(ACDY: ([0 4 D|=D<=> 2=0; (ARD): y=f} (ANC): z==10),
0 n 1

Lay coordenadas del punto A" = (A K) [} (P€D) Jas hallemns el
sistema do ocunciones

aefye|ez=-1 ),

ze=nml, 4 " i n . i
y=nt, S (m-}-n—|-p' m-l-nd-p' m-j-n—{-p)
z=pt «
Fas coordenndas del punto B satisfacen el sistema de cennciones
x=",
z=1|-(m—1) 1,
y=nt, B no Id
z=pt <=0 (“' {—m "' 'l——nl)"
o r m . N i
Do maldo  mndloge  hallemos C (——1_;1 . 1; ¥ poe ) i
4 m_ no
i (I— fA—p! l])_
Lmego lenemos
-;-“__ —_—m , —_n = —pn
4 A“—( m--nd-p ' m-l-n4-p " m-la-fp ) :
/’F}(- (m 2 e 4s ) L ) =
o m-4-n-|-p ' m-fFnd-p ’ g men-l-p /=
__( —m{—(m-tnd-p) | —n{i—{min-p}}
- m-fntp ! m--n-}-p !
—p(i—(m+n--p) )
m-l-n-}-p x

— — —i

Por consignienle, A'K =({—{m-[-n-|-p}} A’A. Loa veclores A'K
o i 1A' K|

y A’A son codirigidoa y por ese {—(m-}n-{-p) >0y W=
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=4 —(m--n-I p). De modo anilogo se puelde verificar que {H'K)/
ABH | =m, |CYKI/NCC \ =n, |D'K|/|DD|=p. Deesta manora,

JA'K] |, KL, (10K 4 Kl
1A UyBETT Ve o
=1—(m-Fa-[-p-l-m-pn--p—1. A

§ 7. Proyeeciim paralela

I3n un espacio considercmos un plano & y una recla i
que no es paralela a ésle (lig. 2.31). Se Hama proyeccicn
L4 (A1) de un punto M sobre el plano ® paralelumente o

la recta 1 o un punle M* € # 1al que el veetor MDA os
paralelo a la recta £, 151 punto A7*
es el punto (iinico) do intersee-
cion del plano £ con in recta
que pasn por el punto Ay es
paralela a la recta I Sea ¢) o
punta e intarseceion de la recla !
con ¢l plano &. Consileremos
el sislema  de  coovdenndas
> - - -+ -
{O, e, e, ;) donde gf‘, €5} esunn
base en ol plano & y el vee-
-+
lor ey s paralelo a la reetn 1.
Sean (a3 fars 2a} ¥ (@he; ¥l 2h)
las  cnordenadas do los
Fig, 2.31 puntos My M*,  respecli-
viunenule, en esle  sistema e

e
coovdenadas,  Puesto que  los  veelores  AITFA] —

—
= (Ty — @k Yar — Yy 20— 2h) ¥ ey == (05 05 1) son
enlinenles, oulonees

- *
Epp— Tpr Zpy— 50

Tpg — 3Rt Yar— Yt "
0 0

Q 1
Uae—UN 2p—20 -0
0 1 T

os decir, a = 2%, Yar == Yae- B prto AF so oncuentrea
en el plane @ = Ouwy. Por eso sn tercora enonlenadn 2%
es igual @ cero. De este modo, por las coordenadns
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(ars ¥ars Zag) del punto M en el sistema dado do coordenadas
se delerminan las coordenadas del punto M* = l'lg..-; (a1)
sogin tas [drmulas afy = Tay Y Yht = Yan 28 = 0.

Llamase progeccidn ]'I. (MN) de un segmento dirigido
-
MN sobre un plano & paralelamente a una recta I a un

——

segmenbo divigido AM*N*, donde M* = I1_§n (M), N* =

n;ﬁ(N) Si se Lienoe M (zy3 Yars 2oy YV (Tyd Y i 2n)s
es decir, el veclor JWN Liene las cunrdeumlns (zny — Zar:
Yy — Uni o — z4) en una base {el, e,. e:,} entonces
J}"N* = (xy — 2p3 ¥ — Ynry 0).

Sea d un vector. Su proyeecion d* = Tl.éiﬂ (@) sobre un
plano  paralelamente a la recta ! se define del modo si-

guienip: d* = I'I_{,o {M_N’-)‘ dowle M y N son puntos arbi-
lravios del espacio tales que el segmoento dirigido MN

representa el veclor d. La definicion dada es correcta, o
sea, 1o depende de la elnrcian del segmento dirigitlo

MN fque lemoqenLn cl vcctor d

C1En efecto, sid = KL = MN entonces &, — xx =
= Iy — Ty Y1 - J:{ =Yy — Vs &, —3p =35y —
— 2y ¥, por uso, KPL* = (v, — 2« Yr. — Yus 0) =
= (¢ — T3 Y — Yu; 0) = M*N*. W

Si en Ia base escogidn anteriormente d = {de; dy d2)s
es decir, ﬁ'ﬂ’v = (dx; dy; d;), enlonces en esta hase a* =

Ilgo(rl) (dx: dy; 0).

La operacion. de proyeccion de un vector sobre un
plano & parnlelamente a lIa recta 1 es lineal: para cunles-

fjuiera voclores d y f y cualesquiera nimeros « y i os
vilida In igualdad

Wy (d | Bf) == bl () -1 BT (). (2.69)

C} TEn eleclo, si en la hage dada en lo anterior d =
=[(I_:; r?.“ l.)l _’(J(x- jy! !z) S0 tl[‘.l"lﬂ de Fﬁf—(uda‘. l“
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-Bfer ady -} Bfys ad,-Pf,). Dor eso
Wl |- BJ) = (ady 4 Pla: ady 11,0 0).
Adomis, 11l (;‘;}=(dx; dys 0), all’y(d) = (ady ady, 0),
”.if' U)""Ux? Tui 0}, ﬁm_«'ja [?]=(|'3fx; fify: ). Tranbitn Llenemos

ally (@) B (1) = (aule + Blai ey |-Bf,; 0). B

Ejemplo [ (criterio de paralelismo de ln recta y el
plano). ¢Bajo qué condicion necesarin y suficienle [n
recla [: ra_:" = ":;y" == z;s“ (a% -1- @y -]- a3 >0) y ol
plane P Aw o By -} Cz - 12 = 0 (A* - I3* 4- C¥ =)
son paralelosy

ALn recla I os paraleln ol plana ® si, y soly si, ol

veetor divector @ = (ay; ay; a,) de b reeta [ oos paralelo
al plano 1 Aa, -|- Bay, |- Cay = 0 |véase la condicion
(2.068).1 A

Ejemplo 2. 10 wn espaciv, eséan didos un plang A
Az By4-Cz- |- D=1 (A24-B24-C2>= ) y umn recla I
T W Ik {a%-l-aj-l a3=0). Bseribir las

ax ' ay
formmilas que uen las coordenadas de nn punto A7 (g
¥as 2y} del espacio y Jas coordenadas de su proyeceion
M (%5 g*: 2%) sobre ol plane & paralelumente o Ia
recla 1, y

ABL veelor & = (ay; ,; a;) ox el vector director de T
veekia Lo Segin Ia definicion de proyveecion, existe un o

il .
mern &= Ly, dopendiente do A7y al que MFAL -t
o hien ap — o™ = ta,, y, — y* = Lty 2pp — 2% = lu,,
es decit, o* 2= 35y — tay, y* = ya — fy, 2% =z, —
— tug. Las cocrdenndas {z%; y*; 2%) dol punto M* deben
satislacer la eeuncion del plane  #: A (x5 — La,) |-
- By — tay) b Clay — ta;) -1 D = 0. Teniondo en
enenta que Aay -] Ba, 4 Ca, 0 (véase el ejemplo 1),
hullamos de aqui:
1y~ Aeadlen F O D)
AL Atty=|- Nty - Ly J
w o Th (e - Cag)-way (Byp-|-Cape -1 1)
a2t T i
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__ usr Aag-k Cag)—ay (Arpt Cop -k 10}

*

v Ay -]- ay, |- Cay 1

i 4,11 (d-‘l‘\;-l-ﬂﬂﬂ-)—ri: (AIM -'l.- H!."M -}— D) A

[ior Ao T Bay, +Ca, : (2.70)

Ejemplo 3, Hallae la proyeccién el veclot b = (1:0; —2)
sobre ol plane @7 z—2p4-2—4=0} paralolamonte
W 1 Lz y—=1 _ z-5b
A la recla It e T e

A Empleémos las [6rmulas (2.70). B punto N (0; 0; 4)
so enguentra en ol plano # y por cso N = l'l}p(N) =

= N. Tomemos el punto M (1; 0; 2) de moido que N_ﬁ'f =

= . Por Ing férmulas (2.70) tenemos para el punto
ME (¥ g%y 7)) = (M) :

1o =2) 44 1) =2 ((—2) 0412 4)

L . :
= T (=B 1 =%
P CC UL — IR |

o~ —
Tor eonsignicnte, e (D) = N*M* =(3—0; |—0; 3—4)=
=3 1; —1). A

Ejemplo 4%, En un tetraotdro ABCD los puntos D,
Ay, 13y, € son punlos do interseecion do lag medianas de
los tridugnlos ARC, BCD, CDA, DAR, respectivamentle.
Sean P,, P, P, Py, corvespondientomente, loz planos
(ABC), (HCh), (EDA), (DAR); 1y, L, Ly 1, correspon-
dieutemente, las veclas (OD)), (AA), (18,), (CC,). Para

-

un veclor arbilteario d, cualoular el vevloy

() == 108, (@ -1 1%, (@) 1 (d) 410, (@)
- — - —_ -+ -

ALus veelwres @ = PA, b= DR, ¢ = DC no son
coplanares y forman hase en el espacio. Bl veclor d se
descompono seginn esta base: d = aa -|- {16 <|- ye. Tor
eso, empleando la lincalidad do la operacién do proyec-
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cion, oblenemos
() =T (e | Bl |- y0) W4 (o | (5] yd) |
+ 11, (e + o y0) - NG, (@a-1- B - ye) -
11, (@at- B ve) = (@l (@) --BU, (B) -
G, O @i, () BIS, () - 21T, () =
== a (11, (@) + 113, (@) 4 T3, (@) -1 114, (@)} +
B, By o I ) -y O, @ .-
+ 114, (€)) = al’ (@) -4 BT (B) - 9T ().
De este modo, para ll!l”:l_l; I (;E]“:!u cmquuiur veclor d os
suliciente saber sélo 1" {a), 1" (h), ‘l" (c}. I'nesto que el

veelor 2 es paralely o los
planos &y y &, (el veclor «
que rvepresenla el segmento
et —

divigido DA se halla en los
pl.:nt;s .oy 5’ i Il,v. [ﬂ) Xe

= {7 —rr En  corres-
( )

pmulmwm al  resultado  del
ejemplo 12 del § 5 de este capi-

Fig. 2.92 wilo DD, = (1/3) (@ - b - | e).
lm oso (Mg, 2. 12), Ilp (n) =
- DA A = -—.")I) YA i (4/3) (z 4 b - r) Sp-

gitn In prnpwll.ltl de las medianas del tridogulo 2CD
tencmos 1154 {‘(:'.} = ET;I = (1/3) {3 |-1:) Por  consi-
glnenln, r (n)—-n — (1/3) {a 4+ b = c) -1 (1/3) [b -} c) o
+ a - @ = [Hf‘}] a. De nmtlu andilogo hallames [h) =

= (8/3) b, I (c') - @/9) ¢. Oblenemos  deflinitivamente
D@ = al (4 pri)+ @ -a@ma
- p {”u" 1) b 1w (8/3) ¢ = (8/3) d para cuadguier vee.
tor d A
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Eun un espacio consideremos nna recta L y un plano &
no paralelo a 1 (véase fig. 2.31). Llamase proyeccion.

i (M) de un punto M sobre la recla J;mml’cfmumrtc

al plano ® a un punto M, € ltal que ¢l vector Mﬂh es
paralelo a #. Bl punto M, es punto (inico) do interseccion
de Ia recla I con el ‘g}ano que pasa por el punto A y es
pﬂmlolo nl plano En un sislema (lc coordenadas
{0, e, .«.‘,, e,} {vcnsu fig. 2.31) que Liene {el, ei} base en el
plane @, ¢, |11, 0 = 1N #, las coordenddas del punte
My (Tepes Yuems Zaar) SO hall-m por las comdelmins del
punta M (zar; ¥ars z,“) (le las condiciones Of = OM,, -+
e
- M,.,M OM,. |[ e, MM‘ | . En cl sistema de coor-
denadas {0, f',. ey, c,} el plana & Lieneln ecnacion z = 0
{el plang @ pasa por tres puntos con las coordenadas

(0,0, (1;0;0) y (0; 1; 0). Por eso, su cenncion os

z—0 y—0 z2—0 Ty oz
D= 1—00—00=0|e=>0=|100]e>2z=0)
0—01—00-0 010

—_——
Bl veclor MMy = (Zepr — Zaii Yaat — Yard Zap — 331)
es paralolo al plano #. Bn virlud del criterio (2.68),
oblenemos 0 (zyar — Tar) F G- {lgne —Va) F 1 (Zgpr —
—z,) =0, es decir, z4p = 2zy5. Ya que el ponto
Al se sitia en el eje Oz sus dos primeras coordenadas son
ignales a cero. De esle modo, por Ias coordenadas dadas
(®acs wari zar) del punto M las coordenadas del punlo My =

== Hfﬂ{ﬂ!} se hallan de la manera signiente: Afy (05 0; 2,,).

Llamase proyeccidn I]fn(ﬂ?;\’} de un segmento diri-
gido ﬂ??\f sobre una recta I paralelamente a un plano P
a s sc«manu divigido II?:A:* doude ;]{*-_:i'[f“ {(An),
Ny II. {N} Si tenemos M (Zy; i 2a) ¥ NV (Tns Yot 2
vl vector :‘ITJ\}-,, Liene las coordenadns (0; 0. zN—-z,,)
" Sea d un vector. Se denomina proyeccién d = [I, (d}
del vector d sobre una recla I paralelamente al plano
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noun vector ;f; - Iliﬂ {M_}“:’), donde :]TFV es el segmenlo
arbilravio dirigido que reprosentn el veslor d. Bsta defi-
nicidn es correela (no depende de la cleccion del sog-
menlo dicigido f’l?;V quo ropresenta vl veclor ;f}. Si en
¢l sistema dado de coordenadas d = (ty; dy; ), 50 Liene
ll;}<I {:}.}=(0; 0; d). Ya que I'I_‘f.(r-f)u(ff,.: dyi 0), para

coalyuior veetor d se cumple la identidad
I @) = 1Y () = 4. e

L operacion do proyeseion de un vector subre una recla |
paralelimente al plang # posee In propiedad de nealidad:

N @d1-ph =t @ pnl Gy @72

parn cunlesquivea vectores d y [y cualesiquicrn nimoeros
oy p.

Ejemplo 5. Ta nn sistema de coordenadas estin dados
un plung P2 Aw 4 By + Cz2 -+ D =0, /A% 4 B2 | C* >
= 0y wn panto My (203 i 2,). Eseribic la councion del
plang F* que es paralelo al plano # y pasa por el pun
Lo M.

Al ecuncion de cnalquier plano £, paralolo o &,
tiene la forma

Ag |- By |- Cz -} ¥ = 0.

La gonstante D¥ se determing de Ta condicion de que ol
punto Ay Gray o3 20) perlenece al plang buscwlo 7%
Axy - By 4 Czy 1-D* =0 o biem D% = A, .
— By == Czq. Bo delinitiva, tencmos % A4 (@ — o) |-
A By —m) - C(z—3z) =0.A

Ejemplo G, 1Bn un sistema de coordenmlas dudas ol

e = 1
planog ®: 2v | y -2 2=0 y In reeta I: Z T =
—d -I_-i-. Hallar Jag coordenndas de Ta proyeecion

2 —1
My tees gy ze) dol punlo A7 (1; 20 3) sobre o recla !
parnlulimento al plane 2,

Al ey weion del plane gque pasa por ol punto 3 y s
pavalelo al plane P Liene In forma 2- (2 — 1) -|- 1-(y -
= Flfz -8 =0 = wdpyptz--7 =

00



(véuso ol cjoruplo 5). Tl punto M, (2] ye: 24) = I'[‘;?(M)
es el punto de inlerseceion do esle plano con Ia recta 1.
I'or eso, sus coortdenndas so delerminnn parliondo del sis-
Lema de ccuaciones
224 + Yp -3 — 7 =0, :
Ty =1 = (3/2) g, 22 + 1 = —(1/2) ys <= 34 = 3,
_I{*=!I. Tp = —3. A

Ejemplo 7%, Tin un Letraedro ABCD los puntos A7, ¥,
Q. K, L, It son, correspondientemento, los puntos medios
de lns aristas [AD], 1BD], [€P], 1ACI, [AR], [BC]. Sean
P, o, By, Py, Py, Po los planes (CMD), (ANC),
(AQH), (DKB) (DLC), (DRA), respectivamente, y ey bay
Lav I Tg 1y las reclas (A22), (BD), (CD), (AC), (AB),

(71C), respectivamente. Para un veclor arhilrario d cal-
enlwr ol veclor
1 (d) == T (@) - 10,50 @ - 1 @y
4 15 @y - ls @ 1 @),
ALos veolores @ = DA, b = D_!’;', ¢ = DC forman

s .
base en el espacio. 1Bl veclor d se descomnpono segiin estn

“ - s S 3
base: d = aa -|- i - ye. Bmpleando la linealidad de
Ia operacion de proyeceion, tenemos

n

1 () = 1 (it |- B - ) == jZl 0/ (a4 65 4 ve) =

i oy, —e . —
= 3 (alt{ V(@) -pI1) @) - y117) 1 (B) =
£

1 i ] a - 0 e
=a S M@ 3 00 G-y 2 0l @ =
i=1 j=1 Je=} :
<l (@) - B (B) 91" (0)

(compirese con el ejemplo 4). 1allemos T [;r.} Ya que
W(A) = A, I (D)= D, so tiene 11,11 (@) == (fig. 2.33).
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Ya Huo 'Iiu (.fi] = "P’(D)—- D, se¢ Liene l!.,’ (1) ==
DN-— (1;’2) b, f)n niode .nm]ugn Ir-ncrum Ii;I (n) S
[‘112) H (rr}-—-(a—c)/ II;,“((:] (rx—-b)!c’. I"ueslo

que T15% (A)= 15 (D)= R, se tiene N (@) =RN- 0.

e
a2

T M F/]

Fig. 2.34

I'urmnurg|mu|lu I (ﬂ} r':.-~|'-{l}’2) b2 e | (1/2) (a'-[ﬁ [

-I- (|f2} (u-»—-u} I-U' 2ze. De modo andloge, 1 [.’:) 2,

I (C} =2¢. Asi, pues, para cualquier veclor d

T () = @l (@) 4 BT (B) - 4T () = a2 |- P2h - y2e = 2. A
En un plano @ consileremos dos rectas no paralelas |

y L (lig. 2.34). Se llama proyecciin 11} (A1) de un punlo
M E T sobre la recta ] ;mm[clamen.w alarecta L. nun punlo

M €L Wl que el vector M;'II, es parnlelo a L. BBl punto
My s el pimbn ((nico) de interseccion de kn reeln L con Ia
reclague pasa por el punto A7 y es paralela a la recta L. Sean

My N puutos del plano #. Lldmase proyeccién 11} {_Jl-!_f'i.‘}
del vector divigido NN sobre la recta | pmah’fm.lrw:tr a ta
recta L a un segmento divigido M, N,, dowmle A, —
= N (MY, Ny = 1F (W), Sea d un vector paralelo o
plana . Se denomina s proyeccion 11} (d‘] solmwe la recta
I paralelamente a la recta 1, al vector d* = 1Y (Ffﬁ).
dondu ﬂ—!-ﬁ es ¢l sogmento dirigido que vepresenta ol vee:

tor d cuyo origoo Moy Tin N ose encuenlran on ¢l plang
F. L definicion de proyeecion de un veclor sobra una
recla paralelamenls a obra recla es correcta (o depondo
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de la eleccién del segmento divigido o representa ol
vector). La operacion de proyeccién del veclor sobre la
recla [ paralelamente a la recta L en el plano & s lineal:

00F (d + Bl = aT1¥ (@) -+ P1IF ()

— -
parn cualesqiiera veclores d || Py /1| £ v cualesquiera
nimerns e y f. Es valida la identidad

F (@ + 11 ().
Ejemplo 8. Verilicar que las rectas [: el M

e e
=z-—ﬁ yf;'izu-— =:+1

i ¢ encnepbran en un
1 1 = s¢  encuen u

plano y no son paralelos. Ii:tl]m la proyeccidn del punle
M {Q; —4; —7) sobre Ia recta I paralolamente a la recta L.

Alos reclas Iy L no son paralolns porquo sus vaclo-
res diroctores b = (1; —3; 1) y e = (1; —1; 3) no son
colineales:

-3 1 0 1.4 0 0.

1 3 :,& [ = 1 3 :I& ' ?é
Verifiquemos que estas reclas se int.ersccan (y, por lo
tanlo, se encuentran en wun plano). Parn esto com-
proebemos que el sistemna de ecunciones T 2 =
=@+ 2/(~3), 2—3=(y+2/(-3), z=—y+2,
z = —3(y — 2) —1 tiene solucién. Te lres primeras
ecuaciones hallemos: z =1, y = 1, z = 2. Sustituyendo
Ins x, y, 2 halladas en Ja cuarta ccuacién, ehlenemos
gue 2 = —3 (1—2) — 1, es decir, esln ccuncién se
salisface también. De Lal mode, las reclas I y L se inler-
secan en el punto N (1; 1; 2).

Lallemos 117 (M). Para osto, por el punto M (0; —4;
--7) tracemos la vecta paralela a L. Las ecuaciones de
esta recla son = T 0, il i-id s o punto
MY (M) pertencoe a la recta dada y a la recla L, por eso
sus coordenadas so determinan del siguionte sistoma de
eccnaciones: z = —y — 4, z -} 7T = —3 -4 =—
— 2= —{y - 2)/3, z — 1 e {y -I- 2)/3. De tres pri-
merns eccunaciones hallemos: @ = 4, y = —8, z = 5. Las
x, ¥, z halladas satisfacen también la euarta ccuacién.

1-—3
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Por consigiiente, 11k (#1) tiene las coordenadas (h: —§:
5). A

Ejemplo 1. Dados en.un plavo cuatre puntos A4 (1; 2),
B2 0), C(t; —I1), D(3; =T7). Sean I, = (AB), 1 =
= (CD). Iallar un punto M Ial que el ponlo M, =
= IIf (M) divida [CD] en la razon 1 : 3 partiendo del
pwito C, y el punto M, = I} (A1) sea of punto medio
de [AR]

AConforme a las Tdaemulas de division de un segmento
en la eazon dada, ol punte M| Liene fas coordenadas

o ZeH WY 2p =~g~. P et ) B €Y ok IR

11,3 1-+1/3

laz coordenadas del punte A1, son 2, = 3/2, y, = 7/2.

Designemos I = (MM,), L' = (MM,) (lig. 2.34). P'or [a

delinicion de proyeccion, " || I, L' || £.. 'or consigniente,
porey

Al = (1; 3) cs vector diroctor do In recla L' que pasa por

r—3/2

el punto M, (5/2;—5/2). 'or eso, In ecuacion L': —g=

-f= 0
= &%ﬂrz@ Bz—y —=T=0. Bl veclor direclor do I recia

I

—-
I esel voolor CD = (2; —0), M, €. Dor consiguienie, In
cenncidn ' 5*2—3"2 = %% <> el p—8 =0 Al
resolver ol sistema de eenaciones 2o — y — 7 == 0, 3z |-
-y —8 =0, hallamos las coordenadas el punto
n

] 1 s i
M(:r: =g, y= ?)qun es punko deinlorseecion de las

reclas "y LA

§ 8. Algunos ejemplos

Ejemplo 1. Dado el tridngulo ABC. Seiinlar un punto

—_— —_ — —
A tal que MA--MB—3MC=AD.
— —_— —_ — —

A Puesto que MA= —AM, MB = AB—AM,
e —_— —p —_— —_ -
MC=AC—AM, ontoncos {—AM)|-(AB—~AM)—

— —_— — —

—3(AC—AM)=AB, 0o AM =3AC, vs ducir, ol punto

AT se encuentra en In prolongacion del lado [AC] tras el
pinto € eon tal quo | AM | =3 | AC | A
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$jemplo 2. Demostrar q'nb para eualquier juego finito
de Jos pontos A, A,, ..., A, (on nun espacio o en un
p!.mu) e\mlo an punto M (v. arlcmﬁs, s6lo uno) tal que
MA - ,Mil, - .. -]-MA =0. Sefialar In posicién del
}mnl.n M en los mgulcnte«: casog parliculares: 1) AdyAd,4,
es iridngulo; 2) A,A,4,4, es cuadrilitero espacial o pla-
no; 3y A4, ... A, cs n-figono regular (plano).

A Tijomos un polo 0. Para cualquier punto 17 se

) — i —
enmplen -las ignaldades MA,4-MA,+ ... -4, =
— —_— e — S —
= (0A, — OM) + (OA, — OM)+- ... -+ (OA, — OM) =
— —_— — —

= (A, 404, ...+ OA,,E —nOM. Do nqui se cdeduce
qne M es el punto buscado si, y sblo si,

—_—r — — —
OM =(1/n) (OA,-F0A,+ ... -0AL), (2.78)
es decir, el punto M es el extremo del veelor %{O_A’l -}

s —
+0A,+-...4-04,) trazado del punte 0. Por consi-
guiente, el punto buscado M existe siempre y es uanico.
—

1) El trlﬁngulo A Agd;. En este caso OM =
=(1/3) (Odl-i 04 a1 OA3) Como el polo O lomemos ¢l
—_— —_— —r
pante A,. Entonces, AIM=(US] (AA A, - A Ay) =
—_— —)

=—%—-M . Por consiguiente, ol punto A7 so
encuenlra en la mediana del tridngnlo A Ay Ay, Lrazada
del vérlice A,, y la divide en la razén 2 : 4, parliendo del
vértice A;. Si en calidad del pole O tomemos el punio
A, {0 Aj), obienemos que Af se halla Lambién en In me-
diana trazada del vértice A, (A,) y la divide en la razdén
2 : 1. Se puede deducir que las medianas de cualquier tri-
dngulo se intersecan en un punio (vcentro de gravedads del
iridngulo) tal que la suma de los vectores que van de este

punlo a los vértices del tridngule es igual a 0. Kslo punto
divido cadn una do las medianas en Ia razén 2 : 1. Con
resprelo n eualguier polo O, el radio vector del conleo de
gravedad M del Leidngulo A 4,4, se halla por 1a formnla

— — — i
OM = (1/3) (OA, + 04, +-04,).
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2) 18] cunleildtero A, A,A54,. B oste caso (jfﬁr:
—

- — —)
= (/) (0A, - Ody - 0A5 - OA). Senn Py Q los
puntos medios de los lados LA, A,] y |A,4,1, respecliva-
mente (fig. 2.35). Bn calidad del polo Tijemos el punto
A, Tenomos

=rte 1 —_— —_— —_—
Al = (A,A,-|~A,A:,-1-A‘xl,‘) -
1 — —_— —_ —_—
=t (Al"‘z |- (A|As-|- A;An) I A‘A&) =
TR e TH ) ek
= Ay (_3“1.2._,'”_:_) = AP PQ
[hemnﬂ utilizado ¢l hecho de ¢ue (véase el ejemplo 5

=E Ak -|-Am;
del § 2 (e osbe capitule) PQ-: _.L_.E.E...J_l—] Ne oele

modo, el puntn A7 se sildn on ol sogmento que une los
puntes  wmedios  de  los  segmenlos
2 Ay (A ALl v [A,A] v Lo divide por la

A mitad,

Corolario. En el tetraedro, los scp-
mentos que wnen los punios medios de
las aristas cruzadas lienen un punto

P M comin M que es el punio medio de
PFig. 2.35 cada uno de estos segmentos. La swna

de los wvectores que van del punto M a
-
lns  wértices del  telraedro es igual u 0.

3) El n-dgono regular A4, ... A,. Bu esle caso

o

q — e —
OM=T(OAI-|- OAy - ... -F0A4,). Como el polo O esen-
jnmos el punta A, Si n = 2k es el nimero par, los vec-
—_—— —_— —_—— —_— ————
tores A,A,_—I- ﬂlﬂn, A Ay A+ A Ay ooy A Ay A

- ATE_“‘.;. A":H,,.,., se divigen por la  bisectriz  del

LAA Ay (fig. 2.30, a). Si n = 2k -1 os impar, por Ia
—
hiseclviz del £Z.A,4,4 55,4 s0 dirigon los veelores A4, |
—_—— ——— —_—— —— —_—

+ A A, Aidy - AAg, C. A".{'.."_“!L' 4 Ay A
(fig. 2.36, b). Bn ambos cases, ¢l veclor A, M = (1/n) X
—— —— ——— — e -

X A(Ady o+ Aydy) A (Al - A A, L) + L) Liene
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la misma direccidn (la e la hisccleiz del 2 A,4,4,).
I'or lo Lanto, el punto A se sitita en la bisectriz  dol
LAgA AL B en ealidad del polo [ijamos ol punto A,
ablenemos que A se enenenlra en Ia hiseelriz  del

Ay
A A,
: D A
’11”2 Ay
Ay
a
Fig. 2.30

LA A A, Se puede deduciv que A7 es el cenlro ilel po-
ligono A A, ... Ay, Do esle maodo, la suma de los vecto-
res que van del centro de un n-idgona regulor a sus vivlices
ex iguol a 0.4

Ejemplo 3. Demostrar gue, en el telracdro, los sog-
mentos gque wmen los vértices can los cenlros de gravedad
de Ing earns opuestas Lienen punto condin que fos divide
en o razdn 3 : 1, parliendo del vérlice.

ASean A, 11, C, D log vérlices do un Letracdro. Sean
- o — —r
a=>0A, =D, ¢c= DC, @, ¢l cenlro de gravedad de
In carn ACD, M, ¢ punlo que se¢ silin en ol segmenlo
(9221 y lo divide en Ia vazdn 3 : 1, partiendo del virtice 17

—

(fig. 2.37). Segiin la Iérmula del ejemplo 2, /IQ ==
— — — -+ = -+

= (/3) (BA 4- BD -|- BC) = {113) {a — b} -I- (=D} |-

-+ (-':— b)) = (a 4- ¢}/3 — b. Por Llanlo,

S g gkt M. ady gw oe =m0
B = T( L _b) =TS =0, DM - DB
A BAT = (2R 35 ke

-

i —_— —_— —_—
= e (DD - DA - DI -1- DC),
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es decir, el punto A7 o5 wn punio (véase el ejeplo 2) para
ol enal se cumple In condicion

—r — —_ — -

MA - MB - MNC | MDD — O, (2.74)

De este mado, el punto A7 —-lel vjeriplo 2 (p. 2) —
construido para el telvacdo ABCH s encuentra on ¢l sog-
mento, que ame el virtice 7 con ol conlro de gravedad Q

Sme———
Ilig. 2.37 IFie. 2,78

de Ta cara opuesta, y divide ¢l segmiento (QR] en la razdin
301, partiende del vértice.

Realizanda los razonamientos anilogos para el vértice
C {12 o A) ltegamos a la conelusion de gue el wmismeo pimto
Al determinalo de Ja condicion (2.74) se encuentra en el
segmenio gue vne € (D o A) con el cenlro do gravelad dle
la eara opuesia, y lo divide en In razén 3 : 1.4

Ljemplo 4. Jin un espacio estin fijados enalro punlos
distintos: A, 2, €y D. Los punlos P y @ son, respecliva-
mente, los pitos nedios de los segmeulos |AC] y [#D)].

Demostrar que PQ = (1/2) (.:‘i-?f |- CTD]

ASea K cl punto medio de [2C] (Tig. 2.38). Enlonces
IPK] es 1a lMuea media del AARC v por nsu_*!’[( -
= (/2 AB. De modo andlogo, KQ = (1/2) CD. DPor

— — —_— - e
consignienle, Q@ = PK ++ KQ = (1/2) (AB -|- CD). A

Ejemplo 5. Sean A, 3, C, D, K, I, G, Il punlos arhi-
Lrarios en nn espacin o nn plano, M, N, P, Q, AM', N,
Q0 RS, R, S son, respestivaanenle, log puntos nie-
dios de los segmentos FARL, 1CDY, 1EHCY, (DEL 1A,
IGEL THG FEL NN 1PQY, (21N, 1P'Q"] (Tig. 2.59).

Demosirar que s =1§.
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ACanlorme a la férmuia para la linea media e uh
cuadrililero vspacial (véase el cjeruplo 5 del § 2 do eslo

capitule}, Lenemos: IS = (1/2) (aﬁ’ |- ﬂ?a)n NP =
= (1/2) DB, MQ = (1/2) (BD + AF). Por cso, RS =
= (1/2) ((1/2) DB + (1/2) BD 4 (112) AE) = (114) AF.

Anilogamentoe,

8 = (172) (NP 4 070 ) = (112 ((112) i+

|

+ (2 (T + AB)) =3 AT, A

&

Ejemplo 6. [in un  hexdgono convexo arbitrario
ARCDEF estin wnidos los punlos maedins de los lados,

Fig. 2.39 . Fig., 2.40

uno si olro no. Demostrar que los puntos de inlerseccion
de 1as medianas de los dos tridgngnlos formados coinciden.

ASean §, M, N, P, @, 1 los punlos medios de los
lados {FAL, [AB], {BC), ICD], |DE], | EF], respeclivamen-

—

— - ':'F -
Le, Designemos a = FA, b= FB, ¢ =¥FC, 'd =FD,

- —

e = If (lig. 2.40). Come cl polo Lomemas el vérlico [ dol
hexdgono y calenlemos respecto al polo F los radio veclo-
ves (e los puntos Ky L que son cenlros e geavedad de los
lrifingulos APy SNQ, respeclivamente. Tencnos:

FRE = (1/2) (a -k B, PP = (412) (¢ + &), PR = (1/2) e,
P8 = (112)a, FN = (112) (b +¢), FQ = (3/2) @ - o).
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Segiin Jas formulas dol ejemplo 2, tenemos!

o g G o 1 || ok f 7t 0%
FK = (FR10 TP FR) = 3 (3 @4 B) b 61+
ll“) — (@ Doy d e, Pl

= (P& iy Q)=+ (5140101
4 5 @4 Q) = (@ bpct-d-le),

— —r
es dlecir, FL—FK. A
Ejempto 7. Dado el triingnlo ARC, |AN] es su media-
na. oy un punlo arbiteario & del segnmiento [AN] exlin
trazadas  fns veelas (CF) v
(72F7)  hasta Ia inLerseccion
con los lalos [AR] y {ACT en
fos puntos My I, respoeeli-
vamente, Demosglrar (ue
CPAIR es Wrapecin si F A
A P ofosf) ¥ AN

A Inbroduzeamos ol siste-
Figr, 2.41

mi de eonrdenadag {A, 57!,
sz?} (lig. 2.41), En este sistema de coordenadag se 1iene
-
A 0), B (10), C@O;1), N (1/2;1/2), AN == (1/2; 1/2).
I51 punte ' se sitia en el segmento FAN] con bl qune
— —
Foga A, I N, Por consiguicnle, AF == AAN para un
A0 1) y F (W2 M2). Las eoonciones de las reclas son:

(BF): T‘;)_'";‘_’=_% < Ax—(h—2) y— A= {);

(CAT): dli:{'f__—ill_l=T’;‘!_-_ﬁ—JT &= (A—2) sy -] L —1);

(AC): z=0; (AB): y=0.
Las coorlenadas del punlo /2= (BE) () (AC) so delermi-
nan del sislema de eeunciones Ax~-(A-—2)py--A -1,

s es decir, 1 (0; = ). De

—_
;(J} ¥y, por tanto, AP -

ael) @ oz ), y=

A
2—L
A
22—}

wodo andlogs, M (
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—_—
= (n—?’}l—; ﬁ-) Ya que BC==(~1; 1), sc Lliene

AT s e BC, es deciv, (MD)I(BC), |MP|+|BC]|

y CPMDB cs trapecio. A

Ejemplo 8. Iallar las condiciones necesarios y suficiontes
bajo Ias coales Lres veclas Iy Az - By - € = 0, A -Bi >0,
11,2, 3cn el plano engan punto comdin.

) Tres reclas L, #,, I3 lienen un punlo comin si, y silo si,
exislen nitmierns xy, yo (Ins coordenadas do eslo punte) lales quo

Cy= —mpdy — Py Ca= —zpAy = yolls, O =
= —xpdy — a3 {2.79)
Si, nt Tijie nun base ea ¢l espacio, inlroducimos log veclores a=
=z (Ay; Ag; Ag), 0 = (B DBy} By), ¢ = (Cy; a3 €q), enlomees, pira
wslos bres veolores, la condicién (2.75) significn que el vestor Py
pedo bescomponerso en loa veclores :l ¥ f.r Por conalguivnle, si

. = e
lng roclas £, 1, & tienen un punle comiin, los veclores a, I, ¢ son co-
pinnres

Ay A A, Ay By €
a={R, by By|=|a. By ca|=0. (2.70)
€, € Cil 14, Bs Cs

L colicion ﬁl‘..?ﬁ} os la condicion necesarin de oxistencia do un
punle comim de las rectas I, {y, I, Examinemns la sulicicncin de
i Byt Ba)

sty condiclén. Si los veelores @ = (A Agi Ag) ¥ b e (/i85
lns veslo-

no son colineales, de la condicion (2.78) so desprende quo

s 7, !;, ¢ 8o eoplanares: el veclor o8 paralelo al plano en el que

:;y T Tormnn I base. Conlorme a la Térmnia (2.38), so cumplo la

- -

condivion (2.75) para unns x, o y,. Si los veelores o y & son colinea-
- - - -

Tes, cnlonees ovn b5t O, & = At Ay = AN, Ag = A8, A, == A8,

y la comlicion (2.75) toma Ia forma €y = —(hry -k o) B, Cy =

(kg -l po) By, Cg = —=(hxry -3y} By, 8 lecir, ¢ o=

2 LT -

=y gl byraass 0,0 =pa: Dy == pd, t=1,2, % yha

comdicidn (2,75) se convierte on lu comd Lo —(ry b ) A

De este moido, la condicion necesarin y suliciento o In cuad lres

rectas [ Agn -l Byl € =0, Af-F B> 0, i =1, 2, 3, licoe

i punto connia es Jasigoien be:

- - - - -
A=l yvoraall oo allhlle (2.77)

8§ A =0, a i b, onlonces £, &1L, tienes un solo punto comin
[el veclor ¢ se descompena segin la basn {a, b) del mado tinico (con
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los coeliciontes —xq, —p,)l. Si A = I'I ¥ n_-r, .'- ¢ son rulmoliu; In

(lt\scmn;nm: ion (2.75) no es finiea (si T n (I a = A y PO | f: Ias
velaciones (2.75) se cumplen para Tay Yo nllnllnrm-! lnmln‘! I\‘Jl"ll'ill.ll|-(

la relacidn dag -} gy = —=4'; si n +# 0, h = ||..1 ¥y g I pa lus
igualidades (2.75) ticnen lug:u‘ para evalesuiora Tur o tnles e
xg =l e = —p'). Nesulla, pues, quosi A=0y bt 3 F> l'u, l(ill\
1, Ly, 1y Genen un solo punto comim, Si A =0 y pe 1l T Il e Jas
Lres reclas coinglden, W

Biemplo 9%, Fn los lndos (o las prolongaciones de los
lados) de un teidngulo ANC eslin escogidng lus |mlllth
A E(AB), N E(BO)._PE CA), axi que AR = wd B3,
BN == ﬁ)?C P 1ICII Demostrar que Lo dgualdal

U—a) (=B (1 —y) =aly (279

ex condicion suficicnle y necosavia parn que las reclas
(AN), (BP) y (CM) ora se inlersequent un en punlo ora
sean parnlelas de dos en dos.
-

Alntrmlnzeamos el sistema de coovdendas {1, AC,
—_
A}, o esle gistema de coordenadas se Liene A 0; 0),
BAAEA), G0, MO ) N1 —0), 20 —vi0.

Lias ecuaciones de las reclas son:

(AN): "” == T "’”[,_‘)” e (1—[) 27— By =
nny: “—*‘-)L"—,—I'; :¢~‘~xl(1"-1’)u—(l——v} 0;

(€M) 1~! £ ;"" <> o f-y—a= (.

Liv eomdicion necesaria de inlerseccion de pslas Lees ree-
las ea un puito feompirese eon (2.76)] rs
=5 = 0
{_\:: j 1—1' —“[{—‘l’} r:.{}.g::b-”:::-
o i —
=y —(1—7)
=0=m| T

(1 (L) (1 =)y

—{'—- ﬂl
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leomparese con (2.78)]. Si (AN) || (BP), los vecloves di-

reclores 1 = pt—pPy H" (1 — y; —1) de estas rec-
tas son colincales. Segn Ja condicién do colinealidad,

| BP Bo1=Rl_,
(AN NBP) == |, J .y |=0 b=
=—({1=Rf{1—7 (2.79)

[si ¢ o5 un vector :1I'l)i_|.£i!l‘i.0 no paralelo al plano (ABC),
[ . -

etitonces en In bnse {AC, AB, e} so liene n=(f; 1 —p; 0),

po= (1 —v; —1;0) y larelacion (2.79) se obtiene fi-

cilinonte deb criterio (2.35)).  De modo  anilogo, si

(BP) 1 (CM), se tiene pllm, p=({1—y; —1), m=
= (—1: &), es decir,

11—y -—1|

BPYUCM) = |

.—:0¢:b ay:—-“—u).
(2.80)

Si las reclas (AN), (BP) y (€M) son paralelas de dos en
“dos, de las relaciones (2.7V) y (2.80) obleneimos Pay =
=1 —p) (1 —y) (1 —a), cs deeir {2.78) es In condi-
ciéu necesarin del eumplimionto de las relaciones (AN) ||
i (122} |l (CAd).
Mostremos In suficiencia de Ia condicidn (2.78). Si esla

condicidn se enmple ¥ log veclores Lridimensionnles a =

= (b —fs s @) y b= (—f; 1 — y; 1) no son eolinenles,
culonces, en vietnd de los resnllados obtenidos en ol
cjemiplo 8, lus rectas (AN), (BP), (CM) Lienen un punlo
comdn que, ademis, os danico.
Sen ahora que se cumple la relacion (2.78) y los vee-
i—p 1 | i f a

oo™
—B -y —p 1—91
esdecin, Ll =yl =Pl =pl—a)l=a{l —y),0

hien
a0, p=1/{1 —-a),y=—(1 —a)e. (2.81)
119
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Al suslituir Tos valoves de fi v v en los coelicienles de las
couaciones de las rectas, deducitos qun s cenacionos
do las rectas (AN), (BP), (CM) son las signienles: {(AN):
er--y =0; (BP): axd-y=1; (CM): az 4y = a.
Coalesquiora dos de estas ecuaciones son incompatihles,
es deciv, {(AN), (BP) ¥ (CM) son paralelas e dos en
dos. A

Si las reclas indicadas en el ejomplo Y se inlersecan en
wn punto, enlonees, eualquiern que sen ol pole O, ol rulio
veelor r de este punlo Fespeelo al polo @ se oxpresa me-

- —_—r - e a—p
diante los radio veelores rq = OA, 1) = 0B, r, = OC
por In férmula ;

Fam PO 2 . @ 2 U L ok ) P
T A—afi—y AT I=R—a) P
(2.82)

Ejemplo 10, Deducie la farmula (2.82).

Asen que las reetas (AN), (UP) y (CM) se intersecan en nn
punto @ (z; v}y, por consigniente, s cumple In igualdad (2.78)
eon il que {véase {2.81)] « (1—7) == 1), Bnlonces, (x; y) cs solu-
cion del sislsma de ccunciones z--{l—y)y=1—7, ar-|-y=rct.
teyhtl al W= %Y Por  lanlo
l—a{l—y ° I—a{l—y)" )

— — — — — — — - - s —*
rez 0Q = 004 AQ=0AL2ACH-yAB=r 42 {re—ra)-by (ry —
—rp)={1—x—y)rp--yrn-zre. Luego,

Tenemoa z=

{—z—p= l—a(—y—U—Vi—a)—ay __v—w
t—a{l—y) I—a(l-—-y)"'
g U—Mli—a)  (I-yv{i—u}
' I—a(l—y) = Tayd(i—a)
o U~v) (1 —o) -y
ST (—p (—WhFd=a T—y(-—h
y= oy ay P
YTT (= (=@ d—WTFT
ay o (1 —[%)

TN —mAy  1—h(i—a)
La [ormuln (2.82) queda domosteada, A

Ejemplo 11, Bmpleando ¢l resultado de) ejemplo 4,
domaostear que en el tridngule so fnlerseean on un ponto:
a) las medionas; b) las hiseelrices; ¢) lns adtoras; ) las
reclas que pasan por los vértices del tridngulo y dividen
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su perimetro por la mitad; ¢) las reelas que nnen log vér-
lices del Letdngulo con las puntos silundos on los lados
opueslos y que son de Langencia de la ciceunlerencin jnseri-
Lo en esle Lridngulo.

A Bean [AB | =g, | AC| =8, | BC| = « (fig. 2.42),

a) Segin fa dofinicién de mediann, los puntos Af, vV, P son las
hases do  las wmedianas [CAf],
[AN], [BP] cuando, y sbélo cunn-
o, a«=f=9v9=1/2. En cste
casn, ({l—a)=({(l—f=(—
— )= 1/2. Tor consiguicente,
(f—u)i—BH—y)=1/18=
= afy. La condicién (2.78) qued
cumplida, Las relaciones (2.81)
no eslan cumplidas (f (§ — o) =

== 1/4 5 1). Por lo tanlo, las
wedianag del  tridngulo se inler-
secan en un punln, Por la demula Fig. 2.42
(2.82), ol radin veelor ry de esta punin e
- ally - Ya-liy -
R S s ¥ 908 ¥ rat 1—1/y 1y rut
14,07, - {1 = - b
+—i__1T°,hfc'"'-=T[m+rn+rc1-

b) SifANI, [BP) y [CM] soa las biseclrices del Leidngule A BC,
sein la propiedad de la biscetriz (véase el cjemplo 10 del § 3
do osle cnpil.u}i,u o= blla4d 0,1 —a=al{a--b),p=-chl0),
{—f=ul-tc), y=allnd-c), § —y=clla-Fc) Do ese,

abe ;o

B = T 7 A=l =M, e de

cir, la condicién (2.78) queda cumplida, Lus relaciones (2.81) uo so
ac

o — {

NCRCIEN '

Liseetrices del tridngulo so inlersecon en un pondo, Por In frmula

{2.82), ol radio vc{;tnr-r.., de: este punto

cmplen { A (1 —a)= . UPorconsiguivnlo, Ing

S e o R
- af-c a-}b - a-{-b bf¢c -
b b b c A I- 1 [ o r”-l-
Rooo wlt ade T e adb
© <
P T-Fe ade = argbrgdere
¢ b =T a g be *
e b-e
e} Si [AN], (B2 y [CA] son dus alburas del tridognlo ARG,
A n 54 [i A8 -
5 Wi peddM L, IAC U GoRd A= T R &
TAT] T4 ¢ PO
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LA es apwdo 0 orecley si £ A es obtuso, se tiene (Mg 2.40):

o lAMy 1 Ae U - sen -
(s AT T T TAn] ¢ (150" — A) =608 A= o (: cos A,
sen ;3 -
ey dlecir, en lodos los casos o= e es A, e modo andlogo,
son
I ~ sen .:i - n- 1 F; -
I—-u’.#—'T vy ff = — ooy It [i—‘=—c' ooy I = : If cos 1, 1 —[l=
. sen & = sun A
b A senl? . " ., sen A -
= e = T Gus V= cos O = s C, [—y=
s A sin 7
[d b HE ; L
==qensd == oo A Pur oese (- a) (1 =B (1 — y)}=
stn I}

i ~ b A g - - - -
=g i —eus C g oos A=con Avos Beos C--efly y Ta condi-

ciin (2,78} quedn cumplida, Las velaciones (2.81) o se cusaplen

Fig. 2.43

a
(b (1 —ox)==cos® B << {). Por consiguivnle, las alturas de un (ridn-
gulo se interseran en un punde Uamady orfoecentra del trisngulo,

Ze
BE radio. veclor ry de este punto se halla por In formuta (2.82)

& i o~ - A -
sen® A eos Heos ¢ sen® Heod A eos O
S T TR o et e
u» se 1 Hsen ¢ wiv son A sen ¢ o
Ta® j rak T
L i A PR ! P = -
b——cos /-7 cos A | ——cos 3 sl
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2 i
son® Ccos Heog A

sen fison A -
+ = T — rg =t
l==cosC —onsC

el I}l‘.l.g (‘I;:-, ~Felg {:"olg :ir-;vl-cl:g-ﬁ clg ﬁr-;.

d) 5i en el ejemplo 9 los puntos A7, N, P sou lales quo lag
reclas (4N), (P}, (CM) dividen (cada una a su lugar), el peri-
melro  del  iriingulo 2p=a--b-Fe¢ por la mitad, catonces
FAC |4 | AM [m=p, €= 'I’f; l' =L=1 50 (o puuto A est
situada on cl segmento [AB)). De modo anflogo, | —e ==(p—a)je,
f=(p—c)a, 1—f=(p—0bl/a, ¥=(p—a)/b, t—y=(p—c)/b. Por
cs0,

p—a p—b p—e

(=) (1—=P) (i —v) =" — 5 =cbr

¥ I gondicifn (2.78) quedi cumplida. Las reluciones (2.81) no se

cumplen pueslo que

B {1 —ct) = p—c p—au ne — pifa |- — ) _-:l_j'l[p--b]
a ¢ ac ac

Por congiguiente, Jas rectas dadas se inlersscoan en un punlo.
mpleando lus identidades

<.

Y—a) {p—a)® —_lp—ap
I—a{l—y) " be—(p—0{p—c)  plote—p)
. {(p—a)? __p—a
Tp@p—a—p}  p !
a{l—f) (n—b)? p=b _fll—y) _p—c

I=pt—o) — ac—(p—cl{r—a) ~  p 'Tey{i—=P  p '

hatluues el radio veetor ry del punto cowmdn e ns reclus (AN},
(B} y {CM) por in [broula (2.82):

S e p—1l - p—c = e
i Fo A I- 7 n'i'—p“"rur-Sr.l—-zrg.

) Si, en el ejomplo O, A, N, P son los punlos en los cuales
la cirennlerencin inscritn on ¢l A ABC ¢s langenle n sos lados
{All], |HCT y |CAR, entonees, segiin In !Irupiu:la( de Ins langenles
trazaeday ale wn panto ol gicennferencin, lenemos:
aess | AM Lz | AP L=l =) b, (l—a)es| BAT | = | DN | =[a,

=M e | CN Jw=| CP | =yh (lig. 2.40). De estas  relaciones
hallunos : o= {p—a)fe, {—a=(p—0b)ec, B=(p—"b}a, 1—~H=
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== (p—cila, y—(p-—e)h, | —y—(p-- o}fh. Por esn,

_pe=b 4 b

(1) (1 = ["} (1= )= © T f_’.'_“ = aly

v la eelacion (2,78} gqueds cwmplida, La relaeion (281) vo se
crmple porgm

—1 —1
|§(I—~u}=1’—ﬂ—’- -‘_’c_’_:
) p e gy (o b) | (po-e) (=0)
ac A

Mor consigiiente, las reclas ﬁAN), (80), () s inlerseean onoun
punte, Bmpleando s identidades
y(—a) _ (p—b)(p—e)
T—e(i—Yy)  lbe—{p—n)*
- (p—=b) (p—c) .
T {p—ad-p—c) (p—a-l-p-~b)--(p -a)*
=0 p—a)
@

e () (p—e) |-~ ) () (e} (= 1

a(l=M __(p=a(p—c _Bl=y) _ _(p—uwllp 1
T—PU—c} v ti—y{i—M " "

- -
Tllamos el radin veclor 14 del punio comim de las recing dudis:

w_(p=b) (P &) Fa (=) (p=—a) Py (p—a) (=) T
(n—a) (p=—0)-I-(p —a) (p—c}-I- {p— )} (p—r}
Ejemple [2*. Doemoslrar que si dos Leiangulos ABC v 08,0,

(e un plans o on v espacio) estian siteados do modo que 1ns reclas
—quo  wion,  respoclivianente,  los

5=

8 virtlces Ay Ay B oy Ry, Cy €—se

i inlerscean en un '|:|1||tu £y ningunos

M a dos entre log lados correspondionles

son pavidelos, onlonees fees  ponfos

¢ do inlorseecion dbe los lados corres-

- - pondiontes so encnenlran s una rec-
A £ n.

b A Sea 2 ol polo. agamoes
e 204 — = =

Kl 208 Ofy = @ ON, = b, 0C, == & Enlu-
ced existen los nimeros eonocilos (puesto que la posicion e,

- =k

log puntas A, i, € ustd danda) p, ¢, ¢ alesapoe 04 20 —pa, O —

ap —p -
== —h, ()0 5= —_rc': Medinnle A designems el punto de dnter-
seecion de lag roelas (A 60) y (AC) (estas veclus se inlecsecan puesly
e e gitian en o plate (A0 ¥ no san poealelas), mslinnlo
N () designemeos el punlo de intesseccion do bay reclas (40 y

(AR} [(B,0y) ¥y (BCH, medinnly r-l, r;, .-1 designesmos Lo padin
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vectores (e fns punlas ff, ¥, Q, respectivamente. Calenlomas ol

= —-

veetor 1 = OM, Bl punto Af o encueniea eu In veeln (4,C,). V'or
; o - -

e exisle i namere (desconncido) £ lal que rp = ta < (I — e

- a

Ya que M € (AC) se Uene 1y = T (~pa) -} (| — 1) {—i'-:) para

ne T € /1. Do oesle mado,. oblenemos ol sistema e eeunclones:

ipi Hp = - -

re=tad- (1 —t)e, ry = —tpa — (1 — 1) re. Al ignatar los se-

gmnilos miembros e estas pcuaciones y emplear ka indopendencin

-+ -
lineal [i!c los veclotes a y ¢, oblenomos ¢ = —3p, { —t =
=—{1—-=1}r

Do mw)i = (U4 rfr—p) L= —(p(t -+ M~ p) por
eskp

= = p(kn) -, r{t4p) -
n—OM=~=-"r——"a o
e modo andilogn,

O ED >, alidp) o

p=q g—p *
v = q{kr) o e lleeg)
ra =0 = T h | r—q c.

—_— —_
Para Ins veclorea MN y 40 oblenemos Ins expresiones

i i 14-p
R = =

1 - ) -+ =t -
"T,,)j(,;T,.} {rla—r)ata(r—p)bt+rip—q) ch

{(P(@—r)a-ta(r—p)b-l-r(p—q) 7).
— -k -
My=rqy—r =

e
Par consignicule, los vealores MQ vy HN son colincales ¥, por lo
Lantn, los puntos A, ¥, O cslin siluados en una recta. A

Siemplo 13. Sean ARCD wm cuadrilitoro arbitrario,
K, Iy M, N los contros de gravedad de los triingulns
ABC, BCD, CDA y DAR, respectivamente. Domostrar
fgne las reclas gue unen los puntos medios de los Jados
opucstos del cuadrilitero ASCD se intersecan on el mis-
mo punto de inlerseccion e las rvectas quo unen los
puntos medios de Jos lados opuestos del enadrilitern
RLMN.

ASea O un polo fijo. Conforme a los rasultados dol
ejomplo 2 para los punlos Q y Q' que son los puntos de
interseceitn de Ins rectas que unen fos puntos medins de
fos Tados opueslos en los cuadrilileros ABRCD y KLMN,

respectivamente, se cumplen las igualdaies 5?) =
— — — - —
= (1/4) (OA ++ OFF 4- OC - OD), 00" = (1/4) (OK =
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-t —+ 5 A

A OL - OM -1 ON) Ln el ||I|f;mn (‘_]mnpln 4 so demnes-
tra que rI;r\ = (119) {(m | OR 1 r)c) uL = (11)
X Of | 0C - nn) OR — (3 (O | 0D + 0; 1),
ON = (1/3) (on I 011 i 5’?:} De_este snodo, ug

= (iM) [IH) [0/! «| on 1 0c | Oon ] Oc - oD |

|- UC -|- f)U -J- ()(’1 - ()D -} f); | Ub’) = (1/4) (U;I -}
-} on e 0C e ()D) U() s l!m ir, ()’ = (. Al |||mmu
Iu'm]'m, nalemos que QK 0K —()() = {I;’l2) (() l-|-
1-0f 4 OC — 40D) = I ) ab; Oy v

= = (1/3) A, GM = —(1/3) QB, QN = —-(1/%) QT, »
sen, KLMN es imagon de ARCD para In homolecin con ¢l
centro @ y el coeliciento —— 1/3. A

Efemplo 14*, La fongilwed del Jado do ta base ¥ PO da L piva-
mide triangnlor MNPQ es igual o 2, la longilud do ln altura es
igual n 3. Bl wirlice A del
cubo ABCDARBCD, s
encuenlea en ol c|>||l,|'n ) e
la base do la pirdmide, ol
vérlice ¢ esla on la allura
[oM} y el segmento [872]
se 8ilaa en ol plann {MNJ")
Ifallae Ia longibmd de Ia
avista del enbo,

A Pangamos | AR | —
= a r inkroduzeainns  dos
sislemas e eoonlenadas; ol

. - - d
wvinjan {0), ey, 3, e} ¥ ol
HEVDY M. L9 ";; -|It Lo-

=
mnnrln e = 00, !‘z = f'N

.-1 = on, ;: sk Al o =

Fig. 2.45 DB, = AC (lig. 2.45).

Bl sisloma evicjor e ennr-

denndas esld vineulado eon

Ia pirdmido, o enuavos, con el enbo. Segin la condicion,

CE[OM]y A = 0, por cso los yeelores ey ¥ ef sSon codirigilos y,
en virlml de que JOM | =3, | AC| = | AN | ]f.’. = a 3,
{rnenming {w ase ol 0_]m|1]’1|n 7 |||| § 'i tll“ este capitnlo) o) = (K3) x

-

X a 1f"zr, Luos veclores o, r,. 1 r'2 soi :n]rl:mnmx snn paralelos
al plano (NPQ). VPor consiguienle, {0, r, ra] ¥ {0, r,, J!} son ilos
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sislenas de coordenadas en el plono (N PQ). Conslderemos cslng
sistemas do coordenndas mas delalladaimente.

Log veclores .:1 y ;, EOn ]'h'll:i_lll"lﬂs a las rectns (Q0) ¥ (PN

)

respretivamenlto, (Q0) L (I'N) -y, por lante, [os rjes O0xy Oy del
- .

sistema (e coordanadas {0, £,, ;) Son mutuamente porpendiculares.

De modo. andlogo, ;fhesto que los vectores ;: y r3 son, respecliva-
mente, paralelos a'las reclas (AA,) y (DB), v (AA,} L (DB), los

ojes 0x' y Oy del sistema de coordenadas {0, ¢, c3) son también
riutnamenta perpendiculares. Asi, en ol plann (N7Q) hay dos

- = - & " e
sislemas de coordenadus {0, e, £2) ¥ {0, o, e3) con ol origen comiin
0 y, ndomés, los njes do cada uno de ellos son mulvamente perpen-
dicnlares. Bn este casn, se pucide ohtener el sistema do coordenadas

{0, "—':u -r:zj del sistomna de coordenadas {0, :,' ‘:,} ora por inedio de
¥
1'

Fig. 2.46 Fig. 2.47

Ja rotacion en un dngwlo ¢ (0° < @ << 360°) on la direccion posi-
tiva (es decir, en senlido contrario al de Jas manceillas del reloj}
(fig. 2.40), ora por medio de Ia rolacién en un fngula T_‘y ln aplica-
cion simétrica poslerior respecto al cje 02" (fig. 2.47). Cudl do estos
s casos sa realiza dependa del orden de numeraciin da os vérlices
de 1a eara ABCD dol cubo. En la fig. 2.45 el orden de numeraciin
eorresponde al segundo caso.

Ifallemos las férmulas del paso del sistema “vieje™ de coorde-

o s e
nadas nl “pucvo”. Sca que cl sistema de coordenadas {O, €], &)

uede ohienerse del sistema de coordenadas {0, :,, ;;} medianle
Fn rolagihn en wn angulo q (véase fig. 2.4G). Entonces, puesin
que Loy 1=2/V3, |ml=2 lejl=a, lej|l=a '3, se tiene
e~ (1/2) a V'3 conpey - (1/2) asen qeg, e§=—(1/2)n VT son ey -

1-(1/2) eV Zeuspey, ¥y como e,',_-_ﬁljﬂj a |f5.}; roncluimos
que en rate case las [drmmibns del paso  Llienea  In forma
z=(1/2)a ) Beospr’ —(1/2) a V T son qn’,

—(1/2) asen pr’ 4-(1/2} a ¥V Z cos q’,

e=(1/3)a V32" (2.83)
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- -
Si el sistema  de coordenadas {0, ¢f, ri} puede abienerse el

- *
sislema (o [_‘(Il"rl'(]l“lliI’I]I'IS (0, &y, e} medinnle la rolacidn en wn
angule p ¥ Ia simetrin posterior eeapecin al eje ' (lig. 2.47), or

tiene:  m—(472) a V Tcoaqe, - (1/2) anen qgrg, 4 —(1/2)n VBX
% 80N rp;'l-—[l,('z!)n |f§cr:nrp;; ¥y, coma sigue  siende ':_.’.—
=(1/Ma ) Te., on oule caso, Iaz formulna del paso Licuen fa
farma
r=(1/2}n l’rﬁ cng gz’ -|-(1/2) 2 V ilisen 'y
g~ {(§/2)ason oz’ —(1/2) a V Zenspy’,

2= (1N 22, (2.84)
Bu el sistemia evicjos  do  coordenmilas se  Liene  AF (0; 0; 1),
N2 125 0), (U2 —1472; 0) 3, por eso, de acuoedo con faa [e-

mulas {(2.64), en ol sistoina evinjor de enordenndag la eenacian del
plano (MNJ/') Lione Ia forina

1/2—0 42—0 0—1
12— —42—0 0—1

172 —A 12 1/24_ |
—¥|4s2 _1\—1-{=-1) [”2 —yp| = 2r-f-z—1=1,

e .t, i 1
—1/2 —1

z—it y— z—1
==

Fn ol sistema anuoves de conrdenndas: B (0 1125 1/2), €, (§; 0; 1).
Si las Tarmulas del paso del sistemn aviejos de coordenndas o

snugvos se delerminan por las igualdades (2.83), entonces en o

sistoma eviejos il coordenadna tenamos B ((—1/4) a VT sen m;
() e V2 cos 73 (110 a 1V'2), €, ((1/2) a 13 cos ¢; (1/2) a sen q;
(1/3) a I Z). Ya quo, segin In condicidn, los pnntos B y €, perlene-
een nl plane (MAP), son vilidas las igualdades 2 (—fﬂl] a X
K Viseng) - (6 a1/ 2—1 = 0, 2((1/2)a VT cosq) -l

1- (13 a¥2Z—4=0. Do agui hallenos que son =
Rl o 3V D3 VD), cosp=(3—a V@V y, comn
sent ¢ -]- cos? ip = 1, oblenemos para a la ernacion

(a—3 l/i)z'_l_ (3—". i 2)%

o ot =1 <= 8a%-4 YV Ea—0—n,

Hesolvienlo egla ecuacion y teniendo an cuenla que a == 1),
halluwmdig a == eVi—- Vi .

Si Ing formnlas dol paso dal sistemn «viejos de convdonailng al
antiovoe 30 determinan por Ins igealdades (2.84), on el sistems

avinjue de  coordenadas Lanoniuy n {{1!—4)3 V.i_i_m'.u a4
— (UWya) Zensp; (H6) a )2), € (V2 a Viensgq; (1/2) > |
X aseng; (M3 e E). Do las condiciones B ¢ (AINP), € €
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EXMNP) hallamos que sem = (3 V2 — a)/(3c 1/3), cosp =
=(3—n |f2fl(-’!n 3. Por consigulenlo, para determinar a,
hemos abtenide ln misma ecuncion. Por lanlo, en esta caso so
tiene tambidn a = (2 V5 — | E)/4. 4

Capitulo 3

PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

§ 1. Angulo enlre vectores. DefiniciGn del producto
escalar, Teorema de los cosenos.

- . -
Lliinase dngulo entre vectores no nulos u = AR y b =
— b :

= CD al dngulo entre los rayos [AR] y ICD). De esto

- -+

muoidn, si de nn punto @ Lrazamos los veetores OM = n

— -+
Y ON = b (fig. 3.1), entonces cl valor del dAnguio nbinso
£ MON es, por definicién, el dngulo entre los veclores «
N

y gr[lm se denata por (z;, E;) Si uno de los vectores a o b

- -

es nulo, entonces el dngulo entre ¢ y & no es determinado.
Il éngulo entre veclores toma valores de 0° a 180°.

Si los veclores no -nules son codirigidos, el dngulo entre

ellos es igual a 0°. Bl dngulo entre los vectores no nulos

conlrariamente dirigidos es igual a 180°. Cuando el dngulo

g -
entre los veclores no nulos a y b os igual n 90° éstos so
tlenominan ertogonales y sc eseribe a J_ b (lig. 3.2). Por
oy

definicion, los vectores a y b se consideran Lambién orto-
gonales si uno de ellos es nulo.

Ejemplo 1. Senn a hid 3 veclores no nulos no colinenles.
Demostrar que el vestor ¢ = alla | - B/ b | forma dngu-
- -
los iguales con los vectores a y b.
ALos veclores a, = alla |y b =W b| son unita-
vios: {a, |=1b, [=1. Tracémoslos partiendo do un pun-
— - -
Lo OA = ay, o = by ¥y construyamos ¢l paralelogramao
OACH (fig. 3.3). Puesto que |OA | = | OB |, OACH
es tombo. Su diagonal (OC) es la biseciriz del £A0B.
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Por eso, ol vector de [a diagonal .= ()C = {:, -I- bi fue-
e

ma Angolos igonles con los vee lmm H 1 = n' y Of == h

y con sus veclores codivigidos @ y .’J.

- -
Llamase prodncta escalar de los vectores no nulos a y b
a un nimero igunl al producio de los longitndes de eslos

; . A
A-—-—»v-u g [ L ¢
LT
e ;,
1
'} < g 3 A
Fig. 3.1 Fig. 3.2 Fig, 4.3

vegtores por el coseno del dngulo entre ellos, 1B produclo
- = — -
‘esealar sn denotn por {a, b) n a-b. De este modo,

SN
( h) lu[ |h]ms (v, b]

Si uno de los vectores es nulo, entonces el producto escalar
es, por definicién, ignal a cero:

-+ = -+
(e, ) = (0, b) =
Si los vectores « ,'.f-h son no nulos, el coseno del dngaio

entro ellos se determina por la formula

-

By e
cos (a, b)== -éf'——;-!u 1)
la] 1]
Bl producto escalar (rz n} ignal n In * se tl(‘nonnn:n ca-
drado  escalar del V(‘("iﬂl 0 y so denola por (r.')‘1 0 k. L

longitwd (el veclor @ v s enndeado esealar estin ligados
medinnte la relacion

jal=V (. a. 3.2)
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El producio esealar de tos veclores es posilivo (negati-
vo) si el dngulo entre cllns es agurdo (oblusoe).

Bjemplu 2. 18n un triingnle rectingulo ABC'(!}:EIU”)
se Liene 1AC) =1, A=q. Hallar (E}}, E.:i}
VAN

A Tenemos ((.Tﬁ'. Eﬁ}mﬁ'xm“*a: |CB| =bsaona,
o :
|CA|=b. Por aso,
Ny
—_— - —_— = —_— —F
(CB, CAY=|CDB| |CAjcas(CB, CA)==
= b son ab cos (00° — &) == b?sen’a. A

Ejemplo 8, Demostrar que of produclo esealar de vee-
tores os ignal o cero si, y s6lo si, eoslos veclores son orlo-
gonales.

AS: los veclores Py y !’; son no milos, es deeir, fa | =0
y Ih | 50, entonces

- - - -» -{} /\

(n, D)=0 <= |a| |} cos (a, b} 0 <> cnu(a b).,.
Si nno de los veolores @ o b os nule, entonces, por defi-
nicinu, éstos sou ortogonales. También, por definicion,

(rl, h) =0. A

Fjemple 4 {lmm‘mn ilnlnqcnwnoﬁ] Demostrar (no para

cunlesquiorn veelores @y b oson vilidas lag siguienles
igualdades:

(@ —byr==n2-L 52 —2 (a, B), (3.3)
(2-F D) = a¥-- 17 1-2 (3, D). (3.4)

DITracemos los veclores a _v_-‘; partiende e un punio:
—tp e -
OA =a, O} = b,

Caso 1, Los veclores ;;1,' I o son eolinenles, Considere-
mog ol paralelogramo OBCA {fig. 3.4, 3.5, 3.6). Designo-
t P

mos a = l-t; [ b= I_L:[, p = (a, B:‘J, M y N son las
'R i



bases de lng perpend

ienlares hajadas sobre la vecta (041)

de los puntos By €, respeclivamenle. Segin el Leorena

B

o

Pig. 3.4

de Pildgoras, para
ONC Lenening:

Fig. 4.6 Fig. 5.6

los tridngulos veclingulos AAH ¥

AR = | AM P - 1MBE, |OC P = |ON P -+

Siooel dngule ¢ es a

o+ I NC 2. (3.5

gulo {lig. 3.4), entoncos | AM | =

=10Ad | — |OM | =a—beosyp, |MB|=|NC]|=

= hsony, JON | =
p = 90° (fig. 3.5),

[OA |- | AN | = a -|- beos . Si
anlonees | AM | =104 | = a ==

—a—beosg, \MB|=]|NCi=h=Dbsen o,
[ON | = |0A | =a=a - boosp. 5i el dngulo g s

obluso (Tig. 3.5), enk

onces | AM | = |0A | |- 1OM | ==

=a - beos (180" — ) = a — Dheosy, | M|~
= |NC | = bsen (180° — ¢) = D seuq, |ON | ==
= |0A | — | AN | = a |- b cos @. De esle moda, en lo-

ns los casos | AA |

=aq—bcosg, | MBj=|NC|=

=Dhseny, |ON | =a - beosp. Por uso, segiin s
formulas (3.5) Lenemos

E;.r - ;‘;]” = | AB P = (a — bcos p)® |- (0 son p)? =
= a? -} M - 2al co8 p == at -] {;r.', (-ﬁ,

(_r; 4 D) = |OC | = (a 1 boeos ) 4 (b sen I

= a? o B p 2

Cuso 2. Les veslo
relnciones (3.3 ¥ (3

ab cos p = a? -l fe 4+ 2 {};, ?J).

4 - g s
o5 a y b son colineales. Si b = 0, Ias

-

A)Y son obvias: (r: 4= 0) = | Y P =

=t - 0 o 2 (a, 0). 8i b 50, existe un nimoro & tal
- P - - - -
que @ = kb Bntonces, (¢ & b = la b |P=
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= et Db R =l 1o = (=10 =
=t 2 B =k 1B 1P
;hz.-‘clb P =a® -} b‘:i:z.’rih i3 C‘nk>0iuﬂ veclores
r& ¥ b so0m cn(luiguloq y {a. b) — Ir.t. | Ib | cos 0°
_-Ia]]b]'i |kb||b] |!c]1b||b klb]z
Si & == 0, es decir, z =0, cnl,oucox(a,b)-=0 = {}. H:I‘

=1 | b . 8i k < 0, es decir, lm veclores a y I sau con-
Lrariamenle thugulns. enlonces (a !:) = |r1] Ib | cos 180" =
= |m) 1B 1 {=1) = VEIBIb] (=) =
= k ih I*. De este modo, en todos cstos casos
WwlbP=2@ 0 y laxt)l=ac"4 0¥ k2{ 0).A

Ejemplo 5. Domoslrar que In suma de los cnadrados
de Ing Jongitudes de las dingonales de nn parnlelogramo
es igual a ln swma de Jos coadvados de las longitudes de
torlos sus Jados.

ASia = OA y b = OfF son los vectoros de los lados
del ]mlale]ngramn OACB (i’:g 3.4, 3.5, 3.6), enlonces

p -- D= ()C ya— - AB son lns vecloves do sus din-
gonnles. Sumando las igunldades (3.3) ¥ (3.4) Lérmino por
érmino, oblechemos

(@ — D) + (a -1 B)* = 2a® -| 20k, (3.6)

Yaque | HC = |0OA | = |'r; L HAC | = 0B = |F; I,
seglin Ja fSrmula (3.6) oblenemos
| ABPRA1OCP =04 P L BC ) - (108 * -
-1AC ). A
Ejemplo 6, Dados: [(‘I' =41 | b | = 23, |r1 iy | =
AN

= 30, allar fa - b |y el anguly (e, ).
ASegin In Tdrninla (3.0),

1o 4-b] =V 2 jaj24-2 b2 — [a— b|2 ==
=V 3121 7-2-529 =000 = 20.
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Conforme al leorema de los cosenos [véase ln fdrmula
(B3.9)] (@, )= (1/2) (a2 - 12— (e— D)2 = — 125, Por con-
siguienlo,

ws{rr f;r) == fl—l?;-: —-%—, 0 sea,
2%
(. b]n;-_‘!BO"-—-.:rt:rm»:—,-T. A

Ejemplo 7. [allae Ins lnngitm!:“: de Tas disgonales
del rombo OBCA (véase Tig., 3.3), cuyos lados Licnen

N
longitud ignal a une y AOB ==ure se ij

A B oviclad del Leoremn do los cosenos, [A58]*--
— - — — — -
w2 (OB — OAR = (OB + |OA|t — 208, OA).: 2

-,

N o
—2co5 A0L. Ya que £ AOB s agudo, eos AOB - -

V(s BB VT=RIEN %5, Vor o,
| A8 == VEZ2.7/25 =0/5. De modo andloge, |00} -
l/ " LN
=2 J-2¢c08s AL =38/5. A
Ejemplo 8. Demostrar que los voclores « y b son orto-
gonales si, y solo si, IEE 1 h f o= lr: sz b Ik
AConforme a lag ormulas (3.3), (3.4)
(1A (Ja -1 BJE — | D)) = (114) ((a2-1- V2-) 2(a, D) —
— (@222 (1, D)) == (a, D). (.7)
Por consigaiente, Ia igunldad Iu. |- b | = Ia —b | se
stumple cuando, y s6lo enando, (n. b} = (), es decir, cinn-
dow b (vénse el ejemplo 3). A
Ljunplu 0. I}nmuallm e [: -|- -(;, ,-;.,__-!;] . h
ASon & == -} b, ;;u — by s deeir, 7= (1/2) (:
4 y), b = (1/2) {._L — y}. Enlonees, |:r. | = (112} P4
X [;;-i- _l;)i. | KI = (1/2) I;:—wy: | ¥, segdn la férmu-
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la {3.7), lenenmos

W (114) (1 12— e — 1) = =, 1) =
=(a4-b, n—0). A
Ejemplo 10, Buoan teidugulo ADC so tiene | A | = ¢,

jAC V= b, | BC | =a. Hallar In longilnd de la me-
dinnn [C-ﬂ:f] \

AbDesignemos m.=1Ca/ |. YVa que CA_;:: (1/2) (E;}-I—
4- C_H], conforme a ]a formula (3.4) hallunos mg =
= (1/4) (t* - a* |~ 2 (C}J 571)} IJl- la  dgnoldad
chi= IAJ’J‘ |z = IAH F= |CH — CA PP o= a0 —
—32 (Cb’. CA) liallninos

(cn (,A}- (172) (@ -I- 1* — ¢?). (3.4)

Por lo tanly, md = (1/4) (§* |- a* |- @ ® |- V* — c"} 0
s,
me = (1/4) (2a* + 20* —c*). A (3.9)
Ejemple 11. En un ridngulo ABC estin dadas las
longitndes de Jos lados: | AB | =¢, | BC l =, |AC | =
= b. Verificar que

(A8, AC)-1-(BA, BC)-(CA, CBy=
== (1/2) {0 |- D2 -)- ¢). (3.10)

ASegin dn fBrmula (3.8), {CA CH) == {U&) {«? I
4 b — e De modo  andloge ()'M h‘C}

—_—
= (12) (0 - & — %), (AD}, AC) = (1/2) (U? - ¢ — ¥).
Sumando Ins Lres igealilades Lérming por término, ehilese-
mos (3.10). A
Ejesuplo 12. Jin wn tridngulo ADBC ne,, iy, m, son
longiludes de las medinnas trazadas de log vérlices A, 3,
C, respeclivamentle. Demostrar que Z.C es ohluso ¢ uumln
y s6lo cuamdo,
w3 -l mj,
my < ———.
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AR dmgule 20 es obinsa cuamilo, y sélo cuando

e —_—
(CB, CA) << 0, o soa, w==0% 3 b* « 2 <= O Jon vivhwd de
(3.8)1. Conforme a Ia formula (L9), 4m? = 2a® |- 202 .
— ¢t De modo andlogo, 4m} == ¢* |- 2a? — b Amd =
= 2D 4- 2¢* — a®. Sumando estas igualdades Iérmine
por Lérming Lenomos 4 (md - m} - m2) = 3 {a? -|- b* 4-
b ¢%). Por eso, 3¢* = 2 {a® -} I* -} &%) — 4m?, o5 decir,
¢ = (4/9) 2wl -I- 2mi — m3). Andilogamenle, o =
= {AM) (2m} & 2mi — ml), D? = (A1) (2m3 -|- 2md —
—mp). De aqui, x=a®4 0*—¢? = (A7 (hm: —
— ma— mf), es decir, 2 << 0 <= Gmi < mi - mi. A
Ejemplo i3 (Iormula de Iler6n). Bxpresar el drea dol
Leidngulo ARC meldinnte Ias Tongitudos de sus ilos o ==
=HC|, b=|AC |, c = | AR |. ~

/_\I}n-.sigln\.nms;: == E?T. b Z:l p o= (;;, }:): S s drea
del AABC. Bs sabido que S == (1/2) ab sen q. Par eso,

§% = (1/4) a** (I — cox ® ) = (1/4) («®l?* — {;;, ?;}“) "o
I Formla (3.8), {:;, by = (1/2) (a* -- b% — ¢®). Por consi-
guicitle,

.5'::,3_;_ (“zbz_ ( "‘-l-f; -2 )1‘.) _

:“"q" ((lf)—]—ﬁ;;.ﬂ) (ﬂ.l’.‘—- a"-|-;l_.cz ) "

= _11IT ((a-l-0)2—c¥) (c*—(a —D)?) =

g= —T]h— (a-b-leyla-l-b—c)(c-a—b)(c—u --0).

Al designar p o= (1/2) (¢ - & -] ¢}, hallamos: @ -}- b =
—c=2(p—c) e a—>be= 2{(p—0,c—a-|-b—
=2 {p —a) y, por taulo,

St 292 (p— ) 2(p =) 2 (p— ) =

=p{p—=a)(p—0){p—c), v sea, §=
=V I T=a =0 —0. a
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§ 2. Propiedades del producto escalar

Purn coalesquiern veclores a, &, ¢ y cundgquier mimero
A son validas las relaciones:

b (;;. 5}:_(5: c-';} (la conmutalividad).

2: (ha. D)= M(a, D).

3 (24D, D=(a, O+, ©) (Ia distributividad).

OLa 17 propicdad se desprende de Ia definicion del
P

- ek - =
producto esealar y del beeho do gue (@, b} = (b, a) para
cunlesguiera veetores no nulos a y b,

- - = -r
Sia="000 =0, enlonces para cualguier A fa 20 pro-
piedal so desprende de In definicién del producto escalar.

Fig. 3.7

- -
155 taanhién vilida para cunlesquicen @ y & coado & = 0.

Queda por considerar el caso cnando b =0, P :,-‘;Y], b ;&U
oy i
Denotemos ¢ = (a, b). Entonces, si 22> 0 se liene (Aa, b) =
o

= (&, D) (Tig. 3.7 y, por eso, (M, ) = M| 1D 1x
% cos (e, B) =2 |al||bcos g =h(a b). 8i A0,
AN

se Liene (?L;;. !?) = 180" — ¢ (lig. 3.7) ¥ [k;‘: I;j::
i

= 11D |cos (ay D) =121 1al|blecos (180° — ¢) =

={(—A) |a||b](—cosp)=A(a b). La 2" propicdad
queda demostrada.

Para demostrar In 8° propiedml empleemos ln Iormuln

0 e (it |- Y| e mp— 2 (m2f 03 (3.41)

[véase ta farmula, (3.6}, on la cwmal lLiagamos ni=

-

- (- b']jz +FE' 7 == (:—_5)!2. Tenemos m -|-;; = E-{— E:
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Pr— Segin ol leorema de los coseuos,
(- _u}" e (a -l-_c’)"* a2 gt 2 (;;, :‘:’),
(M= 1Y = (D fc)2== Bt} c2--2 (D, 2),
S O IS LI O AL T .
Lie = saai bl LB o

Gonfore o lu propiodad 2 del producto escalar, se ticne

_‘__qf; -* . - . =g - = e
2 (—‘1!.,— cJ ::3-%-(::4-{;. c)=(a-]-b, c).

>
a-

Lnego, —il)"'_—. -‘l{i’_'z :‘-}.— fa-1- b= _‘:_ (a2 0 |-
‘f'z(r;-, f_;}}. Andlogamente, P (..".Zﬁ_'.’f..)um_;_{;iﬂ-| -

-—2(5;, I-’;}} [véase la [Grmala (3.3},
Sostituyende las expresiones oblenidas en Ta Torwmla
(. 11), tenemos

O==af- -2 (i, ¢) -0 4-c2|-2 (D, €) —
— 2 ((F (@B 2(d, B) el @45, ) -
b (0 —2 (e, B ) = 2((@ &) (B &) —
— (b, €)) 0 sen (@0, ¢} (@, ¢)-(0, ¢). A

Ejemplo 1. Demostrar que para cunlesquiora veclores

;;. E), -E, ;; ¥ a y cualesquiern nimeros ¥, ¥y, 2, Ta Ya %2
son vilidas lag siguientes iguwalilades:
(@ yh-2,0, =2z (@ 0 Fys G ) 12 (C @) (3.12)
(s @yt yab 4 258) == 2y (1, @) -k (0, B - 2, (P, ©) (3.13)

(@ b 1€, ot Yo |- 2,6) = Ty |- gyt -

4 G | owayy) ("r;, ;";) - z]z.;r,:“ b {3yl wazy) (;.:, ;:') I

3 Wz + vz (B, ©) (3.14)
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lias férmulas (3.12), (3.43) signilican que el produclo es-
calar pasee Ta propicdad de linealidad respeclo n eadn
uno de los factores, Jn fdrmula (3.44) es formuln conuin
paca calenlar el produclo escilar de vectores dados por

sus coordenndns en In haso {;. 3. :}I.
) En virtud de la 3° propiedad, (..":E-[- y,lT—l z,::. ;ﬁ
a= ("1“ -+ (Jl” -+ 315) 9-’3' [-‘fld- ‘?} '!‘ (fh” 4‘31‘7- 9)
-z (4, g) + @b DA+ D=z, D+u @ 9+
-|- 2, gy (nqni so ha utilizndo la 27 propiedad).

La }g’ll'llda"\ll (3.12) queda demostrada.
Sohve la hase clo Ia 1® propmtlml ¥ 1!.[0|mu].'\ {% 12),

se liene: {p. zr.'. -1 jzb oI 2,0 )—(: r:.—{- r;{’-{ z,c, p) =

=y (@, D)k B, D42 @ Py =22 (7 @)y D)+
= (}: } La u,u:\ld.ul (3.1 l) queda demosteada.

Designando p:.-:::,u-]— v 240, -&_..1:3:‘1 |- 12b -I- 2,0

vy lasindonos en las {érmulas (3.12), (3.13), oblenoinoy
) = (g 20, @ = @ (@ D 10 B D 2 € )=
= 2@z A yb 4 20) -y (0 a b b+ 20+
SR R R ) BN N CHIO R A AR
2@ N by (@ D11 O D) 12 G, )
2, (@ (@ O+ pa (B, ©) 4 2@ )=
= 23T - (B b Tayy) (@ D)+
A 21256 (w2 b 33) (e, ©) -+ (#1224 1220) (0, ).
B _I:n formula (3.44) yueda demostrada. B Cuando
¢=0 Loma la [ooma
(@t yid, oI yab) = oyt -

-I-yly,-l;“ (2, - o) G‘v 3)- (3.19)
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Liemplo 2. Los veclores _r:', B ¥ z salisfaern in comli-
Cion @ f-b - JL--- 0. (_."tl{.lll-ll‘ T nmgmluti Jt=- (u ES
4 (b, &)k (e, a) si |a|_t. [b] =4, le]==2.

A Como —e=n--b4-¢, lenemos: 4=c2=(—E',—r;]:
==(, (e, a-lb- |- Q) =2+ B |- e 2 (a, D) -4-2(b, O)--

"(c, ﬂ) A 164 I 2]; De este modo, p= —17/2. &

I-,]cmpln 3. 5mn a y A veclores wmitarios. Caloular
(da—*’lb Ja - - f)] i |a.—f—h = /3.

A 3 (e DR G T2 e, By 1o 142 (n, .

Do agui (r‘;, Zr'}-——:J!Z‘ I'or consiguiente, conforme a ta
formula (3.15), Lenemos )

(Sa— b, 2a-5by = Gaz— 2002 | 7 (a, b) —6—20 |
472 - — 212 A

e < N,
Ejemplo 4. Dado: el =3, (b} =2, (a, B) ~120°.
Hull.u las longitwles de los vectores _’.r— a-l-20 y

Ju--h su produclo escalar y ol dngulo ¢ formado
pm’ ellos.

N b} =1} 2-v0s 120°=-—34. Segdn Lo foemala (3.15),
‘|',}|=- (1) = (@4-3b, a-1-28} = at}- A G ) -1 Al .
< 9 (= 12) - 16 = 13, 0 sea, |}}p Vi3 1212 (g, q) =

(zu sy g s f;) = haZ ~ 4 (rz .’J) JRE=02, 0 s,
il 2V T

(Pr @) () 25, 20 =)= 2a% -3 (2, by— 20%- -
A8 (=) =81, cose (. (] D) -
=AY T2 VT == 4/26, ¢ =urccos (1/26). A

Ejemplo 5. Las [omgitudes de los veetores no nules
Ly

a y U son iguales. Hallar el dngulo ¢ formado por eslos
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veclores si es sahido gue los veclores 5=;—|—35y E=
==ha-} 3 son ortogonales.
A Como p_lgq, sc tiene O=(p, q)=(a+3b, Da+
4 8D) == 5a? - 18 (a, b) + 002 = 5|a|? - 18]a| || cosp -+
-i—ﬂ-]iﬁ-". Teniendo en cuentn gque |a| = |6 =0, de aqui
hallumoes cos p=-—T7/9, es deeir, @ = 180°—arccos (7/0). A
~ Ejemple 6. En un trifngule ABC eslin trazadas
lag medinnas [AD], [BE} y [CF}. Caleular la magnitud
—_—

ma— —_— — — —

A-:(BC, AD)4-(CA, BE)-+(AB, CF).
A Sea P C_X, b= C-'_l'} Entonces, B?== K
AD = —a+(112), BE=(/2)a—b, AB=b—a, CF=

::('I/Z)(";;—H;). Por consigniente, conforme a la [or-
mula (3.15), tonemos

Ao (=B, —a 4 (2)D) & @ (12)a D)
(=1, (1/2)a 1 (U2 D) = (a, By — (1/2) B |- (1/2) ab—
—@ D=2 @+(12)E=0. A

Ejemplo 7. Demoslear que para cualguier ubicacion
de puntes A, B, €, D en ol plano o en el espacio,

tiene Ingar 1 igualdad p=0 dondo |r.=(ﬁ’E. 21_;)] -
—_—  —r —_— —
- (CA, BD)4-(AB, CD).
- — - —_ — —
A Sean a=DA, b=DB, e¢=DC. Enlonces, BC =
- = —_— - —_— - T i - - -
=c—h, AD=—a, CA=a—c, BDD=—h, AB=b—a,
CD= —c. Vor consignienle.
p=(emb, —a)-k(@—c, —b)-Fh—a, —c)=
= =, )4, D)= (@0 D)+ B, )— @, &) (@, ) =0. A
Ejemplo 8. 1n wn prisina Lrinngular ABCABC,
N
se liene: |AB|==¢, |BCl=a, |CA|=b, BAA =a,
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s\
CAN =P (fig. 3.8), Mallar BEC,.

G
A cos BCC, = —00 1) o MABCAC Ak
s = =
[eyy e, | G2l Ady

o (A, Ad)—(AC, ARy
| CIE| | A4y |
— —r _— —
— | AC| |AA,| cos A [CB| |AA{|)=(ccas a—heas ) a.
En pnrl.trnl.lr Si A ABC es regular, enlonees coso-—

—cos = cos BCC, A
Blemplo 9. En un trapecio reclangular ARCD las
diagonnles son mntunmente perpendiculares y Ia razdén

AR | AA, | cosogm

By AL,

§

A i D
Fig. 3.8 Fig. 3.0

entre las Jongitudes de las bases os |LC]: |AD| == M.
Hallar la razén enl,r't- l‘\q ]l)llgttlll]l“‘ de las dingonnles.

A Denolemos = AD, 11:113(“;;‘ 3.9). Entonces,
b i - —_— - - — - -
BC--da, AC =b 4 ra, BD=a—"0. Segin Ia condicion,
(;; E)-—U y (;E“ EF)}—-—O es llocif, = (};4.;&: ;;‘-?;).—

= Aa? - - (1 —4) (r; h) — Pr=Aat—I%. Do gste modo,

12-.%a? y In tazén huscada os
|Acy: 18D\ = V/ (A€, AC)(BD, Bby=
" ‘/; “LAa, bkAa) ]/b’»}-?.&{a DAt _

x =k =k

(n—-b n—Db) ﬂ‘-}‘b‘—-z(n fJ
- ‘// bl‘l":iﬂ‘ . ‘/la" - Al Vl
a?-|-b¥ at-|- Aa?
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Ejemplo 10. Determinnr ol dngulo entre las diago-
nales [AC] y {BD} de un cuadrilitern convexo ABCD
si | 4B |CDJ?= |BC*+ |ADJ.

A Dns:gnumm a-_l-)-;i b= DB ¢=DC. Entonces,

B. —a. BC-—?—b Y, mgnn In comllcmn (b (L}"
4 e =(r;——b)3+a“ ‘es decir, (rz. b)—(c, b} Por cso,

(/1_5 Ef))—(c——a, -—b}::[a, )-—-—(c, b)—_-a() DPor tanto,
Ias diagonales [AC] y [BD] son perpendicilares. A

2:..

Ejemplo 11. Expresar el vector de la hiseclriz L;CL
do uu triﬁnguln ABC mediante los veclotes -&«-EFR ¥
h=CA do sus lados y sus longitudes a== |a|, b—p‘;]

A Los fngulos AEL y LéB (lig. 3.10) son 1gua|(~q
y ﬂolmln n osto son iguales sus C0SONOS; {b, i]z"{[hl jl!}

{a. i]!(la] [i]), o sen, m(nb—-ba, ) Bl punto L
divide ol segmento |/!Bl en una razdén (dosconacida)

= |AL|: |4B|. Dor 0so, b= (a-} 76}};(14»1) y, por lo
I.'mm O—a{a. b)—-ba‘-{—i\ab*-—-lb(a b) Do este mon\o,

..:.n(nb—»{n IJ])i{b{nb——{a b}]) =aflb, yn quon.*;»—(a h)-——
=~ ab (1 —cn‘tC}>0 y
ha{k}f{ff}: ___nb-i-l-!m &

Ejemplo 12. Expresar la longitud do Ia hiseclriz {CL)
de nn Lrl‘mguln ABC mediante laa longitudes rlc susg
lados a= |BC|, b=|AC|, Cmidﬂl

A Designemos rt-—:CB, b=CA. Entonces u=|a|,

f:::r.';r[. Por la formula del ejemplo 11, E_Em(n};-l-
+ba)l(at-b). Pnr eso,

]Eilz_ | T (ab ]-!'m) = _l = ((ah)?-|
-|-(h532 AL-Z({!]P, bnr.}) (2a2l?-|- 2aD (n. !';}}~

]"b)'
2ab
=*[;":i:;}"f(ﬂb+(m b)).
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En virturl de la formula (3.8), (.'?. 55 = (1/2) (a2 |-B2—¢?),
por eonsiguienlo,

Py Lal dah-f- |- h2 2 het
3|=.__- A — — e
I(",‘! (a-[-h)2 F] ah (a-|-8)% * 4
Ejemplo 13. Demostrar que si en un trifingulo A8C
Ias longilndes de dos hiseclrices son iguales, esle
tridngulo es isdsceles.

Mo
Fig, 3.10 Fig, 3.11

A SECL]L y [AM] son biseelvicss do Tng dngulos
L Oy £ A, respeclivamente. enlonees, por Ta [drmula
del ejomple 12, lenemos

| CL P = ab — abc*/{a -|- b)?,
[ AM P = be — hea®/(b -}- €)%

De este modo, si |CL | =AM, enlonees o —
—ac¥{u |- D) = ¢ — ca®/(h |- €)% 0 hien
ac (e (b4-c)* —na(a-}-0)3) _

fa--h)? (hf-c)? '

— ae{et —at-{-2h (e2—n?) |- b2 (e —a))
{a-- bR (h -3 .

o ==

IJo aqui

ac (et -f-ac-|-a®-} 20 (c~|-a) |- b2 |
(0—c) (H" TR R J

=10, 0 sen, n=c. A
Ejemplo 44, Bn o teidngulo ARC In mediana [CA7]
es  perpendicntar a In biseelriz |ALD con tal gue
[CAL ) AL | = n Hallar o dngulo A,
—r - -r e s B
A Designomos AB==2h, ¢ ~AC, b W], ¢ o],
A= (b, €). Bnlonces, CM —~b—c, Al = (2he-|- e2b)/(2h |-
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+4¢) (véase el ecjemplo 11). Segiin la condicidn (fl_{:,
le?)r—-t], 0 sen, 0.--:(2!’)?4--2':.;; g—arZ(cFJ“—bcz—F
-|-§b—c)(b, :.‘}]-—-2(!;-—::)&::(1-]-{;25.4}. Ya que 0°<C
< A<<480° se tiene be(l4-cosA)s=0 y, por tanto,
h=c. [Se podia verificarlo geoméiricamente (fig. 3.11):
segdn la condicidn el problemn, en el A ACH, la
hisectriz del /A es también la altura y, por tanlo,

el tridngnlo ACM es isésceles |AC| = |AM].]
De este modo,

AL = @3) B+, |ALP= (419) F+E-+2(5, )=
— (419) (26% + 202 cos A) = (8/9) b2 (1 |- cos A),
[CM |2 == (h—op =2 2 — 2 (b, ¢) = 22— 2% cns A =
= 2% {1 —cns ;1).

Por cousignienle,
whes |CM|2: AL = 20 00s )
4 {14-cos A)
De aqui hnllamos cos 4 = (3 —4n?)/(9 - 4n?). A
Ejemplo 15. I2n un tridngnleo ABC|AC|=1,| BC| =2,
C =arccos (3/4). Expresar los vecltores de las alturas
— — -
cD y AE (fig. 3.12) mediante los veclores a=CA y
bh=CD.
a—p - — - -
A Designemos CD=h, AE=Iif. Los veclores h—
B o ST i —_—
—a=AdD y b—a=AB50 son colinealos. Por ese

existe un nimero £ tal que K~;=-£(f;—;r?. Itallemos
t de la condicién de orlogonalidad de los vectores
—_ — —_— _— - - - - — -
CD y AB: 0=(CD, AB)=(h, b—a)=(a--t(b—a),

B ) = (4, D)— a2+ £ (b= )2, Do aqui

: ;;-—(—ﬂ: E; _ at—ab {:nﬁl':" s
a0 —2(a, b)  a?4-b—2abcos
_ 234 4
T A-F4--2-1.2.34 4
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pm-'\i.u que a= [u[ =1, b= ]-’T =2, Por consiguicenle,
Jiee n—-(H/} {h-—-u) = (! m—-’i}r‘r Andilogamenie, ¢l veclor

7 - AC-[- CE puede repregentarse en la forma i =
= —a- l—b, donde el mwimero & se determina de la
conilicién (ﬁ h}wﬂ (&‘ n’-:-) | 1?;3.—0 08 lll‘(ll
JL::(:T ."}}H:" -—{mmr‘)ﬂl— 38, Por tanlo, = —a -I-
|.(:w8}h, A

Ejemplo (6. Demostear que on ol Leisiingolo las albnras
se inlersecan en nn punlo. .

OkEn el tridnguly ARC (Tig, 3.13) lracemos las alluras

1CMLy 1Py maliante ¢ designemos el punlo de inter-
seecion de lng vectas (CA1) y (BP). Parn demostrar la

Fig. 3.12 Fig. 3.3

aficmacion del cjemplo hasta estahlecor I.1II(| In recla
(A0} es per qwmllrul.n a la recta UJ'(’] 0 S8, (4(_), !T(,:] =
= 0. |]r-nol.t wos 1 = C;1 B = (!i’ x = AQ. Entonces,
AH == b =" r:, ()C = wligrad .r.l, fH? = 52‘ —1 E?? =h—
—x—. Sogiin. h definicion de altura (()C AI}} = (),
oS tlcml. (—r Ay n} = 0, e aqnf {L. n} — (r b =
{rL. h] — a‘ De matlo an: |Ingn [OB. CA] = {}, es docir,
(b —r — m, u] =il l)n ur|m (r -1} = (rr '.?:] — a2 De
este modo (J"‘ (r.} {r. :r} - {r, h,'l vy por Llanfo, (r, b) =

== 0, o sen [.4() h’(..‘] n. m
Cymlpln 17, 180 un Irll.ir':lln regular ARCD los puntos
5y I son los puntos meldios de Lo aristas lAD] v e B,
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respeclivamente. Demostrar que los veclores AD FL"
55 1487
1f z

A Designemos };HE;I hmDB, c-_DC. a=la]=
z /\ S
1.’;| .]c| Como (a, D)= (a, c)_[b c)=-('[)° se (wno

(ﬂ Ir} -(nr c)-*{h r)—(UZ)ﬂz Por To tanto, (z‘lD CB}::
o gy h—-r) - ~{.‘:, b) |- (a, c)e 0, cs qlonlr, /lfJ*LCB
—
Lucgo FJ = F-| BD--DE = (1/2) CH— — DBk (1/2) DA=
—(1/2) h—c)—b(112)a= {(1/2) (a—b—c). Por oso,

CH son orlaganales dos a dos con tal que | ¥ | =

\PE| = (112) [a—h—c|=(1/2) }/ (@ —b—¢, a—D—0) =

= (1/2) '|/F§z.|.}3=_;-é'a—2{5 by =2 (a, &)--2(h, ¢)=
=(1/2 122,1————_=-—-— D
(112)/ 3a2—2{a, ) == =7 14D).
En fin, (rc AD)-"(Ifz)(un—h-c. —n]—wz){_ﬁ‘w
—
-|- (u ?J) I-(ﬂ'. r:]) =0y {rr Ci)=(1/2) (ﬂ-vh—mc, —c}-—
—(1!2)((.1 b)—{a c)-~b’ Fe?) =0, es decir, FEJ_
_J_AD Y ."B_L Ch. A
Ejemplo 18. Los puntos E y F son Jos punlos medios
de Ins avistas [AD] y [#C) de wna pirdmide ABCD. De-
mostrar que las ignaldades | BD | = | AC |y 1AB | =
== | CD | se cumplen simultédneamente si, y solo si, el

segmento 1£F] os perpendicnlar tanto a [BC] como a (AD].
[:l En calidad de los veclores - hisicos escojomos

ﬂ-—-CD 6:2«}'—;" .:n-I_'(t Enlmlces. B_}'P)__E'i_!t I F-I:-i—
-l FD-—c-—b—i a AC AP {-EF—I—FC‘——n + b I-r.' l’or
lo lanl.n, |BD| = |AC| cuando, y sélo cnando, (r—b-l»
+- n)* (n 4 h-| c}z, o hien {vn,mmc los ejemplos 8 y 0
del pirralo .mtumr} (b 2+ c)._O Andlogamenle, AB=
—a-b—c, CD~ —c—b Joay laignaldad [AB| = |CD|
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.
es equivalente a In relacion (b, a—c)=0. Do este mmln,

{ \BD = 1AC), { @ B 1 (b, ) =0, s
48] - |CD] (@ D)y—(B, ¢ =0

{(a. B)=0, bLa,
— - -+
" (‘}_—.0 e W
Eiemplo 19, En un Leleacdeo vegutar ARCH Tos punlos
My I son los punlos mudios de lag avistas [AC] v [ A,

respeclivamenteo, A es ol punto de inlersecelon de Ing mo-
dinnng do Inearn BCD. Hallar ¢ dngalo ontee losg veelores

- —
MN v DFE.

A Dcsngncnms e D Do f_ﬁ}, B b—E" aw || =
- |h] — ]c| [Enlonces.

(@ D)= (2, 6)=(b, &)= a¥2, DE=(1/2)(a-+1),

DM = (112) (3 -+2)s DN = (2/3) (1/2) (-1-¢) ~ (13 ( -0
Por cso, MN = DN — DM = — (1/6) (3 — 26 -+ o),
( ]MNzi) - {?n —21.1 -} ¢ Ba—2h |—CJ = Oa2 A2 e —

i&{ﬂ h} 4- 6 {n r) — fl[b c) {42 — (0 (.-1 by ~- D,
\ATN | =ai2, |DE|=(112) 1/ a2-1-52-+ 2 (a, B)= (@ VB2
Por fa Tarmula (3.14),

(DE, ATN) = —(1/12) (2 -}-B, 38 —2014- 5 =
= —(1/12) (3@ (@, T)4-(a, — 282+ (B, )= — S
P

Pov consiguienle, si = (DE, MN), enlonces,

| oo B
cos g 2E: MN) _ _ =befh 5 of Dok,
DBy Ay (@ V) (a2) na
.
p=180° —arc 08 ——n, A
63
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Ejemplo 20*. Los puntoa £ y F son, respeclivamonte, los
pimios medios do las aristag [AD] y [BC) do un folracdro rogular
ARCD, Loapunlos M y NV sosiliian-cu los segmentos [€D] y [EF],

AN, N
respectivamente, con tal qltw.nc = MNC=45°, B = )AJ’E = B60°.
{En qué razones se dividen los seg- i

mentos [£F] y [€D] por los puntos

M y N1 :

A Bn o oeste problema deliemos
calewlar  muchas veees productos
escnlures; para esto o8 comordo tomnr
nf oo ey el e
a=ED, b=EF, ¢=FC (fig. 3.14) m
calidad _de los” vectores bésicos. Sea
de= |7 |. Gonlorme al resubado del
cjemplo 47, los veclores a, b, ¢ som
orlogonales dos a das: (2, b)=(a, ¢)= Fig. 3.14

=(i, =0yl ¢l =d1bi=dV3.
Segim Ia condicién del problema, existen nimeres A y ju lales

— — - = e — . ad - -
que CN = CD=X(a—b—c), MF=)EF=nb. I'or congiguicnule

—_— —_—r = =, - - —_— —_—
MN=MF-FFCHEN=Ra+{rR—=0) -1 =N, | AN |3=(MN
n-m)=xs}i’s-|-(uwwﬁ+(1-1f£=+n (R—A) o, D) 420 (=2 X
X, 42 (L—2a){1—A) (h, ©)=h%24-(R—N)22d2 (1 — A2l =
=¥ (AT -2 L A)T - (A — 1))3,

— P T ke —_— -

Ch=a—b—ec, {CD|=]|AD|{=2]0n[=2d,
Luego,

(AN, CDYe= (Ao (R —A) - (1= A)C, Amb—b) =
ekt — (L) P2 (] ~ A) B == (A — 2 — 1) a2,
— - ~ o, ol e, - - - -
| EF | =1 b =d V3, (MN, EF)=(Aa-(t~2) b--(1—A)¢, b)=
=(n—A)FE=2 (L —R) d
Segin la condicidn del probluua, tenemos
P FN

AN — — — ——
eos on=-cos MNC = cos (MN, CN)= oon {(MN, €)=

—
(AN, ¢y 4 —2p—1
Ny en) VR R—Ar 01

149



FAN

ol Z N o
cns f=ona NWE = —oog NMIP = —cos (MN, £y~
— =
(N, EF) _ 2 (A1) i
VMR ER V2V R 2R )

P estas dos resneiones hadlumos
aise Ah—ip—1 . Aldcosp—2 V' Zcos o) —-cosfl

= , O bien M=

cos ":g]f‘jﬁ\_-p.] 2eo8 ) —2) Zcos e

v, por laato, A—pt==(1—28) cos {2 cosp—2 1 Zeosa). Al
In desennecida A se halla dle In cenncits {3.40):

{1— 2) cos fif(cos p— VB eose)
V 282} (f — 28)2 os? B/(cos p— 1V 2 cam ) >-1- 2 (e 1)7
(A7)

cos fi =

Blevande Jos dos miemhros de (1.07) al eoadrndle y dividiends
entre custfs= 0 hallamos 44% —4k-|- 2 == (1 —2R)2 sen® [i/{cos f —
—V Tcus )2, 4 sen,
2 fi
1 2R)P A2 AR ] == il N (-
( ) ( (cos B—1V'2 coga)? )
. {cos p-— 12 cos a)?
sen?P—(cosf— V¥ Zeosa)®

Como_ se deduce de (3.17), lus m’mlwrns 1--2% vy coafl—
~ V' Zevsa ticaen signos ignales y  por eso | --2h= (coap—

—VBeusal Vsezp—(oos f— 17 Z ous )% Las relaciones husen-
daz son balea:

1CNI A A—(1—28
I ND | f—2 — L--(1—=2%) —
- V son® — (cos bV 2 cos @) 2= {tos P — 1 Zoos o)
V son® —(cus fe V. 2 cos &) 2 (cos B—V3cnse) '
iFM] _ p

THME]  AI—p

5 Vﬁ:'ll"' [-= (o - 1 2 s n;)z— - [:irusf'i — Teos )
Vaont fi— (cosp— 1 2eosa)-- {2 ens P -1/ Teosa)

Guamdy o= 45 f=afi”, tenetins | CN [ I ND | =54-212,
| FA |2 | ME | =1, &
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Ejemiple 21%, La longitwd de In aristn do nn lokrnedro
regulae ABCH os igunl a 2d. Tlallar ol radio do Tu csfera
que pasa por los vérlices A, D, el punlo medio F de In
arista [B€1 y el centre X de In cara ADC. '

‘A Ewmpleomos la haso introducida en ¢l cjerplo an-
terior (fig. 3.14). Sean O ol cenleo de Ja esforn, OF =
:.a;a-|—yb-]~x;(::, ¥y z son lodavia desconocidos), 71,
radio huscado. Tenvinos:

OA=5E‘-1-1-_‘;I;{3:—1)}'.-{- (;,-—1}5-[--;;,
OD <2 OF 4- D - (- 1) -1 (4 — 1) b - 26,
CK = (213) CE = (2/3) (—b—c), OK = OF - FC 4-CK =
== aa-|-(y —2/3) b-- (z-F- 1/3) ¢.
w—re — w—pn —_
Segin Ja condicion [OA |2 == |OD)2:= |[OK |2 |0)]2 = 2,
Io que lleva al siguicnte sislema deo ccuaciones:
(@— AP 2 (=1 =2, (2122 (= 1P =
2\2 2
PRPY L U
- 2y |- 2% = B,
donde w = R/d. Nestando 1a segnuda ccuacién de la
primera, hallamos z = 0. Restande la cuartn couacion
de la primera, ebleneinos 4 — 2z -|- 2 — 4y = 0, o sea,
y = 3/4. Se queda ol sistema: 9/8 - 2* = w?, 1/72 4-

- {z |- 1/3)* = w?. Restando una ccuacidin de olra, ha-
Hamos z = 3/2. l'or consiguiente,

R=dw=dV8F0/4=3)0dl4. A
Ejemplo 22, La base de un prisma Lriangolar reclo
ABRCAB,C, es el Lridngulo isésceles ANCY | AC| =

= JHC | = a, C = 90", Los vérlices M y I do un tolra-
edro rogular MNPQ estdn siluados en It recla (CA;) ¥
los vértices P y @ on lnovecla (A1), [lallar: a) el voln-
men del prisma; b) el volumen del Leteaedro.
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— —_— - b —p
ADesignemos a = CA, I = CI}, ¢ = CC, (lig. 3.19),

r= D@, h=c]| Segin la condicion, (¢, D) =
- = - =k - >

={a, J=(b, )=, la|l=|b]|=0n Sean £ y F

Jos puntos medios de los segmentos [ATN] y [PQL, respee-

tivamente.  En ol ejumplo 17 estd  demostrado gque

Fige. A.16

[MN | =r=|PQ J,Iﬁ';f|=:—;VE,-;U=(P_@.:17N)=
—_— —

= (BF', MN)Y = (1, PQ) y, por consiguiente,

}
}

. —_— — — — —_—r
(ABy, CA)-=(EF, ACY:=(EF, AB)=0. (3.18)

i G G BRI
a) Do la condicion (ABy, CA) = (—a-|-htc, a--c)=
=0 Lenemos que —atct=0), o8 deeir, —a | h® 0.
'or lo lanty, h=a. Bl volimen del prisma V. es
igual a
25 v y/R
Vor=hS gpe="n = % =ﬂ—4—-~.

bh) Sea qgae los wimeros (adu desconocidos) Ay p
son Lales gne Eémlc_j,zl[t:-l ;) (Jn colincalidad e
C_'E ¥ (:'_/.'i,}. /I_I)':nz Etfrﬁ‘mll(—;;~l,-?;wl-?] (Ia colinealidad
ile E’T ¥ A_I},). IBnkonces E;mEEI(,_j ‘["Iﬁﬂ(i—-?u——
— i) ;:F--[-.grf;-i- [u.—l)?. De (3.48) Lenemaos

()= (.&TI?, E}TJ == ({1 --JL-;;};-HJ;-]- (n—2) ¢, ;E—|-.r:) s
(1= A=) a2 - (u— A) 2= (1 — 20) a2, O == (BE, A1)
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=((1=h— ) a4 b+ (p— N &y —a4D40)=

= (Mo ju— 4) @3- BB - (o — A) 2= (B —1) a2,
o sea, A=:1/2, p=1/3. Tor cso 1-3‘77'='('1:’G) (ad-2b—2),
\BF|= Lo B —C|=1/6) ) @+ H—C, e+ B—0) =

= (1/6) [/, @442 =a YV B/6. Por cousiguiento, r=
= V2 |EF|=a)3/3 y ¢l volumen del telraedro Vig,
os igual a

Vot = (1/3) (r V273) (1 Y 314) =13V 2/12=0a* Y G/108. A

Ejemplo 23*. En upa pirAmide MNPQ los dngulos £QMN,
LMNP y £NPQ son reclos. Los vértices 4, B, C, D del telracdro
rogular 30 cncuenlran, respectivamenlo, en las aristas | A1,
INP], INQ], (P01 da lo pirdmido MNPQ. Las reclns (AD) y (A1)
son paralolas. Iallar In razén do los voldnenes del Lolenedro regular
y de la picdmide.

A Sea R la base de 1o perpendicular bajudn del vértive ¢ al

- — e —_— i

plano MNP (fig. 3.16). Asignemos b = @R, m = RM, n= MN.
- =r -+ - . - g -

Entoners, (&, m)=(h, n)=0. Luego (m, ») = (MQ -k &, n) =

—p

= (M@, MN) = 0 yu que QMN = 90° Pur lo lunlo, los veclores

I, ::;, 7 son ortogonales dos a dos. Segin la condicién, (PN, Q) =
o — —- —

= 0. Como (PN, 1) = 0, lenomos (PN, PIY)y = (PN, PQ - 1) =

—
= i), lgunlmcnln, segin In condicidn, jf’N, uy = (b I'ries, on el
cundriltern PRMN  tres dngulos (LNMN, LMNDP, LNPI)

—> — £

son roctos. Por lanto, PIIMN es rectdngulor PN = RM = m,

—_— — -

P = MN == n. Yo que (AB) || (MN), oxiste un ndmere = tal
— e - — - -+

que PB = PN = am, PA = zPM = z (m — n} ¥, e parlivu-
= -

lar, AR = xn. Los punlys € y D so silian en las aristas {QN) ¥

1021, respeclivamente, y por eso existen nimoros y ¥ 2 tajes quo

—_— — e - - = — - -+

OC=yON =y (k-- m -+ n)y, QD = 2QP =z (ki -k n). En par-

—r - - -
ticwhar, €D = (z — y) h =~ ym - (z — y} n. Conforme a la pro-
piedad do aristas eruzadng del Lelracdro regular (véaso el ejeniplo
e - -- . -
7Y, (Al, €D) == 0, s degir, (e, (2 — y) b — ym -+ (3 —y) n) =
= pfz—y) I ni?=0. Puesto que | AR | = 2| n] =0 %0 tieno
—: 2z, 0 sen, (CD} V\U'} {Tlg. 3.!(5?. lxpresomny log veclores lo
'I{us aristas del letrandro ABCD mediunte los vectores da lu baso

153



f_;:_. I;[, ;]
-_— . -
Al =en, O a= oy,
—_— =k —_— — Yk - -
AC= AP PQ-1-QC < -1} b - (=) mf (@ g A) m,
— — — — - .= -
B BP-1-PO-QD =:(z = Vb - em-) (z--1) n==
sy — 1) hmm e (g — 1) 11,
— = — e -
AD e AL D = (=) =2 - (2 |-y — 1),
—r = — i - -
BC=22 AC =~ AN ={y—= 1) b=|- (g -a)mr-]-{y — 1) 0.
Comn ABCH o un Wetenedro rogulue,  Tas longitides de Lodas sus
nristas son dguales, Por consiguicnle, al asignae & = [}I|, m =

S - i
=fml,n=1n| a=|AL ], Uegawmos al sistema ilo cenaciones

wl s B a® = gt af o= (p — 1) 0R |-
A= fw — 2P - (el gy — 1) 0, s (g — 1) 03 -}
Jatmt -y — AP w? wt = (g — )R |- pted )
1wy — 122

Itestundn Ta quinta conaciin do Ja tercera, oblenomos (y — »)2 =
.

== % o8 deciv, y(y — 22) = 0. Como [ €D | = [ym| 20, se
liewe g 52 0, Por lante, y = 2z Neslando la cuacln coliacidn 1o
In torcern, oblenemos = (v -] 2y — 2) = 0. Ya que x 5= 0, enlonces
Vs o 2y — 2= 50— 2, s decir, r=2/5, y = 4/5. Ahora
pavi e, byomy n lenemos el sistema de couaciones a® == 44225,
a == 0ur®/25, a® = W25 4 4325 -|- n¥25. Do aqui o=
== (3/2) e, m= (5/4)a, h= (512 a Tonemos

v . Varmi i ol mu) T L a?
Ancny= =, INirg = e | a2 =
ANty m_ (4] E] i 48 13

y por oso ta razin huseada dolos volfimenes vs V4 gon t Vangg =
= §: 125, ‘

Ejemple 24. Dados un rectingulo ABCD y un punto

M. Mostrar quo; ) (ﬂ?/rl. H?Z’]={ﬂ?}}, M_b); b) |MA2-|
4 [MC[2= |MBIE-) | MD]2. .

- —— > —_— —_—
A ) Sea oque AB-=DC--a, BC- AD. b, AN -
-k —_— — —_— — -
Entonces, (a, b)=. O y (MA, MCy—(MD, MD) = (—x,
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— l-a 4 h]—(—x—]-n, —-.r - f:)e.- 'c:z--(r a)—(z IJ}—
(@ (i, 2)—(F D)@, b)) = —(a, D)=0.

h) 'lommldo en cmmulcﬂcwn n), ll‘ll(.llIOS [Jﬂlz
-4 Ifli'l.','lz |M’B|"—- |MDI’-— ([M'AI“ Z,{AFA ﬁfC) -
- |x"|’i'C»'|2 ]MHH —_ Z(J'ifb’ MD) - ]r'ifDlz)--AC‘
~Bi)1==(rz-{=b]3 (b-—a}“-—*i(a' b)t—U A

Ejemplo 25. Los puntos A, 7, €, D do un vspacio (p!a-
no) soit [.:\lus qnu para cu.llqmm punto M del espacio

[||L1||o] {AJU CM} q&(m‘lf DM} Demostrar que ABCD
es paralelogramo.

Fay Dr\mgnemm b = AB c= AC, d= AD e AM’
lintonces, CM::! —c, Bif=1 -—b DM~r-—d Segnn
Ia condicidn, para cualguier vector r (el ospaciv o dol
plane) se Lieno

(F, ?-——:]:;‘:(-;—-5. F—;;’), 0 sen

F, d4-0—3) (@, d). ERD)!

Demostromos quo el vcul,m P - h—c vs ignal @ 0.
‘-11||m||g.lumh o conbrario; uq‘:(} Bulonees, ¢l veclor re=
(fr‘ d)
ial? .
uu:lt.uhw a (H‘i) Asi ;mcs, a==(, vs decir, AB=b=
=t —d = AC — AD = DC. Yor conmgmu;tc ABCD s
parul:-logmnio Laciendo on (3.19) 7 =0, oblenemos

@, dy==0, v s, ABCD no s rectangulo {unnl’réutesu
con ¢l ejemple 24). A

Ejempio 26. Sean @ centro de nn n-igong  regular
Ady oo A Ay, Moun punto arbiteario. Tlallar In
mangnitud
Ty = [ (A, Aay ooy Ay M) =14,MF -

- | Adal P oo 4 AL,
cuando [0 | =1, |04, | = 1,

@ salisfoce Ia igualdad (r ﬂ:}_(f), tZ). lo fque



A Asignemos ¥ OAF, ;'-,- -(j/l,-. f=dy 2y sy b
Enlonces, |-J':I -1, {_r:-,|:..- Myi= 1,2, ..., n, |A;M]2=

—r — e 2 = k.
CON —OA 2 e P2 = 2 ) <R | RE—=2(7, ),
i- 1,2, oo m Por lanto, f(M)=n (-] RE)—2(r, r\4
A-ryd- oAy sn (104 RE) (Ta suma Ll A CP B
de los radio veclores de Jos virliees de wn n-agono re-
gnlar con respecto a su cenbro oy ignal a 0). A

Ejemplo 27, m- y n-igonos regulares estan situalos do
mado que la dislancin entre sns cenlros es ignnl n d,
Los radios da las cirennfercncing circunserilas alrelodor
de Jos polignnos son, respeclivamenle, iguales a r v .
Todos los vérlices del m-igono se unen con todes los vir-
Lices del z-dgono mediante segmentos, [allar I suma
e dos cwmdendos de las Tongitudes o lodos estos se-
maenlos,

ASean Oy O los conlros y A, @ =1, 2% ..., 0y
My J== 1,2, 000 my los vértices el w-dgone y el -go-
o, respeclivianente, Solie Ja base dol resullado ol
cjemplo 26 para enalguier j == 14, 2, ..., m

B < B P Byl ) | B5,)2-
==n(|08;)%-)- K.
La sina buseadn o es ignal a
7= )"{BI)'}'] (82} P vone 4 I'(Bm) =
sl (|[BOPE [ B01 . | B0 =
=mnltt-nf (B, R, ..., I, O).
B virtud del vesullado dol ejomplo 26, aplicado al -
agono vegulne 748, ... B, B, Lencmos [ (B, By, ...

s B0 O) = (OO 52, Por-eso, definitiva-
wmenla, o = mi (I* --d® -] %), A

Ejemplo 28%* Demostrar que si A, ;}, C son los
dngulos del leiingnlo ABC, =¢ cumplen las designal-
tlardes:

D cos 24 |- cos 25 |- cos 21:,';; = M2
2} eos A-f-eos 1] cos CZ0/2:

) semn (13,’2) |- son (B/2) -f-sen ((:',52){::!!2.
150



(8] bmn e,, r’a, ea veclores unitarios arbitrarios, o=
N N

= (e,. cz}. = (e,, rz,). P = (c,. r;} Transformando la
desigualdad evilenle (e, l-e,-[—cg)z;(l obtencmes 3 +4-
-2 (cosa -f-cosfi--ens y) =0, o hien

cosa |- cos f-cosy = —3/2. [3.20)

1) Si A B & son log Angulos del tridngulo, A:>0°
H)U" C=180"—A— B}O"
Sin limitar In mtnumll'ul se puoc[o poner A B <

= 907, Tomemos veelores r';. e,. oy Lales que e,_ se obticne

Fig. 2.7 Fig. 3.18

tfn‘f;, medinnte el giro el dngulo Zfi, v :::n se obliene de ;‘—,
mediante el giro del dngulo 277 en el mismo sentido
(lig. 3.17). Entonces, a = 24, p =20 y y=2C, si
Zl':' 180°%, v r= 3600 — ZC si (,: = 90". DPor cso

cos 2A -} cos 2B |- cos 2C = cos o 4 cos b~ cosy =
=—3/2 lvéase (3.200].

2) Sen ARC v mngu?n dado. Pongamns c, /T.’;}HA!) I
B‘C,-I BC |, ey = Cfl.,"] cA |. l:ulnncm o = {80° —

— R ff =180°—=¢C, y =130° — A (fig. 3.18). Susli-
luyendo estos valores en la designaldad (3.20}), ob-

lenemios — cos B —cns C —cns A = —3/2, es  decie,
cos A - cos B | owos c < M2,

) Maliante O designemos el centve de la circunleren-
cin inseritn on AABC. Vngnmos e, -« DA OA §, og =
= OB/ OB |, ¢5 = OC/| OC 1. BEntonces (fig. 3.49) @ =
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=180° — (/D) A — (1/2) B = 90" | (1/2) C, [ = 90° |-
oA,y = 00 (U, cose = —son (C12),
cos [ o= - sen [;ll'.’.], COR Y c- - 80N ()‘EIE), Pov eso, de
(3200 Lenemng sen {6'/2)-& SO (.fl-f?l] | sen {h‘}2} < ¥2m

Biemplo 29*. Dentro de an Loliaedr ABCD psld elegilo un
™

; N N el
punto . Al designar oy — A, oy — AU, g = AOD, o, =

AN SN
= BOC, oy == BOD, g = 00D dlomastear qoe onlee Tos dngnlos o,
foo 1,2, ..., 6, existe por ln menos nne que: a) no es mayor que

areens (ai-ﬂ:'.}-, b} mo es menor que areens (— U0).
=

R
A n) Sonn ey, ey, g, e veelores wnilarios eod ivigidos con 0A

— e e - - - -
on, 0, (), respeelivamente. Entonees, (¢ - ey -F ey |- o) >
0, o bien b4 (cosa, |-
fens g 4 L. |- cos ) = 0.
Vor eso, s Iedos loa dugnlos e
funran mayores que arcoos (—Ui?.
es dleeir, coa oy < —1/3, 1=1,
2, ..., O, enloncers obtendriamos
In conteadiceitn 0 <<4-12 (cng o, -
doeos o 4 L. - cos o) <
< A -] 2l (—1/3) = M por tan-
L, onlre los dugulos e oxigle
WO (e Do B mAayoer (que arceas
(~173).
b) Tog veelores o), ey, ey, 0y
Fig 3.20 ann dinealmenle dependienles. Por
rano exislen ohmerns +, p, o2 o
tnles que -yt 420y

- - - -+ e o
xey == peg < zeg <l ey = AL (.21}
Demostremos qve Lolos Joa nimeres =, y, =, ¢ lienen signes iguales.

Bn eleclo, ol punlo ¢ se encuentra denlro del teteaedro, por ezo ol
plano & que pasa por los punlos @, A y B corla la arista [CD] en un

a -* -
punto Interior M (fig. 3.20). Los oxtrenios do los veclores e, ¥ ey
so encuentean per distinloa lados del plann 8 si ponemos que bikdos

los vnc.lnrca:,. l"g.:;,:‘; ae kenzan parliendo del punio Q. Designandn
e
in recta (OC) por 1, ohtenomns quo el vector I[‘?ua.',‘ = a sodifliere

da cero y o8 contrariamente divigido n) vector e:. Por olro lada,
tle Ia igualdad 3.21}, al tomar on considreacidn baralacion ll';{"a-, -
= ﬂ?;; = t‘.l‘_v al proyeclar aobre ! paralelamente a #, lenemng

e 1 ta == 0. {i1.22)
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lLoa afimerns z ¥ t na son iguales o coyn: siz = 0 (1 = 0), de (3.22)
se daduce que 1 =0 (s = 0); por cansiguienle [vénse (3.21)],
=) i by -

wey |- oyeg = Oy 2 F g* > 0, 0 sea, foa veelores o) ¥ rg 500 Golis
neales lo que os imposible. Los veclores ey ¥ a son conlearinmente
dirigides. 'or consignicnte, z y ¢ Uenen signos ignales [vaase (3.22)].
Analogamento se demuesien quo x y ¢ (y ¥ t) Henen signos iguales,
De eshe mado, lodos loa seis ndmoros xy, 2, =t yz, yl, 3t son posi=
tivos.

8i suponemas que lodes lus dngulas ey < arecos (—1/3), es

- -

decir, cosngg > —13, i=1, 2, ... eilonees 2xy (e, my) =
= Zrycos o, > —(M3 sy, Andlogamenie, “2?‘2-21‘.", ay) =
=2t 08 g S —(U3) w2, 20k (ryy rg) > —(2I3) at, Byr (73, ex) >
= —(2/7) yz, 2yt (:';, ::) = —-‘2(3} wt, 2t E;:Il :11 > —(2/3) st
Por esa, de Jn [drmula (3.21) hatlames

0 = (rey b gea -1 20g - to)? = 2yt E 2

-1+ 2 (ry (_:l, ;:J |- xz (f'-|. I'-';} |-t (::l :l] 4 a2 E;I- "-::1) +
Uyt ey o) b3t (g, o)) > 22 gt A2 8 —
— (273 (ry 1wz b 2t -k oz F oyt 2 = (U3 (e — 0 -
B G S B C L B ) L B ) e el et b
Nesulta la eanteadiceiin, A

§ 3. Proyeceitn ortogonal en ol espacin. Eenacién
veelorial normal del plane

Sea I nna recla en nn espacio.  Lldmase proyeceiin
ortagonal Tlo,M de un punto M del espacgia sobre ln recla 1
al punto A* = 11 (M), donde & es nn plane perpendi-
cular a la recla 4, Bn otras palabras, M* = A si M €l
y M* es Ia hase de 1a perpendicular hajada desde el punto
M la reela I, si M ¢ L Sea @ wn veetor. Por delinicion,
so llama proyeccidn orlogonal del vector a sobre la recla 1
al veclor Jloa = Tl-?° {a}. Tiallemos Ja cxpresion expli-
citn para o, Iin la vecla | elijamos el punto My, par-

—_— -+
tiendo e &1, Lracemos el veclor MN = a (fig. 3.21, a, h).

Entonces, ]']n;-; = A?.;I*, donde N* — [Ta, V. Al desigunr

- - ——r

—_—
2= MN* y = N*N, oblenemos

=7y e
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Sea ¢ vector direclor de In reela 1. Entonees, & = e, Dary
hallar & woltiptiguemos de modo escalar los dos miem-

-
brog de T ignalidad (3.23) por ¢ y tomemos en considern-
cion que, segin la definieion de proyeccion orlogonal del

5" Aj i
/ _Aﬂ*}’ k- ‘(o\\'
- gr\“:‘\‘—_,;‘/—
LI.E..»"' M F) e M
l,.__,..-r' NE
a) s ps90° b8 PL180°

Fig, 3.21
puita Y [‘r;, :} = {1, Tencmos (:;, _.f:) — (;:, -n;]. os leeir,

W e @ B
Hop =2 =he = (4‘ \‘3 =

: (1.24)
(e, #)
[Hogarp = | 1215000 1 2] jeos o] = L2 L (3.25)
el 17| -

Sea # cierlo plano en un espacio. Se denomina pira-
yeeeidn ortogonal Mon(M) del punto M sobre el plans P al
punto M* = (A1), donde 1 es una recta perpendicnlar
al plano #. De este moda, 1% = M s ME P, AI¥ ¢s
In base de la perpendicular hajada desde ol punlo A

sobre ¢l plann & si AT & #.Si n =0 o5 un veclor por-
pendicular a A (o sea, vector direclor de la recta 1), en
virtud de la igunldad )

a=11'p (@) 4+ 117 (A
y la Térmuda (.24) oblenomos

.
S

Mo pa=a—-220p (3.26)

donde Tloga os Ja prayeceiin ortogonal del veetor o so-

- R ke e

bre el plane #, o sea, el vecloe o ga = 1to xd Ho,N,
— -
MN=a.
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Ejemplo 1. La longitud do In avista de In hase ABC
de un prisma triangular vegular ABCAB,C, es igual a a.
Los puulos 3, N, Py @Q son los puntos medios de las
aristas 1A R], [AC), [A,C,) y [CB3,], respeclivamente. La

Jongitnd de Ja proyeccién del veclor ﬂﬁ; sobre la rectn
(NQ) es igual a af4. IMallar la longitud de la altnra del
prismn.

s o — —p —_—
ASegin lncondicion| Doy qyM P 2= (M P, NQW |NQ|*=
=a¥16 [véase la [6cinula (3.25)]. Como los vecto-
- — - —_— - —_—
ves hdsicos tomemos a==BA, b=BC, ¢=0R,. Bnlon-
cos, |:1-j == |?Jl = q, {a, b) = a2, (n, ;") = (};, ?}={] (ol
prisina es regnlar). La longitud buscada kb = fe]. Yn que
MP =1/ +7e, NQ = (—1/2) 0 |-, soliono
—_— - - e - —F

(MP, NQ} = —(1/4) (a, b) + ¢* =h? —a¥8, | NQ |* =
== (1/4) a* -|- ¢* == h* 4- a*4. Por consiguiente, para I
variable z = h?, lencmos Ia ecuacién

—_— —

(MP, NQP=(z~—a%8)t=

= (a¥/16) (% - a¥/4) = (a*/16) |NQ?,

o hien 2® — (5/16) e®z = 0. Pucsio que x =0, se Liene
h* = (5/16) a*, os decir, k = a/5/4. A

Ejemplo 2 (ccuacién vectorial normal del plano), En
un espacio sean fijado un polo O, clegicdos wn nimore D

=4 i
y un veclor no nule N. Demosirar (uo el conjunto & do
lodos los puntes cuyos radio veclores satisfacen la ecun-
cion

-» —

(r N) =D. (3.27)
es un plano. Sefinlar su posicién en ol espacio.

-
OConsideremos el punlo A con ‘el radio veclor ry=

=DN/| N I* (lig. 3.22). Pesto que (g, N) =D (N, N}/| N =
=D, so liene que A € . Mediante | designemos

il
una veein con el vector direstor N trazado por ol punto
A. Sea M wun punto arbitrario de # con ol radio vettor
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-:u- Lav iguaddal E;'M- i\)) == [), equivalenle o la igll:l];!:n'l

(rag == 14, N) =0, se cample s, y sblo si, vy — 1y =
-

= AN _§_ /7. De este modo, el punto A perteneee al con-
junto & si, y solo si, se enenenlra en nna reela que pasa
por ¢l punlo /0 perpendicnlarmenle a
Ia rectn L. Bmpero, el conjimio & de
Lodng estag vectas Hlena el plano que
pasa par ob punte Ay es parpendicn-
lara f. B

Ast pnes, (3.27) es la ccuncidn e
un plano @ en el espacio. Bska ecna-
¢idn so denomina ecieacion normal (vec-

tovial) del plane P. Bl veelor N so
donomina vector normal del plano # y

Vi, 3.22 so dice que N es ortogonal (peepenli-
culag) al plano & (o bien el plano &
-
es ortogonal al veclow ). Subrayemos una vez s
wie al decie que el plano @ se da por 1a cenacidn (3.27),
so sobreentionde (aungue no se du indicacidn expresa)
gue on el espacio cstd [ijado un poalo pactiemlo ilel que
>

vegistran los radio veclores » de los puntos del plano &

que satisfncen o ignaldad (3.27).
Todo planoe @ puede describirse medianle la ecnncion
veetorial normal. Para eslo es necesario fijar un polo (2,

i punbo M, {::ﬂ) del plano @ y el veclor divector N #0
ile una recla I, perpendicular o &, Puesto que nu punto
AT (-;} so encupnbia en el plane @ si, y solo si (e viclnl
o ta perpendicular 1 al plano ®) Jos veclores Rf—;,_.-'lkf =
-7 H-:'.,. ¥y N son ortogonales; M € & si, y sdlo si,

(=T N)=10. (:4.28)

Bs ovidente que (3.28) tenspasa a (3.27) si alesignnmos
D = (ry, N).

La ecuacion (r, n) = 1, donde | n | = 1, sealenoming

ccnacion nermada (vectorial) del pluno,
Ejemplo 3. Uallar la distancia d o nn punta 2 con el
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=4 .
tadio vector ¥ a un plane % dado por la ceuacidn
(r, N} =D.

ASea @ la base de In perpendicular I’ bajada desde el
punto 77 al plano @ (tig. 3.22), san A un, pylo con el
radio vector :/. = D'}{’r‘[.ﬁ 1. Entonces ¥ os ol vector
director de I' y por la formula (3.25) tenemos

. ey -+ ‘_- -
d=|To;, AB|= 4B Ml _ lrp=rp M)
IN] IVl
in delinitiva,

I(rs, N)—D|
1N

d == A (3.20)
Ejemplo 4. [Tallar Ia proyeccion ortogonal de ni punto
B (ry) sobre un plana & {ry N}y =0,
A Como se ha observado en el ejemplo 3 los puntos

DN - 2
= Io 4R A{—=—) estin ligados por 1a relncién
Q=TouB y A( ) gados p 6

E&?=”O,§:1= {-"A—“_:'ﬂ'- N) N D—[:n. N) A
V2 ¥

Por consiguiente,
- -l —_— - —rn M} e
re=rp-I-BQ=r, 'P'I‘:.—‘S-“*MLN- A
12
Ejemplo 5. [allar 1a distancia § desde nun pante M
-»>
enn el radio veclor 5 hasta una recta ! cuyi ecnacion pa-
ramdélrica, es r = r, - at.
A Sea M*=Tlo,M; Mg es wn punto do Ia recla J g
- ——
su radio vector es r,. Intonces (fig. 3.23), M M* =
— —— L ek e + -
U0 MM — (MM, ) al(, 8), M*M - MM — B A1 =

- ik ki - —— . e
=bh—(a, b)al(a, a), dondo b=MM=r, —r,.
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De esto modo,

—— -~ i
b= m-fwr1={b—(__'{-__’?_a'=

(a, 7
e -l/ A
ad (a2
1 e,
= — a’h?—(a, 0 ==
lal 4 ’

' T = py g T
= —— ]/ 10 [Fas—ral®—(ir Far—Ty)% A
lal
Bjempla 6, Iiscribir Ia cenacién veclorial pacamdélrica
de la recta I* que cs proyeccién
(ortogonal) de nna recta b 1 o=
=79 - at sobre un  plano #:
{r. V) =D,
ASean A un punte arbilra-
="

¥ rio de da vesla 1, ra = ry |-
-+ at su radio veclor, @ proyuc-
Vig. 3.2 cion ortogonal del punto M solre
. el plano #. Por a formula oliles
wida en ol ejamoplo 4, se tiene
o 5 =
g =Ty '|"_L"""__""']_~(2"’ ) N= (-"n S i __—D__-(:D‘ &N] +-
iv® IV
(A f) e
12
Cuando ¢ recorve Lodos los valores veales, el punto A ro-

corre Loda ln recla &, y el punlo correspondionte @, Lnia
In recta I*, Por consiguiento,

P (;-0_|_ _i{__f:fi:ﬁ}_fv) 4-bt,
1|
dondo b =‘(x———£f-'__ﬂ I-V, LE R, ccuncidn paramébrica (e
N|®
la recta I*. A
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Jjemplo 7. Tlallar Ia proyeceién ortogonal do un punto
- - -

M (ry) sobre una recla I: ro= ra - at.
AConservando las designaciones del  ejemple 5
(fig. 3.23), tenemos

N
-+ - ——lp - -
Faps =1pgp - ﬂan'* = r°+.-.§..n..{!__.f.{‘_n_l =
la|®
. ~F = -
=1y (rae :ru- a) a. A
la]?
BEjemplo 8. Bscribir Ta ocuacién de Ta recla I* que pasa
-
por i punte M {ry) v corla orlogonalienle Ja recla
I r=ry -k al que no conlicne MM,
Al ceuncidn de I* oy 7 = rM -I- Bl donde & = MAL*,
M*™ = oM (lig. 3.23). Segin In férmuia dada en ol
vjemplo 7, se Lieno

~ - =*
e e = T oL {ra—rg )
FJ=PM.—'.'M=—},,»-}*J“—i——-—-—-—_'-—g-'-—-—-‘(z. A
fal?

Ejemplo 9. La longitnd de la arista do un prisma tri-
angular regular ABCA1,C, os igual
a . Las veuaciones de los planes

(A4 BB) ¥y (AA,C,C) son: (7, ny) =
=D, y (r, ny) =D, donde
In, |-= |y | =1, [:;I. ny) = —1/2,
Escribiv la ecuacién veclorial nor-
mal del plano  (B13,C,C).

AR veotor normal N del plane
(uu,c,cg s colineal a Jn Dbiscotriz Fig. 3.24
[AQI del dngula £ BAC (fig. 3.24).

Por ose  se puede  tomar N = "L - HT.‘ | N | =
= I/{I‘;|'|'.f;g, :':'-.-l !-.’.‘,_,).- l/ | ]-2{1}',, r;-.;) -1 o1 Doy
consiguiente, la ecuacién dol plano (BB, C,C) tiene la
forma (r, ;II - ;:,] =D. Queda por hallar D,
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La distancia d==|AQ[ == a )/ W2 dol punto A al planoe
(BB,C,C) se determina poe |n [ormnla (4.29):

d= LAt =DL 5 — D,
{1y - ng)
Dy aqui D=(r,, ;,}-l- (Fa» 7g) 2= @ )/ 32, Como punto
A se encuentra en ol plane (AA3,B), so tiene (r:‘. ")es
=Dy Andlognmente (r,, };,) = D;. De este modo, el
problema tiene dos solueiones: (“;-, ;;r| ;;,)—_- Dy--D, |-
A Vi y (ry ny-ny) = D |- Dy—u ]»’fl_.-’z, que en-
rresponden a dos posiciones posibles e los  prismas
ARCABC, y AB'C'ABC) (fig. 3.24). A
Ejemplo 10. Tseribir ln ecuacion de In roela e
cortn orlogonalmento dos reclas no paradelas I: r= Fo-l-
dat y L r=7 b
AL problema es eqnivalente al siguiente: hallae pun-
tos Mg € Ly 61, € L tales que ol veclor M A1, es orlogn-
mal Lanlo al veetor ;Imnm al veetor B La reela gue pasa
——
por el punlo A7, v tiene ol veclor difeclor My, vs hus-
eatie Queda por hallar ndmeres £, y 7, tales e los vee
lores ry b aty y rp - bty osod rlio veolores de los
puntos hoscados M, y M, rcespectivamenle, lallamos
eslos  niameros de las comdiciones do o orlogonalidad:

(MoBly, 1) == (Mobdys D) == 0 0 bion (| Be, Fo
— iy, @) =10, {.;.' bty ey ety ) = 0L Bseribamos
esle sislema do ecuaciones en o forma

1@ —, (0, ) =, £,(8 D)ethy=f,  (530)

donde ct.:{_;',--]:u. -r;], fi— (;-. -—-;:m (:}. Lar solneidn  del
sislemn (3.3() o=

R 1Y E T T B

ly == y BT o 3
32— (a, b)* @t —(a, b)?
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Do este mode, 1a couacion de la recta husenda of

.'"-—--F". &S ('r»“'"n- ")I"’—("l'—ﬁh f")(ﬂ- l")
a’b“——{a b)“
F (;:'!_' i (f‘l——ro, a) {a, .':}-—a(ri-—ro, ) i

‘h —(n b)"

_ (=t &) By, 0) (0, 1) ) e
atht— (a, h)?
§ 4. Base orlonormalizada. Sistema rectangular de

coordenadas, Lo recta en el plano. La reela y el
plane en el espacio

Tres vectores nnilavios perpendiculares dos a dos y
Lomados en un orden determinado so denominan  Dase
artonormalizadae (o reclangular) en el espacio. Suelc deno-

- .
tar los veclor oS do la base rectangulne mmlumLo :. _:, fe.
Todo veotor @ so representa en In Tormn P -y -
-|- zk do wn solo modo. Los niimeroes x, ¥, 2 se Haman coor-

. e i L =3 =4
denadas del vector a en la base {i, j, k). Si a = zi <} yj |-

- - -
|- 2k, se esoribe @ = x; y; 2). Por cjemplo, { = {1; 0; 0),

Jo= (0 150), % = (0; 0; 1), § = (0 0; 0), ote. Las coor-
denadas do los veclores en Ia base ortonormalizada poseen
l.l propicdad  de Iincalid.ld pura cunlesquicra veclores

G = (rgs ¥ &) Yy ¥ s {27 Y 23) ¥ ndmeros e y f, se
liene
Gzﬁ'i P’(_""" (o, -|- Bay; oty Piras @z |- fiz,).

Do o ouicidad de a descomposicidn de un vee Lor wgun
wnp hise se despremde que fa iguakdad veclorial @ = bos
cipnivalenle al sistema de bres igualilades esealares @y =
=g, 1 =Yg 54 = I3 X

_.]'” producto escalar do los veclores a = (i i &)

y U = {2g; ¥q: 2,) es igual a Ia suma de productos de las
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coordenadas  correspondienles:
. (02 B) = 2%y | g | 7472 (131
La longilud del vegtor a o5 igual o |o|:: ]/.1: 1wz
[ Bn cfeto, ya que (i, 7)o (E, By == {7, Ty=1, il =
|,r; %) ——‘I ‘scgnn ].1 Térmula (i 14) tenemos {a b)—
w={myd -|- Ihj' - zlk, ;rze i s I h‘) e zgiz |- Hols ]3~|
1 2g2,0 - (721 ) (DA izl 2z () | (-
I-122) (7, !r) =¥y - ity - 242, Do (LAY se duduee
qne (‘;I-, —r;.) =z} -y} |- 2}, o sea, r:f ]/ (z'. n}=.
=V Ty A
I todo este piarralo consideremns que las coordona -
dus de Jos veetores estiin dadas en I base ortonormalizinli

sin indiearlo especinlmente,
Ejemplo 1. Hallar las coordenadas y In Tongitud alel
veetor 3a + 20 si a = (0; —2; —-3), b == (3; 2; 3).
Alin v i:lml do o propicitiul de linenlidad do convde-
nadag 8a - b = (30 - 2:3; - (-2) | 2-2; B (-9 |
o2 = (6; -2 —3). Lor eso, 3« | 28] =
=V (=2F |- (—3F =T.A

l'a]cmpin 2. ”:l”.ll con qué valores de s son ovlogona-

les los veclores u (m —2; 1) ¥ Bz = (g ey =),
Alenenos a |_ b <> 0 = [r.l h} == aiem | (= 2) o -
A1 (=3 =m? —2m — > (m=-1 v m =) A
Lijemplo 3. Hallar Ias coordenadas del vector unilarvio
¢ rue es contraviamenle divigido al veetor e: = (2 - -2 1)
A Jal= VBT (2P 1= ; ¢-= —alla] =
=(—2/3; 2I3; —1/3). A
Ejcmplo 4. 1lallar el dngolo entre Tos veclores e
=152 2) ¥ b= (=1 0; —1).
(a, "’) A1) f-2.00-2(—1)

A cos (a, h U LI e — __
(-' ) |"||f*| |/’1z;3.=;uz Ve A AR (—1)*

=9
= = ." = 357,
ave lf.: ' {" ) 1350 A
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Si {a, j', f;} es hase ortonormalizada, el sistema de
~r -

coordenadns {0, &, j, &} sc denomina rectangular. Si
Az oy 2) Yy B (23 ¥2i 2,) son punlos dados por sus
coovdenndas en un sistema reclnngular, entonces

AB =(Ty — T4} Ya—Yii Za— 21 \AB| = |AB| =

=V (@ — %1 (o — 1) -+ (2, — 2%

!ijomph: 5. Lnoel tridngule con Jus vérlices en los
puntos A {3; 2; —i-‘-). (4 3y —=3), C (31 1, —4) hallar
vl valor del .mg\llo A y ta Tongitud de In mediana IAN]

A Pueslo que A es el dngulo entre los veclores AB
=A—3 3-8 =3—(- d)) = (1 {: O) y AC
= {fl; —1; —1), cos A == (/TH /iC)i“ AR | |JIC =
- DY 2- Vz):: -——-i/& es decir, A==120" Il veclor
AN = (1/2) (AB 4 AC) = (1/2; 0; —1/2), [AN | =
= VAR F (1722 = 1V2. A
Dos veclores unilarios muluamente perpendicnlares
paralelos al plane & y Lomados en un orden determinado
so denominan base orlonormalizada (rectangular) en el
plano #. Sucle (Iennl.'u los vectores de ta hase ortonor-

madizada medianto 7, } Todo veelor @ p.1r.1|0|u al p!nno .‘f’
seorepresenta de un solo modo en I Torma a = z |- _,q
Log wmimeros & Y se dummnum mmdermdrm dc! veclor @
en la base {f. _il'} y se eseribe a == (ir; ¥). 8i 0 = (x,; 1,),
Fr (wy; y), entonces para cualesqniora nimeros e y
a1 Pb = (az, + Paes oy, A Bya), (@, ) == +

-+ e, jaf= Vai + yi. Lo igualdad @ =0 os equi-
valenlo al sistema de igualdades =z, = x,, y, = y,. Si

0Py [;: ]—} es ta base ortonor m.liif.ltln en el plo #F,

el sistema do coordenadas {0, i ;} en el plane £ se
Dama reclungular. Si A (a0 5,) \' 13 (xy; 1) son puntos
dol plane @ dados por sus coordenadas on un sistema

rr-.?L_.:mgn!m' de coordonndas, AR = (Ts — 25 Yo — )
JAB = |AB | = V[-"'-'! — )" - (s — )%
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Ejewplo G, Son dados ¢l punto o1 (- -1 2) y ol veeror

a == (3, ~-4). Fiallar Tas coovdenadas de los puilos 1ty ©
Liles que AN = ;:‘, ZE’ A F[ ¥ IA-_E' | = I;: |

A Sea I (2 y). Enlonces, At o= {v-|-1; -~ ¥
cunndo @ = A, se Uene 3 = @ Ao, —A ==y -2, s
decir, 2 = 2, y = —2. Asi pues, el punlo /7 Liene las coor-
denailns {2 —2), Sen C (}‘; ‘;;} Enlonees, /TZ' (T |

-l 1 _;,:-~2). IMiesto que (11(:', ;i'] -4 (.:-'-[- 1) - 4 x
e E’U — 2) == 1), cnhlonves o - {M.’})};—- /3. Luego
[AC | = Jal, es deeir, (x 1 1)F 1 (5 - 2)* = 3% .|
A (—4)%, 0 Dien ((473) Y — S/ - (7 — 2)F = 25, Nesol-

~ ~
viendo esta eonncion respocla ooy, hallamos g, 1

¥, - 0. Por consiguiente, existen dos punlos ¢ que
sulisfacen la condieion del problema: ¢ (=0h; 1) ¥
Ca (3 5). A
Ejemplo 7 (couaciin normal de La reets en el plano).
Mawostear gue, en cuadgoier sistentn de coordenadas, i
cenacion
A 4By - C =0, A* | B*>=0 :3.132)

deseribe wina cecta enoimn plano, Aclarar el sentido geomdé-
trico de loscoclicienlos A y I si el sislema o covrdenadas
es reclangular,

0 Si My (x5 yo) ¥y My (e 1,) son dos puntos dileren-
Les dados por sus coordenadas en an sistema de coordennlas
{qyoue no es obligatoriamenle rectangular), entonces on
eskbe sistemn de coordenandas, o ceuncion de o reeta | —
= (M,My) liene la Torma [véase fa fdrmnla (2.54) el

cap. 2| :’—_':T'—- = ;"!L', o bhien Adx--Hy4 € -0,

Ty 1= ;
domde A =ypy —y, B = —(a;, —uy), A* - BP0,
C = —Aw, — By,. Ll veclor

@ v (=5 A) = (g = 2y Ya — g ()

es el veelor dirvctor de Ia recta ! adada por b cenacion
(3.32).

Toda cenncion {(132) es cenacidn de una recta en el
plano. Bsta vectn pasa por los puntos (0; —CIB) y
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(—CiA; O)SI A q&ﬂ 1 5£0.8i A =0, In conacién By -
- C =10, I 510, es vonacion de In rocta ffue pasa por
Tos punlm 0y —C/BY y (1; —C/B). Lista reela es paralola
al oje de abscisas. La ecuacién Az 4 C =0, A =40,
cs ecnacion de la recla paralela al eje de ocdenadas (la
recla pasn por los puntos (—-E- U) (C H 1))
wli pasa | L 0S Al g T s
Si M, (x,; y,) cs nn punto de larocla Leon Ia cenacion
(3.32), t'lilmlﬂc‘i Az - By, -]- € =0, 0508, C = —Aa;—
— By, y so puede eseribir 1 couacion (3. i&} en In I'mlnn
A —x) - By —py)=0. (3.94)
Si ¢l sistema de coordenadas es lCCl mgnl.lr, el veclor
= (A 1) salislace la 1ul.|cmn (N a} = A (—-—U} -+
| 1A =0, es decir, N_L “ (lig. 3.25). Bl veolor N se
denoming vectar uur‘mnf de la reeta 1 dadda por la conncion
(-3.32). Do este modo, parn o recta U dada por In ecuncion
(:3.732) en el sistema reclangular de coordenadas, Tas coor-
denadas del veetor normal N son los coclicienles de Ias
varinhles # e g en In ecuacién (3.32). La ccuacign (3.32)
puede Lambién escribirse en fa forma
(r, Ny =D (3.35)
donde r = {22 ) es el radio veelor de wn punto arbiteario
M ey y) de larecla I, N o= (4 B) es su veolor normal,
D = —C. La cenncién (3.35), equivalente n (3.32), se
deitnminag ecracitn veclorial normal de fa recta en el p.‘.’mm
si ¢l sistema de enovdenaidas ey rectangular, y In eciracion
correspondiente, (3.32) se denomina ecweacion normal (en
conrdenadas) de 1. B
Bjemplo 8. Hadlar el radio voetor = del punte comin
de las reclaw & (r, N] =D y Lir=ry4 0t LER,
(N, i)=0.
A (i, Ny=D y z=ry-1-bt pava m 1. Suslitu-
yotdo & on Ja primera de las ecuaciones, Tallamos

(fer M)A 4B, Ny=D, o sea,

D= B 3 s DGR,
(h, ) : {t, M)
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Lldmuse dngulo entre dus rectas intersecadas a la mag-
nitwl del dugulo menor enlee los Tormados por eskis reelas.
151 dingulo entre dos reslas perpendicalaros es igual a H)°
(los cuatro dngulos formados por eslas reclas son con-
gruenles). Si dos rectas son paralelas, el dngulo entre cllas

£ J,4'f
Ay ¥
[ z VK
i | =
Fig. 3.25 Vig. .26

se toppee g a 07 Lldmase dugulo entve dos reetas ervusadas
al dngielo enlve dos reclas interseeadas que S, respeelivie-
mente, parnielas o las reclos croazadas dados, 8i o« v b
son log veelores direclores e Tas reclas, of dnguly ¢ enlree
eslas reclas se delerming por I formuda

s = | (a, OVl | 1)) 1.

Ejemplo . 1allar ol dogalo ¢ entre las roclas —z -
2y 43 =0y Br—y —1 ~ (L

A Los veclores direclores de lag reclas son: o =

e (smd; =-1), &= (1; 8) Dvéase (L0 Dor consiguionie,

) [__l(v--zm-m-!- 15 P L
cos |p-., = = T sl ex decir,
p—=45h". A

Ejemple 10, [allar ¢ punto A% (o*; %), simélrico
al pinto A7, (15 3) respeclo o la recla &0 2 — 2y - 8 —= 0.
A Segiin da definicidn de punlo simélrico:

—_+ i i .
a) el veelnr MoM* == (2% —1; g% -2 1) ns perpendi-
eutlir Lo recla £, o sen, es ortogonal o sn veclor direstor

- (2 1), en olros lérmines,
— -
0= (MoM*, @) =2 (2% — 1)} (y* —3) ==
= 2g* | ¥ —5; {3.36)
172



b) ¢l punto medio del segmento (A7AF*], os decir,

el punto @ (’l_z" 342‘25") (fig. 3.26), osi& situado

2
en la recta Iy, por lo tanto, las coordenndas (1 z%)/2
y (34 y*)/2 satisfacen a la ecuacién de la recta:

z* * §
0=—ij'z——23—";"—+3=—2~s*—y*-l-.i. (3.37)

Del sistema de ecuaciones (3.36), (3.37) hallamos z* =
= O/5, y* =T/5. A

Ejemplo 11. BEscribir In ccuncién de la recta 1* quo
pasa por el punto M, (3; 7) ¥ es perpendicular a In recta
iz —y -3 =0. Hallar la distancia del punto A,
a la recla L.

A I8l veelor normal N = {(I; —1) de la recla I es ol
veelor direclor de la recla I*, Como I* pasa por el punto
M, (3; 7), su ccuacion es

x_—13=_4,«_:—*-_§_¢ z-l-y—10=0.

Las coordenadas (xq; yg) del punlo comin @ de kas rectas ¢
y I* {es decir, de la peependicular bajada desde el punlo A7,
a la recta 1) se deolerminan del sistema do ccnaciones
dg—Yq k3 =0, rq + yo—10 =0, es decir, zq =
= 12, yq = 13/2. La distancia del punto M, o I cs
igual a

d= {MQ| =V (T2 3F r(15/2—1)t=1/)Z. A

Igual que en ol espacio, la operacién de proyeccién
ortogonal sobre la recta so introduce en el plano: si M,
os un punte do un plano #, so donomina su proyecciin
ortogonal Iloy (M) sebre la recta l = & a la base @ do la
perpendicular I* bajada del punto M, alarectal (@ = M,
si Mg € I) (fig. 3.26). Si fijamos unn recla I, € &, per-
peitdicular a I, entonces, debido a quo gy || I*, tonemos
oy (M) = II'(M,y) = 11" (M,).  Por  delinicién,
Ilob = ILf* () para cualquier vector T del plano £,
Igual que para la proyeccién ortogonal sobro una recta
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tn un espacio se cumplen lns igualdadey

lagh 4 Togh =D, si &1 1,; (15.38)
Hoh =& 1 5 (1.30)

(@, a)
[T = 1% \(a, D)1 (:3.40)

Lo

si @ es ol veelor director de la recta 1.

La recla 1 € £purte el plane & on dos semiplanos. Si
lijnmos ana reclaly J_1 y el veclor normal N de la recla
L, enlonces los puntos M, ¢ 1y My ¢! seencuentran silu-

dog on |n| gomiplano si, ¥ solo si, los veelores o /M, y
lln, ?*M, s01 (‘mhngltlnq {lig. 3.27), os decir, los niimerns
1, — [a‘*Ml. N)}'[Nl y = [PMZ, N:lfl N [eom-

pm"-t' con (3.3 lienen i mismn sigio. I'.n relacidn
con vsto parn Lodo punle AT E P so intvoduee ¢l nimero

dgiMy it B (341

Hamado distancia orientada del punto M a la recta 1. Los
nineros d, AA7) vy (M4} Lienen ol mismao signo si, y solo
si, los punlos A1, y M, s¢ encuentran siluados on un semi
plano determinado por Ia recla & dp (M) > 0 si, y 8610 si,
el punle A se sitio en el mismo semiplano que ol [in

del veotor N si of origen do N esli colocado en la recta .

Ejemplo 12 (distancia de un punto a una rvecta en el
plano), Demostrar que en la formula (3.41) el nimorn
ty (M) no depende de Ia eleceion del pinto £ € 1 ni de Ia
longitud del veclor N. Comprobar que |d; (M,) [ cs Ia
dislancin habitnal del punto Ay o In rocla I Demnslear
quo si LoAde -y -C=0y N - (A; 1), entoneos
para el punlo M, (r,; ye) sc Lienn

Axy-}- Hyg-|-€ v
& (M) = —%T*I":T:;— (3.42)
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9 81 ' os otro pun'te de I, cntonces F_’F’ L }?', [iE
decir, (F'F, N)==0 y por eso,

WA, N) _ (PR, By (Tht, N) _ (FAT, W)
1™ 1) Coam
Si N =K, le>0, ontoncos |[N*} == & || y (FAT, N'Y| N*| =
= (FM, kN)(RIN|)=(FM, N)IN|. Ta distancia 6
del punto M, a [n_l;!‘,‘(‘.t-.‘l Los (lig. 3.27) 6 = | Ho,,ﬁi?a | ==
= |{FMy, MVIN | = |d (M) Ivéase la [armula

l

# Lz., p
M !
i A’ﬁ ¢ new
\IEI’ ‘:43 m{;:y}
%——- L

i
Fig. 3.27 Fig., 3.28

(3400, Bn fin, si I: Az + By +C =0, N=(A; B)
¥ N, (7y; ya), entouces al designar las coorvdenadas del
punto & por (rp; yg) ¥ al emplear ¢l hecho de que 7 € 1,

o sea, OC= — (Axg -I- Byr), oblenemos
S
Iy, N) (to—zp) A~ (g —up) B
(M)~ LMo M) T md £ L
ff( ﬂ} I—Eri lf/“"‘l‘ 7
_ Antbdc g
VAERp

Ejemplo 13. Hallar Ia longited & de Ia altura bajada
degide ol vértice A (4; 4) del tridngnlo ARC si 17 (—G; —1),
C{(—2; —4).
ki ¥ e L
A La ecwacién de la recta I = (BC): =

___ff.;"',‘l‘jfi"{"-‘-""’-'* Az-|-4y -|- 22 = 0. DPor oso,
. [ BAdAA |
= dy{A)] = ~EE 10. A
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Biemplo 14, Lscribir la couacton de la bisectriz ¢ dol
fmgulo Tormadoe pov las reclas & 2 |- Ty =0 y Lt o —
— 3 — 4 = 0, dentro del cunl se encuentra el punto
A (1 1), ~

A 8P M (xm y) €L y se oncuenlra dentro del dngulo
dado (fig. 3.28), entonces los nameres d; (M) = (= -
- TIVED v d(4) = (1 -+ 7- D)/ V50 >0 tlienen el
mismo signo, os deciv, ) (M) > 0. Bl mismo signo lo
Lionen Lamhién los niimeros dy, (M) — (2 y — Y2
Vo (A) = (1 —1 — V2 <0, os decir, dy, (M) < 0.
Bl punto M (z; y) satisiaco la propicdad determinanle
do la Dbiseclriz del dugolo: sus distancing {dy (M) | =
=d (M) y |dp (M) ]| = —d, (M) a las reclas [ y L
son iguales: {(x - Ty} (5 V2) = —(x —y — A)/VZ, es
deciv, Gz 4 2y — 20 = 0. Asi pues, todos los pusilos
de In bisectriz satisfacen la councidn 3z -|-y -= 10 == D
(que, por fanto, ec8 la ecuacion de la bisectriz.

Ejemplo 15. Dado el Lridngulo ARC: A (4; 43),
I (—6; —1), C (~—2; —4). Bscribic Ia ocuacion de |a
bisectriz del dngulo intevior C.

A Toncmos CA = (6; 8), CB = (—4; 3), 16 | =
=V -8 =10, |CB | = 5._}’0:‘ la fgrmula del ejom-

plo 11 del § 2 el vector direclor CL do Ia biseclriz os igual »

—_— —_—r —r — — =
|CAI CB |- |€BI CA _ 10CB--5CA _ 200-|-CA
— —_— L

IcAl--1em1

15 3

—(~3: 4.

z--2 _ y-|-4
=23 = ug < e

Por consiguionte, su ecuacion es
Jy--18=0. A

Ejemplo 16, Escribie la ecuacion del lado (12C) si se
conocon el vértico A (3; —4) del triingulo ABC y las eeun-
ciones de sus dos alturas (BA): 7o — 2y — 1 =0 ¥
(CN): 2z — Ty — G = 0.

A El veclor normal (7; —2) de la recta (WA]) os
paralelo a la recta (AC). Por eso sn ecuacion es x%' =

o= H_‘Z‘" o bien (AC): 2a -|- Ty -|- 22 = 0. Las coorde-
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nadas del punto € (7¢; ye) = [AC}ﬂ[CN} las hallemos
del sistemu de ecunciones 2xg - Tye -+ 22 = 0, 22 —
—Tye — 6 =0 e a¢ = —4, pyec = —2. Aniloga-
monte, (2; —7) esal vvclm diroctor o (AB) y In ccuncidn

de eska recla  es ?:2:3 y:? o bien (AR): Tz -

|- 2y — 13 =-0. Las coordenadas del punto I (xp, yn)
so delorminan del sistema de ccnaciones 7z, - 2y, —
— 13 =0,70p —2yp— 1t =0, esdecir, xzy =1, pp =
= 3, Por consiguionle, la ecuacion e (C) ox:

—1 —3
=y = —y+2=0. A
Ejemplo 17. Bseribir las ecenaciones y hallar Ia
fongilwd 8§ de la perpendicular bajada desde el punte
My(—3; 13; 7) n ln reeta Is St ==t o228
ASen Q(xq; Yai zg) Ja base do ln perpendicular hus-

cadla (véase fig. 3.20). Q€ y por eso q,! k =—qT—3~ s

&> 19 =329 —8, -39—_—2—"-—- 201—3 &> jjq = — 41 -+ 14,

1 vector MDQ =(%q- -+ 3, yo—13; 2¢—7) cs orlogonal
al wveelor director ﬂ={3; —4; 1) de la recta It 0=

- —
—(a, MQ)=3(zq-1- 3)— 4 (yo—13) - (2q — 7) = 3 (32—
—0)—4(—4zq + 1)+ (2g— 7) = 2025 — 26. De aqui zq=
A, 1p= —0, go=10,

B M) = V(=53 (10— 132 - (1 = 7)2== 7

Lias ccuariones de la recta (M,Q) son

+d  y—13 —a z-4-3 __ y—13 z—1
e i ey T - T e e i i e

Ejemplo 18, Iallar ol punlo M* (2%, y*, z*), si-
mélrico al punto M, (1; 2; 3) respeclo a Ja yecta [
r—B =11 _ z—4

J o e T e

iy .

£ Los veclores MM¥ = (a*—1; y*r—2; z2*—1) y

a—={1; 3; — 1) son ortogonales (compfirase can el ejemplo
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10, lig. 3.20):
et [y —2) = (z* =) 0. B punte wmedio @ x
o (At Byt Bdest
x (= 2R, 2

2 2
ehcueinten o la recta [

] del wegmento (AT, A1%] so

a2 —8 _ GApi2 -4 (L at2—8 _ (3-]-2t)2—4
i - 3 } 1 = = '

Resolviendo el sistema de tres ceuaciones obtenidas,
hallamos: =% =1}, y¥ = 2, 2% — 1l. A

ljemplo 190, Bseribir Ias ecnacioues de I perpendi-
codar eoman para dos reclas [; _:f_;i o A Y ¥

e
;O SN . S
g i i
- -

ASean = (I, 2, =3) vy b — (—2; 1; 1) los vee-
Lores directares o las reclas dadas, M, (a3 y 2) €1 y
My {xg; 42t 2,) € 1o Jos puntos do inlerseccidn de pstas
recias con la perpendicular hnseali, Seis ocunciones para
||:1l|:1_l' T Huo fia T, Yge 2y S0 oblienen de kas siguiontes
condiciones:

. Tg—=2 h—2 T -—2 2|1
Migl, o sea, ‘1 - 12 ; 1.1 e 2l o
<= g = 2w, —2, 2, — — 2y -|-5;
. Ty Y —2 Za-—4 Ha—2a -
M e L, o sea, —= = ’1 , ’1 R s

= =2 Ay 5y e |2

[E;,_)i:'g, 3}:—.(}. 050, T,—ay | 2(yy—1y)—
—3 (8 —12)) =0 <= Vg, |-y, —17==0;

——
(MM, BYy=0, 0 soen, —2(x—2) | (py—uyy) )
(23— 2)) =0 &>z, |- 2y, —3=0.

4 L ' 1 2
Par consigniente, M (1, 0; 2) y M, (2; 1; 3). Las ecnn-
z -1 =01 P,

ciones (e ls perpendicular son ST T T Ay

De agqui Genemos zo--y,—1, y, 0, 22— 2, 2,--)
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"'I“{ ‘:%m::-;-—g_ La distancia | A, entro las

rectns  cruzadas 1y L es dgmal a [ MM, | =
=YEAEL(A—0PFFE—2PF=V3 A

Ejemplo 20.  Demostrar que la recla I, que pasa
por el punto M, (1; 2; 3) y corla Ias veclas I: le =
forima dn-

<~

y—1 _ z—1 L oz—32 _ y—8 _ 2|3
o i G R T et
gulos ignnles con eskas reclas,

A Si My (e oy oz) = LN L My {7 s ) =
=101, enlonces exislen ndmeros £y T talesquer, =1 4- 24,
Yo , [ % o= i -I- 2:, Ty == 2 -|- 2T, Yy — 3‘—“!]1",
7, —= —3 -|- 61, Los puntos Mg, M, Ay se sildan en una

e
recta, es decir, lox veclores MM, = (g, — 1, y, — 25
——
2 =) = (2t =152 == 2)y MMy = {2y = iy —
— 21z, —J) = (2t - 1; =Yt - 6; it — 6) son colinea-
les. Segiin la condicidn e eolinealidnd

2t —t—1
0= vl —0v46 = — {6 132 20 1,
2t 2t—2
~loesa Gie—n =8t — 14t -4t -2,
—t—1 2{—2
e —9e-6 GT_G|=12H—-Gt—2/ﬁ—J_—13.

lixeluyenda £t ile dos primeras ecnaciones, ohlenemos © ==
= (2) { — 1/2. Si excluimos (T de dos fGllimas ccuncio-
nes, obtenemos © = (¢ -- 1)/2. Por consigniente, 3¢ —
— 4t =101, es decir, t =1, T=(1- 1)/2=1. De
este modo, M, 3; 0; 3), M, 14y —1; 3). Las cenaciones

~

de 1 =on

£g—1  y—=2 =1 P o TR y—2 _ 2—3

A--3 T —f--0 T -3 T =1

Los veclores divectores de las reclas ;'M, L, 1. son:
= {1; —1; 0),a = (2; —1; 2), b = (2; —% 6). El dngn-
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lo qp eulre Ivs rectas 1y T se halla por fa formula

COY (== ("" c.) == Redillfes ”‘(:_ ”_-I Lol -
lal fe) VEFRC-ITF2 Y (1P
== 1‘15! =40

I dngulo ¢ enlre las reelas 2y 1 ose delormina de Ia
relacion

Cos = G;' ;) e 24 (=M =-1) |10 -
i1 171 VW TmE R V3
0 sea, Pp= A5, A

Sva Tijado un o sistema rectangubar de  coorlenadas

Sy
{Q, i, j, Kk} enoun espacio y sea & un plano dadu por L
ccuacion veelorinl normal

G My = =D (3.4

domle # — {(#; y: 2) es el radio veelor de wn punto arbi-
teario M (a0 y, 2) €8, N = (A B, ), A* - I |
4 € = | N P> 0 os el vector normal del plano 4, Al
abrir ol peimer miembro de L Tormmla (3.43) por la [or-
mula (3.31), oblenemaos la ecracion normal en coordenadus
del plano $:

Ar - By - Cz 4+ D =0, A% | I* |- C* > 0. (3.44)

21 plano F dado por In ecuacion novmal en o sislema
reclangular de coordenadas es perpendicular al veclor

N = (A 17; €) cuyas coordenadas son cocficientes de lus
incognilas 2, y, z en Ia cenacién (3.44) de esle plano.

Cunndo A =20, # corta el ejo de abscisas en el pinte
M (—DIA; 0; 0). Coando 12 5£0, @ corta ol eje de
ordenadas en ol prialo A, (0; —D/8; 0}, Guando € -0,
F corta ¢l cje de z-coordenadag en o} panto A1, (05 O;
~-DIC).

Si M, (a3 0, 0), M, (0; by 0), M, {0 05 ¢) son tres
puntos de intarseccion del plano & con los ejes de coorde-
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nadns, Ia ccuacién del plane @ cs:

i:_ |- %I‘Z‘ ==1. {(3.45)
La ctuncion (3.45) se Nama ecnacidn del plano en segmenlos.
el

Si en In councién (3.44) A =0, cs deciv (i, N) =0,
entonces ol plane @ es paralelo al eje e abscisas. Corla
¢l plane Oyz por la recln cuyas ecuacionoes son z = 0,
By -} Cz - D = 0. Cnando B = 0 (C = 0), ¢l plano &
es paralefo al ¢je de ordenadas (eje de z-coordenadas).

Como en ¢l caso de la recta on el plano, para ¢l plano
#, dado por la ecuacién (3.44) en ol sistema rectangubnr
de coordenadas en el espacio, se inlroduce distancia orien-
tada dap(My) de nn punto My (a7 ¥oi z,) del espacio al
plang 3 por In [ormula

v AnytBypd-Coo D 5.7
G = =rErmre (3:46)
Para cualesquicen dos puntes M, & F y M, ¢ F los
signos de los miimeros dp(M,) v dp(M,) son iguales si,

y solo si, M, y M, oslin siluados a un lado del pluno #
{tn un semiplano determinado por esle plane); dp(M) >0

si, v sblo si, ol punle M se encuentra en cl mismo semi-
espacio que el Tin del vector N = (A; B; €) cuando su
arigen se coloca en el plano @, La distancia d del punlo
My (xgs Was 2g) al plano &, dado por la ecuncién (3.44)
en un sistema rectangulae de coordenadas, se delerming
por la Tormula
| Axg - Byg-}- Cag-F L]
= —— AT
. VY Ay B g C )
Ejemplo 2. Demostrar la formula (3.47).
0 Al escribir 1 ceuacion (3.44) en la forma (3.A3),
dowde N == (A; B3 €), y emplear Ja nolacidn rg =
(roh #oi 2o) ¥ by FOrmulas (3.27) v (3.20), oblencmos

@ [{Far NYA- DN -
- Ayt Byy+Crg-l- DIP VAR B4 CL R
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Ejemplo 22, Bseribiv la ecuacidn en cooedenadans nor-
mal del plano que pasa por Jos puntos A7, (13 0; = 1),
My (—1; 1; 0), M, (0; 2; 1).

A Sea (3.44) L ecuncion buscada. Las coordenadas e
los pumlos My, Mg, Ma la salistacon, Por eso A — ¢ 1
A =0, A D =0, 28 -0 -1 == 0. Su-
mantdo ostas dgnaldades téeming a térming, oblunemos
30 H4- B30 =0, s decir, o= -1, BEalonces A =),
C =D y b cenacion buscada 3.44) tiene o forma
DO — Ay |- 1oz - 1) = 0. Ya quo 20% = 42 |
- B - C* > 0, se liewe I 54 0. Dividiendo en 1), oble-
nemos  definilivimenle —y -2 -1 = 0. A

Si el punto My (@i ya; 2,) 50 enenenie en of plang #
dade por I ecconcion (3.44), entonces D = —Ar, —
— Yy — Czy y la conaciom (3.44) puode escribirse en o
Torma

Alz—a) - By —yo) - C(z—2zy) = 0. (:3.48)

Ejemplo 23. Tlallar 1a ecuacion en coordenadas normal
del plane que pasa por of punto M, (—1; 2; 1) perpendi-
cularmente al veclor NV = (2; 0; —2),

" A Laeenacién huscada tiene [a forma [ol. con {3.48)]
2 — (1) -+ 0 (y —2) -
(=2 (z—1) =0z —z-2=0 A

Ejemplo 24. Bl tridingnio con los vértices en los punlos
AAD; 0, 0), B{0; 1; 1), C (1; 1; 0) sirve de hase dn_}u
priviimide leiangular DARC con of vértice D (2; 2; - ).
Hallae Lo lorgitud 2o de lnadluea de Ta pivdoide.

A Pseribimos la ecuncion del pline que pasa por
lees puatos dados A, 8, C. Por L drwnla (2.064) Lenemos

=0 yp—0 z—10 Ty z
0f0—0 1—0 1—0f _lo 1 1]=
=0 1—0 0—=0 T 4 8
11 01 0 1
] s b ol “#le 1
Lie Fongitud de L altara es L distancia dol punte 72 a0 esle
plano. Por [a formula (3.47)
T o

SV TR

= I— —a|-y—z

1. A
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Sea que los planos #, y P, estin dailos por las ccua-
ciones normaltes en coordenadas

#i A ByA-Cpa4 D=0, A34-B14-C1 >0, .
Pyt Mgz Boy -+ Co4- Dy =0, A3-1-B3+-C3>0.
Los planos #, y £, son paralelos si, y s6lo si, sus vectores

normales Kf, =(A; B C) Yy N; = (Ay; By Cy) son
colineales, es decir, cuando exisle nn ndmero A 50
tal qun

(3.49)

Ay = Ay, Iy = A3y, C, = 7..(:2. (33.50)

Los planos @, y @, son perpendiculares si, y s6lo si, sus
veclores uormales son  orlogonales: :

Ady + B\l A 0,6y = 0. (3.51)

Los planos no pavalelos &,y P, Torman, interseein-
dose, dos pares de dngnlos diedros jguales. Llimase

3
A A,

3

=

-
e

8) 8% P 90°, =P B) 90" < <1605 wnI80°-F
Fig, 3.20

dngulo aentre fos planos £,y &, a lamagnitud del menor
enlre estos dngidos diedros. £l dngulo entre los planos
-

paradelos se toma por definicion Tgual a 0% Sean Ny y N,
vorlores normales e los planos &, y #,. Sea g =
= (N, No)i enlonees == p cuando 07 < p<< 90 ¥
o 1807 T g enande S0 < g < 807 (Tig. .29, 0.
150 ambos ensos

¥y, Nl

c0s @ = |cos | == —x——x (3.52)
¥, 1A
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Ejemple 25, Hallar la distaneia entre planos parale
los & y &, dados por las cenaciones (:3.44),

A L distancin onlee Py P, os Ia distancia do un
punto arbiteario Mg (207 yas 2,) € @4 ol plang &, es
deciv, el nimere  d = | A7y -l B b €2 -l D,
f'I/Af -l B} -l C}. Los planos 2, y &, son paralelos,
Por consiguicnle, exisle un nimero A Lal que son vilidos
tas ignaldades (3.50). Por eso, A,y - By, )- Cizg |
Dy = A Ay A Bayy -F Cazp) | Dy = Dy —- AD,, En
cdefinitiva, d — { D, — AD, |/'l//1'; -I-_ﬁf - €5 donde L
satisfnce (3.50). Si, por cjemplo,

1Ay —Aubal %

Ay50, entonces o =
REE Aol V AF-T1FCF

Ejemplo 26. Ttallar el valor de aguel dugula entre
enilro dngulos diedros, Tormados por los planos 2 Se |
Ay Azt =0y Py 2x—2y | z-1-1 =0, en ol
cual se encrenten el punto A7, (1; 1; 1},

A Fijemos los vectores normales &, = (8; 4; 1) y

ﬁ,_*—- (27 —2; 1) de los planes. Si nomerawos los angulos
diedros como lo aparece heclio en lIa lig. 3.5, culonces

GO
dp (M= BLLEIEIEL o g

VOG- 1
204211

rfl.;pz (M) = VAT a1 e

el punto A7, so sitia dentro def £ 1 cuye valor en
virtud dol Learema sobre los dngulos con tos lados ros-
N

pecliviunenle perpendiculares es ignal a 18[1"—-(@;,, Nx)m
(N1, Ny)
TANEA

Ejemplo 27, Ilallar el dngulo « enkre los planos
ot Az 2y=-22.4-5=0 y Pyr —a |-y | 22~ 0,
A Tenemos N, = (4; 2 —2), N, (=15 1; 2y,

Ij\}d-_.—ﬂ'lfﬁl l;'-\}’ = I/jﬁ, (KFI' j_\’:) — i Por | Tormula
(3.52), cosn::.-:' o [= L amtite. A

+=180° —arc cos = 180°— are r.us-_.%— .

21616
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Ejemplo 28. [lallar el dngulo entre ol plano de la carn
A,02,C,1, y el plano que pasa por los vérlices Ay, 17 y
¢l punte medic M de la avista [AD] de wn cubo
"ABCDA B,C,D,.

A Considerando la longitud de la arista del cnbo
gomo la nnidad de lengilud, examinemos el sistoma de

coordenadas {4, H‘:’), A%, A-Z,}. TEn osto sislema reclan-
gutar de  coordonadas A, (0; 05 1), B (0; 1; 0),
1
A

a«A

Fig. 3.30 Fig, 3.31

A1/2;0;0) (fig. 3.31). Por InTormula (3.45), la couacion del
plana (A,227) "31_;;2 -}= 1} - %- =1, 0802z} y4z=
= 1. Su vector normal es N, = (2: 1; 1). Bl plane
{A1,C,D,) vs paralelo al plano de coordenndas Oxy, su

cenacion es z = 1, el veclor normal es N, = {0; 0; 1.
Tor In Formnda {3.52),

COS 0L == _M S , o5 dueir, a-_.-m'cc.r}s-—l—-.-.
A2 Vé

Se lama dngulo entre una recta 1y un plano & ol
angtlo p entre I y su proyeccién artogonal I* sobre ol
plano &, Si « os ¢l veclor diveclor de I, N es ¢l vectlor
normal de #, ¢ = {a, N}, enlonces los dngalos p y o
estan vineufados (fig. 1.32, @, b) mediante Ias relaciones
o 907 — ¢ eunndo 0° < p L 8O, yap == p - 107 cunn-
do 80" < g < 1807, Dor eso, ol dngolo ap se determing por
Ia Tdrmula

sen = leos p] = I—‘_ﬂl— : (3.57)
la| [¥]
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Ejempla 29, :Con qné valor m el dngulo P oentre in
a--1 __ y-|-2 z

recta

y ool plawo mety1-2-] 4= 0

= TR

es dgoal w457

¢
7 A
F /’l d 7 ’5"
< |
W
a)0°¢ P 90; ¢=90°- ¢ bag <e<iga: w=y-90°

Fig. 3.52

A Segitn la ormula (3.53), 1/V2 = sen fo- j{a, N)|/
H[a| IN]), dondo a=(2; —1; 1), fa]-- VB, N =-(m; 15 1),
II‘;[:: V| 2, (r?, N] =:2m. 'or consiguiente, 1/ 2.

J2ml > me= - YT A

TRV

Ejemplo 30%. Bn naa pivimide regulae SABCD (S es o} virties)
el valor del dngulo diedr do lu base os igual o 3°. Los puulos
M, N, P, O sen los pinles
medios de los lados [AB], [BCY,
{€D], [PA], respeclivamente.
El punlo X esta siluade on
la avista  [AB], Fe[{S¢]. Se
conngo quo lns  Angulos lormn-
loa pac ba recta (EF) con ol
plann (SMPY, por la recta (EF)
von el pl:um (SBAY y por la
recln (BF) con el plann (SN
son iguades. ITallar el valor o
de eslos fngnlos.

A Sen () el cenlrodel vun-
drado ARCH. Gomn Ly unidal dn
Fig. 3.3 lomgilugd tomemos In milwd de

In longitud del segmento {AR] y

- —
i}l:.l'l_!iillcl'lllllliﬁ ol sistema rectangular di coonlenadas {02, GAF, 0N,
O8I OX 1) (M. 3.30). Booeste sistoma de coordenubug A0 (15 0; 0),
Pl=L0ym, ¥y 10, Q@ =, A =150, 0 ‘I; 1; 4,
C (=13 1; 0y, D (—1; —L; 0y, Sy Ry, B om0,
F o=k & {1~Ayh), donde be=| O8 V) OAL |, A=| FS VI SC|EI0, 1]
(fy A, m cslan desconocidas), Los vennciones de log planos son:
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= (ARCD): z==0; Py=(SMP); y=0; Py (SNQ): ==

a—0 y—0 z—"h
10 {—0 —£h
{—0 —{—0 D=}
=—2hz—2(z—N) <> hz-}-z—h=.

Py=(SBA): D=

Los veclores normales do vslos plunos son: ﬁl = (0; O; 1), ﬁ'z =
= (0; 4; 0), Ny = (l; 0; 0), }ir‘_f (3 03 1), Los veetoroes dircctorpy
to eslus reclas son: (EF):T: =FF = (—A =1k —m;(Il—20N),
(DE): U = DF = (—A -+ 4; L 13 (1 — A) k). Segiin Ja condividn
del problema y las formulas (3.52) — (3.53),
VSjzmcos 0=} (W, N1/ (0 Fy L N D=1 VAT <=
<> h=1/ V3
|G M) | _ 1 (@ N1 _ 1 (0 Vo))
lal1Nal lal 1Nt 1811 N,

| A—m |
< VET OO e
_ | 200 | o
VRV A DG - A=A
_ _ 1i—M]
A O LR CE T
| A—m | =2,
<> { A - {--2 .
VO R0V DA (=8

Pur consignienlo, ora A — m = A, ¢5 ducir, m = 0, ova m = 2,
won Gl gue en ambos casos Ase dolorminn do la ocuacion A? (%?.‘3) A
— (3 AR = (1 — Ap (}'H3 A= (413) A--4/3) = ((1—Ap—
— M) ((1/3) AR |- (4F3) A - 613) = AT (1 — 20} <> (1 — 2A) X
¥ (A28 (A—1)%) =20 <= % = 1/2. Do eslo modo, ¢l pro-
blewa Liene dos seluciones: m = 0, = 12, h= /Y3y m=1,
A== 172, = 4/}/3. Eu ambos £a508, s00 g =
= VIR (= @ D = V81, es dueir,
© e ATCHCN 'If:ﬁ.'-ﬂ. A

Giemplo 31, BEscribir las cenaciones paramélricas de
In recln dada como ta linea de inlerseceidn de dos planos
b Joy—Uz —2=0 ¢ y—32-42=0.
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A Pouiewdo 2 == 48, donde £ es pardmelen, de la se

guudn cenncion hallamos g~ 120 - - 2 v despuds, de I
primera eenacion, o= (1/4) (g - Gz - 2) — 1 | .

R e S . 6 DR R <
Asi, B e R T { oson las ceuacinnes bos-

canlas, A
Siemplo 32,0 Nallar ol dngulo ¢ entre las reclas

[ drfy—z-1=0, l F—py-1 =0,
-
Al i 25220 ’ Qo) g5z | 1 0.

A Bseribamos  las  ecuaciones paramélricas doe ia
recta £ tomando z == £ en calidad de pavimetro. Besol-
viendo el sistemn 32 -y =L — 1, Jr —y = —£ Jalle
mos g=—1/0, p=1t — 1/2. De esle modo, o= —1/6 |-
S L LEY RN TR ) A S Y A
z =0 |- 1-¢'s0on Jas veun-
cinnes paramélricas busea-
tas de o vecta 1y el

veelor a = (0; 1; 1) (sus
conrdenadas son cocficien-
les e & en Ias conaciones
paramélricas) vs el veolor
Fip. 3.4 director de 1a recta L 18n
o i ta vecln L escojnmos g
=t ennealidad de pardme-
tro. Enlonces ze= —1 - §%, z = (1/5) (L2 4-2y - 1) =
= — 0/ - Ao I3 vector & = (53 0; 4) es el veelor direc-
tor de L. De este modo, cos @ - | (.';. M/ lalld]) =
WVZYTRY =3V VT, g = arceos ((V2)
x V3/1). A

Ejemplo 33. Componer las ccuaciones de In proyee-

z—1 oy ]

= =5 sobre

eidn ortogonnl I* de la recla I:

el plano #: x| y—2z--4-.0.

A Bl punto M (2 y; 2) esld situado on la verla [®
si, y solo si, (fig. 3.34): a) Mg, es deciv, 2| yp—
—2z--4-=0; b) para un 4 ool punle M (x| 4oyl b
z—24) se cneuentra siboado e [a reela 1 es deeir,
£ [':—'1 W (2 L o ""2"3{ . Hesnlla ser ol sistema e

-1
eeunciones T+l y—2z- 4=, &-|-y— — 2, 3y |-5-} 2=:0).
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ixpresando a, i, z modiante £, ohtencmos; . 3— 5 t,
= —24-(1/2)t, z= 2—1 son lus ccuaciones parnmé-
=2 _ y2

Lricas buseadas de 1%, Dor consiguiente, -

son las coiaciones de I*. A

Ejemplo 34, Lallar Ta proyeccion Q del punto M, (x,;
Yo; 29) sobre el plano @ Aw | By -}- Cz |- D = 0,
—
A% |- B2 |- C* = (), y el veclor MyQ. Escribiv Ins coua-
ciones de Ia rectn (11,0). :
A Bl vector N = (A; I3; C) es perpendicular al
plano & y por cso las cenaciones e la perpendicular

e
I = (M,Q) hajada desde el punto M, al plano @ ticnen
In forma

T =gk Al Y=y b Bl oz =12 ClL LER. (3.54)

151 punte Q (qi ¥qi 2g) se sitiin en esta perpendiculne
y por esa exisle un nimero tq tal que zq = 2, -+ Atg,
Yq = Uy + Blg, 2q = zp -+ Ciq. Para hallar tq emplee-
mos el hecho de gque @ € &, es decir, Azq -+ Hyq -
I- Czq +- D = 0. De esta igualdad, al suslituir xg, Yq
zq, hallamos fq = —(Az, - Byg + Czy - DY (A* A
- 3% - C?%. Dor consignienle,
(B2 A4-C%) 1y — AByo— ACzp— A |

AT IO '
— ABxyA- (A2 |- C?) yo— BC2y— D)
Ya== AL -Gt :

_ = ACxe— BCyyA- (A2} B?) 2, — CD

Ag = A By '

Zq

T Axg-l- By, |- C: Iy
MQ= —-220k ;;},,‘_g;“ N.

Ba virtud de (3.54), las conaciones de (M,Q) son

T __ W—Wa _ =3
7 e
Ejemplo 35, Tlallar el punto M*  simélrico  al
My (t; 27 3) respeclo al plano #: 2r — 3y |- 5z — (68 ==
= U

A El punto M*(z*; y*; 2%) se encuenira en la per-
pendicular ¢ bajada del punlo A, sobre el plano &.
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Las ccuncienes de  son 't;' = "_f' = z:ﬂ . or con-
siguiente, «*=-4-2¢, y* 234, B35t paenoun ¢,
i ; 1ot | 2- 3 fozb
Tl punlo edio O( .’2 | Iz” : IA ] del sep-
menta {A M) se siliaa ou el plane &, es decir,
—.gp b=t g 2yt e Bt
N-:2 3 3 7 = 3
De aqui £—3, a* -7, y* = —7, 2¥ 18, A

Ejemplo 36, o wn enbo ABCH.80,C.D, of punto 17
es el punte madio de Ja arista [AD]. Qué angulo con ¢l
plano de Ia cara ABCL Torma la linea de inLmseceinn
e los planas (AB,D) vy (A, MC 0

A Tomando Ia Tongitnd de fa arista del culio on eali-
dad de In unidad de Jongitnd, rmmdm enos el «ul(m:u
reclangylar e coordenalas {4, A H,. A, U,, A, xl} Lin
esle sislemna de coordenadas A, ((i 0; (}} 1, (I 0; 0,
Co (15 4 0), Dy (0 45 0), A (05 0; 1), A7 ;i 5 ).

Las eccnaciones de los planoes son:

(ABIDi) 1 '5'—'|-—‘“1i

—0H8 — 1 =07

z—0 py—=0 z—10
(AMC): 0=[0—0 5 ~0 1—0f= —zfy—atz
1—=0 1—=0 0-0
(ABCD): z—1, N —=(0; 0; 1).
Las venaciones paramétricas do Ta Binen £ e inlerseecion
de los planos (ABD) v (A,MC)) las hallemos tomanlh
t == (1/4) 2 en calidml do parimetro. Eutonces, x -
=l — A =y, & =y — 2L, Dor consiguiente, 1 — 4L ——
—y=y—2t o3 decit, y=12—=1t y x = /2 —
— M (z = 4t). De este mmilo, a = (—3; —1; 4) vs el vee-
tordlirector de-la vecta L. 181 ﬁngnln Imqr.nlu P Iu Imll'lmcw
por la formula (3.53): sen P = {r:, Y1/ ” 11 N -
T AVEG, p = areson 2 1/13;"1 I3
Ejemplo 37, Caleular la Inngli,ml [ I B T T
alluen do nna pivdmide trinngnlar SABC que Liene reclos
todos los dngulos del vértice S5 y lus longitmles do las
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aristus Interales [SA), [SB], [8C] iguales a a, b, ¢, res-
peclivamente,
A Congideremos el sistema rectangnlar de eoordonn-

das {8§, S.z-fn.. .ST;;HJ. 52’;’(:}. En esle sistema de coocde-
natas A (a; 0; 0), B (0: b; 0), € (0; 0; ¢). Soghn Ia for-

mula (3.45), la ecuacién del plane (ABC) es-wz- ~!--;% +

-|-E—-1 = 0. La longitud 2 de la altura o= Ia distancin

del panta S (0; 0; 0} al plano (ARC). Segin 1a Jérmula
(3AT), h= |0l -|-0/b-)-0le — 1 |+ Vla®-F 1P e
Por  consiguiente, 1/02 = 1/a® -} 1/b%}- 1/c®. A

Ejemple 38, Los calelos [AB] y [AC] de wn tridngule
reelangniar AZC so oncuenlran situados en las carns &
y ©, respectivamenle, del ingulo diedro agudo de valor o.
La vecla (ARB) forma el dngnlo & con In arista del dngule
dicdra. ITaltar el ingnlo i entre esta arista y In recta (AC).

A Consideremos cl sistema reclangular de cooridena-
das con el origen O en el punto A. Dirigimos ol cje Oy
a lo largo de Ja arista del dngulo diedro (lig. 3.35), ol eje
Oz lo colocamos on 1a carn @ del angulo diedro. 11 oje (Jz
lo dirigimos de tal modo que los puntos de! sémipiano @
lengan z-coordenndas posilivas. Enlonces, Ia ecuacion
del plano quo conliene Q es —z tg g + z = 0.

Si B (zp: yno 2g), cutonces de la condicién B € Q

el
Lenemos z; = xp lg . Bl angulo entre tos vectores 2/}

y § os igual n o coso = Iyn.-’]/.t’h |- ¥k -l- 2 | De
anni yh (1 — cos® @) = (af -+ z}) cos® ¢ =
= a} cos® afcos? ¢, s decir, |yn | = |z, | clg alcos ¢.

5] punto € con las coordonadns (ze: ye; 0) salislace
la condicién [CTZ?, OE} = 0, es decir, xpze -k yayeo =0
y por lo tanto,

[€e|/lyet = lynl/[¥a] = clg @/cos p. Tor eso

—
ec, i tyel e
cag s | o = =11V (@l + 1=
ey 11 j Vit
1 clgo
== ——— L ap == no§en
V¥ {elg wjcos E-i-1 el cosg ! !
.l
pmaretg 2. o

i



Ejemplo 30 Fu nna pivimide telangular vegular SA B¢
I Longitnd de Ta avista de Ta base ARC es igual o,
y el dngulo e enbee Tnoapotema v Lo earn lateral os igual
a 46% Nallar In longitud fde L allaen do Ja picdmide.

z

Fig. 235

A Iulroduzenmos ¢l sistema rectangular de enorde-
uadas lomade ol conlro do In carn ABC por su ovigen ()
y codivijamos sus ejes Ox, Oy, Oz con los veclores
— - —

AC, 0ft, 0OS, respectivamente (fig. 3.36). Enlonces
SO;0;h), A(—al2; —a/(2VD; 0), B alV'3; 0y,
C (2 —al(2 V3 0). La ccuacion el plane (118C) vs

z—0 y—aly'3 z—0
0-1 0—0 0—aly 3 h—0 |~

al2—0 —al@YH—alYT 0=0

< 13

—a (AP a g (v— lﬁﬁ)—'.—?ﬂ;';?z).
I calidad de su veclor nopnal se puede Lomar el vee-
tor Ne (L V32; 125 al@ VD), |V =V a2, B
veclor .S"-Jr'-ﬁT de la apolema de 1a carn ASC es igual o
(1/2) {:'5:;1 -1‘3'_2'} =05 —al(2 Y B); =h). Bs el voctor dli-
reckor @ do In reeta (SK), f_r;l = V’WE- Segrion a
formuola (LO3),

o, Mt ab YA
TR a2

T T A ke
)z ol 1]
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Resulta 1n cenacién A% —h (o VG/M) - «*/12 = 0 quo
lieue dos soluciones: iy, = e/ y hy — a V612, A

Ejemplo 40%. La bnse de una pirimide Lriangular SABC es ol
teidngulo regular ABC. La cara SARB es perpendicular al plano do

T A5
la hase, ASH == ASC = 45° llallar los dngulos del ASAC.

A Sea 0 ol punto medio do [4 77}, M, Ia bnso o la perpendicnlar
bajada desde ol punto S al plano (ABC) [ € (AH) puesta que los
planos (IA SB) y 5,1 BC) son perpondicnluces): Tomando por la
unidad de longitud ln del segmento [05] consideramos el _s_lEtemn

75 o - MS
reclunguiae do coordenadas (fig, 3.37) {0, -«I—;-ﬁ—, o, IMSI} i
in este  sistema do coordonadas A (0; —17 ), 2 (0 §; 0),
C{V 30,00, § (05 mi k), donde m y & snn incdguitas que enlran
jei =

e las  relaciones OM — mm?. | M5 | =Nk FEnlouces,
- —_ —r
SA = (0; —1 — m; —h), S8 = (0; | —m; =h), SC ==
=z “;3; —m; —h). Pov Ia condicidn,

— —F
1 1ok (54, SH)
—Fg ooy AN = o e
I | SAI 1SH]
m?—1-1-0*

V1R hE V(= 1) - h?

/N (SA, 50
>‘—nosASC=‘="‘{:é"'—._)._ =

| SA1YSC
m2-|- m- h?
Vim0 ke AR

Tntrolduciendo In incégnila w0 = m? -]- k2, llegnmos nl sislewma e
crunciones

2fw— 1 =(w42mn4-1)(w—2m-F 1), w>1,

2004 m)? = (w-2m+ 1) w43, w-btm>0
Simplificondo las couaciones, oblenermns w? — Gw -+ 1 - dm? =
=0, w?— 4w -{- 2mw 4 Zm? ~ Gm — 3 = 0. Nestando (érmino
a lérmine y veduciendo ifrminos somsjantes, lencmos m* —
—m(w— 3 -k 2 —w =0 m = (1/2)y (v — 3 =
102 = 6w 0 —8 - Aw) = (w — 3 4= (w0 — 1))/2, rs decir,
s pogibles dos cnsos: a) m=—4 y D) m = w — 2. Si m = —1,
enloeea w? = Gw <[+ 5 =0, w="50 {m==1 no convieno ya guo
w > 1). Asipues, enclenson)m —= —1,w — H, b - Vin = m?
=2, Bn el casn h) fw? — 22w - 17 = 0, ra deciv, w = 17/5,

mo= 5, b="1w = m?=6/5, Hallamos log fngnlos del tri-
dngnlo SAC.

1
12
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Jos. 5 . — il
a)y AN w1y Ry - 0 05wy, AC = (7 1),

o s
(AS, AC) =0, 0 sea, SAC = 907, Como ASC = 457, se LHeno
i
ScA = 45°
ek 6 - .
) AS=(; 12/5 6/5)==% (% % 1), AC- (T 1 0,
(A8, A0) 5@ 13
3 1. 3-1-2-1-)-1-

son DA, 4C) (/3O ) 3--2-5-11-0)

=

| 781 iAer 5 VYOS V (Ve e

1 2N i
::T,'r?u o sea, SAC =arccos %3 =ure lg 2.

I
Por lante, SCA = 480° — 45° — urelg 2 — wrelg 3. A
Eiemplo 41*, Lo basa do un paralelopipedn oblicin es el reclin-
dly ABCD; JAA L, (B8, 1ec ], 10D son arislas Laterales (e
cglo parololepipado. La longitud del Jado {AB] es igual & la do la

M
&

{

= e

4

=
NN
A}
.
*
L= .
yal
4
!z

Fig, 3.7 Fig. 3.38

altuen del pasdelepipedo. La esfora con centro en ol punlo () pass
par ol vietice # y es tangentn a Ins aristas (A1) ¥ (D)) en Toy
punlos A, ¥ By, vespeclivamento. Jallar In razom entee el volwmen

i /N
tlnlipm'nll-.ln[:ipcdn y ol volumaon do In esfera si 4,08 = D0OB =
= 120",

A I‘lnsipinnmns wa=|ABL, b =1AD|. Escojnmos o} sislema
rectangalar e cnnglnnmlaa l.nmnndg ol punta A en calidnd de poln
y haciendo © = AR/ AR |, ] = ADI| AD | (fig. 3.38), Dirijanos
el veelar & de Lol manera qne los panlos Ay, Hy, € 12, so coenen-

-
Leen ol s le del plane (ABED) yue ol extromo del vectar &
si su nrigen 30 sitin en el pouto A, Puesta que la longilnd de la
altura del pavalalopipedo es ignal a g, todos los punlos Ay, Iy, €,
D, perlenceen al plann 2 = a. Sean (m; n; a) lns coordenadas del
punto Ay, (0 by 0), las coordenadas el punto 2. Bolonces
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Dy (ms n -0} a), B (a7 0; 0). Sean (x; yi z) las coordennilns del
punto @, I, un radio desconocite do In esfern. Bscribamos los
ilalos el probloma:
10B |*= (x — a)* -} 42 -+ 22 = R, (3.55)
104,12 ={z—m)?+ (y = 0 4 (z — o) = 7%, (3-56)
10D, 1P = (z— m)? - (y — n— b)? |- (z — a)>= i (3.57)

Lu esfern es langenlo a kns arislas (A, B,) ¥ (D1} on los punlos 4,
v Iy y por eso

— — —_— -
0=(0A;, AyB1) =(04;, AB)=(m—z)a; (3.58)
— —p —0
0=(0Dy, DD})= (05, Ady)=(m—z)m-{n-{-b—y)n|
+(a—1z) a. (3.50)
o [in,
. B —_— —F
-—--;-=ms 120°= (Eﬁl‘ 0{33* = (041'3051 =
FOAy ) [OR)
= ?:? ((m— =) (@—2)-1- (g —n) p-|-(z-—a) 2), (3.00)

—r  —r
0Dy, OB)
— —e

10D} | OB
A+ ly—n-b)y+{z—a)2). (a.61)

1 1
5= e {n—=) la—a) -

Do (3.58) Lenemos m = z. Nestando la ecuacion (3.61) do la ecun-
cién (3.60), hallomos y = 0. Restando la ccuacidn (3.57) de In

}3.50), obtenemos n = —b/2. Como resuliado, el sistemn so simpli-
ica: (z—aP|-2=R M54 (z—a)t=R"\ —bY4-]-
‘Lata—12) =0, 2 (z — a) = —(1/2) % Sumondo tres Gllimas

ccuaciones, hallnmes 2 {(z — a) = (1/2) %, es dcc_i_r. z=——a=
= 4-(1/2) M. Enlonces b4 = 34y A3 b=RV3 y vi=
= a {2 — 2} = F(1/2) aR. En csta igunldnﬂ ol signo monos ea
iraposible. Por consiguiente, a = »?/(2N) = 3R/2, De eale modo,

Vancoasn,cn, atb_ 21V/3
est = on - A
nlid

&3]

Ejemplo 42, La longitud de la arista do nn letraedro
regular ARCH es igual a a. I3 punto % e ol punto medio
de [C12], el punio F es ol punlo medio de la allura [737)
de la carn ABD. W1 segmenlo [MN], cuyos exiremos
pertenecen a lns reclas (AD) y (BC), corla Ia recta (£F)
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v oes perpendienlar o ella. TTallae Ta fengitnd (e esie
segmenlo.

A Introduzeamaos Ta base ortogonal ;-ITJ = n, )‘?E
':-5, g (7 os nl punto medio del sogmento [HCH
(lig. .30). Fnlonces (a, b) — (a0, ¢) — (b, ¢) =0, |4 |-
— |f;[ = illy |r | == a/V 2 Fmpleando Ta férmula |I(- Ia
finen medin del cnadrilitera espacial, obtencinos P -

= (1/2) (AC | ID) = alh +- B2, Los puntos M y N so
encupnlran NI las vaclog {«1D) 4 [h‘(’) por eso exislen

mummq.rl' ey Lados s que PN = by, LM — _m ¥, por Lanlo,
NN - — LA -|- r -J- PN = —r;r: -] b - e, e Ia
condicion de perpendienlaridad de las wcl.-w (FF) y (MN)
—- — 4
ablenemos 0 = (FF, MN) = —(1/4 }:m’ -I- (1/2) a0® -

© (@A) (2 —- ), es decir, ¥y o 2. Las reclas (FE) y
(MN} se mli'}wrnn I'or rmislguwniv n‘ns veclores IF}T =
- (W}a -+ (1/2) b, MN = —--Zm | oah 7 Ty w -
— M) - DCI2 = - (12 —y)a I (112) (—al2 -+ P

-‘1!2} = (I/A — 24) a -|- (1/4) b - (1/2) ¢ son caplana-

res, Segian el eriterio del eardeler coplanar,
114 12 0
O0=| —22 x 1 |=
1/4 =2z 1/4 1/2

z M =22 o
”(”’")\m ”2)-41;2.)]“4_% ”2‘--(1—[,m)m..

De agqui z=1/6, MN = (176) (——2(! |- b | (Jr), |f|'fN[
= (1/6) V liat 4.1 - 366 = )/ /6.

Ejemplo 43, Deducir tordas las pr unn-rhdns el pro-
duclo escalar ompleando ol leorema de los coseNos y el
hecho de que on la hase ortonormalizada {z, ;, !r.} In
longitnd ]n:l del veclor @ = (#; y32) os dgual @
V a* 4= 12 -I- 2 (los dos hechos so deducen en Ia geomelria
clasicn sin usar el concepto de produclo esealar y sns
propiedndes).
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O Sean a= Ces wis Bs f;.-—-(.:c,; Uar Zq). [otonces,
;;-I—Ez:s(n":’ b3y b ys 8-k 2,). Segin el_ leorema de
los cosenaos, (E, D) = (1/2) (|a+3|"-—- [a]>— D)%) = (1/2) x

K@y 22 - (-t va)® - (344 20 — (] - 11 -+ 3) — (33 4
|- i3 - 23)) = &y, -l pyyg - 22, Do esla expresion so de-

tduce gno (a, z:}fh.{-(;, ). Ya que Aa= (A ’L!h'»_}z_l)s
ontonces (Ad, D) = (M) -t () ot (Az)) 23 =1 (@, D).

Fig. 8.30 Fig. 3.40

lin fin, si c= (x5 #ys 73), cnlonces ;r.-l-_r.:=-(.1:l-| 2y ik
Ty sta) oy (adbe, B)s=(wela)) w0 (gl ) y -
+ (2 - 2) 2y = i@ b rs b 22y - 3 A - 22y =

= (a, )+ (c, ). ™

Ejemplo 44. Demostrar que parn un veelor @ = (=3 y3 2) dwddn
por sus coordenadas on wnie base ortonormalizadn serd | o | ==
EY S~ = v g

O Considercinos un sislema  reclangnlar de  rcuordenndng

- - — -
{0, ff’}’, ki y el punlo A Wl que @4 = a, cs decic A () g3 z). Sean
A ¢l punto comim de b recta {que es paraleln al eje 9z y pasa por
el punio A) ¥ ol plann Ozy: N ¢l punto comin de la veela leazada
por ol punto M paralelmnento al eje Ox ¥ ol eje de ordonndas
{lig. 3.40); 2 ¢l punto do inlerseccion de Ia recla beazada por ol
punte Af paralelamente al eje Oy con el ojo do abscisas. Bntonces,
por In delinicidn de conrdennidas, Lenemos Af (3 0), N (0; 33 O),
—) - = . —
Py 0 0), MA =k, [ MA | =]z, ON - yj, 1ON]-—
—_ pre
SEPA L=y, 00 = 2, | OP | = | MN | = | 2 |. Los vecto-

- 7%
res iy j son ortogonales. Por eso, ova M = N ova ONM = 90°.
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in anihos easos, Losnanda en consideraciion ol teoroma de Pifdgaras
lenemos | OM | = VIONZ |ME = V=1 5 De osle
mado, cuamdo A = M, o sea, z == @, ln alirmacion ueda demaos-
tradn. Andlogoinenlo so domuestea In afirmacion del gjemplo si 4
so siliia en of plana e conrdenadas Oyz o on el plano Oxz. Considero-
mof el caso enando A no perlonece o ninguno do los planos do coor-
denidns, Entonces PONA es ol reclingulo, Sea @ ol punte de
inlerseceidn de sus diagonntes. Prolonguemos el segmento [A A7}

tras ol punla A7 y tracemos o} veetar ATA° == A M. En e} MA'NA,
i — —5 A
[NAI] es la medinna, Ya que los veclores A4’ y N AT son colineales

con oo i, resprelivamenlo, v & o I son, addomnds, oclogonales, enlon-
cod, INAL o3 la altuea dol AA'NA.

Uor consiguiente, AA'NA es isdscelos: | AN [ = | A'N |, D
nmanorn nndlogn se demuestea que | A | == | AP |, En los AVAN
y APA'N, Ins lados son iguales de dos on dos: | A | == | 24" |,
AN = AN, | PN =] 8BN]. Por consignienle, APAN

v AVPA'N son congruenles y, en pavlicular, ANQ = A NQ. Cuonsi-
deremios ahioen AANG y AA'NQ. Venemos [AN| = A°N |,

2N s .
| N = | NQ L, ANG = A'NQ. Por tanle, AANQ v AA'NO
sl congrienies y, en parbienfar, | AQ | =1 A'Q [. Do osle modn,
AAQA" es isdseeles y [QA] s Ta mediana leazula a la base. P

N
consigniente, o3 kuubién tn alturn, o8 decie, QM A = 90" Por psa,
podemos aplicar ol teorema de Piligoras al AQMA: | OA | -=
-

el VIOMPE-FITMAPE = V2 = F 22 La alirios-
cidn qneda demostrada.

El momenlo principal [uo I demaostracion del hocho de que si la
veeta (AAf) es porpendicular o las rectas (MN) y (AT]) que 8¢ on-
vuentran situa:las en el plane Ory y no son paralelas una a olra,
entonces (A A1} o3 perpendicnlar a la tereera recta (021) que esli
situmla en el plano Ozy, es deeir, ol eritorio de porpendiculayidag
tle Ia vecta y al plano se demuestea sin vlitizar las propiedades def
protlucto esealar,

Capitnle 4

PRODUCTOS VECTORIAL Y MIXTO
§ | Orieafucion cu ¢l plano y en el espacio

. . . L3 L4 i ]
Sean {r,, ¢a, e ey eay oo} alos bases o un espacio
1+ fay Caf ¥ (P Byy Oy !
yosea S8 Ja matriz del pago de Ia primera hase a la
segundi (de I segimda ol primera, viénse o §6, eap. 2),

-

Se dice que Ia base {e;, e, e;} liene fa misma orienta-
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= = =
cidn quo la haso {e,, ¢, e}, si det $>>0. Con esto

- = =k == == =k
so escribo {e}, €}, e;} ~ {e;, e,, &). De Ins propiodades
de la matriz del paso (véase § G, cap. 2) so deduce quo:
B i e S - = = - = .
1°) _{_cl'_le' :73} ""{_fl-l kil ia} y 2°) {ey, eg, €3} ~ {el, e &}
si {e;, e, ¢} Hjeslhe,,_'s,}. Pfr _os0_ 50 trata _(.le Enaes
equiorientadas {e,, ey, €3) ¥ {es €, e}, st {e &5 &} ~
- = - - = o T
~f{e;, ¢, €;}. Si dos bases {ers €. &} ¥ {e;_' ¢, €} no
son oquioricntadas, so dice quo son contrariamente orien-
- - = L
tadas y se escribe {ey, e, e} = {e}, ¢, e_';’. De las pro-
piedades de la matriz dol paso de una baso a otrn se
- - - - = -
desprendo también que: 3°) si {e, €, €5} ~{e;, &, ;)
—r = - - - - - - -
¥ {51'4‘!;""3;} --.-{g:. l?;, 8;}‘ entonces {e,, e, €3} ~
~ {e}, ¢;, ¢;}. Do esle modo, In relacién ~ es relacién
de equivalencin [véase lag propicdados 1°), 2°), 3°)] on
ol conjunto de lodas las bases en ol espacio. Puesto
= =k = - =k = e e -
06 {8y, G, G} ~ (650 65 b ¥ 5i s 0 €0} = (B i ),
v (e}, €, €} = {e}, e;, ¢;}, entoncos el conjunto do las
hases en ol espacio se parle en dos conjunlos no inlerseca-
dos (clases de equivalencia) por la relacion ~ de tal modo
quo toda base pertenece a una, y sélo una, clase. Dos
hases perlenecientos a una clase son equiorientadas,
cunlesiuicra dos hases perteneciontes a las clases distintas
son contrariamente orvientadas. Una do las clases so do-
nomina closs de las bases derechas (las bases que la inte-
gran sc llnman bases derechas, 1as quo no le pertenecen,
bases fzquierdas). 1Tabitualmento la close de bases derechas

— -t -k
se escoge do Lal manera que tode base derecha {e,, £, e3)
salisfega la siguienie exigencia: si los veciores Dbdsicos se

- g =
marcan partiendo de un punte y se loma ¢} = r_j f ey,
cg |

— -+
entonces, en ¢l plano de los vectores ey y e, la ratacién mds
-
breve del veetor e, alrededor de este punto hasta que los vecto-

- -
res e, y ¢} coincidan se realize en sentido conlrario al movi-
miento de las agujas del reloj si mirames desde el extremo

del vector ey (figs. 4.4, 4.2).
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Fjemplo 1. Seq {(.:‘ };, ;."} una bage. Doemostrar que:
1) {a, b, ~c)m{a, B, % 2) {a, b, 6} ~ {6 @, ) ~
~{b, g, a) = (b, @, ¢} y (b, 2y &) ~ (¢, b, a) ~ {a, ¢, B).

Fig. 4.1 IFig. 4.2

Fay l} Lo matriz § del paso do 1a hase {rr b, .c} a la
hase {n b, —-('} es igual a

10 () | 0
S [0 A 04, dot § .= :.1“ _1| [ ]
V06— o

{a, b, —c) = {u, b c}.
d) Lag malrices S,, S.., 8309, 85 iled patso e !n bitse
{a b o} u lus hases {c, a, b}, (i c, ,;} {b, a, c}, {c, b, (!}
{rz r }:] son iguales a;

010 01
Gl 001 ), du Sy _-].|Il ol 1,
100
{a, B, &~ u, by

001 . 10
S, 100, del 8y - |"” .[|”l'

0110
{;;! ?;s _é} g {‘{;| -":l ";};
01 0y r
Ss:..-: 10 ﬂ), el Sa-:___-|_l” 1|_ —1,
001

{r_;., 3, -E} = {3, ;;, E};



001
- 01
S‘-_‘ 040 ,llDL S;ui 1 Olr—:i -'-"l|
100
8, & ~{e B, @)
{00 _
: 01
s,={001], a0 Sa=1'|1 Ulz-.-,%j_,
040

o, @ ~{a, c, bj. A

Se dice que en un plano dos bases {e|, e,} ¥ {e], €3}
tienen la orientacign cquivalenie y

(u,, c,}. si del S >0 o hien, quo ¢s lo mismo, dot §'>
>U donde § Y §" son matrices del paso de la Dlase
{al. e,} a la {c‘, c,} y do ln base {el, c,] ala {e,, L'._.}.
vespectivamente. Igual que en el caso dol espacio, la
relacion ~ es Ia relacién de equivalencia en el conjunio de
todas las bases de un plano. La relacion dada parle esle
conjunlo en dos clases: clase do Ins hases derechas y las

so escribe {e), e} ~

:‘zr,mfc:dm En la base derecha la rolacidn mds breve de e,

@ ty se realiza en sentido contrarie al movimientv de las
agujas del reloj, en la base izquierda, en sentide de movi-
mienlo de las agujas del reloj.

IEn tedo lo posterior acordémonos clmlgum la hase
der ctll.l trrlmnmm.\llr.n{.l en el espacio (plano) medianlo

7, % ().

i el pi.um (espacio) la elase e las hases otlowornia-
fizadns derechas determinada univocamente por cualguior
representatle suyo so denomiuna erientacién positiva en el
p;’mm [r'qmcio) Sioestd doada wna base derecha {7, 7
({ ) 5 J'r}) se dice e en {,I plmm {espacin) esld dada, con

ayuda do la hase ‘: ;} [{;, It ;"r_}). a orienlneidon posiliva,
Con esta, ol plmm (espacin) se denoming orientado. La
arientacion dada por kn base ortonormalizada izquierda se
Hama negativa.
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§ 2. Definicién y propiedades del producto vectorinl.
Condicion de colinealidad de veclores, Area del
tridingulo y del cuadrildtero

Fijemos uua base ovtonormalizada derecha {_?‘ ,r ?r}.

Sean a = (m, ayi @y} y b= (be by b)) veeloves avbi-

lrarios. Llimaso producto veetorial |a, m de los veclores

a i b {en el arden dado) nl veclor

P ¢ : k a, e 01 e @
T, hl= — SV 2 v | fig z L iy a, -
| l T, dy M, i |(}, ir-’t 7 bs f);l Ihx b”
by b, b,
uy a, ay a, My U,
= L . g i
- (lhv b, ’ : be by|' |hy by ) : (4.1)

De las propiedades de los determinantes se desprenden
las signienles propiedades del producto veclorial:

1% [9‘,: ;:‘] £ —-[:;, B (uticonmnlatividad), (4.2)
W H gk .
0 el=|p, by b= —lax b, afj=—la, b m
. a, a be by, b,

=Y b
2% Para cualesquiera veclores a' = (ay; wy; «), a’-=

= (agy gy ay), b= (by; by; b,) y para cualesquicra ri-
meros o y fi son validas las igualdades

[oa’ --l-ﬂ;;-”, b ==tx.[;fL:, '(;] —I-l‘]\[ﬂ..”, b, (4.7)
(b, aa’ - pa’] = a[b, a'] | BIb, '}

T Segin la propiedad do doberminanies

- -+

- g i b W i
[@a!-| fia”, b]=s|\ady--Pay  aay-|-fay  oay-|- P t=-
ll_‘_ [i" .
e - - =1 s
E J ioj ok
=olay ay ap|--Plen ey @l ealel, b]--BlaT, D),
b, b, b, be by b,
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B, 0’ 4-Ba’} = — o A-pa’, bl = — o), Bl +
B, Bl = — (—alby @1 —BID, @) =
=alb, @)-+BLb, ).

Aqui se usa vavias veces la {0 pmpmtl acd, W
Ejemplo 1. Demoslrar que [, i = 0.

A Conformoe a la propiedad 1, [a, a] = —la, al. Por
- - = = -
cso, 2la, al = 0, la, al =0. A

Aduzcamos las propiedades geomélrieas del produclo

veelorial de dos veclores.
. e -
1. I vector la, bl es orlogonal tanto al veclor a como
~¥F

wl vector b,

0 Porlas fonmundas (.31), (A1) y segin [a propiedad 3
de deferminanles, lencmos

GG R iR a, i a, Qe 1
v Yz x Yz = "o
a, [, M) == 0 |- 1 ==
( L] [ ' ]] .tl h” bz i b;\‘-‘ bz\ z bx b#‘
iy @y g
=la, a; a;1=-0.
be b, b,

Do aqui se deduce quo @, [, b)) = —(@®, (b, a]) =
= —0=0 N

1. La longitud del vector la, b] es numéricamente igual
al drea S del paralelogramo construido svbre los vectores

;; Y F;, es deeir,
e N LN
fia, b ll=|a]-[d]|-sen{a, b).
4%
7 Sen p==(a, I). Enlonces
S2—| a2 | b |*sen2p==|a 2] b |2—|a* |} ]*cos? =
= (ad -\ a? - @3} (B3 - Oy -1 18) — (e |- ayby - a )
B virtud de la identidad vinculada con lres determi-
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It es

iy, |\2 s iy 1,
Yo s 1-1 —
g (1 by b, D { ( z ) J (’ he b,

- {[a, DI [ m

a,

by b

[ De la delinicion de producto vestorial y del ori-
Lerio de eolincalidad do vectores se deduce que los vectores

e

a y b son colineales si, y sélo si, la, bl — 1.
IV. St los vectores a y b no son colineales, entonges

ta, by la, b)) es la base derecha.
O Es suficionte demostear gue el determinanto e la

bead b o b — - e
malriz del paso de la base {/, j, k) ala baso {a, &, |a, bl}
o8 Positivo, Sean

thy fhy i, tty ty
G [ S T RO S TS

lns courdenadas del veetor lee, & nlonces

ty by €y ty ay 4, o o

g by o | =y by Uy |ie|ey 0, e F |
g Yy Oy | =|Va Yy Uy (=], q, 1, CR T

u, I, r . C, C b b, oa L

g YETE e ty vp = ¥ Yz

a, a,
—, +- ¢
"'|r';=E hz! *

x (Oy 2 % 2 =2 PARE
b o | =etd e 1 B s,
Iz Uy

piesta que Jos veclores g b no son colineates. m

Para los veclores a y U dados, el vector IrTr, Bl se deter-
Mt wicocamente por las propiedades 1 -1V: si “ I,
en virtud e propicdad 11 fa, 51~ 0. Sig ||L?;, einlon-
ces, sobre In base do Ja propiodad 1, of vestor I_r.:. -!:| 08

perpendicular al plano @ en ol cunl los veclores a y b
forman hase (asi, con exaclitnd de hasta ol paralelisma se
determing univoeamente T veeta o Lo enal ey paralelo ol

veetor [a, i’;l) Segdn Lo propiedad TE la tomgitad adol vee

tor [a, b] s fgal numéricamente ol area del paralelo-
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b -+
fgramao (':I')II‘-‘.'I uido sobre los veclores @ y & y el senlido del
veolor {a, bl se dotor mm.l con .1\'mln de Ta propiedad 1V

do In condicidn e {n. e, bl} es s hase derecha. De
esle modo, se podria tomar lds propiedades 1—=1V como
la  definicién e pmllnan veetorinl. Esta  delinicion
In satislaria el veclor lrs, B1 definido por Ja férmula (4.1),
¥ s6lo él. A menudo s¢ hace asi: el producio vectorial se
define con ayuda de Jas propiedades [—1V, y la J6rmula
{(4.1) so deduce de esta definicién usindose después en
ns cidloulos. '

Ejemplo 2. I[Tallar l;:: 3] si en la base {:_': ;: I?} -
= (—1; 0; 1), b = (2; 1; 3).
A Poe Ia Tormula {(4.1),

- = em

v ”’1‘ qOA] =14
fa, b]=|—~1 O ik 13—-_; 23-|-
245
—10

-

9 1|=(—1: 5, —1). A

—- - -4
Ejemplo 3. Sea {i', j’, k') nna base ortonormalizada
derecha arbitraria. Demostrar que para cunlesquiera vee-

- -+
lores @ = (ax; ay; ai) y b = (bz by; Ui) dadas por las’
coordenmlns en esta base,
N
|;|, hj=lae a, azi
by by by
en olras palabras, la Jorma del miembro derecha de la for-

miula {(4.1) no depende de lagleceicn de la base ortonermalizada
devecha.

0 13 veclor [_a!', }‘| tieno Jongitud igual a 4 (Ia propie-
daet T1), ns anngnnnl lrmf.n i comon ?(ln propiednd 1),
con Lal que {z N [e .;]} usin hase tlmcch.:(ln propiedad
IV) Par eso el vector {s ;} no es mas que k. o8 (Iaclr,
[r. 3 ]=J’c . Andlogamente so ostablece que [j L ;—_-i',
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|j|:’. Eil - }:. Puesto ¢que - n‘;}. [||m1t|(‘ pe -a,,,' -
4- r:'t’f) y en viebud o la |1|<||uu|.1(l 2, lencmus
ta, D] = ag (i’ D-4-|a" b} -'aélf: bY-1- ey [, ) -1 a 1, B
Laego, poniondo .'; -—b”; b i t:cgnn In mo;nwlml 2
uhl.ﬂu(‘mn" {L l:]- [f h,t } 1 |:, i }—..-h_,c[.* : 0 ] by, %

X AT, T1 z;,[a,.*:]‘h,,u,; 1~0; |F, '] -=biet —bif".

Andlogamonto, [, b] = ~ bl |- i, |, b] == hij’ —bvi;
Por consiguienlo,

;
"

[@, Bl == aybyld —bif’) 4 ay (—b' -1 BiE)- |-
Nl (B’ = bgiy =T Caghs— i) —§ (aghh— aibl) |-
PP R
|- &' (sdry — aghs) = = |ay @, az|- W
by by by
Sean & un plano fijado en el espacio, {z \ ;} nna
base ortonormalizada (no tieno e sor nh]lgnl.m inmente

devecha) on ol plano &, ana if —| aj’y b__b i - ""v? .
veclores 1rhttmrms pamlulus al pl’um F. H'xgnmos

=T, j] Enlonces {i', 1 k'} es la base orlenormali-
zada derecha en el espacio (la propiedad V) y on esta
hase

;'.: }? ?;‘:
a= (ag; ayi 0), h==(hy; byi 0), lu, bl=|a, a, 0|=

he by 0

=(0; 0; ah,—bea,).
I’or esn, of drea S del pm'.aiclogmmu <;|Iundn en el p!nnn L. o
v rmls‘lurilln solwe los vecloves & Fri b -} ﬂyj ¥ b=
= b; - buf es igunl a

S = | ayhy, —a,b, |. (1.4)
A conlinupcion en estoe pirvralo, si no se indica lo con-
lrario, consideremos que las coordonadasg de los veolores
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P =3 - e
esbdn dadas en una hase orlonormalizada derecha G, j, k)

Bl :
(en ol planeo, {i, j}) ¥ las coordenadas de los punios, cn
ol sistema rectangular correspondiente dé¢ coordenadas

{0, E:}: E} {on el plane, {Q, S f-}}.

Ejemplo 4. Vonhcnr que los vector 08 @ = (4 0; —1),
Do (—1; 4; 0), ¢ = (2 0; -=3) no son coplanares. [la-
Ilm- ‘el veetor unitario rl que es ori.ogolnl a los veclores

e y b ¥ es Lal que {{1, b’ d} {::, b. c].
A Tonemos

a, @ @, By by ey 1 -1 2
by b, b,|=\g, b, c,J: 0 1 0=
i by G a, b, ¢, — 1 0 -3
0 0 01
-3|"(_1)' { —3|'|'2'l-~1 u"‘*
= —1<0.

e

Por conmguianl.o. los vectores a, &, ¢ no son coplanaves
¥ {a b, c} es la lmso lzquwr(ln | vector husnndn d
es ormgnnal tanto a @ como a bypm esod ] ia. b] Ya que

Id | = 1, son posibles s6lo dos casos: d;= la. blf”rs, bll
o bien dy = —d; = —la, bi/| la, bl | Segiin la

propiedad IV, la base fa, b, la, I-;l} ¥, por lo tanto, In
base ct;uimientndn a olla {; -E; &:] son dercolms. Puesto
(e [r:., v, —d )= {a, } _bntonces {n b, (12} es fa
hase izquiorda, os dcc:r. {a, d,} ~ {a, h c:‘ Por Lanto,
el veclor buscado d cs igual a d’s Tenemos

- s

& hd ’: B (T =
Iﬂ'., h] =2 1 ) = =1 1 0 — ( |
1140

o " ”
1 1}9[1; 15 1) e, b)) - V.

Por consiguiente d= (—UVE; =4VYT =1/ V3. A

|-k
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Fjemplo 5. [Tallar el dvea del paradelogramo eonsteuido
sobre los veclores a == (—1; 3) y b - (I; 2).

A Por b formala (4.4), 8 = | (—1)-2 —-3-1 ) =
=N, A

Ejemplo 6. Galeular el dren del Lrifingnlo euyos vértices
so encuenlran on los puntos A (—1; 0 - 1), 72 {0 2; - 3),
C (45 4; 1).

A Bliiren del AARC os ignal oty milad del drea (ol

—_ —r
paralelogeamn conslevido sobre los veclores AR y AC:

4 Th o
Sanc=5 | 1AB, AC|| =

~+ VT ) G ) oo

z
donde ay=1, a,~2, a,= —2 y h.—5, b, 4, b,=2 son
X o z ¥ Py W z

lns coordenndas do los vectores a <A7:§ y b _‘1_5,{:111-1-(._4_
pondioutemente.  De  este  modo, 8,0 = (1/2)
X VAR (2R [ {(—O0P=03 VT 2571 =9. A

Ejemplo 7. Estin dados los veelores r?_v b, Fxpre-
sar los vectores 1) [H-l—ff, 2—5] Y 2) [(;f-l-ﬁifi:‘., tr—
—a/2) mediante ol vector ¢—={a, ?,]_

A Conforme a la propicdad de linealidad del produoeto
veelorial, Ledomos

1) [a4-h, a—b]safe, a—i] |- |b, .a—bl-={a, &} —
— 4, BYA- (B, 2y (B, B =T —fa, B —[a, D] —0 - — Ze.
Aqui se Lienen en ewenka la propiedad (4.2) y ol resnl-
Lado del ejemplo 1.

2) Anidlogamente, [{r;-[-_f:},fZ, h—-af2) (112 [a, b—
—a/2] - (1/2) [b, E—a/2] = (1/2) [a, Bj—(1/4)[a, al |-
A-(12) b, b= ()b,  al=(1/2) ¢ — (1/4)( — ) =
=(34)c. A

Ljemplo 8. Tros vectores no nulos a‘, };, (' a0 vinen-
lan por Ins relaciencs ;m---ﬁ;, F|, b- -[}:, |, ¢ =|};., };i.
Iallnr las loogitudes do estos veclores y los dngulos
enire ellos.
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A Yn qua P4 Ih r], nntmices @l b ¥ o . c. Ade-
mas, 3---[ ¢, a] ¥y por eso b L c. Por tanto, los tres vec-

-
lores son ortogonales do dos en dos. Luego, |a)=
AN

S g % Ly s Gl o
=lbllclsen(d, )=Ibllcl, |bl=]|cllal, |cl=
[r:| Ih| Multiplicnndo estas rvelaciones, olilenemos
i @ | | i ile [ =1. Tomando on considerncion que i f}‘l X
> |r|—-] rr.|, Lenemos qne |n]=--1 es decir, |«[=‘l‘
Amilngnmr-nlr- ]bf [rl::i ezl que r‘-u—la !‘J]
{a, h c} o5 la base ortonormalizada derecha., A
Ejewmplo 9. Demostear que si lres veclores r;: i-;, e no
son colineales de dos en dos, las condiciones [:;, -!;] =
IIT!-. ol — I-;‘ l ¥ P |- i |- : ~1 son vquivnlenlps,
o Si o I—}: afs :.—.-H, onbonces, sl mulliplicar vecto-
vialmente esta igualdad  por r:.: oblenemns |E, -:;] -{-
|- ln: bl — |\::, r;] - (). De :t||11i |&‘. bl = l:':‘ ;’I"!. Si multi-
plicamns no por rr. um por b, ohtenemos Ia. .’JI ib r]

Viceversn: si [a, bl = lb rI es decir, le -+ t.' b=
:-nlnnr(\s, R(‘gllll Ia |1mpu‘<ht| 111 del ]erlu(‘ln vvt‘lonni

a--c It b, es deciv, exisle un mmwm A L.\l que @ - c -
-} Ma 50, Expresaivle de .u|m n — —c—Ah v susli-
Iu_\-muioia en la igualdad 16, ] --Ic. al, oblencmos
b, ¢l = A Ih l, es devir, (1 — &) (b, ol = 0. l.nﬂ. voe-
lores b v 2 Gl rnlmmlvq os deelr Ih Bl q’*ﬂ Por

cousiguionte, A =1 y P -]- c - he=0. @
chmplo 1tk Sean dndas Ins 110‘:‘cmnpustt‘.imlr‘3 tlo vec-

lores P v i s{'mm Ia ])ﬂ‘il} {q. e,, es} a=aqa, c, 4-a e2 +
-|- r:;e.,. b= hxcl -|- byr’, -} b,e.,. D{mt.nmpunm el ver:tﬂr iu h}

m los veelores j,——[r’z, t’;'l )‘2[0.,. r’,] ]3 |r- -":5
A L:Pglm In |1m|:|t‘|ln|l {|n llm'nlldnd rh-l plmlnuln

ve ('Inrl"tl [u, hl =5 [rz‘,el |- r:“r',. - rr..-'a. .")], = A, 1."1, b] -4-

|-.1 [rz,m -, [p1, h| De moda anilogn, [rl,h}_-.[r'l.h\e(-|-

ih—=045 nn



-4 -3 =+ -+ -5 - -* -= -
- b::fj gl =boley el by ey, eg] 1-0; g, egl=b,f, —
—b.f; (aqui se ha tomado en considerneion la iguaidad
ey e,]=0}. Del mismo modo se verifiea que {é,, ?;J:
= b‘}": —_ br};, [E;, e‘:;[ == bx)':— b,ﬁ. Por consiguieute,
{;‘r h} =iy (byi; Foes bz};) "|' "[.- ("’ai; = b:f-;} '|'
4 a, (b:w;rz - b#}') =

o ae] g fes a| e a|
Bl “mmh“m%y
hi Ta T
ce=|a, a, a (- A (4.6)
by b, b,

Ejemplo 11. Domoslrar que el drvea S del Lridngalo
que tiene los veclores de sus lados iguales n los vectores

B Mo
; B
¢ & ; -(-$)
12y
4 ¢ T
z b 9 )

Vig. 4.4

do fns medinuas dol tridngulo ABC (lig. 4.3, a, h) componn
34 del drea o del triangule ABC.

A Scan H::(.T;l, b= (‘_ﬁ intonces, C_'-é-l?’:(l:;-l- 5})‘2,
i - - — — -+ - -k -
BB = b—a/2, |CC,, BB] = [(a--0)/2, b — a/2] =
= (3/4) [a, b} (véaso ol ejemplo 7). Por eso §=
) — — -+ =
=(1/2) |{CCy, B\B) | =(3/4) (1/2} | [a, b] | = (W) o. A

- Bjemplo 12, Soa dado wi Leifingulo ANRC. Vi las reclas
(AR, (BC), (CA) eslan respeclivamente elogidos los

puntos M, N, P de modo ¢gue ﬁﬁ? = rz'_;lvﬁ. 7?7\’* = cxl?z‘,
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CP = aCA. Con qué valor de @ el drea S (@) del Lridn-

—— s ————e
gulo (los veelores de cuyos lados son CA, AN y BP)
es minima?

oy — - —_—
A Sean g == Cd, i = C#. Sabre la base ol resullado
T
del ejemplo 11 (§ 3 del eap. 2), los vecloves CAT, AN, P
J —
forman efeclivamente el tridngule eon 1al que CAf —

-

= (I —a)a-| ab, AN = -7 1 (1~ a) b. Tor rso,
S (@ — ()R, AN | =(412) | 1(1 =) 7-I- b,
C— (=) B} | =(1/2) [ —alb, Al (1 —aP(a, b]]| =

=(1/2) {—a4-o?) [ [, D] | =(1—a--a*) Spnc.
51 minimo de esta expresion se logra cuando o = 1/2,

— — —_
es decir, si CM, AN, BP son lns medinnas del AARC
(ejemplo 11}, Fste minimao os igunl o (34} Sppe. A
Ejemplo 13, Los irifingulos ARC y ACD sa encuentran
eit wn plnan de modn ¢gue Ins puntos /2 y 73 go sildnn o dis-
Lintos Indos de Ia recla (AC) (fig. 4.4, a, ). Demostear
e ol drea S el enadvililern ABRCH es igual o

; SR i
8= | 1AC, BDI|. (.7

—_ —
A Segin In condicion del problemn {41}, AC} ~

— -3 - -y gy, ot
~ {AC, AR} Poresa, los veetores |AD, AC) y iAC, AR
son codivigitdos y, por lo tanlo,. Ia longitud de In suma
e estos veclores os ignal o la anma da sns longitudes:

—_— — —_—  —r —_— — —_— —
| |AD, ACI| - | 1AC, ABY | = | [AD, AC14|AC, AB)| =
—_— — —_— — — —r —
—= [ [AD, AC|—[AB, AC)| = |[AD— AR, AC|} =
— |[)§5, H(*:]l Ya que
— —-k‘ — —_—
“A?), Ac”=25"1”n| ”A(:‘ AJ‘.'}”-_-ZSA”ﬁ‘
S=SincSane
— — —_— —
se tione 8= (1/2) | [BD, AC]|= (1/2) | |AC, BD]|. A
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Ejnmp]u 14%, Dado un tridngnla ARC con el dron 8. Fa laa
reclas (A f8), (HC), (CA) estin r-lpgnfnw los |I[I:n|l'lﬂ A, N f i H"Rpl‘('h‘-

vicmenle, de mmdo e ,«1F —rulb‘ ik -= I'SH’{ -“ = -6/1
q[hl‘ A Al —mp (b — B (0 — ) v las veetas (A1), UH’} Y (!N}
s intorseean  de dus e alogs H - (CAT) q) (1P, B =
=(CMIN (AN}, F=(BP)1 (AN} Wallar ol dren o del teldngulo DEF.

5 8
r
mw
A TA n
a b
IFigr. 4.4

A Tuesto que wfys= (§ — a) (| — ) (I —4), los punlos
n, 0, F son diferenles f?’?‘l a dos (fig. 4.5) (vénae ol ejemplo 'i cInI

§ M, _cap. 2) ‘-1 en ealidad |in Tua vee Lores lluw'm Imnmum n.
s (A v b 7 ."} mslunvr“! (.M v rz."a I [ rr, AN - —a- |—
—
(1 — f'-) b, Rl = 'pa— b Smn F = 2CM, €D = y(i M

)- —3 Ly
i = B-"' nr —= uIH‘ AF = m! N, /H; = wAN (lulm nromns
los néuneros ESNTIE TN w por b regln el eigln anlmmlu 1: mini-

il de La descomposicidn e veclores sogin [a hase {.1'. b)] hel
cieln AECA oblrnrmos

— g d— [S - - - -
Al CEA-OA =0 gz w{= a-1-(1- -9 M) a (eeh-- (1 - ) a)-|-

Jamtiod < o =S { woa(l-—a)- 1=, i 1
wil b v
oo : 1-—-f
Tlef TR A

ingni s utiliza el heeho de qua 1 — [V - aff 7= 0, En ofeclo, loa

-y woexiaten (lna reclas (A N) ¥ (L‘MJ st inlerarcan) y salis-
Fcen hn. |1~I aciones w (1 — f-l-af) =a, = (1 — P - af'n = l —
— [1. Si Teern quo { — -~ aff = 0, ll\mlll \mos c; = U =
= 0 ¥, por consiguionto, afy = 0 = (I — e) (1 -i-_. "I""
conbraclien Ia condicion Ill‘l prohfnm'll Allﬁlngllumnh- ||n| amns:
n;-—vﬁ —a-layyz=(1=a)f(t —a-l-ay),u=p/(-y |

oy v = (1 — }r)f{l —1’ L fiy). Bl dren os

. _.1 L(ED, B %i Wy =) G, (vmin) AN] |

1 it il 1 -
wly—atlv—w | VM, AN | = 5l y--3 |lv—1w | | |ab-|
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(mity —ab- U= BT 1= g | Lo —w ) fe (o, Bk

dl—a) =P la, B =lyg—=) | o—w] 1
—P4abl S,
I"iesty e
_vy—pAdaf)——Hl—a |-ay)}
(1—=Pp4-af}(1—a--ay)
_ efr—(—a) (i~ (1-~7)
T (i—fap)i—ufay) !
e ali‘e—%i—m)(l-_—mﬁ—w
. 1—=p4-af) (1—~v-Fiy) '
i definilive teneinos
(efy—U—a) (I—M (1 -y)F bk
[(T=Pf-Fem (T—vFPj(T—atay)]
Nolemus fue 8io=sPe=yomf 5= 12, enlonces

J=

e — 1)2 - 2
W o=8,ur= ;z"’f-fril S:-( &U‘i }’;2) S<hSanc.
* ke-= -|-3/4

Ejemplo 5. En los lades [AB), 1BCY, 1CD] y 1DA}
dg un cuadrildlero convexo ABCD del drea S {fig. 4.0) se
silaan los puntos A7, N, P, Q, |espch1vamonLe tle modo
e | AM | |ABI=-|HN| |BC|=1CP|:CD] =
= | DQ |: | DA} = a. Hallar ¢l dren o (a) del enndrild-
Lero MNI’() 4Con qué valor de @ ¢s minima esla divea?

& l’m la fﬁlmuln (4 N, 0 (a)ﬂ[h’&} |[MP NQ“ lll)l]l.l(.
.f'iH"' = M”A l AU+ DP = — GJ‘IB -|.~ AD-—(i = o) CD =
= a.AB-i-cx.AD-}-{l—a) AD —_ (1-—~cx) CD:-:
—aBD- D-}-(1—a) AC, NQ=-(1--u.) BD—-aAC P, NQ) =

ichD (1) AC, (1 — ) BD—aAC| -+ (202 — 20|
{- I)[AC BD] De esle wudo,

o (@) - (112) (202 — 20t |- 1) [ | AC, B} ==
(202 — 20 |- 1) 8.
Bl minimo de o (&) se logra (y es ignal a (1/2) §) cnando
o= 1/2
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Ijemplo 164, 1l drea do un Widngulo AL os igual o 5. Los
puntos £y & som los puntos medios de los hulos A1) y 1A ¢, respoe-
Livamenle, Lod puntos 8 o4 ¢ vy N 8o onctientean situados en o
budo ¢ con (al qua | MN | == ) H¢ | (lig, 4.7). Las rectas (Zary

Fig. 4.6 Fig. 4.7

¥ (AN) cortan o mediana [/1F] en los puntos 0 y P, respectiva-
menbe. Dewostrar que ol dvea a el cuadviliterg MNPQ salislaen
as ipnaldiles (1/6) & <o << (D) 8, (B gué casos: a) o —
= (I}:':} Sy by o= {4/6) 5°

A Hagamuos b‘_; = a, E? Ba :': NC = (1/2) Te {segein b cone
dicién del problema, 0 <z <<1). Los veslores BP B =
= (1/2} l:-;!‘ -I-_:-) son codivigidos, Por eso oxiste un niimero & Wl que
AP = A(a-l- 7). Aundlogamente oxislo un nimiero o lal que AT -
= a:.'.fl_!'\'7 = [-—_;; A- (1 = 2:12}_:.). Del cicla ABPA  obleneimos
< [.:: --|--.:) — (—hr: -t — .1-:’2}-1:‘1 =0, ns decir, & - & -
= |, A==a{l —&/2). Do aqui A = (2 — 2)/(4 — x). Por eonsi-
ruicnte, elivea del Widngulo BEN o8 Sppy == {1/2) | [IT.:-’, EEI flize
112) | [A {a ! (L — /2y el | = (1/2) A (t — +/2) | [a, ol | =

== l((-’.’- — ) S|[2 Yi — 7). De mode andlogo consileramos ¢l
ciclie ERQE v hallminos

=3

—r | 1—x)2
Uot'"j—_-{;.—(a-l-c}. ISHQM‘:—"'(T;:QTlS'

b este oo,

Sunvg  Sppy—Swom __ (2—a) W o) =7 ().
s 5 b (i By P

Lo Faneidn f (1) s vonlinnnmente diferencinble en ol segmento

10, Heon talque /" (1) = 5 (2 — &) (2 — 3012 (5 — )2 (3 — 2031
]

Par lo Lande, f° (1) 0 on el indoevala {0,

] o sen, f(f) rreen

mondtonanente en este intervalo y f° (.!'i = O e el inleevale
(23, 1), Poreso, f () Hegn al maximo en ol punlo x == 2/3, § (2/3) ==
== /5, Pueste que {0} = f (1) = /0, cn el intervalo (14, 1]/ (0
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lega ol minimo cuando z = 1. Do esto modo, 5 = (1/5) §, si
[ BM | =| MN|=| NC| (on osto caso (EM) || (AN); o=
= (1/6) § si M =DB. A
Ejemplo 17. Domostrar quo ol dren del trapecio ABCD
(AD) || (BC)) s ignal a 2EE | (4B, ADI|, donde k=
~|BC|:{AD].
- —r —_— ) — — -
A Sea a=AD, b= AB, Entonces, BC = kAD =la,
—_— —_ — - — = — s - =
AC=AB-|-BC=b4-ka, BD=AD—AB=a—b y
L s s - - =~
Spsco=— | [AC, BD] | = = Ilb+ka, a—b] | =
=415, A—ket@, Bl =2EL @ b1 A

Ejemplo 18*, El droa do wn trapecio ABCD os igual n S, In

razén do las longitndes do Ins bnses es | AD | 1 | BC | = % = 3.

n la recta quo on ol punto K cortn In prolongacién do la baso
[AD] tras ol punto D, el sogmento [E#] esta situada dn modo que

Fig. 4.8

(AE) )| (DF),(BEY I (CF), | AE|: | DFl=m=2,1CF|:| |BE|=
= n == 2 {lig. 4.8). Hallar el drea a del Lrifngulo EFR.
— - — - e - —»
A_?_asignomus AD =a, AD = b, DK = xa, >0, D¥F =
==y, BE = z. Entonces, AE = Ay, | A] = m, CF = pa, fpf=

= n, BC=ka Dol ciclo ABEA b -+73 — Ay =0. Del ciclo
ABCFDA b | (k=D at pz—y= 0. Do esto sistoma hallanos

V= [( — D (e — 1) al/(d — Aw). Por eso, "
A e U 4
a== | 1DE, DF} =51 [Ay—a, yl | =7 il ]l=
{ - 7
Ty ) o (=) bk = all ==
Li—p L=l o

B 1 o . R B i :
=TTT—=MC] Ve, U =TTg0) " T (vénse el cjemplo 17)
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ag= .. 7 3 ¥, ~*

Quaoda por ubilizar Ly comlicion ¢ = 10, Los veclores f67 — I = an

h > e . o =

y KW = — (1 -2y o son colineales, os decie, KE ++ th 0
5 SR 2 et

para i b Ay -~ (| -} &) @ =2 by — taa. Los veclores 2 ¢ g no son

colinentes, Pov vso A== 1, 1 -|- 2 .= tr, 0 s, A (1 -0 e =0,
Por consiguiente, A = m, Jh eslo mosdo, son posibles dus easos:

B opto== a, ontinees

i —--—-—Il "l-S ---IS‘
TR e

2 =n, enlonves

& LI
-_'::?T.Q, A

|
TR

-

ISjemplo 197, Duostrar qon Lewtin las earas dob Lelravdes
ARCH sou do dreas igunles si, y sofo si, son eidnguios congrinnieg,
i Hagamos vao de a Tig, 3.14 y tas des iones del ejemplo

oy b — - iy
18 (§ 2 dol cup. ). Knlonces BC = Ze, AD <2 2o, D = ¢ = b -}
v = - - R = - —-
ey Al = e — g AC = w |- b= e Por consiguiente,

. e e e my lwEs s ST
Snen=g | BC, B |=|]c, e—=b--al | =|[r, a—1] {,

| = — v awem e e .
Soan == VAD, AR} | = [a, a-f-b=c] | =] |n, h—el |,

S —] = ek - - e
5 LIBC, AR | =1 e, a-|-t—c| | = [¢, a=]-1]],

2
I
Snae= 7

i — — - L I—— - R +
S__”)c::-:g VAL, ACY| = | [a, a=}-b-]-¢} | =[], b-} qI1.

Lt Rh: o oy
Sobre In baso de la idenlidad | [m, nl 12 = w202 — (n, w)* In
igualdad iln dreas ilo lodaus las caras del Lelraedeo ABCD o8 equiva-
lento ul sistoma do counciones

& (@ |- B a-2 (3, b —((d, — (B, )=
R (A VA2 (0, D) —((, A--(5, ),
0 i |- e =2 (B, &) — (4, D)~ (@, ))P=<
= af (4 -2(b, d)—({, B0, A,
i 45342 @, D) —((a, (B, S)2=ad G
32, (e, Bt > (4.8)
De las dos primeras ecwaciones lenemos
Aa, b)=(a, 3@, @), a* (@, I, o (@ ).
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Mulhplu.mulu vslas u,lnrmm_s. oblencinos {n‘r‘—»(n c)’}{ﬂ !i)x
V(.’; c)m\‘l Comao a ¥ Py o son cnlltlc'llos, ] Py | | ¢ | > ] (a c) |
oy (.[I!\Sigl.l.l(!lll(!. (a Er) {b )—I‘ Por eso, ﬂ’(b )"—(r: c] (a h))(
><(b c)-:-ﬂ cslecir, {b =0, Entonces, c*{a ?}-:(a, c)(b c]::Il
o sea, (a, by=0. Susl.ﬂ.uyondo los produclos escnlares lmllndos on
Ia ccuacién (4.8), obienemes b (ﬂ‘—c’):ll e ﬂcclr |al=l¢c l.
or cunstgrtimnlc, 1 AD | =| BC|. EI vector b—d‘ﬁ es ortogonal

- i
lanlo a AD=2a como a BC=2c, Sohre la bnse del resultade del
cjemplo 18 § 2 del orp. 3), tencmos también [ AB[=|CD|
y FBD |=| AC|. Asi, las longitwdes de las aristas cruzadas del
lotraedro ABCH son iguales de dos cn dos. Por tanto, sus coaras
son Lridugulos congruenles, m

§ U, 'roducte veclurial doble. Beuacidon veelorial de la
recln en el espacio. VYeelor normal del plano

EBjemplo § (formula del produclo veetorial doble
{(PYD)). Demostrar que en el gspacio para conlesquicra tres
veclores a, &y ¢ se liene

(@, B, cl="b (@ o)——c(a, b). 4.9
O Escojamos uua hase  orlonormalizada dercuhn:
{'* jy k) tomando Ia hase mmenu.iJi:mfﬂ {f, j} en el

]:Isll'm paralelo a lus veclores b v ¢ «ko tal modo Qe ¢l vee-

Lor 7 sea colineal al veelor b y haciendo - I, ]] Enton-
ces, en esta base

D= bi=(b; 0; 0), G ol - cpf == (cai 23 0),

."; . nx?-l— rzy}'-l,- n,?:.,
T7k

cl=b 0 O]=bc,le==10; 0; bcy),
3Ty O

Pgok

4

{E, |5l. E]]: a, a, a, | = n"bri,?— nxbcv}..
0 0 bey,
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En el seguado micnbro de Jacaltima ignaldad sumemos ¥
restemos el veelop xb('\‘r'b Ohlenmnos 1;, IE), _;‘Il -
= bi (ayey - - ey -k U) lexi I eyl} (aab -k ity 0 |-
- a,-0) __h(n r} ——r{n b} |

Ejemplo 2. 3Bajo qué condicinn neresarin y sulicicntn
vs vilida Ta igaaldad

lla, b, &1 = la, {5, e (4.10)
A Porla [urmul.a {é 9}”(1 bl, ] -+ -—!(;, |, ]| =

_."J[u r)-—-n(b c) [a Ib t.]]--.f; (rz E)—c(r: b] Por con-
mgmcutc, ]'1 1g1|;11rlm| (/ 10} se cumple cuando, y silo
cuando, 0-wa [b c)wc(a, b} Pt'm ﬂngun la férmula
(4.9, se ticne a{b c]—f:(rr, b]:[h [a r]] Da esto mo-
dn, ln |;__u.1ldru| (4.10) es vitlida enando, y%olq cuanido,
LR |n c]l-- 0 0 sea, =i ]uu vee tuu"; b y Iﬁ' c] son eoli-
neales. 1slo s posiblo si jlc o @ ]Lc' 3 ol vector b os
orlogonal a cada uno do los \'nanrm a ¥y c. A

Ejemplo 3 (ceuacién veetorial de Ia recla en el espacio).
Sea que en un _espae 0 (-sl in lijados un pnln 0 y escogidos
los veelores a :;é.ﬂ ¥ 1 con tal que {f‘l’[' ﬂ} = 0. Demos-
trar que el conjunto I de todos los punlos del espacio,
cuyos radio veclores » salisfacon Ia ccuacién

- = i
lr, al = :"if. {4.11)
es b vecla. Indiear su posicién en ol espacia,
(] Snluci(m primcrn l'ﬂcnnmnu nn sistema de ¢ nr||l|(“
nadas {O f, }, J’r} dedal modo {;:mk = alg, @ | q@ [

0 sea, a = {0; 0; a). Come (M n.) =0, el sistema l]u

coordens ulns indicado puede sor c!r‘gulu de modo fue el
-

virslor M sen colingnl nl veclor j, s decir, M o= mj =

= (05 m; 0). Ahora, si A (z; ¥; 2) es un punlo :nl)ll.t':lrm

e f, (:lll.ollut!s, en virtud de Ta econsion {(4.41),

- me =

P jok
|ryal=lx § 2§= ny?— axj o= M--mj.
00«
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['or consiguicnte, ol punte A {23 1; 2) € Lsi, y s6lo si, sus
coordenadas (1 g 2) salisfacon ¢l sistema de eonagionoes

y =0, a=—=mla. (4.12)

La primern do ostas counciones es fn del plano Ozz, Ia
segunda os lu del plano paralelo al plano Qyz. Par tanto,
[ os conjiinto de los puntos comunes para los dos planos,

o sex, es La recta paraleta al eje Oz (al veclor a). Esla recla
pasa por el punto con el radio veelor vy = (—utla; 0: 0.
-+ - —
Expresemos 1y medisnte oy M
- mT At g3 oy = w3
o= —'—*a—‘i'. = ‘-—T“, !L']= [’ﬂ, -Tl—j' ]=
=[5 E][L B

a [ a a?
La eonacign paramaleica de la vecta 1 Lione la forma
radt Ml G ten. RE)
a |?
Solucién segunda (geomélrica). Si M =0, 1 vs ol
conjunte de todos los puntos del espacio cuyos radio vec-

- - - b -
Lores » son colineales al veclor @ (puesto que {r, af = 0),
a sea, [ es la reela gue pasa por el polo O y Liene el veclor

-»

divector a. '

| Sea M :;!:-(j Consideremos ¢l plao & que pasa por el
polo O ¥ o pcrpemli'cu!m‘ a . Pactiendo dol punto O,
lracemaos el vealor OA = a0 En que {;. E-;) = (), enLoncos

A € #. Por consigniento, (0A) € . Sea BB (:} un punlo
arhitrario de . De la formula (4.11), seglin la propiedad 1

dol producto veclorial, Lewemos {-.r, n?ir) = 0, es decir,
e . De osle modo, I es un subeonjunto del plano &£,

i -
Luego, |1r, al | = | M |, o sea, cl drea dei paralelogramo
BOAC construido sobre los veclores r y a cs igual o | M |

{(In propiedad 11 dol producto veclorial) y In allura del
paralelogramo BOAC hajada desde el punlo B o fa recta

(0A) liene longitud o = Iﬁ? U|Tﬂ | que es comin para
todos los puntos 17 € L. De este modo, Ltodos los puntos del
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subconjunto ¢ estan sitoados en el plano P v son ogui-
istantes (a digtancin &) de Lo veeta (OA). 1B conjunty de
los puntos do & que estin a distancia fi de (02A4) se compone
de dos rectas 1, y £, pavalelas a {04) (fig. 4.9). Para una
de estas reclas (en b fig. 4.9 os In recla 1) los radio veclo-
#es ¢ e Tos puntos portenecienles a elln, junlo con a y .fl}-;
forman, on un erden men-
cionado, In base derecha y
para olra recla, 1y, Ia hase
izquierda. Conforme a la
propicdad 1V del produocto
veclorial, 1, no conlicne
puntos del conjunto § defi-
nidos por Ia eonacign (4.11),
y lode punto de I, perte-
nece a d (para cada uno de
eslos puntes se establecen
tas propicdades 1) H, TV que dotermpinan In ipuahilal
veclorial (4.11)). De esle modo, £ es a recla que Liene un

veelor diveclor gy pasa por el puanto 1) (hase de o per-
pendicntar bajada desde el punto @ a la recta 1), Se puede

Fig. 4.9

hallar Ficilmenle el vector F,, « OD de punio 2 del modo
e )= - =t
siguiente, Duesto que OD 1 0A, ()7.) 1Ay Lo base
—_ = = — - =
{00, 0A, M} cs dorechn, ontonees, QD {} la, M), o sea,
- - e
rg == AMla, MI, donde 4> 0, P'ara hallar & volemos yue
- — —t - - i
lrg 1 =10D ! =l = | M |[/]al csdecir, | M e ]| =
== | A [ﬂ;‘ f"’-l | = & ||rf., M| N fa ] |8 ] (e y M‘_‘suu
orlegonales). Por cousiguienle, A == 1/ja I, o sen, ry ==
B — -
== lay, MW a [ ) ot s
Solucion Lercera, Tomenos ry 2= le, A2 a 2. Vor Ta
formula del I'VD,

[';: ;;l o '—1"" l;:I l;':r ‘“” A ""?-E""‘(”'{;"- "”) v
af® Ja |®

il {}i', ;;))‘-u’i; {ya qno (a, :l!) ).

- 3 )

Por tanto rg es ¢l radio veclor de wn ponto D €16y, en
R N ..

vivbud de by ignabdad A7 = lrg, ol 1o conacion (4.11) os
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equivalonle a Ia ccuncién

[ — roy i1l = 0. (4.14)
Conforme a la propiediad 111 del lnmludu \Fu.,wli.ll la
igualdnd {(4.14) es valida si, y =io|0 '=n, B —10 ) a 0 500,
=i pxiste un ¢ €70 tal r|uo-1I —_ r,, = m’ os decir,

o=ty 4-at, LER. {4.15)

De esle modo, 1a eeuacion (4.11) es rguivalenle a ko cena-

cian paramétrica veelovial (4.15) y, por lo lanle, I es

una recta con Ja conacign paramdlrica (4.15). R
Ejemplo . 4. Escribir la ceuacion veclorial (de tipo

(4.11)) de la recta I: 'l i ='_.__3=i_‘__

A Ta rtecta I pasa por el punto con el rwiio vector

J;, (=1 3 0) y tiona ol veelor direclor o -

Tk
—=(—3a, 4; D). Como M= -l!,,, n]T -1 30 Hﬂ?-l-“-}:‘i'
—3 A D

-
- Bk, la ecnaci6n vectorial de 1 es

[r =301 4] - 3%] = 90-4- 3 -1 5. A
Eiemplo 5. Ihlhi ol r-ulm \'cctor z tl{'| punta co-
mim de In I‘N‘|‘l I !r, a]—~M | P [qf-ﬂ (n MJ -0y del

plano &: (;‘ N] .D, N =0, (N a)gé(}

A Tscribamos la ecnacidn de I on la farma para-
métrien (4,18). Entonces, el prohlema se roduce a la
!umqnclln de un nimero § tal  gue el wveclor
T = M

a2
D, v s, .'.(:'E }\F)-|—([_r: fl?] -f\f);l[.“”z =+ D. De aquf,
! Nla l'-(lﬂ i’“’I, N)
|-“>|'(-‘l N}
T ([r.'. My Dia |‘“‘_"([ﬂ- A1, M) “‘] &
fai? (a, N)

J-at salisfoga también In igualdad (.7: N}—
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Ejemplo 6, Beevibir In conacidn normal dol plang &
dada medinnte ln eenncidn paraméleica » = ry | au |-
-bobey w0 I

=+ 75 - . .
A Los veclores a y & son linealwmente independionles
¥ paralelos al plano £. Por consignirnle, en calidad del
e
vieetor normal N ose puede Lomar el vector
5 o
- s (.11

-
151 vecior ry s el radio veelor e un punta el plane .
Pov la févmula (3.28), In eccuncién normal de 9 es

(r—rp, la, b)) =0. A

Ejemplo 7. En un lelraedeo ARCD, el plano hiseclor
del dngulo diedro de la arista [CD] corla 1o arisla [AB]
en el punto I (fig. 4.40). Demostear que | AF | | FR | =

= Saen ! Snen-
-+ —_— —_—) —_k an ik
A Tngamos a=DA, b DB, ¢~ DC, I e, 6], 0" =
==le, Oy p==A{a", V'), | AF | .- p) AR ], Intonces,
Saent (1/2) | ¥ [y Sy (1/2) |'r:‘ 1. Twe la [ormula
= - -k -p = »
(416), los  veelores Ny=—a', N, - e, DP1=|c, PA |-
-|-jl}”f]---[‘1:, f}r—]- It (Em E‘]] = ILE;' 4- (1 — p) v, }_\;3 =i

son los veclures normales de los planos (BCDY, (F'CD),
(ACD), vespestivamente. Como el plado (FCDY es bisec-

T4 W A ¥
tor, se Liene (N, Ny -=(N,, V). Por lo laulo,
W W) Fo By 0wl @, )

ING IRl (Rl 1Nl la |
o M=) W @ )
19
o {(t—cosp)((t—=p) [ B j—=p| 2 ])=0. Como 0°< <<
<< 180°

Sacnt Snen= I |20 )= g - AV FB]. A

Ejemplo 8. LAAL, 1220, 1000, 1021 son aristas
lnterales de una pirdmide  leaneada cuadeangular
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ABRCDA B,C,D,. Su hose inferior es ¢l vombo ARCH.
Lo .umla |(’('[ es perpondicular al plann {(ARCD),

AN
| CCy | = | A8 | =2, |AB | = 4, BAD = 60", En la
arista [BC] estd tomado un punte M de modo que | BAM | =
= 3. Por los puntos 2,, M y el centro Q del romho ABCD

T

G

Fig. 4.10 Fig. 4.1l

estd Lrnzado wn plano. Hallar ¢l dngule entre este plang
y el plang de Ia cava AAC,C.

A lnl.rmlmcamoq la lmo ortnnnrma]izmh derecha
i= 0B/ 108, ;-—()AIIOA| E=CC/1CC,| (ig. _ha).
Tin esta hase Of = (2 Q; 0y, CO = (0 ZVI M, CC‘ =
=(0; 0; 2, CB 3= (2 2V35 0), C’M--{IM)CBm

= (1/2; Vsz 0), clﬂ‘-.—mz)cm—u V3 0), MO =

CO— CM = (—4/2; 3V T /2; 0), MB,=—CM-1-CC, -
-1 CTE,:(‘I!Z_’._; V'5/2; 2). Por la férmuln (4.18), ol vee-
tor normal N, del plano (B,MO) o3 igual n

- - -

i i k
—r — o pag oy
= [MO, MB =) —1/2 3V3/20]=3V3 1,—V73).
127312 2
21 veclor normal ?ﬁ, del plano (AA,C,C) paralelo ajyk
es obviamente ignat a i, Por eso, pora el dngulo ¢ enlie
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fos planes (R, 410) y (AA,C,C) oblenemos In expresian

eos [ (Nyy N 1/ ( MY | Nat) =
=3 VITIV SV 21 (V=3 VI VA,
p==arccosd VI/IT: - aretg (2/(3V3). A .

Ejemplo 9. Hallav ¢l veclor diveetor de Ta recta T gne
es la linea de interseecion de dos planos (;: T‘}J = f
y £, (r, Ny._.} = Ay

A Siendo paralelo al plano ®,, o veclor a {veelor
diveclor de Li recla {) es orlogonal a sn veelor normal _J?,
Andlogamenle, a1 f_\-’:. PPor consiguiente, en ealidal do
@ so puede Lomar el veclor Iﬁ",. NJl. A

Ejemplo 10, Tallar of dngulo entre la pecla

da |- Dy -l dz— 1 =0,
{ ef-y—4 =0

y ol plang #: z-|-z -2 = 0.

A Ul veelor divector @ de la reeta ! se hadla por la
fhrmula

a—[N,, Ny (4.17)

tlandp N, = (5 5 4), E’: = (1; 1; 0) {viase ¢l ejem-
ple 9 Por Ia formula (3.53), of dngulo ¢ onlee [y &

ex dpual o g o= aresen ——L(_—A;-L“—ZI— donde
I¥] la)
TFE
Ne(li 1), @[3 5 4]=(=4; 4, —2), 0 sra,
t10
(p---ﬂrnst!n—':}-i—r AL A

l'}jl‘lll]lh) . Frallar ol :'Illp:tlln i enlee Ing reclns
we|-2y-)-22:-0), | =y 132420,
wefoye]- 20 ¥ R 22420,
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A Por In férmula (4.47), los voctores dircctores
7 v b do Ins rectas i y I son iguales, respectivamente, a
ik
@ =12 2[=(—2;2 —1),
110
b (5; 5 0). Por consignicnta. cos g = |(a, b) |/
1151 =0, ¢ = 90°.

§ 4. Producto mixto de veelores. Condicidon del ecariicler
coplanar de veelores. Volumen del tetracdro

El wamero (e, |b, c[] s0 !lt.nnmlll"l pmdurfo mizxio
(le terna ordenada) de  vectores n, b y ¢ (se denotn:

(a, b, ¢)).
Aduzeamos las  propiedades .del producta mixto de
veclores,

Fig. 4.12

1n EL produclo mixlo es igual a cero si, y sile si, los fac-
Lores son coplanares.

1 Siesel dngulo entre los \'cclm'es?:y?, 0, el dinguly
enbre los veclores a y |0, ¢l (lig. 4.12), entonces

fﬂ cnando 2 =0 o [b r]
{;!‘, I.’;: ;i) — i[a | [h, r:] |cos0=| a.l [ b I ¢ | sen¢peos ),

siase0 y |6, ¢}z 0.
(4.18)
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De este modo, la igualdad (¢, b, €) = 0 es posible sola-
menle en los siguivutes cosos:

A Sy s vae
a) a = 0. Bu esle caso, los vecloves a, b, e son, por
le visto, coplanares;
— = g = T =
b) 16, el == 0. IEn esle caso, los veelores by ¢ son coli-
neales Y por eso los vcclm es g, b, ¢ son rc:[ll ares;

c) “ .—,f'-ﬂ [h, ¢l =;sﬂ (vs decir, I3 .-1] P +(l Sen @ =
q‘-'[]) cos b = () l\"l‘l'l'!l‘ a forannla (4. |8)| Fn este caso,

@ os artogon; il o Ih. eI, o sea, @ o8 pavalela al plana en el
cual B y ¢ Torman hase.

Llwgn si {a -:, -c':) =1), entoneces, por Ia Tormula
(4.18), a » y ¢ son los veclores no nulos, sen g 540,
os decir, I y :' ne son rnlnwnlr- s cos ) =10 y, por consi-
gnionte, lm voclores rz y I!': rl no son nllt‘lgull-llt‘h ¥y
por tanlo, @ Do o8 p.u"lleln al plmm en el cunl & ye ¢ forman
base. Iin otras palabras, a > y % no son cnpl-mmcs. l

20, Si en una base ortonormalizada derecha {a, j, k}

“ = (axi @y a5}, IJ = (b by; U,), E = (x; ) ¢;), en-
Lonces .
a; a, a,
(a, b, ) =]b. b, b,]|. (4.19)

Cx €y G

O Por Ia formula (4.1}, el veetor {;: c] vs igual a

T o L i k hnr bz b, b,
[, e)l=1D, by I [= e o A f’,
ta £y
Por eso
=y b, b b b b b
g v 'z x Uz x Uy
. (ﬂ, {!}. (‘;) = (ly , —_ ﬂl" -I- i, =
Cll' C, Cyx C; Cy Cy
Ty @y 1, e Uy 0y
-, hy b, | = , bﬂ cy|. B
Cx Cy ©y a b, e,
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NoLemos que de Ja formnla (4.19) v dol criterio del cardctor
coplanar de vectores (vénse el ejemplo 20 del § 5, cap. 2}
se desprende Lrivinlmenle la 47 propicdnd. Bl covelurio
evidente de (4.19) es la propiedad signienle,

. 3. Una base {r;: b, ?} es derecha si, y sélo si, [-:;-5,
c) > 0.

[ Por la formula (4.19), (@, B, ©) = del ST = dot §
donde S es Ia malriz del paso de la base derecha {-r': -f, ﬁ;}
n la hase {r:;: .';: ;‘} N

. (a, b, =0, ¢ B)=(c, @ D)= —(a, ¢, b)=
=@ b = —{ a ) (4.20)

lin particular, si en el preducto mixto dos faclores son igua-
les, entonces esle producto es igual a cero.

() Las ignaldades (4.20) so desprenden do la férmula
(4.19) y !a propiodad 2 de determinantes (vinso el § 4

del eap. 2). La ignaldad f:z, ;, :) = 0 (y olras (uo Licnon
dos factores iguales en el producto mixte) se deduce de las

- -
igunldados (4.20): cuando b = a tencmos
- - e - - - =k
(a, a, ¢)= —{(a, a, ¢), 0 sea (a, e, c)=0. N

- - - - - = - - e
B, St a==aue, -t ayeq-l-aes h=Dye, A-Uyea+ 65, c=

- -

== Cy8 -|- €0y -|- €165, entonces
- =k ﬂ: ay al - = =k
(a, b, c)=|b, by byl (e €as €3)- (4.21)
Cx Cy € :
[} Conforme a la férmula (4.6)
— b, Dol |bx Da| | |Ux Byl
[, c]= = 27t I3
€, & Cy Cy i T

donde ﬂ=[;¥;. t?;]- _;;fl"-"sv__;’:h }.:1:[';:' ;a]' Como
{;::, F:) == (r.-':, E;. ;‘;}. {i':'-g, }'1) = ("".1, fl] =0 i ((_‘_l vector
7, es ortogonal tanto n 2, como a e (@, [ =(ae,+
eyt eq, J1) ==y (€1, €a &) De modo andlogo,
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% T N =, & e
(a, ,:':{v_-a.,, (ens eq @), (a, f)=a, (e, es €3). DPor consi-
guientie,

3 e o S, fy b, by b,
(a, [B, el —(e) ¢, €9) (u, Ic” W —, & =
b b, N LA
|- a, Cx )=: (e eqoea) By Dy, D, W

Cir Gir: Tt

6, Bl volumen del paralelepipedo construide sobre los
s

—-- =
weetores no coplanares a, by ¢ es igual al mddeulo del producto
mirto de esios veelores.

0 Por In [Grmula {(4.18), | [.-_1: o, :::) | = IT:. | I-s | %
"X e sen g |cos 0] Al mismo Liempo, ol volumen del

-~ - -
parnlelepipedo construido sobre los veclores a, B Yy
- -+

es igual al produclo del drea S == | b | | c | sen wopar I

aftura b= |a | |cos 0 | De este modo, si el paralelepi-

pedo estd constesido sobre los veclores no coplanares

a, by e (fig. 4.42), su volimen es ignad a | (@, b, ¢) |, M

70, Elproducto mizio es lineal respecto a cada uno de los
Jactores:

[K;-l-ur}: :'::, ;)zk(;;, :;;, :} -1 {r;, }:. ;),

(@ Mo 1-pd, ) =A(a, by o) -Fpia d &)y (4.22)
(@, by AcA-pd) = (@, b, &)-I-p(a by )

para cualesquicra veclores a, b, ¢, d y mimeros A ¥
O Las igunldades (4.22) se desprenden de las propie-
dades de linealidad do los produclos esenlar y vectorial. W
Ejemplo 1. Calcular el volumen ¥V del paralelepipedo
ABCDA'B'C'D’ si se conoce sn vértice /i (1; 2; 3) y los
uxlremos de las arislas que salen de A: 77 (9; 6; 4),
D3 0; 4), A (5 2 6).

P T 8 Al
A Tenemos V= [(AB, AD, AA")| = ||2 —2 1]] -48. A
4 03
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Ejempla 2. En las condiciones del ejemplo anterior
haktlar In longitud % de)a altura del paratelepipedo, hajadn
deside el vérlice A’ n la hase ABCD.

—_— —r
A Bl drea do bass ABCD es igual a S=|[4B, AD{|.

Sy
ey

o
AR, AD]=8 =(f; —06; —24) y por cso S=

w BY P (— 12 (—4)2=6 )/ 18=18 V2. Por consi-
gniento, h==V/S=4 V213 A

Ejemplo 3. Demostrar que el volunen del letraedro
es igual a 1/6 del médulo del prodocto mixto de cnales-
quicra tres veclores no copla-
nares que  Torman  aristas el
letracdvo,

0 Al construir ¢l paralele-
pipedo ACQDNRANE del telra-
edre ADBCD (lig. 4.13), oblenc-
mos Vpen = (18) R - S 6n
donioe 7res ln longitud de Ja allura .
hajada doeside el vértice B al plano Fig. 4.13
(ACD), S pep = (1/2)-Spcap €8
ol drea del leidangulo ACD. De este mode, V4pep =

—

ax (LA Sacan = (1/6) Vacannpinr = (1/6) | (45,

AC, ADY |. Ademis, (AB, AC, AD) = (DR, AC, AD) =
— —_— — — — - —_—

= (CBB, AC, AD). En elccto, (DB, AC, AD) = (A —
— et ik oS T 3

— AD, AC, AD) = (A}, AC, AD) — (AD, AC, AD) =

= (A, .*TE'. fT}B) (los vectores AR, AC, AD son coplanares
v su produclo mixle cs igual a cere). Amilogamente,
(€, AC, AD) = (An — AC., AC, AD) = (AB, AC,
— —_— = — -t —_ —
ADY — (AC, AC, AD) = (AR, AC, AD). &
Ejemplo 4. Tistin dados los vérlices del tfetracdro
A@ 0,2, B 05, C{0 10,0 (4: 4; 2). Nallar
st volumen y la longitud do Tn alturn hojnda desdo el
vérlice 7). e <
A Tenemos Vagep = (1/G) | (AR, AC, ADT|, k=

—_ ==

= |{(AB, AC, AD) 1 IAR, ACY . Como AH = (3;0; 3),

¥
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AC = (1; 17 —2),

| I s
so Liene |AR, AC)=}30 3|==(—3% 95 N
11 -2

y HAD, AC) =3V TT. Luoge AD —(4; 1; 0), (AB, AC,
AD) =(AD, [AB, ACf) = 4-(—B)4 1-94-0.3= —3. Por
wnlo, Vuen=1/2, h=1/Y11. A

Ejemple 5. Sc da un tebraedro determinade por dos

sogmenlos gue porlenecen a rectas cruzaldas. Demnostrar
que ol volumen del tetrnedro no enmbia si desplazamos

Fig, 4.14 Fig. 445

estos segmentlos, sin variae sus Jangitwles, a lo loego de
Ins reclas correspondientes.

A Sean Ly Loveelas eruzadas, Af, N, A', N, puntos
de lareela Ly P, Q, P, Q', puntos de L recta L Lales que

(Tig. 4.14) MN = M'N' ="a, QP — Q1" = b, Bntoncos
{véase el oicm]ﬂn .i}, V,.,m. = (1/) | (;.: i, (ﬁ’} ks
Ve NP {Ull) | {a QN ) | I‘m’HIu fue ()N —

()()’ -|- () N’ - N N =il - Q N’ - ]m (los voclores
QQ' ¥ QP B son colineales ¥ por eso !l\l“)lt! un Illlrlll'ln A

Lal quo QQ = Ab; ile modo anilogo, N’ N J con
corfic !nn(n 1), s Iwnu

(rr, h, ()N} i A [rl h h - (n b, ()N} [E1Y [u b, u)
Iin el segunco mienthro tlo esba dgaaldad el primer y ol
tercer sumandos son igiunles.a cero debido a In propiedad 4,
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- - —k - ak e——
Por consigniente, {a, &, QN) == (o, b, Q'N’) y, por lo
tanko, Vyype = Varnrg-

Ejemplo 6. Eu un deteaedve ABCD los puntos M, N,
P, @ se-sibitan cn las aristas [5C), (AD], 1AB), (CD], res-
peclivamente, coiv tal que AP | = [PB |, |AN | =
—= | ND 1, 1CQ\ = {QD |, | MC | = 2| BM |. Los pa-
res do puntos Ay B, y Cy, D, estin élegidos, respectiva-.
monte, en los segmentos [VA] y [PQ] de Lal moilo que
| NAy |=1A8, |=1BM |, | PC, 1=|CDy | =[DQ I
Hallae la razon do los volimones de los tetracdros
ABCD y A\BCD,.

e — - —_— - —

A Introduzenmos In base b= ADB, c=AC, d=AD

e — —_
(fig. 4.15). En esta base, D= (1/3) PQ=(1/3) (PA-|-
1 AQ)=(1/3) (—1/2) b (1/2) (c-+ d)) =(1/6) (—b+c4-d),

A= (13) N = (113) (NA -1 AD |- (13) TIC) w= (1/3) X

% (= (172) @4 b - (B (e = BY) = (2IO)D + (A19)¢ —
— (1/6)d. Ademds, ACy= AP 4-C,D,=(1/3) h+(1/6) ¢ +
- (1/B) d, AA,=AN + 4,8, = (29 b 4+ (1/9) ¢ + (1/3) d.
I'ar cousignienlo, CT:il= — (1(9)3 — (1/18) P -+~ (1/6) d.

1 wvolumen del tetracdro ABC D, cs igual a

. 209 119 —1/6
ANAB, €Dy CAN =4 |—116 46 46| %

—17) —1/18  1/0

& | g e Yane
X (b ¢ d)l =5 WO ¢, d)| = ;;:;n A

Ejemplo 7. Demosbrar que si [;1‘, bi B [_f:, ¢l -}

|- i;:h. ;r‘.l = 6.. los veclores a, .i.;, c son coplanares.

A Multiplienndo esenlnemento esta igualdad pnr-r:'.
obtenemos 0= (r.:., [.a.-t., E;U-i— (rf‘,. ||'.:. ;.'.]) l-(f;., l-f:', r‘{.l). Co-
mo {c:, [:m, B])=(;, [;, ::]}:0. se liene (;, E;, ;)=0_ Con-
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forme o la propicdad 1 del produclo mixle, los vectores
- = -+
a, 'y ¢ son coplanares. A

Ejemplo 8. Doemoslear que si los veclores [;r-, bl,
-»

T
{b, el, le, a] son coplanaves, son Lambién coliveales.

ST AR

A Sea que los veclores [a, b1, [0, ¢l, e, a] son copla-
nares. Bolonces son linealmenle depedientes, es docir,
exislen nGmeros &, ¥, z que no son ignales a cero simulid-
neamenle {x2 -4 y2 4- 22 > 0) tales que

zla, D1 -y B, ¢l 4-z e, al = 0.
Al mulliplicar de modo escalar esta igoaldad por ;{, b
Y ¢, sucesivimnenle,  ohlencmos: i (:;: b, ¢) == 0,
z2(a, b,c) =0, =z (}I, b, ¢) =0. De agui (a® -} y* +
- 22 (a, b, ¢)* = 0. or consiguiente, {a, b, E] = (). Los
vectores a, b Y ¢ son coplanares (paralelos o un plano #).
Cada uno (e los veclores i;., I-?I. Ib...:::‘l, le, (ﬁ {conlvrme
a las propiedades 1 y 111 del producto veclorial) es orn
wilo ova paraiclo a la recta perpendicular al plano &,
P'or lo Ltanlo, estos Lres veclores son colineales.
Ejemplo 9. Demostrar la ideatidad
lla, b), [c, dl)=c(a, by, &) —d(a, by €).  (4.23)
A Teniondo en cuenta la formuln del PVD (4.9) ¥
Ia propiedad 4 del producto mixle, Lenemos ||r:. };I,
[}.:, r}.]j s [[a-: b1, tﬁ——rl([r:, (.;]. €)== {-:.{fi. aj E;i — (é’{c: .rr-:
D) =c(a, b, d)—d(a, b, ¢). A
Ejemplo {0. Demoslrar qun

(Ta, D), 10, el le, a)e=(a, by . (A.24)
0 Por Ia Tormula (4.2:), I[If;, r‘|, [r", (-;][ r'(h. t;. r-:.-}--
-.—;, (-{;, g, :):-c_"(b”, c-: (-1.)=(;z., !:, c} c. Dor consiguien-
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le, (la, b1, 1B, cl, 16 @) = (la 3?1. (n, b, o ?i =

— (a, b, r) ([a b], c) (a, b, c) (c n. b)::(a. b, e:)2
Las formulas {4.24) y (4.23) permilen obtener Ia se-
gnmln snlumon tlol cjemplo 8. A saber: si los veclores

[n, b} Ih rl [r n] son coplanares, su producto mixto es
lglml a coero. Por consiguionte, en virtud de  (4.24)

{a. , c) = 0. Emonc,cs, por ]d [cumu'lt {4.23) Lenemos

Iia, B, Je, all ="¢ a, &, a) —a (a, b, .:) = —E(E, b,
r} = —a-0 = 0, o sea, los veclores fa, DI ¥ le, al son co-
lineales. An.llngamclllc se verifica que IIa, Bl, (b, c]l

= I, 4, lc, al] = .

chtllpln i1. I.)emosLnr la identidad

R

(a, b, ¢)d (d b. c)a+(r.'.‘ d c)h+(ﬂ t': d}c

A Co n«ulctr‘ltmb el veelor m-a-:i[a, h] [c. d]] Por
1 im‘ml!h (4.23) m= c(n. b d) d(rz, b, c) Se puede
tmnbién eseribir el veclor m en Ia forma m-—-—[[c. dl.
l"t b” “':1 d]t lbr a” = b{c» d (l'.) '—“(Cl d ‘,’,} (uaa
voz mds se ha Lomado en consideracion (4.23)). De csto
mmln, _r.:(:t 3. ;}}—.r;!(-r; E: ;J —m= % {:1 i, .;) —
—-u(d 7, c), de donde se deduce la idenlidad dcmos—

Lrada. A

Ejemplo 12. Scan r.-. b c, d]rﬁ radio vectores de cna-
tro punlos A, 3, €, D de un cspacio respeclo a cierto
polo 0. IJmnnsh.u gue eslos cualro puntos so eneienlbran
situatlos en un plawo si, y sélo si,

{;: E. ':)’F“ [:;l ;’ {F)’ﬂ(};v ;I ;i}-l'(zl E: “;)-
A Los puntes A, B, €, D so cocuenfran en un pin-

—_— — —r - -
no si, y sélo si, (A8, AC, AD)=0, es decir (b—a,
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- -

c¢—a, d—a)=:0, Conlorme a In propicdad de linealidad
del produclo mixto y tomando en consideracion ].1 pro-

piodad 4, l.r-numos, _a(b—-r.r,, c--a, (?,—r:,)g-_[‘b c“g,
- - -

d—n)-——{a, r—r.-, d—a):n(b c, rl—-a)-—(i’:, a, d—rr}—
—(@ & d—a)1- (ay @, d—a) = (b, & D— (b, 2 7) —
—( @y @) (b, @y a)—(a, ¢, A)-l-(a, ¢ d) - (3, a0 d)—
~ (@, ay &)=, &, d)+ (b, 4, A)— ((a, b, o) (@ c, d). &

chmpln l.l. Estin dados los voclores o DA b=

5?) ¢ = DC de tres aristas do nun tollnodlu AncH

que salen qled véetico 2. IInllar el vector T de Ia altura
del lebracdro baj: 1l|.1 desdo el vértica D ul plano (ABC).

A Bl ver Lor i}!( o mpl‘nn.u a los veclores no colinen-
los A ==a—1 ¥ 7C = ¢ --b Por In Lanto, l,‘\l"l(,ll
niimceros Ay RS tales que BIT = & (@ —b) I n e — 7).
El vector DI us puipomlluu]m al ]}Iann (ABC), 0 ‘i(‘.'ll.
es colincal al vector @ — Ih’C U.fl] Ir == b P+ [
= le, a) -+ la, ) -k H-;. cl. Por consiguiente, oxisle un
wimero v Lal quo DI = vd. Dol ciclo Dlﬂi‘i) lLenentos
l)_}} 5% .’m—l_ﬁ} =0, o5 (Icru v{lr al 4 la, bl -

14, r]} =AM (4 —~ A — 18] b - pe. Multiplicando de
mmln mr.ll.u los dos lmnmlu 08 dp osla igualdad por ol

veelor d. nhlvm.mm v |d P = {n b, r). es deeir, v o=
(.«r., i’;, c)/]‘r! ?. Do este maodo,

- = b

Dit = (6, b o) (12, @l -1-las B]-1-15, o). A.

le, al-f- la, 0}-F15, elp?

Ejemplo: 14, Demostrar quo un segmento A7), enyns
extrenns Ay 2 se encuenbean en distinlas caras de
dngulo diedio - dado, forma dogulos iguales con ostos
caras si, y sdilo gi, Ins distancias ontve cada nna de fos
oxtremos y Ia avista del dngulo dicdra son iguales.
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LA Sean @ y @ las caras del dngulo diedre (fig. 4.16),
—
N,y N, sus vectores normales, A € P, 1 €Q, Cy D dos
puntos distinlos en la aris-
ta del angulo diedre, A’
y B' las hases do Tas por-
pendiculares bajadas de los
puntos A y I3, respecliva-
nienle, o la recta {CD). Los

e —
veclores a = A'A, b=
=M'DB, ¢ = CP lorman hase

con Lnl que al c, 5'_1_ ¢ :
Tn calidad de los vee- Fig. 416

tores  normales N, y _ﬁ,

so puede Llomar Jos veclores N, = fa, cl, |V, | =
- - e - - - - -

= |a|le|y Ny=1b,cl, INy]=1{0]1c] Segin ln

formule (3.53) los dngulos formudog por ol segmonto

1AB] y las earns & y Q son iguales si, y sélo si,

- — - —_— — — e
(N3, AB)| _ (Na, AB)]| o [(AB, @, )| _ (A8, D, )l
ey g ry — 1 - - .
1N, 1AB)} |Na| 1AB] lal 161

= =3 " -
Descomponiendo el vector A3 segin Ia hase {a, 0,7

E'}: AB = —a -+ [Ny (A es desconocidoe), oblengmos,
couforme a las propiedades 7 y 4 del produclo mixto,

(A8, a0 =_.:{E..'I;._ b, @ A a4 6=
= (b, @ e (AR, b, ¢) = —(a, b, ¢) = (b, a, c). Por lo
taulo, los Angnlos formados por {A 5] con ® y Q son igun-

les cuando, y sélo cuande, '1.-’|E.r | = 1}]?} |, es deciv,
| AA" | = | #5° |. A

Ejemplo 15. Los vecloves €, eq, €5 son uo coplanaves.
— - - - -
Demostrar gue los vecloves [, = ley, el [, = ley, el
- -k -
fa = le;, e, tomados en este ordon Torman hase derecha.
- = =k - -~ =
A Tor Ia formul:'\ (6.240), {f1, [ 1) = &5y 3y C3)%
- - = - -F -
Puesto qno {e, ey, 2] o8 ]:f hnse, (e,, eq ca)® = 0._]‘(1'.‘
consiguiente, segin la propivdad 3 del producle mixto,
- 23 -
{f1» Tas f3} ©s la hase derechn. A
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Constrnida por Ia base {e,, e, ea), In hase {0 € o3},
donde

B, e %

A s i

, [re, #y ¥ fea, v fey, o

gmtmal. g dmal o Jal 405
{r1s 02, ) (€3, £, &) (#1, ray ea)

OGN
so denoming hase reciproce. de In base {e;, ¢y, 24}, Do lus
propiedades . [ productn mixto se desprende oo parn
todos los ¢, j=1, 2, 3

- - 0, cunndo is&j;
. .90
(er, €)= 1, eunndo i=j, (4-20)
Por In formula (4.24),
(€hr € G =s (4.27)

(c1, ra, )
Ejemplo 16. t1allar ¢l radio vector & dol punty co-
min AL de tres planos: P, (';. :'Y',) =0, P ("I':, F\F,) -
= Dy Pt (1 Ny) =Dy, donde (¥, Ny, Wa) 520.

A B veetor huseado x satisface ol sislema de ceuacio-
nes

(5 N)= Dy, (& No)= Dy, (5, No=D;.  (4.28)
Busquemos zen la formn e descomposicion segin la
hase {.’_V;. f'\.';. N,} recipraca 4le la baso {.‘N,, Kf,,, I-\-f,,}:
T Ny NG+ VG Balonces (2, N)) = y (N, N0) -
4 .:-(1‘1':,, A?;} -|- t(K’,, N,J =g [ véasolas ipaldades (4.20)).
Andlogamentoe, (:.:, 7\72) Fe By {.;: A'?:) ==L ey deeir, el sis-

tema loma da Torma g == Dy, 2 = D, t == Dy y su solu-
cion es obvia. De esle maodo,

2o DN - DN, | D
_ DNy, Mol L DA ¥a B0 1Dy |, ]
(N1, N3, V)

. A (4.2
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Ejemplo 17. IIallar el vecltor x «ue forma dngulos
% -+ =k -
ignales con wvectores no coplanares dades a, b, c.
-+
A La basqueda-de # es equivalente n Ta solucidn del
sistema e ecnaciones
- = . -, - =
(-’rv ﬂ.] = a, (371 b = ﬁr (xv C) =%
- - = =
dmdn a:[.riln.lc.nscp, B=|x||b|cosqp, y=
= | T | c | cOS (; p 03 el dngulo (ignal) desconoce i:lo entre

1 ¥ a e Y b, ,1- y e. Por la [ormuia (4.29) Iumrnu parn
el sistema (4.28),

S alb el bPle, altyla, 6] _

- o -

(@, b, )
i I;' cos l‘l Hb "-'}'i ”i"—l I: f]_}‘ |5”'1 "’I
{n, b, )

Pieslo que, sogin la condicion del problema, Ia longitud

i
del veclor z no es sustancial, en calidad del husendo se
puede tomar el veclor * g

|a| [.'J c] --1 I.'l [c u[-j—icl [a, M,

- s =

(@, b, c}

donde £ es un mimero real cunlquiera diferente de cero. A
E]mnplo 18%, Demostrar (ne para cualesquiern vecta-

e = s

res a, :';, ¢, x, ¥, z cs vilida In igualdad

(@, @) (z, b) (z, )
(a, b, &) (2 v D=|(y, a) (y» D) (5, ©)]- {4.30)
@ @ @b G o

—

0O Si (e, &, ) =0, o sea, los veetores ty by r soh
s

ruphm‘ucs, entonees uno de los vectores ﬂ b, ¢ [pm
ejemplo, rr] se descompone en dos otros: a=ab -+ |5c
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Enlonces,
(@ a) == (x, )P (e 0,
W, @) =aln B +B. o),
(G a)=0.(z, B+ Pz, o).
Por lo 1anto, on ol determinante que esla en el sogundo

miembro e (4.30) In primera columng es In combinacion
fineal de I zegunda y la tereern. 'or eso, el determi-

% e
nanle dado es igual a cero. De esle modo, si (@, b, ¢) — 0,
entonces fa dgualdad (4.30) queda complida: sus dos
miembros son iguales a cero.

AR g
Alora, sen (a, b, ¢} 5£0, o sea, {a, b, ¢} os In hase,
e M
I_).(-sm.:np?ngnrrms los \-nctm’es»;r,_ vy segin Ia hase
{a'y V', '} reciprocn de la {a, b, c}:
=y’ - al’ |- age’,
y = a4 " 4-Pac’,

2= 94" -F 7" |- vae,-

Por In formuka (4.21), (;, _;,:, ;) :.-f_\-((:'. W, c-;}. donde

oy oy
A= ﬁl ﬁ'} ;"3
Y1 Y2 Ya

Tamanilo en consideracian la relacidn (4.27), resulta que ol
primer micmbro de (4.30) es igual a (;;. B, 'r:} (::‘, E;, ‘5) ==
i {r;. b, ;‘j ((;". };’, ;:’)-A = A. Por otro lado, en virtul
de (4.20), (v, a) = (3, 7) = (?E,__a,_?:" I ag??'_’.| @) —
= &y, (# ) == a,, (;: c) 2l (, @} -~ !”n (1 B) = [iy,

(W ) = By (B @) = 10 (B B) == 50 120 €) - - a0 sEN,
el miembro derccho (4.30) os tambicn igual al delermi-
nante A, M
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Ejemplo 19%. En un paralelepipedo ABCDA'B'C'D’,
Ins longitudes de todas Ias avislas son ignales n i, DAR =

S~ PN
= DAA’ = BAA", Unllar el valor de cada uno de estos

angules si el volumen dol paraleiepipedo es igual a 14V
A Empleemos 1a férmula (4.30), en virlud de la cual

@ @) (a ) (@, c)
(b o=@ 5 @ B G 9 (4.31)

@ G 0 @ o
Tomando a = Ib. e IB, = /?:1', resulta que el
volumen del paralelepipedo construido sobre los vectores

Fig. 4.17

— — —
AlY, AB y AA' puede hallarse por In férmula

(AD, AD) (AD, AB) (AD, AA")

Vaneparnerny = (;ﬁj’ ;{E; (ZF]. AHE“I {A—B’., n')
—_ — — — —_— -
(AD, AA')(AD, AA")(AA' AA")
{1.32)
Segitn  In condicion, | AD | = |AR | = 144" | =1,
- — — e —n —
o sen, (AD, AD) == (A}, AB) = (AA', AA") =1,
— — s — -
(AD, AB) = {(AD, AA") = (AR, AA") = cos ¢, donde
AN N P

W =DADB = DAA" = BAA" (fig. 4.147). Segiin la fir-
mula £4.32), obhlenemos

1 ww
= ' wi w| =V =31,
¥ ! wwi
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donde 1w = cos . Resolviendo la ccuncion 0 == 2 —
— Bw? |- 12 == 20 o (200 o A[2) = 20 (0 —
= 12y =2 |A2) (0 - 12) = 2 (0 — 1/2) X
X (0 — (V3 - D)2) (- (V3 —1)/2) y teniendo on
cnenta In designaldad Jw [ = Jeos @ | << 1, hallamos

Py = ArCCOS —-:— =00°, ¢z=>arccos ilz--"-r—3 =

L
=180"-—nmcns—l-—32——|. A
Ejemplo 20%, [Expresar el volumen del Letracdro ARCD
medianle las longitudes w = [AD |, b —= | BD |, ¢ =
=} CD } e sus bres arislas que salen de un vértice D

N ZN TN
y lns magnitndes & = ADB, i = BDC, v = CPA de los
dngalos planos de este vértice.
A Empleando el resullado del cjemplo 3 y Ia [br-
mula (4.32), obtenemos

_/|a, DAy A, bB) (DA, DEy

r . { -— — —_— — — g
Vanen ™ 5 / (DA, DBy (DB, DB) (DB, DC)
(DA, DC) (DR, DC) (DC, DC)

i v a2 abcos oo accosy|
= ' / abcosa 1P becosfl.| =
y
accos y he cos i c:

= —":’—c ¥ T—Cos%a— cost i—cns? Yl 2eosacosfieosy. A
)

Ejemplo 21. Demoslear gue se puede caleular ¢l volu-
men del telracdro ABCD por ta [ormula Vo= (1/6) x
x | AD || BC | dsen g, donde ¢ es el dngulo ontre Ias
reclas (ALY} y (BC) y d, la dislancia enlre estas reclos.

A Bl volumen Vo del tetenedro ARCH es ignal o V==

. = —_
= (1/6) | {(AB, AD, BC) | (véase ¢l cjemplo 3). Sean
ME(AD) vy N € (C) los puntos de interseecion e In
perpendicalar connin w lng rectas (A1) y (BC) con eslas
—— —
reclas. Bntonges, d = | MN | v ol veclor MAN, sienido

- —
ortogonal a AD y BC, os colineal al producio veclorial
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I;I_F), 7}-CI. Sean A y i nfimeros Lales que AD = KXD.

Na— — —— — — —_

BN = pwBC. Enlonces A = AdD ++ MN —pfiC y
—_ e = i e — e

(4B, AD, BC) = M (4D, 4D, BC) 4 (WIN, AD, 5C) —

-t (BC, AD. BC} (ﬁf{N (4D, BC]) PDl tante, V =
= (1/6) I(MN, [Al) BC]) | = (1/6) 2 | [AD, BCI | (los
vcc.tores IAD. BCI ¥ MN son colineales). Como

| [AD BC] | = 1AD | 1BC| sen ¢, se tieng V =
(1/6) | AD | | BC | d sen . A

Ejemplo 22*. Sea dacdo wn telraedro ABCD. [En las
aristas [AB], [CD) y 1a prolongacién de la avista [AC]
tras el punto € cslin clegidos los
puntos M, N, P, respectivamente,
de tal modo que | AM |: | 4D | =
= XA | CN | :]|CD | = p,
| PC|:|CA | =~ Doterminar el
volumen de la parle —cortada del
tetraedro pow el plano (MNP)—
que conkicne ¢l punto A. EI volu-
men del Letraedro ARCD os igual
a V.,

A Sean Qy It los puntos de inLer-
seccion del plano (MNP) con las rec- Fig. 4.18
las {BC)y (DA){fig. £.18). El volu-
men del poliedro RAMQCN esigual a Vy — V,, dondeV, =

e — e =
= (1/6) | (PA, PM, PR} |y V, = (1/6) | (PC, PQ, PN) |
son los vollimenes de los tetraedros PRAM y PNCQ,
respeclivamente. Galenlemos los veclores que inlegran

lns cxplccsionca de los volimenes. IJcsignomnq CA = a,
ch = b Cﬂ = c. Enlnm‘pj, V = (Uf‘) I[a, b c) I Te-
nemos !’M’ =v+1) o+ A {b — n] Sean PQ = xPM
C() == yb lelamns rey emp?mndo el ciclo PCQP 0
—PC+CQ—PQ=va+yb—~x{(v+1-—)L]a+
-} Mﬁ En virtud de Ia unicidad de descomposicion segin
Ia haso {a, h] y=ah v=nx(v- I_,_ A). Pm ronsn-
guienle, z = v/{1 4 v —14). Sean Pl = 2PN, !M
— wDA. Empleando el ciclo PRAP, hallamos nimeros
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* F - —r -3 —_ —_
desconocidos 2 y w: O = PR - ) — PA = 3 (Fe -
— - - -

4+ CN) Fwfe—e) — A = (ov 0 —v — 1) q -
4 (zp—w)e. Dengnizy 4w — v - § = 0, ZjL— ==
= 0. Al sumar las dos ignaldades, oblenomos z = {v I
A= D/ -+ De este modo, definitivamente lonemos

" v4-1 007
V,:TI v t—=A A 0 l(a, b, €)] = (v i 1)zpV =
v 0 zp

~ gy,
V=] (Tf.—;ﬂ‘ =P, L PR) o Y
e i
=1~

Nolemos un anagnilico caso particular de In férmula
obicenida: A = p = 1/2 (el plano (MNP) pasa por los
puntos medios de las aristas cruzadas del tetracdro). 1in
esle caso (independicntemente de la magnitud v), V, —
— Vo, = (1/2) V, es docir, el plano que pasa por los puntos
medios de las aristas cruzadas del letraedro divide este te-
traedro en dos partes de voliimenes iguales. A

Ejemplo 23* (lcorema de los cosenos para un angulo

P g
triedro). Lios dngulos planas AOQR, BOC, COA (lig. 4.19)
del anguolo Lricdvo OABC son iguales n a, 5, ¥, respecliva-

mente. Demostear que la magnitud B del dngulo diedro
do la arista [OR) salisiace la relacion

cng y—cos e cos fl

c0s f3 = e {4.33)
Consideremos los veclores unilarios ;:I —
/1 0A Iy ;:r, = O_J)J-’HE)’EJ‘ Iy ;;, = 52‘” oc 1. Bnton-
Vy == lew, ol (1N, | = 12, | 1ea lsen f = sen ),

= [e;, :2] (I NV, | = sen ) son los veclores normales
o los planos (COB) y (AOH), vespeclivamento {(en Ia

o

4

28

(=T
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fig. 4.20 so representa la prayeceion del dngulo diedro
buscado do la arista [@13) sobre el plane ortogonal a
(01)). Conlorme a las propiedades do los dngulos con los

b
=]

Fig. 4.19 Fig. 4.20

lados respeclivamente perpendiculares,

~ -A”
cos B =cos (180° —(N,, N,))= —

PP ﬁ1t KF’.]
senwsenf
- =
Para calcular el preducto (N,, ¥,) empleemos el hecho
de que, seglin la formula del producto veclorinl doble,
- - - - - - - e - - -
tenemos (ey, N,I=ley, ley, esll = ea (ey, €) — €aX(ez, €5)
— — - sy
y, por lo‘_ tanto (N;. Ny = (N, e, &) =
- - - - - - - R
= E:- L N_:) = (e;, [es, N;1) = (er, €2) (€g, €2) —
— (e;, €3} l ey P =cosacos f —cosy. De este modo,

e¢ns B = (cos y — cos « cos B)/{sen o sen ). W

Ejemplo 24*. Demostrar que: a) todo angulo plano
de nu dngulo triedro es menor gne la suma de olros dos;
)} la suma de los angulos plones de un dngulo Lriedro cs
menor de 360°.

A a) Utilicemos las designaciones del ejemple 23.
Ya que 0°<<o=<<180°, 0°<P<<180°, 0O°<<B < 180°,
de In férmula (4.33) so desprende que cosy = cos (a4 §)-+
4 {14 cos ﬁ'} sen o sen fi > cos (& + B). Puesto que en el
segmento [0°, 180°} el coseno decrece mondlonamente

y 0°<9<C180°, de la desigualdad cosy>>cos(xz-+f)

(Es. J\?ﬂ =
YANA
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so desprende quo y<<o-| ) si 0° << n I-B < 180, §i
a-->180°, In desigunldad « I-f=% es obvin pueslo
que 180°=>y. b) Transformando la desigualdad ohteni-

da 0<<cosy—cos (- f) =2 sen R—I'g_v sen a-{—t::!-i-\f

y empleando el hecho de gqup, segin lo demosirado,
0°<&'g:l<“T'H‘<18{l°, es deeir, sen E°—|—%——"~:~:-
= 0, oblencmos  sen _C_”_;’l_‘_g-!'_\' > 0. Como
0° < —;.— (ce+f-l-y) << 270° de aqui se deduce que

0° << % (o 4 B--v) << 180°, 0 sea, a-+B-7<< 360°. A

§ 5. Problemas vecloriales de In reeta y el plano

Ejemplo' 1. Escribir la ecuacion veclorinl paramélrica
de la recla I dada como la linea de inlersoccion de dos
- e -
planos no paralelos &,: (r, N)) =D, y P.: (r, N,) =
=D,. R
& Primera solucién. Bl vector » os el radio vector de
un punto de la reeta L si, y sélo si,

(T;! K’l) - DI_! (Fv WE} == }-IJE, }-{FG {-;- R;z) =
e [_\?; (;: -ﬁﬂ e D!ﬁ,ﬁ = DIE;S

(en cste sisiema de ccuaciones In lercera ccuncidn es cl
corolario ohvio de las dos primeras). Bmpleando ia [6r-
mula del producto veclorial doble, escribmunos esti ccna-
cion cn In forma

[r, al = AT, {4.34)

- - = —_ —t —
donde a = IN,, N,l, o7 = D,N, — D, N,. La ccuacién
(4.34) es la ccuacion vectorial de una recta I* (véase el
ejemplo 3 del § 3 do este eapitule) que se determina com-
pletrunente por esta recta, A la ecvacion (4.34) le satisfa-
cen todos los radio vegloves de los puntos de la recla 1.
Por consiguiente, 1 < I*, es decir, L = I* y (4.34) esla
ccuacion veclovial «de L. Conforme a la formula (4.13),
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escribamos ecsta ccuncion en forma paramétrica:

r =Wy N, DNy oDl o §, Wo)e, te R, (4.39)
¥y, MyL2

Segunda solucién. Eacontrdndoso en les planes &,

y ®,, la recta I es perpendicular tanto al veclor ?V’l como

al vector ﬁa. Por consiguiente (véase el ejemplo 9 del § 3

de este capitulo), el vector a = !1—\7,, N,] es el veotor

director de 1. il veclor ;',, {radio vecter del punto inicial
do ln recta 1) se halla como el radio vector de i base
de la perpendicular bajada desde el polo a la recta I,

o sen, como la solicion del sistema de ccuaciones (-;q. }_\?,} =
- — - - - — —
= Dll (ro: N'.\) = Dl! (r'(h a} = U {11. e [;\".'Ir Nﬂn' ES cl
gistemna de covaciones de Llipo (4.28). Por la [6rmula
(4.29), su solucién es
y = Dulby al 4 Dy (g, NyJ4-0-1Ny, Mo
(N1, Na, a)

={;‘D:-;\}1-DLE=| - HKF,, Ny, DyNy— Dy Nal
(a, [Ny, Na]) [V, Nafl®

La eenacion paramétrica de I = :‘, +{-at, t€ R coincide
con (4.35). A

Ejemplo 2. Escribiv las ecuaciones de Ia recla It = -+
+y—z41=0 24 2y-+2z—4=0en forma parn-
mélrica,

A En las designaciones del ejemplo anterior:

Ny=(1i 1; —1), Dy=—1, Nu=(1; 2 1),
D, =4, DN, — DN, = (5 6; — 3), a=(Ny, Nyl =

A T
12 1 5 63
= (0; 14 28)=(0; 1; 2).
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Por consiguiente, las ecuacionrs de I son x=0-}-3¢,

y=1—2£, z=2-t o %:-E—_L—i_—,.-—»s_z . A

Ejemplo 3. Ilallar la proyeccion. ortogonal A, (;‘;}
de un punio ﬁ!"(-;-n} sobre la recla ! que es la Iinea do
interseccién de los planos &: (;. ;ﬁ,} =D, y &,
(s N)=D,.

A Bl vector ;:.[1-{’1, }-\.12] es el vector dircctor e
I. Por la condicién, M, €l, ,-‘-!;1*!*_]_ (:[t's deeir,
(;*—;,,, f;)==[}). Logramos ¢l siguiente sislema de ecna-
ciones  para  delerminar el vadio  vector ;:* ilel
punto Af,:

(ree Ny) =Dy, (rr Np)=Ds, (e, a)=Ds.

Aqui r:mlf\?“ KF:], D;,=(T-o, ;)—_(v-';,, :’C’;. ﬁ',). Por la
formula (4.29), hallamos
D, |Ns, al4Dafa, Vy]4-Dg _
(Ny, Ny 0)
_ IRy, N, n,R:,_Ejﬂﬂ_p(};. Ny Ny iy, N,
MMy, Nai2

Ejemplo 4 (haz de planos pasados por una reeta dada).
Iiscribiv las ccunciones de lodos Ins planos pasados por
Ja recta I que es la linea de interseceidn de los planos:

Py (r, N)+ D=0y $4: () No)+ Dy=0, [Ny, Na) 0.

O 51 vecltor divector T de Ta recta ! os igual a P
= UV,, J_N‘-zl. fBea £* un plana arhitrarvio que pasa por Ia
recta . Entonces ol veclor normal Nt :,é{-J- de esle plawo

. - - - "
es ortogonal al vector @ = [N, N,], es deeir, es paralelo
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— -t
at plano en el cual N, y N, forman base. lor ecso existen
(dependientes de V¥, o sea, del p]'mn F*) niimeros o y
- - —
lales que N¥ = aN, - PN, « —!- ﬁ’ = 0. Pm consi-

guiente, la ecuacién de &% es (J aN, -+ EN!} = D¥*,
1" nimero D* se delermina también por el plang $*:
se expresa mediante c y i, Para hallar 1a relacién entre
D*, o y B, consideremos un punte arbitrario M, €

con ol radio vector 5. Como My € P, se tieno (ry, Ny) =
——
= —Dy; ya que M, 0 € P, _se liene (roy, Ny = =

En fin, D* = (r, aNl + ﬁN,} = —aly — fD,, puesto
que M, € #*. De esto moda, la ecuacién e todo plano
#* gue comprende I Lienc la forma

(o &N+ PN,) = —aD,—pD, <>

<> a{(t, N)4-D)-+B ((r, N)+Dy) =0, (4.30)

dontle « v B son los mimeros que no son simultdncamente
iguales a cero y se delerminan por el plane £*. Reciproca-
mentie: si B y o son niimeros arbilvarios que no son simul-
tdneamente ignales a cero, la ecuacidn (4.36) es la ecuacion

de v plano que, ademas, contienc 1 («i?‘n es el radio vector
(!a un punlo arbitrario Mo €1, entonces My € Py (1o

,) + D, =z0 .M, €&, (ro. N,} -|~ D, =01y, por lo
tanto, « {(r..,, ) 4- D} -+ B {(:,,, ,) + D,} = a0+

+B-0=0, es (lO{I.!.I. ﬂf, so sitiia en el plano dado por la
ecuacion (4. 36))

La ecuacidn (4 36) se denomina ecuacién del haz de
planos que pasan por la linea de ch?-‘ 'seccion de los planos

L {r N)+D, =0y &, . N,) + D, = 0. Si las
ecuaciones (e .‘J“,_ y &, se dan en forma do coordenadas

#,: Az + By + Cyz 4+ D, = 0,
Py Ayz 4- By + Cpz - Dy = 0,
entonces, al introdneir los veclores N == (A,, By €,

.N, = (A,; DB, C,), oblenemos &,: {r. N) 4+ D, =0,
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{T. ﬁ,} - Dy = 0. Por consigniente, la ccuacion del
hmr de planos fque pasan por a recla | = TN ‘f’s toma
la forma lef. con {4.36)1

w (A - By + Ciz - 1) 4 b (A - Bay -
- Coz -- D) =0, «*-- >0 H (4.37)
l“j(.mpl(n 5. Por 1a Ifnea de interseecién de dos planes
[r, .N] =D, y &, (, 1\,) = -—D, {irazar cl
11]'11:0 perpendicular al plaio P {r-': 1\7,,) = Dy, (JV,.

Ny) %0-
A Segiin la formula (4. 3(3), la ecuaridn dol phnu bus-

cado tiene la forma o [{.i N} I—D} + {(l -hs) -+

4 D,} =0 o bien (r, aN -+ ['SN,) —-(aD, - ﬂDz)

I vector normal de este plano es el veetor N = aN, -+
BN2 chlm !:l rnmhmma esle veclor vs or Ingml.ﬂ a N,,, ‘

0 sena, o (N,, N-,) -+ fi(N.., N-;] = 0. L-omn (N,, N-,}

# 0, se licue ¢ = — {N,, Nﬂ/h‘z‘,. 3} ]§ géﬂ Sml:-

luyendo @ y fi en (4.36) y dividiendo en IU(NU i\{n)‘ alle-
nemos

(s =Ny (Ngy Np)+ Ny (Ng N))=Dy(N,, Ny—
_Dz(Nll Ny <= (7, fVJMNuNﬂ) W
= (D, N;=D,Ny, N A

Ejewmplo 6. Componer 1o veuncion del plang gue pasa
por el punto M (—3; 1; 0) y Ia linea de interseceign de los
planos #: = -}-2_;—2:-{-4 =0y P 3z —y - 22 —

0.

A La ecuacion del plano busecado tienc la forma
[véase (4.37)]
FPra@42y—z24+4)+p (B2 —y -} 22--1) =0,
a? -- ? >0,
La velncion onlre « y B se doterming de n condicion

M E 2, o5 deeir, u{—»J 24 —0 - 4) - [i(—3)—
e B 20—1} =0 o bhien 3z — 11p =
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Después de la suslitneiéon o =%f’- y la divisién por

-%—[1 =0l ecuncion de £ toma la forma 20x -- 19y —
—hz--41 =0. A

Ejempla 7. Componcer la ccuacién del plano que es
paralelo a Ia rvecta L: -x-—_:‘-2= ”-—';:-3 _"EE y pasa por la
hnen de interseccion de los planos #: v —y - 2 =0,

Prytz—4=0e

A La ccunacion del plano buscado tiene la [orma
afr—y+2)-ply+z—4)=0<>azx-
4B —a)y - pz + (2o —4p) = 0.

Si veclor normal N = (a; f —a; ) es orlogonal al

veclor direclor @ = (—1; 3; —2) de la recta Lt a-(—1) -

+ (B —a}3 -k pB-(—2) = 0. De aqui f = 4o y la ecua-

cian del plano buscado o8 x |- 3y - 4z — 14 = 0. A
Ejemplo 8. Liscribir la ccuacion de nn plano aebitrario

gue pasa por el punte comiin de los plunos 8: (;: K’,) ==
= _Dv 5"2: (;: Ej’s) = =, £ (;: ﬁ't) = —0D,
(le N:r _::) #0.

A Sea rg el railio veclor de M, punto comin de los
planos #,, #,, #,. Tntonces, (-;‘n, ﬁ,) = -, {;"n. ﬁ,)E
= —D,, {?m _'-‘) —D,. Si .‘?* os plane arbitrario,
enlonces su veclor normal N :9530 se llow.mnpmlc c:c'gun
los veelores o coplanares N,. NS. N;,: N = mN, -
-}- ji.N, |- '\JN,, (lns wimeros e, f, vy, a® - B> -k y* >0
se determinan por el veolor ﬁ, es deciv, por el plana $%),
De este modo, In ccuacion de £* es {;': aﬁ, -J- F»f\}'g -
-+ vﬁr’_.,) 4 D* = 0. El punto M, perlencce a £* si,
¥ sblo s, ;':, satisface Ta ccnacién de £#*, es decir, cnando
n* — _{;m W{FJ - Bﬁz - '\’ﬁa) = al, |- D, 4 yDy.
De este ll:l)t!.fi. la ecuacion de £* .

o {(r, N)) - Dy} -+ B (¢ V) |- Do)+
4y (% N9 + Ds} =0, (.38)
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Hamada eenacidn de un atado de planos pasacdos por el panio
conmain de los planos @, B, F, desevibe (puua los varia
bles e, by, o= B2 -1 92 = 0) ¢f conjunio de todos los
planns pasados por ol punto A, A
Fiemplo Y. Bscribir la conncion del plano e pasza
-* . - - — -
por ol punto ALy () v by orecla Lode, al — M, o =40,
(a, M) =—

A Bseribamos la ceuncion de § en forma paramé-
e e s i
ricn: re—=r, |-al, 1€ R, J‘“—..—If—TL. 15l punto A con el

jal®
radio veelor r =e encuentra en el plann buscado @ si,

y &o0lo s, los vcu:lm'[“a Pe—=1y, Fg==T; @ S0N (',np!'ln-\r{\q

6 s, {J —I'" ¥ —-r“ r:} — . Al nolar qno f'n—"u ﬂl--
"'1'1!'--[.1", n], ohtencmos la eeaacion de 4 {J )

— D, Ne- M —=[ry al, D~ (ryy NY-—(ry, AT). A
Bjemplo 10, Fseiibirv ].. cenaeion alel plane (ue pasa
por el punty A, {ry) ¥ L linen de interseecion do los panns
P Ny LDy =0 v # (r, N | Dy~ 0,
IN“ N:;l '?'=U. f”n G '(f‘l'
A L cenncidn del plang buseado & [véase (4.36)] vs
@ i N 1D b B (00 N Dy) =0, a2 | pe>>
> 0. Los wimoros o v [} salislacon Ia condicion

& (o N\) A= Dy} -+ B ((ron Vo) I Dy} — 0, ((Fo, W)
- 4} = 0. Bxpresandoe a de aqui y sustitayéndalo en b
councion del plano F, oblenemos, despuds de dividie por

el wimero —[U{_.:‘,_. ﬂ;t) A- Dy} 50 {{_.f"u. f—\;',} J-D,) %
X 46 ) b Do) = (o F) A DT W) -1 D)=

- =% -~
Bjemplo 11, Bstin dados ta recta 10 1p al - M,

P —f_-(’) E{l, .fﬁ} =0 y ol plano & (T /h\;] - N, N o 0.
¢ Bajo :yltltlmdlt‘mll Wiy # lll‘lll‘l\ un sodo pudo.comin;
B in &; o) = P2
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P a) Ebcri]ﬂmns ia ecnacidn llo len forma pnramé—

tricn: r = r,_. 4 at, t €N, donde r., = la, M])’{ a . La
rects [y el pl.ma # tienen un solo punto comin si, y sélo
si, In ecunciion

(o - al, N) =D <=1 (2, N) = D — (ro, N) (4.39)
tiene la solucién tinica £ Tsto tiene Ingor si, y sole

{;,. };I}-—,&U. Lo este  easo, o Bmle ) o

(e, M)
== .___.M
@, V)
miin de la recta 7 y el plano & se determina por la
formula

&
y el radio vector r del punto co-

- .

% . 5 (:.,. ﬁ} Da-)-rg (N, a)=a (N, 1) _

-’——’.1 l a o
0 (. M)
Da-\- [N, lTr.. all - ”"'l'l’" *“” (4.40)
(ﬂ N) (.1 N)

b) Si {a, N) =0, D =, AT, M)\a I, entonces b

ecuncion (4.39) Liene la forma -0 = D — [a ﬂf. N)H n tz
¥y 1o Liene I=mlm:1m| 0 sen, lv # no Licncn puntos comunes.

¢) Si ( N) =0, D Iu = {n‘ i, NJ, entonces la
ecnacion (/l 3) toma la forma t.0 = 0. Su solucién es
cvalquior niimere £. De este modo, cualquier pnnto de
In vecla 1 se silin en el plane #: Ll . A

Ejempla 12, ITallar la proyeccion nrl.r)p:ml.ll M, {:,}
de win punto A, (ry) sobre la recta Lt ¥, al = A7, @ 5=0,
{n. M} =10.

A Soglm la condicign, M, € I, os decir, I.r,, al = M
Y ME. i r: o bien {r,,,, u} = (r,, a} De osta manera,
el problema se reduce a hallar el radio veelor r,, del
p!an mnum de la locht I r:'. al = A y del pluno

2 [:, N) =D, N= a, D = (r,, a}. Por la férmula
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{41.40) =se lione

S PEE 1T A
{a, a)
Ejemplo 13, l‘mn]m la eenacidn de la recla qne pasa
pm ('l _puntoe M (r,] ¥ ocorla mlnglm'ﬂmt'nlc la recta
Ny =D i =1, 2, H\N'I:,é:{‘l

—
L‘_\ Sea iy () I lmhv e In perpendicnlar bajanda desde
ol punto Ay w la veela 1. Entonees, e s condiciones

My €1y ilg) L1, o son, (Fa-—75 a) =0 donde
" — ])’\.. N] s el veelor diveclor de 1, Lenemaos

(;'m ‘&rl) =Dy (ro, Ny)-=1D,, (}'n’ "} s 1y,

Dy~ {:b f-\}:! {\;")-

Se abliene el sistema de ccuiaciones Lipo (4.28). Su solu-
cin os vdpse (4.20):

1Ny, Nsb, PNy — Dy Nl |- vy Ny, No) [Ny, Nl
LA

o=

Lav cenneion de 1o perpendicular = -;, | {;'.,, h-_:"l) {,
LEN. A

Ejewmplo 14, lmnlmlw ln ccuacion del plano 4 que
pasa por el punto. Af, (r,) ¥ s por |n-|||||: wlar o T lnea £
dlis ||m~|~<l-{ sion de los ;:I.nm‘- ®: N)— B v Py
(r, N g) = My, IN., N, &l .-,4-0

A Bl veelor o = |N.. N ,|. veclor direclor e Ia
recla 2, es ol veelor normal del p[:mn buscado, enya reun-

cidn es, por lo tanlo (-.:, ;:) . B wfimere 1 ose hiadla
de In condicion M, E A {:I, r:] D. i II[‘riIli"i\»'?l' b

cenacion de & es (* —-r,. " 4}
Ejemplo 15, Componor la conacion (lu In recta ue se

encugitra ea el plano #: [r-: ﬁ?} s )y N _—,ueﬁ v ocarla la
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recla I: e ;:n -!-T?t formando el Angilo recto. Ademis
(@, N) %0, fa, N1 0.
A il radio vector rg do Ay, punto rnnmn et pl'um A

Ia recta I, se halla de las relaciones r = :" - at,
Ty N - PG N
{rg - at, N} = D, eos ducir, Ta = rp -l- @ E—-_(;E_—-!

(a, )

La recla buscada pasa necesariamenle, por ese prenlo.
Pucsio que la tecla buscada L so encucnlra en ol plmlo P

ol veclor dircetor b de In recta L es mlﬂgmm[ A . Segiin

In condicion, lenemos Lambién 3 L a. Por consiguicenle,
en ealidad del vector director de In recta L se puede

- - -
tomar el veetor & = le, N]. Do este moda, 1 cenacion
para L cs .

Fer (Fat 222 2) e, Niv e A

(s, V)

Sjemplo 16. Tor la recla I -; = ;:, 4- at lazar el
plana perpendicuiar al plano £ N) =N, (a, NI 5&0
A B pulo My, {r'“) y uno tlc ius veclores direclores

(veetor a) del plane buseado son conocides. Bn calidal
el wgnmln veelor direclor se puode Lomar, por cjon-

plo, N pueslo que, svgfm Ia eondicion, el plano buscado
o8 per |mm|lt'||lm al plang & Y, pnl Lanlo, paralelo a su

veelor normul N, Los voclores @ ¥ N un son colineales. El
plano buscado es paralelo a ellos. Por eso, on ealidad del

veelor nermal del plano buscailo se puede tomar N* =

= |a, N y In ecuncian de esle plano es (;— ;':,. -r;. ﬁ) =

Ejemplo 17, Hallar 1a distanein do on punto A, (7))
* -

I reola b 7 ry -l at.
A Ta distancia huseada & es la Tongitud de o altura

-

del paralelogramo constrnido sobre los vecloves rp — ry
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voa (lig. 4.21), Vor consiguivnie,

hoe Mri=ro all 4
la)
Ejemplo 18, 1lallay Lo distanein entee Jas veelas cruea-

L L e st
s & == pp ol b ¥y Lir~r, | .

A Lo distanein huscadn b oos la fmlgil.utl e la per-
pendicnlar comiin o las recbas 1y L, es decir, In distancin

Fig. .21 Fig. 4.22

culre log planos puralelos uwne de los cuales conlivne !
v el ulvo, £, o sea, Ia longitud do ta altoen del paralelepi-
pedo ABCEAL,CD, (lig. 4.22) conslenido solire los
veelores ry o= 1y, a4y, dy, ts decie, el niimero

| 1{’:-‘:h y, ::)| . A

“""‘1- -":2“



COMPLEMENTO

Prapiedades do In ennsformnebin do semoejnuzn p,

1, L tennslormaeion do somejonza poeon ol soefi-
cionlo & e hivnivoen. Cado so vonlizn In Leansformn-
cion p, lun imagen de un espacio (plane) es Lodo ol espicio
(Maie). La transformation Tnverss do p existo y of ibidn
ransformaeién  do somojunza (eon ol cooficlonte  1/k).

2081 A, 1, C son punlos sitnados on nna recla con
vl gno € € 1A, ), onlonces sus imdgooes p (A), p (B),
1 {C) sv vnenontean tambidn on una roctn con lul qno
p (C) € 1p (A p ()

A", Cnando se realiza Ia transformacion de somejunza p,
En imagen de unarecta (A7) s laveeta (p (A) p (B)), la ima-
gen de un segmento [47) es el segmento [p (A) p ()], la
imngen de wn rayo [AB) eselrayo [p (A) p (7)), la imagen
de un plano (AC) os el plano {p (A) p (B) p (C)).

4°, Cuando so realiza la teansiormucién de semejanza
las imagenes de roctas parnlolns son reclas paralelns,” Ins
imdgenns de rayos codirigidos (contrarinmente dirigidos)
son rayos -codirigidos . E‘.mlLrnrinmcntu dirigidos), lns
imagenes de planos paralelos son planes paralelos.

h 8i 0, A, 17 soi tres punktos no sitnados en una

TN N i
reela, el dngulo AON os ignal al dugulo p (A p (0) p (B).
: I %
Si log tridingulos OAB y O*A*B* son tales que A0 =
L S
= A¥O*B*, ABQ = A*B*0*, existe una lransforma-

cidn do suncjanza p tal quo A* == p (A}, B* = p (1),
[P n {”). 4 U

G La composicion do dos Leanslorthaciones do semoe-
janza con los coclicientes kyyy Ky es la transformacion do
semejnnzn con ¢l coeliciente Jk,.
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Propiedades de homolecin 715, 1% La homotecia 15
es una lranslormacion de semejanza con ol cooficiente
1k

27, Cuando se vealiza 1n homoloecia U;'},. b imagen e
nn plano es un plana paralelo al primero, la imagen (e
v reala (A7) es la vecta (L6 (A) 15 (12)) pavaleln o elia,
los rayos |ARY y HE (GA1)) — itk (Y 1Y (1)) son codi-
rigidos cuando &> 0 y son conlearimmonte divigilos
ruando fe << 0.

3 La composician de homolecias [0 y Hh es o
homaolocia  Jifyks. -

47, Cuando O, 5= 0y, Ik, 51, ln composicién de ha-
molecias HI‘E: y H;",: es la homolecia 5™, cuyo” conlro
s¢ encugntra en la recla (@,0,). Los coutros de fus ho-
wmoleeing Ili‘;:o!l:',’. y Ifi?‘uﬂf," coingiden  cuando, v sdla
cuando, (fy~—1)(ky—1)==0.

0. La composicion ]{;‘;:uf}i‘,‘l_ donide /o, -—:‘-., s Ia
Ty

Lraglacion  paraleta 7 —,
A=l 0,

io. La translormacion inversa  de una homolesio
It es 1a lomolecia HY*.

Propicdades de la simebria contral 2, . [*. la si-
melria centeal  Z, es o homolecin: 2%, == H5 " Ja
transformacidn inversn (e ella coincide con olln misma.

2. La simelria cenbeal es desplazamionto,

J00 La composicidn Ao, de dos simelrias eontea-
les vs In lraslacion paraleln 7' — .

20,0,

40, L compaosicion  ZgeZy, o Zg, de Lres simolreias
cenlenles ZoZo,, Zo, es la sinelvia conbral Zo,. cnyo
cenbro es la imagen del punto O, cuando se realiza la si-
melria cenleal respecto al punto medio dol segmento
[y0y1. Si los puntos @, Oy, Oy na s encuenlean on
recla, entonces 0,00 es paralelograme.

Propiedades de In traslacién paralela e
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. aer
10, 8i AB= A D, estonces T~ =T -+, 0 sea, pa-
Al Ay

ra todo punto C|7 - (C)=7 — (C). Reciprocnmente:
All Ay
si Ja igualdad f;-ﬂ{C) = THI{C} so cumple, aungne
— —
sea para un solo punte C, onlonces A= A;B,.
20, La Lraslacion paralela cs degplazamienlo.

.

8. AD=CD si, y sdlo si, (AB]=Tz (ICD)).
4o, (AB) 1} [A,By) si, y sb6lo si, [AB} = ?’n X
x (14,8,))-

5°. La traslacién parnlela 7',{}1 Lticne la transformacion
inversa que os Ia Leastncion paralela al segmento divigido
—r — P
BA = —AB.

6°. La traslacién pavalela o un segmento dirigido nuto
es unn frangformacion idéntica.

7°. Cunando se renliza Ja Lraslacién paraleln, lo fmagoen
de un plane es un plano paralelo a éste, Ja fmagen do nna
recla s uma recta paralela a ella, Ia imagen de un rayo
es un rayo codirigide a ésle.

—r -—
8. Para cualesquiern segmentos dirigidos AB y CD se
cumplen las igualdades 7' Lo =T of' . =7 . . ==
Al CD ci Al . ANACD

S
oAl

0. Papa cualesquicra pounlos Ay, A, ..., 4, es

vilida la regla del ciclo: Foonol o0l so

And, Ay Ay Asdy

o e
Ay Avhg
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A NUBESTROS LECTORES:

Mir edita libros soviéticos traducidos al cspafiol,
ingléa, [rancés, 4robe y otros idiomas exleanjeros,
Enire cllos figuran las mejores obras de los distintas
ramas de ln ciongin y la léenien; maununles para log
contros de onsefinnza superior y escuelas Leenolbglens,
literntnra sobre ciencins natnrnfns méidicns. También
ac incluyen monograling, libros de divalgacién cien-
Lilien ¥ ciencia-liceidn.

Dirijan sus apiniones a ba Editorial Mir, 1 Rizhski
per., 2, 120820, Mosed, i—110, GSP, URSS,



YA. BUGROY, 5. NIKOLSKI

Beuacion s diferencinles.  Integeales mitdtiples.
b "inciomes de variables complejas
(4 gdicidn)

Esle libra es el altimo de la serio eMalemdlicns sopo-
rinress, Conliene las siguientes partos: cedncioneg dife-
renciales ordinavins; inlegrales miiltiples;  andlisis
vectorial; series o integeal do Fouri cunciones o In
fisien malemiitica; tooria de lus Inncdiones de va
compleja; cdloulo operneionnl. En cadu eapitnlo, In
exposicion de Tos temas so efeclia de tal mado, gue
se I[ﬂl'nm]:ln de inmediato los conceplos fandamentales,
o lo que respecla a las demostraciones Tormales (o
los teoramas, como regla, se realizan al final de los
rv.si:cnl.i voaeapilnlos o pardgrafos. Este Hbro estf dedi-
catdo a log estndianles de los inslilutos técnices de
ensciianza superior, siendo Lambién de wiilidad a los
docentes y estudianes de postgrado.




YA. BUGROY, S. NIKOLSKI

Géleuln diferencial e integral
(2" edicidn)

Fa o1 segundo libro de la soric eMatomiilicns superio-
rose. 1t el presente volmnon se axponen Ina algnionies
partes: introdnecién al andlisis matemflic cilenlo
diforencial e integral de [unciones de una varinble;
cileulo diferencial e integral do funciones de varins
voriables; serios. Se estudion el conceptn do limile
de wpn sucesion, do [nneién de su limite, do integral
definida o indefinido, la aplicacién do las miamas.
En ol primer capitulo se dedican algnnos parbgralos n
lns ndimeros reales, pese a gue csta cucstién ha sido
tratada en los 1i)timos curses de Ja escucla do enseian-
za media, é :

En la presente obra so desarrolinn todos Jos Lemas quo
integran Ing respectivos programas de los instilnlos
Léenicos o ensefinnza suporior.



Mir edita:

YA, BUGROV, 8. NIROLSKI

Elemeutos de algebra lineal y de geometria analitica
{27 mlicign}

Fs el primer libro de In serie ehatrmilicas su perinress,
compuesla do tres volitmencs: alilsmentos de dlgebra
lineal 3 de geometria anadibicns, «Cileulo diferencial
o inlegrals y ibcunciones difetencialos. Integrales
maltiples, Series. Funcinnes de vaciablo cc]lrl[!lufilo.
tn el presente volumen se desarrollan las enestiones
fundamentales de In teoria da Jos determinantes, de
la teorin de los sistemas do ccuaciones lincales, del
fglebra veclorinl. También se examinan los alarl.cs
mdas fmportantes del algebra lineal: operndores linea-
les; translormaciones  orto nnnles; nperadores anbo-
conjungadas; 1a forma cuadrdtica y su reduccion a la
Jorma candnica,

Log razouapicntos van acompaiiados du demos-
traciones oxhanstivas, Las fornag candnicay do cur-
vas y superficies do scﬁmulu orden go desarrollan on
forma muy breve, debido a tue se supone que las nis-.
mas so vstudiacdn compl taria to en forma ile
gjercicios como mélados del anédlisis malemilico. L
forma cundrilica se estndia como mélndos del andli-
sis matemilico o del andlisis funcional,

n este volumen so oxponen todos log temas quo con-
forman e} programa respectivo para los inalilutes do
ensefiinda  Lécnicn supuerior.






