ciencia popular

Algebra
Recreativa

NUMERO

“E@e»

Y. Perelman

El librc contiene problemas confeccionados a base
de temas onginales, permite hacer entretenidas
excursiones por la histona de las matematicas,
muestra inesperadas aplicaciones del algebra a
la vida practica.

Editonial - Mir- Moscu







f. Y. Nepenbman

3aHumaTenbHan anregpa

HMapnaTtenbcTa0 «Haywa»




ciencia popular

Y. Perelman

Algebra
Recreativa

Traduc d del ruso por
C. Perez v F. P 't ov
Qui t edic

Editorial-Mir-Moscu



Impreso en la URSS. 1978

Ha ucnancrom asuxe

© Traduccién al espanol. Editortal Mir. 1978



Indice

Del prefacio de! autor a la fercera edicién rusa 10

Capitulo primero
La quinta operacién matemética
i1

La quinta operacidon 11
Cifras astronémicas 13
;Cuénio pesa el airel 14
Combustidn sin llama ni calor 16
Las variaciones del tiempo 17
La cerradura secreta 19
Ciclista supersticioso 20
Resultados de la duplicacién consecuentiva 22
Millones de veces més rdpido 23
10000 operaciones por segundo 28
Cantidad posible de partidas de ajedrez 31
E} secreto de la méquina de jugar al ajedrez 33
l.os tres doses 38
Los fres treses 39
Los tres cualros 39
Con tres cifras iguales 40
Los cuatrc unos 41
Los cuafro doses 41



Capifulo segundo
El idioma del dlgebra

44

El arte de plantear ecuaciones 44
La vida de Diofante 46
El caballo y el mulo 47
Los cuatro hermanos 48
Las aves de la orilla 50
El paseo 52
El artel de segadores 53
tas vacas en el prado 58
El problema de Newton 40
El cambio de las manecillas del relcj 63
Coincidencia de las saestas 66
El arte de adivinar nimeros &7
Un supuesfo absurde 72
La ecuacién piensa por nosotros 73
Curiosidades y sorpresas 73
En la peluqueria 77
El tranvia y el pealén 78
Ef barco y la balsa 80
Dos botes de cafe 81
Velada 82
Exploracién marina 83
En el velédromo 85
Carrera de mofocicletas 86
Velocidad media 88
Méaquinas de cdlculo répide 90

Capitulo tercero
En ayuda de la arifmétlea

102

Multiplicacién abreviada 102
Las cifras 1, 5y 6 105

6



Los nimeros 25 y 76 106
*Nimeros” infinitos 106
Comprensacién 110
Divisibilidad por 11 112
El nuimero del avtomdvil 114
Divisibilidad por 19 116
Teorema de Sofia Germain 117
Nimeros compuastos 118
Acerca de los nimeros primos 120
El mayor nimero primo conocido 121
Un calculo muy laborioso 122
En ocasiones es preferible no recurrir &l &lgebra 126

Capitulo cuario
Las ecuaciones de Diofanto

128

Compra de una bufanda 128
Una revisién en la fienda 133
Compra de sellos de correos 136
Compra de frutas 137
Adivinar el dia de nacimiento 139
Venta de pollos 141
Dos nimeros y cuatro operaciones 144
Coémo serd el rectdngulo 145
Dos nimeros de dos cifras 146
Los nimeros de Pitdgoras 148
Ecuacién indeterminada de tercer grade 153
Cien mil marcos por la demostracién de un teorema 157

Capitulo quinto
La sexta operacién matemética

160

Sexta operacién 160
$Qué raiz es mayor? 162

7



Resuélvase al primer golpe de vista 163

Comedias algebraicas 164

Capitulo sexfo
Ecuaciones de segundo grado

168

El apretén de manos 168
El enjambre de abajas 169
La manada de monos 171
Previsién de las ecuaciones 171
El problema de Euler 174
Los altavoces 176
El dlgebra del vuelo a ta Luna 178
“Bjercicio complicado™ 182
;Qué ndmeros son? 185

Capitulo séptimo
La magnitud mayor y la menor

187

Dos trenes 187
iDénde censtruir el apeadero? 191
;Como trazar la carretera al embarcadero?
iCudndo alcanza el producto su méximo valor?
iQué suma serd la menor? 200
Ef fronco de mayor volumen 200
Dos parcelas de tierra 201
La cometa 202
La construccidn de una casa 204
La parcela 206
El canalén de seccién méxima 207
El embudo de mayor capacidad 210
ta iluminacién més intensa 212

193
195



Capitulo octavo
Progresiones

215

Ls progresién més antigua 215
Algebra en papel cuadriculado 217
El riego de la huerta 220
La comida para las gallinas 221
Brigada de cavadores 222
Las manzanas 223
La compra del caballo 223
La recompensa del soldado 226

Capitulo noveno
La séptima operacién matemaética

227

La séptima operacién 227
Los rivales de los logaritmos 229
Evolucién de las tablas de legaritmos 230
Curiosidades logaritmicas 231
Los logaritmos en escena 233
Los logaritmos en el corral 234
Los logaritmos en fa mdsica 237
Las esfreilas, el ruido y los logaritmos 240
Los logaritmos y el alumbrado eléctrico 242
Legados a largo plazo 244
Interés continuo 244
E! nimero “e" 247
Comedia logaritmica 250
Expresar cualquier nimerc tan sélo con tres doses

251



DEL PREFACIO DEL AUTOR A LA TERCERA
EDICION RUSA

El presente libro no es un manual clemental
de dlgebra para principiantes. Algebra Recrea-
tiva, al igual que otras obras mias de la misma
serie, es, ante todo, un Jibro de estudio libre
y no un texto. El lector al que destinamos el
presente volumen debe poseer ciertos conocimicn-
tos de algebra, aunque los haya asimilado super-
ficialmente o los lenga semiolvidados. Algebra
Recreativa se propone refrescar y afianzar estos
conocimientos dispersos e inconsistentes, pero en
primer lugar, pretende despertar en el lector el
interés por los ejorcicios de Algebra y el desco
de cubrir, con ayuda de los manuales, las lagunas
de que adolezca.

A fin de hacer més atrayente el tema y elevar
el interés por él, me valgo de métodos diversos:
problemas a base de temas originales que des-
piertan la curiosidad, entretenidas excursiones
por la historia de las matemdticas, inespcradas
aplicaciones del 4lgebra a cuestiones de la vida
practica, etec.



CAPITULO PRIMERO

La quinta operacién matemdatica

M

La quinta operacion

Con frecuencia se denomina al dlgebrala «<arit-
mética de las sietc operaciones», queriendo
subrayar con ello que a las cuatro operaciones
matemiticas conocidas por lodos, el dlgebra
afiade tres mds: Je elevacion a potencias y sus
dos inversas.

Comencemos nuestras platicas algebraicas por
la «quinta operaci6n»: la elevacidon a potencias.

{Responde esta operacién a una exigencia de
la vida prictica? Indudablemente.

Con ella tropezamos a menudo en Ja vida. Recor-
demos log innumerables easos en que para calcular
superficies y volimenes se precisa clevar los
nimeros a la segunda o tercera potencia.

Otro ejemplo: la fuerza de gravitacién universal,
la accifn reciproca electrostéiica y magnética, la
Juz y el sonido son inversamente proporcionales
al cuadrado de las distancias.

La continuidad de 1a traslacién de los
planetas  alrededor del Sol (o de los
satélites alrededor de los planetas) viene
expresada también en forma de una poten-
cia dependiente de la distancia que les separa
de su centro de traslacién: la relacién entre los
cuadrados de los tiempos de traslacion es igual
a la relacién entre los cubos de las distancias.
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Es un error pensav que en la préctica trope-
zamos tan s6lo con segundas y terceras potencias,
y que no existen exponentes de potencias supe-
riores mas que en los manuales de algebra.
Cuando un ingeniero busca el grado de solidez
de un cuerpo se ve obligado a operar a cada
jnstante con cuartas potencias; yen otros cilcu-
los (para hallar el didmetro de tubo conducte
de vapor, por ejemplo) llega a operar incluso
con la sexta potencia. Asimismo, los técnicos
hidraulicos se wvalen de las sextas potencias
ciando tratan de averiguar la fuerza con que
son arrastradas las piedras por el agua: si la
corriente de un rio es cuatro veces més rapida
que la de otro, el primero es capaz de arrasirar
por su lecho piedras 4%, es decir, 4 096 veces
mis pesadas que el segundo rio¥.

Al estudiar la relacién que existe entre la
luminosidad de un cuerpo incandescente — el
filamento de una lampara, por ejemplo— y su
teaperatura, se opera con potencias aiin mayores.
Cuando la incandescencia es blanca, su lumino-
sidad general aumenta en relacién a la décimo-
segunda potencia de su temperatura; cuando es
roja, en relacién a la trigésima potencia de su
temperatura (siendo ésta <«absoluta», es decir,
a partir de —273°%). Esto significa que si calen-
tamos un cuerpo de 2 000° a 4 000° absolutos,
por ejemplo, o sea, si elevamios su temperatura
sl doble, la luminosidad de dicho cuerpo aumen-
tarA en 2%, es deecir, en mas de 4 000 wveces.
En otro lugar nos ocuparemos de la importancia
que tienen para la técnica de fabricacion de lam-
paras eléctricas estas proporciones tan singulares.

* En mi libro Mecdnica Recreative, capitule IX,
trate cen mas detalle de esta cuestibén.
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Cifras astronémicas

Es probable que nadie haga tanto uso de la
«quinta operacion matemdética» como los astré-
nomos. Los exploradores del firmamento mane-
jan sin cesar cantidades formadas por una o dos
cifras significativas seguidas de una larga fila
de ceros. Seria muy incémodo expresar con los
medios ordinarios tales cantidades, llamadas con
raz6én «astrondémicas» y, sobre todo, operar con
ellas. Los kilémetros que nos separan de la
nebulosa de Andrémeda se representan con la
siguiente cifra:

95 000 000 000 000 000 600,

Por anadidura, al efectuar calculos astronéd-
micos, muchas veces hay que operar no con
kilémetros u otras unidades a@n mayores, sino
con centimetros. En este caso, la distancia antes
referida lleva cinco ceros mas:

9 500 000 000 000 GO0 000 000 000.

La masa de las estrellas viene expresada en
cifras todavia méas considerables, sobre todo si
hemos de registrarla en gramos, como exigen
muchos calculos. La masa del Sol, en gramos,
es igual a:

1 883 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000.

Huelga ocuparse de los inconvenientes que
representaria operar con nimeros tan desmesu-
rados y de lo ficil que seria incurrir en error en
tales casos. Ademés, las cantidades referidas
estdn muy lejos de ser las mayores en la astro-
nomia.
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 La quinta operacién matematica aligera los
calculos. La unidad seguida de varios ceros se
expresa con el nimero 10 elevado a una deter-
minada potencia

100 = 10% {1 000 = 10%, 10 000 = 10%; ete.

Los enormes nimeros citados anteriormente
pueden representarse como sigue:

el primero . . . .. .. . 950.10%
el segundo . . . . . . . .1983.10%

Se expresan asi no sblo para economizar
espacio, sino también para facilitar los céleculos.
Si hubiera, por ejemplo, que multiplicar ambos
niimeros entre si, bastaria hallar el producto de
950 .1 983 = 1 883 850 y tras él colocar el factor
1022+30 — {052 de la forma siguiente:

950-10%2.4 983.10%° = 188 385.10%2,

Es evidente que esto resulta méas céomodo que
escribir un nGmero seguido de 22 ceros, otro de
30 ceros y, por 1ltimo, un tercero acompafiado
de 53 ceros. Y no s6lo maés sencillo, sino también
més seguro, por cuanto al escribir tal fila de
ceros puede ser omitido alguno, obteniendo un
resultado erréneo.

iCudnto pesa el airel

Para comprobar hasta qué punto se facilitan
los céleulos al representar los niimeros en forma
de potencias, pongamos el siguiente ejemplo:
hallemos cuantas veces la masa del globo terrestre
es mayor que la del aire que lo rodea.

14



£1 aire presiona sobre cada centimetro cuadra-
do de superficie terrestre con la fuerza de un
kilogramo aproximadamenie. Esto quiere decir
que el peso de la columna de aire que se apoya
en 1 cm? es igual a 1 kg. La capa atmosférica
de la Tierra se forma, por decirlo asi, del conjun-
to de dichas columnas de aire, que son tantas
como centimetros cuadrados forman la superfi-
cie de nuestro planeta, y como cantidad de kilos
pesa la atmésfera en su conjunto. Si consultamos
los indices correspondientes, averiguaremos que
la superficie terrestre mide 510 millones de kilé-
metros cuadrados, es decir, 51-107 km?

Veamos cuantos centimetros cuadrados hay
en un kilémetro cuadrado. El kilémetro lineal
se forma de 1 000 metros y cada uno de éstos
tiene 100 centimetros, o sea, un total de 10° cm,
por lo cual, el kilémetro cuadrado lo formarédn
(10%)2 = 10 ¢m?. De aqui que la superficie del
globo terrestre sera igual a

51.107.40%0 = 51.10Y7 cm?,

Esta cifra representa también Ja cantidad de
kilogramos gue pesa la atmésfera de la Tierra.
Transformando los kilogramos en toneladas resul-
taran:

51.10%7 : 1 000 = 51.10% : 103 =
=51.10¥7-3 = 51-10G"

mientras que la masa dcl globo terrestre es de
6-10** foneladas.

Para conocer cuintas veces es mds pesado
nuestro planeta que la capa de aire que lo rodea,
efectuemos la siguiente division:

6-4021 : 51 -101 =~ 108,
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de donde se deduce que la masa atmosférica es,
aproximadamente, la millonésima+ parte de la
del globo terrestre*.

Combustién sin llama ni calor

Si se pregunta a un quimico por qué la lefia
o el carb6n arden finicamente a elevada tempe-
ratura, contestara que la combinacién del car-
bono y el oxigeno tiene lugar a cualquier
temperatura, pero que cuando ésta es baja,
dicho proceso transcurre con excesiva lentitud
(es decir, en la reaccién toma parte un nGmero
insignificante de moléculas), y por ello escapa
a nuestra observacién. La ley que rige la velo-
cidad de las reacciomes quimicas ensefia que al
descender la temperatura en 10°, la velocidad
de Ia reaccidon (el nimero de moléculas que toma
parte en ella) sereduce a la mitad.

Apliquemos dicha ley a la reaccién que se
produce al oxigenarse la madera, esto es, al
proceso de combustién de la madera. Supongamos
que un gramo de madera sometido a una tempe-
ratura de 600° se consume en un segundo. ¢Cudnto
tardard en consumirse 1 gm de lefia a la tempe-
ratura de 20°? Es sabido que con una tempera-
tura 580 = 58 -10 grados menor, su reaccién sera

258 yaces més Ienta,

o lo que es lo mismo, un gramo de lefia se con-
sumird en 2% segundos.

¢A cudntos afios equivale este lapso de tiem-
‘po? Podemos calcularlo sin efectuar 57 multi-
plicaciones consecutivas en las que el multipli-

* El signo = significa la igualdad aproximada.
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cador sea 2, y sin reeurrir a la tabla de logarit-
mos. Es nolorio que

210 = 1 024 ~ 108,

de lo que se deduce que

4 1
58 o P00=2 — 9060 + DB 0,060 — .
2 2 —2 .2 4 - = 7

1 L

10Y8 et s 18
(210)9 & 101,
es decir, aproximadamente la cuarta parte de un
trillén de segundos. El afio tiene cerca de 30 mi-
llones de segundos, o, lo quees igual, 3107 se-
gundos; por esto

i 18 . : '?-—-—-—‘L-. 15 ~ 10
(Tm )‘(310)‘“12 1015 v 1020,

{Diez mil millones de afios! Este es aproxi-
madamente el tiempo que tardaria en consumirse
un gramo de madera sin llama ni calor.

Asi, pues, la madera y el carbén arden a la
temperatura ordinaria, sin encenderlos. La in-
vencion de instrumentos para obtener el fuego
acelerd este proceso, de cnorme lentitud, en miles
de millones de veces.

Las varlaciones del tiempo
Problema

Fijemos nuestra atencién sélo en un elemento:
si el tiempo es nublado o despejado; es decir,
distinguimos los dfias por el hecho de si en el
cielo hay nubes o no. ¢Qué piensa el lector? En
estas condiciones, ¢habrd muchas semanas con
diferente combinacién de dias nublados y despe-
jados?
. Puede parecernos que éstas seran pocas y que
pasados unos dos meses se agotarin todas las
combinaciones de dias nublados y despejados,

é—omo 17



repitiéndose entonces a la fuerza alguna de las
combinaciones ya observadas.

Mas, probemos a calcular exactamente el
nimero posible de combinaciones que pueden
darse en estas condiciones. Este es uno de los
problemas que nos conducen inesperadamente
a la quinta operacién matemaética.

En fin, gde cuintas formas diversas pueden
combinarse los dias nublados y despejados en
una misma semana?

Soilucién

El primer dia de la semana puede ser despe-
jado o nublado; lo que quiere decir que por
el momento se tiecnen dos «combinaciones».

En el transcurso de dos dias son posibles las
siguientes combinaciones de dias nublados y des-
pejados:

Despejado y despejado
despejado y nublado
nublado y despejado
nublado y nublado.

En dos dias se tiencn ya 2% combinaciones
diferentes. Al tomar tres dias, a cada una de las
cuatro combinaciones correspondientes a los dos
primeros dias, se une alguna de las dos combi-
naciones del tercer dia; de esta forma obtenemos
un total de variantes igual a

22.2 = 283,

En cuatro dias, el nimero de combinaciones
sera de

28.2 = 2%,

Al llegar al quinto dia se producirdn 2% com-
binaciones; al sexto, 2% y, por fGltimo, en la
semana habrd 27 = 128 combinaciones.

18



De todo esto se deduce que hay 128 semanas
con diferentes variantes de dias despejados y nu-
blados. Al cabo de 128 -7 = 896 dias se repetira
inevitablemente una de las combinaciones ante-
riores, auvnque dicha repeticion puede ‘surgir
antes, pero 896 dias constituyen el periodo a par-
tir del cual esta repeticién es completamente
inevitable. Y, por el contrario, pueden trans-
currir dos afios e incluso més (dos aiios y 166 dias),
sin gue el estado atmosférico de una semana se
parezca al de las otras.

La cerradura secrefa

Problema

En cierta institucién soviética fue hallada una
caja fuerte de tiempos anteriores a la revolucién.
Hallése la llave de la misma, mas para poder
abrirla se precisaba conocer ¢l secreto de la
cerradura: éslta se componia de cinco rodillos,
en torno a los cuales habia un alfabeto con 36 let-
ras; los rodillos debian combinarse de 1al manera
que formasen una determinada palabra descono-
cida. Para evitar forzar la caja decidiése probar
con dichas letras todas las combinaciones posibles.
En cada una de estas combinaciones se invertian
tres segundos. (Podia abrirse la cerradura en
10 jornadas?

Solucién

Calculemos el nimero total de combinaciones
posibles,

Cada una de las 36 letras del primer rodillo
puede unirse a cada una de Jas 36 letras del
séegundo rodillo. Asf pues, el niimero de combi-
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naciones posibles con dos letras de los dos rodi-
llos serd:
36'36 —_— 36’0

A cada una de esta combinaciones podemos
afadir cualquiera de las 36 letras del tercer
rodillo, con lo cual, el total de variantes con
tres letras de los ires rodillos equivaldra a:

362.36 = 36,

De esta misma manera hallemos la cantidad
de combinaciones posibles con cuatro letras de
los cuatro. rodillos, que llegaran a 36* ¥ con
cinco letras de los cinco rodillos tendremos 36°,
o sea, G0 466 176. Para practicar estds 60 millo-
nes y pico de combinaciones, dedicando tres
segundos a cada una, se necesitardn

8.60 466 176 = 181 398 528

segundos, es deciv, mds de 50 000 horas, lo que
equivale a casi 6 300 jornadas de trabajo de
ocho horas, jmés de 20 afios!

Fsto quiere decir que existen 10 casos favo-
rables entre 6 300, o 1 entre 630, de que la caja
sea abierta en 10 jornadas de trabajo. Por lo
tanto, la probabilidad es muy reducida.

Ciclista supersticioso
Problema

Hasta hace poco cada bicicleta debia tener
una matricula igual que el automdvil. Esta
matricula tenia seis guarismos.

Cierta persona muy superticiosa adquirié una
bicicleta con el propésito de aprender.a mane-
jarla. Cuando supo que a cierta averia, propia
de éstas maquinas, se le denomina <ocho», se
creyé condenado a algGn contratiempo si en el

20



nfimero de su matricula figuraba algdn ocho.
Al ir por ésta, le tranquilizé la siguiente refle-
xién: cualquiera que sea el nimero de la matri-
cula, debe formarse con guarismos del O al 9.
De éstos, tan sélo el 8 es «aciago», por lo cual,
de cada 10 casos existe uno en que la matricula
resulte <«infaustan.
iEg acertada esta deduceifn?

Solucién

El numero de las matriculas se compone de
seis guarismos. Por lo tanto, habra 999 999 dife-
rentes, desde el 000 001,000 002, ete. hasta el
099 999. Calculemos ahora cudntos nimeros
«afortunados» podriamos encontrar. El lugar de
las unidades del nimero puede ser ocupado por
alguna de las nueve cifras «felices»: 0, 1, 2, 3,
4, 5,6, 7, 9. En el segundo lugar también puede
encontrarse una de estas cifras. De ahi que las
dos primeras cifras den lugar a 9-9 = 9? com-
binaciones «favorables». A cada una de estas
combinaciones puede agregarse una tercera cifra
de las nueve «bhienhadadas»; por lo tanto las com-
bim:cienes «felices» do tres cifras llegan a 9%-9 =
== Q8,

De esta misma manera se deduce que el nime-
ro de combinaciones «satisfactoriasy, compuestas
de seis cifras, es igual a 9% No ohstante, hay que
tener en cuenta que cste nimero comprende la
combinacién 000 000, que no sirve para matri-
cula. Por consiguiente, la cantidad de matriculas
«afortunadasy es de 9° — 1 = 531 440, lo que
constituye algo mds del 539% del total de nime-
ros posibles, y no el 90%,comosuponia el ciclis-
ta en cuestidn.

El lector se convencerd de que en la serie
de nimeros con siete cifras, hay més «infaustos»
que «bienhadadosy.
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Resultados de la duplicacién consecufiva

En la famosa leyénda en la que se habla de
la recompensa concedida al inventor del ajedrez®
puede encontrarse un ejemplo demostrativo del
ripido incremento que se obtiene al duplicar
repetidamente un nimero por pequeiio que sea.
Sin detenerme en este paradigma eclisico, me
remitiré a otros menos conocidos.

Problema

Cada 27 horas, como término medio, el infu-
sorio paramecio ze parte en dos. Si todos los
infusorios surgidos de esta suerte quedaran
vivos, ¢cudanto Liempo seria necesario para que
los descendientes de un paramecio llegaran a tener
el volumen del Sol?

Los datos necesarios para este calculo son:
la 402 generacién, si se conservan todas desde
la primera, ocupa después de su desdoblamiento,
un volumen igual a un metro etbico. El volumen
del Sol es de 10?7 m?.

Solucién

La tarea consiste en determinar cuintas veces
1 m® debe multiplicarse por dos para llegar
a 10%7 3,

1027 == (1(]3)0 s (2100 = 2%,

puesto que 21° ~ 1 000.

-De esta forma, ]la cuadragésima generacién
debe sufrir 90 nuevas divisiones sucesivas para
alcanzar el volumen del Sol. El ndmero total
de generaciones, incluyendo la primera, cs de
40 4+ 90 = 130. No ofrece dificultad alguna
precisar que esto tiene lugar el dia 147.

* Véase mi libro Matemdticas Recreativas, cap. VII,
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El microbidlogo Metalnikov observé 8 061 di-
visiones sucesivas del paramecio. Que calcule el
propio lector el colosal volumen que tendria la
iltima generacién si no hubiera muerto ni uno
solo de estos infusorios...

La cuestion examinada en este problema
puede ser presentada, como si dijéramos, desde
el lado opuesto.

Imaginémonos que se ha dividido el Sol en
dos mitades, que una de estas mitades también
se ha dividido en dos, etc. ¢Cudntas operaciones
semejantes serian precisas para que resultara el
tamafio de un infusorio?

Aunque el lector conoce ya la contestacién—
130, no ypor eso deja de asombrar lo reducido de
este niimero. A mi me fue planteado este pro-
blema en la giguiente forma:

Una hoja de papel es dividida en dos, y una
de las mitades obtenidas es, a su vez, dividida
por la mitad, etc. ¢Cusntas divisiones szerfan
precisas para llegar a la dimensién del Atomo?

Supongamos que la hoja de papel pesa 1 gramo

y que tomamos 0% de gramo como peso del

dtomo. Como quiera que 10* puede sustituirse
por 2%, de valor aproximado, se hace evidente
que, so necesitan tan sdlo unos 80 desdobla-
mientos, y no millones, como se contesta con
frecuencia cuando se da a conocer este problema.

Millones de veces mas répido

El aparato eléctrico, llamado basculador,
contiene dos ldmparas electrénicas*. La corriente

* Si en vez de las l&mparas electrénicas uno va

a utilizar transistores o, los asi liamadoes, circuitos
s6lidos (de capas) no se cambiard ol resultado.
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puede entrar en el basculador sblo a través de
una ldmpara: bien por la de la «izquierda» o por
la de la «derecha». El aparato tiene.dos contac-
tos, a los que puede enviarse desde afuera una
sefial eléctrica instantdnea (impulso) y dos
contactos a través de los cuales transmite el
basculador la sefial de respuesta, En el momento
en que llega el impulso eléctrico exterior, el
basculador cambia el contacto: la lidmpara por
la cual ha pasado la corriente se desconecta y la
corriente comienza a pasar por la otra Idmpara.
El basculador envia el impulso de respuesta al
desconectar la limpara de la derecha y conectar
la de la izguierda.

Veamos ahora cémo funcionard el basculador
si le enviamos varios impulsos consecutivos.
Fijemos la situacién del basculador basidndonos
en la ldmpara de la derecha: si la corriente no
pasa por ella convengamos en que el basculador
se encuentra en la «posicién O»; y si la corriente
pasa por ella (la derecha), el aparato se halla en
la «posicién 1».

Supongamos que el basculador se encuentra
en la posiciéon O, es decir, que la corriente pasa
por la ldmpara izquierda (fig. 7). Después del
primer impulso Ia corriente entra por la ldmpara
derecha, es decir, el basculador pasa a la posi-
cién. 1. Entre tanto, el aparato no emite el
impulso de respuesta, por cuanto ésta se produce
s6lo cuando se desconecta la lampara™derecha
(no la izquierda).™ '

Desgpués del segundo impulso, la corriente
entra ya por la limpara izquierda, es decir, el
basculador toma de nuevo la posicién O. Mas
en ese instante, el basculador lanza la sefal de
respuesta {(impulso).

A continuacién (después de los dés impulsos),
el aparato torna de wueve a su posicién inicial.
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Por eso, después del tercer impulso, el basculador
vuelve a la posicién 1, como lo hizo después
del primero; después del cuarto vuelve (como
después del segundo) a la posicién 0, enviando

M [«

Posicion iNicial ©

> 4 AER {mpulge
B S

Degp s de) pRMER 1mPulgo: Pogicion K

Tmupulgo de 2:3 |
REZFUE STA-| D 4 IMPUISE

D{SPL@S qEl S{-:quhldo IMPylSo pagicion O
v TRANEPIGION dE |4 JeNAldE argrueiny

Fig. 1.

al mismo tiempo la seiial de respuesta, y asi
sucesivamente. Cada dos impulsos se repite la
situacién del basculador.

Supongamos ahora que tenemos varios bas-
culadores, y que los impulses del exterior se
envian s6lo al primero de ellos, los impulsos de
respuesta del primer basculador se transmiten
al segundo, los del segundo al tercero, etc. (en la
fig. 2 se presentan los aparatos conectados en
serie de derecha a izquierda). Veamos cémo
funcionarid esa cadena de basculadores.

Supongamos que en el momento inicial, todos
los basculadores se hallan en la posicién 0. Por
ejemplo, para la serie de cinco basculadores
tendremos la combinacién 00000. Después del
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primer impulso el primer basculador (el del
exiremo de la derecha) toma la posicién 1, mas
como en este caso no se da el impulso de contesta-
cibn, todos los demés aparatos permanecen en la
posicién 0, es decir, la combinacién se caracteri-
zard por la posicién 00001. Después del segundo
impulso, el primer basculador se desconecta

A A =

355 badculador 22 baSculador 1¥-baScuiador

Fig. 2.

(vuelve a la posicién 0), pero éste da la sefial
de respuesta, en virtud de la cual se conecta el
segundo basculador sim producir cambios en el
resto de los aparatos, es decir, obtenemos la
posicién 00010. Después del tercer impulso se
conecta el primer basculador; los demés no
cambian de posicién. Tendremos la combinacién
00011. Con el cuarto impulso se desconecta el
primer basculador; éste da la sefial de respuesta
que sirve de impulso desconectador del segundo
basculador que también da el impulso de res-
puesta; finalmente, con este @ltimo impulso se
conecta el tercer basculador. El resultado de todo
esto serd la combinacién 00100.

Si se continian estos razonamientos resultara:

;lcl‘ impulso, combinacién 00001

» » 00010
3o » » 00011
40 » » 00100
5o » » 00101
60 » » 00110
To » » 00111
8o » W 01000
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Se aprecia cdmo esta serie de basculadores
acuenta» el nimero de sefiales recibidas del exte-
rior y lo «<anota» a su manera. No es dificil advertir
que la «anotaciény del nimero de impulsos reci-
bos no se produce de acuerdo con el sistema de
base diez, sino con el sistema binario.

En este sistema, la numeracion se forma
medianle unos y ceros. La unidad del segundo
lugar no es diez veces mayor que la del primero,
sino sélo dos veces. La unidad que en el sistema
binario ocupa el Giltimo puesto (el de la derecha)
es una unidad ordinaria. La unidad del siguiente
orden (la que ocupa ¢l segundo lugar contando
desde la derecha) representa un dos; la siguiente
unidad, un cuatro; la otra, un ocho, etec.

Por ejemplo, el niimero 19 = 16 4 2 4 1 se
regisira en el sistema de base dos en forma de
10011.

Quedamos pues en que la serie de basculadores
«cuentay el numero de sefiales recibidas y las
«anota» con el sistema de numeraciéu binario.
Obsérvese que el cambio de posicién del basecu-
lador, es decir, el registro de uno de los impulsos
ilegados, dura en total jalgunas cien-
millonésimas de segund ol Los con-
tadores de bhasculador modernos pueden «contar»
decenas de millones de impulsos por segundo, lo
que abrevia la oporacién unas 100 000 de veces
en relaciéon con dicho calculo hecho por una
persona que no disponga de aparato alguno: la
vista humana puede distinguir con claridad
sefiales que se sucedan con una frecuencia que
no sea superior a 0,4 segundo.

Si se forma una serie de veinte basculadores,
es decir, si se registra la cantidad de sefiales
dadas en niimeros que no tengan mas de veinte
cifras del sistema de basc dos, entonces se puede
¢«contar» hasta 22° — 1, o sea, mas de un millén.
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Y si se forma una serie de 64 basculadores, se
‘puede registrar la famosa «cifra ‘del ajedrez».

La posibilidad de contar centenares de miles
de sefiales en un segundo reviste gran importancia
para-los trabajos experimentales relacionados con
la fisica nuclear. Puede ser registrado, por
ejemplo, el nimero de particulas de uno u otro
tipo que salgan despedidas en la desintegraci6n
del dtomo.

10 000 operaciones por segundo

Merece destacar que los esquemas de bascu-

ladores permiten también realizar opera -

~ciones concifras, Veamos, por ejemplo, como
ze efectila la adicién de dos numeros.

Supongamos que tres series de basculadores

se encuentran unidasg como se indica en la fig. 3.

o | -| = o i ¥ | T7SvMANdo
/] x \J i g x 2°SuMANdO
- [ A ) i LYY SuMA-

-ﬂaﬁqﬁi&dor-’” hiScviadok 27 basculador £ baSculador
' Fig, 3.

La serie superior sirve para registrar el primer
sumando; la segunda serie, para el segundo
sumando, y la inferior, para la suma. En el
momento de couectar el aparato, a los basculado-
res de la serie inferior llegan impulsos de los
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basculadores de la serie superior y de la media
que se encuentran en la posicién 1.
Admitamos que, como se sefiala en la fig. 38,
las dos primeras series presentan los sumandos
101 y 111 (con el sistema de numeraci6én binario).
En este caso, cuando conectemos el aparato
llegarin al primer basculador de la serie inferior
(el del extremo de la dereclia) dos impulses: los
del primer basculador de cada uno de los suman-
dos. Es sabido que al recibir dos impulsos, el
primer basculador queda en la posicién 0, pero
responde con un impulso que envia al ségundo
basculador. A éste llega, ademdas, una sefial del
segundo sumando. De esta forma, al segundo
basculador llegan dos impulsos; con esto gueda
en la posicién 0 y envia el impulso de respuesta
al tercer hasculador. Asimismo, al tercero llegan
otros dos impulsos de cada uno de los sumandos.
En consecuencia, a cada una de las ires sefiales,
el tercer basculador pasa a la posicion 1 y despide
un impuiso de respuesta. Este Gltimo impulso
traslada el cuarto basculador a la posicién 1
(al cuarto no llegan mds sefiales). Asi es cémo
en el aparato representado en la fig. 3 se ha rea-
lizado, mediante el sistema de numeracion bina-
rio, una suma de dos nimeros «en columnay:

101
141

1100

0, segin la suma del sistema decimal, 5 4+ 7 =
= 12. Al darse la sefial de respuesta en la serie
inferior de basculadores parece como si el apa-~
rato «llevara una unidad» de la columna anterior
y la pasara a la siguiente, es decir, hace lo mismo
que cuando sumamos en «columunay.

Si en cada serie hubiera en lugar dé cuatro,
20 basculadores, por ejemplo, podriamos reali-
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zar sumas de nlimeros inferiores a un milién v,
si se aumentara todavia més el nimero de bhas-
culadores, seria posible sumar cantidades mayores.

Debemos advertir que en la préactica, el
esquema de este mecanismo debe ser mucho maés
complicado de lo que aparece en la fig. 3. Entre
otras cosas, la méquina debe tener un aparato
especial que asegnre el «etardo» de las seiales.
En’ efecto: en la méquina representada en el
esquema, las sefiales de los dos sumandos llegan
simultidneamente (enelinstanieen que
se conecta la maguina) al primer basculador de
la serie inferior. Por ello ambas sefiales se fundi-
rdn en una sola, siendo registradas por el bascu-
lador, no como dos, sino como una sefial Gnica.
Para evitar esto es preciso que las sefiales de los
sumandos no lleguen a la vez, sino unas méas
«tarde» que las otrag. La presencia de este «retar-
dador» defermina que en la suma se emplee mas
tiempo del necesario para el registro de una
seilal en el contador de los basculadores.

Si se cambia el esquema de la maquina cabe
eféectuar la sustraccién en lugar de la adieidn.
Puede emplearse también para la multiplicacién
(que consiste en la adicion consecutiva de su-
mandos, lo que exige mdis tiempo), la divisién
y otras operaciones.

Los aparatos a que nos hemos referido se
emplean en las mdquinas modernas de céleulo.
Estas pueden realizar en un segundo jdecenas
e incluso centenares de miles de operaciones
numéricas! Esta vertiginosa rapidez operativa
puede parecernos superflua. ;Qué diferencia
puede haber, por ejemplo, en que la miquina
eleve un nGmero de 15 cifras al cuadrado en una
diezmilésima de segundo o, supongamos, en un
cuarto de segundo? Lo uno y lo otro nos pareceran

soluciones ¢instanténeasy del ejercicio...
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Sin embargo, no hay que apresurarse en las
conclugiones. Tomemos el siguiente ejemplo:
Un buen ajedrecista, antes de mover una pieza
analiza decenas e incluso centenares de variantes
posibles, Si suponemos que el andlisis de una
variante le ocupa algunos segundos, para el
examen de centenares de ellas precisard minutos
y decenas de minutos. No es raro gque en las
partidas complicadas, los jugadores resulten en
«zeitnot», es decir, sc vean obligados a realizar
Jas Gltimas jugadas apresuradamente porque al
meditar los lances anteriores han agotado casi
todo el tiempo destinado a la partida. ¢Y si
encargamos a la miquina el examen de las varian-
tes de jugada en la partida de ajedrez? La mdqui-
na, como sabemos, no puede caer nunca en «zeit-
not», ya que hace miles de operaciones por segun-
do y puede analizar todas las variantes «instan-
tdneamente»...

Podra objetarse que una cosa es efectuar
operaciones por complicadas que sean, y otra,
jugar al ajedrez: jla mdquina no puede hacer
esto! jAl analizar las variantes, el ajedrecista
no opera, sino que pien s al Mas no divague-
mos ahora; volveremos a esto mas adelante.

Cantidad posible de partidas de ajedrez

Hagamos el cdlculo més o menos exacto del
numero de partidas de ajedrez posibles. Como
carece de sentido la determinaciéon precisa,
ofreceremos al lector un intento de determinar
aproximadamente el niumero de partidas de
ajedrez posibles. En el libro La matemdtica de los
juegos y distracciones matemdticas, de M. Krait-
chik, mateméatico belga, encontramos el giguiente
calculo:
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«A] méver la primera pieza, las blancas tienen
20: gugad as a elegir (16 jugadas con los ocho peo-
nes, cada uno de los cuales puede avanzar un
escaque o dos; y dos jugadas de cada caballo).
A cada jugada de las blancas, las negras pueden
contestar con cualquiera de esas variantes.
Combinando cada movimiento de las blancas con
cada uno de las negras tendremos 20-20 = 400
variantes después de la primera jugada por
ambas partes.

Después del primer movimiento, el nimero
de jugadas posibles es alin mayor. Si las blancas
han movido, por ejemplo, €2 — ¢4, para la
segunda jugada, tienen ya 29 variantes a elegir.
En lo sucesivo, el nimero de jugadas posibles
es todavia mayor. Tan sélo la reina, encontran-
dose, por ejemplo, en el escaque 45, puede hacer
27 movimientos (suponiendo que todas las casillas
donde puede ir eztén libres). Sin embargo, para
simplificarel cdlculo, nos atendremos a las siguien-
tes cifras medias:

20 variantes para cada una de las partes en las
primeras cinco jugadas;

30 variantes para cada parte en todas las
demis jugadas.

Admitamos, ademés, que el total de jugadas
en una partida normal, como término medio,
sea 40. Partiendo de este supuesto, las partidas
posibles serdn:

(20208 - (30-30)%s.

Para determinar la magnitud aproximada de
esta expresién nos valdremos de las siguientes
transformaciones y simplificaciones:

(20.20)%.(30.30)% = 2010.30% = 210,370,400,

Sustituyamos 2 por 1 000, que es una mag-
nitud parecida, es decir, por 103
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Presentamos la potencia 37 en la forma que
sigue:

370 = 3¢8.3% ~~ 10 (3% ~ 10.80Y7 = 10.87.10V7 =

= 2611018 = 2 (2195408 zz 2.4018.408 = 2.10%

por congiguiente,
(20-20)5+(30.30)% ~ 10%.2.10%3.1080 = 2.{0Us,

Este numero deja muy atrds a la consabida
cantidad de granos de trigo pedida como premio
por la invencién del ajedrez (2% — 1 &~ 18.108),
Si toda la pobldcién del globo terrestre jugara
al ajedrez el dia entero, moviendo una pieza
cada segundo, para agotar todas las posibles
partidas de ajedrez, ese juego general y perma-
nente duraria jno menos de 10 siglosl!

El secrefo de la méquina de jugar al ajedrez

Sin duda asombrard al lector enterarse de
que en cierta época existian miquinas automa-
ticas de ajedrez. En efecto, Jcémo concebir seme-
jantes aparatos si el namero de combinaciones
de las piezas en el tablero de ajedrez es practica-
mente infinito?

Su explicacién es muy sencilla. No era una
maquina lo que existia, sino la fe en ella, Un
aparato que gozd de gran popularidad fue el del
mecinico hingaro Wolfgang von XKempelen
(1734—1804), que lo presenté en las cortes aus-
triaca y rusa y después hizo con él exhibiciones
piblicas en Paris y Londres. Napoleén 1 jugd
con esta maquina ereyendo que se enirentaba de
verdad con e¢lla. A mediados del pasado siglo
el célebre aparato fue a parar a América, destru-
yéndolo un incendio en Filadelfia.
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La fama de las demis mdquinas fue menos
ruidosa. No obstante, ni ain en tiempos postie-
riores se perdié la fe en la existencia de tales
aparatos. _

En realidad, ni una sola mdquina de ajedrez
actuaba automaticamente. En su interior se
ocultaba un adiestrado ajedrecista que movia las
piezas. [ste pseudoautomitico lo formaba un
voluminoso cajon en cuyo interior habia un
complejo mecanismo. El cajén tenia también un
tablero de ajedrez con sus piezas que movia la
mano de un gran mufieco. Antes de empezar el
juego se permitia al publico que se cerciorara de
que en el cajén no habia mas que las piezas del
mecanismo. Sin embargo, en dicho cajéon quedaba
sitio suficiente para ocultar a un hombre de baja
ostatura (ese papel fue desempefiado en su tiempo
por los célebres ajedrecistas Johann Allgaier y
William lLewis). Es probable gue mientras se
iban mostrando sucesivamente al puablico dife-
rentes departamentos del cajon, la persona escon-
dida pasara con sigilo de un lugar a otro sin ser
vista. El mecanismo de por si no tomaba parte
en el funcionamiento del aparato, sirviendo tan
s6lo para velar la presencia del jugador de carne
y hueso.

De lo dicho puede concluirse lo siguiente: el
nimero de partidas de ajedrez es practicamente
infinito, por lo eunal s6lo en la imaginacion de
personas cindidas pueden existir mdquinas indi-
cadoras del movimiento mas acertado. De ahi
que no deba temerse crisis alguna en el juego del
ajedrez.

No obstante, en los tltimos afios se han
producido acontecimientos que ponen en duda
la veracidad de tal afirmacion. Ya existen
maquinas que «juegan» al ajedrez. Nos referimos
a las complicadas miquinas de cdlculo que
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Fig. 4.



permiten efectuar miles de operaciones por se-
gundo. De cllas hemos hablado més arriba. Mas;
ieomo pueden ¢jugary al ajedrez estas miquinas?

Claro es que ninguna maquina de cgalculo
-puede hacer otra cosa que operar con nNUmMeros.
Mas el aparato efecltiia las operaciones siguiendo
un esquema previo y de acuerdo conun pr o -
grama claoborado de antemano.

El «programa» de ajedrez lo confeccionan los
matematicos a base de una determinada td4c -
tica de juego; entendiendo por taetica el
sistema de reglas que permite elegir, en cada
posicion, la salida mas efectiva (la «mejor»
desde el punto de vista de la tactica dada).

He aqui uno de los ejemplos de la misma.
A cada trebejo se le adjudica un determinado
nimero de puntos, que delermina su valor.

El rey ~+200 puntios El pedn +1 punto
La reina +9 » Un pedn
La torre 3-5 » atrasado —0,5 »
El alfil 4-3 » iJI['i pebn ais- -
151 caballo -3 » ano —U,2 2
Un pebn do-
blado —0,5 »

Ademdas se fija una determinada valoracién
a las posiciones mas favorables (movilidad de
las figuras, colocacién de éstas mds cerca del
centro que de los costades, etc.) que son expre-
sadas en décimas de punto. Del nimero global
de puntos que tienen las blancas, se descuenia
la suma de puntos de las negras. La diferencia
reflejard, hasta cierto punto, la superioridad
material y de posicién que tienen las blancas
sobre las negras. Si esta diferencia es positiva,
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la situacién de las blancas serd mas ventajosa
que la de las negras; si es negativa, serd menos
ventajosa.

L.a méAquina de calcular sefiala cémo puede
cambiar en el curso de tres jugadas la diferencia
registrada. Indica la combinacién de tres lances
mas ventajosa y la registra en una tarjeta espe-
cial; con ello, la «jugada» esth hecha*. Para ello
la méquina emplea muy poco tiempo (depen-
diendo éste del programa y de la velocidad ope-
rativa de Ja maquina), de forma que no hay
motivo para temer el «eitnot».
~ Es cierto que el hecho de «prever» una partida
s6lo con tres jugadas por anticipado caracteriza
a 1a miquina como «jugador» bastante mediocre™*.
Pero podemos estar seguros de que con el rdpido
perfeccionamiento actual de la técnica de calcu-
lar, las méquinas «aprenderiny a «jugar» al
ajedrez mucho mejor.

Nos seria dificil exponer con mas detalle la
composicién de programas de ajedrez para la
méaquina de cdlculo. Algunos tipos sencillos de
programas serdn examinados esquematicamente
en el préximeo capitulo.

* Existen también otros tipos de «técticar de aje-
drez. 'or ejemplo, en el célculo pueden tenerse en cuenta
no todag las jugadas con que {\uede replicar el adversario,
sino sélo las mAas «seriasy (el jaque, la toma de alguna

ieza, ol ataque, la defensa, etc). En otros casos, cuando
ag jugadas del adversario sean muy peligrosas, puade
practicarse el célculo no sélo de tres, sino ﬁﬁ un numero
mayor de lances por adelantado. También es posible o)
empleo de otra escala distinta para los valores de las
piezas. En dependencia de una u otra tActica cambia el
¢estilo de juegos de la méquina.

** En lag partidas de los mejores maestros de ajedrez
se caleulan combinaciones de 10 o més jugadas por anti-
cipade,
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Los tres doses

Con seguridad que todos sabran c¢omo deben
escribirse tres cifras para que se alcance con
ellas su maximo valor. Deben tomarse tres
nueves y colocarlos asi:
g9°
es decir, escribiendo la potencia de una potencia.

Este nimero es lan enormemente grande gue
es imposible encontirar con qué compararlo. El
nimero de electrones que forman todo el Univer-
so visible es una insignificancia respecto a este
namero, En mis Matemdticas Recreativas (cap. X)
me ocupé del particular. He insistido en este
ejemplo porque me propongo ofrecer aqui otro
ejercicio del mismo tipo:

Véase la forma de alcanzar el nimero mas
alto con tres doses sin emplear signo alguno.

Solucidn

El ejemplo anterior induciri sin duda a colo-
car los doses del mismo modo, es decir:

22%

Sin embargo, en este caso no se logra el
efecto deseado. El resultado es incluso menor
que 222. En efecto, hemos escrito tan sélo 24,
es deeir, 16.

El nimero mayor, entre los que pueden formar
tres doses, no es 222 ni 222 (es decir, 484), sino

222 =4 194 304.
El ejemplo es muy aleccionador, y ensefia que
en matemdticas resulta peligroso servirse de

analogias: éstas pueden conducirnos facilmente
a conclusiones erréneas.
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Los tres tfreses

Problema

Después de esto, quizd se proceda con mayor
precaucién al resolver el siguiente problema:

Escribanse tres treses de forma que adquieran
su maximo valor sin emplear ningtu signo.

Solucién

La potencia de potencia no ofrece aqui el
cfecto descado porque

3
327, es decir, 3%7 es menor quc 3%.

La Gltima disposicién de los treses es la que
responde a la pregunta formulada.

Los tres cuafros
Problema

Escribanse tres cuatros de forma que adgquie-
ran su maximo valor sin recurrir a signos,

Sotucidn

Si so sigue el ejemplo de los dos ejercicios
anteriores, es decir,

441

no se obtiene la solucion més favorable, puesto
que en este caso, la potencia de potencia,

&

proporciona el valor mdximo pogible. Ya que
4% = 256, y 4% pgs mayor que 4%,
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Con tres cifras iguales

Procuremos profundizar en este intrigante
fenémeno y aclarar por qué, cuando econ las
cifrag se establece una potencia de potencia,
unas veces se oblienen nfimeros enormemente
altos y otras, no. Examinemos el caso general.

Obténgase el niimero mis elevado posible dado
por tres cifras iguales prescindiendo

de todo signo.
Representemos la cifra con la letra a. A la

distribucion
223 393 4aa

corresponde Ia expresion

al0+2 g decir, alle,

La potencia de potencia, en su aspecto gencral,
se presenta asi:

a
Ga.

Determinemos cuél ha de ser el valor de ¢ para
que la 1ltima variante sea de mayor magnitud
que Ia primera. Como quiera que ambas poten-
cias tienen idéntica base entera, a mayor expo-
nente corresponderd mayor valor. ;En qué case

ad > {1a?

Dividamos ambos miembros de la desigualdad
por a, y tendremos

a®=t > 11.

Es facil determinar que a®*! es mayor que 11
sblo en el caso en que a sea mayor que 3, puesto
que

441 > 14,
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en tanto que las potencias

3% y 21
son menores que 11.

Quedan, pues, explicadas las sorpresas con
que hemos tropezado al resolver los problemas
precedentes: para los doses y los treses habia que
servirse de potencias con exponentes de dos cif-
ras, para los cuatros y cifras mayores tiene que
emplearse la potencia de potencia.

Los cuafro unos
Problema

Obténgase la cantidad mds elevada posible
con cuatro unos sin emplear ningln signo.

Solucién

El nimero 1 111 no responde a las exigencias
del problema, por ser mucho mas pequefio que

114,

Seria muy laborioso encontrar este numero
mediante 11 multiplicaciones consecutivas por 11.
Sin embargo, puede hacerse el calculo con mucha
mayor rapidez utilizando las tablas de logarit-
mos.

Este namero rebasa los 285 000 millones v,
por Jo tanto, es mas de 25 millones de veces
mayor que 1 111.

Los cuafro doses
Problema

Resolvamoseste problema tratandose de doses.
iComo deben disponerse cuatro doses para que
adquieran su méximo valor?
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Solucidn

Las combinaciones posibles son 8:
2222, 2227, 22122 2%,

2222‘ 23:2’ 22 2222‘

;{Cuidl de estos valores cs el mayor?

Examinemos la primera fila.

El primer numero, 2 222, es a todas luces
menor que las tres potencias que le siguen. Para
establecer una comparacién entre las dos siguien-

tes
2222 y 2222,

transformemos la scgunda de ellas:
2027 = 208.11 = (227)11 — 48411,

Esta altima es mayor que 222% ya que lanto
la base como el exponente son mayores que los
de 2222,

Comparemos ahora 222% con 2222, Sustituya-
mos 22% por otra magnitud superior, 32%, y vere-~
mos que incluso ésta es menor que 2222,

En efecto,

3228 = (26)22 = QU0

que es memnor que 2222,

Quedamos, pues, en que el valor més elevado
do la primera fila es 222, Comparemos ahora la
mayor potencia de la primera fila y las cuatro
de la segunda:

'2222’ 2222, 2222, 2222.

La iltima potencia es sélo igual a 2%, por
lo que queda eliminada. Prosigamos. La primera
dé esta fila equivale a 22, y és menor que 32¢
o’quo 2%, por cuya razén es inferior a las dos que
1a giguen. Quedan sélo tres potencias a comparar,
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todas de base 2. Es evidente cue serd mayor
aquella que tenga mayor exponente. De los ires

222, 484 y 20041 (== 210.2.91 oy {(8.4)

el nltimo es el mayor.

Por eso, el valor mas elevado que pueden
tomar los cuatro doses vendrd cxpresado como
sigue:

Sin recurrir a la tabla de logaritmos podemos
imaginarnos aproximadamente la magnitud de
esta potencia valiéndonos de un nimero aproxi-
mado:

210 ~ 1 000.
Y asi es, en efecto:
222 = 220.22 »y 4.10°

22d_‘ e 24000000 o 401200000

Este nimero consta de mas de un millén de ¢ifras,



CAPITULO SEGUNDO

El idioma del algebra

2i=24

El arte de plantear ecuaciones

X1 idioma del algebra es la ecuacién. «Para resol-
ver un problema referenic a nimeros o relaciones
absiractas de cantidades, basta con traducir
dicho problema, del inglés u otra lengua al
idioma algebraico», escribié el gran Newton en
su manual de dlgebra titulado Aritmética Univer-
sal. Isaac Newton mostré con ejemplos coémo
debia efectuarse Ia traduccién. He aqui uno de
ellos:

AL Y En ol idioma del dlgebra:

Un comerciante

tenia una determi- p
nada suma de di-

nero

El primer afio se 2—100

gastdé 400 libras

Aumentd el resto — 100 4z — 400
con un tercio de (x — 100} + 2 3 = 3
éate
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£n la lengua

verndcuia En el idioma del figebra
Al afio siguiente bz — 400 Az —T700
volvib a gastar —-3—~'—— 100 = it

100 libras

y awmento la suma br—T00 | 4r-—TU) _ 46z —2800

rostanie en un ter- . -t ==
cio de ella 3 ) Y
El torcer anc gasté 16z — 2800 — 100 = 16z —3 700
de nuevo 100 lihras 9 9
Después da que 162 —3 70 162 -—~3 700
hubo agregado su ) ; 57 =
torcera puarte G4z —14 800

= 27
el capital legs al b4z —14500
doble del inicial 27 i

Para determinar cudl es el capital inicial del
comerciante no queda mas que resolver la ulti-
ma ecuacion.

L.a solucién de una ecuacidn es, con frecuen-
cia, tarea facil; en cambio, plantear la ecuacién
a base de los datos de un problema suele ser mis
dificil. Hemos visto que el arte de plantear ecua-
ciones consiste, efectivamente, en traducir «la
lengua vernacula a la algebraica». Pero el idioma
del algebra es lacénico en extremo, por eso no
todos los giros del idioma materno son de facil
traduccion. Las traducciones pueden ser muy
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distintas por el grado de su dificultad, como puede
convencerse ¢l lector a la vista de los ejemplos
de ecuacion de primer grado expuostos.

La vida de Diofanto
problema

La listoria ha conservado pocos rasgos hio-
graficos de Diofanto, notable matemético de la
antigiiedad. Todo Jo que se conoce acerca de él
ha sido tomado de la dedicaloria que figura en
su sepulero, inscripeion compuesta en forma de
ejercicio matematico. Reproducimos esta inscrip-
¢lon:

Fnoja leppun verndcula: En e} idiama del dlwebra:
jCaminante! Aqui fue-
ron  sepultados  los
rastos  de Diofanto.
Y los niimeros pucden x
mosirar, (oh, mila-
rol, endn larga fue su
vida,
cuya sexta parte cons-
tituy6 su  hermosa =
infancia 6
:“Habia transcurrido
demis una dundécirna z
~parie de su vida, cuan- 1z
~“dg'de vello cubridse su
baxbilla.
Y “la séptima parte
de. swexistencia trans- o
currié en wun matri- 7
monio estéril.
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En 1a lengua

verndculas En ei idiomn del algebra

Pasé un quinquenio
mag v le hizo dicho-~
s0 el nacimiento de
su precioso primogé-
nito,

que entregd su cuerpo,
su hermosa existeneia,
a la tierra, que durd &
tan s6lo la mitad de 2
la de su padre

o

Y con profunda pena
descendié a la sepul- it
tura, habiendo schre- { z= —4 — 4-=+45 + 544
vivido cuatro afios al 12 1 7 2

deceso de su hijo.

Dime ewantos afies habia vivido Diofante cuando le
liegd la muerie,

Solucién

Al resolver la ecuacion y hallar el valor de la
incégnita, 84, conocemos los siguientes datos
biograficos de Diofanto: se ecasd a los 21 afios,
fue padre a los 38, perdié a su hijo a los 80 y
murié a los 84.

El caballo y el mulo
Problema

He aqui wn antiguo ejercicio muy sencillo
v l4cil de traducir al idioma del algebra.

«Un caballo y un mulo caminaban juntos
Hevando sobre sus lomos pesados sacos. Lamen-
tdbase el jamelgo de su enojosa carga, a lo que
el mule le dijo: «De (ué te quejas? Si yo te
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tomara un saco, mi carga serfa el doble que la
tuya. En camhro ¢l te doy un saco, tu carga se
igualard a la mia».

{Decidme, doctos matematicos, cudntos sacos
lievaba el caballo, y cudntos el mulo?».

Solucién
Si yo te tomara un saco z—1
mi carga y--1
seria el doble que la tuya y+1=2(x—1)
Y si te doy un saco, y—1
tu carga z-+1
se igualari a la mia y—A4 z=z41

Hemos planteado el problema mediante un
sistema de ecuaciones con dos incdgnilas:

i e ) Sk e

Una vez resuelto el sistema vemos que x = 5,
y = 7. El caballo llevaba 5 sacos, y el mulo, 7

Los cuatre hermanos
Problema

Cuatro hermanos tienen 45 rublos. Si el dine-
ro del primero es aumentado en 2 rublos, el del
segundo reducido en 2 rublos, se duplica el del
tercero y el del cuarto se reduce a la mitad,
todos los hermanos tendran la misma cantidad
de rublos. ¢Cuénto dinero tenia cada uno?
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Solucidén

[.0s cualro hermanos tie- 2|y 423t =45

nen 45 rublos.

Si al dinero del primero 42

so lo agregan 2 rublos,

al del segundo se restan y—2

2 rublos,

el del torcerp se duplica, 2z

y el del cuarto se divide ¢

por doy, T

a todos los hermanos les 2 g e
uedard la misma canti- Eeokp g e S A g
ad de rublos.

La Gltima ecuacién nos permite plantear tres
ecuaciones independientes:

x4+ 2=y —2,
z+ 2= 2z

!
.1’.'-'—2 =--2-,

de donde

t = 2z -} 4,

Colocando estos valores en la primera ecua-
cién, tendremos:

ztx b+ T2 onpa=1s,
de donde 2 = 8. A continuacién hullamos que

y =12, z = 5, ¢ = 20. Por lo tanto, los herma-
nos tenian:

8, 12, 5 y 20 rublos.
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Las aves de la orilla

Problema

En Tas obras de un matemdlico drabe del
siglo X! hallamos el siguiente problema:

A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras,
una frente a la otra. La altura de una es de 30 co-
dos, v la de 1a otra, de 20, La disltancia entre sus
troncos, M) codos. Fn la copa de cada palmera
hay un pajaro. De sibito los dos pajaros descu-
bren un pez que aparcec en la superficie del agua,
entre las dos palmeras. Los pdjaros se lanzaron
y alcanzaron el pez al mismo tiempo.

dA qué distancia del tronco de la palmera
mayor aparecio el pez?

Solucién

Mediante ta fig. 5 y apiicando el teorema de
Pitdgoras, establecemos:

AB? = 0% - a¥,  AC? = 20° 4 (50 — )=,

Pero AB = AC, por cuanto los pajaros cubren
esta distancia en un mismo tiempo. Por eso,

30% - 2% = 20%* - (B0 — 1*,

Al quitar los paréntesis simplilicando la f6r-
mula nos enconlramos con una ecuacion de
primer grado:

100z = 2 000,
de donde

z = 20.

El pez aparecié a 20 codos de la palmera que
tenia 30 codos de altuva.
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El paseo
Problema

— Pase usted maiiana por mi casa — dijo el
viejo doctor a un conocido.

— Muy agradecido. Saldré mafiana a las tres.
Quizd desee usted dar también un paseo. En este
caso salga a la misma hora y nos encontraremos
a la mitad del camino.

— Usted olvida que soy ya viejo y ando tan
s6lo tres kilémetros por hora, en tanto que usted,
jovenzuelo, cuando més despacio va, hace 4 kil6-
metros por hora. No seria ningin delito que me
concediera alguna ventaja.

— Tiene razén — contest6 el joven —. Como-
quiera que yo recorro un kilémetro a la hora més
que usted, le doy este kilometro de ventaja, es
decir, saldré de casa un cuarto de hora antes
ile serda suficiente?

— Es usted muy amahle — aprobdé al instante
el anciano.

El joven cumplié lo prometido y salié de su
casa a las tres menos cuarto, marchando a 4 kilé-
metros por hora. El doctor salié a la calle a las
tres en punto y anduvo a tres kilémetros por hora.
Cuando se encontraron, el anciano dio la vuelta,
yendo juntos a su domicilio.

Tan sélo cuando el joven regres6é a su casa
comprendié que debido a la ventaja concedida
tuvo que caminar, no el doble, sino el cuadruple
de lo que anduvo el doctor.

¢A qué distancia de la casa del doctor estaba
la de su joven conocido?

Solucién

Expresemos la distancia que separa las casas
con la z {km). El joven anduvo en total 2z,
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y el doctor, la cuarta parte, es decir, -"g- Desde

que salio de casa hasta gue se encontraron, el
doctor recorrié la mitad de cuanto anduvo en

total, es decir, -%—, y el joven hizo el resto, es

decir, ?43- El anciano caminé 1—’;, y el joven,

P

3z » o i
T horas; ademés, sabemos que éste camind

de hora mias que el doctor.
Establezcamos la siguiente ecuacién

de donde x = 2,4 km.
Entre las dos casas mediaba upa distancia

de 2,4 km,

El arfel de segadores

En los recuerdos acerca de L. Tolstdi, el
conocido fisico A. Tsinguer refiere el siguiente
problema que agradaba en extremo al eminente
escritor:

«Un artel de segadores debia segar dos prados,
uno tenia doble superficie que otro. Durante
medio dia trabajé todo el personal del artel en el
prado grande; después de la comida, una mitad
de la gente quedd en el prado grande; y la otra
mitad trabaj6é en el pequefio. Durante esa tarde
fueron terminados los dos tajos, a excepcién de
un reducido sector del prado pequefio, cuya siega
ocupé el dia siguiente completo a un solo segador.

iCon cuantos segadores contaba el artel?»,
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Solucidn
ln este ojercicio, ademas de la inciégnita
fundamental — nimero de segadores — que ex-
presamos con la z, es conveniente introducir otra
incégnita complementaria: la superficie del sector
segado por un trabajador en un solo dia, que
expresamos con la y.
i Aungue el problema no exige que =¢ halle
su valor, contribuye a enconirar la raiz de la =z,
Representemos la superficie del prado grande
con z ¢ y. Este prado lo segaron durante medio
r - 1
dia x trabajadores, que segaron Loy = ‘-9':2‘5—’
Durante la segunda parte del dia trabajé alli

Ia mitad del artel, es deciy, -;—, Vv segaron

z 1 xy

T R e

Comoquiera que al final de la jornada habia
sido segado todo el prade, su drea sera:

xy | 2y _ 3ry

2 v =7 -

Expresamos ahora [a superficie del prado
menor mediante z ¢ y. Durante medio dia se

* x -
ocuparon en él T trabajadores y segaron una
superficie de

1 = Y
T S

Agreguemos a eslo el sector que quedo6 sin segar,

que es igual a y (superficie segada por un traba-

jador en una jornada), v hallaremos la superficie

del prado menor:

xy o ry-+ay
§
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No nos queda més que traducir al idioma del
dlgebra la frase «el primer prado tiene doble
superficie que el segundo», y la ecuacién quedara
establecida como sigue:
3zy  xy--dy oy
T. —4—2, 6 mwz

Dividiendo por y el numerador y denominador
del quebrado de la segunda igualdad, se elimina
la incognita auxiliar, resultando la siguieate
ecuacioén:

:ié=2, 6 3z=2z}8,
de donde z = 8.

En el artel habia 8 segadores.

Después de haber sido publicada la primera
edicién del Algebra Recreativa, el profesor A, Tsin-
guer me envié una informacién detallada y muy
interesante, rolacionada con este problema. El
efecto esencial del problema, a su juicio, reside
en que «no es algebraico en absoluto sino aritmé-
tico, v aunque es muy sencillo se fropieza con
ciertas dificultades en su resoluciéon debido a que
no es de tipo corriente».

- «Lia historia del presente problema es la
“giguiente — continda el profesor A. Tsinguer —.
En la facultad de matematicas de Ia Universidad
de Mosci, cuando estudiaban en ella mi padre
o I. Raievski, mi tio, (amigo intimo de I.. Tols-
t6i), entre otras disciplinas se ensefiaba algo
semojante a la pedagogia. A este fin, los estu-
diantes debian ir a una escuela piblica urbana,
puesta a disposicién de la wniversidad, y cn
colaboracién con expertos y venerables maestros,
hacian pricticas pedagdgicas. Entre los compa-
fieros de estudios de Tsinguer y Raievski habia
un tal Petrov, que, segt’m cuentan, era persona
muy inteligente y original en extremo. Este

66



Petrov (fallecido en su juveantud, creo que de
tisis) alirmaba que en las clases de aritmética
embrutecian a los escolares con problemas y mé-
todos esterecotipados. Para poner de evidencia su
punto de vista, Petrov ingeniaba problemas que
por salirse de las normas corrientes embarazaban
a los «expertos y venerables maestros», pero gque
los alumnos mds licides, todavia no embotados
por el estudio rutinario, resolvian con facilidad.
Entre dichos problemas (Petrov discurrié varios)
estaba el de los segadores. [.os maestros con expe-
riencia, claro, podian resolverlo con facilidad

) /3

1

£ %
3 Y3

Fig. 7.

mediante ecuaciones, pero no daban con su
sencilla resolucién aritmética. Sin embargo, el
problema es tan fdcil que para resolverlo en
absoluto no merece la pena servirse del algebra.

Si el prado mayor fue segado por todo el
personal del artel em medio dia, y por la mitad
de 1a gente en el vesto de la jornada, es natural
que medio artel segd en medio dia _;F del prado.
Por consiguiente, en el prado menor quedaba

1

sin segar % i % . Si un trabajador siega
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en un dia ~{1—-— del prado, ysi fue segado i, o N 72:_ e

= —6»1 esto quiere decir gue habia 8 segadores.

Tolstdi, aficionado de siempre a los proble-
mas que se resuel ven utilizando algin subterfugio
y ofrecen cierta dificultad, conocia desde la ju-
ventud éste, de los segadores, gracias a mi padre.
Cuando tuve ocasion de hablar de dicho proble-
ma con Tolstdi, ya anciano, le agradaba, sobre
todo, el hecho de gue el problema se hace mas
comprensible si, al resolverlo, se emplea este
sencillo diagrama (fig. 7.

Ofrecemos a continuacién algunos problemas
(que, con cierta imaginacion, son mas faciles de
resolver por medio do la aritmética que valiéndo-
se del dlgebra.

Las vacas en el prado
Problema

«Al estudiar las ciencias, los ejercicios son
mas atiles que lag reglas»,— escribia Newlon en
sn Aritmética Universal, y acompafiaba las indi-
aciones  ledricas con una serie de cjemplos.
Entre ellos hallamos el de los toros que pastan
en el prado, que generd un tipo especilico de
problemas semejantes a éste:

«l.a hierba crece en todo el prado con igual
ldplde/. v espesura. Se sabe que 70 vacas se la
comerian en 24 dias, y 30, en 60 dias. (Cuantas
vacas se comerian toda In hicrba on 906 dias?».

Este problema sirvié de argumenio para un
cuento humoristico, que recuerda el Maestro
particular de Chéjov. Dos adultos, familiares del
escolar a quien habian encargado resolver este
problema, se e<forzaban inatilmente por hallar
su solucién y se asombraban:
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— jQué extrafio es ¢l resullado! —dijo uno—.
Si en 24 dias 70 vacas se comen la hierba, enton-
ees, ccudntas vacas se la comeran en 96 dias?

Claro que -‘_,1;- de 70, es decir, 17—:;- vacas... |Este

os el primer absurdo! Bl segundo todavia mas
extrafio, es que si 30 vacas se comen Ja hicrba

en B0 dias, en 96 se la comeran :18-:,::'- vacas, Ade-

mas, si 70 vacas se comen [a hierba en 24 dias,
30 vacas emplean en ello H6 dias, y no (0, como
afiema el problema.

— ¢Pero tiene usted en cuenta que la hierba
crece sin cesar? — preguntd olro.

La observacién era razonable; la hierba crece
incesantemente, circunstancia que no puede
echarse en olvido, pues en ese caso no solo no
puede resolverse el problema, sino que sus mis-
mas condiciones parecerin coniradiclorias.

iComo debe resolverse pues, el problema?

Solucién

Introduzcamos también aqui una segunda
incognita, que representard ¢l erecimiento diario
de la hierba, expresado en partes de las reservas
de la misma c¢n el prado. En una jornada hay
un crecimionto de y; en 24 dias serd 24y. Si to-
mamos todo el pasto como 1, entonces, en 24 dias
las vacas se comeran

1+ 24y.
En una jornada las 70 vacas comerdn

1-}-24y
245 7

y una vaca (de las 70) comerd

1 424y
24-70
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Siguiendo el mismo razonamiento: si 30 vacas
acaban con toda la hierba del prado en 60 dias,
una vaca comera en un dia

1 4- 60y

30-60 *

Pero la cantidad de hierba comida por una
vaca en un solo dia es igual para los dos rebaiios.
Por eso

424y _ 1-+60y

24.70 — 30-60
de donde

Y=180"
Cuando se halla y (medida de crecimiento)

es ya ficil determinar qué parte de la reserva
inicial se come una vaca al dia

1
fposy  CTEE 4
24-70° T 24-70 T 1600°

Por ultimo establecemos la ecuacion para la
solucién definitiva del problema: si el nimero
de vacas es z, entonces,
1
+90m

96z 1600’

de donde z = 20. |
20 vacas se comerian toda la hierba en 96 dias.

El problema de Newton

Examinemos ahora un problema del mismo
tipo que el anterior: el problema de Newton
acerca de los toros.
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El problema, en realidad, no fue ideado por
Newton, sino que es «de origen popular.

«Tres prados cubierios de hierba de una misma
espesura y con el mismo grado de crecimiento,
tienen un 4rea de 3—;— Ha, 10 Ha y 24 Ha. La

hierba del primero es comida por 12 toros durante
4 semanas; la del segundo, por 21 toros durante
9 semanas. ;Cuéntos toros comerin la hierba del
tercero durante 18 semanas?»

Solucién

Introducimos la incdgnita auxiliar y, que
significa la parte de la reserva inicial de hierba
que crece en { Ha durante una semana. En el
primer prado crece durante la primera semana

una cantidad de hierba ignual a 3l y; durante

4 semanas,Sw y-h = 3 y de la resecva de hierba
que habia imcxalmente en 1 Ha. Esto equivale
a un crecimiento del area inicial del prado igual a:
1 40
(35+5v)
hectareas. En olras palabras: los toros comen
tanta hierba como se precisa para cubrir un prado
de 3%—4— %0 ¥ hectireas. En una semana 12 toros
se comen un cuarto de esta cantidad, y un ioro
¢ome £n una semana s es decir, la reserva de

487
hierba que hay en un drea de

(544800, g5 10800

hectareas.
De esa misma manera, con los datos del
segundo prado, hallamos el area de éste que ali-
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!fl'le[lfi::l un S()IIO toro dumni.e una semana:
crecimicnto de la hierba en 4 Ha durante 1 semana =

= M

crecimiento de la hierba e¢n ¢ Ha durante 9 sema-

nas = 9y,

crecimiento de la hierba on 10 Ha durante 9 se-

manas == Yy,

l.a superficie del seclor gue conticne hierba
suficiente para alimentar 21 toros duranie 9 se-
manas es igual a

10 | 90%.

B drea wnecesaria para manfener un loro
durante una semana serd:

10 e i]l_\y 10 --|- My

.21 189
hectareas. Ambas norinas de alimentacién deben
ser idénlicas:

10 4-405 10y

144~ 189

Al despejay la incégnita encounlramos que

y= 13- Yeamos ahora cuil debe ser el drea del

prado con hierba suficienle para manlener un
toro duranle wna semana:
) -j- 40y b
= 3
144 144 54
lieetdreas. Ocupémonos, por ultimo, de la pre-
gunta del problema. Si representamos el nimero
desconocido de toros con la x, lendremos:

24—’;—24-18-%

1
D40 —
10 4-4( 12

e

.|
[

-

1R
de donde z = 30.
El tercer prado puede mantener 36 toros
durante 18 semanas.
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El cambio de las manecillas del reloj

Problema

A. Moshkovski, bidgrafo y amigo del famoso
fisico Albert Binstein, en su desco de distraer
a éste duranle su enfermedad, e propuso resolver
el problema siguiente (fig. &):

«Tomemos un reloj —dijo Moshkovski— que
tenga las saetas en las 12, Si en esla posicion

.

Fig. 8.

el minutero y el horario cambiaran de funcion,
la liora marcada seria la misma; pero a otras
horas, por ejemplo, a las 6 esa permuta de las
saetas daria lngar a un absurdo, a una situacion
que, cn un reloj que marchara novmalmente no
podria producirse; el minutero no puede hallarse
on Jas 6 cuando el horario s¢ encuentra en las 12,
De aqui surge la siguiente preguata: ¢(Cuando
v cada cuanto tiempo ocupan las manecitlas de
un reloj tal posicién en la cual al cambiar éslas
de funcion entre si se producen nuevas sitnaciones
posibles en un reloj normal?
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— Si —contesté Einstein—, este problema
¢s muy apropiado para un hombre obligado por
su enfermedad a permanecer postrado en el lecho:
despierta bastante interés y no es muy facil.
Me temo, sin embargo, que la distraccion dure
poco tiempo: he dado ya con la forma de vesol-
verlo.

Se incorpor6 en el lecho y con unos cuantos
trazos dibujé en un papel un esquema que refle-
jaba las condiciones del problema. Einstein no
necesité para resolverlo mdas tiempo que el que
he empleado yo en formularlo...»

«Como se resuelve?

Solucién

Midamos la distancia que recorren las mane-
cillas, valiéndonos de 60 divisiones de la esfera,
a partir de las 12,

Supongamos que en una de las posiciones
buscadas, el horario se encuentra a z fracciones
a partir del ndmero 12, y el minutero, a y divi-
siones. Como las 60 fracciones son recorridas por
®l horario en 12 horas, es decir, a 5 divisiones
por hora, entonces, z partes do la esfera serin

. . T .
recorridas por el horario en ¢ horas. Dicho con

otras palabras, habran pasado Z horas desde

3
que el reloj dio las 12. El minutero recorre y
fracciones en y minutos, es decir, on 6% horas.

Expresado de otro modo: el minutero ha pasado
la cifra 12 hace F.% horag, o al cabo de

& M
3 60

horas después de que am b a s saectas se encon-
trahan en las doce. Este numero es eniero (desde
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el cero al 11), ya que muesira cudntas horas
completas han pasado desde las doce.

Al cambiar las manecillas de funcién encon-
traremos por analogia que a partir de las. doce
habran pasado

y x

5 60
horas completas. Este nimero también es entero
(desde el cero hasta el 11).

Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

x _y
560
¥y _ .z
5 B0

donde m y r son nGmeros enteros comprendidos
entre el 0 y el 11. En este sistema despejaremos
las incégnitas '
60 (12m4-n) ' :
T 143 3
__ 60 (12n+m)
PSS
Asignando a m y n un valor comprendido
entre 0 y 11 determinaremos todag las posiciones
requeridas de las saetas. Como cada uno de los
12 valores que tiene m, puede ser confrontado con
cada uno de los 12 de n, quizds parezca que el
nimero de soluciones posibles puedo ser 12-12 =
= 144; pero en realidad es igual a 143, porque
cuando m =0, =0, y si m = 11, n—'li
Is manecillas ocupan la” misma posicidn.
Cuando m = 11, n = 11 tenemos:
z—60, y=80,
es decir, las manecillas estan en las 12, como en
el caso de m =0, n = 0.
No nos detendremos a examinar todas las
posiciones posibles; ocupémonos de dos casos:
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Primer caso:

m=1, n=1;
L8013 5 5
=Ta3 Y11 YTV711

(4]

es deecir, sefiala 1 hora 5ﬁ minutos; en este

momento las manecillas estdn en el mismo sitio
por lo que pueden cambiar de funcién {(como
siempre que coincidan).

Segundo caso:

m=8, n=35;
. B0(54-12-8) _ ... 90 (8-+12-5)  Ha ee
== —_———-143 ~ 12,38, "‘"_"'—_143 —t 2‘8!"‘3'

Los momentos respectivos seran: las 8 horas
y 28,53 minutos y las 5 horas y 42,38 minutos.

El nimero de soluciones, como se indicd ya,
es de 143. Para llegar a los puntos de la esfera
donde se encuentran las posiciones requeridas de
las saetas, hay que dividir la circunferencia de la
esfera en 143 partes iguales, obteniendo 143 pun-
tos que son los que buscamos. En los espacios
intermedios no hay otras posiciones semejantes
de las manecillas.

Coincidencia de las saefas
Problema

¢En cuintas posiciones pueden coincidir el
horario y el minutero de un reloj que marche
normalmente?

Solucidn

Podemos valernos de las ecuaciones del pro-
blema anterior, ya_que si las dos manecillas coin-
ciden, pueden cambiar entre si de funcién sin
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que se produzca alteracién alguna. En este caso,
ambas saétas habrin recorrido el mismo ninero
de divisiones, a partir del ntmero 12; es decir,
xz = y. Por esta causa, los razonamientos del
problema precedente nos brindan la siguiente
expresién:

£ = ==,

5 v
donde m es un entero comprendido entre 0 y 11.
Aqui podemos despejar la incdgnila

I_ﬁGm

T

De los doce valores de m (del U al 11) obtenemos
en lugar de 12, s6lo 11 posiciones diversas de las
manecillas, toda vez que siendo m = 11 vemos
que x = 60; es decir, ambas saetas han recorrido
60 divisiones y se hallan en la cifra 12; esto mismo
sucede cuando m = 0.

El arte de adivinar numeros

Cada uno de Uds se encountraba indudable-
mente con «prestidigitadoresy que pueden adivi-
nar nUmeros. Como regla un prestidigitador
propone realizar operaciones del siguiente caric-
ter: pensar un numero cualquiera, adicionar 2,
multiplicar el resultado por 3, restar 5, restar
el mtmero peunsado etc., en total cinco o una
decena de operaciones. Luego el prestidigitador
pide que le comuniquen el resultado y, al obtener
ia respuesta, en seguida comunica el nidmero
pensado.

Claro estd que el secreto de la «prestidigita-
cidén» es muy facil y se basa en las mismas ecua-
ciones.
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Supongamos que el prestidigitador le haya
propuesto a Ud. realizar un programa de opera-
ciones indicado en la columna izquierda de la
tabla siguiente:

piense un nimero z
adicione 2 z-2
ol resultado multipliquels por 3 Sx+6
reste 5 3z+1
reste el nimero pensado 2z+1
multipligue por 2 b+ 2
reste 1 4r+14

Luego el prestidigitador pide que le ¢comuiii-
gquen el resultado final y, al obtenerlo, dice al
instante el ndmero pensado. iC6mo lo hace?

Para comprender esto, hay que mirar la
columna derecha de la tabla, donde las indica-
ciones del prestidigitador ostin traducidas al
idioma del Aalgebra. Mirando esta columna se
puede comprender, que si Ud. ha pensado cual-
quier numero z, entonces realizadas todas las
operaciones se obtendra 4z + 1. Conociendo este
resultado no es dificil «adivinar» el numero.

Supongamos, por ejemplo, que Ud. haya
dicho al prestidigitador que el resultado es 33.
Entonces el prestidigitador resuelve mental-
mente muy rapidoe la ecuacién 4z 4 1 = 33
y obtiene la respuesta: z = 8. Es decir, hace
talta restar 1 del resultado final (33 — 1 = 32)

y luego ol nimero obtenido se divide entre 4
(32 4 = 8), el resultado de esta divisién es el
‘nimero pensado (8). Si el resultado final es 25,
entonces el prestidigitador hace mentalmente las
siguientes operaciones 25 — 1 = 24, 24 :4 = 6§
.y le comunica que Ud. ha pensado el m’lmero 6.
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Como se ve todo es muy ficil, El prestidigi-
tador sabe de antemano qué hace falta hacer
con el resultado para obtener el nimero pensado.

Después de comprender esto Ud. puede asom-
brar y desconcertar aiin més a sus amigos pro-
poniéndoles a ellos mismos escoger segin su pro-
pio parecer, el caracter de operaciones sobre un
nimero pensado. Ud. propone a su amigo pensar
un nimero y realizar en cualquier orden opera-
ciones del caracter siguiente: sumar o restar un
atmero conocido (por ejemplo: sumar 2, restar
5, ete.), multiplicax* por un ndmero conocido
(por 2, por 3, etc.), sumar o restar el nimero
pensado. Su amigo, para embrollarle, va a amon-
lonar una serie de operaciones. Por ejemplo,
é] ha pensado el nfimero 5 (el nimero pensado
no se le comunica a Ud.) y realizando operaciones
le dice: '

— he pensado un nitmero, lo he multiplicado
por 2, al resultado he sumado 3, luego he sumado
el ntimero pensado, al resultado he sumadoe 1,
todo lo he multiplicado por 2, he restado el
namero pensado, luego he restado 3, una vez
més he restado el nimero pensado, he restado 2.
Por fin, el resultado lo he multiplicado por 2 v he
sumado 3.

Al decidir que ¢l le ha embrollado por comple-
Lo é1 comunica a Ud. con el aspecto triunfante:

— el resultado final es 49.

Para su asombro Ud. le comunica inmediata-
mente que él ha pensado el ntmero 5.

tCémio lo hace Ud? Ahora todo eso es bastante
claro. Cuando su amigo le comunica las opera-
ciones que él esta realizando con el numero
pensado, Ud. a la vez actlla mentalmente con

* Mejor que no le permita dividir, pues la divisién
complica mucho la «prestidigitaciéns.
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la incognita x. El le dice: «ITe pensado un nime-
ro...», Ud. repite mentalmente: «entonces iene-~
mos z». El dico: «...lo he multiplicade por 2...»
(€l de veras realiza la multiplicacion de nimeros),
Ud, prosigue mentalmente: «...ahora tenemos 2z».
El dice: «...al resultado he sumado 3...», Ud. le
sigue inmediatamenle: 2z + 3, etc. Cuando él le
«ha embrollado» completamente y ha realizado
todas las operaciones mencionadas arriba, Ud. ha
llegado al resultado indicado en la tabla siguien-
te (en la columna izquierda esta eserito todo
lo dicho en voz alta por su amigo y en la derecha—
las operaciones que Ud. ba hecho mentalmente):

He pensado un nimero x
lo he multiplicado por 2 2z
al rosultade he sumado 3 223
luego he sumado el niimero pensado 3z43
ahora he sumado 1 3u 4
ol resultado lo he multiplicado por 2 6z-48
he rostado ¢l nimero pensado S5x-}-8
ho restado 3 hx—+5
més he restado el nimero pensado 445
he restado 2 4+ 3
por fin, el resultado lo he multipli-

cado por 2 8xz~-6
y he sumado 3 8z+9

Ud. ha pensado por @ltimo: el resultado final
es 8x 4 9. Ahora él dice: «El resultado final
es 49». Ud. tiene ya la ecuacién hecha: 82 4 9 =
= 49. Resolverla es una futilidad y Ud. le
comunica en el acto que él ha pensado el nlime-
ro 5. Esta prestidigitacién es particularmente
impresionante porque las operaciones que hace
falta realizar con el nimero pensado no las pro-
pone Ud., sino su amigo lag «inventa.
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Sin embargo, hay un caso cuando la prestidi-
gitacién no tiene éxito. Si Ud. después de reali-
zar (contando mentalmente) una serie de opera-
ciones ha obtenido, por ejemplo, = - 14, y su
amigo dice luego: «...ahora he restado el nimero
pensado y el resultado final es 14». Ud. le sigue
(x + 14) — = = 14, de verdad resulta 14, pero
no hay ninguna ecuacién y por eso Ud. no puede
adivinar el nimero pensado, (Qué es necesario
hacer en este caso? Obre asi: tan pronto Ud.
tenga el resultado que no contiene Ja incégnita x,
interrumpa a su amigo, diciéndole: «jPare!
Ahora puedo sin preguntar nada comunicarte
el resultado que tienes. Es 14». Esto de veras
va a desconcertar a sn amigo, pues él no le ha
dicho completamente nada. A pesar de que Ud.
no supo adivinar el niimero pensado, la presti-
digitacién ha resultado espléndida.

He aqui un ejemplo més {como antes en Ja
columna izquierda se encuenira lo dicho por su
amigo):

te pensado un nidmero *

a este nlimero he sumado 2 z-4-2
el resultado lo he mulliplicado por 2 2x-+4
ahora he sumado 3 2z
he restado ¢l ndmero pensado x+7
he sumado 5 o412
luego he restado el miimero pensade 12

En el momento cuando el resultado ha sido
12, es decir, es una férmula que no tiene mas la
incégnita z, Ud. interrumpe al amigo comuni-
candole que ahora el resultado es 12.

Después de practicar un poco Ud. podra
facilmente mostrar a sus amigos semejantes ¢presti-
digitaciones».
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Un supuesto absurdo
Problema

He aqui un problema que puede¥parécer
incongruente:

dCuél es la equivalencia de 84 si 8.8 = B4?

Esta insélita pregunta estd muy lejos de
carecer ‘de sentido, y puede ser resuelta mediante
ecuaciones.

Pruebe a descifrarla.

Solucién

Probablemente habrdn comprendido que los
datos del problema no pertenecen al sistema deci-
mal, pues en caso contrario, la pregunta «iCuél
es la equivalencia de 84?» seria un absurdo.
Supongamos que la bhase del sistema descono-
cido de numeracién es z. El nlimero «84» equi-
vale entonces a 8 unidades de segundo orden
y 4 unidades del primero, es decir,

«B4» = 8z +i-4.
El nGmero «54» equivale a 5z -+ 4.
Tenemos, por lo tanto, la ecuacién
8:8 =5z + 4,
es decir, en el sistema de numeracién decimal
seria
64 = 5r 4 4,
de donde z = 12. )
Este nfimero estd expresado en el sistema de base
12, 'y «84» = 812 4 4 = 100. Por lo tanto, si
8.8 = «54», «84» seri igual a 100.
De esta misma manera se resuelve otro de
los problemas de este tipo: .
- 4Cudl es el equivalente de 100, si 5.6 = 33?
Respuesta: 81 (sistema de base 9}, - - . -
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Le ecuacién piensa por nosofros

Si no cree que las ecuaciones son a veces més
previsoras queé nosotros mismos resuelva este
problema: -

El padre tiene 32 afios; el hijo, 5. ¢Al cabo
de cuantos afios serd la edad del padre diez veces
mayor que la del hijo?

Expresemos el tiempo buscado con z. Al cabo
de z afios el padre tendra 32 4 z afios; y el
hijo, 5 4 z afios, Y como el padre debe tener
10 veces més afios gue el hijo, se establece la ecua-
cion

32+ 2 = 10 (5 + ).

Al resolverla hallamos que 2 = —2.

«Al cabo de ‘menos 2 afios» significa «hace
dos afios», Al plantear la ecuacién no pensdbamos
gueenel futu ro laedad del padre no seria
nunca 10 veces superior a la del hijo; esa corre-
lacién pudo temer lugar sélo en el pasado.
La ecuaci6n ha sido mas reflexiva que nosotros,
y nos ha recordado nuestro descuido.

Curiosidades y sorpresas

Hay ocagiones en las que al resolver las
ecuaciones tropezamos con sgluciones que pueden
desconcertar a un matemético poco ducho. Véamos
algunos ejemplos:

I. Hallar un ntimero de dos cifras que tenga
las siguientes propiedades: La cifra de las decenas
debe ser 4 unidades inferior a la cifra de las
unidades. Si ese mismo niimero se escribe invir-
tiendo el lugar de sus cifras y se le sustrae el
nimero buscado, se obtiene 27.
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Expresando ¢l guarismo de las decenas con
la 2, y el de las unidades con la y, formaremos
facilmente el siguiente sistema de ecuaciones para
este problema:

‘Imy"‘L

(10y 4 ) — (10z + y) = 27.

Si el valor que tiene z en la primera ecuacién
se coloca en la segunda, resultaria que

10y -+ y — 4 [10 (y — 4) 4 y] = 27,

al operar tendremos que
36 = 27.

No se ha hallado el valor de las incognitas,
pero se ha visto que 36 = 27... iqué quiere decir
esto?

Esto significa que no existe ningGn nfimero
compuesto de dos cifras que responda a las condi-
ciones del problema, y que las ecuaciones plan-
teadas se contradicen mutuamente.

En efecto, multipliquemos ambos miembros
de la primera igualdad por 9 y tendremos:

9y — 92 = 36,

y de la segunda ecuacion (después de abrir los
paréntesis y redueir los iérminos semejantes)
resulta:

9y — Bz = 27.

Segin la primera ecuaciéon 9y — G es igual
a 36 y de acuerdo con la scgunda equivale a 27.
Esto es a todas luces imposible, por cuanto 36 5=
5= 27.

Una confusién analoga espera a quien resuelva
el siguiente sistema de ecuaciones:

2%yt = 8,

zy = 4.
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Al dividir la primera ecuacién por 1a segunda
obtendremos:

ry = 2

y si confrontamos la ecuacién obtenida con la
segunda del sistema veremos que

zy = &,
ry = 2,

es decir, que 4 = 2. No hay cifras que satisfagan
las condiciones de este sistema.
(Sistemas de ecuaciones, semejanies a los que
acabamos de examinar que no pueden ser resuel-
tos, s¢ llaman no combinados.)

II. Si cambiamos un tanto las condiciones
del problema anterior recibiremos otra sorpresa.
Supongamos que la cilra de las decenas es menor
en 3 unidades que la cifra de lag unidades. Las
demas condiciones del problema permanecen
invariables §Cual serd este numero?

Planteemos la ecuacion. Si expresamos la
cifra de las decenas con la z, la de las uwnidades
seri z + 3. Traduzcamos el problema al idioma
del dlgebra:

10 (z -+ 8) + z — {10z + (z -+ 3)) = 27.
Al reducir se obtiene:
21 = 2.

Esta igualdad es incuestionable, pero nada
nos dice de la raiz de z ;Significa esto que no
existe ningun valor que responda a las condicio-
nes del problema?

Por el contrario. Esto se debe a que la igual-
dad dada es una identidad, es decir, que es
cierta cualquiera que sea la magnitud de la
incégnita z. En ofecto, las condiciones del pro-
blema son validas para lLodo ntmero compuesto
de dos cifras siempre que el guarismo de las
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unidades sea mayor en 3 unidades que el de las
decenas:

14 -} 27 = 41, 47 + 27 = 74,
25 - 27 = 52, 58 - 27 = 85,
36 4+ 27 = 63, 69 -+ 27 = 96.

II1. Hallar un nGmero de tres cifras gue res-
ponda a las siguientes condiciones:

1) la cifra de las decenas sea 7;

2) Ja cifra de las centenas sea inferior en
4 unidades a la cifra de las unidades;

3) si las cifras del mismo se colacan en orden
inverso, ¢l nuevo ntmero serd 396 unidades
mayor que el buscado.

Formemos la ecuacién sustituyendo la cifra
de las unidades con la z:

1002 4+ 70 + = — & — [100 (z — 4) + 70+ z] = 396

Después de reducida esta ecuacion se llega
a la igualdad

396 = 396.

Los lectores conocen ya cémo hay que inter-
pretar los resultados de este tipo. Esto signi-
fica que un nimero de tres cifras, en el que la
primera es menor que la tercera® en 4 unidades,
aumenta en 396 si se le coloca en orden inverso.

Hasta ahora hemos examinado problemas que
tienen un caricter mis o menos artificioso y ted-
rico; su misién consiste en contribuir a que se
adquiera habito en el planteamiento y la solu-
¢ién de ecuaciones. Ahora, pertrechados tedri-
camente, ofreceremos algunos ejemplos relacio-
nados con la produccién, la vida cotidiana, y la
actividad militar y deportiva,

* La cifra de las decenas no juega ningin papel,
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En la peluqueria
Problema

Puede ol algebra tener alguna aplicacién en
la peluqueria? Resulta que puede darse esa
¢ircunstancia. Me convenci dec ello en cierta
ocasién, cuando encontridndome en un estable-
cimienio de esa clage, se dirigié a mi un oficial
con una inesperada peticion:

— ¢No podra resolvernos usled un problema
gque no sabemos cémo hacerlo?

— jNo se imagina cudnta agua oxigenada
hemos echado a perder por esa causal—agregd
otro.

— ¢De qué se trata?—pregunté.

— Tenemos dos soluciones de agna oxigenada:
al 30% una, y al 3% la otra. Debemos mezclarlas
de tal forma que obtengamos una solucién al
12%. Pero no podemos hallar las proporciones
correspondientes...

Me dieron un papel y cncontré la proporcion
que buscaban.

Resulté ser un problema muy ficil.

Solucién

El problema puede ser resuelto también por
via aritmética, pero medianlte el algebra se
obtiene el resultado con mas sencillez y pronti-
tud. Supongamos que para formar la mezcla al
12% hay que tomar z gramos de sollcién al
3% e y gramos al 30%. Siendo asi, la primera
porcién contendrd 0,03 z gramos de agua oxige-
nada pura y, la segunda, 0,3 y; en tolal habra

0,03z + 0,3y.

Con esto resultard (z - y) gramos de solu-
¢idon, en la que el agua oxigenada pura serd

0,12 (z + y).
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Tenemos 1a ecuacién
0,03z + 0,3y = 0,12 (z - ¥).
De esta ecuacidén hallamos: x = 2y, es decir,

que deberd tomarse doble cantidad de solucién
al 3% que la empleada del 30%.

El tranvia y el peatén
Preblema

Cuando marchaba a lo largo de la linea del
tranvia observé que cada 12 minutos me alcan-
zaba uno de esos vehiculos, y cada 4 minutes
otro de ellos pasaba en direccién contraria.
Tanto los vehiculos como yo nos desplazabamos
con velocidad constante

¢Gada cuinlos minutos salian los tranvias de
las estaciones terminales?

Solucién

Si los tranvias salian cada z minutos, eso
quiere decir que por aquel lugar donde yo me
encontraba con un tranvia tenfa que pasar el
siguiente después de x minutos. Si el vehiculo
iba en mi direccién, entonces en 12 — z minutos
debia recorrer el camino que yo hacia en 12 minu-
tos. Eso significa que el camino que yo andaba

: 0 o 12—z .,
en un minuto Ql tranvia lO }]_aCl& en ""'d'E"'" minu~

tos,

Si el tranvia iba en direccidn contraria nos
cruzariamos 4 minutos después de haberme
encontrado con el anterior, y en el tiempo restan-
te (z — 4) minutos debia recorrer el camino
hecho por mi en esos 4 minutes. Por lo tanto,
el camino que yo andaba en 1 minuto lo hacfa

» —i 7
el tranvia en f—;;*— minutos.
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Tenemos pues, la ecuacion

12—z x—4

12 4

De donde se deduce que z = 6. Cada 6 minu-
tos iniciaban los tiranvias su itinerario.

Puede proponerse la siguiente resolucién (en
esencia es una solucién aritmética). Expresemos
la distancia que separaba a los tranvias entre
si con la letra a. Entonces la distancia que media-
ba entre el tranvia que iba a mi encuentro y yo

. . , a .
disminuia en - cada minuto (por cuanto la

distancia entre el tranvia quc acababa de pasar
y el signiente, igual a @, la recorriamos en 4 mi-
nutos). Si el tranvia iba en mi direccién, la dis-
tancia enlre nosotros se¢ reducia cada minuto

a %
en 3. Supongamos que yo marchara hacia ade-

lante durante un minute y, después, anduviera
otro minuto hacia atrds (es decir, regresara al
punto de partida). En este caso la distancia que
mediaba entre el tranvia ——que iba a mi en-
cuentro— disminuia durante el primer minuto

a
— t -
15 En conse
cuencia, en el lapso de 2 minutos, la distancia
a
r ?‘
mismo habria ocurrido si yo hubiera permanecido
inmo6vil en el sitio, ya que, en fin de cuentas,
volveria hacia atrids. De esta manera, si yo no
hubiera avanzado, en un minuto {(no en dos) el
> 3 . r 2 a
tranvia se hubiese acercado hacia mi = : 2=

a i
en -, y en el segundo minuto, en

entre nosotros se reducia en %—+1123 Lo

y toda la distancia a la habria recorrido en 6 mi-
nutos. Por ello, para un observador inmévil,
los iranvias pasaban con intervalos de 6 minutos.
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El barco y la balsa
Problema : :

Un barco se desplaza 5 horas sin interrupeidn
rio abajo desde la ciudad A a la ciudad B. De
vuelta avanza contra la corriente (con su marcha
ordinaria y sin detenerse) durante 7 horas,
¢Cudntas horas necesitard una balsa para despla-
zarse de la ciudad 4 a la B, yendo a la misma
velocidad de la corriente? b

Solucién

Expresemos con z el tiempo (en horas} que
necesita el harco para recorrer la distancia que
separa 4 de B en el agua estancada (es decir, con
la velocidad del bareco) y con y, el tiempo que
se desliza la balsa. Siendo asi, en una hora el

barco recorre «i- de la distancia AB, y la balsa

(al igual gue la corriente) 1 de esta disLanci_é..
Por esta razdén, el barco, marchando impulsado
por la corriente, en una hora recorre —i—-{—-l-
de la distancia 4B, y hacia arriba (contra la
corriente) -::?—%. Por las condiciones del
problema se deduce que hacia abajo el barco
hace en una hora -g— de la distancia, y, hacia arri-

ba, -%,- . De aqui el sistema:

O B |

x Y
1 i 1
7

[N J—

z Y
Obhservamos que para solucionar este sistema no
debemos hacer desaparecer los denominadores:
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ez suficiente con restar la segunda ecuacidn de

la primera. Operando resultara:
2 2

7 35 °

de donde y = 35. Las balsas se deslizaran desde 4
hasta B en 35 horas.

Dos botes de café

Problema

Dos botes llenos de café tienen la misma
forma y estan hechos de la misma hojalata. El
primero pesa 2 kg y tiene 12 cm de altura; el
segundo pesa 1 kg y mide 9,5 em de altura. ¢Cuél
es el peso neto del café en los dos botes?

Solucién

Expresemos el peso del contenido del bote
grande con z, y el del pequeiio con y. El peso
de los hotes lo expresaremos con z y ¢ respectiva-
mente. De donde se obtienen las siguientes ecua-
ciones:

x-l_z=29
y+i=1,

Teniendo en cuenta que los pesos del conte-
nido de ambos botes repletos se relacionan entre
si como sus propios volimenes es decir,
como el cubo.de-sus alturas*, resulta que
© g 428 o

.-i;- =355 =202 6 +=202y.

* Ksta proporcién puede sér aplicada sélo on el caso

en que los lados de los botes no sean demasiado gruesos,
or, euanto. lag superficies, la interna y la externa del

0te, no son semejantes, y la altura de su parte interna

tienie ‘¢ierta’ diferencia con la- altura de*la ‘propia caja.
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El peso de los botes vacios se relaciona entre
si como se relacionan sus superficies
completas, es decir, como los cuadrados de sus
alturas. Por ello

z 122 : Z <

—‘_WML(JU 0 e=1,60¢.

Sustituyendo los valores de z y de z en la
primera ecuacién resultard el sistema

2,02y +1,606=2,

v + t=—1.
Al resolverlo tendremos:
20

y="57 =095, =005

Por lo tanto,
z = 1,92, z = 0,08.

El peso del café sin el envase sera: el del bote
grande, 1,92 kg; el del pequefio, 0,94 kg.

Yelada

Problema
A una velada asistieron 20 personas. Maria
bail6 con siete muchachos; Olga, con ocho; Vera,
con nueve, y asi hasta llegar a Nina, que baild

con todos ellos. ;Cudntos muchachos habfia en la
velada?

Solucién

La solucién del problema es muy sencilla si
se elige con acierto la incégnita. Busquemos el
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nimero de las jovenes, gue expresaremos co
la a:

1a, Maria bailé con G - 1 muchachos
2e, Olga » » 642 »
3Jo, Vera » » G-k 3 »

re, Nina » » 6+ =2 »

Listablezcamos la siguiente ceuacién:
z+ (6 + z) = 20,

do donde
z =1,

por lo Lanto, el ndmero de muchachos era
20 — 7 = 13.

Exploracién marina
Primer problema

El explorador (la nave de¢ reconocimiento),
que marchaba con el resto de la escuadra, recibid
la tarea de explorar el mar en una zona de 70
millas en la direccién en que marchaba la escua-
dra. La velocidad de ésta era de 35 millas por
hora; la del barco explorador, de 70 millas por
hora. (Cudnto tiempo tardarid éste en incorporarse
de nuevo a la escuadra?

Solucién

Designemos el nimero de horas buscadas con
la z. Durante este tiempo la escuadra recorrié
35z millas; y la nave de reconocimiento, 70x.
Esta navegé 70 millas hacia adelante y una
parte de esta ruta al regreso; la otra parte fue
hecha por el resto de la escuadra. Todos juntos
recorrieron 70z -~ 35z, lo que es igual a 2-70 mi-
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llas. De aqui la ecuacién
702 4 35z — 140,

de donde
_Mo_ 1
¥ 1s " 8

horas. La embarcacién exploradora se incorpor6
a la escuadra, aproximadamente, al cabo de 1
hora 20 minutos.

Segundo problema

121 barco explorador recibié la orden de hacer
el reconocimienlo en la direccién que llovaba la
escuadra. Tres horas despuéds, la nave debia
incorporarse a la escuadra. (Al cabo de cuanto
tiempo, a partir del momento en que se distancia
de la escuadra, debe iniciar el barco explorador
el regreso, si su velocidad es de 60 nudos, y la
de la escuadra de 40 nudos?

Solucidn

Supongamos que la nave de reconocimiento
debia volver al cabo de z bhoras; eso significa
que se alejé6 de la escuadra x horas, y marché
de vuelta, a su encuentro, 3 — 2 horas. Mientras
todos los barcos marchaban en una misma direc-
cién, en z horas pudo la embarcacién exploradora
alejarse a una distancia igual a la diferencia
entre las distancias recorridas por cada uno, es
decir, en

60z =~ 40z = 202x.

Cuando regresé el explorador habia cubierto, en
direccién a la escuadra, una distancia de 60 (3—zx),
en tanto que la escuadra habia recorrido 40 (3—z).
Uno y otra recorrieron juntos 10z. Por lo tanto

60 (3 — 2) -} 40 (8 — £} = 20z,
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de donde

.‘lf=2—;—'~_

El explorador tuvo que modificar el rumbeo,
iniciando el regreso, al cabo de 2 horas y 30 mi-
nutos a partir de! momento en que abandoné la
escuadra.

En el velédromo
Problema

Dos ciclistas corren por el velédromo a velo-
cidades constantes. Al llevar direcciones opues-
tas se encuentran cada 10 segundos; cuando van
en la misma direccién, un ciclista alcanza al
otro cada 170 segundos. ¢Cuil es la velocidad que
desarrolla cada ciclista si la longitud de la pista
es de 170 m?

Solucidn

§i la veloeidad del primer ciclista es z, en
10 segundos habré recorrido 10z metros. El se-
gundo (yendo al encuentro) recorre el resto de la
vuelta en el intervalo que media entre dos cruces,
es decir, 170—10z metros. Si la velocidad del
segundo es y, esto constituye 10y metros; por lo
tanto

170 — 10z = 10y.

Si los ciclistas marchan uno tras otro, en
170 segundos el primero recorre 170z metros, y el
segundo, 170y metros. Si el primero marcha més

de prisa que el segundo, de un encuentro al otro
corre una vuelta més que el segundo, es decir,

170x — 170y = 170,
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Al simplificar estas ecuaciones, tenemos:
4+ y=17, z—py=1,

de donde
z=19, y = 8 (metros por segundo).

Carrera de motocicletas

Problema

Fn una carrera de motocicletas, tres maquinas
salieron simultineamente. La segunda hace 15 km
por hora menos que Ia primera, y 3 km més que
la tercera y llega a la meta 12 minutos después
que la primera y 3 minutos antes que la tercera.
Durante el vecorrido no se registraron paradas.

Hay que determinar:

a) la distancia de la carrera,

b) la velocidad de cada motocicleta y

*¢) el tiempo empleado por cada méquina.

Soluciédn

Aunque Jas incoHgnitas llegan a siete, se
emplean s6lo dos para resolver el problema.
Formemos un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas.

Fxpresando la velocidad delasegunda
moto con la z, la velocidad de la primera sera
z 415, v la de la tercera z — 3.

La distancia se expresa con Ia y. En este
caso la duracién de la carrera fue:

" . /4
0 1 ; e
para la primera motocicleta 8!
n ”» % » y
f .glmda —x',
¥
n ”» e Tk » D 5
tercora —3
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La segunda mdaquina hizo el recorride en
: 1 = 5 ;
12 minutos (? de hora) méis que la primera.
Por ello
L. e |
. =45 D"
La tercera empleé en la carrera 3 minutos
1 " :
(% de hora) m4is que la seguuda. Por consi-

guiente,
W B
Py i T 20

Multiplicando por 4 esta ecuacion y restindo-
la de la anterior, se obtiene:

¥ y y FX.
z zx-+15 4(::—3 z) 9.

Dividimos todos los términos por y (y =%0)
y quitamos los denominadores, con lo que se
obtiene:

(z + 15} (z — 8) — z (x — 3) — 4z (z -+ 15) -+
4 4 (z 4 15) (x — 3) = 0,
y al abrir paréntesis y reducir los términos seme-
jantes, resultara:
3z — 225 = 0,
de donde
x= 75,

Conociendo la z se obtiene el valor de la y en la
primera ecuacion

v _ ¥y 1

75 90 h?
de donde

y = 90.

87



De aqui que la velocidad de las motocicletas
sea:

90, 75 y 72 km por hor:a.

La distancia sera de 90 km.

Dividiendo la distancia por la velocidad de
cada motocicleta se obtiene el tiempo invertido
por cada maquina: ’

la primera . . . . . . . 1 hora _
la segunda o ow oo  of ot ¥ 12 -animitos
la tereera . . . , . . . 1 hora ¥y 15 minutos

Pe esta forma se ha encontlado el valor de
las siete 1nc6gmla=~

Velocidad media
Prob!ema

Un automdvil cubrm JIa distancia entre dos
ciudades a 60 km por hora e hizo el viaje de
regreso a 40 km por hora. ¢Cudl fue la velocidad
media de su recorrido?

Solucién

La aparente sencillez del problema confunde
a muchos. Sin pensar detenidamente en él,
hallan la media aritmética de 60 y 40, es decir,
la semisuma

60440

5 =50.

Bsta «imple» solucién seria cierta si la ida
v la vuelta hubieran durado el mismo tiempo.
Pero es evidente que el recorrido de vuelta (a me-
nos veloeidad) requiere mas tiempo que la ida.
Si tenemos esto en cuenta, veremos que la res-
puesta de 50 km es errdnea.
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Y asi es, en efccto. La ecuacion nos da otra
solucién. No resulta dificil establecer la ecuacién
si introducimos una incdgnita auxiliar: la mag-
nitud Z, distancia entre las dos cindades. Expre-
semos con x la velocidad media buscada y for-
memos la ecuacién

21 Fi !
T

Comoquiera que I %0, podemos dividir la
ecuacién por I, obteniendo,

2 1 1
> = tm

de donde

2
e T

O

De esta forma vemos que la respuesta acertada
no es 50, sino 48 km por hora.

Si resolviéramos este mismo problema con
letras (en la ida, el automdvil marchaba a una
velocidad de a por hora, y de vuelta, a b por
hora) obtendriamos la ecuacién

2! l l
ERCE

de donde al despejar la z resultara
2
1 { =

e
Esto se denomina media harmodonica
de las magnitudes a y b.
. Por lo tanto, la velocidad media del reco-
rrido se expresa, no con la media aritmética,

sino con la media harmoénica de las velocidades.
Para e y b, positivas, la media harménica sera
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siempre menor que la media aritmética

a-b
——>

como se ha visto en el ejemplo numérico (48 << 50).

Maquinas de cdlculo rdpido

Al tratar de las ecnaciones, Algebra Recreativa
no puede desentenderse de la solueién de ecua-
ciones en maquinas de caleular. Ya se ha dicho
que las calculadoras pueden «jugary al ajedrez
(0 a lag damas). Ademds pueden realizar también
otras funciones; por ejemplo, la traduceién, la
orquestacion de melodias, etc. Basta con elaborar
el «programa» correspondiente, con arreglo al
cual debe acluar la mdquina.

Claro que no vamos a examinar aqui «progra-
mas» para el ajedrez o para la traduccidén, que
son dificiles en extremo. Examinaremos tan sélo
dos «programas» sencillos. Mas en principio hay
que decie algunas palabras sobre la construc-
cién de Ia maquina de céleulo.

En el capitulo primere se ha tratado de dispo-
sitivos que permiten hacer miles y decenas de
miles de operaciones por segundo. La parte de
la mdquina que sirve para la ejecuciéon directa
de operaciones se llama aritmdémetro.
Ademds, la maquina tiene un dispositivo
de direccidn (que regula el trabajo de
toda la maquma) vel dispositivo de
memor i a. La ¢«memoria», es un depdsilo de
_himeros y signos convencionales. Por iltimo,
la, miquina esti equipada con dispositivos de
entrada v de salida destinados a introducir
NUEVoS datos numéricos v ofrecer los resultados
- definitivos. La maquina registra estos resultados
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(ahora ya en el sistema decimal) en tarjotas
especiales.

Es notorio que el sonido puede ser registrado
en discos o en cinta, y después reproducido.
Pero la grabacién del sonido en un disco puede
hacerse tan sélo una vez: para realizar tna nueva
grabacion se precisa otro disco. La impresion
de sonidos en magnetéfono tiene Tugar de forma
un tanto distinta, mediante el imantado de una
cinta especial. El sonido registrado puedé re-
producirse las veces que sean precisas y, si la
impresidon resulta ya innecesaria, puede «desi-
mantarse» y cfectuar en ella una nueva graba-
cion. Una misma cinta puede grabarse varias
veces, con la particularidad de que cada nueva
grabacién «borray la antervior,

Kl funcionamiento de la «memoria» se basa
en un principio andlogo. Los ndmeros y signes
convencionales se registran eléctrica, magnética
o mecanicamenie en un tambor, una cinta u otro
disposilivo. E] nimero grabado puede ser «leido»
en el momento oportuno: si no se necesita més
puede ser borrado, grabindose otro en su lugar,
La «xtraceiény y la «ectura» del nimero o el
signo convencional dura sélo algunas milloné-
simas de segundo.

La «amemoria» puede conslar de algunos miles
de celdas y, cada celda, de variag decenas
de elementos magnéticos, por ejemplo. Conven-
gamos en que para regislrar los numeros por
medio del sistema de basc dos, cada elemento
imantado expresa el 1, y los no imanlados, el 0.
Supongamos, por ejemplo, que cada celda reten-
tiva contiene 25 elementos {0 como dicen 25
6rdenes del sistema de base dos) y, ademés, el
primer elemento de la celda sirve para expresar
el signo del ndmero (- & —), los siguientes
14 clemenlos sirven para imprimir la parte
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entera del nimero y, los Gltimos 10, para re-
gistrar la parte decimal. En la fig. 9 se presentan
esquemdaticamente dos celdas de memoria, con
25 elementos en cada una, los imantados se expre-
san con el signo +; los desimantados, con el —.
Examinemos la celda superior (la coma indica
el lugar donde empieza la parte decimal, y la

L | I
OpERACION + X o |, I
I=f=[=[={=] A+ J={ o] =] [ +)+ —}—I—I+1+!+i-i~|+ o)+

| ] \

Fig. v.

linea punicada scpara el primer elemento — que
sirve para fijar el signo — de los demas). En esa
celda hay escrito (en el sistema de base dos) el
namero +1011,01, equivalente en el sistema
decimal, al que estamos acostumbrados, al 11,25.

Ademis de los numeros, en las celdas retenti-
vag s¢ conservan las 6 rd e nes que componen
el ¢«programa». Veamos en qué consiste cl sistema
de ordenes a tres direcciones. En este
caso, al escribir la orden, la celda retentiva se
divide cn 4 partes (las lineas de punlos en la
celda inferior, fig. J). La primera parte sirve
para indicar el signo de operacién, gue va cifrado.
Por ejemplo:

Suma —operacion I,
sustraceion — » 11,
multiplicacion— » I, etc.
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Las drdenes se descifran asi: la primera parle
de la celda es el wamero de la operacidon; la
segunda y la tercera, jos nimeros de las celdas
(direcciones), dela cuales hay que extraer
las cifras para las operaciones; la parte cuarta
es el niimero de lacelda (direcci én)adonde
debe enviarse el resullado obtenido. Por ejemplo,
en la fig. 9 (fila inferior) hay escritos por el
sistema binario los nameros 11, 11, 111, 1011,
en el sistema decimal, 3, 3,7, 11, lo que signi-
fica la siguiente orden: la operacion III (multi-
plicacién) debe efectuarse con los nimeros de las
celdas tercera y séptima y almacenar
el resultado (es decir, registrarlo) en la celda
undécim a.

in lo sucesivo inseribiremos nameros y orde-
nes, 1no con signos convencionales, como en la
fig. 9, sino directamente en cl sistema decimal.
Por ejemplo, la orden expuesta en la serie infe-
rior de la fig. 9, se escribe asi:
multiplicacion 3 7 11

Examinemos ahora dos sencillos ejemplos de
programa.

Programa 1°

1) suma 454
2) multiplicacién 4 4—

3) OD* 1
4) 0
5) 1

Veamos cémo funciona una méquina en cuyas
cinco primeras celdas estdn almacenados los
siguientes datos:

1* or d e n: sumar los nGmeros de las celdas
4 y 5 y enviar el resultado a la celda 4 (en susti-
tucion de lo que figuraba anteriormente). Por

* OD—operacién de direccion.
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congiguiente, la méquina escribe el nlmero
0+ 1 =1 en la celda 4. Después de cumplida
la 1% orden, en las celdas 4 y 5 se encontraran los
siguientes ntmeros:

4 1,
5) 1.

2" orden: multiplicar el nimero de la
celda 4 por si mismo (esto es, elevarlo al cuadra~
do) y registrar en la tarjeta el resultado, es decir,
12 (la flecha significa la salida de un resultado
obtenido).

3% orden: operacidén de dirvec-
¢iodn alacelda 1. En otras palabras, la orden
OD significa la repeticién de todas las érdenes,
empezando desde la primera. De forma que se
ejecuta la primera orden.

1% or d e n: sumar los nimeros de las celdas
4 y 5, y fijar la suma de nuevo cn la celda 4.
En consecuencia, en la celda 4 estara el nimero

141 =2

4) 2,
5) 1.

2* orden: elevar al cuadrado el ntmero
de la celda 4 y el resultado, 2%, registrarlo en
la tarjeta (la flecha indica la salida del resul-
tado).

3* orden: operacién de direc-
cién ala celda ! (es decir, volver de nuevo
a la primera orden).

i1* orden: el nimero 2 -+ 1 = 3 enviarlo
a la celda 4:

=

{2* or d e n: registrar en la tarjeta el valor
de 3°.
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3% o r d e n: operacién de direccién a la celda
1, ete. -

Hemos visto cémo la miquina caleula suce-
sivamente los cuadrados de nimeros
enteros ylosregistra en la tarjeta. Obsérve-
se que no es preciso elegir cada vez el nuevo
nimero: la maquina misma escoge uno tras otro
los nimeros enteros y los eleva al cuadrado.
Actuando de acuerdo con este programa la maqui-
na obtiene el cuadrado de todos los nimeros
enteros desde 1 hasta el 10 000, en algunos
segundos (o en partes de segundo).

Debe hacerse notar que, en realidad, el
programa para el cilculo de los cuadrados de
nimeros enteros debe ser algo méas complejo que
el mencionado mas arriba. Esto se refiere, en
particular, a la 2° orden. Para registrar el resul-
tado en tarjeta se requiere mucho més tiempo
que el que precisa la maquina para ejecutar una
operacion. Por eso, los resultados se almacenan
primero en las celdas libres de la «memoriay,
y solo después («sin precipitarse») se registran
en las tarjetas. De esta suerte, el primer resulta-
do definitivo se almacena en la celda 1% de la
ememoria» que se encuentra libre; el segundo en
la celda 2%; el tercero, en la 3%, etc. En el progra-
ma simplificado expuesto anteriormente, todo
ello habia sido omitido.

Por afiadidura, la magquina no puede dedi-
carse durante largo tiempo al calculo de cuadra-
dos pues no bastan las celdas de la ememoria»,
y es imposible «adivinar» cuando ha obtenido
la méquina los cuadrados que necesitamos, a fin
de desconectarla, (ya que la miquina ejecuta
miles de operaciones por segundo). Por esa razén
se prevén érdenes especiales para detener la mé-
quina en el momento oportuno. Por ejemplo, el
programa puede ser compuesto de tal manera
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(que la miquina caleule los cuadrados de todos
los nimeros enteros, del 1 al 10 000, v después
se pare automdticamente.

Hay también otra clase de 6rdenes méas com-
plicadas, de las cuales no nos ocuparemos.

He aqui qué aspecto tiene el programa para
el calculo de cuadrados del 1 al 10 000:

Programa l.a
1'.; suma
2) multiplicacion
3) suma
o

sto
6) g
7) 10 000
8) 0
9 1

D oo co

= =X
-

=0 oo

.

.........

Las dos primeras 6rdenes se diferencian poco
de las que se han expuesto en el programa simpli-
ficado. Después de eumplir estas dos Ordenes,
en las celdas 8, 9 y 10 habrd los siguientes niime-
ros:

8) 1
9) 1

10) 12

T.a tercera orden es muay lintere-
sante: hay que sumar el contenido de las celdas 2
y 6, registrar otra vez el resultado_en lacelda 2,
después- de lo cual, ofrecerd el Siguiente aspecto:

2). multiplicacion 8 8 11. "

- De aqui.que, después de cumplida la 3% orden,
cambia la segunda or'den, mejor

* OC-~operacién de comparacion.
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dicho, cambia una de las direcé¢iones
de la 2% orden. A continuacién aclararemos las
razones a que obedece esto.

La cuarta es la operacién de
comparacidn (en sustitucion de la ter-
cera orden del programa examinado anterior-
menie). Esta se cumple asi: si el nimero alma-
cenado en la celda8es menor queel dela 7,
la operacién de direccién la transmite a la celds 1;
en caso conirario, se efectida la orden siguiente,
(la 5). En nuestro caso como 1 <10 000, la
operacidon de direccion se le encarga a la celda 1.

Por consiguiente, volvemos otra vez a la
orden primera. Una vez cumplida ésta en la
celda 8 se encontrard cl nimero 2.

La segunda orden, que se presentard como

2) multiplicacién 8 8 41,

consiste en que 22 se envia a la celda 11. Ahora
queda claro para qué fue cumplida anterior-
mente la 3% orden: el nuevo 22 no puede ir a parar
a la celda 10 gue ya estd ocupada, sine a la
siguiente. Una vez cumplidas lag érdenes 1% y
27, tendremos los siguientes nimeros:

8) 2

9) 1

10) 12

11) 22

Después de ejecutada la orden 37, la celda 2,
apareceri asi:

2) multiplicacién & 8§ 12

es decir, la maquina «se prepard» para anotar el
nuevo resultado en la celda 12. Y como en la
celda 8 sigue habiendo un ndmero menor que
en la 9, la 4% orden significa que se encarga a la
celda 1 la operacidén de direccién.
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Ahora, cumplidas ya las 6rdenes 1% y 29,
obtendremos:
8) 3
9 1
10) 12
14) 22
12) 32
¢Hasta cuando continuard la maquina cal-
celando los cuadrados segin el programa? Flasta
gue en la celda 8 aparczea el ndmero 10 000,
es decir, micnlras no hayan sido ohtenidos los
cuadrados de los nimeros comprendidos entre el

Fig. 10.

1 y el 10 000. Después, Ia 4% orden ya no trans-
mite la operacion de direccién a la celda 1 (por
cuanto en la celda 8 habri un nimero no menor,
sino igual al almacenado cn la celda 7), es decir,
después do la 4% orden, la méquina cumple la
0% orden: cesa de funcionar (se desconecta).

»Examinemos ahora un proceso mas complica-
do de programacién para resolver sistemas de
ecuaciones. Yeamos un programa simplificado.
Si se desea puede imaginarse el aspecto completo
del programa.
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Supongamos el siguiente sistema de ecuaciones:
ax + by = ¢,

dz |- ey = f.
Este sistema es facil de resolver:
_ ce—bf _af—cd
T ae—bd Y= e—nd

Esle sistema (con los valores numdricos de los
coeficientes @, b, ¢, d, e, f) podria resolverse en
menos de un minuto. lLa miaquina, en cambio,
puede day en un segundo la solucién de miles
de tales sistemas de ecnaciones.

Examinemos el programa correspondiente.
Consideremos que han gido dados simultinea-
mente varios sistemas: con valores numéricos
para los coelicientes a, b, ¢, d, e, f, a’, b',...
ITe aqui el correspondienle programa:

Programa T]

1) %28 30 20 14) +3193 26) a
2) X287 81 21 15 44194 2T) D
3) X26 30 22 16) -5 195  28) ¢
4) X27 20 23 47) 4619 6  29) d
5y X26 31 24 18 OD 1 30) ¢
f) X298 2925 19) 6 60 31) f
7) —20 21 20 20) O 32) a
8) —22 23921 21) 0 33) b’
9) —24 2522 22) O 34) ¢’
10) :20 20 > 23) 0 35) &
14) :22 21 —~ 24 0 36) o
12) +1 19 1 25 0 37) §*
13) +2 19 2 38) a”

1 ordemn: plantear la multiplicacion de
los nimeros almacenados en las celdas 28 y 30,
y enviar cl resultado a la celda 2(. Dicho en
otras palabras: en la celda 20 se almacenari el
numero ce.

De manera aniloga seran realizadas las 6rde-
nes desde la 2* hasta la 6%. Después de ejecutar-
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las, desde la celda 20 hasta 1a 25 encontrareinos
los siguientes nameros:

20) ce
21) ¥f
22) ae
23) bd
24) af
25) od

7% o r d e n: del ntmero de Ia celda 20, resiar
el de la 21, y el resuitado, (es decir, ce — by),
volver a almacenarlo en la celda 20.

De la misma forma se cumplen las drdenes
8" v 9%. En consecuencia, en las celdas 20, 21
y 22 aparecerdn los siguientes numeros:

20y ce — bf
21) ae — bd
22) af — cd

Ordenes 10% y11%: se forman los siguientes
quebrados:

ce—Dbf af —ed
ae—bd ¥ ae— bd

que se registran en la tarjela (es deeir, se pre-
sentan como resullados definilives). Estos son
los valores de las incégnitas obtenidas del primer
sistema de ecuaciones.

Como vemos, el primer sistema ha sido re-
suelto. ¢Para qué hacen falta nuevas érdenes?
La parte siguienic del programa (desde la celda
12 hasta la 19) esld destinada a obligar a la m4-
quina a «pasar» al segundo sistema de ecuacio-
nes. Veamos Su Pproceso.

Las Ordenes desde la 10 hasta 17 consislen
en agregar al contenido desde Ja celda 1 hasta
}a 6 lo almacenado en la celda 19, y los resulta-
dos vuelven otra voz a las celdas desde la 1 hasta
la 6. De tal manera, después de cumplir la orden
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17%, las primeras seis celdas tendrdn el siguiente
contenido:

1) X34 36 20

2) X33 37 241

3) X382 36 22

4) X33 35 23

5; X 32 37 24

6) X34 35 25

Orden 18% operacion de direccién a la
primera celda.

¢En qué se diferencian las nuovas anotaciones
de las primeras seis celdas de las anteriores?
En que las dos direcciones primeras tienen en
estas celdas los nimeros que van del 32 al 37 y no
del 26 al 31, como antes. En otrags palabras
la miquina realizari de nuevo las mismas ope-
raciones, pero las cifras no serin tomadas, de las
celdas 26 a la 31, sino de la 32 a la 37 donde
estan los coeficientes del segundo sistema de
ecuaciones. Después de resolver éste, la miquina
pasa al tercero, etc.

T.o dicho hasta aqui patentiza la importancia
de «programar» con acierto. La maquina, «de por
si», no «abe» hacer nada. So6lo puede cumplir
el programa que se la encomiendo. Hay progra-
mas para calcular raices, logaritmos y senos,
para resolver ecuaciones de grados superiores, ete.
Se ha indicado ya que existen programas para
jugar al ajedrez, para la traduceién de un idioma
a otro, ete. Es claro que cuanto mas dificil sea
el problema a resolver, tanto mis complejo sera
el programa correspondiente.

Afladamos, como conclusién, que existe la
programacién de programas, es
decir, aquélla con ayuda de la cual la misma
maquina puede componer el programa para
resolver ¢l problema. Esto facilita en gran nedi-
da la programacién, que con frecuencia es bastan-
te laborigsa,



CAPITULQO TERCERO
En ayuda de la aritmética

((59))

La aritmélica es a menudo incapaz de demostrar
categoricamente, con sus propios mediosg, la
veracidad de algunas de sus afirmaciones. En
tales casos tiene que remitirse a los métodos
sintetizadores del dlgebra. A este género de tesis
aritméticas, fundameuntadas cn el 4dlgebra, per-
tenecen, por cjemplo, muchas de las reglas
empleadas en las operaciones abreviadas, las
curiosas propiedades de algunos numeros, los
caracteres de la divisibilidad, etc. Este capitulo
lo dedicamos al examen de cuestiones de este
tipo.

Mulfiplicacién abreviada

Las personas con grandes hibitos calculatorios
facilitan con frecuencia las operaciones mediante
transformaciones algebraicas poco complejas. Por
ejemplo, la operacion 9882 se efectiia como sigue:

988.988 = (988 - 12)-(988 — 12) + 122 —

1 000.976 4 144 = 970 144.

Es fdcil comprender que en este caso se recurre
a la siguiente transformacion algebraica:

a? = g% — B2 - b2 = (¢ + b) (@ — b) + b
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En Ja practica podemos aplicar esta férmula
para los cdlculos mentales. Por ejemplo:

Eiz—- (27 4+ 3) 2.: — 3) =+ 3% = 729,

= 66.60 4+ 3% = 3 969,
182 = 20.16 -+ 22 = 324,
37 = 40-34 4 32 = 1 369,
48% = 50-46 4 2 = 2 304,
94° = 58-50 + 42 = 2 916.

La multiplicacion 986997 se realiza asi:

886.997 = (986 — 3).1 000 |- 3.14 = 983 042,

dEn qué se basa este método? Supongamos
a los factores en forma de:

{1 000 — 14) -(1 000 — 3) )
y mullipliquemos eslos factores segin las reglas
del algebra:

1 060.1 060 — 1 Q0014 — 1 000.3 4- 14.3.

A continuacién siguen las translormaciones:

1 000 (4 000 — 44) — 1 000-3 . 14.3 =
= 1000- 986—1000 3 - 14- 3-—
= 1000 (986 — 3) + 14-3.

La 0ltima linea es la que expresa el método
de dicho cdleulo.

Ofrece interés el procedimicnto para multi-
plicar dos nimeros compuestog de tres cilras,
ecuando el guarismo de las decenas es ¢l mismo,
y la suma de lag unidades, 10. Por ejemplo, la
multiplicacion

783-787
se efectuard de esta mancra:

78.79 = 6 162; 3.7 = 21,

y su resultado es

616 221.
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Este método se deduce de las siguientes trans-
formaciones:

(780 + 3) (780 4- 7) = 780-780 + 780-3 + 78074

+ 3.7 = 780.780 + 780-10 4 3.7 =
= 780 {780 4 10) 4 3.7 = 780-790 4 21 =
= 616 200 -} 21.

Existe otro medio, todavia més sencillo, para
realizar multiplicaciones analogas:

783.787 = é‘?85 — 2) (785 4 2) = 785% — 4 =

= 616 225 — & == 616 221.
En este ejemplo hemos tenido que elevar al cua-
drado el nimero 785.

Para elevar ripidamente al cuadrado um
niimero acabado ¢n 5, es muy cémodo el siguiente
método:

352, 8-4 = 12. Rosnltade 1 229,

652 6.7 = 42. » 4 225,

752 7.8 = 56, » 5 625.

Se efectfia la operacion multiplicando la
cifra de las decenas por otra mayor que ésta
en una unidad, y escribiendo 25 a continuacién
del resultado.

El método se basa en lo siguiente: si el niime-
ro de decenas es a, todo el nimero puede ser
expresado asi:

102 + 5.

El cnadrado de este nimero, como cuadrado de
un binomio sera igunal a
10042 4 100a -+ 25 = 100a (a + 1) + 25.
La expresién a (¢ + 1) es el resultado de multi-
plicar la cifra de las decenas por ella misma
aumentada en una unidad. Multiplicar el nimero
por 100 y afiadirle 25 es lomismoque colocar

25 a la derecha del producto.
De este mismo método se desprende el sen-
cillo medio de elevar al cuadrado los nimeros
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: . . 1
mixtos en los que la parte fraccionaria es % .

Por ejemplo:
(3%)2=3,5==12,25=12%.
(7 1 )2=56

2
(s4)-7

W
.::-l-— hhln-h

etc.

Las cifras 1, 5y 6

(Quién no ha advertido que al multiplicar
por si misma una seric de nimeros terminados
on uno o cineo, el producto acaba en la misma
cifra? Sin duda serd menos conocido que lo
expresado se refiere también al 6. Por esta razon,
entre otras, la potencia de todo nidmero termi-
nado en seis, termina asimismo en seis.

Por ejemplo:

462 = 2 116;  46% = 97 330.

Esta curiosa propiedad de las cifras 1, 5 y 6 puede
ser fundamentada por via algebraica. Evaminé-
mosla en el caso del seis.

Todo nimero terminado en seis se descom-
pone de esta forma:

10a 4+ 6, 106 4+ 6, otey;
donde « y b son numeros enteros.

La multiplicacién de dos enleros como éstos
es igual a

100ab -t 60b -+ 60a 4 36 =
= 10 (10ad + Gb + Oa) -|- 30 - 6 =
= 10 (10ab 4 Gb + 6a + 3) 4 6.

El resultado debe constar, pues, de algunas
decenas y la cifra 6 en las umnidades, la cual,
ni que decir tiene, debe rcaparecer al final.
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Este misme método de demostracién pnede
sor empleado para el 1 y el 5.

Lo expuesto permite afirmar que, por ejemplo,

3862567 termina en 6,

B15728 » » 5,
4911752 » » 1, ete.

Los nimeros 25 y 76

IHay nimerog de dog cifras gque también tienen
la misma propiedad que las cifras 1, 5 y 6: nos
referimos a los ndmeros 20 v — lo méas sorpren-
dente—al 7G. Kl producto de dos nimeros Ler-
minados en 76 acaba también en 76. Demostré-
moslo. La expresién comian para tales niimeros
es como siguc:

100a + 76, 1006 |- 76, elc.

Multipliquemos dos numeros de este tipo entre
si y obtendremos:
10 000ad -+ 7 6000 4+ 7 600a - 5 776 =

10 000ab 4 7 600h «}- 7 600a + 5 700 4 76=
100 (100ab + 761 + 76a - 57) 4+ 76.

El principio ha sido demostrado: el resultado
terminara en 76.

De esto se desprende que toda potencia
de un numero acabado en 70, termina en el
mismo namero:

3762 = 144 376, H76% = 191 102 976, etc.

“Numeros” infinitos

Existen también grupes de ndmeros con
mayor cantidad de cifras que, al figurar al final
de los mismos, se conservan también en mul-
tiplicacion. El niunero de tales grupos de cifras
¢s infinitamente grande.
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Conocemos ya dos grupos compuestos de dos
cifras, que poseen propiedad andloga: el 25 y el
76. Para encontrar grupos semejantes con tres
cifras hay que colocar delantoe del 25
o del 76 una cifra Lal gque nos dé un grupo de
tres guarismos con la misma propiedad.

iQué cifra se debe colocar ante el 76? Expre-
sémosla con k. En este caso, ¢l namero buscado
de tres cifras sera:

100k + 78.

I.a expresién comtn para todo nimero que ter-
mine en esto grupo de cifras deberd ser:

1 000« -- 100k 4~ 76, 1 0006 + 100k 4- 76, ete.

Multipliquemos dos nimeros de este tipo enire
si y tendremos:

1 000 000ab -}- 100 000ak 4 100 0006k + 76 0002 -
<l 76 0005 4- 10 000%2 1 15 200% | 5 776.

Todos los sumandos, menos los dos Gltimos,
tesrminan, por lo menos, en Lres eeros. Por eslo,
el resultado acaba en 100%& -}~ 76 =i la diferencia

15 200k 4~ 5 776 — (100k 4 76) = 15 100k - 5 700 =
= 15 000k + 5 000 + 100 (k - )

se divide por 1000, Esto, evidenlemente, ocurrird
cuando k sea igual a 3.

Ast pues, el grupo de cifras buscado es 376,
A esto se debe que Loda potencia de 376 termine
en dicho namero. Por ejemplo:

376% = 141 376,

8i nos interesa hallar un grupe de cuatro
cifras que tenga la misma propiedad, debemos
colocar delante de 376 una cifra méis. Si expre-
samos esta cifra con /, ge nos planteard el siguien-
te problema: ;cudl debe ser la cifra I para que
la multiplicacion

(10 000a - 1 GOOZ 4- 376) (10 00Gs + 1 000 + 376)
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termine en 10007 + 376? Si abrimos los parénte-
sis de esta multiplicacion y prescindimos de
todos los factores que terminan en cuairo’ ceros
0 méag, nos quedara

752 0001 L 141 376.

La multiplicaciéon terraina con 1000I 4+ 376 si
Ia diferencia

752 0001 4- 144 376 — (4 000 4- 376) =
= 751 0001 4- 141 000 =
= (750 0001 4~ 140 000) + 1 000 ( 4 1)

se divide por 10 000. Esto, sin duda, tendrd Ingar
¢solamentie cvando 7 sea igual a 9.

El grupo de cualro cifras buscado serd 9376.

El grupo obtenido pucde ser completado con
una cifra mds, para lo cunal es preciso seguir
idéntico razonamiento. Obtendremos 09 376. Si
damos un paso més hallaremos el grupo de cifras
109, 376 ¥, después, 7 109 376, ote.

Una tal adicién de cifras a la izquierda del
nimero puede ser efectuada infinita cantidad de
veces. En consecuencia obtendremos un «niimero»
con infinidad de cifras:

. 7 109 376.

Tales «cifrasy pueden ser sumadas y multipli-
cadas de acuerdo con las reglas comunes: como
se sabe, escribensede derecha a izguier-
d a, y en cste mismo sentido se suman y multi-
plican Jos nfimeros «en columna»; por lo cual
- en la suma y en la multiplicacién de dos de estos
nlmeros se puede operar sucesivamente con todas
las cifras que se quieran.

Y lo més interesante, por muy raro que parez-
ca, es que ese nimero infinito satisface a la
ecuacion

Tt = x.
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Y asi es, en efecto; el cuadrado de este «nfimeroy
(es decir, el resultado de mulliplicarse por si
mismo) termina en 76 ya que cada uno de los
factores termina en 76; por esa misma ecausa, el
cuadrado del «nitmero» eserito acaba en 376, en
9376, etc. Es decir, operando sucesivamente con
cada una de las cifras del «nimero» z?, donde
z = ...7 109 376, obteandremos las mismas cifras
que tenfamos con el numero z, por lo cual, 2?2 = z.

Hemos examinado grupos de cifras que termi-
nan en 76*. Si se aplica el mismo razonamiento
para grupos de cifras terminados en 9 obtendre-
mos los siguientes grupos de cifras:

5, 25, 625, 0625, 90 625, 890 625, 2 890 625, etc.
Por ello podemos escribir otro «niimero» infinito:
«ee 2 890 625,

que también satisface la ecuacion z2? = z.
Podriamos demostrar que este «ntimero» infinito
es «igualy a

()"

El interesante resultado oblenido en el idio-
ma de los «ntmeros» inlinitos se formula de esta
manera: la ecuacidon 2? = x tiene {ademds de
x =0, x = 1), otras dos rafces «infinitas»

z= .. 7108 3768 y = == ... 2 890 625;

* Observemos que el grupo de dos cifras 76 puede ser
hallado con razonamientos analogos a los elecluados mis
arriba. Basta con resolver la cuestion do qué cifra dehe
ser colocada delante del 6 para obtener un grupo de dos
cifras que tenga la propiedad sefalada. Por eso, el «ni-
meros ... 7 169 376 puede ser conseguido agregando suce-
sivamente cifras ante el 6.
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sin ninguna otra solucién (en el sistema de base
diez)*.

Compensacién
Antigue problema

En tiempos remofos ocurri4 el siguienie
hecho. Dos mercaderes vendieron una partida de
loros, recibiendo por cada animal Lanlos rublos
como toros habia en la patrida. Con el dinero
recibido compravon un rebafio de ovejas, pagando
10 rublos por cada oveja, y un corderito. Al repar-
tiree el rebafio en dos mitades, uno recibié una
oveja mas, y otro, el corderillo. El gue recibi6
éste fue compensado por su socio con uvna suma
complementaria correspondiente. Siendo dicho
pago complementiario una cantidad entera de
rubles, ide cudntos riblos constara?

Solucién

Este problema no se presta a la traduccién
directa al «idioma algebraico», pues no puede
construirse la eccuacion mnecesaria. Es preeiso
resolverlo mediante un procedimiento especial,
el llamado razonamienlo matemético libre. Mas
también aqui el dlgebra presta a la aritmética
una buena ayuda.

El wvalor en rublos de todo el rebafio es un
cuadrado exacto, por cuanlo dicho rebafio ha
sido adquirido con el dinero reeibido por la venta
de n toros, a n rublos por cabeza. Uno de los
socios recibié una oveja mas, por lo tanto, el

* Los nimoros infinitos pueden ser examinados, no
sélo en el sistema de base diez, sino también en otros
sistemas de numeracién. Esios «nimercs» examinados
en el sistema de numeracion de base p se llaman nimeros
de base p.
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numero de ovejas es impar. También es impar,
por lo mismo, el nimero de decenas en la cantidad
n®. iCual es la cifra de las unidades?

Podemos demostirar que si en un cuadrado
exacto, la cifra de las decenas es impar, la de las
unidades debe ser sélo 6.

Efectivamenle. El cuadrade de todo nGmero
compuesto de a decenas y & unidades, es decir,
(10a 4~ b)?%, sera igual a

100a2 4 20ad + * = (10a* - 2al)-10 -~ b2,

El nimero de decenas en esta cantidad es
10a® 4~ 2ab mas algunas decenas comprendidas
en &% Pero 10a* 4 2ab es divisible por dos,
luego es un nimero par. Por eso, el nimero de
decenas comprendidas en (10a + &)* resultard
impar sélo cuando en el numero 5% haya un
numero impar de decenas. Recordemos lo que
representa 5% HEste nimero cs el cuadrado de la
cifra de las unidades, es decir, una delas cifras
siguientes:

0,1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 04, 81.

Entre ellas, sélo 16 y 36, tienen decenas
impares, y ambos terminan en {. Esto quiere
decir que el cuadrado exactlo

10042 4 20ab 4 0%

puede fener um numero impar de decenas sélo
en el caso en que lermine en 6.

Ahora es ya fdcil hallar la respuesta a la
pregunta formulada en el problema. Es evidenic
que el corderito costd 6 rublos. Kl socio a quien
correspondioé éste, recibié 4 rublos menos que
el compaifiero. Para que ¢l reparto sea equitativo,
el poseedor del cordero debe ser compensado por
su socio con 2 rublos.

La compensacidén es igual a 2 rublos.
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Divisibilidad por 11

El dlgebra facilita en gran medida la blisqueda
de indicios que permiten prever, sin recurrir a la
divisién, si determinado nimero es divisible por
uno u otro divisov. La divisibilidad por 2, 3, 4,
5, 6, 8,9 y 10 es ampliamente conocida. El caso
del 11 es muy sencillo y practico.

Supongamos que ea un numero de varias
cifras, ¥, la cifra de las unidades es a, la de las
decenas, &: la de las cenlenas, ¢; la de las unida-
des de millar d, elc., es decir,

N =a- 106 - 100c+ 10002 + . .. =
= a4 10 (4 + 10c + 1003 + . . .),

donde los punlos suspensivos representan la suma
de las cifras siguicntes. Restemos de NV el namero
11 (b + 10¢ + 1004 - . . .), mitiplo de 11. La
diferencia es igual a

a~—b-— 10 (¢ -+ 102 -+ .. .),
gue darda ¢l mismo residuo que & al dividirla
por 11. 8i a esta difecencia le  agregamos
M (¢ + 10d 4~ . . .), multiplo de 11, oblendre-
mos

a—bF+c+10@+H..)

que dividido por 11, da el mismo residuo gque el
namero N. Al sustraer 11 (@ + . ..), maltiplo
de 11, resultara
a—b4c—d ! .. =(a+c-H ...)—
—ofb L & ek

que, dividido por 11 da cl mismo resto que el
nimero V.

De aqui se desprende la siguiente regla de
divisibilidad por 11: de la suma de las cifras
que ocupan los lngares impares se resta la suma
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de las cifras que ocupan los lugares pares: si la
diferencia es cero o mdultiplo de 11 (negativo
o positivo), el nimero que probamos serd mil-
tiplo de 11. En caso contrario no serd divisible
por 11, '

Probemos, por ejemplo, el nimero 87 635 064:

846+ 54 6= 25,

78+ 04 4= 14,

25 — 4 = 11.
En consecuencia, el nimero dado es divisible
por 11.

Existe otro criteric de divisibilidad por 11,
comodo para numeros relativamente pequefos.
Consiste en que el nidmero que probamos se
separa de derecha a izquierda en grupos de dos
cifras y se suman estos grupos. Si la suma se
divide por 11 sin residuo, el nlinero probado sera
miultiple de 11, en caso contrario, no lo sera.
Por ejemplo, necesitamos probar el ntmero 528.
Separamos el ntmero ¢n dos grupos (5 y 28) y los
sumamos:

5+ 28 = 33.

Como 33 se divide exaetamenle por 11, el
numero 528 es mdaltiplo de 11:

528 : 11 = 48.

Demostremos este criterio de divisibilidad.
Dividamos en grupos el nGmero N, gue tiene
varias cifras. Obtendremos grupo de dos (o de
una cifra* que designarcmos de derecha a izquier-
da con a, b, ¢, ete., de forma que el niamero &

* 8i ¢l nimero & tuviera una cantidad impar de
cifras, el ditimo grupo (el extremo de la izquierda) ten-
dria una soia cifra. Ademas, los grupos como 03 también
deben ser considerados como de una sola cifra, cual si se
tratara s6lo del guarismo 3.
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puede ser expresade de la forma siguiente:

N = a 4 100b 4 10 000c < . . . =
= g -+ 100 (b + 100¢, . .).

Restemos de & el ntmero 99 (b - 100c 4 . . .),
miltiplo de 11. El nGmero obtenido

a4+ (& 100c+4- ... )=aL b+ 100(c+...)

dard, al dividirlo por 11, el mismo residuo que
el nimero V. De este nimero descontemos el
nimero 99 (¢ -- . . .), miltiplo de 11, ctec.

Por todo ello vemos que el niimero & da el
mismo resto al dividirlo por 11 que el namero

a+b+c+ ...

El nuimero del automodvil
Problema

Cuando paseaban por la ciudad tres estudian-
tes de matematicas, observaron que el conductor
de un automévil inlringié el reglamento de tra-
fico. Ninguno de los estudiantes recordaba el
niamero (de cuatro cifras) de la matricula, pero
como los tres eran matematicos, cada uno de ellos
advirti6 alguna particularidad de dicho pnamero.
Uno de ellos advirtié que las dos primeras cifras
eran iguales. El segundo se dio cuenta de que
también coincidian las dos Gltimas cifras. Y, por
altimo, el tercero aseguraba que todo el ntmero
de cuatro cifras era un cuadrado exacto. (Puede
determinarse el niimero de la matricula del auto-
mévil valiéndose tan s6lo de estos datos?

Solucién

Expresemos la primera y la segunda cifra del
ndimero buscado con la @, y la tercera y la cuarta
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¢on la &, Entonces el ndmero serd igual a

1 0002 + 100a + 106 + & =
= 1 100a -~ 116 = 11 (100a + b).

Este niimero es divisible por 11 y, por eso, (siendo
un cuadrado exaclo) se divide también por 112,
Con otras palabras, el nimero 100a 4 & se
divide por 11. Al emplear cualquier de los crite-
rios de divisibilidad expuestos, deduciremos que
el nimero a 4 & es divisible por 11. Pero esto
significa que

a4 b= 11,
por cuanto cada una de las cifras ¢, b es menor
que diez.

La 0ltima cifra & que es un cuadrado exacto,
puede tomar los siguientes valores:

0, 1, 4, 5, 6, 9.
Por eso, para la cifra a, que es igual a 11 — b,
se encuentran los siguientes valores posibles:
11, 10, 7, 6, 5, 2.

Los dos primeros valores son inaceptables, que-
dando, pues, los siguientes:

b= 4, a=T;
b =05, a == §;
b = 6, a = 5
b=9, a= 2.

Vemos, en consecuencia, que el nimero de la
matricula debe ser alguno de éstos:

7 T44, 6 855, 5 566, 2 299.

Pero como los tres tltimos no son cuadrados —el
numero $655 es divisible por 5, pero no por 25;
el 5506 se divide por 2, pero no por 4, y 2299
(pmducto de 121 -19) tampoco es cuadrado— no
gqueda mds que 7744, segunda potencia de 388,
que nos ofrece la solucién del problema.
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Divisibilidad por 19

Ocupémonos del siguiente ecriterio de divigi-
bilidad por 19.

Un ntimero es multiplo de 19 s6lo en el caso
en que sus decenas méas el doble de sus unidades
forme un miultiplo de 19,

Solucién

Todo nimero N puede ser presentado como
N=10z+y,
dondexesel ntmero dedecenas (nola c¢ci -
fra que ocupa las decenas, sino la cantidad de
decenas del numiero); y es la cifra de las unidades.

Tenemos que demostrar que /¥ es multiplo de
19 tan sdlo cuando

N =z} 2y
es miltiplo de 19. Para esto multipliquemos N’
por 10, y del producto restemos N de donde

{ON” — N = 10 (z + 2y) — (10z + y) = 19y.

Con esto se demuestra que si N’ es multiplo
de 19, entonces

N = 10N’ — 19y
se dividird exactamente por 19 y al contrario,
si ¥V se divide por 19, entonces

1ON" = N + 19y

gerd multiplo de 19, y en ese caso también N’
serd multiplo de 19.

Supongamos que se precisa saber si el nGmero
47 045 881 se divide por 19.
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Apliquemos sucesivamente nuestro criterio de
divisibilidad
4704588 | 1
+2
47045 [ 90
+18
4706 | 3
+6
471142
+4
4715
+10
317
414
19.
Como 19 se divide exactamente por 19, los nume-
ros 97, 475, 4 712, 47 063, 470 459, 4 704 590,

47 045 881 son multiplos de 19.
Por lo tanto, también se divide el ndmero

propuesto por 19.

Teorema de Sofia Germain
He aqgui un problema propuesto por Sofia
Germain, conoecida matemitica francesa:
Demuésirese que los nlimeros del lipo a* 4 4
son compuestos, (con la condicién de que a no sea
igual a 1).

Solucién
La demostracién se desprende de las siguien-
tes transformaciones:
at + 4 = gt } 4a? 4 4 — 4a? = (a? 4~ 2)? = 4a® =
= (a4 2)®* — (2a)* = (a®* + 2 — 2¢) X
X (62 4 2 2a),

ny



De aquf se desprende que, el nfimero a® + 4
puede ser expresado en forma de dos factores que
no sean iguales a é! ni a la unidad¥®, es decir,
es un n(mero compuesto.

Numeros compuestos

Los n@meros primos, es decir, aguellos que
son mayorcs que 1 v no se dividen exactamente
mas que por st mismo y la unidad, son infinitos.

A partir de 2. 3, 5, 7, 14, 13, 17, 19, 23, 29,
31 ..., su serie es interminable. Intercalados
entre los nfimeros compuestos, dividen la serie
de nGmeros naturales en series mds o menos
prolongadas de niimeros compuestos. (Cual es la
continuidad de estas series? § Puede encontrarse
alguna que abargue, por ejemplo, hasta mil
nimeros compuestos sucesivos?

Puede demostrarse, aunque parezca inverosi-
mil, que las series de nlimeros compuestos, situa-
das entre los primos, puedenserdecual quier
extensidn. No hay limites para la prolon-
gacién de tales grupos, ya que pueden estar
formados por miles, millones, trillones, etc., de
nameros compuestos.

Para mayor facilidad nos serviremos del signo
convencional n!, que representard el producto de.
todos los nimeros consecutivos, del 1 a n inclu-
sive. Por ejemplo, 5! = 1.2.3.4.5. Demostre-
mos como la serie

[z 4 1)1+ 2], [(n 4 D!+ 3], [(n 4+ D! 4], ..
hasta [(r + 1! 4+ n» 4 1] inclusive

* Rato #ltimo, debide a que
g2t 2=—2ea=(a —2a4+ 1)+ 1=
=g — 124141, s az£1,
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estd formada por n nimeros compuestos conse-
cutivos,

Estos nimeros van sucediéndose uno tras otro
en serie natural, por cuanto cada uno es superior
en una unidad al que le antecede. Queda tan
solo por demostrar que todos ellos son compuestos.

El primero

(4 1) 4+ 2=1.2.3.4.5.6.7...(n+ 1) + 2

es par, ya que en sus dos sumandos contiene el
factor 2. Y todo numero par mayor que 2 es
compuesto.

El segundo

R+ 1 +3=1.2.3.45...(n+ 1)+ 3

consta de dos sumandos, cada uno de los cuales
es multiplo de 3. Por lo tanto, este nimero tam-
bién ez compuesto,

El tercero

(M- 4=1.2.34.5...(n 4+ 1)+ &

es divisible por 4, va que se compone de suman-
dos midltiplos de 4.

De manera andloga establecemos que el niime-
ro

(n4+ 1) + 5
es miltiplo de 5, etc. En otras palabras, cada
uno de estos nimeros contiene un factor, ademas
del mismo nimero y de la unidad, por lo tante
serd compuesto.

5i se desea obtener 5 nimeros compuestos
consecutivos basta sustituir la n por el 5 en la
serie anterior. De este modo resuliara

722, 723, 724, 725, 726.
Pero ésta no es la nica serie de cinco numeros

compuestos consecutivos. Existen también, como
por ejemplo:

62, 63, 84, 65, 66,
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O niimeros todavia menores:
24, 25, 26, 27, 28.
Intentemos resolver ahora un problema:
Egeribir dic z nlmeros compuestos conse-
cutivos.

Solucidn

En virtud de lo expuesto, el primero de los
diez ndmeros buscados puede ser
1-2.34... -10.11 4+ 2 = 39 816 802.

Por consiguicnte, para la serie de niimeros busca-
da, nos sirve
39 816 802, 39 816 803, 39 816 804, ctc.

Sin embargo, existen series de diez niimeros com-
puestos consecutivos considerablemente mas” pe-
quefios. Incluso puede sefialarse una serie no de
diez, sino de trece ntmeros, comprendidos entre
la primera y la segunda centena:

114, 115, 116, 117, etc. hasta el 126, inclusive,

Acerca de los numeros primos

El hecho de gue existan infinitas series muy
prolongadas de ndmeros compuestos con-
secutivos puede inducir a la creencia de que las
series de nimeros prim o & son limitadas. Por
ello, no sera de mas demostrar que la cantidad
de dichas series de nfimeros primos es infinita.

Esta demostracién se dcbe al matemético
Ruclides, de la antigua Grecia, figura en sus
célebres Principios. Pertenece a la categoria de
demostraciones por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que la serie de niimeros primos es limitada
y que representamos con la N el dltimo nimero
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de ella. Desarrollemos la factorial de

1.2.3.4.5.6.7,, ., .N = N!
Al sumarle la unidad, resultard
N4

Este nGmero, al ser ontero, debe contener por lo
menos un factor primo, es decir, debe ser divi-
sible, aunque no sea mdas que por un nlmero
primo. Pero todos los nimeros primos, de acuerdo
con el supuesto no superan el ndimero N; mientras
que el namero N! + 1 no es multiplo de ninguno
de los nlimeros menores o iguales a N, pues su
divisién <iempre da un resto equivalente a la
unidad.

Por lo tanto, no puede aceptarse que la serie
de nimeros primos sea limitada: tal suposicién
conduce al absurdo. Por consiguiente, por muy
considerable que sea el grupo de niimeros conse-
cutivos compuestos que nos encontremos en la
serie de nimeros naturales, puede tenerse la
seguridad de que al remontarse por ella se en-
contraran infinitos mimeros primos.

El mayor niimero primo conocido

Una cosa es estar convencido de que exis -
t e n piameros primos tan grandes como se quiera,
yotra saber cudles son esos niimeros. Cuanto
mayor sea el niimero natural, tanto m#is opera-
ciones hay que realizar para conocer si es primo
o no. He aqui el nlimero primo maéas grande de
cuantos se conocen:

o128l __ 4,

Este ntmero tiene cerca de setecientas cifras del
sistema decimal. Los calculos que sirvieron para
demogtrar que este nlmero es primo fueron reali-
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zados en las méiquinas modernas de calcular.
(Véanse los capitules 1 y IT).

Un cédlculo muy laborioso

En la prictica del cilculo se encuentran
operaciones matem4ticas cuya realizacidn seria
extraordinariamente dificil si para ello no se
aplicaran los métodos simplificadores del ilgebra.
Supengamos que sca necesario efectuar las siguien-
tes operaciones:

2
I —

,i -

(Este cfleulo es necesario para establecer si
la téenica relacionada con las velocidades de los
movimientos de las cuerpos —pequefias en com-
paracién con la velocidad de la difusién de las
ondas electromagnéticas— puede valerse de las
antiguas leyes que regulan la suma de velocida-
des, sin tener en cuenta aquellos cambios que la
teoria de la relatividad ha introducido en la
mecanica. De acuerdo con la mecénica antigna,
el cuerpo sometido a dos movimientos, efectuados
en unpa misma direceién, con velocidades de v,
v v, kilémetros por segundo, tiene una velocidad
de (v; + v,;) kilémetros por segundo. La nueva
teoria aplica la siguiente férmula para la velo-
cidad de los cuerpos

o vy 4-vy

vyva
14 ic3

kildmetros por segundo

donde ¢ es la velocidad de difusién de la luz en
el vacio, aproximadamente igual a 300 000 kils-
metros por segundo. Un cuerpo sometido a dos
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movimientos, efectuados en una misma direc-
cién, y a una velocidad de kilémetro por segundo
cada uno, segin la antigua mecdnica desarrolla-
ba 2 kiléometros de velocidad por segundo ¥,
segin la nueva,

2
.,1.—+ i
90 000 000 000

kilémetros por segundo,

iCuil es la diferencia entre esas dos férmulas?
!Es perceptible esa diferencia para los aparatos
més sensibles de medicién? A fin de aclarar esta
importante cuestién es preciso realizar el caleulo
indicado).

Empleemos dos métodos: primero, el aritmé-
tico, y después, mostremos ¢émo se puede efec-
tuar mediante el 4lgebra. Basta con echar un
vistazo a la larga serie de cifras que figuran maés
abajo para convencerse de la indiscutible supe-
rioridad del procedimiento algebraico.

En primer lugar transformemos el quebrado

2 180 000 000 €00

1+ 1 = 750000 000 001 *
90 000 000 000

Efectuamos ahora Ja divisién del numerador por
el denominador:

180 000 000 000 j_90 00¢ 600 0C1

50 000 000 001 17000 999 999 077...
899 990 698 000
810 000 000 009

7899 999 999 810
810 000 000 009
890 999 998 010
810 000 000 009
899 999 980 010
840 000 000 009
899 999 800 010
810 000 000 009
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869 998 (00 040
810 000 000 009

899 980 000 010
810 000 600 009

899 800 000 010
810 000 000 G09

898 000 000 010

810 00 000 009
880 000 000 010
810 000 060 009

700 000 000 010
630 GO0 000 007

70 060 000 003

Esta operacién resulta agotadora y laboriosa,
siendo muy ficil confundirse e incurrir en error,
en tanto que para la solucién del problema tiene
mucha importancia saber con exactitud dénde
termina el periodo del nueve y comienza el de
otra cifra.

Compiérese ahora con qué brevedad cumple
su tarea el Algebra, valiéndose del siguiente
planteamiento: si @ es un quebrado muy pequefio,
entonces

—L ~1—a

14-a :
donde el signo a significa «aproximadamente
ignaly.

Es muy ficil convencerse de 1a veracidad de
este aserto: comparemos el dividendo 1 con el
producto del divisor por el cociente:

t=(1-+a (1 — a),
es decir,
1=1 ~ a2,

Como @ es una fraccién muy pequefia (por ejeme
plo 0,001), el valor de a® serd todavia inferior
{0.000001), pudiendo ser despreciado.
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Apliquemos lo expuesto a nuestro célculo*:
2 2

— ~

1 7
'+ 50000000 T otow

~2(1—0,411 ... 10719) = 2 3,0000000000222 . , . =
= 1,999 999 999 9777 ., .

Se llega, pues, al mismo resultade, pero el
procedimiento es miucho mas corto.

(Quizas tenga interés el lector en conocer la
importancia que reviste el resultado del proble-
ma. Por él se deduce que en virtud de la eseasa
magnitud de las velocidades examinadas —en
comparacién con la de la luz—, no se observa
en la prictica ninguna desviacién de la antigua
ley de la suma de velocidades: esa desviacion
se pone de manifiesto sélo en la cifra undécima
del namero hallado, en tanto que las mediciones
de longitud mis exactas no rebasan la novena
ciira, y en la practica, la técnica se limita a 4 0 6
cifras. En consecuencia, podemos afirmar sin
ninguna reserva gue la nueva mecdanica, la de
Einstein, no altera los cdlculos técnicos relativos
al movimiento «lento» de los cuerpos en ¢l espa-
cio (en comparacién con la velocidad de difusién
luminica).

Pero existe una rama de la vida aclual, donde
esta conclusién incondicional hace falta tomarla
con cuidado. Se trata de la cosmondutica. Ahora
hemos alcanzado ya las velocidades de 10 km
por segundo (durante los vuelos de sputniks
v cohetes). En este caso la divergencia de la
mecdnica clisica y de la de Einstein se pone de

* Nos valemos a coutinuacién de la siguiente apro-

X1maclon:
A

14+a

az A{(1—a).
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manifiesto ya en la cifra novena. Hay que tenet
en cuenta que velocidades mayores no estén tan
lejos.

En ocasiones es preferible
no recurrir al dlgebra

Junto a los casos en los que el algebra presta
un gran servicio a la aritmélica, hay otros en gue
su aplicacién da lugar a complicaciones innece-
sarias. El verdadero conocimiento de las matemé-
ticas consiste en saber emplear los recursos mate-
maticos de tal suerte que sirvan para encontrar
el camino més corto y seguro, sin reparar en que
el método de solucién pertenezca a la aritmética,
al algebra, a la geometria, etc. Por eso sera nutil
examinar un caso en que el empleo del ilgebra
tan solo embaraza la soluciéon. Como ejemplo
aleccionador puede servirnos el siguienle proble-
ma:

Encontrar el nGmero méas pequefio entre los
que divididos

por 2 dan de residuo

1
» 3 » » 2,
» 4 » » 3,
» 9 » » 4,
» 6 » » o,
» 7 » » 6,
» 8 » » T
» 9 » » 8.
Solucién

Propusiéronme este problema acompafandolo
con las siguientes palabras: «;Cémo lo resolveria
usted? Aqui hay demasiadas ecuaciones y resulta

muy lioso». -
La cosa es sencilla. Para la solucién del

problema no hacen falta ni ecuaciones ni dlgebra.
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Se resuelve con un sencillo razonamiento aritmé-
tico.

Agreguemos una unidad al nimero buscade.
¢Cual seré el residuo de este nuimero si lo dividi-
mog por dos? Serd 1 + 1 = 2; es decir, el nlitmero
se divide por 2 sin residuo. De esta misma manera
se divide sin residuo por 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9.
El menor de estos nimeros sera 9 .8.7 .9 = 2 520,
y el numero busecado, 2 319, lo que es facil com-
probar.



CAPHTULO CUARTO
Las ecuaciones de Diofanto

x 7£+yﬂ-_-: Zﬂ

Compra de una bufanda
Problema

Una bufanda cuesla 19 rublos, pero el comprador
no tiene mas que billetes de tres rubles; y la
cajera, s6lo de cinco. (Puede en estas condiciones
abonarse el imporle deJa compra, y cémo hacerlo?

L.a mision de esle problema se reduce a saber
cuintos bhilletes de tres rublos deben entregarse
a la cajera para que clia dé las vueltas con bille-
tes de cinco, cobrando los 19 rublos. Las ineégni-
tas del problema son dos: el nimero de billetes
de tres rublos (z) y el nimero de billetes de
cinco {y). Solo puede plantearse una ecuacidn:

3z — by = 19,

Aunque una ecuacién con dog incdgnitas
tiene infinidad de soluciones, esto no quiere
decir que enire ellas haya alguna en las que =z
€ y sean nameros enteros y positivos (recordemos
que se trata del nimero de billetes de banco).
Fe aqui por qué ¢l dlgebra ha elaborado el método
de solucién de estas ecuaeiones «indeterminadasy.
X1 mérito de haberlas introducido en el algebra
pertenece al primer sabio europeo que cultivo esta
ciencia, a Diofanto, célebre matematico de la
antigiiedad, por lo que estas ecuaciones se llaman
con frecuencia «ecuaciones de Diofanto».

128



Salucién
En el ejemplo citado mostremos cémo deben
resolverse tales ecuaciones.
Hay que hallar ¢l valor de z y de y en la e¢ua-
cidn
3z — Sy = 19,

sin olvidar que tanto 2 c¢édmo y son nitmeros
enteros y positivos.

Despejando la incognita cuyo coeficiente es
menor, es decir, 3z tendremos:

3x=19+‘5.}':
de donde
9.5 1-42
ﬂl-;y B g A +y

Como z, 6 e y son nimeros enteros, la ecuacién
F 142
puede ser acertada sélo en el caso de que _-%_g

sea lambién un nimero entero. Expresémoslo eon
la letra £. Entonces

r=06-+y-+ ¢
donde
5 142y
=g .

¥, por tanlo,
N=1+ 2y,  2y=23t—1.
De la altima ecuacidén despejaremos la y

3t—1 t—1
y=—g—=t+—g—.

: 5 {—

Comoquiera que y y ¢ son nameros enteros, ~5

debe ser un niimero entero {,. Por consiguiente,
y=1r- 4,
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y, ademas,
{1
1-1 —_ 2 ]
de donde
2, =1— 1y t=24+ 1

Sustituyamos el valor de ¢ =2¢, + 1t en las
igualdades anteriores:

yo= 14 £ = (24 -+ 1)+ 4, = 3 1,

z=08+4y+ =064 (3, + 1) 4 (2, + 1) =

= 8 + 5!1.

De esta forma hemos encontrado la expresidn
para z y para y*

x =8 + 5‘1,

y =1+ 3¢

Es sabido que z ¢ y son enteros y ademés
positivos, es decir, mayores que 0; por lo tanto,

8 "*- 5‘-] > U!

t 4+ 32 > 0.

De estas desigualdades resulta que

Sty > —8 vy H)‘"’“%l

=

> —1 ¥y 4 >-—-§-.

Con esto el valor ¢, esla acotado.

* En realidad, s6le hemos demostrado que toda solu-
¢cién entera para la ecuacién 8z — Sy = 19 se presenta
como r = 8 - 5, y = 1 -+ 3¢, de donde ¢, representa
un namero entero. Mas no hemos demostrado lo contra-
rio, que siendo ¢ un nimero ontero cuwalguiora
obtendremos cierta solucién entera. Sin embargo, cs facil
convencerse de ello cuando invertimos el orden de nues-
tros razonamientos o cuando colocamos el valor de =
y de y en la ecnacidn inicial.
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r D - ‘l
PDe aqui que la magnitud £, es mayor que —-

(y, c¢laro, mucho mayor que —%) Mas como 24
es un numero entero, se deduce que puede tener
tan s6lo los siguientes valores:

t,=10,1,2 3, 4 ...

Los valores correspondientes de z y de y son:

x

8 + 5t, = 8, 13, 18, 28, . ..
y —

t 43, =1, 4 7,10, ...

il

Veamos ahora de qué manera puede efectuarse
6l pago: o bien se entregan 8 billetes de 3 rublos,
recibiendo de vuelta uno de cinco:

8:3 — 5 =18,

o se entregan 13 billetes de 3 rubles, recibiendo
de wvuelta 4 billetes de 5 rubloes:

13-3 — 45 =19,

etc.

Tebricamente, este problema tiene infinidad
de soluciones, pero en la prictica su namero
es limitado, por cuanto ni el comprador, ni la
cajera tienen una cantidad ilimitada de billetes
de banco. Si cada uno dispone, por ejemplo, de
10 billetes, el pago puede efectuarse s6lo de una
forma: entregando 8 billetes de 3 y recibiendo
uno de 5. Como vemos, en la practica las ecuacio-
nes indeterminadas pueden dar soluciones deter-
minadas.

Volviendo a nuestro problema, proponemos al
lector que, en calidad de ejercicio, resuelva por
su cuenia una de las variantes: concretamente,
examinar el caso en que el comprador no fenga
mas que billetes de 5 rublos, y la cajera, sélo
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de 3. En este caso aparecen las siguientes solu-
ciones:

= 5, 8 Ad,00.

y=2 9. 12 0=
En efeclo,

5.5 — 2.3 = 19,

8.5 — 7.3 = 14,

1.5 — 12.3 = 19,

Podriamos obtener también estos resultados
al tomar las soluciones del problema ceniral
mediante un sencillo procedimiento algebraico.
Puesto que entregar bhilletes de einco
rublos y recibir de tres rublos equivale a
«recibir billetes negativos de cinco rublos»
v «d ar billetes negativos de 3 rublos», 1a nueva
variante del problema se resuelve con la ecunacion
planteada en el problema central:

3z — 5y = 19,
pero con la condicién de que z ¢ y sean nimeros
negativos Por eso, de las igualdades

z= 8 + by,

y=1-+434
sabiendo que x <0 ¢ y << 0, deducimos:

8 + 5t <0,

{434 <0
y, por congiguiente,

f < e
‘Tomando ¢, = —2, -3, —4, etc., obtenemos de
las formulas anteriores, los siguientes valores
para z € ¥

= —2 —3 —4
r= —2 —7 —12
y= —5 —8 —11
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El primer par de soluciones, r = —2, y = —3J,
significa que el comprador «paga menos dos
billetes de tres rublosy» y <recibe menos cinco
billetes de cinco», es decir, traducido al idioma
comin, quiere decir que paga con cinco billetes
de a cinco, recibiendo como vuelta 2 billetes
de a tres. De esta misma manera interpretaremos
también las demas soluciones.

Una revisién en la fienda

Problema

Al revisar los libros de contabilidad de !la
tienda, uno de ellos aparecié con borrones de
tinta, presentando este aspecto:

No era posible descifrar el nimcro de metros
vendidos, pero no cabia duda de que éste no era

| A
' o raTina
! & 494 36k el wmetley ',zz,ﬂ.,

| L

Fig. 11.

un decimal. En el importe de la venia podian
distinguirse sélo las tres Gltimas cifras y estable-
cer que, delante de éstas, habia otras tres.

{Podia la comisién revisora averiguar qué
cifras eran las del libro auxiliar, valiéndose tan
s6lo de estos datos?
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Solucién
Representemos el nfimero de metros con la
y el importe de la venta, expresado en kopeks,
con el nimero
4 936z.
Las tres cifras cubiertas por el borrém las
expresamos con una y. Esto, sin duda, expresa

la cantidad de millares de kopeks; y toda la suma
de kopeks seri:

1 000y -+ 728.
Tenemos la ecuacidn

4 986z = 1 000y 4~ 728,
Después de dividir los dos miembros de la igual-
dad por 8, resulia

6172 — 126y = 91,

En esta ecuacién, los nimeros z ¢ y son ente-
ros y, ademas, y no es superior a 999, por cuanto

no puede tener més de tres cifras. Resolvamos
la ecuacion como indicamos antes:

125y = 6172 — 91,

" 34—8 _ . ., 2(17—4a) _
y—53:—-—1—|--T§-5-——-5:c l+-——-—-—-—-i25 =
=5zr—1-}21.

(Aqui hemos tomado 3—;% =5 — i%‘ y& que nos

conviene gque haya el menor residuo_ posible.
El quebrado :
2 (17—4x)
125

es un numero entero, y como 2 no se divide por

7—' r
125, 1 125“ debe ser un niimero entero, que repre-

sentaremos con la t).
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Después, de la ecuacién
1T—hz_,
125
se obtiene
17 — 4x = 126¢,

semA—B1H 3;‘—‘=4_3u+4,.

donde

1—t
t1=—4— ‘.

por lo tanto

414
b

1~ t 1 — 44
125¢, — 27, n = 617¢ — 134>,

I

(A

Se sabe que
106 << y << 1 000.
Por consiguiente
100 < 6174, ~ 134 < 1 000,

de donde
234 1134
“EeT Y TR

Es evidente que para ¢, existe solamente un
valor entero:

z'lziv

* Qbsérvese que los coeficienles deo ¢y son iguales a log
de z ¢ y en la ccuacién inicial 617z — 125y = 91, ade-
més, uno de los coeficientes de ¢, tiene el signo contrario.
Esto no es fortuito: puede demostrarse que debe suceder
asi siempre quo los coeficientes de x y de y sean primos
entre 8.
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de donde z = 98, y = 483; .es decir, fucron
vendidos 98 wmetros por una snma total de
4 837 rublos 28 kopeks. El libro auxiliar, ues,
ha sido restablecido.

Compra de sellos de correos
Problema
Se dispone de 1 rublo para comprar 40 sellos

de correos: de 1, 4 v 12 kopeks. ;Cudntos sellos
de cada wno de eslos precios deberan compravse?

Solucién
En este caso tenemos d o s ecuaciones con
tres inclgnitas:
x - 4y + 12z = 100,
24 y—4+z=40,
donde x es el numero de sellos de 1 kopeks;
y, el de 4 kopeks, y z, el de 12 kopeks.

Restando de la primera ccuacién la segunda,
obtendremos una ecuacién con dos incégnitas:

3y + 11z = 60,
Despejemos la y:

=20~ 11. 3.
Es evidente que %es un numero entero. Indiqué-
moslo con la t.
Tenemos:

y = 20 — 11y,

z = 3.

Sustituyamos la y y la z en la segunda de las
ecuaciones iniciales:

z 4 20 — 11t 4 3t = 40,
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de aqui que

z = 20 - 8¢, _
Como 2220, y >0y z>1, no es dificil
establecer los limites de #:

8

I<t<t 4,
de donde se deduce que para ¢ son posibles sélo
dos valores enteros.

t=0 y t=1.

Los valores correspondientes de z, y v z son:

{== {) 1

Prueba
y = 20 [t 234 -]-20.44-0.42 =100,
) 28:1-1-9-4-}-3-12=100.
Z = 5] 3

En la compra de sellos, como vemos, son
posibles dos variantes (si van a exigir que se
compre aunque sea un solo sello
de cada valor,— es posible una sola variante).

Pasemos al segundo problema de este mismo
tipo.

Compra de frutas
Problema

Por 5 rublos se compraron 100 unidades de
diferentes [rutas. Sus precios son los siguientes:

BRNIES: .« o it o 6 i @ B o 50 kopeks cada una
SINANZATIAS & wi & & % o & % % S % & 10 » » »
CINBIBE % 8.5 % v Bo s & 4 5% & o 1 » » »

iCuanta fruta de cada clase fue comprada?
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Solueién

Indicando el nfimero de sandias con la =,
el .de las manzanas con la y y el de las ciruelas
con la”z, establezcamos dos ecuaciones:

50z 4+ 10y + 1z = 500,
z4+py+ z= 100.

Restando do Jla primera ecuacién la segunda,
obtendremos una ecuacién con dos incdgnitas

49z |- Oy = 400,

El ulterior desarrollo del problema serd el si-
guiente:

_A00—49x
fj"—" 9 -
=

g 2
y=44 ~ 5 (1 — O + 4 = 39 + 49:.

4(1—2)

44 — Du - )

w= 44 — B -+ 44,

{ =

z—1—99%,

De las desigualdades
19220 y 394+49 =0
sc deduce que
1 39
B0

por congiguiente, ¢ = 0. Por eso
z=1, y~= 30

Sustiteyendo los valores de z y de y en la
segunda ecuacion, deduciremos que z = 60,

Se compraron 1 sandia, 39 manzanas y 60 ci-
Truelas,

Sélo cabe esta combinacién.
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Adivinar el dia de nacimlento
Problema

lLas ecuaciones indeterminadas permiten efec-
tuar el siguiente truco matemdético.

Se propone a una persona que multiplique la
fecha del dia de su nacimiento por 12, y el nime-
ro del mes, por 31. Con la suma de log productos
de esos datos puede calcularse la fecha del naci-
miento de la persona dada.

Si por ejemplo nacio el 9 de febrero, se efectua-
ran las siguientes operaciones:

212 = 108, 2.31 = 62. 108 |- 62 = 170,

iComo se deducira el dia del nacimiento
conocicndo esa suma?

Solucién

LLa tarea se reduce a resolver la ecuacion
indeterminada

122 + 3ty = 170

en la que los valores de las incognitas deben ser
enteros y positivos; ademis, la fecha del mes,
z, no es superior a 31, y el nimero del mes, y,
no pasa de 12

_170—31y . 245y ;
z_Tmié_dy+ e =14—3y-+1,
2 - 5y = 12¢,

=i;4.25_=2(~2. 1';"’: =21 — 214,

i 2(1 —bty) — 28y = 2 — 124y,
=14 — 3 (2 — 124) -} 1 — bty = 0 4 314,

I
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Se sabe que 31 2> x>0 y 12 > y > 0, por

lo gue los limites para #,:

4

LY
Por lo tanto,

F; = 0, r = 9‘ y = 2.

La fecha de nacimiento es el dia 9 del segundo
mes, es decir, el 9 de febrero.

Se puede proponer otra solucién quo no exige
el empleo de ecuaciones. Nos han dicho la cifra
a = 12z + 31y. Puesto que 12z 4+ 24y se divide
entre 12, en este caso los niimeros 7y y a, después
de ser divididos entre 12, tienen restas iguales.
Al multiplicar por 7 resulta que 49y y 7a, después
de ser divididos entre 12, tienen restas iguales.
Pero 49y =48y y. y 48y se divide entre 12. Resulta
que y y 7a al ser divididos enire 12 tienen restas
iguales. Con otras palabras, si ¢ no se divide
entre 12, en este caso y es igual a la resta de la
divisién del nimero 7a entre 12; pero si a se divide
entre 12, entonces y = 12. Esle nimero y (ntime-
ro del mes) se delermina enteramente. Sabiendo
y ya es muy ficil determinar z.

Un pequeiio consejo: antes de detlerminar la
resta de la divisiébn del ntmero 74 entre 12,
cambie el mismo numeéro e por su resta de la
divisién entre 12—serd mas facil calcular. Por
ejemplo, si a = 170, Ud. tiene que eiectuar
mentalmente los siguientes calculos:

170 = 12-14 - 2 (entonces la resta_es 2)

2.7 =14, 14 = 12.1 4 2 (entonces y = 2)

L _170—381y_170—31-2 _ 180
12 - 12 12
Ahora Ud. puede comunicar que la fecha del

nacimiento es el 9 de febrero. Demostremos que
el truco nunca falla, es decir, que la ecuacidn

1
<31<~6-.

9 (entonces z = 9),
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tiene siempre una sola soluciéon, siendo sus
valores enteros y positivos. Represeutemos por a
el nimero que se nos comunica. En este caso,
la fecha del nacimiento vendri expresada por la
ecuacién

12x 4- 31y = a.

Razonemos «por reduccién al absurdo». Supon-
gamos yue esta ecuacion tiene d os soluciones
diferentes enteras y positivas, concretamente: la
solucién z,, y, y la solucién z,, y,; adem4s, tanto
x; COMO Z, no son superiores a 31; y, y ¥, tampoco
son mayores que 12. Tenemos:

122y + 381y, = a,

1224 4 31y, = a.

Restando la segunda ecuacién de la primera,
tendremos:
(12 (z¢ — 29} + 31 {y; — yo) = 0.

De esta igualdad se desprende que el nimero
12 (z; — z,) es divisible por 31. Como 2z, y z,,
son numeros positivos que no superan 31, su
diferencia, z; — z,, es una magnitud menor
que 31. Por eso, el nbmero 12 (z; — z,) puede
dividirse por 31-sb6lo cuando z, = z,, es deecir,
si la primera solucién coincide con la segunda.
De esta manera, 1a suposicidn de que existen dos
soluciones diferentes conduce a una con-
tradiccion.

Venta de polios
Anfiguo problema

Tres hermanas fueron a vender pollos al mer-
cado. Una llevo 10 pollos; otra, 16, y la tercera,
26. Hasta el mediodia, las tres habian vendido
al mismo precio una parte de los pollos. Después
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del mediodia, temiendo que no pudieran despren-
derse de todos los pollos, bajaron el precio, ven-
diendo los que les quedaban al mismo precio.
Las tres hermanas regresaron a casa con igual
cantidad de dinero, obtenida de la venta de las
aves, con 35 rublos cada una.

JA qué precio vendieron los pollos antes
y después del mediodia?

Solucién

Representemos el nimero de pollos vendidos
por cada una de las hermanas hasta el mediodia
con z, y y 2. Después del mediodia vendieron
10 — z, 16 — y y 26 — z pollos. El precio que
rigié por la mafiana lo expresamos con m, y el
de la tarde, con n. Para mayor claridad confromn-
temos estas expresiones:

Ndmero de pollos vendidos Precio

Hasta el mediodia z Yy z
Después del mediodia 10—z 16—y 26—z n

La primera hermana obtuvo:
mz + n (10 — z); por conmsiguiente, mz +
4+ n (10 — z) = 35;

la segunda:
my -+ n (16 — y); por lo tanto, my +
+ n (16 — y) = 35;

Ia lercera:
mz + n {26 —z); de aqui que, mz+ nX
X (26 — z) = 35.
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Lransformemos estas tres ecuaciones:
(m — n) & -+ 10n = 35,
{(m — n) y -+ 16n = 35,
{(m — n) z 4 26n = 35.
Restando de la tercera ecuacién la primera,
y después la segunda, obtendremos sucesiva-
mente:
(m — n) (z — z) 4 16n
(m—n)(z—y) + 10n

(m — n) (x — z) = 16n,
{ — n) (¥ — z) = 10n,

0,
0,

(Nl

Dividimos la primera por la segunda:

- 8 6 r—z y—z
= — ]

y—z 5° 8

=—x

J

Como z, y, 2 son nimeros enteros, las diferencias
x ~ Z, ¥y — z son también nlmeros enteros. Por
esta razdn, para que se produzca la igualdad

L2 ¥—z

=

8 5

es preciso que z — z se divida por 8, e y — z,
por 5. Por lo tanto,

i, OO, Lo

B ey
de donde

x = z - 8,

y =z - 5t

Observemos que el ndmero ¢, ademés de
entero, es también positive, por cuanto z >z
(en caso contrario, la primera hermana no hubiera
podido conseguir tanto dinero como la tercera).

Como z <10,

3+ 8t < 10,
Al ser z y ¢ nlimeros enteros y positives, la Glti-
ma desigualdad puede ser satisfecha sélo en el
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caso e¢n gue z =1 y £ = 1. Sustituyendo estos
valores en

=z 8 y y=z- 5t
resulla que z = 9, y = 6.

Si en las ecuaciones

me 4 n (10 — ) = 35,

my + n (16 — y) = 33,

mz + n (26 — 2) = 35
sustituimos los valores de z, y, y z, ya conocidos,

tendremos el precio por el que han sido vendidos
los polluelos:

mzl’n-g- rub., n=1 -;- rub.

Hasta el mediodia, los polluelos fueron vendi-
dos, como hemos visto, a 3 rublos 75 kopeks;
después del mediodia, a 1 rublo 25 kopeks.

Dos nimeros y cuatro operaciones
Problema

El problema anterior, resuelto mediante un
sistema de tres ecuaciones con ¢inco incégnitas,
no se ha desarrollado por los procedimientos
ordinarios, sino por un razonamiento matemati-
co libre. De esta misma forma resolveremos los
siguientes problemas, que se reducen a ecuaciones
indeterminadas de segundo grado.

He aqui el primero de ellos.

Con dos nimeros enteros y positivos fueron
realizadas las cuatro operaciones siguientes:

1) los sumaron,

2) restaron el menor del mayor,

3) los multiplicaron,

4) dividieron el mayor por ¢l menor.
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La suma de los resultados obtenidos fue 243,
[Mallense esos dos niimeros.

Solucién
Si el nimero mayor es z, y el menor y,

e+y)+=—y) + 2y +§-=243,

Si se multiplica esla ecuacion por y, se abren
los paréntesis y se reducen los términos semejan-
: tes, tendremos:

z {2y -+ y® -+ 1) = 243y.

Pero 2y 4- y* + 1 = (y + 1)*. Por eso

- 243y

s

Para que el numero 2 sea entero, es preciso
que el denominador (y + 1)® sea uno de los
divisores de 243 (por cwanto y no puede tener
factores comunes con y -+ 1). Sabiendo que 243 =
= 3% se deducc que 243 es divisible sélo por
los numeros siguientes, gue son cuadrados:
1, 3%, 92. Asi pues, (y -+ 1)® debe ser igual a 1, 3*
o 92, Puesto que y debe ser un nfimero posi-
tivo, resulta que y es 8 6 2.

Entonces z serd igual a

2438 y 243.2
84 g -

l.os nimeros buscados, por lo lanlo, serin 24
y 86 54 y 2.

Cémo serd el rectdnguio
Problema

Los lados de un rcctingulo vienen dados por
nGmeros enteros. (Cuél serd la longitud de dichos
lados para que el perimetro y la superficie de esta
figura se expresen con los mismos ndmeros?
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Solucidén

Representando los lados del rectangulo con =z
e y tendremos la ecuacion

2z -+ 2y = ay,
de donde

T i
y—=2"
Como x e y deben ser nimeros positivos, también
lo serd el nGmero y — 2, es decir, y debe ser
mayor que 2.

Fijémonos ahora en que

2y _ 2(y—24+4 4
y—2_  y-2 ik y—2 -

X ==

; 4
Como z tiene que ser un nlimero entero, ke

también lo serd. Pero como y > 2, s6lo se satisfa-
ceat las condiciones del problema si y es igual
a 3,4 0 6. El valor correspondiente de z sera 6,
4 6 3.

Vemos, pues, que la figura buscada seri un
rectingulo cuyos lados equivaldrin a 3 y 0,
o un cuadrado de lado 4.

Dos nimeros de dos cifras
Problema

Los nimeros 46 y 96 tienen una curiosa pro-
piedad: £su producto no”se altera aunque las
cifras que los componcen cambien de lugar. Ln
efecto,

46-96 = 4 416 = 64.69.

{Como podrid averiguarse st existen otros
numeros de dos cifras con idéntica propiedad?
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Solucion

Representando las cifras de los nimeros biig-
cados con x, y, 3, ¢, tendremos la ecuacién

(102 + y) (10z + &) = (10y + z) (10¢ + 3).
Abriendo los paréntesis y reduciendo los térmi--
nos semejantes, se obliene

xz = yt,
donde z, ¥, z y ¢ son niimeros enteros menores
que 10. 'Para buscar la solucién se forman con

las nueve cifras significantes todag las parejas
que dan un mismo resullado:

1.4 = 2.2 2.8 = 4.4
1.6 = 2.3 2.9 = 3.8
1.8 = 2.4 3.8 = 4.6
1.9 = 3.3 4.9 = 8.6
2.6 = 3.4

Las igualdades son en Lotal 9. De cada una
de ellas puede formarse uno o dos grupos de las
cifras buscadas. Por ejemplo, de la igualdad
14 = 2.2 se obtiene

12-42 = 21.24.

De la igualdad 1.0 = 2.3 hallamos dos solu-
ciones:

12.63 = 21.36, 1362 = 31.26.

Siguiendo el mismo procedimiento encontra-
remos las siguientes 14 soluciones:

12-:42 = 21.24 23.96 = 32.09
12.63 = 21.36 24.63 = 42.306
12.84 = 21.48 24.84 = 42.48
13.62 = 31.26 26-93 = 62.39
13.93 = 31-.39 34-86 = 43-68
£4-82 = 41.28 36.84 = 63.48
23.-64 = 32-46 AG-98 = 64-69
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Los nimeros de Pitdgoras

El facil y exacto método que los agrimensores
emplean para trazar lineas perpendiculares sobre
el terreno consiste en lo siguiente.

Supongamos que por el punto A hay que
trazar una perpendicular a la recta MN (fig. 12).
En direccion AM, desde el punto A se sefiala
tres veces una distancia cualquiera {a). Después,
en una cuerda se hacen tres nudos separados por
una distancia igual a 4a y 5a. Colocando los
audos extremos en los puntos 4 y B, se Lira
del nudo del medio. Con ello se forma un trian-
gulo en ¢l que el dngulo A es recto.

Este antiguo método, empleado ya hace miles
de afios por los constructores de las pirdmides
egipcias, se basa en que los tridngulos, en Jos
que la relacion de sus lados sea 3 : 4 : 3, de acuer-
do con el conocido teorema de Pitigoras seran
rectapgulos por cuanto

4+ 4 =5

Ademés de los nimeros 3, 4 y 5 existe, como

se sabe, infinidad de nimeros enteros y positivos
a, b, ¢ que satisfacen la correlacién

ad + b = ¢,

y reciben la denominacion de nimeros de
Pitdgoras. De acuerdo con el teorema de
Pitigoras, estos nGmeros pueden expresar la
longitud de los lados de un tridngulo rectdngulo.
Los lados & v b seran dos «catetos» y ¢ la «hipote-
nusan.

Es evidente que si a, b, ¢ son un trio de name-
ros de Pitigoras, los ntmeros pa, pb, pc (donde
p es un factor entero) seran también nimeros de
Pitigoras. Y al contrario, si los nimeros de Pita-
goras tienen un factor comin, pueden ser simpli-
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ficados por éste, obteniéndose de nuevo el grupo.
de nimeros de Pitdgoras. Por eso, para empezar
analicemos tres numeros pitagéricos que sean
primos entre si (los demds se hallan multiplicin-
dolos por el factor entero p).

Mostremos que uno de los «catetos» de los
nameros a, b, ¢ debe ser niimero par, y el otro,
impar. Razonemos partiendo de la reduccién al
gabsurdo». Si los dos «catetos» a y b son pares,
también lo serd Ia suma a? - 5% y, por lo tanto,
lo mismo sucederd con la <hipotenusa». Sin em-
bargo, esto contradice ¢l hecho de que los niime-
ros @, b, ¢ no tienen un factor comun ya que
2 divide exactamente a tros ntimeros pares. Por
consiguiente, por lo menos uno de los «catletos»,
@, b tiene que ser impar,

Puede ofrecerse olva variante, que ambos
«catetos» sean impares y la «hipotenuga», par. No
es dificil demostrar que esto es imposible. En
efecto. Si los «catetosy tienen la forma

2+ 1 y 2y -1,
la suma de sus cuadrados serd igual a

4z F bz + 1+ 4P+ by + 1 =
=4+t + )+ 2

es decir, se trata de un nimero que al ser divido
por 4 da de residuo 2. En tanto que el cuadrado
de cualquier ndmero par debe dividirse por 4
sin residuo. Por consiguiente, la suma de los
cuadrados de dos nimeros impares no puede ser
el cuadrado de un ndmero par; en otras palabras:
nuestros tres nlimeros no son pitagéricos.

Asi, pues, de los «catetos» a, b uno es par
y otro impar. Por eso, el nimero «® 4 &2 es
impar y, en consecuencia, también lo sera la
¢hipotenusa» ¢.
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Supongamos, para mayor precisién, que @ es
el «cateto» impar y b el par. De la igualdad
aqt -+ b = ?
obtenemos facilmente:
a? =2 — b2 =(c+ b) (c —b)

Los factores ¢ - b y ¢ — b son primos entre si.
Efectivamente. Si estos nimeros tuvieran algin
factor comtn primo, excepcién hecha de la uni-
dad, entonces también se dividiria por dicho
factor su suma

(c+ &) + {c — b) = 2¢,
su diferencia

(€ + B) — {c — b) = 20,
y su producto

(¢ + b) (¢ — b) = a?,
es decir, los niimeros 2¢, 26 y a tendrian un factor
comun. Como @ es impar este faclor no puede
ser 2, y por eso, los nlimeros a, & y ¢ tienen este
factor comun, lo que, sin embargo, es imposible.
La contradiceién obtenida demuestra que los
afimeros ¢ + b y ¢ — b son primos entre si.

Pero si el producto de dos nimeros primos
entre s8i es un cuadrado, entonces, cada uno de
ellos sera un cuadrado, es decir,

¢+ b= m?
{c — b = n’
Al resolver este sistema hallamos
m2 4 p2 2 pt
emTg e, b=t

a? = (c 4+ &) (¢ — b) = m*n:, a= mn
De aqui que los nameros de Pitigoras examinados
se represenien asi:
m2—nt m24nt

Sty Sty W
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donde m y n son nlmeros impares primos entre si.
El lector puede convencerse facilmente de lo
contrario: las fé6rmulas citadas, con cualesquiera
numeros m y n impares, dan los niimeros pitagé-
ricos a, b, c.

He aqui algunos grupos de numeros pitagé-
ricos, obtenidos con diferentes valores de m y n:

cuando m =3, n=1 32+ 42= 5
» m=25 n=1 5% - 122 = 432
» m=7 n=1 7% 242 = 252
» m=198, a=1 9 4 40% = 412
» m=1%1,n=1 112 | 60% == G2
» m=13, n =1 13* |- 842 = 85¢
» m=2>5, -n=23 1h? - 82 = 172
» me== 7, =3 217 4- 20 = 292
» me= 11, np=3 33% - 562 = 652
» m=13, n=3 392 -1 802 == 89
» m=7 n=25 36% 4- 122 = 372
» m=98, an=25 45% 4- 282 == 532
» m==11, n = 5§ 582 +4 48% = 732
» m=13, n= 15 65% - 72% == Q7%
» me=90 n=7 83* | 162 = 652
» m=11, n =7 772 4 369 = 852

(Todos los demds grupos de tres nlimeros pita-
goricos, o tienen factores comunes, o contienen
nameros mayores de 100).

Los nimeros de Pitigoras tienen, en general,
propiedades curiosas, que enumeraremos a con-
tinwaciéon sin demostraciones:

1) Uno de los «catelosr debe ser miltiplo de
ires.

2) Uno do los «catetos» debe ser miltiplo de
cuatro.

3) Uno de los nameros de Pitigoras debe ser
multiplo de ¢ine¢o.
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El lector puede convencerse de la existencia
de estas propiedades al examinar los ejemplos de
grupos de cifras pitagdricas que figuran maés
arriba.

Ecuacidn indeterminada de tercer grado

La suma de los cubos de tres nimeros enteros
puede ser el cubo de un cuarto nimero. Por
ejemplo,

34 45 4 5% = 60,

Esto significa, entre otras cosas, que el cubo,
cuya arista es igual a 6 cm, cquivale a la suma

_+'

de los voltimenes de tres cubos, en los que sus
aristas sean 3, 4 y 5 cm (fig. 13). Segin cuentan,
esta correlacién interesd vivamente a Platén.
Intentemos hallar otras correlaciones del mis-
mo género, es decir, resolvamos la siguiente
tarea: encontrar soluciones a la ecuacién

xB_l_ yﬂ__*_ z8= us‘
Es mds cémodo, sin embargo, expresar la incég-

nita » con—¢. Entonces la ecuacién ofreceri una
forma mdés sencilla:

B+ P4 24 8=0,
Veamos un método que nos permita hallar
multitud de soluciones a esta ecuacién, en niime-

ros enteros (positivos y negativos). Supongamos
que 4, b, ¢, d y o, B, v, 6 son dos grupos de

6

Fig. 13.
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cuatro niimeros que satisfacen la ecuacién. Sume-
mos a los nimeros del primer grupo de cuatro
los del segundo, multiplicados por un cierto
nimero %k, y busquemos éste de forma que los
nimeros obtenidos

a4 ka, b+ kB, ¢+ ky, d + k8,

satisfagan también la ecuacién. En otras palabras:
elijamos % de tal forma que sea satisfecha la
igualdad

(@ + ko 4 (0 -+ kB - (¢ + ky)® +
+ (@ + k8)® = 0.

Al abrir los paréntesis, sin olvidar que a, b, ¢, d
y o, B, v, 8 satisfacen las exigencias de nuestra
ecuacion, es decir, que tienen lugar las igualdades
A4+ S+ =0,
P8 =0
obhtenemos:
3a%ko. + Bakiot ~ IVEP -1- 3bKP* 4+ 3ctky +
+ Bck®y? + 3d%b + 3dk?6* = 0,
3k [{a®a + *B + c*y - @?6) +
+ & (a0 + UP? + oy? +- @b?)] = 0.
El producto sera cero sélo en el caso en que lo
sea uno de sus factores. Equiparando cada uno
de los factores a cero obtenemos dos valores para k.
El primero de ellos & = 0, no nos satisface; ello
significa que si a los nimeros a, b, ¢ y d no
se les agrega nada, los nimeros obtenidos satis-

facen nuestra ecuacién. Por eso tomaremos sola-
mente el segundo valor de :

o — ato - b26 4 o2y + 428

= T Teer Pt cyEFdot -
De aqui que, conociendo dos grupos de cuatro
nimeros que satisfagan la ecuacién de parlida,
puede ser hallado un nuevo grupo: para esto hay

164



que sumar a los nimeros del primer cuarteto los
del segundo multiplicados por %, donde % tiene
el valor indicado mAs arriba.

Para aplicar este método es preciso encontrar
d 08 grupos de cuatro nimeros que satisfagan
las condiciones de la ecuacién inicial. Uno de
ellos (3, 4, 5,—8) es ya conocido. ¢{De dénde
sacar otro? No eg dificil encontrar salida a esta
gituacién; el grupo pueden formarlo los nimeros
r, —r, 8, —s, que respouden, sin duda, a las
condiciones de la ecuacién inicial. En otras
palabras, supongamos que

a=3, b=4, c¢=25 d= —B6,

a=r f=—rny=3 0= —s
Entonces %, tomari la siguiente forma:
~=Tr—11s _ 7r<-11s
7}»'3_35 I rd 7)12_32
y los nameros a + ko, b + &B, ¢ 4+ kv, d + kb
seran respectivamente iguales a

28r2 4-11rs — 35 21,2 —11ps — 4gt

b= —

7r2— 52 ! Tré*—g2 ’
3572 - Trs -}~ 652 — 4272 —Trs —5s%
Tr2ems? . Tre—y2

De acuerdo con lo expuesto estas cuatro expre-
siones satisfacen las exigencias de la ecuacién
de partida

B4 B DS = 0.

Comoquiera que esos quebrados tienen el mismo
denominador, puede prescindirse de éste. (En
consecuencia, los numeradores de éstos quebrados
también satisfacen las exigencias de la ecuacidn
examinada.) Se ha visto, pues, que la ecuacién
indicada es satisfecha (cualquiera que sea el
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significado de r y s) por los siguientes nimeros:

x = 28r" 4- 11rs — 3s?, z = 35r® + Trs - 6s,

y = 21 — {1rs ~ 452, = —42% — Trs — Bs%,
lo cual puede comprobarse elevando estas expre-
siones al cubo y sumadandolas. Atribuyendo a r
y s diversos valores enteros podemos obtener toda
una serie de soluciones a la ecuacién expresadas
en nfimeros enteros. Si en estas circunstancias los
niimeros obtenides tienen un factor coman, pode-
mos dividir por él todos estos nameros. Por
ejemplo, cuando r =1, s =1, las incégnitas
z, ¥, 2, £ equivaldran a 36, 6, 48, —54, o, que
al dividirlos por 6, daran 6, 1, 8,—9. Por consi-
guiente,

6% - 1% 4 8% = 09,

He aqui una serie més de igualdades del
mismo tipo (obtenidas después de simplificadas
al ser divididas por un divisor comun):

cuando r = 1, s = 2  38% 4 739 = 173 4 703,
» r=1, s=3 177 4 55% = 243 | 547,
» re=1, 5=25 4% 4~ 1102 = 672 4- 1047,
» r=1,s=4 8% - 537 = 29° - 50%,
» r==1, s = —1 74 142 4 17° = 203,
» r=1, s= 2 2% 4 16% = 9% L 15%,
# roe= 2, 5= —1 209 4 345 4 448 = 533,

Observemos que si en el grupe inicial 3, 4, 5,
—6, o en alguno de los obtenidos después, se
cambian de sitio los nlimeros y se aplica el mismo
método, obtendremos una nueva serie de solu-
ciones. Por ejemplo, tomando el grupo 3, 5, 4,
—-6 (es decir, suponiendo que e =3, b =3,
¢ = 4, d = —6) obtendremos para =z, y, z, {,
los valores

z = 20r® 4 10rs — 3s2,

y = 12r2 — 10rs — 5s?,

z = 16r? +}- 8rs + 652,

t = ~=24r2% ~— Brs — 4s%.
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De aqui que al variar los valores de r y s obten-
gamos una serie de nuevas correlaciones:

cuando r= 1, s = 1 99 - 109 = 13 |} 129,
» r=1%,s=3 23% - 94" = 63% -} 848,
» r=1,s=25 5% - 1637 4 164° = 2063,
» r=1,s=26 7% 4 548 - 518 = T8,
» r=2,s=1 23% -} 978 | 86% = 1469,
» r=1, s= —3 3%} 36% 4- 378 = 48

etc.
De esta manera puede obtenerse un nimero
infinito de soluciones de la ecuacion data.

Cien mil marcos por la demostracion
de un feorema

Cierto problema de ecuaciones indetlermina-
das adquirié en sus {iempos enorme popularidad
debido a que al afortunado que lo resolviera
con acierto se le ofrecia todo un capital ;100 000
marcos alemanes!

El ejercicio consiste en demostrar la siguiente
tesis llamada teorema o «gran proposiciony de
Fermat,

La suma de potencias de idéntico grado de
dos nGmeros enteros no puede ser potencia de un
tercer nimero entero. Se excluye sélo la segunda
potencia, para la que es posible.

En otras palabras, hay que demostrar que la
ecuacién

VL gt g

no tiene solucidén, tratandose de base entera,
para n > 2.
. Aclaremos lo dicho. Hemos visto que las
ecuaciones
28 4 P = 24
= yﬂ 4 23 = ¥
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tienen, tratindose de numeros enteros, cuantas
soluciones se deseen. Sin embargo serd imposible
encontrar tres numeros enteros positivos que
satisfagan la igualdad z* + y® = 2%

Idéntico fracaso acompafia cuando se trata
de las potencias de cuarto, quinto, sexto grados,
otc. Esto es lo que afirma la «gran proposicién
de Fermaty.

¢Qué se exige de los aspirantes al premio?
Deben demostrar esta tesis para todas las poten-
cias que cumplen las condiciones dadas. El caso
es que el teorema de Fermat no estd atn demos-
trado y pende, por decirlo asi, en el aire.

Han transcurrido tres siglos desde que fue
formulado, sin embargo, los matemiticos no han
logrado hasta abora hallar su demostracion.

Las figuras mas eximias de esta ciencia se
han ocupado del problema, mas, en el mejor de
los casos, consiguieron demostrar el teorema para
algunos exponentes o para ciertos grapos de ellos;
pero de lo que se trata es de hallar la demostra-
cibn general, para t o d o ¢xponente entero.

Lo interesante del caso es que esta inaccesible
demostracién del teorema de Fermat, por lo
visto, fue descubierta en cierta ocasion, y después
se extravié. El autor del teorema, el genial
mateméatico del siglo XVII, Pierre de Fermat*,
afirmaba que conocia la demostracién. Su «gran
proposiciéon», fue escrita por él (lo mismo que

* Fermat (1603-1665) no era matemético profesional.
Bra jurista y consejero del parlamento; se dedicaba a las
investigaciones matematicas sélo en los momentos libres.
No obstante, hizo uma serie de doscubrimientos extra-
ordiparios, los cuales, dignse de paso, no publicaba, sino
que, como se acostumbraba hacer en esa época, los daba
a conocer en su correspondencia a los hombres de ciencia,
amigos suyos: Pascal, Descartes, Tuygens, Roberval
y otros.
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toda una serie de Leoremas acerca de la teoria
de los ntmeros) en forma de observacién en los
margenes de una obra de Diofanto, acompafidn-
dola de las siguientes palabras:

«He encontrado una demostracién verdade-
ramente asombrosa para esta propesicion, pero
aqui hay poco sitio para desarrollarlan.

En ningQn sitio, ni en los documentos del
grap matemdatico ni en su correspondencia, ha
sido posible hallar huellas de esta demostracién.

Los discipulos de Fermat han tenido que
marchar por su propio camino. He aqui los
resultados de estos esfuerzos: Euler (1797) demos-
tré el teorema de Fermat para potencias de ter-
cero y coarto grados, para las de quinto fue
demostrado por Legendre (1823); para las de
séptimo*, por Lamé y Lebesgue (1840). En 1849,
Kummer demostré el teorema para una serie
muy amplia de potencias y, entre otras, para
todos los exponentes menores de ciento. Estos
iltimos trabajos rebasan con mucho la esfera de
las matlematicas conocidas por Fermat, y empieza
a ser probleméatico el hecho de que este dltimo
pudiera hallar la demostracion general de su
«gran proposicién». Ademds es posible que €l se
equivoco.

Quien sienta curiosidad por la historia y el
estado actual del problema de Fermat, pucde
leer el folleto de A. linchin LI gran feorema de
Fermat. Esta publicacién, obra de un especialista,
esti dedicada a lectores que s6lo tienen conoci-
mientos elementales de matemalicas.

* Para los exponentes comnpuestos (a excepeion del 4)
uo hace falta ninguna demostracién especial: estos casos
se reducen a los casos con sxponentes primos.
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CAPITULC QUINTO
La sexta operacion matematica

va-1a

Sexta operacién

La suma y la multiplicacién tienc cada una su
operacién inversa, la sustracciéon y la division.
l.a quinta operacién aritmética, la potenciacién
o elevacién a polencias, tiene d o s operaciones
inversas: la que tiene por objeto encontrar la
base y la dedicada a hallar el exponente. Cuando
la incégnita es la base, denemos la sexta
operacion matemitica, denominada radicacidn;
si se trata del exponente, efecluamosla sépti-
m a operacién, llamada cdlculo logaritmico.
Es ficil comprender por qué la potenciacion
tiene dos operaciones inversas, en tanto que la
suma y la multiplicacién no tienen mas que una.
Los sumandos (el primero y el segundo) pueden
alterar su orden entre si. Otro tanto sucede con
la multiplicacién. En cambio, los elementos de
la potenciacién, es decir, la base y el exponente,
no gozan de esa propiedad por lo (ue no pueden
invertirse sus funciones (por ejemplo, 3% 54 5%).
De ahi que para hallar cada uno de los términos
de la suma o la multiplicacién se empleen los
mismos procedimientos en tanto que la base de
la potencia se balla por un procedimiento distinto
al utilizado para encontrar su exponente.

La sexta operacién, la radicacién, se expresa

con el signo . No todos conocen que este
signo es una variante de la letra latina r, primera
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de la palabra latina radiz, que significa «raizn..
lin otros tiempos (en el siglo XVI), el signo de
raiz, no era la r mintscula, sino la mayiiscula,
la R, y junto a ella se escribia la primera letra
de las palabras latinas quadratus, la ¢, o la pri-
mera de cubus, la ¢, sefialando eon ello que la
raiz a extraer era cuadrada o cabica*.

Escribian, por ejemp! |,

R, q. 4352

en lugar de la moderna expresién
V 4352.

Si a esto afiadimos que a la sazén no eran
empleados en general los signos actuales de mds
y menos, y en su lugar se colocaban las letras p.
(de plus) y m. (de minus), y que los paréntesis
eran expresados con los signos L _j, compren-
deremos el extraiio aspecto que las expresiones
algebraicas ofrecerian al lector contemporaneo.

Véase una de ellas tomada, por ejemplo, de
un libro del antiguo matemdlico Bombelly
(afio 1572):

Re. | R.q.4352p16 _jm.R.c. || R.q.%4352m.16 )

Lo que nosotros escribiriamos como sigue:
,/1/’4:552-{-10 Y Vs =10 .
Para la operacién ” a, ademis de esta expresién,
1
empléase la de a”, muy cémoda para generali-

zar graficamente la idea de que toda raiz no es
otra cosa ¢ue una potencia con un exponente

* Eu el manual de matematicas escrito por Magnitski
que era libro de texto en Rusia durante la primera mitad
del siglo XVIII no existe en absoluto un signo especial
para la operacidn de la extraciébn de raices. -
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fraccionario. Esta segunda variante fue propuesta
por Stevin, notable matemético holandés del
siglo XVI.

1Qué raiz es mayor!
Primer problema

¢Qué es mayor
V56 Y2
Resuélvase éste y los problemas que le siguen

a condicién de gue no se hallen las
raices.

Soluclén

Elevando ambas expresiones a Ja décima
potencia, obtendremos:

(§/B)10=52=25 (} 2)'0=26=32;
y como 32 > 25, entonces
Vas Vo
Segundo problema
{Qué raiz es mayor:
VieyT
Soluclén

Elevemos ambas expresiones a la potencia de
grado 28 y tendremos:

(3 2)® = 47.= 208 = 27.27 =128,
(V) =T4==72-72 =492,

Como 128 > 49, resultard que
Vai>yT.
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Tercer problema
¢Qué raiz ¢s mayor:
Vi4+V10 6 Y34 VT

Solucidn

Elévense ambas expresiones al cuadrade y
resultara:

(Vi VIO’ =172 V¥ 7,

(V34 VT =2212 V5.

De ambos términos restemos 17 y tendremos

2V 70 vy 542 V5.

Si despuds elevamos ambas expresiones a
cuadrado, obtendremos

280 y 253420 V'57.

Restando 253 podremos comparar los resuita-
dos

27 y 20 V'57.

!f‘éomo ]/";-'? es mayor que 2, entonces 20 V 57 >
> 4(); por consiguiente

V34 V19> Vit y 1o

Resuélvase al primer golpe de visfa
Problema

Obsérvese la ecuacién 2z = 3 atenlamente
y digase cual es el valor de x.

Solucién

Todo el que esté familiarvizado con los sim-
bolos algebraicos dedueira gque

35
=y .d.
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En efecto,
2= (3 8)° =3,
por consiguiente

x3

= gie=d,

que era lo gue se buscaba.

Aquellos a quicnes esta solucién «al primer
golpe de vista» les resulte dificil, pueden valerse,
para despejar con mas sencillez la incégnita, del
siguienle razonamiento:

Admitimos que

Z3=1y.
Entonces
z=y.
por lo que la ecuacion presentard esta forma
(V)Y =3,
elevando la expresiéon al cubo
yv =233,
Es pues evidente que y = 3, y, por consiguiente,

Comedias algebraicas

La sexta operacién aritmética permite repre-
sentar auténticas comedias y farsas algebraicas
con los siguientes argumentos: 2.2 = 3; 2 = 3,
etc. La gracia de tales representaciones algebrai-
cas reside en un error, harto elemental, pero que,
por hallarse muy oculto, tarda en ser descubierto.
Mostremos dos piezas de este repertorie ¢bmico
del 4lgebra.
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Primer problema
2=3.

En primer lugar aparece en escena una igual-
dad indiscuitible:

4 — 10 = 9 — 15,

in el siguiente «cuadro» se suma a ambos
micmbros de esta igualdad una misma cantidad,

6% :
y 1 o
l-—'10+6z=9—1-’+ﬁ—“.

El ulterior desarrollo de la comedia se reduce
a transformaciones:

(=3 =(-3)"

Extraida la raiz cuadrada de ambos miembros

de la igualdad, resulta:
a 5

L

2 0w
5 ;
Sumando % 4 une y otro miembro, llegamos

a la igualdad absurda:
2=3.
{En qué consiste el error?
Solucidn
El error consiste en que de la expresién

(2=2)"=(>~3)",

se dedujo que
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Aunque los cuadrados sean iguales, no por eso
son idénticas las primeras polencias, pues (—5)?=
= "%, pero —9 no es igual a 5. Los cuadrados
pueden ser iguales cuandn las primeras potencias
tienen distinte signo. Fn nuestro ejemplo se
ofrece precisamente este caso:

2] =1z)

y 1
pero — = no es igual a .

—

Sequndo problema

Nueva farsa algebraica (fig. 14)

2.2=205
La accion se desarroila en forma semejante al
caso anlerior y se basa cn el mismo truco. En
escena aparece una igualdad que no despierta
ninguna desconlianza

16 — 36 = 25 -- 45,

Se suma a cada miembro una misma cantidad:

| 3 i b
16—302 20 - == 25— 45120 —
A 4 "
A continuacién s¢ hacen las translormaciones
siguientes:
@

4294, _g_-[_(g;)"mm_zﬁ-%-k (%)z '

(1-3)'=(-3)"

Después, mediante el absurdo razonamiento
anterior se llega a

g .. o
4-—-2-.':,)——2—-!
f==0,

2:2=5.

Estos divertidos ejemplos deben prevenir a los
matematicos con poca experiencia contra toda
actitud descuidada hacia las ecuaciones que
tengan su ipcognita en el radiecal.
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CAPITULO SEXTO

Ecuaciones de segundo grado

[7,18,19

El apretén de manos

Problema .

Las personas que asistieron a una reunién se
estrecharon la mano. Uno de ellos advirtié que
los apretones de mauno fueron 66. (Cudntas perso-
nas concurrieron a la reunion?

Solucién

- La cuestién se resuelve con facilidad si recu-
rrimos al algebra. Cada una de las z personas dio
la mano a las otras z — 1. Por tanto, el total
de apretones de manos debe ser z (z — 1). Ademas
hay que tener en cuenta que cuando Ivanov da la
mano a Petrov, Petrov estrecha la mano de Iva-
nov; estos dos apretones de manos deben ser
considerados como uno s=olo. Por eso, el niimero
de apertones de manos contados es dos veces
menor que z {x — 1). En consecuencia surge la
ecuacién

z (z—1)

5 =66

o sea, que después de las correspondientes trans-
formaciones se tendra

22—z—132=0,
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de donde
14 V14528
2

o=

xl={2! .1_‘2=."n—11.

Comoquiera que la raiz negativa {—11 perso-
nas) carece de todo sentido, Ia rechazamos, con-
servando tnicamente la primera: en la reunion
estuvieron 12 personas.

El enjambre de abejas
Problema

En la antigiiedad estaba muy extendida en la
India una diversién singular: la solucién de
rompecabezas en competiciones pilblicas. Los
manuales de matematicas de ese pais contribuian
a Ia celebracién de tales campeonatos de célculo
mental. «Aplicando las reglas aqui expuestas—
escribia el autor de wno de dichos libros—,
un hombre inteligente puede idear milesyde
problemas semejantes. Asi como el Sol hace
palidecer las estrellas con sus destellos, un hombre
discreto cclipsa la gloria de olro hombre en los
concursos populares, proponiendo y resolviendo
problemas algebraicoss. En el original, estas
palabras presentan un aspecto mas poético, por
cuanto el libro esta escrito en verso. Los proble-
mas también aparecen versificados. Enunciemos
en prosa uno de estos rompecabezas.

Un grupo de abejas, cuyo nGmero era igual
a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjam-
bre, se posé sobre un jazmin, habiendo dejado

. 3 . i S
muy atrds a g del enjambre; solo una abeja del
mismo enjambre revoloteaba en torno a un loto,
atraida por ¢l znmbido de una de sus amigas que
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cay6 imprudentemente en la trampa de la floro-
cilla, de dulce fragancia.
(Cuintas abejas formaban el enjambre?

Solucién

S1 expresamos el nimero buscado de abejas
del enjambre con la letra z, tenemos la ecuacién

5 B
I/—é‘—i—'g .t‘—-f-d—:r.

Puede simplificarse la ecuacién introduciendo
una incognita auxiliar:

)z
y_ 2 -
Entonces z == 2y, por lo que resullard la si-

guicnte ecuacion:

2
y+-.1-%’-+z“ 2yt 6 2y%-Oy—18=0.

La ecuacién tiene dos raices para y:

3
y; =6, e

y otras dos para x

-'5‘ = 72; £y = 415'
Mas, como el ntmero de abejas debe ser entero
y positivo, es vilida sélo la primera raiz: el

enjambre constaba, pues, de 72 abejas. Compro-
bémoslo:

]/7_2%+%.72_|_2=G+64+2=72.
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La manada de monos
Prablema

Otro de los problemas indios puede ser pre-
sentado en verso tal y como fue traducido por
Lébedev, autor del excelente libro

{Quién inventd el dlgebra?

Regocijange log monos
divididos en dos bandos:
su octava parte al cuadrado
en el bosque se solaza.
Con alegres gritos, doce
atronando el campo estdn.
iSabes cudntos monos hay
en la manada, en total?

Solucion
Si el nGmero total de lamanada es x, entonces:
@\ 2
(g) 2=z,
de donde

“ z, =48, z2=16.

El problema tiene dos soluciones positivas:
en la manada puede haber 48 y 16 monos. Las
dos soluciones satisfacen por las condiciones del
problema.

Previsién de las ecuaciones

En los casos examipnados y en dependencia
de las condiciones del problema, hemos hecho
diferente uso de las dos raices obtenidas. En el
primer caso hemos desechado la raiz negativa
por no responder al contenido del problema; en
el segundo, hemos renunciado a la raiz fracciona-
ria ¥ negativa y, en el tercéro, por el contrario,
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hemos aceptado las dos ralces. La presencia de
una segunda solucién es, a veces, completamente
inesperada no sélo para quien resuelve el proble-
ma, sino también para su autor; pongamos un
ejemplo de cémo la ecuacién resulta mas previ-
sora que el mismo que la establece.

Una pelota ha sido lanzada al aire a una
velocidad de 25 m por segundeo. Al cabo de cuan-
tos segundos se encontrari la pelota a 20 m de
altura?

Solucién

Para los cuerpos lanzados al alto, y libres
en su ascension de toda resistencia, la mecénica
establece las siguientes proporciones entre la
altura a la que sube el cuerpo sobre la tierra (k},
su velocidad inicial (v}, el aceleramiento de la
fuerza de gravedad {(g) y el tiempo (Z):

ge?

fa_uvt-—-u«-z--,

En este ejemplo concreto podemos hacer caso
omiso de la resistencia aérea, por cnanto es muy
pequeda cuando la velocidad no es de considera-
ci6én. A fin de simplificar la operacion, demos a g,
el valor 10 m, en lugar de 9,8 m (el error es tan
s6lo del 2%). Sustituyendo %, v, g por sus valores
en la férmula indicada, tendremos la siguiente
ecuacion:

10
2025t — —m |

y después de quitar denominadores y simplificar
| 2~ 5t 4= 0,
Resultan las raices:
h=1 3 L, =4
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lLa pelota cstard dos veces a la altura de
20 m: al primer segundo y después de cuatro
segundos de haber sido lanzada.

Acaso parezca inverosimil y, al no reflexionar;
puede rechazarse el segundo resultado. Sin
embargo, esto seria orréneo, El segundo resulta-
do es completamente ligico: la pelota puede
encontrarse dos veces a la altura de 20 m: una,
al ascender, y otra, al desconder.

Se deduce con facilidad gue la pelota puede
ascender durante 2,5 segundos con la velocidad
inicial de 25 m, llegando a una altura de 31,25 m.
Después de alcanzar la altura de 20 m, (al sogundo
de ascenso) la pelofa seguird elevindose durante
1,5 segundos mas, al cabo de lo c¢ual descendera
durante 1,5 segundos hasta la altura de 20 m,
llegando al suclo un segundo después.

El problema de Euler

Al referirse Stendhal en su Autobiografia
a sus anos de estudiante, escribe lo siguiente:

«En su casa (la de su maestro de matemaéticas)
encontré a Euler con su probléma acerca de los
huevos que la campesina llevaba al mercado...
Esto fue para mi un descubrimiento. Comprendi
lo que significaba valerse de un arma como el
adlgebra. Pero jdemonios!, nadie me lo habia
explicado antes...»

He aqui el problema de la Iniroduccién al
dlgebra, de Euler que tan fuerte impresién produ-
jera en Stendhal.

Dos campesinas Hevaron en total 100 huevos
al mercado. Una de ellas tenfa m#4s mercancia
que la otra, pero recibié por ella la misma canti-
dad de dinero que la otra. Una vez vendidos
todos, la primera campesina dijo a la segunda:
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«si yo hubicra llevado la misma cantidad de hue-
vos que td, habria recibido 15 cruceros». La
segunda contesté: «Y si yo hubiera vendido los
huevos que tenias tG habria sacado de ellos 6%/,
CrUCeros».

iCuantos huevos llevdé cada una?

Supongamos que la primera campesina tenia z
huevos. La segunda tendria 100 — z. Si la
primera hubiera tenido 100 ~- x habria sacado
de ellos 15 cruceros. Eso quiere decir que la

_ . _ 15
primera campesina vendié los huevos a T50—=

cada uno.
De esia manera vemos que la segunda campe-

; 2 2
sina vendi6 los huevos a 6 4 : = = cada uno.
Hallemos abora la cantidad obtenida por cada
campesina:
la primera:
15 a5
100—=z = 100—=zx°

&X

la segunda:
20 20:(100 —z)
(100—:)-E=(—3¢--,
Y como ambas recibieron lo mismo, entonces

15z 20 (100 —=z)
100—z =z !

que después de las correspondienties transforma-
ciones resultara
22 - 160z — 8 000 = 0,

de donde
zy, = 40, =z, = —200.

La raiz negativa carece de sentido en el
presente caso. El problema no tiene méas que un
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resultado: 1a primera campesina llevé al mercado
40 huevos y la segunda 60.

El problema puede resolverse con més breve-
dad. El procedimiento es més ingenioso, aunque
mas dificil.

Supongamos que la segunda campesina llevd
al mercado & huevos méds que la primera. Ambas
recibieron por su mercancia la misma suma de
dinero. Esto significa que la primera vendid los
huevos % veces mis caros que la segunda. Si
hubieran cambiado la mercancia, la primera
campesina hubiera tenido & veces méas huevos que
la segunda y los habria vendido %’ veces mais
caros, recibiendo %* mas dinero que aquélla. Por
lo tanto tendremos:

2 45 9
Qe AR s B P |
k _10.63_20_.4 :
de donde resulta que
3
g *

Ahora no nos queda mis que dividir los
100 huevos proporcionalmente a 3 y a 2. La
primera campesina llevé 40 huevos y la segun-
da, 60.

Los altavoces
Problema

En la plaza hay instalados 5 altavoces distri-
buidos en dos grupos: uno de ellos consta de
2 aparatos, y el oiro, de 3, La dislancia que
separa los dos grupos es de 50 m. (Ddnde habra
que colocarse para que el sonido de ambos grupos
s¢ oiga con la misma intensidad?

176



Indudablemente. El signo menos significa que
el segundo punto de idéntica audicién se encuen-
tra en direcciéon opuesta al punto positivo
que se tomd al establecer la ecuacidn.

Partiendo del lugar ocupado por los dos
reproductores y en la direccién conveniente lle-
gamos a los 222,5 m, punto en el que el sonido
de ambos grupos de altavoces se oye con la misma
intensidad. Este punto dista 222,5 + 50 = 272,5m
del grupo de tres aparatos.

Asi pues se han encontrado dos puntos de
igual audicién colocados en la linea formada por
las fuentes de sonido. En esta linea no hay maés
puntos donde coincida la intensidad de sonidos,
pero fuera de ella, si. Puede demostrarse que el
lugar geométrico de los puntos que responden a las
condiciones del problema es la circunferencia que
pasa por los dos pumntos hallados, cual si {fueran
los extremos de su didmetro. Esta circunferencia,
como vemos, limita un espacio bastante exlenso
(la parte rayada en la ligura) deniro del cual
la intensidad auditiva del grupo formado por
dos altavoces supera la audiciéon del grupo de
tres aparatos; fuera del espacio indicado se
observa cl fenémeno opuesto.

El dlgebra del vuelo a la Luna

Del mismo modo como se han encontrado los
puntos de iguai audicién de dos tipos de altavo-
ces, se puede encontrar también puntos de igual
atraccion del cohete césmico por dos cuerpos
celestes—la Tierra y la Luna. Busquemos estos
puntos.

De acuerdo con la ley de Newton, la fuerza
de atraccién reciproca de dos cuerpos es directa-
mente proporcional al producto de las masas que
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8¢ atraen, e inversamente proporcional al cuadra-
do de la distancia entre ¢llos. Si designamos con M
la masa de la Tierra y con z la distancia entre
ella y el cohete, la fuerza con que la Tierra atrae
cada gramo de masa de la nave aérea sc expresara
mediante

Mk

s Y
donde % es la fuerza de alraccion reciproca de un
gramo por un gramo a la distancia de 1 cm.

lLa fuerza con que la L.una atrae cada gramo
del cohete en ese mismo punto sera:

mk

(1__2:)2 ¥
donde m es la masa de la Lupa y ! la distancia
que la separa de la Tierra (se presupone que el
cohete se halla en la recta que une los centros
de la Tierra y de la Luna). Il problema exige que

Mk _ mk

2 T (l—2z)f
es decir

M z2

m P2l tatt
La relacién y«—, segin la Astronomia, equivale
m
aproximadamente a 81,5. Aplicandola tendremos

s 1,5
P larat o

por lo cual
80,522 — 163,01z + 81,52 = 0.

Al despejar la incOgnita x resulta:

& =09, =z,=1,121

Al igual que en el problema de los altavoces,
se llega a la conclusion de que en la linea que
une la Tierra y la Luna existen dos puntos bus-
cados donde la atraccién de ambos planetas
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actia sobre el cohete con idéntica intensidad:
uno a 0,9 de la distancia que separa los planetas
partiendo del eentro de la Tierra; el otro, a 1,12
de esta misma distancia. Como quicra que la
distancia ! entre los centros de la Tierra y la

— TI' e
ceion oa s
R RN
. S Jeuposk, . PRI i
BLBOOkm — | \\
{ Lupa | \
Trerra { 25004 O '
. I\ f‘
g 7
30D Uk \\ /
N /s
*~ Py
-~ -
“""-.—.__--/
e 84D OB -

Fig. 17.

Luna ~ 384 000 km, uno de los puntos buscados
se encuenlra a 346 000 km de la Tierra; el otro,
a 430 000 km.

Sabemos ya por el problema anterior que esa
misma propiedad caracteriza a todos los puntos
de la circunferencia que pasa por los dos puntos
hallados, tomados como los dos extremos del
diametro. Si hacemos girar esa ecircunferencia
tomando como eje la linea que une los centros
de la Tierra y la Luna describirdA una esfera
cuyos puntos responden a Jas exigencias del
problema.

El didmetro de esa esfera llamada «esfera de
atracciény de la Luna (fig. I7) serd igual a:

1,421 — 0,91 = 0,221 ~ 84 000 km.

Mucha gente picnsa errénemante que para acer-
tar con un cohete en la Luna es bastante hacerle
alcanzar la csfera de atraceidén de ésta.
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A primera vista parece que si el cohete se
halla dentro de la esfera de atraccién (y su velo-
cidad no es muy grande) ¢l debe caer forzosamente
en la superficie de la Luna, por cuanto la fuerza
de atraccién de la Luna «supera» a la de la Tierra.

Si fuera asi entonces la tareca del vuelo a la
Luna seria mucho méas f4cil, pues no haria falta
acertar a la Luna cuyo didmetro se ve en el cielo
bajo un angulo de 1/2°, sino a un globo de
84 000 km de didmetro, la dimensién del cual
equivale a 12°

Pero no es dificil demostrar el error de razo-
nes parecidas. Supongamos que un cohete lanzado
desde la Tierra hacia la Luna, perdiendo su velo-
cidad por causa de la atraccién terrestre, llegue
a la esfera de la atraccion lunar leniendo la velo-
cidad cero. ¢Va a cacr éste en Ia Luna? [De ningiin
modol

En primer lugar, dentro de la esfera de atrac-
cion lunar hay también Ja atraccion Lerrestre.
Por eso al lado de la linea de Tierra —Luna la
fuerza de atraccién de la Luna no va solo a «su-
perar» a la terrestre, sino éstas s¢ sumaran de
acuerdo con la regla del paralelégramo de fuerzas
y obtendremos una fucrza resullanle no dirigida
directamente a la Luna (s6lo en la linea de Tie-
rra— Luna esta fuerza resultante seria dirigida
directamente al ceniro de la Luna).

En segundo lugar (y esto es lo principal),
1a misma Luna no ¢s un blanco inmovil y si
nosotros queremos saber cémo va a moverse con
relacion a ésta el cohete (si va a «caer» en ella),
hace falta tener en cuenta-la velocidad del cohete
respecto a la Luna. Mas esta velocidad no equi-
vale a cero, pues la misma Luna se mueve alre-
dedor de la Tierra con una velocidad de 1 km/seg.
Por eso la velocidad del movimiento del cohete
con relacion a la Luna es demasiado grande para
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que ¢ésta pueda atraer el cohete o por lo menos
detenerlo en la esfera de su atraccién como un
satélite artificial. En realidad la atraccion de la
Luna empieza a ejercer influencia considerable
en el movimiento del cohete antes de acercarse
éste a la esfera de atraccién de Ia Luna. En la
balistica celeste hay que tener en cuenta la
atracciéon de la Luna desde el momento cuando
el cohete llegue ala esfera de influen-
¢ ia dela Luna que tiene el radio de 66 000 km.
En este caso ya «e puede considerar el movimiento
del cohete con relacion a la Luna al olvidar por
completo la atraccién terrestre, pero hace falta
tener en consideracidon la velocidad exacta (res-
pecto a Ia Luna) con que el cohete entra en la
esfera de influencia de la Luna. Por eso es natu-
ral que el cohete debe ser lanzado a la Luna por
una trayectoria que puede asegurar que la velo-
cidad (con relacién a la T.una) de entrada en la
esfera de influencia de la Luna esté dirigida
directamente a la Luna. Para eso la esfera de in-
fluencia de la Luna debe chocar con el cohete
que se mueve a su encuentro. Comao se ve no es
una cosa tan fdcil acertar a la LLuna como a un
globo de 84 000 km de didmetro.

“Ejercicio complicado™

Son muchozs los que conocen el cuadro Efercicio
complicado, (afio 1895) de Bogdidnov—Belski,
pero muy pocos se percatan del contenido del
sejercicio complicado» al contemplar dicho cuadro
Tritase de resolver ripida y mentalmente el
siguiente ejercicio:

102 4. 442 4 122 4132 4 142

368 &
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El ejercicio, efectivamente, no es ficil. Sin
embargo, los alumnos del cuadro lo resuslven
con facilidad. En la figura del maestro, el pintor
reprodujo a S. Rachinski, profesor de Cierncias
Naturales, que abandond la catedra de la univer-
sidad para convertirse en un sencillo maestro
rural. El inteligente pedagogo cultivaba en su
escuela el cdlculo mental, hasade en el habil
empleo de las propiedades de los nimeros. Los
nameros 10, 11, 12, 13 y 14 tienen una curiosa
propiedad: 10% < 112 4 12°% = 13% + 142

Comoquiera que 100 4 121 4 144 = 365, es
facil hallar mentalmente que la expresidon repro-
ducida en el cuadro es igual a 2.

El slgebra nos ofrece los medios necesarios
para plantear con mas amplitud la cuestiébn de
esta interesante particularidad de las series de
nameros. (KEs acaso ésta la inica serie de cinco
nimeros consecutivos, en la que la suma de los
cuadrados de los tres primeros es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos?

Solucién

Si expresamos el primero de los nimeros bus-
cados con =z, tendremos la siguiente ecuacitn:

2Bz 12 (2 22 = (x4 3+ (z+ &0
Sin embargo, es méas comodo expresar con z,
no el primer nimero de los bhuscados, sino el

segundo. Entoces la ecunacién tendri un
aspecto més sencillo:

(z— 1P+ 22+ z+ 1)2=(z+ 2 + (= + 3)%

Al abrir los paréntesis y reducir los términos
semeojantes, resultara:

Z2 - 10z — 11 = 0.
de dondse
z=5=27 25411, 2, =11, zp== —1.
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Existen por consiguiente, dos serles de nime-
ros que tienen las propiedades exigidas: la serie
de Rachinski

10, 11, 12, 13, 14

y la serie
—2, -1, 0, 1, 2.

Asi es, en efecto,
{(—2)F ()P0 =8 e 28

${Qué numeros soni
Problema
Hillense tres nlimeros consecutivos en los que

el cuadrado del ntimero del medio sea mayor en
una unidad al producto de los dos restantes.

Solucidn

Si la primera cifra es z, tendremos la ecuacidn:
(zx+ 12 =c{z+ 2) 4 1.

Abriendo los paréntesis resultard la siguiente
ecuacion:

22 4 22 - 4 = 2% } 2r | 1

de la cual no puede deducirse 1a magnitnd de z.
Esto muestra que la igualdad formulada por
nosotros es ina identidad; ylaidentidad
es efectiva, no sd0lo cuando sus letras encierran
un valor determinado, como ocurre en
la ecuacién, sino para cualquier valor de
las mismas. Por ello, tres nimeros consecutivos,
sean los que fueren, poseen dicha propiedad.
En efecto, tomemos tres cifras al azar:

17, 18, 19
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y nos convenceremos de que
182 — 1719 = 324 — 323 = 1,
Lo inevitable de esta correlacién salta mds

a la vista si expresamos la segunda ciira
con la letra z, con lo que

22— 1= (z+ 1) (& —1).

Es decir, se trata de una identidad evidente.



CAPITULO SEPTIMO
La magnitud mayor y la menor

~68°

L.os problemas presentados en este capitulo perte-
necen a una clase muy interesante; con ellos
se propone hallar e] valor mayor o el menor de
cierta magnitud. Estos problemas pueden ser
resueltos por diferentes procedimientos, uno de
los cuales exponemos a continuacidn,

P. Chebyshev, matemdtico ruso, en su obra
«Delineacion de los mapas geograficos» escribia
que los métodos, qua ayudaban a resolver un
problema comin para toda Ia actividad préctica
del hombre —cémo dispouner de sus medios para
obtener, en la medida de lo posible, mayor pro-
vecho— tienen una importancia especial.

Dos frenes
Problema

Dos lineas férreas se cruzan formando un 4n-
gulo recto. Los trenes se acercan a gran velocidad
hacia el cruce. Uno parte de cierta estacion situa-
da a 40 km del eruce; ¢l otro, de wna estacién
que dista 50 km del eruce. El primero marcha
a una velocidad de 800 m por minute, el segundo
a 600 m.

{Cudntos minutos transcurrirdn desde el mo-
mento de la partida para que las locomotoras se

hallen a la menor distancia entre si, y cu4l sers
esa distancia?
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Solucidn

Dibujemos ¢l esquema de la marcha de los
trenes. Supongamos que las lineas rectas AB
y CD son dos lineas férreas que se cruzan (fig. 19).
La estacion B se encuentra a 40 km del cruce O,
y la estacion, D a 50 km. Admitamos que al cabo

A

Fig. 19.

de 2z minutos los trenes se encuentran a la distan-
cia méas proxima entre si: (MN = m). El tren
que sale de B hace el recorrido BM = 0,8z, ya
que en un minuto recorre 800 m = 0,8 km. Por
consiguiente, OM = 40 — 0,8z. Del mismo modo
hallaremos que ON = 50 ~— 0,6z. Segln el teore-~
ma de Pitdgoras

MN=m=V Oa3+0N3 =
=/ 40—0,82) 2+ (50 —0,62)2.

188



Elevemos al cuadrado ambas partes de 1a ecuacién
m=V @ —0,8)2 4 (50— 0,62)?

y operando tendremos
zf — 124z 4+ 4 100 — m? = 0.

Resolviendo la ecuacién para hallar el valor
de z, resultara

z=062 + Vm*—iZf)ﬁ.

Ya que z, el nimero que expresa los minutos
transcurridos, no puede ser una raiz imaginaria,

A

Fig. 20.

entonces m?—256 debe ser una magnitud positi-
va 0, 4 lo sumao, equivalente a cero. El ultimo
es el que corresponde al valor minimo de m;
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de aqu{ qué:
mt = 256, o sca, m = 14,

Es evidente que m no puede ser menor que 186,
de lo contrario « se convertiria en una raiz ima-
ginaria. Y si m?® — 256 = 0, eulonces z = 62.

Fig. 21.

De esta forma las locomotoras llegan a su
punto de mayor aproximacién al cabo de 62 minu-
tos, y la distancia que las separa sera de 16 km.,

Decterminemos donde se encontrard cada una
en el momento de wayor aproximacién. Al bus-
car la distancia OM, tendremos que es igual a

40 — 62.0,8 = —9.6,

El signo negativo indica que la primera locomo-
tora habra rebasado el cruce en 9,6 km. La
distancia ON sera:

50 — 62-0,6 = 12,8,

Es decir, que a la segunda locomotora le faltaran
12,8 km para llegar al cruce. En la fig. 20 se ve
la posicién que ocupan las locomotoras en el
momento dado. Se puede apreciar que ésta no es
tal y como nos la imaginibamos al principio.
La ecuaciéon ha resultado ser tan tolerante que,
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a pesar de lo errdéneo del esquema, nos da un
resultado acertado. No es dificil averiguar de
dénde proviene esa tolerancia, que estid condicio-
nada por las reglas algebraicas de¢ los signos.

iDénde construir el apeadero!
Problema

A 20 km del ferrocarril, cuya linea es recta,
se encuentra el punto poblado B (fig. 21). (Dénde
hay que construir el apeadero C para que en el
viaje de A a B por Ja linea férrea AC, y por la
carretera CB se invierta el menor tiempo posible?
La velocidad por ferrocarril es de 0,8 y por carre-
tera de 0,2 kilémetros por minuto.

Solucidn
Expresemos la distancia 4D (desde A hasta
la base de la perpendicular BD a la horizontal
AD) con la a; y CD, con la z. Iintonces
AC=AD—CD=a—z, y CB=V CD* - BD? =
— V ZF202.
El tiempo empleado por el tren para cubrir el
trayecto AC serd igual a
AC _ a—x
08 08 -
El tiempo necesario para recorrer Ia distancia CB
de la carretera equivale a
cCB V22 20®
0,2 0,2
£l viaje desde A4 hasta B ocupard, en total,
a—zx Vx’—}—.?()s
0.8 0,2
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Esta suma, que expresamos con m, debe ser la
menor.
La ecuacion

P . Vi® 208 _
0.8 T
preséntase asi:
% VELIE a
—0st—osr—=""7%-

Multiplicando por 0,8 tendremos

—x+4 Va:‘»’—{~20‘* =U,8m —a,

Y cuando expresamos 0,8m—a, con la &,
haciendo desaparecer el radical, tendremos la
ecuacion de segundo grado

1522 —2fx + 6 400 — k2 == 1),
de donde
k4 ¥V 1665 —05 000

15

Y como kA = 0,8m—a, al alcanzar m la minima
magnitud sucede lo mismo con la &, y viceversa®.
Mas para que z resulte real es necesario que 16k*
no sea menor que 96 000. Por lo tanto, el valor
minimo para 16k* serda 96 000. Por esa razén,
m serd la magnitud menor cuando

1642 = 96 000,
de donde

k= V 6000,
y por consiguiente

k+0 J Gow ,
= & -z 5,10,

* Debe tenerse en cuenta que k& > 0, por cuanto
0,8m=a—ux-}-4 V22202 >a—z4r=a.
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El apeadero debe consiruirse aproximadamente
a 5 km del punto D cualguiera que
sea la longitud a= AD.

No obstante, es evidente que nuestra solucién
tiene sentido sélo en el caso de z << a, pues al
formular la ecuacién hemos considerado que la
expresion ¢ — & era un valor posilivo.

Siz = a ~ 5,16 no hace falta ningin apeade-
ro y debe llevarse la carretera hasta la estacion.
De manera idéntica hay que operar en los casos
en que la distancia @ sea inferior a 5,16 km;

Esta vez somos nosotros los que hemos obrado
con mayor prudencia que la ecuacion. Si hubiéra-.
mos confiado ciegamente en la ecuacién, habria--
mos tenido que construir el apeadero mds alld
de la eslacién, cosa totalmente absurda: en este
caso x > a, por eso, el tiempo

[r 2l 4
us ?

durante el cual teniamos que viajar en ferroca-
rril, serfa negativo. El caso es aleccionador
y muestra que, al valerse de recursos matemati-
cos hay que mantener una actitud prudente
liacia los resultados obtenidos, recordando siem-
pre que si no se cumplen las condiciones en las
que se fundamenta el empleo del recurso mate-
mético, el resultado puede perder todo sentido.

;iCémo trazar la carretera al embarcaderol
Problema

Desde la ciudad riberefia 4 hay que trasladar
cargamento al punto B, situado a ¢ km maés
abajo, vy a d km de la orilla del rio (fig. 22).
iCémo decbe irazarse la carretera desde B al rio
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para que el transporte de cargas desde A hasta
B resulte lo mas baralo posible, considerando que

el transporte de nna Lonelada-kilometro por rio
cuesta la mitad que por carvetera?

Soluckén

xpresatemos la distancia 4D con Ja z, y la
longitud de la carretera DB con la y. Como
hemos supuesto, la longitud AC = a, y la BC =
= d.

Puesto que el transporte por carretera cuesta
el doble que por rio, la suma

‘T4 2y

debe ser, respondiendo a Jas exigencias del
problema, Ja mdas pequeiia. Expresémosla con
la m. De aqui la ecuacion

z-F 2y = m.

Pero z = a — DC, y DC = V ¥ — d% entonces
la ecuacidén se presenlard asi:

a—V yi—di4-2y=m,
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y, al hacer desaparecer el radical, resulta:
342 —4d (m— @)y 4 (m — a) L 4t = (.

Resolvinos abora la cenacion:

2 LV o —a)= - B

y s (m—a)+ ]—/——-——6——— .

Para que y responda a las condiciones, (m — a)?
no debe ser inferior a 3d2 La magnilud ma4s
pequeiia de (m — a)® os igual a 3d* y entonces

" 2 (i — ) 40 3

i ----ardVS! y= (H‘J 'ﬂ)—| zgd}/-

3 3
sen £ BDC =d:y, es doeir,

son £ BDC, =2 = 4.2/ 3 _
u 3 2

Mas el angulo cuyo seno es igual a % equi-

2
vale a 60°. Esto significa que la carrctera debe
ser trazada formando un dngulo de 60° con el
rio, independiente de la distancia AC.

Aqui vuelve a aparecer la misma particula-
ridad que en el problema anterior. El resultado
tiene sentido s6lo en determinadas condiciones.
Si el punto poblado estd sitvado de tal manera
que la carretera (cuya linea forma un angulo
de 60° con la del rie) pasa por cl lado opuesto
de la ciudad A, enfonces la solucién dada es
inaplicable; en este caso hay que unir directa-
mente el punto B con la ciudad A por carretera
sin emplear en absoluto el rio para el transporte.

iCudndo alcanza el producte su méaximo valor!

Para resolver muchos problemas relacionados
con «el maximo y cl minimo», es decir, para
buscar el valor mayor y el menor de nna magni-
lud variable, puede emplearse un teorema alge-
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braico que éxaniinaremos a continuacion. Veamos
el problema siguiente:

iEn qué dos partes debe dividirse un admero
para qoe su produclo aleance el miximo valor?

Sclucidn

Supongamos que ¢l nimevo dado sea a. Las
partes en gue se divide e son

a [/4

El nimero & indica la diferencia de estas partes
con la mitad de . El producto de ellas es igual a

a 7 al
i e s SRR
(2—!-33)(2 z)== x4,

s evidente que el producto de las partes toma-
das aumeniard en la medida en que disminuya z,
es decir, en la medida en que disminuya la dife-
rencia entre las mismas. El resultado mayor seré
cuando z = (0, es decir, cuando ambas partes
a
':Z' .

Quedamos, pues, en que el nimero debe divi-
dirse por la mi | a d. El producto de dos ntime-
ros, cuya suma sea constante alcanzaria su
méximo valor cuando estos niimeros sean iguales
entre si.

Examinemos este mismo ejemplo con tres
numeros.

(En qué tres parles debe dividirse un nimero
para que su producto alcance el miximo valor?

sean iguales a

Solucién

Para rvesolver este problema nos apoyarcmos
en el anterior.

Tomemos un numero a dividido en tres partes.
Supongamos previamente que ninguna de las
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: a ;
tres partes es igual a . Entre cllas habrd una
a
parte mayor que — (las tres no pueden ser meno-
a . -
res que —). Dicha parte la expresaremos asi:
(5}
Z
B
.- # a
También habra otra parte menor que 3. que
representaremos con

ir

3 =

Los nimeros z e y son positives. La parte tercera
serd indudablemente igual a

a
?—I—y—z.
- a a
Los numeros 5 Vg + x — y representan una

suma igual a la de las dos primeras partes del
ntimero a, pero la difcrencia entre ellas (es decir,
z — y) es menor que la diferencia entre las dos
primeras partes, que cra cquivalente a x -+ y.
Como hemos visto en el problema anterior, el
producto de

afa

7 (3+e—v)

es mayor que el producto de las dos primeras
partes del nimero a.

De esta forma, si las dos primeras partes del

ntmero ¢ son sustituidas por los ntmeros
a a
T Fre=b

dejando la tercera intacta, el producto aumentara.
Supongamos ahora gue una de las partes es

a
— . Entonces las otras dos partes se

ignal a -
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presentaran asi
@ a
§-+z Yy g3

. . 7
8i hacemos que estas dos partes sean iguales a o

.

(cuya suma, por ello, no se altera), voremos que
su producto aumenta, sicndo igual a:

a a a at

3 8 37 a7

Asi pues, si el nimero a se divide en tres
partes desiguales, el producto de éstas serd menor

@ .
que %=, es decir, menor que el producto de tres

faclores iguales que sumen a.

Por el mismo procedimiento puede demos-
trarse este teorema para cuatro factores,
para cine o, cle.

Examinemos ahora un caso méis general.

[Tallese el valor de = y de y para que la expre-
siGn 2”y7 aleance la mayor magnitud si z + y =
== (L,

Solucién

Busquemaos ¢l valor de x mediante el cual
la expresién

2P (a —z)9

alcance su maxima magnitud.

Multipliquemos esta expresién por iR
obtendremos la giguiente:

P (a— )¢

pp g 7

que alcanzard si mAaxima magnitud cuando la
adquiera la expresién inicial,
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Representemos asi a la expresion obtenida

x X x X a—r [ R a—mx
p P P P9 q g
S 7 veees

p veces

La suma de todos los factores sera igual a

ix £ xT a —.1 = r
e e T T
7 p+p+ et = _
r,r-\::‘_cns

P veces
T 3 —x
P ' q_g_.._._)_—_x_.i_a_m:“‘

T T g

es decir, serd uma magnitud copstante.
Si nos basamos en lo demostrado anlerior-

menle (pigs. 194—190) deduciremos que el pro-

ducto
T T E e B—R GRS —E Lo
p P q @ f

alecanza ¢l maximo valor al ser ignales sus faclo-
res, os decir, cnando

o a—ua@

»q

Sabemos gue @ — x = I}
antecedente de la seguunda razon y alterando el

orden de los medios, resultard

sustituyendo el

De esta forma, el produeto de a*y? alcanza
su maximo valor, si la suma 2z -}- y ¢s conslante,
cuando

ziy=p: 4.
Siguiendo semejante razonamiento puede de-

mostrarse que los producios

xiyqzeiv, etc,

199

xPydzT,



llegan a su valor maximo, si las sumas z -4 y -+ z,
z 4+ ¥ + z + t, ete. son constantes, cuando

ziyiz=pig:r, xiytzit=pigir:iu, etc

1Qué suma serd [a menor!

El lector que desec abordar la demostracién
de teoremas algebraicos de valor préactico, puede
demostrar por si mismo el siguiente principio:

1. La suma de dos nimeros, cuyo producto
es constante, alcanza el valor minimo
cuando dichos ntmeros son iguales.

Por ejemplo, para el producto 36:4 4+ 9 =
=13,3 412 =15, 2 18 = 20, 1 + 36 = 37
y, por ultimo, 6 -+ 6 = 12,

2. La suma de varios mimeros, cuyo producto
es invariable, serd la menor cuando las magnitu-
des de los numeros dados sean idénticas.

Por ejemplo, para 216: 3 4 12 + 6 = 21,
2 +184+6=26, 9+ 6 - 4 =19, mientras
gue 6 4+ 6 - 6 = 18.

Mostremos en una serie de ejemplos cémo son
aplicados en la prictica estos teorcmas.

El fronco de mayor volumen
Problemas

De un tronco cilindrico debe sacarse una viga
rectangular del mdximo volumen. jQué forma
ha de temer su seccidn? (fig. 23).

Fig. 23.
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Solucidn

De acuerdo con el teorema de Pitégoras, si
los lados de la seccién rectangular son z e y,
tendremos

28 4yt = d*.

Donde d es el diamelro del tronco. El volumen
de la viga serd el maximo cuando la superficie
de su seccion sea también la mayor, es decir,
cuando zy alcance la mayor magnitud. Mas si xy
tiene su maximo valor, también lo alcanzara 2%y°.
Y como la suma z? 4 y® es constante, el producto
r?y® seri el mayor, como demostramos antes,
cunando

z? = y?, 6 x= g

Por lo tanto, la seccion de la viga debe ser
cuadrada.

Dos parcelas de fierra
Problema

1. ;Qué forma ha de tener una parcela rectan-
gular de un &rea dada, para que la Jongitud
de su cerca sea la menor posible?

2. ¢Qué forma debe tener una parcela rectan-
gular para que, con una longitud fija de su
cercado, tenga aquélla la mayor 4rea posible?

Solucién

1. La forma de la parcela rectangular se deter-
mina por la relacién entre sus lados z e y. El
area de una parcela cuyos lados sean z e y es
igual a zy, y la longitud de la cerca 2z -+ 2y.
Esta Oltima serd la menor si » + y tiene el
menaor valor.
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Si el produclo zy es constante, la suma = + y
es la menor si z = y. Por lo tanlo, ¢l rectiangulo
que buscamos debe ser un cuadrado.

2. Si x e y son los lados de una parcela rectan-
gular, la longitud de su cerca sordi 2z + 2y,
y su area, xy. Este producto es el mayor cuando
lo es también el producto 4zy, o sea, 2z-2y,
este ultimo alcauza sn miximo valor (si Ia suma
de sus faclores 2z - 2y es constante) cuando
2z == 2y, es decir, si la parcela es un cuadrado.

A las propiedades del cuadrado, conocidas por
la geometria podemos agregar una madas: El cua-
drado es, entre los rectingilos, el que con un :rea
dada tienc menor perimetro; y con un perimetro
dado, mayor irea.

La cometa

Problema

Bisguese Iln forma de una cometa con un
seclor circular que teuga la mayor superficie,
partiendo de un perimetro previamente dado.

Solucién

Precisadas las condiciones del problema, debe-
mos hallar la relacién entre la longitud del arco
del sector y su radio que nog dé la mayor super-
ficie posible, sin alterar el perimetro dado.

Si el radio de un sector es z y el arco y. el
perimetro I v la superficic S, se expresaran asi
(Jig. 24).

Fardgiliy: & =%= x (£2 2x) .

La magnitud de S Hega a su maximo valor, con
los valores de x que lo proporcionen también a la
expresion 2x (I — 2x), o sea, el cuddruplo de la
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superficie. Y como la suma 2z + (I — 2z) = ¢
es una magnitud constante, su producto serd ¢l
mayor cuando 2z = [ — 2z, de donde

i
‘rm?i—,
l !
y=1 Yo B

De esta forma, un sector con perimetro dado
tiene la mayor superficie cuando su radio repre-
senta la mitad del arco (es decir, la longitud

Fig., 24.

de su arco es igual a la suma de los radios; o lfa
longitud de la linea curva de su perimelro es
igual a la longitud de* la gquebrada). El dngulo
del sector es apeximadamente de 115°) o sea,
dos radianes. Las cualidades de vuelo de tal
cometa ya os una cuestién ajena a este problenia,
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La construccién de una casa
Problema

IEn el solar de una casa derruida, donde queda
cn pie tan sélo una pared de 12 m de largo, se
proyecta la congiruecion de un nuevo edificio
aprovechando ¢l muro cxistente. La superficie
de Ja nueva casa debe ser de 112 m? Las condi-
ciones econdmicas para la obra son:

1. La reparacion de un metro lineal de pared
vieja equivale al 25% de lo que cuesta levantar
una nueva.

2. El derribo de un metro lineal de la pared
vieja y la conslruceién de una nueva con ladrillo
recobrado alcanza el 50% de lo que costaria
levantarla con material de fdbrica.

En tales condiciones, {como seria mas venta-
joso aprovechar la pared vieja?

Solucién

Supougamos que se conservan z metros de
pared y los demis 12-x se derriban para, con el
material recuperado, levantar una parte de la
pared de Ia futura casa (fig. 25). Si el valor de
cada metro lineal levantado con ladrillo nuevo
es igual a g, la reparacién de z metros de pared
vieja costara ‘%, la edificacién de los 12 — z me-

,  ailz—z)
tros de pared costard ——5—; el resto de la
pared, a [y — (12 — z)l, es decir, a (y + x — 12);
la tercera parte de la pared, ax, y la cuarta, ay.
Todo el trabajo equivaldea a

T f2—a
.EZ.. -f_(_g_-l+a(;;+:n—-12}+m:+:ty=

__a{Tr By)
= QD

1

- B,
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La ditima expresion llegard a su ininima
magnitud cuando la suma 7z -+ 8y alcance sn
valor minimo.

Fig. 25.

Sabemos que el drea de esta casa zy es igual
a 112; por lo tanto,

Tx-8y = 56-112.

Si el producto es constante, la suma 7z 4 8y
tomarda el menor valor cuando

7z = 8y,
de donde

y==-—x.

8
Sustituyendo el valor de y en la ccuacién
ay = 112
tendremos:

-g-xﬂ=112, =V 128 ~ 11.3.

Y siendo la longitud de la antigua pared de
12 m debe desmontarse tan solo 0,7 m de dicha
pared.
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La parcela
Problema

Con el fin de¢ construir nna casa de campo se
precisaba cervear Ja pared destinada a esle fin.
Contabase con material para [ metros lineales
de valla. Ademas, en uno de los lados de la
parcela podia emplearse una cerca construida
con anlerioridad.

En estas condiciones, icémo hubo que cercar
la parcela reclangnlar para abarcar la mayor
superficic posibie?

Solucién

Supoengamos que la longitud de la parcela (segiin
la cerca) es igual a z, y el ancho (es decir, la

B

I I
l;iil'jili.i‘ilillj‘i‘ ®

Fig. 26. “

dimensién de la parcela en la direccion perpendi-
cular a la cerca) equivale a y (fig. 26). En este
caso, para cerear esta parcela fueron precisos
z + 2y metros de cerca, de forma que

4 2y =L
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El drea de la parcela sera

S =ay =y — 2y,
gue aleanzard un valor maxime simnltinecamente
con ¢l valor

2y (I — 2y)
(duplo del drea), produeto de dos factores, siendo 1
constante. PPor eso, para conseguir la mayor area
de la parcela, debe tener lugar la signiente igual-
dad

2y =1 — 29,
de donde
{ i
‘y=T," ;!':l—2y=?_

En otrag palabras: x = 2y, os decir, la longitud
de la parcela debe ser ¢l doble de la anchura,

El canalén de secciéon mixima
Problema

Hemos de doblar en forma de canalén una
lioja rectangular de chapa (fig. 27). Su seccién
debe tener forma de trapecio isdsceles, lo gue
puede conseguirse por diversos procedimientos,
segn se indica en la fig. 28. ;Cual ha de ser la
anchura de los costados y qué angulo deben for-
mar para que la seccién del canalén tenga la
maxima superficie? (fig. 29).

Solucién

Representemos por I la anchura de la hoja;
por z, la de los costados doblades, y por y la
del fondo del canalén. Introduzecamos una medida
mas, la inedgnita z, cuyo valor aparece con toda
claridad en la fig. 30.
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La superficie del trapecio que representa la
seceion del capaléon serd

R A LT SrE ey )

La tarea consiste en determinar cudles han
de ser los valores de z, y, z para que S alcance

Fig. 27.

la mayor magnitud admitiendo que la suma 22-i-y
(anchura de la hoja)} es una constante !. Pasemos
a las transformaciones:

=@+ G+ 2= —3.

S% alecanzard su maxima magnitud cou los
valores de z, ¥ v 2z que la proporcionen larobién
a 382

38? puede presentarse en forma de producto

(v -+ 2) (v + 2) (z + 2) (3z — 32).

La suma de estos factores sera:

y+z~+y+z+ a4+ z+ 3¢ — 3z =
= 2y + 4z = 21,
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es decir, es invariable. Por eso, el ptoducto'de
nuestros cuatro factores llega al maximo cuanéO;
éstos son iguales cenire si, es deeir

y+z=z+z y z+4 z= 3xr — 3z

Por la primera ecuacién sabemos que

y==z

Fig. 29. Fig. 30.

11
y como y + 2z = [, entonces & =y == T
De la segunda ecuacién, resulta

.‘n-l‘-,..I
.

==
=5=

Como el cateto 2z es igual a Ja mitad de la
hipotenusa = (fig. 30), el &ngulo opuesto a este
cateto sera igual a 30° y el dngulo de inclinacién
de los costados equivaldrd a 90° 4+ 30° = 120°.
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En fin, el caualén alcanzari la mayor sec-
cién cuando sus dobleces tengan la forma de

=

3 lados contiguos de un hexégono regular., 7

El embudo de mayor capacidad
Problema

Debemos construir la parte cdnica de un
embudo valiéndonos de un circulo de hojalata.
Para ello se corta un sector en dicho circulo y,
con el resto, se construye el cono (fig. 3I).
:Cuantos grados debe tener el arco del sector que
se ha cortado para que el embudo alcance la
mayor capacidad posible?

Solucién

La longitud del arco de aquella parte que se
aprovecha para ¢l cono se representa con la z
(en unidades lincales). Por lo tanto, la generatriz
serd el radio, R, del circulo de hojalata, y la
circunferencia de la bage sera igual a z. El radio r,
de la base del cono, se determinard en la igualdad

2nr = &,
de donde

z

ot —

"o

La altura del cono, segin el teorema de Pita-
goras, serd

B — i : x3
H=| R _ri= l/m —~

{fig. 81). El volumen de esle cono equivaldrd a

;o3 .".E(__”_gl/.z_ a®
Fomegs il = I # n? *
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Y esta expregion aleanza su mayor valor
simultineamente con la expresién

()Y w=(F)
y con su cuadrado
(=) [#~(=)]
y como
(&)'+ ()=

es un valor constante, el dltimo producto (como
se demuestra en las piginas 195-196) llega a su

Fig. 31.

maximo valor euando x Ltiene una magnitud tal,
que

(%)2:[1?9——(%)2;':2:1,
de donde
() =2 ()"
3 (%n)zzzm y m=%RV§wS.‘[5H.
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El arco z tiene alrededor de 295° y, en conse-
cuencia, el arco del sector cortado equivaldra
aproximadamente a 65 grados.

La iluminacién mas infensa
Problema
¢A qué allura de la mesa debe hallarse la
llama de una vela para que ilumine con la mayor
intensidad a una moneda colocada sobre dicha
mesa?

Sofucién

Puede parecer que para conseguir el objetivo
propuesto deba colocarse la Jlama lo mas baja
posible. Esto es falso. IEn esas condiciones, los

rayos de luz caen muy oblicuos. Mas si se eleva
la vela para que los rayos caigan mds verticales,
el foco de luz ge aleja. Por cso, la iluminacion
mas venlajosa es, sin duda, la que se realiza
desde wna altura media. Denominemos a esla
altura con la letra x (fig. 32). La distancia BC,
que media entre la moneda B y la base € de la
perpendicular que pasa por la llama 4, la designa-
remos con la letra «. Si la claridad de Ja llama
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es i, de acuerdo con las leyes de la dptica, la
luminogidad serda expresada asi:

icos icos
C0sS o S Lot

AR i (}"aﬁ_i_l.\;)?- == 0% f % ?

donde o es el dngulo de caida de los rayos AB.
Y como
X o
cos =08 d= ==
AB Vaitz2 '

ls luminosidad sera
i @ iz
a‘.ﬁ_{_ x2 -'/'az _+_ x2 N

e
.

t

(2% | 2%)

Bsta expresion alcanza su miximo valor
cuando sin variar la z, adquiera también su
mayor magnitud el cuadrado de agquélla

I‘ﬂx'z
T

Omitamos el valor del factor i por su magni-
tud constante y transformemos el resto de la
expresién analizada como sigue:

z2 _ 1 1 a® _

(@253 7 (22 a?)? ( _W)—
1 2 a
= ('m*) (1——,:?:1:3)-
La expresién transformada alcanza su mayor
magnitud cuando la alcanza la expresion

a? 2 a*

(W) (’—*—xs+aa )

por cuanto el factor constante introducido, a*, no
influye en el valor de = con el cual el producto
llega a su mds elevada magnitud.
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Partiendo de gue la suma de las primeras
potencias de estos t'actores

z’-{—a’ +( xs-}-a‘ )=1
es una magnitud constante, se deduce que el
producto examinado alcanza su més alto valor
cnando

at i a2 :
(1) =2
(véanse las pags. 195-196).
Tenemos una ecuacion:
a? = 2z% -}- 222 — 242,

que al resolverla resultara

r= -i;i— =~ 0,71a.

La moneda es iluminada con la mayor inten-
sidad cuando el foco de luz se encuentra a una
altura de 0,71 de la distancia desde la proyeccién
del foco hasta la moneda. El conocimiento de
esta correlacién ayuda a instalar con la mayor
acierto el alumbrado en los lugares de trabajo.



CAPITULC OCTAVO
Progresiones

Lomdoanomlo gl
I% ’IU-E-. 0 B 38-3 ;

La progresién mas anfigua
Problema

El problema de progresiones mas antiguo no es
el de la recompensa al inventor del ajedrez, que
tiene ya mas de dos mil afios, sino otro mucho
més viejo, reparticién del pan, registrado en el
célebre papiro egipcio de Rind. Este papiro,
hallado por Rind a fines del siglo pasado, fue
escrito unos 2 000 afios antes dc nuestra era
y constituye una copia de otra obra matematlica
atin mas remots (que data seguramente del tercer
milenio antes de nuestra era. Enire los problemas
aritméticos, algebraicos y geoméliricos que figu-
van en dicho documento aparece el que trausmiti-
mos en traduccidén libre.

Entre cinco personas sc repartieron cien
medidas de trigo, de tal suerte gue la segunda
recibié mas que la primera tanlo como le corres-
- pondi6 a la tercera méas que a la segunda, a la
cuarta mas que a la tercera y a Ja guinta mas
que a la cuarta. Ademds, las dos primeras obtu-
vieron siote veees menos que las tres restantes.
iCGuanto correspondié a cada una?

Soluwidn
Es evidente que las cantidades de trigo distri-

buidas entre los cinco participantes en el reparto
constituyen una progresién aritmética creciente,
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Supongamos gue el primer miembro sea z, y la
diferencia, y.
En ese caso tendremos:

i Parte de la 1e . . . . =z
» » » 20 . . . . gy
» » » 32, . .. z+42y
» » » 4c ., 213y
» » » 086 . . .. =z|4y

De acuerdo con las premisas del problema

establecemos estas dos ecuaciones:
z4- (&t y) +(z+ 29) + (7 4-3p) + (2 -+ dy) =100,

; 7 [z y)] = (z+ 2y) -+ {x+ 3y) + (= +4y).
Después de su simplificacién, 1a primera eciiacién
sera:

z - 2y = 20,
y la segunda:

11z = 2y.

- Al resolver este sistema resultara

. 2 1
x:ig-, y:—“‘gﬁ_

Por consiguiente, ol trigo debe ser repartido
en las siguientes proporciones:

2 5 1 1
7, 105, 0, 29, 384

1 6! 3-

Algebra en papel cuadriculado

A pesar de que este problema de progresiones
tiene ya 50 siglos de antigiiedad, en la practica
escolar, la progresién aparecié hace relativamente
poco tiempo. Aunque en el manual de Magnitski,
publicado hace doscientos afios y empleado en
Rusia durante medio siglo como texto en las
escuelas, se trata de progresiones, no se dan
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formulas generales que liguen las magnitudes que
figuran en las mismas. Por esa razdn, el propto
autor sale airoso de esos problemas sélo a costa

m
ﬂ%ﬁmﬁﬁﬁ% | el |
MW%mﬁﬁm -
{ gl bonmpeatis bl il

Fig. 34.

de grandes esfuerzos. Y, sin embargo, la férmula
de la suma de los miembros de la progresién
artimética puede deducirse por un medio sencillo
y grifico, empleando para ello el papel cuadri-
culado. En éste, cualquier progresiéon aritmética
puede expresarse con una figura escalonada. Por
ejemplo, la f1gum ABDC, de la fig. 34 representa
la progresion:

2; 5 8 11; 14.

Para determinar la suma de los miembros
completamos el disefio hasta formar el rectingulo
ABGE y obtendremos dos figuras iguales: ABDC
y DGEC. La superficie de cada nna representa
la suma de los miembros de nuestra progresion.
De ahi que la doble suma de los miembros es
ignal a la superficie del rectangulo ABGE, es
decir:

(AC + CE)-AB.
Pero AC -+ CE expresa la suma de los miembros
1° y 5° de la progresién; AB representa ¢l ntmero
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ig. 35.
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de miembros de la progresién, por eso, el duplo
de la suma:

28 = (suma del primero y el Gltimo término) X
~ (nimeros de términos) o

(primer término 4-Gitimo término) X
¥ (nmero de términos}

S= 5

El riego de la hueria
Problema

En una huerta hay 30 caballones; cada- uno
-de ellos tiene 16 m de large y 2,5 m de ancho.
Durante el riego, el hortelano lleva los cubos
de agua desde el pozo situado a 14 metros del
extremo de la huerta (fig. 35) y da la vuelta al
caballén por el surco. El agua que carga cada
vez le sirve para regar un solo caballdn.

(Cuél es la longitud del camino que recorre
el hortelano para regar toda la huerta? El camino
comienza y termina junto al pozo.

Para regar el primer caballén, el hortelano
ha de recorrer un camino igual a

14 < 16 + 2,5 4 16 -} 2,5 =}~ 14 = 65m.

Para regar el segundo recorre

14425+ 16+ 25+ 16 + 2,54 2,5 4 14 =
= 65+ 5 = 70m.

Cada nuevo caballén exige andar 5 metros maés
qgue para ir al anterior. Por ello tendremos la
siguiente progresidn:

65; 70; 75; .. .2 65 - 5.20,

La suma de sus miembros sera

(654 654-29-5) 30
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Para regar toda la huerta, el hortelano necesita
recorrer 4,125 km.

La comida para las gallinas
Problema

Para 31 gallinas se ha preparado una cantidad
de reservas de comida a base de un decalitro
semanal para cada una. Esto se hacia en el
supuesto de que el nimero de gallinas permane-
ciera invariable. Pero, debido a que cada semana
disminufa en una el nimero de aves, la comida
preparada durd doble tiempo del proyectado.

iQué cantidad de comida prepararon como
reserva y para cudnto tiempo fue calculada?

Solucidén

Supongamos que la reserva {ue de z decalitros
de comida para y semanas. Como el alimento
se calculd para 31 gallinas a razdon de 1 decalitro
por cabeza a la semana, resultn gque

x = 31y.
En la primera semana fueron consumidos el
31 DI; en la segunda, 30; en la tercera, 29, y asi

sucesivamente hasta la Gltima semana del plazo
doble, cuando se consumid

(31 — 2y 4+ 1) DI*.

* El congumo de comida fue:

1a gsomana = 31 DI,

2a » = 31 — 1 DI,

da » =31 —2 Dj,

2ya =34 =2y —1) =31 — 2y + 1 DL
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La reserva, por consiguiente, seria de
r=3y =3 —304 29 ... 4 (38 — 2y 1).
La suma de 2y miembros de la progresién,

el primero de la cual es 31, y el dltimo 21 — 2y-}-
+ 1, serd igual a

By Bt 51 ';2”‘“)29 = (63—2y) y.

Y como y no puede ser igual a cero, entonces
tenemos derecho a dividir por y ambos miembros
de la igualdad, con lo que tendremos

M=63—2y 8 y=18

de donde
z = 31y = 498.

Fueron preparados 496 DI de comida para
16 semanas.

Brigada de cavadores
Problema

Un grupo de alumnos de la secundaria se hizo
cargo de construir una zanja en la huerta de la
escuela y para eso formaron una brigada. Si
hubiera trabajado toda la brigada, la zanja habria
sido cavada en 24 horas. Mas el trabajo fue
comenzado por un solo miembro de la brigada.
Poco después se le unié otro y maés tarde un
tercero, al cabo del mismo tiempo se incorpord
un cuarfo, y asi sucesivamente, hasta el @ltimo.
Cuando se hizo el balance del trabajo efectuado,
resulté que el primero habia invertido en el
trabajo 11 veces mds de Liempo que el altimo.

sCnanto trabajé el Gltimo?
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Solucién

Supongamos que el ultimo miembro de la
brigada trabajé z horas; siendo asi, el primero
habri trabajado 11 z horas. Prosigamos. Si el
nimero de miembros de la brigada es y, el nime-
ro global de horas de trabajo se determina como
la suma de y miembros de una progresiéon decre-
ciente, cuyo primer término cs 11z, y el allimo,
z, es decir,

iﬂ.!%.ﬁ&: ﬁzy.

Sabemos tambien que la brigada, compuesta
por y personas, irabajando simultadneamente
hubiera terminade la zanja en 24 horas, lo que
quiere decir que para realizar ese trabajo hacen
falta 24y horas de trabajo. Por tanto

Gy = 24y.

Como ¥ no es igual a 0, la ecuacion puede ser
simplificada por ese faclor, después de lo cual
obtendremos:

Gz=24 y 2 =4,

Por lo tanto, el ultimo miembro de la brigada
trabajé 4 horas.

Hemos contestado a la pregunta del proble-
ma, mas si quisiéramos saber el numero de obre-
ros con que cuenta la hrigada no podriamos deter-
minarlo, aunque en la ecuacion figuraba esie
Gltimo con la y. Para resolver esta cuesiién no
sc cuenta con dalos suficientes.

Las manzanas
Problema

Un hortelano vendié al primero de sus compra-
dores la mitad de las manzanas de su jardin mas

223



media manzana; al segundo, la mitad de las
restantes mdas media; al lercero, la mitad de
cuantas quedaron mds media, ete. El séptimo
comprador adquirié la mitad de las manzanas
que quedaban més media, agotando con ello la
mercancia iCudntas manzanas tenia el jardinero?

Solucién

Si el namero inicial de manzanas era z, el
primer comprador adquirtd

2. 4w
PR

el segundo
1 ( -1 ) I
i

) 2 2 22
el tercero
| z-4-1 £-+1 M z1
'2‘(“‘“ 2 4 )"‘"2‘" 25 1
el séptimo
-}t
-
Tenemos la ecunacidn
-1 z-+1 a-+-1 -1
2 + 22 { 23 + = oo *-T__"‘w

i 1 1
@+ (g+gtet ...+ )=

Hallada la suma de los miembros de la progresion
geométrica comprendida en los paréntesis, resul-
tara:

& 1
—— |, e
x4 an
El hortelano tenia 127 manzanas.

y =211 =127.
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La compra del caballo
Problema

En la aritmética de Magnitski encontramos
un divertido problema que damos a conocer sin
sujetarnos al lenguaje del original:

Cierla persona vendio su caballo por 156 ru-
blos. Mas el comprador se arrepintié de haberlo
adquirido y devolvié el caballo diciendo:

— No me inleresa comprar el caballo por
ese precio, pues no lo merece.

El vendedor le propuso nuevas condiciones:

— Si te parece elevado ese precio, compra
s6lo los clavos de las herraduras y conseguirds
de balde el caballo. En cada herradura hay 6 cla-

< F 1
vos; por el primer elavo me pagas tan sélo o=

de kopek; por el segundao, 55 por el tercero,
1 kopek, clc.

El comprador, deslumbrado por las nuevas
condiciones, en su afan de lener gratis un caballo,
acepté la propuesta, creyendo que tendria que
pagar por los clavos no mis de 10 rublos.

¢Cudl fue el importe de la ecompra?

Solucién
Por los 24 clavos hubo dec pagar:
b ptgaggng L 220 kop.
cuya suma serd igual a

1
aL . D
i P S
2—1 . i i
Es decir, cerca de 42 000 rublos. Lin tales condi-

ciones no da pena entregar el caballo de balde.
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La recompensa del soldado
Problema

De otro antiguo manual ruso de matemaiticas,
que lleva el ampuloso titulo de

Curso complelo de matemdticas puras elaborado
por Efim Voitiajovski, cadete de artilleria y profesor
particular, para usoly proveche de la juveniud y
cuantos se ejercitan en’matemdticas (1799), copio
el siguiente problema.

«Un"soldado veterano recibe como recompensa
1 kopek por la primera herida sufrida; 2, por la
segunda; 4, por la tercera, etc. Cuando se hizo
el recuento, el soldado resulté recompensado con
655 rublos 35 kopeks. Deséase saber el niimero
de heridasy.

Solucidén
Planteamos la ecuacidn
65 535 - 1 ‘—|— 2 -i 22 _l_ 23 _i_ e i "i" 2_\:—1
9]
2x-1.2 1
R o
65 535 = 51 —2%—1,

de donde obtendremos:
65535 =2 y a= 16
resultado que obtenemos facilmente por tanteo.
Con este generoso sistema de recompensa, el
soldado debia ser herido 16 veces, quedando
ademaés vivo, para obtener 655 rublos y 35 kopeks.



CAPITULG NOVEND
La séptima operacién matemética

NUM « »» ERO

La séptima operacién

Hemos recordado que la quinta operacién —ele-
vacién a potencias— tiene dos operaciones inver-
sas. Si

ab = ¢,
la bisqueda de a serd una de las operaciones
inversas: la extraccién de raiz. Para hallar la &
se recurre a la otra: la logaritmacién. Supongo
que el lector conoce las nociones de logaritmos
correspondientes a un curso escolar. Para él no
representard ninguna dificultad encontrar, por
ejemplo, a qué es igual

alog ad,

Es facil comprender que si la base del logarit-
mo a se eleva a la potencia del logaritmo del
namero b se obtendra el nimero b.

Los logaritmos fueron descubicrtos para acele-
rar y simplificar el caleulo. Neper, inventor de
las primeras tablas de logaritmos, refiere asi el
propdsito que le animaba:

«En la medida de mis capacidades, me propo-
nia evitar las dificiles y aburridas operaciones
de cédleulo, cuyo fastidio constituye una pesa-
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dilla para muchos que se dedican al estudio de las
matematicasy.

En efecto, los logaritmos facilitan y aceleran
en grado sumo los cdlculos, sin hablar ya de que
permiten realizar operaciones que serian en extre-
mo complejas si no log aplicaramos (extraccion
de raices de cualquier indice).

Laplace escribi6 con todo fundamento que «con
fa reduceion del trabajo de varios meses de cdleu-
lo a unos pocos dias, el invento de los logarit-
mos parece haber duplicado la vida de los astré-
nomosy. Bl famoso matematico se referia a los
astrénomos por cuanto se ven obligados a hacer
calculos agotadores y de singular complejidad.
Mas sus palabras pueden ser aplicadas con pleno
derecho a todos aquellos que operan con niwmeros.

A nosotros, acostumbrados al empleo de loga-
ritmos y al alivio que proporcionan, nos es difi-
cil comprender el asombro y la admiracion que
ocasiond su aparicién. Briggs, contemporineo de
Neper, célebre mas tarde por su invencion de los
logaritmos decimales, escribié al recibir la obra
de aquél: «Con sus puevos y asombrosos logarit-
mos, Neper, me ha obligado a trabajar intensa-
mente con la cabeza y las manos. Confio verle
este verano, pues jamdas lie leido un libro que
tanto me agradara y asombrara como éste».
Briggs realizé su deseo, dirigiéndose a KEscocia
para visitar al inventor de los logaritmes. Cuando
se encontraron, Briggs le dijo:

«He emprendido este prolongado viaje con
el fin exclusivo de verle a usted y comocer con
ayuda de qué ingenioso procedimiento y de qué
arte se ha valido para concebir ese admirable
recurso para los astrénemos: los logaritmos.
Y, por cierto, que lo que ahora mds me asombra
es que nadie los hallara antes; hasta tal punto
parecen sencillos después de conocerlos».
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Los rivales de los logaritmos

Antes de haberse inventado los logaritmos,
ka necesidad de acelerar las operaciones determind
la aparicion de unas tablas de otro género, median-
te las cuales la multiplicacién se suplia por la
resta y no por la suma. Dichas tablas se basaban
en la identidad:

B (a-0)*  (a-—0)®
4 4 ¥

cuya veracidad es fdcil de comprobar abriendo

los paréntesis.

Disponiendo de cuartos del cuadrado, puede
hallarse el producto de dos sin multiplicarlos.
Basta restar de un cuarto del euadrado de la
suma de estos nimeros el cuarto del cuadrado
de su diferencia. Esas mismas tablas alivian
la elevacién al cuadrado y la extraccion de la
raiz cuadrada. La tabla de cifras inversas simpli-
fica también la division.

La superioridad de estas tablas sobre las de
logaritmos estriba en que gracias a ellas se
obtienen resultados exactos y no aproxi-
mados. Sin embargo ceden ante ellas en lo refe-
rente a muchas propiedades, que practicamente
son de mayor trascendencia. Si las tablas de las
cuartas partes de los cuadrados permiten la
multiplicacién de d os cifrag, los logaritmos,
en cambio, hacen posible encontrar al mismo
tiem po el producto de cuantos factores se
(quieran y, por aifiadidura, la potenciacion de
cualquier grado y puede extraer las raices
de cualquier indice (entero o quebrado).
Los problemas de interés compuesto no pueden
resolverse con las tablas de cuartos del cuadrado.

A pesar de eso siguieron publicindose las
tablas de cuartos del cuadrado adn después de

a
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aparecer las de logaritmos de todas clases. En
1856 se editaron en Francia unas tablas tituladas:

Tabla de los cuadrados de nimeros del I al
1 000 millones, con ayuda de lo cual se' halla el
producto exacto de niimeros mediante un sistema
sencillo en extremo y mds cémodo que el de logarii-
mos. Compuesta por Alejandro Cossar.

Esta idea se les ocurre a muchos que ni sospe-
chan que estd va superada. Se me han dirigido
dos veces inventores de semejantes tablas creyen-
do se trataba de una novedad, enterandose con
asombro que su invencién data de hace tres
siglos.

Otro de los rivales de los logaritmos, aunque
mas joven, son Jas {ablas de cdlculo que figuran
en muchos manuales de consulta técnicos. Se
trata de tablas generales que contienen las siguien-
tes columnas: cuadrados y cubos, raices cuadradas
y cubicas, nlimeros inversos, la longitud de la
circunferencia y la superficie de circulos para
nameros del 2 al 1 000. Estas tablas, a menudo
muy cémodas para una serie de célculos técnicos,
son insuficientes; las de logaritmos tienen una
esfera de aplicacién considerablemente mas ex-
tensa.

Evolucion de las tablas de logaritmos

Hasta hace poco tiempo, en nuestras escuelas
se. empleaban tablas de logaritmos de cinco
cifras. Actualmente se ha pasado a las de cuatro,
por cuanto cubren las necesidades de Jos calculos
técnicos, Mas para la mayoria de las necesidades
practicas son mds ¢ue suficientes las mantisas
de 3 cifras, ya que las mediciones comunes rara-
mente se realizan con mds de tres cifras.

El empleo de mauntisas con poecas cifrag es
bastante reciente. Recuerdo los tiempos en los
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que en nuestras escuelas se empleaban volumi-
nosas tablas de logaritmos de 7 cifras, que fueren
sustituidos por los de 5 gélo después de duro
forcejen. Al aparecer en 1794 las tablas de loga-
ritmos de 7 cifras fueron tachadas de novedad
inadmisible. Las primeras tablas de logaritmos
decimales, confeccionadas por el matemético
inglés Hlenry Briggs, en 1624, tenfan 14 cifras.
Unos afios después Aundrian Vlacq, matemdtico
holandés, redujo sus tablas a 10 cifras.

Como vemos, la evolucién de las tablas co-
rrientes de logaritmos ha sido on sentido restricti-
vo, pasando de las mantisas de cifras numerosas
a otras mas cortas, proceso que no ha terminado
atn en nuestros dias, porque todavia hay quien
no comprende gue la preeision en los cdleulos
no puede superar la exaectitud de las mediciones.

La reduccién de las mantisas acarrea dos
importantes consecuencias practicas; 1) la sen-
sible disminucién del volumen de las tablas y
2) la correspondiente simplificacién de su empleo,
y, per lo tanto, la aceleracion de los célculos
que se efectian con ellas. Las tablas de siete
cifras ocupan cerca de 200 pdginas de gran for-
mato; las de 5, 30 piginas, la mitad de formato
que las anteriores; las de 4 decimales ocupan un
espacio diez veces menor, reduciéndose a dos
paginas cuando se imprimen en formato grande,
y, las de 3 pueden limitarse a una sola pégina.

En cuanto a rapidez en las operaciones, los
caileculos con las tablas de 5 cifras requieren la
tercera parte de tiempo que al operar con las de 7.

Curiosidades logaritmicas

Si lag tablas de 3 6 4 cifras satisfacen comple-
tamente las necesidades logaritmicas de la vida
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prictica y los cilculos Lécnicos, en cambio los
investigadores tedricos se ven obligados a manejar
tablas mayores incluso que las de 14 cifras de
Briggs. En realidad, los logaritmos son, en la
mayoria de los casos, un nimero irracional que
no puede ser expresado exactamente por muchos
guarismos que lo formen: los logaritmos de la
mayoria de los nlmeros, por muchas cifras que
tengan se expresan s6lo aproximadamente, aumen-
tando su oxactitud a medida que se toman mas
cifras para la manlisa. En los célculos cientifi-
cos, hay ocasiones en gue resultan insuficientes
las tablas de 14 cifras*, pero entre los 500 tipos
de tablas logaritmicas, publicadas desde
que éstas fueron inventadas, el investigador
puede cncontrar siempre aquellas que le
satisfacen.

Recordemos, por ejemplo, las tablas de 20 cifras
para nimeros del 2 al 1200, publicadas en
Francia por Callet (1795). Para un grupo de
ndmeros todavia mas limitado hay tablas con
enorme cantidad de cifras, es un verdadero mila-
gro logaritmico cuya exislencia, como he podido
comprobar, era desconocida por muchos mate-
maticos.

He aqui estas tablas gigantes, todas ellas de
logaritmos neperianos™*,

Las tablas de 48 cifras de Woliram, para
nitmeros inferiores a 10 000;

las tablas de 61 cifras, de Sharp;

* Por cierto quoe 1as tablas de logaritmos do 14 cifras,
de Briggs, sélo comprenden del nimero 1 al 20 000 y del
90 000 al 101 GOO.

«* Sa Jlaman neperianns o naturales los logaritmos
que a diferencia de los decimales, cuya base ¢s 10), Lienen
como base el nfimero 2,718 ... a log que nos referiremos
miis adelanie.
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las Lablas de 102 cifras, de Parkhurst, v por
altimo, la ultracuriosidad logaritmica:

las tablas de 260 cifras, de Adams.

Por cierlo que en éstas, tenemos, no unas
tablas, sino los logaritmos naturales de cinco
numeros: 2, 3, 5, 7 y 10, y la reciproca (260 ci-
fras) para transformarlos a decimales. Mas no es
dificil comprender que disponiendo ya de los
logaritmos de estos cinco ndmeros, con una
simple adicién o multiplicacién, se puede obtener
el logaritmo de multitud de ntimeros compuestos:
por ejemplo, el logaritmo de 12 es igual a la
suma de los logaritmos de 2, 2 v 3, etc.

Como curiosidad logaritmica podria haccrse
referencia a la regla de cileulo, «Jogaritmos de
maderay, si no se hubiera transformado, por su
comodidad, en un instrumento de calculo habitual
entre los técnicos, como los d4bacos decimales para
los contables.

Debido a la costumbre ya no asombra ese
instrumento, basado en el principio de los
logaritmos, annque los que lo mancjan pueden
dosconocerlos.

Los logarifmos en escena

El truco mas sorprendente de cuanios han
sido presentados ante el pablico por calculadores
profesionales es, sin duda, el siguiente:

Enterado por las carteleras de que un notable
caleulador se disponia a extraer de memoria las
raices de elevados indices de nimeros muy gran-
des, prepara usted en casa, pacicntemente, la 31¢
potencia de un numero cualgquiera y se dispone
a hacer fracasar al calculista con su gran ndmero
de 35 cifras. IEn e¢] momento oportuno se dirige
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al calculador con las siguientes palabras:

— Eso estd Dbien, jpero pruebe a eoxtraer
la raiz, cuyo indice es 31, del siguiente
nimero de 35 cifras] Tome nota, se las voy
a dictar.

El calculador toma Ja tiza, pero ya antes de
que pronuncie usted la primera cifra, €l ya ha
encontirado el resultado: 13.

El calculador sin saber el niimero, ha extraido
su raiz, siendo, ademas, de grado 31; lo ha hecho
de memoria y, por aiadidura, jcon rapidez de
relampago! ...

Usted se maravilla y descorazona, aunque no
ha sncedido nada extraordinario. El secrelo
reside en qne no exisle mas que un nGmero,
precisamente el 13, que elevado a una potencia
cuyo exponente sea 31, dé un resultado de 35 ci-
fras. Los nmameros menores a 13 dan menos de
35 cifras, y los mayores, més.

iDe donde sabia eso el caleulador? (Cémo
hallé la cifra 13? Se sirvié de los logaritmos, de
logaritmos con d os cifras de mantisa, que
recuerda de memoria, para los primeros 15 6
20 numeros. Aprendérselos no es tan dificil
como parece, sobre todo si se tiene en cuenta que
el logaritmo de un nGmero compuesto es igual
a la suma de los logaritmos de sus factores primos.
Recordando bien los logaritmos de 2, 3 y 7* se
conocen ya los logaritmos correspondientes a los
10 primeros mumeros; para saber los de la 2¢ de-
cena (del 10 al 20) hay que acordarse de los loga-
ritmos de otros cuatro numeros.

A cualquier calculador profesional e es facil
conservar en la memoria la siguiente tabla de

* Recordemos que log H = log }—Q = 1 — log 2.
2
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logaritmos de dos cilras:

Cifras Log. Cifros 1,04,
2 0,30 13 1,04

3 0,48 12 1,08

4 0,60 13 1.11

5 0,70 14 1,45

6 0,78 15 1,18

7 0,85 16 1,20

8 0,90 A7 1,23

9 0,95 18 1,26
1% 1,28

El truco matematico que los ha llenado de
asombro consiste en lo siguniente:

log *Y/ (35 cifras) = ﬂﬂ__

El logaritmo buscado puede encontrarse entre
34 34,99 .
s (P LR 1 1,13.
31 v 37 o entre 4,09 ¥ 1,13

En este intervalo s0lo se encuentra el logarii-
mo de un ntamero entero 1,11, que es el logaritmo
de 13. De esa manera es como se halla el resultado
que los ha dejado perplejos. Clare que para hacer
todo esto mental y rapidamente hay que dispo-
ner del ingenio y la destreza de un profesional,
pero en esencia, la cuestién es bastante sencilla.
Cualquiera puede realizar {rucos andlogos, si
no de memoria, al menos, por escrilo.

Supongamos que le propounen resolver el
siguienic problema: extraer la raiz de indice 64
de un numero de 20 cifras.

Sin indagar de gué ntmervo se (rata puede
usted ofrecer el resultado: la vaiz es igual a 2.

En efecto

18 o

84 oo
tog p (20 cifras)= A
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por lo tanto debe estar comprendido entre

19,99

64
para numero entero no puede ser mas que uNo:
0,30..., o sea, el logaritmo del numero 2.

Usted podria desconcertar definitivamente al
que le planteara el problema, anticipadndole el
namero que él se disponia a dictarle: el famoso
numero del «ajedrezy

288 = {8 448 744 073 709 551 616,

19
A
, ¢s deeir, entre 0,29 y 0,32. Tal logaritmo

Los logaritmos en el corral

Problema

La llamada racion alimenticia de «sostén,
(es decir, el alimento minimo gue cubre exclusi-
vamente las calorias, que consume el funciona-
miento de los 6rganos internos, el restablecimiento
de las celulas que perecen, etc.)* es proporcional
a la superficie externa del cuerpo animal. Cono-
ciendo esto hallar las calorias necesariags para la
racién alimenticia de sostén de un buey que
pesa 420 kg. Se sabe que en esas condiciones, un
buey que pesa 360 kg necesita 13 500 calorias.

Solucidén

Para resolver esle problema prictico™ de la
esfera de la ganaderia, ademéas de recurrir al
dlgebra debe utilizarse la geometrfa. De acuerdo
con las condiciones del problema, las calorias
buscadas (z) son proporcionales a la superficie

* A diferencia de la racién de produccidén, es decir,
el alimento destinado a la produceidn panadera, debido al
cual se muntiene el ganado.
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externa (s5) del cuerpo del animal, es decir,

T .
13 500 o 39

donde s, es la superficie externa del buey, que
pesa 630 kg. La geometria ensefia que las super-
ficies (s) de cuerpos semejantes son proporcionales
al cuadrado de sus medidas lineales (), y los
voldmenes (y, por consiguiente, el peso) son
proporcionales al cubo de las medidas lineales.
Por eso

s 18 420 B

——

sg B B30 1§

¥ 420
i{rm T

!
0 Eed, T:
i

de donde
xz V‘ﬁﬁ_i/ 520\2_ 8 /ST 22
13500 $Gaoe (W) =V (T) .

2 P
2 =13500 l/'%"

Empleando las tablas de logarilmos se encuen-
tra que:

r = 10 300.
El buey necesita 10 300 calorias.

Los logaritmos en la musica

A los misicos raramente les atraen las male-
maticas. Aunque en su mayoria, sienten respeto
por esa ciencia, prefieren mauntenerse alejados de
ella. Sin embargo, los musicos, incluso los que
como el Salleri de Pushkin menosprecian el al-
gebra en la armonia, se las tienen que ver con
las mateméticas méas a menudo de lo que ellos
mismos suponen y, por afiadidura, con cosas tan
terribles como los logaritmos.
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A este propodsilo me permito transcribir cl
fragmente de un articulo de wuuestro difunto
profesor de [isica, A. Eihenvald¥.

«A mi compaiiero de gimnasio le gustaba
locar el piano, pero no le agradaban las matemé-
ticas; incluso maunifestaba en tono despectivo que
la musica y las malematlicas no tienen nada de
comin: «ks cierto que Pitagoras hallé ciertas
correlaciones c¢ntre las vibraciones del sonido;
pero precisamenfe Ia gama de Pitdgoras resulid
inaplicable para nuesira misica».

Imaginense lo desagradable de la sorpresa de
mi compafiero al demostrarle que al tocar sobre
las teclas del piano moderno, se toca, hablando
con rigor, sobre logaritmos... Efectivamente: los
llamados «grados» de tonalidad de la escala cro-
matica no son equidistantes ni por el nimero de
vibraciones ni por la longitud de las ondas de los
sonidos respectivos, sino que representan los
logaritmos de estas magnitudes. La base
de eslos logaritinos es 2, y no 10, como se admite
en otros casos.

Supongamos que la nota do de la octava mas
baja —la represeniamos con el cero— estd
determinada por r vibraciones por segundo. En
este caso, el do de la primera octava producird
al segundo 2n vibraciones; el do de la m octava
producird n-2™ vibraciones, etc. Expresemos
todas las notas de la escala cromatica del piano
con los nlmeros p, tomando el do de cada octava
como noia cero; entonces, la nota sol serd la
nota 7%, el la, la 9%, elc.; la 12°% serd de nuevo
el do, aunque de una octava mias alta. Y como
en la escala cromética, cada nota siguiente tiene

* Fue publicado en el Calendario astronémice rusoe
de 1919 bajo el titulo dc Acerce de las pequesias y grandes
distancias.
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i,yQ méas vibraciones que la antevior, entonces
el numero de éstas de cualquier tono puede ser
expresado con la férmula

_f\c'—pmz e 2m (l%/ﬁ)p
Aplicando los logarilmos a esta férmula,
obtendremos:

log 2
12

log Nppe==logn4-miog2-|-p

log N pm==log n -+ (m—l—v’%—) log 2,

al tomar el numero dc vibracienes del do mis
bajo como unidad (» = 1) y pasando los logarit-
mos al sistema de base 2 (o simplemente tomando
log 2 = 1), tenemos:

De agui vemos que los nimeros de teclas del
piano constituyen logaritmos de la cantidad de
vibraciones de cada uno de los sonidos corres-
pondientes*. Podemos incluso decir que el nimero
de la octava forma la caracteristica,
y ol nimero del sonido en la octava dada** es
la mantisa de este logaritmo».

Por ejemplo, en el tono sel de la tercera octa-

p 2 iy o o .
va, es decir, en el nimero 3 + 5 (~3,583), el
nimero 3 es la caracteristica del logaritmo del
namero de vibraciones de este tono y T?E’. (=~0,583),

la mantisa del mismo logaritmo de base 2; por
consiguiente el nimero de vibraciones es 28,583

* Multiplicados por 12.
** Dividido por 5
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o sea, es 11,98 veces mayor que el mimero de
vibraciones del tono do de la primera oetava.

Las estrellas, el ruido y los logaritmos

Este titulo, que trata de cosas a primera vista
tan heterogéneas, no parece ser el més indicado
para una parodia de las obras de Kuzma Prut-
kov*, mas, en realidad, se ocupa de las eslrellas
y del ruido en estrecha conexién con los logarit-
mos.

El ruido y las estrellas aparecen aqui juntos
porque tanto la intensidad del sonido como la
luminosidad de las estrellas se caleulan de la
misma manera: mediante la escala logaritmica.

Los astronomos dividen las eslrellas, segin
el grado de Iuminosidad visible, en astros de
primera magnitud, de segunda, tercera, etc. Las
magnitudes consecutivas de las estrellas son
representadas como miembros de una progresién
aritmética. Mas la luminosidad fisica de las
estrellas varia de acuerdo con otra ley, la lumi-
nosidad objetiva constituye una progresién geo-
métrica, con una razén igual a 2,5. Is facil com-
prender que la «magnitud» de una estrella no es
otra cosa que el logaritmo de su luminosidad
fisica. Por ejemplo, una estrella de tercera es
2,5%! (es decir, (5,25) veces mis luminosa que una
estrella de primera magnitud. En pocas palabras:
al establecer la luminosidad visible de una estre-
lla, el astrénomo opera con las tablas de loga-
ritmos de base 2,5. No me detengo con mas deta-
lle en estas interesantes correlaciones por cuanto

* Kuzma Prutkov es cl nombre de un imaginario
gutor de ingenioscs aforistnos. El seadénimo corresponde
1 los escritores rusos hermanos Zhemchiizhaikov y a
A, Tolstoi.
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en otro de mis libros, Astronomia Recreativa, se
dedican a ello suficientes paginas.

De la misma forma se calcula intensidad del
sonido. La influencia nociva de los ruidos indus-
triales en la salud del obrero y en su productividad
incité a elaborar un método para precisar exacta-
mente la intensidad numérica del ruido. La uni-
dad de esa intensidad es el el (practicamente se
emplea el decibel, décima parte del bel). Los
siguientes escalones de sonoridad: 1 bel, 2 beles,
etc., (en la prictica, 10 decibeles, 20 decibeles,
ete.), constituyen para nuesgtro oido una progre-
si6n aritmética. La «fuerza» fisica de estos sonidos
(energia, méas exactamente) constituye una pro-
gresion geométrica cuya razén es 10. A la dife-
rencia de intensidad de un bel corresponde la
relacién de fuerza de sonido 10. Por lo tanto, la
intensidad del sonido expresada en bheles sera
igual al logaritmo decimal de su intensidad
fisica.

Esto aparecera mas claro si examinamos algu-
nos ejemplos.

El tenue rumor de las hojas se considera como
de 1 bel; la conversacién en voz alta, 6,5 beles;
el rugido del le6n, 8,7 beles. De aqui se deduce
que, por la fuerza del sonido, la conversacién
supera al susurro de las hojas en

10%:5-1 — 105:5 =316 000 veces.

El rugido del leén es superior a la conversacién
en voz alta en

10%: 78,5 = 1022 =158 veces.

El ruido cuya intensidad es superior a 8 beles
se considera perjudicial para el organismo huma-
no. Este margen es rebasado en muchas fabricas,
donde se producen ruidos de 10 beles y més;
el golpe de martillo sobre laminas de acero
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ocasiona un ruido de 11 beles. Estos ruidos son
100 y 1 000 veces mas fuertes que la norma permi-
tida y de 10 a 100 veces mas intensos que los mas
estrepitosos de las cataratas del Nidgara (9 beles).

:Es forluito que al calcular la luminosidad
visible de las estrellas y al medir la intensidad
del sonido nos refiramos a la dependencia loga-
ritmica existente ontre la magnitud de las sensa-
ciones y la irritacion que éstas ocasionan?

No. Tanto lo uno como lo otro son efectos de
una misma ley (llamada «ley psicofisica de
Fechner») que dice asi: la magnitud de la sensa-
cién es proporcional al logaritmo de la intensidad
de irritacion.

Vemos, pues, cémo los logaritmos van inva-
diendo el campo de la psicologia.

Los logaritmos y el alumbrado eléctrico
Problema

La causa de que las lamparas de gas (con
frecuencia se les llama erréneamente « de medio
vatio») alumbren méas que las de vacio, aun
teniendo filamento metalico de]l mismo material,
consiste en la diferente temperatura del fila-
mento. Segiin una regla de fisica, la cantidad
general de luz proyectada con la incandescencia
blanca aumenta en proporcidon a la potencia de
exponente 12 de la temperatura absoluta. En
consecuencia hagamos el siguiente cdlculo: deter-
minar cuantas veces una lampara, «de medio
vatio», ‘cuya temperatura de filamento es de
2 500° por la escala absoluta (a partir de —273°)
‘despide mds luz que otra de vacio, cuyo [lila-
‘mento*llega hasta 2 200° de temperatura.
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Solucidn

Representando con la z la relacién buscada,
tenemos la siguiente ecuacidn:

42500 \12 /25412

=(mw) =(=)"
de donde

iog = = 12 (log 25 — log 22); z == 4,8.

La lampara de gas despide 4,6 veces més luz
que la de vacio. De ahi que si esta Gltima equi-
vale a 50 bujias, la primera, en las mismas condi-
ciones, produce 230 bujias.

Hagamos otro calculo: ¢Cudl sera la elevacién
de temperatura absoluta (en tanio por ciento)
necesaria para duplicar la luminosidad de

la ldmpara?
Selucién
Planteemos la ecuacién:

(1) =

de donde

z y_ log2 i
1°g(1+_1'66-)_'_1§_ y z=0%.

Veamos ahora en qué proporcién (en tanto
por ciento) aumentard la luminosidad de una
ldmpara si la temperatura absoluta de su fila-
mento so eleva en el 1%.

Solucién

Si resolvemos la ecuacién por medio de loga-
ritmos, tendremos:

z = 1,018,
de donde
z == 1,13.

243



I.a luminosidad crece en el 13%.

Al calcular la elevaciéon de la temperatura
en el 2% veremos que of aumentio de la lumino-
sidad es del 27%, y con una elevacién de tempe-
ratura en un 3%, aumentarid la luminosidad en
el 43%.

Esto explica por qué la industria de ldmparas
eléctricas se preocupa tanto de la elevacién de
la temperatura del filamento, siéndole de gran
valor cada grado que logra superar.

Legados a largo plazo

¢Quién no ha oido hablar del consabido
nimero de granos de trigo que, segin las leyendas,
pidié como rccompensa el inventor del ajedrez?
Esta cantidad se forma duplicando sucesiva-
mente cada uno de los nimeros obtenidos; para
el primer escaque del tablero, el inventor pidié
un grano; para el segundo, dos; etc. A cada uno
de los escaques le corresponde el doble que al
anterior, hasta llegar al 64 escaque.

Mas crecimiento tan vertiginoso se da, no sélo
duplicando sin cesar la cifra anterior, sino con
una norma de crecimiento notablemente més
moderada. Un capital que produce el 5% anual
a interés compuesto, aumenta cada afio 1,05 veces.
Parece éste un crecimiento de poca consideracién,
mas al cabo de cierto tiempo el capital llega
a alcanzar grandes proporciones. Esto explica
que después de trauscurridos muchos afios de ser
legada una herencia crezca de forma insélita.
Parece extrafio que dejando el finado una suma
harto modesta se convierta ésta en un enorme
capital. Es bien conocido el testamento de Frank-
lin, famoso estadista norteamericano. Fue publi-
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cado en Recopilacién de diversas obras de Benjamin
Franklin. He aqui un fragmento de é€l:

«Dono mil libras esterlinas a los habitantes
de Boston. Si las aceptan, estas mil libras, deben
ser administradas por los vecinos méas distinguidos
de la ciudad, que las concederin en préstamo
al 5%, a los artesanos jovenes*, Al cabq de cien
afios esta suma se elevard a 131 000 libras ester-
linas. Deseo que entonces sean empleadas, 100 000
librag en la coostruccién de edificios publicos,
y las 31 000 restantes concedidas en crédito por
un plazo de 100 afios. Al cabo de este tiempo la
suma habra llegado a 4 061 000 libras esterlinas,
de las cuales 1 060 000 dejo a disposicién de los
vecinos de Bostén y 3 000 000, al municipio de
Massachusettes. En lo sucesivo no me atrevo
a seguir extendiéndome con m4is disposicionesy.

Franklin,] que dejé una herencia de 1 000 li-
bras, distribuyé millones de cllas. Y no se trata
de ningGn malentendido. El} calculo matematico
confirma que las disposiciones del testador son
ciertas. Las 1000 libras aumentaron cada afio
en 1,05 veces v, al cabo de 100 afios se convirtie-
ro en

z = 1 000.1,05%90 libras.

Esta expresion puede calecularse mediante los
logaritmos:

log z = log 1 000 +- 100 log 1,05 = 5,11893,
de donde '
z = 131 000

de acuerdo con el testamento. En el segundo siglo
las 31 000 llegaran a

y = 31 000-1,050,

* Por entonces no habia en América institucionss de
crédito.
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de donde, al aplicar los logaritmos resultara:
¥y = 4076 500

suma- que se diferencia muy poco de la sefialada
en el testamento.

Dejemos a juicio del lector la solucién del
siguiente problema, que aparece en la obra Los
seriores Golovliov, de Saltikov-Schedrin:

«Porfiri . Vladimirovich estd en su despacho
escribiendo cantidades en hojas de papel. Trata
de saber cuanto dinero tendria si los cien rublos
que le regalé su abuelo al nacer, en lugar de ser
gastados por su madre, hubieran sido depositados
en la caja de Ahorros. Sin embargo, el resultado
no es muy elevado: ochocientos rublos».

Si suponemos que Porfiri tiene a la sazén
50 afios y, admitiendo que hubiera hecho bien
el calculo (poco probable, pues sin duda alguna
desconocia los logaritmos, por lo que no podria
resolver problemas de interés compuesto) hay
que establecer qué tanto por ciento concedia en
aquellos tiempos la Caja de Ahorros.

Interés continuo

En las Cajas de Ahorro, el interés del capital
se suma al depdsito. Si la adicion se hace con
mas frecuencia, el capiltal crece méis de prisa por
cuanto forma el rédito una suma mayor. Tomemos
un sencillo ejemplo puramente teérico. Admita-
mos que se depositan 100 rublos en la Caja de
Ahorros al 100% anual, Si se acumula el interés
al depdsito, al eabo del afio sumaran 200 rublos.
Veamos ahora qué ocurre si el porcentaje se va
sumando al capital inicial cada medio afio. Al
finalizar el primer semestre llegari a

100 rublos-1,5 = 150 rublos.

246



Al segundo semestre:
150 rublog.1,5 = 225 rublos,

Si la adicion se realiza cada 1/3 de aiio, serdn:

100 rublos (1.1?)3 ~ 237 rublos 03 kopeks.

Hagamos mas frecuentes los plazos de acumu-
lacién del rédito al capital depositado: a 0,1
de afio; 0,01 de afio; 0,001 de aflo, etc., y vere-
mog que los 100 rublos, al cabo del afio se trans-
forman en

160 rublos-1,110 ~ 259 rublos 37 kopeks
100 » 1,043 = 270 » 48 kopeks
100 » -1,00110000 = 274 » 69 kopeks

l.as matemd&ticas superiores demuestran que
reduciendo indefinidamente los plazos de acumu-
lacién del rédito devengado al depdsito, éste no
crece infinitamente, sino que se aproxima a un
cierto limite, que equivale més o menos* a 271
rublos 83 kopeks.

Un capital depositado al 100% no puede cre-
cer en un ano mas alld de 2,7183 veces, aunque
fucra acumulindose el interés al capital cada
segundo.

El niimero “e”

L1 2.718... obtenido, numero que desempena
en las matemdéticas superiores un papel trascen-
dental (quizas tan importante como el famoso )
tiene un signo especial de expresiéon: la e. Es un
namero irracional que no puede ser expresado
con ninguna cifra exacta**, pero sec calcula con

* Towmando los kopeks por aproximacién.

** Ademds, lo mismo gue ¢l numero n, es trascen~
dente, es decir, no puede ser obtenido como resultado de
la solucién de ningupa ecuacidén algebraica con coefi-
cientes enteros.
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la aproximacién deseada, mediante Ia siguiente
serie:
1.1 1 1 1
Myt +tiestrasstresest - -
Por el ejemplo de capitalizacién expuesto
puede verse que el nimero e es el limite de la
expresion '

(1+)"

para un incremconto ilimitado de n.

Por numerosas razones, que no procede expli-
car aqui, es de suma conveniencia tomar el nd-
mero ¢ como base del sistema de logaritmos.
Tales tablas (de «logaritmos naturales») existen
y se aplican en gran escala en la ciencia y la
técnica. Aquellas grandes tablas de 48, 61, 102
y 260 cifras, a las que nos hemos referido mis
arriba, tienen precisamente como base el nitme-
ro e.

Con frecuencia el nimero e aparece alli donde
menos se sospecha. Supongamos, por ejemplo,

el siguiente problema:
iEn qué partes debe dividirse el numero a

para que el producto de todas ellas sea el mayor?

Ya sabemos que cuando la suma de factores
es invariable, su producto serd el mayor cuando
los factores sean iguales entre si. Pero, gen
cufintas partes hay que dividir a? ¢En dos, en
tres, en diez? L.as matematicas superiores ensefian
que se obtiene el producto mayor cuando los
factores adquieren valores lo mas cercanos posi-
bles al del nimero e. Por ejemplo: 10 debe dividirse
en tal cantidad de partes iguales que cada una
de ellas se aproxime cuanto pueda a 2,718...
Para ello hay que enconirar el cocienle

10
2,718 ...

=2,678 ...
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Mas, como no es posible dividir en 3,678...
partes iguales hay que hacerlo por la cifra entera
mas préxima, por 4, y obtendremos el producto
mayor de los sumandos de 10, si éstos son iguales

10 i
a 7, es decir, 2,5.
Quiere decirse que:

(2,5)* = 39,0625

es el producto mayor que puede obtenerse multi-
plicando los sumandos iguales del nidmero 10.
En efecto, dividiendo 10 en 3 6 en 5 partesiguales,
los productos de éstas son menores:

()=

10 %
(?) =32.

Para conseguir el producto mayor de las
partes iguales del nimero 20, éste debe dividirse
en 7 partes, puesto que

20 :2,718... = 7,36 =~ 7.

Para obtener el producto mayor de las parles
iguales del ntimero 50, éste debe dividirse en
18 partes, y 100, en 37, puesto que

50 : 2,718... = 18,4,

100 : 2,718... = 36,8.

El nfimero ¢ desempefia un enorme papel en
las matematicas, la fisica, la astronomia y en
otras eiencias. Veamos algunas de las cuestionss
para cuyo andlisis matemitico hay que valerse
de este nimero (la cantidad de tales cuestiones
podria ampliarse indefinidamente):

la férmula barométrica (la disminucién de la
presién con la altura):

la férmula de Euler;

la ley del enfriamiento de los cuerpos;
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la desintegracion radiactiva v la edad de la
Tierra;

las oscilaciones libres del péndulo;

la formula de Tsiolkovski para la velocidad
del cohete; '

los fenomenos oscilatorios en un circuito
radiofénico;

¢l erecimiento de las células.

Comedia logaritmica
Problema

Como complemento a las comedias matemati-
cas, que el lector tuvo ocasion de conocer en el
capitulo V, presentamos un caso mas del mismo
género: la  «dlemostraciony de la  desigualdad
2 > 3. Bsta vez interviene la logaritmacién. La
«omediar» empieza con la desigualdad

1 1

T

que es completamente cierta. Después siguen las
transformaciones

132 33
(z)">(z)"
gque tampoco inspira desconfianza. A un nimero

mayor le corresponde un logarilme también
mayor; por lo tanto

=9 lngm(%) > 3loge (—21-) :

Después de dividir ambos miembros de Ia desi-
gualdad por log,, (-1)—} , tenemos 2 > 3. ;Dénde
cstd el error de esta demostracidén?
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M Solucién
El error reside en que al simplificar por
logy, (%) el signo >> no fue sustituido por <
entre tanto, era necesario hacerlo, por cuanto
log,, ( 4 )es un nimero negativo. [Si no se hu-
bieran ap]mado Ios logaritmos vulgares, sino
otros menores que ( ) el logq (—;——) hubiera sido

positivo, aunque entonces no habriamos pedido
afirmar que a un niimero mayor corresponde un
logaritmo también mayor.}

Expresar cualquier nimero tan sélo
con tres doses

Problema

Terminemos el libro con uu ingenioso rom-
pecabozas algebraico que distrajo a los delegados
de un congreso fisico celebrado en Odesa. Propo-
nemos cl siguiente problema: expresar cualquier
nimereo, enlero y positivo, mediante tres doses
y signos matemadticos.

¥ Solucién

Mostremos en un ejemplo la solucion de este
problema. Supongamos que el mimero dado es
el 3. En este caso el problema se resuelve asi:

3= -—lngz h)ggl/— |'( Vrz‘

Es facil convencerse de la veracidad de tal
igualdad.
En efecto:

Vv 7——1(2“3)”21““—2 g™

logs22~ = 2-%, —logy2-3=-8.
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Si el nliimero dado fuera 5, resolveriamos el
problema por los mismos procedimientos:

5= —log, log; 1/1/]/1/75

Se tiene presente que siendo la raiz cuadrada,
se omite el indice de la misma.

La solucién gencral del problema es como
sigue: si el nimero dado es &, entonces

N= ——lﬂgglﬂgz ]/V- e Vﬁ.

N veces

Ademas, el nimero de radicales es igual al
nimero de unidades del nimero dado.
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Loyes del mundo atémico

Vitali Ridaik, candidato a Doctor en Ciencias Fisico-
matemilicas, £s ¢! autor de este libro. Ridnik tiene pu-
blicados mids de 50 trabajos cientificos; en la actualidad
3¢ ocupa del ecsludio de la fisica del estado sélido. A ¢l
Ie pertenecen varios trabajos de divulgacion cientifica,
como son: “En el mundo de objetos simples” (1960),
“"El cuariv esltado doe Ja materia” (1962) y “Desde Ia
manzanilla hasta el antimunde™ (1971). Colabora tam-
bién e¢n diferontes revistas de divulgacién cientifica.

El libro que ofrecomnos al lector es la reedicién corre-
gida y aclualizada de su trabajo "“¢Qué es lu Imecanica
cudntica?” aparecido hace Lliempo y traducido a wvarios
idiomuas.

A principios del siglo XX la fisica penetré en el asom-
broso mundo de lo invisible, el mundo atémico; nuclear
y de las parlicuius clomentales. Simultaneamente surgié
una teoria que durante mds de 70 afios ha servido de
guia cn este campo a los [isicos, la mecdnica cuintica,
El aspecto del munde invisible se diferencia notoria-
mente del mundo al que estammos acostumbrados. En ol
mundo nuevo dejan de ser vilidas las leyes, las parti-
culas pierden sus dimensiones y adquieren fas propie-
dades do ondas. A su vez estas Gltimas empiezan & pare-
cerse a las particulas, Lous electrones y ofras particulas
del micromundo pueden ser capaces de atravesar las
bharreras inaccesihles o desaparecer quedando en su lugar
los ¢uantos.

Todos estos fondémenos los supo explicar brillantemente
la mecdnica cudnlica, a cuyo surgimiento y desarrollo
esta dedicada esta obra. El autor nos habla sobre los



principios fundamentales de la mecdnica cudntica. Bl
lector pedrd saber c¢o6mo fueron descubiertos los secre-
tos do la estructura de les dtomos, moléculas, nicleos
atémiicos ¥ cdmo osta ciencia va rosolviendo el problema
referente a la propiedad mds fundamental de la materia,
la de la interacci6n de las particulas enfre la ateria
v ¢l campo,

Iista obra esti deslinada al amplio circulo de lectores
que se dntercsan por los ¢xilos de la figica moderna. Se
recomienda como libro de consulla para los estudiantes
de facultades de Fisica de los contros de ensofanza

superior,



El nombre de Yakov Pereiman es ampliame nte,
conoclido en todo el mundo. De 8u pluma han salido
muchas obras| de |[divulgacién cientifica como: *‘Fisica
Recreativa”, ‘“Matematicas Recreativas", "*Astronomia
Recreativa’ “Algebra Recreativa', '‘Geometria
Recreativa” y muchas otras. Perelman ya no vive.
Fallecié en 1942, durante el bloqua> da Leningrado.
Pero los libros escritos por ¢l siguen siendo
reeditados y traducidns a distintas lenguas extranjeras.



