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PREFACIO

Este libro es nun manual de Algebra lineal para los estudiantes
de los Imstitutos Politécnicos y de las Facultades de Ciencias
Naturales de las Universidades. Serd también til para el lector
que desee, de un modo individual, estudiar los conceptos principa-
les del Algebra lineal en una fuente que no requiere conocimientos
previos de las Mateméticas superiores. S6lo se supone que el lector,
ademds del curso elemental de Matemdticas, est4 familiarizado con
los elementos de la Geometria analitica. Los conceptos del Anélisis
matemético que se emplean en el libro (la derivada y la integral)
solo aparecen en ejemplos que pueden ser omitidos en la lectura sin
perjuicio para la comprensién del material.

El capitulo I es de caricter introductorio; contiene todos los
elementos de la teoria de determinantes y de la teoria de sistemas de
ecuaciones lineales necesarios en lo sucesivo. Los capitulos del 1I
al VIson los prmc1pales exponen un curso breve del Algebra lineal
propiamente dicha.

Los cuatro tltimos capitulos no se refieren, realmente, al
Algebra lineal, pero sus resultados se basan en el material anterior
(«... y algunas de sus aplicaciones»). Estos capitulos son indepen-
dientes y pueden ser leidos en cualquier orden (véase el esquema
de dependencia de los capitulos).

El capitulo VII est4 dedicado a la teorfa general de curvas y de
superficies de segundo grado. Completa y profundiza la parte
correspondiente del curso de Geometrfa apalitica sin pretender a
sustituirla.

Poco comiin para un manual de Algebra lineal, el capftolo
VIII, dedicado a la teoria especial de la relatividad, ha sido inspi-
rado, en gran medida, por el curso que P. K. Rashevski dict6 en la
Universidad de Moscii en 1940, Este capitulo puede ser omitido al
estudiar el Algebra lineal, pero la experiencia muestra que despierta
generalmente gran interés en los oyentes.
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El capitulo IX est4 dedicado a los conceptos principales del
Algebra tensorial. Tiene més bien caricter de resumen y puede servir
de introduccién a exposiciones mds detalladas sobre el mismo tema.

Eliltimo capitulo contiene solamente las nociones més generales
de la teoria de grupos, cuyo conocimiento es hoy dia indispensable
no sélo para el matemdtico, sino también para el ingeniero. Sin
embargo, la teoria de grupos no es, ni mucho menos, una parte del
Algebra lineal; por lo tanto, para estudiarla con cierto detalle, el
lector debe recurrir a la literatura especial.

El presente libro equivale, por su contenido, al curso algo
ampliado que la autora dictd varias veces en la Seccién de Quimica
Fisica de la Facultad de Quimica de la Universidad de Mosci.

L. I. Goloving
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CAPITULO |

DETERMINANTES Y SISTEMAS DE ECUACICNES LINEALES

Este capitulo contiene el material auxiliar relacionado con la
soluci6n de sistemas de ecuaciones lineales (es decir, de ecuaciones
de primer grado). Para el estudio de estos sistemas se introduce el
importante concepto de determinante. Los resultados de este
capitulo, que tienen interés tanto por si: mismos como por sus
aplicaciones en la Geometria analitica, son indispensables para la
comprensién de los capftulos sucesivos del libro.

§ 1. Sistemas de ecuaciones con dos y con tres incSgnitas
En la solucién dé una ecuacién de primer grado con una incdgnita
- ; : :

se pueden presentar tres casos:
1. Sia # 0, Iaecu&c;éntlene una solucién dnica x = —z—

28ia=0yb=0 1 ecuaci6n tiene un confunto infinito de
soluciones: cualqmer namero real x satisface la ecuacién ax = b
(ya que 0-x = 0)y es, por consiguiente, solucién de 1a misma.

3.8i a = 0, pero b %0, 1a ecuacién no tiene soluciones, ya que
el sustituir. x por cualquier namero real se obtiene en el primer
miembro el cero, miéntras que el segundo ‘miembro es diferente
de cero.

Estos mismos tres casos se pueden presentar al resolver un
sistema arbitrario de ecuaciones lineales.

Consideremos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas:

{alx+b1y =ec, a
azx+bgy = 3.
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Se llama solucion de este sistema a todo par de valores X = a
e y = B que, al sustitur por ellos a x y a y, convierten ambas
ecuaciones en identidades. Para resolver este sistema, multiplique-
mos la primera ecuacién por bs, [a segunda por —b, y sumémoslas;
obtendremos

x(arbs —ash,) = erba—coby -

De aqui, siendo a1bs—anb; # 0, tendremos

o Gbi—cby 2
aby—agh, 2)
Andlogamente encontramos que
a0
F ayby~ab, ©)

Por consiguiente, en el caso en que @ ba—aehy = 0, el sistema (1)
tiene wna solucién dnica.

Las expresiones que figuran en los numeradores y en los
denominadores de los segundos miembros de las ignaldades (2) y
(3) tienen la misma estructura. A saber, consideremos la tabla
cuadrada de niimeros

il ["1 b‘] :

as bz
Las tablas de este tipo se llaman matrices. Las lineas horizontales
de los nimeros que componen ld matriz se denominan filas de la
misma y las lineas verticales se denominan columnas. Los nlimeros
a, by, ary by que componen la matriz se denominan elementos de
la misma. En nuestro ejemplo nos hemos encontrado con una ma-
triz cuadrada de segundo orden. La diagonal que va del ingulo
izquierdo superior &l dngulo derecho infeérior de.la matriz se llama
diagonal principal de ésta, Los denominadores de las fracciones que
aparecen en los segundos miembros .de las igualdades (2) y (3)
tienen la siguiente-estructura : del producto de los elementos que se
hallan en la diagonal principal de la matriz A4 se resta el producto
delos elementos que figuran en'su otra diagonal, llamada secundaria:

Gyba—~ by .

La expresién asi obtenida fleva el nbmbré d'e -de ermmnfe dela
1dica como sigue:

ay b;l

iy bg.
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Luego, por definicién,
a bl
a by

En esta notacién ¢l numerador de la fraccién que figura en el
segundo miembro de [a.igualdad (2) representa el determinante

= mby—asb1.

e b

= gyby—c2by
Cg be

que se obtiene del denominador al sustituir la primera columna por
la columna de los términos independientes, mientras el numerador
de la fracci6n gue aparece en el segundo miembro de la igualdad (3)
representa el determinante

a
ax c2

= @0y A0y

que se obtiene del denominador sustituyendo la segunda columna
por la columna de los términos independientes de las ecuaciones

del sistema (1).
Hemos encontrado, pues, que
& By 4 &
o L by 10y ey
= a b B @ 4 bl‘ i
a b a b

Estas son las férmulas de Cramer para la solucién de un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas.

Ejemplo 1. Resuéh wleando las férmulas de Cramer, el sistema de
ecuaciones

2x+5y =8,

Ix+ y=-1.

Solucién.

l 8 5! |2 SI
-] oses i3 -1 -2-24
T e = e B T R

2 5 2~15
3 A
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Considercmos ahora el caso en que
431

= @by — ath =0. C))
ag b!;
La igualdad (4) puede ser representada asit':
& _ b
a b’

es decir, los coeficientes de las incgnitas son en este caso propor-
cionales. Si ademds se tiene que
€1 b1| _ o b

0, es decir, —L=-L
les baj By *

también los términos independientes son proporcionales a los

coeficientes de las incgnitas y tenemos, en realidad, una ecuacién

con dos incognitas que admite un conjunto infinito de soluciones.
Finalmente, si

. 0, pero | bl Lo,
g by (2
es decir, s1
& _b
a b #

las ecuaciones son, evidentemente, contradictorias y el sistema no
-tiene solucidn alguna.

La solucién x = «, y = § del sistema de ecuaciones (1} deter-
mina el punto de interseccién de las rectas

ax+by =c y @mxtby=ca.

. 14 b
Si S
az D2

por consiguieme, un punto comun #nico. En el caso en que

l # 0, son dos rectas distintas no paralelas que tienen,

-gL b‘ ;ﬁ ; las rectas son paralelas y, por consiguiente, no

]

tienen nmgzi?: punto comiin. Finalmente, sles—’ = % = ci.. ambas
8 2

b Aqui ¥ en lo que sigue accpmmos que los denominadores son diferentes
de cero; el caso en que esto no sea asi, considérelo vwsted mismo.
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ccuaciones determinan una misma tecta y todos sus puntos son
precisamente «puntos de interseccidn» de las rectas dadas.
Consideremos shora un sistema de fres ecuaciones lineales
fres incognitas e i
ax+bhy+ez = d,
agx+bay+caz = da, . 3 (9
ayx4-bsy+cez = ds.
Se llama solucidn de este sistema a toda terna de nﬂme.ros
x =a,y = B,z = p que convierten las tres ecnaciones en identida-

des. Multiplicando la primera ecuacién por IZ ?‘ = bycs—bsts,
i -3

la segunda por — b a

= bacy — b0y, Ia tercera por

bh -
ba Ca| B
= byieg —beey y sumédndolas todas, obtenemos
x(arbycs —arbaca+ aabscy — azbrcy +- agbica —ashacy) =
= chbsCs~dibyca-+ dabyey —dobyes+ dabyca — dabac

(es fécil ver que los coeficientes de y y z serdn iguales a cero). De
aqui, siendo el coeficiente de x diferente de cero, obtenemos
x o Gibaa=dybiy+ dibac: = dabicyrt dybycy — dibycy ®
@yCa— @bty +ashic, = Bpbicat B iy —agdye,
Veamos la estructura que tiene la expresién que aparece en el
denominador del segundo miembro de la igualdad (6). Considere-
mos con este fin la tabla cvadrada (/g matriz de tercer orden)

@ b oo
Ad=1m b cf-
a by cs

El denominador de la férmula (6) representa la suma algebraica
de seis términos cada uno de los cuales es un producto de tres
elementos tomados uno a uno de cada fila y dé cada columna de 1a
matriz 4, con la particularidad de que el signo mds lo tienen ¢l
producto de los ¢lementos que pertenecen a la diagonal principal
¥ los dos productos de los elementos que forman en la matriz
tridngulos (isésceles) de base paralela a la diagonal principal:
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s -

mientras que el signo menos lo tienen el preducto de los clementos

cientes a la diagonal secundaria y los dos productos de los
elementos que forman tridngulos de base paralela a la diagonal
secundaria:

a,

Una expresién de este tipo se llama determinante de 1a matriz 4
(determinante de tercer orden) y se indica como sigue

a b a
as by e
as bs 3 ' _
Es decir, por definicién,
Hay- by 6l
D= :ﬂz_i'ﬁg_r_.;,..,bs = ﬂlbz:ba+az‘_bs-$‘_1_+a_sbi¢z-_—
B R N - ~agbscs—ambicy—aibycy
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La expresidn que figura en el numerador del segundo tiembro
de la férmula (6) se obticne del denominador sustituyendo cada
una de las letras g por la letra d con el mismo indice, es decir,

dl bl 43
d b o

62

Se puede demostrar andlogamente que, siendo D # 0, del

sistema (5) se deducen las igualdades
D D

y=3y z=5%, @
donde Dy, i = 1, 2,3, es el determinante que se obtiene del determi-
nante D sustituyendo su i-ésima columna por la columpa de los
términos independientes. Estas son Jas formulas de Cramer para
un sistema.de tres ecuaciones con tres.incégnitas.

Ejemplo 2. Resuélvase empleando las formulas de Cramer el sistema de
ecuaciones

x+2p+dz =1,
x=3y+2z=175,
x+ y+ z=3.
Solucibn.
1 3
D =11 ~3 2|==343+44+9-2-2=9:20;
1 1
7 23
D=5 =3 2|==21415+12427-10-14 =9,
3 11
: 1 7 3
D = ll 5 2| =5+1449-15-7-6=0,
1 31
1 o S ¢
Dy= 1|1 =3 §|==947+10421-6-5= 18,
1 1 3 : '
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Por consiguiente,

Con el fin de introducir el concepto de determinante de orden n,
consideremos de nuevo los determinantes de segundo y de tercer
ordenes:

B = ayby—anby ®)
as bg
Yy
o oo
an By cg| = GibeCs+asbsCytagbica —asbacs —
a; ba ¢ —apbies—abses. ()

Vemos qiie el determinante es la suma algebraica de todos los
productos posibles de sus elementos formados dé modo que haya
uno de cada fila y uno de cada columna. Cada uno de estos pro-
ductos se llama término-del determinante. Coloquemos los factores
de todo término del determinante de segundo orden en el orden de
secuencia de las columnas del determinante :

by —ash; .

Consideremos las ordenaciones correspondientes (permmtaciones)
de Jos indices inferiores (que indican el nimero de las filas):

£5 v2.1

En el primer producto los indices aparecen en el orden de cre-
cimiento y el producto corréspondiente figura en ¢l determinante
con el signo mds; en el segundo producto los indices forman,
como suele decirse, un desorden o una inversidn 2, 1 y el término
correspondiente aparece en el detem'unantc con el signo menos.

El determinante de orden tres tiene seis términos. Si colocamos
los factores de cada uno de ellos en el orden de secuencia de las
columnas, los. indices inferiores de los términos ‘ue aparecen con
el signo mds formar4n las permutaciones .

1,2,3; 2,3,1 y 3,1,2.

Consideremos tres pares deindices 1, 2; 1, 3 y 2, 3 correspon-
dientes a la primera permutacién 1, 2, 3; en cada ‘uno de estos
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pares los niimeros aparecen en el orden de crecimiento; se dice que
esta permutacién tiene cero inversiones. La segunda permutacién
2, 3, 1 origina tres pares de indices: 2,3;2, 1y 3, 1 y dos de ellos
(a saber, 2, 1 y 3, 1) forman inversiones. La fercera permutacién
3,1, 2ong1natrespa.rw de indices — 3,15 1,2y 3,2 — ydosde
ellos — 3,1y 3, 2 — forman inversiones.

Alos pmductos que aparecen.con el signo menos Ies correspon-
den tres permutamoncs de los indices inferiores:

3,2,1; 2,1,3 y 1,3,2;

es fécil ver que la primera contiene fres inversiones: 3, 2; 3, 1
y 2, 1, mientras que la segunda y tercera, una inversién:2, 1 y 3, 2,
respectivamente. Por consiguiente; con elmgno més aparecen aque-
llos términos que conticnen un nimero par de inversiones en la per-
mutacién de los indices inferiores y con el signo menos aparecen
aquellos para los cuales este niimero es impar.

Esconveni¢nte p«EI‘B. o sucesivo llflTIOduC]l' unds nuevas notacio-
nes para 16s determinantes de segundo y tercer érdenes:

gn 413 g3
an die Y Vi G O
an G ¥
dn di2 a3

donde todos los elementos del determinante se - designan por una
misma letra a con dos indices, de los cuales el primero corresponde
al ntiimero de la fila y el segundo, al mimero de la columna. Enton-
ces, se tiene

v s = ande—andie
G dg
y
M Gz G
[an ann du| =Y tayaneas,
1@ Gs2 G

donde el signo més lo llcvan aquellos productos en. los cuales la
permutacién i;,, Iy, i3 es par (es decir, tiene un nimero par de inver-
siones) y el signo menos Io llevan aquei]os, en los cuales ésta es
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impar. Esto mismo se puede escribir asi:

Gt G2 s
an G aw| = y(—1Fandns,
dg O3z dag

donde « es €l mimero de inversiongs en la permutacidn &, i, i3
de los primeros indices (los segundos indices est4n en su orden
natural) y la suma se extiende a todas las seis permutaciones #, i, i3
de los tres nimeros 1, 2, 3.

§ 2. Permutaciones y trasposiciones. Determinante
de orden n

Sean dados n elementos 41, @, ..., 4, (que pueden ser, por
ejemplo, los niimeros 1, 2, 3, ..., #). Como se sabe, s¢ llaman
permutaciones. de n elementos a todas las ordenaciones posibles de
estos elementos. Con n elementos se puede formar un total de n!
permutaciones (demuéstrese esto).

Si un par a;, g, de elementos de una permutacién aparece en
ésta de modo que el elemento con mayor indice antecede al elemen-
to con menor indice, se dice que estos elementos forman una
inversién. Supongamos que debemos encontrar ¢l nlimero de inver-
siones que presenta una permutacién cualquiera formada por los
nmeros naturales 1, 2, 3, . . ., n(éstos pueden ser los indices de los
elementos as, ag, ..., @y). Para ello sé puede proceder asi. Calcule-
mos primero el nﬁmero de elementos que anteceden a la unidad;
todos estos elementos, y s6lo ellos, forman inversiones con la uni-
dad. Tachemos después la unidad y calculemos el mimero de
elementos que anteceden al dos; éstos serén todos aquellos elemen-
tos que forman inversién con el dos (sin tomar en consideracién la
unidad tachada que también puede formar una inversién con el
dos; pero en dicho caso esta inversién ha sido ya fijada anterior-
_ mente). Tachemos luego el dos y ¢alculemos ¢l nimero de elemen-
tos que anteceden al tres, etc. Sumemos todos los nimeros obteni-
dos; esta suma seré igual precmamente al nlimero total de inversio-
nes. El niimero de inversiones en la permutacién 11, 2, .., in S€
mdlca a31 [:1, fa, .., in). Por ejemp]o, A T

" 12,5.1,4,7,3,6] = 240434 14+0+1 =7, -
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Las permutaciones que presentan un niimero par de inversiones
se llaman  pares y las’ permutamanes que presentan un ndmeroimpar
de inversiones se llaman permutaciones impares.

Sea a1, @g; ...y iy - 05,0k, - -5 Gy UNA permutac:én dada de
n elementos. Pongamos - cacla uno: de los elementos a; y ax en el
lugar del otro; ‘obtendremos asf la permutacién ay, 4z, ...,
Ok, ..., 815 - . -,0,. ESta operacion de traslado de dos elementos de
una permutamén se llama trasposicion.

-"Feorema 1. Una trasposicién altera la. pandad de la permutacién
(es decir, una permutacién par se hace 1mpar y upa permutacién
impar se hace par).

Demostracién: Consideremos primero e] €aso en que se traspo-
nen dos elementos consecutivos « y f§ de una permutacién

a, dz, ...;!GJ',G, 6}blshb$_: CNE) bm- (10}

Después de la trasposicion de los elementos « y 8 obtendremos la
permutacién

ay, da, ...,3;,{3,&,b1, bh---:bm- (11)
Puesto que las permutaciones (10) y (11) difieren solo en la posicién
reciproca de los elementos « y fi (y como quiera que la posicién
reciproca de cada uno de estos elementos con otro cualquiera,
asi como la posicién :rcciproca ‘dé dos cualcsqmera de los restantes
elementos, es la misma), resulta que-e! nlimero de inversiones én la
pcrmutac'lén (11) es mayor o menor en una unidad que el nimiero
de iriversiories en la permmitacién (10) y, por consiguiente, una de
estas permutacwnes es par, miéntras que Ia-otra es impar.

Consideremos aliora el ciso generdl. Supongamos que en la
permutaciénay, . .., 41, &, €1, . . -, Ck, B, b1, . . ., by setrasponen los
elementos « y f entre los cuales figuran:otros k elémentos ¢,

. ., ¢x. Podemos realizar la trasposicion de los elementos & y §
mediante varias trasposiciones-de eleméntos consecutivos : traspon-
gamos primero « con ¢, después con ¢, etc. y, finalmente, con
¢y (realizando asi k trasposiciones de elementos consecutivos);
traspongamos después o y B (una trasposicién més) y, finalmente,
traspongamos f consecutivamente €on Cx, Cx-1, etc. y ¢1 (otras k
trasposiciones de elementos consecutivos). En definitiva § ocupara
el lugar de & (y viceversa). Cada una de estas trasposiciones altera,
como hemos visto, la paridad de la permutacién. Puesto que ésta se
altera 2k+ 1 veces, es decir, un nimero impar de veces, resulta que
una permutacién impar se hace par y una par se hace impar.
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Corolario. El ntimero de permutaciones impares de n elementos
es igual al mimero de permutaciones. pares (y, por consiguiente, s
igual a n!/2).

Demostracién. Supongamos que entre las sl permutaciones
de n elementos hay p pares y g impares. Realicemos ¢n cada una de
las permutaciories pares una misma trasposicién, trasponiéndo, por
¢jemplo, los dos primeros elementos. Toda ‘permutacién par se
convertiri en una impar y es evidente, ademés, que todas las p
permutaciones impares obtenidas de esta forma serdn diferentes.
Puesto que, por hipdtesis, el nimerototal de permutaciones impares
de n elementos es igual a g, resulta que p =< g. Podemos comprobar
de la misma. forma que, al contrario, p = ¢. Por consiguiente,

=q.
Demos ahora la definicién general de un determinante. Sea dada
una tabla cuadrada (una matriz de orden n)

A G ...

i Gua .- Onn

Los nameros ay se llaman elementos de la misma; las lineas
horizontales d¢ elementos se llaman filas ¥ las verticales, columnas
de la misma. Se llama determinante dé esta matriz (determinante de
orden ) a la suma algebraica de todos los productos posibles de
elementos formados de modo que haya un factor de cada fila y uno
de cada colurna de la matriz: 4. Si en cada uno de estos productos
(términos del determinante) los factores se colocan en el orden de
secuencia de las columnas, se toman con el signo mds aquellos
productos para los cualés es par la permutacién formada por los
primeros fndices y con el signo merios aquellos para los cuales esta
permutacidn es impar. Resumiendo: <

ajp 41 ... i
G Gz e Gl o YD)t bl G L Bl

‘gt Gpd ... Gan
donde la suma se extiende a todas las permutaciones posibles i,
ia, .. in de 108 7 nGMeros 1, 2, 3, ... ., n. El determinante de orden
n contiene n! términos, ya que el nimero de permutaciones de
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elementos esigual a n! Debido al.corolario del teorema 1, justa-
mente la mitad de éstos, es decir, n!]2 términos, aparecen en el
determinante con el sigrio mas y la misma-cantidad; con el signo
menos.

§3 Propledadas de Tos determinantes

Con el crecimiento del orden del determinante aumenta réplda-
mente el nmero de sus elementos.: Asi, el determinante de orden:
cuatro consta de 24. términos, el determinante de orden cinco, de
120, el determinante de orden seis; de 720 términos, etc. Por lo
tanto, resulta pricticamente imposible calcular los determinantes
de orden superior a tres valiéndose s6lo de la definicién. Para poder
calcular estos determinantes, deberemos estudiar sus propieda-
des. Demostraremos ante todo una proposicién auxiliar.

Lema (del signo del término de un determinante). El producto
Ok, Ok, - .. Gix, aparece en el determinante de orden n con el
signo determinado por la expresion

{_.l)yll fes 1o il [kl- kg, .- --kn';

diremos simplemente que aparece con ¢l signo
(_ r}[‘t-l’m v ] Thegy Kny -y Kl

Demostracion. Observemos, ante todo, que colocando dos
factores del producto ayk, dj, - - - dik, uno_en lugar del otro,
se provoca una trasposrcnén tanr.o en los primeros como en sus
segundos indices y, por consiguiente, se altera la paridad de cada
uno de los nimeros

[I‘h i&; . iﬂ] y [kis h’ . l|]’

mientras que la paridad de la suma de éstos [ir, fa, .., in] +
+ kv ks, ..., K] 52 cODSETvVa.

Sea dado el producto g;4,duk, - . Gk, Coloquemos sus fac-
tores, mediante una serie de trasposiciones, de modo que los seguri-
dos indices aparezcan en su orden natural. Con este fin redlicemos
primero una trasposicién tal que en la primera posicién aparezca
el elemento de la primera columna, después una trasposicién tal
que en el segundo lugar aparezca el elemento de la segunda colum-
na, etc. (Asi, por ejemplo, el producto asauass@idss se transforma
consecutivamente €n @adrydsatestdas, después en andsmGdastss, €0
Gndsafasdssty ¥, finalmente, en anasasaas.) Sidespués de colocar
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los segundos indices en orden de crecimiento los primeros forman
la permutacién [my, ma, ..., m,], esto significard, por-definicién,
que el término considerado aparece en el determinante con el signo
{—1)im. ms.om)  Pero como durante la trasposicién de Jos
factores no ha cambiado la paridad de la suma [iy, &, ..., fa] +
+[ky, ka, . . ., k] del niimero de inversiones en los primeros indices
y del namero de inversiones en los segundos indices, resulta quela
paridad de esta suma en la ordenaci6n inicial de los factores coincide
con la paridad delnimero [mm, nt, . . ., 7] qQue representa el nimero
de inversiones correspondiente & la permutacién de los primerocs
indices en la ordenacién definitiva, cuando los segundos indices
forman cero inversiones. Por consiguiente,
(._.:IJIMIO My o M) = (_])Ul. iy 2 ooy Ind o+ i Ky -y Ky)
y esto demuestra nuestra afirmacion.
Ejémplo 3. Determinese el signo que corresponde af producto ay,a,,050,,05,
en el determinante de quinto orden -
G G2 G dy G
Gy Gge Gy @y Az
Gy O Gy Oy - az
Qy G Qg A G
gy gz Qs G5 Ogg
Sotucién.
3,451, 2} = 343 =6,
(2,3, 1,54=2+1=3
(=18t = (=1)P = ~1.
El producto considerado aparece en el determinante (12) con el signo menos.
Propiedad 1 (paridad de las columnas y de las filas. de un
determinante). El valor de un determinante no varie si éste se tras-
pone, es decir, si se.cambia cada una de sus filas por la columna del
mismo mimero.
Demostracién. Consideremos los determinantes

dn i ... an
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y
du an ... Gm
D =j0i2 G2 ... 8n
n Ggn ... dpn

Debemos demostrar ‘que D" = D,

Todo térniino del determinante D es un 1érmmo del determi-
nante D', ya que sus factores siguen permaneciendo en el determi-
nante D’ en distintas filas y en distintas columnas; reciprocamente,
todo término del determinante D' es al mismo tiempo un término del
determinante D, Por consiguiente, ambos determinantes represen-
tan la «suma algebraica» (es decir, una suma en la que algunos
sumandos se toman con el signo menos) de los mismos términos
de tipo ank, @y, ... Gk, La diferencia estriba solamente en
que en el determinante D los primeros fndices corresponden a los
niimeros de las filas y los segunidos a los niimeros de 1as columnas,
mientras que en ¢l determinante D’ ‘sucede al revés, Pero, segiin el
lema del signo del término de un determinante, el signo de este
producto tanto en el primero como en ¢l segundo determinante
serd el mismo:

(_ [)"1- gy woin Il Thay kegy o oin k,.];
luego, D' = D.

Propiedad 2. Si se cambian entre si dos filas o dos columnas de
un determinante, el determinante cambia sdlo de signo, pero su valor
absoluto no varia.

Demostremos esta aﬁrmaclén, por e_]emplo, en el caso de las
columnas. Cambiando entre sf la p-ésima y la g-ésima columnas del
determinante

ay diz ... a!p vee Btg s, an

Dy=|0n Oz ... Gy ... G ... O

auj. a,.z saa anp rea aw s a,,,,
obtendremos el determinante

a1 dyp ... al,, =— a;,, vee Mn

D. = dyy d2 ... dag ... Gz ... dan L
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Todo término del determinante Dy ¢s también un término del
determinante Dy, ya que sus factores siguen permaneciendo en el
determinante D; en distintas filas y en distintas columnas, y vice-
versa. Tomemos un término cualquiera

iz - - - ﬂ{’p M...ﬂm
del determinante D1 Puesto que sus factores aparecen en el orden
de secuencia de las columnas de Dy, resulta que este término figura
en ¢l determinante Dy con ef signo (—1)ifefn -k - odp okl Para
determinar el sigino de este término en el determmante D,, colo-

quemos sus factores en el orden de secuencia de las columnpas
de .D;

qindhya .- Gig v Qip - . Giyn

(el elemento a; , pertenece a la p-ésima columna de! determinante
Dyyel elcmento apala g-ésima columna). Los primeros indices,
tanto en el determinante Dy como enel determinante Dy, correspor-
den a los nimeros de las filas; por lo tanto, el producto, conmderado
aparece en el deterrmnanteDg con el slgno( l)!‘v’h AR
Pero la permutamén b, iy .. - oy vonydpy ouey in B8 obuenz de la
pen-nutamén By, odpy ooy igy ..., in mediante una trasposicion
¥, pOr consiguiente, los nimeros

St vsilipantin vesdld. §
B e i s sl

son de paridad distinta. Luego, todo término del determinante
D, aparece en el determinante D3 con el s1gno opuesto y, por ¢on-
siguiente, Dz = —Dj.

Para demostrar la proposicién correspondiente a las filas, pase-
mos a los determinantes traspuestos D; {el determinante traspuesto
de Dy) y Dj (el determinante traspuesto de Dy). Si el determinante
D, se obtiene de Dy _cambianda_ entre sf la p-sima y la.g-ésima filas,
resulta que Dj se obtiene de D{ cambiando entre sf 12 p-ésima y la
g-ésima columnas y, por con-gmcnte D, = —Dj. Pero Dy = D,
y D = Da; luego, D3 = Dy

Corolario. Un determinante que tiene dos filas o dos colunmas
idénticas es igual a cero.

Para deraostrar esto, cambiemos entre si las filas (o las colum-
nas) idénticas del determinante D; claro estd que el determinante
en este caso no varfa, Pero, como segiin la propiedad 2 debe cam-
biar de signo, resulta que D = —D, de donde se tiene que D = 0.



$ 3. Propiedades dé los determinantes 29

Propledad 3. Si semultiplican todos los elementos de una fila o de
una columna de un determinante por un mismo mimero, el valor del
determinante queda multiplicado por este mismo nimero.

Realicemos la demostracién, por ejemplo, para el caso de las
columnas. Si todos los eleméntos de la k-ésima columna del deter-
minante

dyy & ... Gy ... 8in
D= | 92 ... Gx ... G
ﬂu ang b auk o amg
se multiplican por ¢, se obtiene el determinante
i Gy ... Ol ... G)n
D, = az dz . Clgg dan
Ay ez ... C8np ... dnp

igual a
T(=Divtwiaans ... (cay) ... 8, =
=cY(=Dfuh-hlggan ...t ... Gz =cD.

La propiedad correspondiente a las filas se demuestra ficilmente
pasando 2 los determinantes traspuestos. _

Por consiguiente, tn factor cormin de todos los elementos de una

la 0 de una columna de un determinante puede ser separado como
el factor del determinante.

Corolario, Un. determinanté con dos filas o dos columnas propor-
cionales es igual a cero.

En efecto, separando el «factor de proporcionalidad» de la
fila o de la columina como factor del determinante, obtenemos un
determinante con dos filas o dos. columnas idénticas que es igual
a cero.debido al corolario de la propiedad 2.

Propiedad 4. Si fodo elemento de la k-ésima colunma de un
determinante viene dade como la suma de dos sumandos: ay. = b+
+ Cik, €8 decir, si

ay ap ... bytenr ... aw

D=|0 @ ... butom ... am
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se puede representar D como la suma de dos determinantes en la forma

siguiente:

Gy G ... by ... an,
D = |Gm Gz bay. Gan | .
G Gm bk @n
ay G612 ... Cue ayn
4+ |8 Gz ... Ok .. @n| = D)+ Dy,
Qyy dnz <. Cnk v Oun

Una afirmacion andloga es valida también para las ﬁias.
La demostracion resulta de la igualdad:

D= E (_l)fh-f:..-v.fa] @188 ... (b’b"+cfak) ven G =
=T (—Noh-ilaggnay, .. bk ... Gipt
4 T (=Dt gay .. g oo e = DiDs.
Observacién. Es facil ver que tiene lugar incluso la siguiente
afirmacién mas general Si todo elemento de la k-ésima columna de
un determinante D viene dado como la suma de p sumandos:
an= ah+ah+ ... +ak, el determinante D puede ser representado
como la suma de p determinantes:
Gip By sen B s By
D= - Gy Gy ... G ... Gy
Jel, 2y p e R
B Qg osn Bl wnn Oy
Corolario. E! valor de un determinante no varia si a todos los
elementos de una de sus filas o una de sus columnas: cualquiera se
stman los elementos con*espond:entes de la linea paralela pm!r!p!wa—

dos por un mismo riimero.
Bfectivamente, sea dado el deternnnantc

G Me ..: f1p ..: By ... O
D= an azg ce.  Qap wwid asq e Gag

i Gnz ... Opp i+ Gng +.» Gun
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Sumando a los clementos de su p-ésima columna los elementos
correspondientes de la g-ésima columna multiplicados por un mis-
mo nimero ¢, obtenemos ¢l determinante

ay iz ... Guptcdy ... G ... G
D = a1 Gz ... Gypt+COyg ... Gz ... g |

By Gps oo OuptClng oo Gug «vr G
En virtud de 1a propiedad 4, el determinante Dy es igual a

du e ... Gp ... g ... G

sy (g2 oy Ggq 2y 4
Gm Qpz anp Gng o« thn
dyy dy cdig dig dip
4 |G Ge2 Cdyg - ag | = p
@y Qpz - CAwg .. Qug ... Om

(el segundo sumando esigual a cero, ya que representa un deter-
minante con dos columnas proporcionales).

§ 4. Menores y complementos aigebraicos

Se llama menor M del elemento ay de un determinante D
de orden n al determinante de orden n—1 que se obtiene supri-
miendo en D Ja i-ésima fila y la k-ésima columna.

Se llama complemento algebraico Ay del eleménto dy a su
mienor tomado con el signo (—1)#%:

A;k - (.—1)"""k M;};.

Teorema 2, Si en un determinante D de orden r todos los elemen-
tos de la k-ésima columna (fila), a excepcion de wno, son iguales
a cero, el determinante es igual al producto de esté elemento diferente
de cero por su complemento: algebraico.

Demostracién. Consideremos primero ¢l caso en que todos los
elementos de la primera columna del determinante D, a excepcion
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de ayy, son iguales a cero:

o 12 ... Om
D= o fgg ... O2n :
0 dam Any

Todo término del determinante D contiene exactamente un ele-
mento de la primera columna; pero como todos estos elementos,
a excepcion de ay, son iguales a cero, resulta que se.anulan todos
aquellos términos del determinante D en los cuales figura no el
elemento @y sino otro elemento cualquiera de la primera columna.

Por consiguiente,

D= E (_l){l.l‘.” vinl Ondiyg .- Gin,y

donde 7, ..., i, toman los valores 2, 3, ..., n. El elemento ay,
puede ser separado como factor y puesto que la unidad, que apa-
rece en la posicién primera, no forma inversién alguna, se tiene
[l !3; Ty fJl'] = [‘h ey lﬂ] ]mo|

D=ay }F(—DlMayy ... o,

donde la suma se extiende a todas las permutaciones posibles
in, I3y « -+, In d€ los ndmeros 2, 3, .. ., n. Puesto que la suma

T (=1t g L ay,

es igual al determinante de orden n—1 que se obtiene de D supri-
miendo la primera fila y la primera coluitina, es' decir, es igual
a My, y puesto que A = (=PI My, = Mn, resulta que

D = ayy Mii = ay 4n-

Consideremos ahora el caso general en que todos los elementos
de la k-6sima columna del determinante D, a excepcién de.ay,
son iguales a cero, es decir, el caso en que el determinante es de la
forma

ag G2 ... 0 ... &)
_ Oy am 0 (™
(o winioge ot iy s ms e

ap Gs ... Qg . GQin
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Traslademos la i-ésima fila-del determinanie D a la primera
posicién trasponiéndola sucesivamente con la fila (i~ 1)-ésima,
con la fila (i —2)-ésimia, efc. y, finalmente, con la primera fila. Esto
requiere i—-1 trasposiciones de filas y en cada una de estas tras-
posiciones el signo del determinante varia. Traslademos después
la k-ésima columna del determinante D a la primera posicion
trasponiéndola sucesivamente con la columna (k-al)-ésima, con la
columna (k 2)-ésima, eic. y, finalmente, con la primera columna.
Esto requiere k—1 traspomclones de columnas y en cada una de
estas trasposiciones el signo del determinante también varia. En
definitiva, obtendremos el determinante

e dap ... Qi
Die=] 0 68 un |
0 Qp1 - Qnn

que difiere del determinante D en el signo (~1)1*5-3, Pero, como
acabamos de ver, el determinante D, es igual al producto de a;
por ¢l determinante de-orden n—1 que se obtiene de D; suprimiendo
la primera columna y la primera fila o, que es lo mismo, por el
determinante que se obtiene de D suprimiendo la k-ésima columna
v la i-ésima fila, es decir,

= apMu
y, por consiguiente,
D = (-0 = (= 1Y+ auMy = audic.

El teorema demostrado permite, empleando ademds el coro-
Jario de la propiedad 4, calcular los determinantes de cualquier
orden.

Ejemplo 4. Calcilese ¢l determinante de guinto orden

2 0 1 2 |

-1 1 2 25 43
D=|1 4 o -1 §5§.

Z 1 3 1 2

1 2 -1 i 1 |

203
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Solucién. Restando de [a primera columna del determinante D la tercera
duplicada, de la cuarta la tercera triplicada y de la quinta Ia texcera, obtenemos

60 1 0 0
-5 1 2 -4 1 e _‘: ;
D=l 14 0 -1 Sl=adg=1-D o o L
<4 1 3 =g el
: 2
30 el 6 2 ¥e %

En el determinante obtenido de orden cuatro procedercmos de la misma
forma continvando haciendo ceros: agreguemos a la primera- columna la
cuarta multiplicada por 5, restemos de Ia segunda columna la cuarta y agre-
guemos a la tercera columna la cuarta multiplicida por 4: J

o 0 0 1

26 -1 19
26 -1 19 §

D= = Gydy = 1(—10*4=-9 2 —12|.
-9 2 =12 -1

13 0 14

3 ¢ 14 2

Hemos llegado & un determinante de tercer orden que puede ser calculado
© bien directamente o bien reduciéndolo a un determinante de segundo orden:
agregando a Ia segunda fila la primera duplicada, obtenemos
26 =1 19

A R L B
13 0 14 '
= 2(301—169) = 264;

por consiguiente, D = —264.

§ 5. Desarrollo de un determinante por los elementos de
una fila o de una columna

Teorema 3. Todo determinante es igual a la suma de los productos
de los elementos de una de sus filas (columnas) cualquiera por los
correspondientes complementos algebraicos.

Demostraremos que para cualesquiera ¥, & se tiene

dpn sy ... in
D=|% 9 .- |_g, Aydap Apt ...+ Gndin

Gm1 G2 oo Onn
(desarrollo por los elementos de la i-ésima fila) y
D = agAutomdat . Guednk
(desarrollo por los elementos de la k-ésima columna).



§ 5. Desarrollo de un determ por los elem de una fila a5

Para realizar la demostracién observemos, ante todo, que, dados
dos determinantes que difieren uno del otro sélo en los elementos de
una columna (fila}), los complementos algebraicos de los elementos
de esta columna (fila) son los mismos en ambos determinantes,
ya que 2! calcular estos complementos se suprime precisamente la
columna (fila) en la que difieren los determinantes.

Demostremos ahora que para el determinante D es vélido, por
ejemplo, el desarrollo por los elementos de la k-&sima columna.
Con este fin representemos el determinante en la forma siguiente:

@ a2 ... axt+O0+...+0 ... an
p=|6n @ ... Otant...+0 ... au
At Gug o.. O+ 04...+am ... dup

(aqui todo elemento de la k-ésima columna viene dado como la
suma de n sumandos y n—1 de estos sumandos son iguales a cero).
Segiin la propiedad 4 (véase la observacién de la pag. 30), se tiene

D =Di+Dy+...4+Dy,

donde
@1 & ... G ... Gin
D, =% G ... 0 Gan |
O dpa 0 = Gnn
dn a1z . 0 1
Dy = |91 a2 Qg o G|
an).  Gnz 0 Ann
aun a2 n a1n
D, = % @ . 0 oy
Qny Gra Quk  +o+ Gun

El determinante D, es igual al producto del elemento ay por su
complemento algebraico en este determinante. Sin embargo, puesto
que ¢l determinante Dy difiecre del determinante D sélo en la

e
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k-ésima columna, este compiemento algebraico coincide con el
complemento algebraico 4y del elemento ay en el determinante D:

Dy = awdik.
Anédlogamente,

Dy = g Aok, <.y Dy = GugAnk .
Hemos demostrado que

D = aydy+audnt . . . +andnk -

Este teorema puede ser también empleado para el cleulo de
los determinantes ya que permite reducirlos a determinantes de
érdenes inferiores.

Ejemplo 8. Calciilese el determinante de orden cuatro

-5 1 -4 1
14 =1 3
D= ;
-4 1 -8 -1
32 6 2

Solucién, Desarrollemos el determinante, por ejemplo, por los elementos
delaprimera fila:

4 =1 ]
D=(=5)(-1p+l1 —-8 =1+
2 & B
1 =] = 14 5
Fi—1ptf =4 —8 —L|H (=D (= -4 1 ~1]+
3 6 2 ig 2
1 4 -1
FU=DH ]l 1 =8| ==5T4—(—15)=4(~31)-33 =
32 @

==370415+124—33 = -264.

Teorema 4. La suma de los productos de los elementos de cual-
quier fila (o de cualguler columna) de un determiniante por los comple-
mentos algebraicas de los elementos correspondientes de una linea
paralela es igual a cero. '
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Demostracién. Sea dado un determinante

I &y ... By .0 Bk ... i
D =16u G¢ ... Gy ... Gx ... Qan]
el 8. won Bui sne @i oo O]

Consideremos otro determinante D, que difiere del determi-
nante D sélo en que su k-&sima ¢olumna repite la i-&sima

4y Gz ... & ... Sy ... Gin
D= an Gy Gar Gyt -]
Gnl, 8ma -.. Bai ... Qy ... Ouu

El determinante D, es igual a cero (segin el corolario de la propie-
dad 2). Desarrollémoslo por los elementos de la k-€sima columna;

tendremos
Dy = aidue+apidag - . . .+ G Ank,

donde Ay son los complementos algebraicos de los elementos de
la k-ésime columna del determinante D, que al mismo tiempo son
los complementos algebraicos de los elementos de 1a k-ésima colum-
na del determinante D, ya que el determinante Dy difiere del
determinante D sélo en la k-ésima columna. Luego, para todo
iy todo k = i se tiene

auAdiFonAut .. FauAy =0,
Anéalogamente, para todo i y todo & # i se tiene
andp+andiat . . . Fapmdgy = 0,

§ 6. Sistemas de n ecuationes lineales con n incégnitas
Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incég-
nitay
anx1+aighg+ . . . +@1aXy = by,
anXi+ Xt . .+ Gankn = bs, (13)

BuXt+ GuXet . .. Bygxy = b
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Se llama solucidn del sistema (13) todo conjunto de valores de
las incognitas %, = @, X = ez, . . ., X = &%, que al ser introducido
en las ecuaciones convierte todas &stas en identidades. Supongamos
que ¢l determinante formado por los coeficientes de las incégnitas
del sistema (13) es diferente de cero:

g1 A ... Gn
D= Ga 4 ... Gm|
Qnt @nz +-- Gpn

Multipliquemos por 4 la primera ecuacion del sistema, por As
la segunda, etc., por 4,1 la viltima y sumemos todas las ecuaciones.
Obtendremos la ecuacién

x(andu+anda+ . . +aada)+
+ Xa{@An+andnt .. +amdn)+ ...
v o Xo(Grndn+ Gndn+ . .+ Bppdm) =
= hAn-+tbedn+ ... +badm, (14)
es decir, ;
x1D = bidAn+bedat .. . +badm, (15)

ya que los coeficientes de las incégnitas Xa, X3, . . ., X», comprendi-
dos en los paréntesis de la ecuacién (14), son iguales a cero en
virtud del teorema 4 y el coeficiente de x, es igual a D debido al
teorema 3. Adem4s, para el segundo miembro se tiene

bidntbadnt ... +bpAn = D1,

donde D, es el determinante que se obtiene de D sustituyendo su
primera columna por la columna de los términos independientes.
(En el segundo miembro de las ignaldades (14) y (15) aparece el
desarrollo del determinante Dy por la primera columna.) Andloga-
mente a la ecuacién (15) obtenemos

%D =Ds, ..., XD = Dy, (152)

donde Dy es el determinante que se obtiene de D sustituyendo la
i-ésima columna por la columna de los términos independientes.

El sistema formado por las ecuaciones (15} y (15a) es un corola-
rio del sistema (13). Hemos demostrado, por consiguiente, que el
sistema (13) tiene solucién, que ésta serd también solucién del
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* sistema (15) y (158) y que
x1=7)—-, XA.;:-—,...,JCN:T. (16)

Las férmulas (16) se llaman fGrrmdas de Cramer.

Realizando la sustitucién directa de estos valores de las incégni-
tas en todas las ecuaciones del sistema (13), se puede comprobar
que forman efectivamente una solucién del mismo.

Teorema 5. En el caso en que D 0, el sistema (13) tene una
solucion dnica determinada por las formulas de Cramer.

§ 7. Rango de una matriz

Consideremos de nuevo las tablas de nimeros (matrices) pero
sin exigir ahora que el nimero de filas de la matriz sea igual al
nimero de sus columnas. Introduciremos para estas matrices
(rectangularés) el importante concepto de rango.

Consideremos una matriz rectangular formada por m filas y n
columnas (una [mX#]-matriz). Sea k < m y k < n. Fijemos en
esta matriz cualesquiera k filas y & columinas. Con los elementos que
figuran en los cruces de las filas y de las columnas fijadas se puede
formar un determinanté dé orden k. Todos los determinantes de
este tipo se llaman menores de esta matriz. Es obvio que de una
[mXn}-matriz se puede formar C%.C% menores de orden k. Por
ejemplo, dada la matriz

2 2 1 2]
4=|2 0 -1 1

0 4 51

se puede formar C}-C} = 12 menores de orden uno que vienen
a ser los propios elementos de la matriz A4, se puede formar
C3-C% = 6-3 = 18 menores de segundo orden:

320 15 1] 32 |2 1] |2 2 13
|2 0" |2 -1|' 2 1|’ ‘0 -1" 'o Jl’ ’-1 1y
32 131 B @R 12 pe
|0 4’05.’,0 1i’li4 s“’4 1|’ 15 1|'
|20 2 =1l 129 0 = 0 1] =11
o 4!" |0 5"|0 1|’,4 5"|41"|51’
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y se puede formar C3-C} = 4 menores de tercer orden:

33 1 2P 1z @ i3
20 -1, |20 1], -1 1], 10 -t t].
04 5, |04 s 1| 14 51

Ps facil comprobar que todos los menores de tercer orden de la
matriz A son iguales a cero y que no todos los menores de segundo
orden son iguales: a cero (el primero de los merores escritos de
orden dos ya es diferente decerc). Eneste caso diremos que el rango
de Ia matriz 4 es igual a 2.

~ Se llama rango de una matriz e/ orden mdximo de sus menores
diferentes. de cero. _

Por consiguiente, si el rango de una matriz es igual a r, entre los
menores de esta matriz existe al menos un menor de orden 7 dife-
rente de cero mientras que todos sus menores de orden r+-1 o de
orden superior son iguales a ¢ero. Indicaremos por r(A) el rango
de la matriz A. )

Se llaman trangformaciones elementales de una matriz las si-
guientes transformaciones de la migma: ;

1. La trasposicién, es decir, la sustitucién de toda fila por la
columna del mismo nimero y viceversa,

2. El cambio entre si de dos filas o de dos columnas.

3. La multiplicacién de todos los elementos de una fila o de
una columna por cualquier nimero ¢ diferente de cero,

4. La adicién a todos los elementos de una fila o de una colum-
na de los elementos correspondientes de una linea paralele multi-
plicados por un mismo nfimero.

Teorema 6 (sobre las transformaciones elementales). El rango
de una matriz no varla en:las transformiaciones elementales.

Deméstracién. Consideremos por separade cada una de las
transformaciones. En los treés primeros casos nuestra afirmacién
€s casi evidente:;

1. Segin la propiedad 1 de los determinantes, todo menor, de la
matriz traspuesta ¢s igual a uno de los menores de la matriz dada
y viceversa.

2. Cambiando entre s dos filas o dos columnas de la matriz 4,
obtenemos una matriz nueva en la que todo menor es o bien igual
a cierto menor de la matriz A4 o bien difiere s6lo en el signo de un
menor de la matriz A. '
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3. Al multiplicar todos los elementos de una fila o de una
columna de una matriz por un niimero ¢, una parte de sus ménores
no varfa, micntras que los demds se multiplican por ¢; pero como
e #0, el orden méximo de los menores diferentes de cero de esta
matriz continuars siendo el mismo. : )

4. Consideremos la matriz B que se obtiene de la matriz 4
agregando a todos los elementos dé su i-ésima columna los elemen-
tos correspondientes de la k-ésima columna, multiplicados por ¢:

[ &z ... Sy ... Gl ... g
A= | % da [231] [103 Qo
¥
L 1 Om2 By Ak Amn
ran Giz ... GiFCHk ... Ok ... O
B = G Gz ... dgy+Cak ... Gz ... oy
L dm1 Gmz ... Omi+COmg ... Gmg -.. Gmn

Supongamos que el rango r(4) de la matriz A es igual a r.
Demostremos que el rango de la matriz B es no mayor que r. Para
ello es suficiente probar que todo menor de orden mayor que r de
la matriz B ¢s igual a 0. Sea D un menor de orden mayor que  de
la matriz B. 5i D no contiene elementos de la i-ésima columna, es
igual exactamente al menor correspondiente de la matriz A, es
decir, es igual a 0 por ser un menor de orden mayor que r formado
4 partir de una matriz de rango r.

Si D contiene elementos de la i-ésima y de la k-ésima columnas
de la matriz B, también coincide, en virtud de la propiedad 4,
con el menor correspondiente de la matriz 4 y, por consiguiente,
es igual a 0.

Finalmente, si el determinante D contiene elementos de la
i-ésima columna de la matriz B, pero no contiene elementos de su
keésima columna, resulta, en virtud de la propiedad 4, que este
determinante puede ser representado como la suma de dos deter-
minantes: D = D;4 Ds, con la particularidad de que uno de éllos
es igual al correspondiente menor de la matriz 4 y el otro difiere del
correspondiente .menor de la matriz 4 en el factor -c. (El signo
menos aparece aqui debido a que la columna con los elementos
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ay puede «no estar en su sition.) Asi, por ejemplo,
Gy Gt COu Gz
D = jau ap+cau an|=
a5 Gsp+Cdsy  dss
Qg Qux O a1 Cday  Gog
=ian G@ G|+ |Gn €4y Agi.
dsy asz Os3 s, Cdsy dsy
Por consiguiente, ambos determinantes Dy y D, son iguales a 0y
D=0
Luego, todo menor de orden mayor que r de la matriz B es
igual a cero vy, por lo tanto,
r(B) = r(4).
Pero la matriz A se obtiene, a su vez, de la matriz B mediante
una transformacién elemental del cuarto tipo: para obtener la
matriz A es necesario agregar a la i-ésima columna de la matriz B

su k-ésima columna multiplicada por —¢. Segin hemos demostra-
do, el rango de la matriz en este caso no aumenta, es decir,:

HA) =< r(B).
Por consiguiente,
HA) = r(B).

Es fécil comprobar que toda matriz puede ser reducida, mediante
transformaciones elementales, a la forma

T 00 v B0 o O
010 00 0
000 , 10 0,
000 & W O 0
L0 000 s 7O T0E gne 0

donde e la «diagonal principaly aparecen r unidades, mieniras que
todos los demds elementos de la matriz son iguales a cero. Esta claro
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que el rango de esta matriz y, por consiguiente, el rango de la matriz
inicial son iguales a r.

Ejemplo 6. Calciilese, empleando las transformaciones elementales, el rango
de la matriz

3 2 1 2
A=]12 0 -1 1
0 4 ol i

(considerada al principio del pardgrafo).

Solucifn. Restando de la tercera fila la primera duplicada, dividiendo la
segunda columna por 2 y-restando después de la primera columna la segunda
triplicada, de la tercera columna la segunda y de la cuarta columna la segunda
duplicada, obtenemos consecutivamente:

3 2 [ 2 31 1 2
A~ 20 ~1 I3~ 2 0 =1 1|~
-6 0 3 -3 -6 0 3 -3
01 o 0
~ 2.0 -1 1],
-6 0 3 -3

donde el signo ~ significa que las matrices que ¢l une se obtienen una de la
otra mediante transformaciones clementales y tienen, por consiguiente, el
mismo rango.

Agregando ahore a Ia tercera fila la segunda triplicada, dividiendo la pri-
mera columna por 2, agregdndola a la tercera columna, rest4ndola de la cuarta
columna y, finalmente, cambiando entre sf las dos primeras columnas, obten-
dremos

or 00 0100 1 0
A~12 0 =1 1|~|1 00 0]|~|0 ]
00 00 0000 0000

Encontramos de nuevo que el rango de la matriz 4 es igual a 2,

(U]
I 0

§ 8. Nocidn de dependencia lineal
Si indicamos por
aa=(3,212), =(20,-1,1), &=(0,4,51)

tas filas de la matriz A4 (véase el § 7), es evidente que tiene lugar la
igualdad

ez = 2e1—3eq,
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comprendida en el sentido de adicidr término por término: todo
elemento de la fila e; es ignal al correspondiente elemento de la fila
ex multiplicado por 2 menos el correspondiente elemento de la fila
¢s multiplicado por 3:

En general, siendo ey, ez, ..., e, unas filas de una matrizAy
siendo, por ejemplo,
Em = E1€ +0afat . . T om—1€m—1> (IT)

donde a1, @s, . . ., %m—1 SON UNOS niimeros cualesquiera, diremos que
la m-ésima fila de esta matriz se expresa linealmente en términos de
sus primeras m—1 filas o que la fila e, es una combinacion lineal
delas filas ey, €s, . .., €n-1. De la igualdad (17) se deduce que

&1 F oot . . F X —1Cm—1 —C = 0,

donde el cero del segundo miembro es comprendido como /g fila
nula (es decir, como la fila formada por » ceros).

Diremos que unas filas e;, e, ..., e, de una matriz 4 son
linealmente dependientes, si se pueden encontrar unos nimeros
Y1, V2, -« +» P NO todos iguales a cero, tales que

Mer+yaeet . ..k Vmem = 0. (18)

Si tales niimeros y; no existen, es decir, §i la ignaldad (18) tiene
lugar sélo en ¢l caso en que todos los y; = 0, se dice que las filas
&1, €3, ..., €m SON linealmente independientes.

Esté claro que si una fila de una matriz se expresa linealmente
en términos de las demds, las filas de esta matriz son linealmente
dependientes. Reciprocamente, supongamos que entre las filas
de la matriz A existe una relacién de dependencia lineal (18). Puesto
que al menos uno de los nimeros y;, por ejemplo, ym, €8 diferente
de cero, tenemos

Ya ?";—1 P

1
e =t ——tgg— ...~
" e > ¥m . ™

es decir, al menos una de las filas de la matriz se expresa en este
caso linealmente en términos de las restantes.

Se puede también introducir in concepto andlogo de dependen-
cia lineal para las colimnas de una matnz,

~Teorema 7 (sobre el rango de una matriz). Siendo r el rango de

una matriz, se puede encontrar en esta mairiz r filas (colunnas)
linéalmente independientes en términos de las cuales se expresan
linealmente todas las demds filas (colimnas).
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Demostracién. Sea dada una [mxn]-matriz.de rango r. Supon-
gamos, para concretar, que el menor de orden r diferente de cero
de esta matriz aparece en el dngulo superior de la izquierda, es de-
cir, supongamos que i

" "
duy G ... i Gu iz .. O

A=]% dan azp L D =|0a a2 ﬂzr;to
Qmt Bma .. Gma [ I <

Demostremos que en estas condiciones las primeras r filas de
esta matriz serdn linealmente independientes. (Si es diferente de
cero no éste sino otro menor de orden r de la matriz A, serdn lineal-
mente independientes precisamente las filas que forman este menor.)
Supongamos, por el contrario, que estas filas son linealmente de-
pendientes; entonces, una de ellas —digamos Ia e, para concre-
tar— se expresa linealmente en términos de las restantes:

€ = oe1+oweat ...+ og81.

Restemos de la r~ésima fila de la matriz 4 la primera fila multi-
plicada por a4, la segunda multiplicada por ap, etc., y, finalmente,
la (r — 1)-ésima multiplicada por ¢, ;. Después de estas transforma-
ciones la r-€sima fila de la matriz 4 quedard compuesta solamente
de ceros. Ademds, el determinante D, que en virtud del corolario
de la propiedad 4 no debe variar, serd igual a cero. La contradiccién
obtenida demuestra la independencia lineal de las » primeras filas
de la matriz 4. _

Demostremos shora la segunda parte del teorema, es decir,
que todas las demds filas de la matriz A se expresan linealmente en
términos de sus r primeras filas. Sea r < k=<=my | = I = n; con-
sideremos el determinante

G Gz ... 4y 4u
an  d2 dar  dar
) B S R P
Gry Gy @y Gpl
Qi1 gz ... die Qi

de orden r+1 que es igual a cero cualesquiera que sean & y I si
! = r, por tener dos columnas idénticas, y si / = r, por ser un menor
de orden r+ 1 de una matriz de rango r.
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Desarrollemos el determinante 4 por los elementos de la Gltima
columna:

4 = aydsy+asda+ . . Ot agidry = 0. (19)
Los complementos algebraicos 4y, 4, .. ., 4, Ary1delos elemen-
tos de la {iltima columna dependen de k, pero no dependen de /,
ya que al calcularlos suprimimos la ultima columna. Ademds,
Ar41 =D = 0y, por consiguiente, podemos dividir la igualdad
(19) por A,4.; asi resulta

= 0@y +oedert . .+l

donde los coeficientes oy = — —f-:,i no dependen de /. Tomando

I=1,2,...,n, tendremos
a3 = dalu+aednt ... +odn,
Ora = ondia+-oadpat ..+,

Qgn = AT 0 oo 2T o S ot s .

Pero esto significa que la k-ésima columna de la matriz 4 se expresa
linealmente en términos de sus r primeras filas:

e = 81 +dalat . . F0Ey .

Corolario 1. El miimero méximo de columnas linealmente inde-
pendientes de una matriz es igual al mimero mdximo de filas lineal-
mente independientes, ya que al trasponer la matriz sus filas se con-
vierten en columnas y el rango de la matriz no varia.

Corolario 2. Para que un determinante sea igual a cero es necesario
y suficiente que sus filas (columnas) sean linealmente dependientes.

§ 9. Sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales
Consideremos ahora un sistema de m ecuaciones lineales con
n incognitas:
aux1+an'xs+ et BinXn = by,
anxs+GoeXat . . .+ GypXn = by, (20)

B X1+ dmpXe+ . . - + BpaaXy = b,

donde no se supone que el ntmero de las incdgnitas es igual al
niimero de las ecuaciones.
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Se llama solucidn del ‘sistema (20) tado conjunto de n valores
de las incognitas x; = ay, X2 =aa, ..., X, = &, que al ser intro-
ducido en las ecuaciones convierte todas éstas en identidades.
Un sistema que tiene al menos una solucién se lama coinpatible
y un sisterna qiie no tiene solicién alguna se llama incompatible.
Un sistema que posee una soluci6n trica s¢ lama deferminade y un
sisterna que tiene mis de unia solucién se llama indeterminado.

Consideremos dos matrices: la matriz A _formada por los coe-
ficientes de las incdgnitas del sistema (20) y la matriz

an Gz ... Gix B
B = dy dxz ... Qon ba h
Gmi Gm2 -+- Gmn bm

que se obtiene de A agregando la columna de los términos inde-
pendientes y que se denomina matriz ampliada. Esté claro que
r{B) = r(A4), ya que todo menor de la matriz 4 es un menor de la
matriz B pero no viceversa.

Teorema 8 (criterio de compatibilidad de un sistema de ecuacio-
nes lineales). Para que el sistema (20) sea compatible es necesario
y suficiente que el rango de la matriz ampliada B sea igual al rango
de la matriz de los coeficientes.

Demostracién de la necesidad. Supongamos que el sistema (20)
es compatible, es decir, que existen unos nimeros x; = o, Xy =
= dp, ..., Xp = Oy tales que

ano -t ardtat L . Gratts = by,
am®y+ Gpattot . ..+ Ganty = by,

A1ty Gmaat . . .+ Gn®n = b

Restando de la dltima columna de la matriz B su primera co-
lumna multiplicada por a;, su segunda columna multiplicada por
®a, etc., y, finalmente, su n-ésima columna multiplicada por «,,
obtenemos la matriz

ay @2 ... a1, 0
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cuyo rango, en virtud del teorema sobre las transformaciones
elementales, es igual al rango de la matriz B:

r(Bi) = r(B).

Por otra parte, estd claro que r(B;) = r(4), porque todos los
menores no nulos de la matriz By son iguales a los correspondientes
menores de la matriz 4 y viceversa. Por consiguiente, r(B) = r(A4).

Deniostracion de la suficiencia. Sea

r(B)=r(A)=r

y supongamos, para concretar, que el determinante diferente de
cero de orden r de la matriz 4 aparece en el Angulo superior de la
izquierda de la misma:

ay dyp ... iy
D = |8n G LT3 )
Gy G ... G

Las r primeras filas de la matriz B son entonces linealmente in-
dependientes y puesto que su rapgo es igual exactamente a r,
résulta que las restantes filas de la matriz B se expresan linealmente
en términos de sus r primeras filas. Pero ésto significa que las r pri-
meras ecuaciones del sistema (20) son independientes y que las demds
m~—r ecuaciones de este sistema son «combinaciones linealesy de
aquéllas, es decir, Son simplémente ¢corolarios de ésas. De hecho
el sistema contiene en este caso solamente r ecuaciones indepen-
dientes, Luego, es suficiente resolver las » primeras ecuaciones del
sisterna: sus soluciones satisfacen automdticamente a las restantes
m—r ecuaciones.

Ahora pueden darse dos casos.

1. r = n. El sistéma formado por las r primeras ecuaciones del
sistema (20):

a11%1 +ﬂmxz+ L) -.-+ AuXy = .b.l;

nXi+dpXgh ... +deX, = by,
Xyt apXet .+ anX, = by,

se puede resolver empleando, por ejemplo, las férmulas de Cramer.
En este caso el sistema posee una solucién #nica. Luego, es contpa-
tible y determinado.
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2. r < n. Tomemos las r primeras ecuaciones del sistema y
dejando en el primer miembro las r primeras 1ncégmtus pasemos
las restantes al segundo miembro:

X1t aiXat . o GieXy = bl_al et i =1pXn,
AuXy+ApXat . ..+ dorX, = by—ds, r-f-lxr+l‘“- <+ = GuXns (91)

X1+ 8raXa+ . o+ Gy =br‘_ar.r+lxr+1— I T

Podemos dar valores cualesquiéra a las «dncbgnitas libresy
Xr41s Xr 485 - - -» XnObteniendo del sistema (21) valores correspondien-
tes para las incognitas xy, X3, .. ., X,. Este es €l caso de un sistema
compatible; pero indeterminado. Las férmulas generales para la
solucién se puedén obtener resolviendo el sistema (21) respecto a
X1, X2 + . .y Xy, por-medio; por ejemplo, de las férmulas de Cramer.

Ahora estamos en condiciones de responder a la pregunta aun
pendiente: jqué puede decirse acerca de un sistema de n ecuaciones
conn mcégmlas cuyo determinante es igual a cero? Para un sistema
de este tipo el rango de la matriz de los coeficientes # < n, ya que
el {inico menor de orden n de esta matriz es, por hipbtesis, igual
a cero. Si el rango de la matriz ampliada B de este sistema es tam-
bién igual a r, ¢l sistema es compadtible, pero indeterminado ya que
r < n; sl elrango de la matriz B es mayor que r, el sistema es incom-
patible.

Ejemplo 7. Resuéivanse los siguientes sistemas de ecuaciones:

1. 1‘4‘2.-1‘3"‘"3.!3 = 2, 2. x1+2x=+3xa— Xg= 0,

n— X+ X3 = 0, Xy= Xzt Xpt2x, = 4,
Xtz — Xy = =2, X7k 5%y Sxp=dxy = —4,
3 +dx.+3x, = 0. X+ 8+ Tag—Txy = —8,

| i+ 20+30— xi0= 0,

= Xt Xgtln = 4,

X+ 5xp+5xg—4xy = —4,

X+ 82+ Txg—Txy = 6.

Solucidn,

1, Tenemos r{4) = 3 y ¥(B) = 3; ¢l sistema es compatible y determidado.
Puesto que

1 2 3]
1 -1 1|=14m0,
1 3 1
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encontramos de las tres ecuaciones primeras del sistema, empleando, por-gjiem-
plo, las férmulas de Cramer,

x=—-1x=0yx=1
2. Tenemos r(4) = 2 y r(B) = 2; ¢l sistema es compatible pero indetermi-
nado. Puesto que el determinante
I 2
o ot
de las dos primeras ecuaciones del sistema
Xy 2xy = =3Ixgt Xy,
{ = Xy =4—-x;—2x,

=-3%0,

obtenemoas

8 5 4 2
Rl R T e "3*-"s+x| s

donde se pueden asignar valores cualesquiera a las incgnitas x; ¥ X4
3, Tenemos r(4) = 2y #(B) = 3 y el sistema es incompatible,

§ 10, Sistemas homogéneos

Las ecuaciones lineales homogéneas son las ecuaciones en las que
el segundo miembro es igual a cero:

‘@3X1 +aXat ... b dinXe =0,
anXy +apxe+ ...+ d2.x =0, 22)

X1+ GmaXat . . o+ GoaXn = O

Este sistema es siempre compatible ya que posee, por ejemplos
Ia solucién nula:

X1 =0,Xg=0, ..‘,x,.':O

(es decir, la solucién en la que los valores de todas Jas incognitas
son iguales a cero).

Es importante saber bajo qué condiciones el sistema homogéneo
(22) tiene soluciones no nulas. La respuesta a este.problema viene
dada por el teorema siguiente.

Teorema 9. Para que el sistema (22) tenga soluciones no milas es
necesario y suficiente que el rango r de la matriz de los coeficientes
sea menor que 1.
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Efectivamente, siendo r = n, el sistema (22) tiene, como se
deduce de la demostracién del teorema 8, una solucion timica que
es, por consiguiente, la nala

=0, x=0,. a=0.

En cambio, siendo r < n, el sisterna (22) resulta indeterminado
(porque no puede ser mcompattble) y, por consxgwcnte tiene un
conjuto infinito de soluciones y, en particular, un conjunto infinito
de soluciones no nulas.

Del teorema demostrado se deduce directamente este otro.

Teorema 10. Para queun sistema homogéneo de necuaciones line-
ales con n incognilas posee soluciones no milas es necesario y suficiente
que su determinante D sea igual a cero.

Demeostracién. La condicidén

D=0

es aqui necesaria, ya que siendo D = 0 el sistema tendrd una solu-
cién fnica, es decir, la solucién nula. Esta condicién es también
suficiente, ya que siendo D = 0 el rango de la matriz de los coefi-
cientes del sistema es r < n y el sistema tiene un conjunto infinito
de soluciones (no nulas).

Ejemple 8. Hdllese la condicién de pertenencia de dos rectas del espacio

x—a _ y=b _ z-¢
h T om o

x—dy y—1by -y
L om Ry
a um mismo plano (en el sistema rectangular de coordenadas).
Solncién. Supongamos que estas rectas pertenecen & un plano
Ax+By+Cz+D =0, 23)

El vector (A, B, C) es entonces ortogonal a este plano ¥, por consiguiente, es
ortogonal al vector {a; —ay, bs— by, cs—¢;) que pertenece al plano, es decir,

Alag— ap+B(by— b))+ Cley—cp) = 0. (24a)
Ademds, ambas rectas son orfogonales al vector {4, B, C), es decir,

AL+ Bmy+Cny = 0,

Ab+Bmy+Cny = 0.

Hemos obtenido el sistema (24a) y (24b) de tres ecuaciones lineales con tres
incognitas 4, B y C. Para que tenga soluciones no nulas, es decir, para que

(24b)
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exista el plano (23) que contenga las dos rectas dadas, es necesario y suficiente
que el determinante de este sisterna sea igual a cero:

@m-a b—b o—g
L m m =0
!g My L]

Esta es precisamente la condicién que querfamos obtener.

Sea
Xy =0y, Xo =002, 0y Xp = Og
una solucidén no nula del sistema homogéneo (22). Podemos con-

siderar esta solucién como una fila ey = (¢, &, ..., %) formada
por n elementos. En este caso la fila

cey = (CNI.'; CODy v v vy c‘xn)

ser4, evidentemente, una solucién del sistema (22). Ademés, siendo
€= (ﬁb.&& voes Bn)

otra solucién cualquiera del sistema (22), la combinacién lineal de
estas soluciones

crer+coep = (Croe+cof, Crzzt-€afs, . oy C18n-+Cafn)

también serd una solucién del sistema cualesquiera que sean los
valores de ¢; y ¢q, ya que de

anoy st .. .8z, =0,
anfr+apfet ... +amfa =0
resulta
an(cye +cafi )+ aplCioa+caffe)+ . ..
e o Apa(Csttn+Cafls) = 0.

Luego, cualquier combinacidn lineal de unas soluciones del sistema
homogéneo (22) serd también una solucidn del mismo. Es interesante
por esto hallar unas soluciones linealmente independientes del
sistema (22) en términos de las:cuales se expresen linealmente todas
las deinds soluciones de éste. '

Un sistema linealmente independiente ey, e, . . ., € de solucio-
nes de las ecuaciones (22) se Uama fundamental si toda solucién det
sistema (22) es una combinacién lineal de las soluciones. e, eg; ... .

—
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Teoremsa 11 (sobre Ia existenicia de sistéemas fundamentales de
soluciones). Si el rango r de la matriz de los coeficientes del sistema
de ecuaciones (22) es menor gue n, este sistema posee sistemas funda-
mentales de soluciones.

Demostracitn. Supongamos que el rango r de la matriz de los
coeficientes del sistema (22) es menor que n y aceptemos, para
concretar, que el menor D que figura en el dngulo superior de la
izquierda de 1a matriz A es diferente de cero:

g1 12 ... Mp 11 Gz ... My
A= |1 G2 ... gz D= |9 g ... Gy Q0
Omy Gm2 <. Qun Gep ez -0 ey

Pasando al segundo miembro de las r primeras ecuaciones del
sistema (22) las incbgnitas libres x,41, . . ., X, Obtenemos el sistema

Xy +apXet ..t ByXe = =81 g1 Xrs1— . . . — 10Xy,
anXitapXat ..+ GuXe = =8, 4 1Xr41— oo —nXp, (25)
X1t anXat o GXy = —0p rp1 X 41—+« - = GppXp.
Asignando a las inc6gnitas libres los valores
Xpp1 =1, X4z = 0, ..., x5 =0,
obtenemos los valores correspondientes x; = ay, X» = s, ...,

x, = o, de las r primeras incégnitas. Esto nos ofrece una fila
solucién

(“]n @y oy 1,0, ..., 0).
Anélogamente, asignando a las incdgnitas libres los valores
X1 =0, %42 =1, ..., %, =0,

y calculando los respectwos valores x; =B, x2 =fa, ..., % = B
de las restantes incdgnitas, obtenemos la fila

(ﬁl‘ |823 ey ﬁr; 09 1: Ly 0),

etc. De esta forma obtendremos un total de & = n—r-soluciones
del sistema (25):

el-=(¢l_.’“2s saey Upy 1,0, ‘,-_,0),
eﬂ=(ﬁhﬁst --'aﬁﬂo l’ "'|0)! (26)

€ "(&195& .. )En0,0, sy l).
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Estas k filas son linealmente independientes, ya que forman una
matriz

ajﬁg...ﬁ,lo...o
ﬁl ﬁ! e ﬁr 01 .. 0

B & ... £ 00 ... 1

de rango igual exactamente a k. (Esta matriz contiene un menor
de orden k —por ejemplo, el formado por las dltimas & columnas—
diferente de cero.)

Demostremos ahora que las soluciones ey, e, ..., e de (26)
constituyen efectivamente un sistema fundamental. Es sufiiente
dermostrar para ello que toda solucidn del sistema (22) se expresa
linealmente en términos de ey, es, - . ., €. Sea, pucs,

e= (ely Boy oo vy By 'ﬂr+h saay 'Bu)
una solucién cualquiera del sistema (22). Consideremos la fila
e = e—Brp10) —Brpsea— ... —Dnlr.

Es fécil ver que todos los elementos que figuran en las & Gltimas
posiciones de esta fila son iguales a cero, es decir,

& =(elv 02 « -4y 2rs 01 0: ”-!0)'

La fila e, es una soluci6n del sistema (22), porque ¢s una combi-
nacién lineal de soluciones. Pero como los valores de todas las
incégnitas libres en &, son iguales a cero, del sistema (25) —cuyo
determinante es diferente de cere y que, ademas, ¢s en este caso
homogéneo— obtenemos que los valores de las restantes incégnitas
en e, son también iguales a cero, es decir, que ¢ s 1a fila nula:

ey = 8—@,+1q—ﬂ:$a€z“ e *aﬂk ':. (0; 0: RN 0):
de donde resulta que
€ = rpsertOrasent . +Oux

que es lo que se queria demostrar.

Observemos que para obtener un sistema fundamental de
soluciones podemos asignar a las incognitas libres otros valores
cualesquiera siempre que el determinante correspondiente de orden
k sea diferente de cero. De ésta forma podemos obtener tantos
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sistemas fundamentales de soluciories (cada uno compuesto de
k = n—r filas) como se guiera. Se puede demostrar que todo sis-
tema fundamental de soluciones de las ecuaciones (22) estd for-
mado por exactamente n—r elementos (esto se deducird de los
resultados del capftulo siguiente).

Luego, podemos decir que la solicidn general del sistema (22) de
ecuaciones lineales homogéneas es de la forma

zie1tooeet . .. Fxper,

donde &y, ey, - . ., & ¢s un sistema fundamental cualquiera de solu-
ciones y &, &, . . ., &% SON UNos niimeros arbitrarios.
Hagamos una observacién més de importancia para lo sucesivo.
Observacidn. Consideremos un sistema de ecuaciones
([ ayxitGaxet ...+ Ginxe = b1,
A X+ GooXad . . . B2aXn = ba, @7

| @mX1tdmeXet - o .+ GpaXn = b

y su correspondiente sistema de ecuaciones homogéneas

([ Guxi+awXe+ .. . +apx, =0,

anX1+ aeXat ...+ esXe = 0, (28)

<

| @m¥1+ GmeXet ...+ apaXy = 0.

Sea 1 = (o1, ata, . . ., %,) Una solucién determinada del sistema
(27) y sea e = (B, Be, . . ., Ba) otra soluci6n cualquiera del mismo.
La diferencia

€1—eg == (ot —ﬁh 052—152, Rt ﬂn—ﬁn)

es entonces una solucién del sistema (28): de
anoy +apee+ ... b G, = by

y de
anfh+anfe+ ... +aufs = b

resulta
anley =P+ aplte—Fo)+ . . . + i@ =2} = bi—b; = 0.
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Reciprocamente, siendo e3 = (y1, Y2, --., Pa) UNA solucién
cualquiera: del sistema homogéneo (28), la fila e1+-es = (a1 +y1,
g Ya, . .., 2yyn) satisface al sistema (27): de

Aoy QuXat . . .+ s = by

y de
g+ apyet . H 80l = 0
resulta
anr+ 1)+ Gt ya)+ . oo +au(at ya) = b0 = by

De aqui s¢ deduce que todas: las soluciones del sistema (27) se
pueden obtener agregando a una solucién cualquiera. del mismo
todas las soluciones posibles del sistema homogéneo (28). En otras
palabras, /a solucidn general del sistema (27) es igual a la suma de la
solucién general del sistema (28) y de una solucidn cualquiera, pero
fija, del sistema (27).

§ 11, Método de Gauss

Las formulas de Cramer, de gran interés teérico, no tienen, sin
embargo, importancia seria en la préctica ya que su aplicaci6n estd
sujeta a célculos demasiado voluminosos, Para la solucién practica
de los sistemas de ecuaciones lifeales se empléa con mayor fre-
cuéncia e} método de Gauss que consiste en la eliminacién sucesiva
de las incognitas segin el esquema siguiente. Para resolver el
sistema de ecuaciones

@ixi+deXat .. GiaXas = b1y
GyuX1t GpoXat . o o+ gnXn <= b2, (29)

| amxitGueXet . o o+ GunXn = bm
sé escribe la matriz ampliada de este sistema

“dy Mg s.. i b
B |G G oo G |bs |
aml (27 S amu bm_

donde la raya sépara la columna de los términos independientes,
y después se realizan transformaciones elementales con las filas
de ld matriz B: se permite cambiar el orden de las filas (lo que
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equivale a cambiar el orden de las ecuaciones), multiplicar las filas
por cualesquiera niimeros diferentes de cero (lo que corresponde
a Ia multiplicacién de las respectivas ecnaciones por estos niimeros)
y agregar a cualquier fila de la matriz B cualquier otra fila multi-
plicada porunnimero arbitrario (lo que corresponde a la adicién
de una ecuacién multiplicada por este niimero a otra ecuacién del
sistema). Después de estas transformaciones se obtiene toda vez una
matriz ampliada dé un sistema nuevo, equivalente al inicial. Se
trata de reducir 1a matriz B a la forma lo maés sencilla posible que
permita indicar directamente la solucién del sistema..

Consideremos mds detalladamente el método de Gauss en el
caso de los sistemas 1,2 y 3 del efemplo 7.

1.
[ x1+2xp+3xs = 2,
xn— xet xz= 0,
30
xi+3x— xp =2, o

| 3x14+4dxs4-3x3 = 0.

La matriz ampliada de este sistema es
[1 2 3 27
1 -1 | 0
1 3 1] -2
.3 4 3 0

Restando la primera fila de la segunda y de la tercera y restando la
primera fila triplicada de la cuarta, obtenemos la matriz

[l. 2 3 27
6 -3 2| -2
0 1 —4| -4
0 -2 ~-6]| -6

Esta matriz es la matriz ampliada del sistema
xi+2x%+3x% = 2,
—3xg—2x3 =—2
X, X3 ] (3 l)

Xo—4xg = —4,
—2xy—bx3 = -6,
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que se obtiene del sistema dado (30) al restar la primera ecuacién
de la segunda y de la tercera y al restar la primera ecuacién tripli-
cada de la cuarta. Luego, el sistema (31) es un corolario del sistema
(30) y toda solucién del sistema (30) satisface también al sistema
(31). Pero, reciprocamente, el sistema (30) se puede obtener del
sistema (31) mediante transformaciones andlogas: agregando la
primera ecuacién a la segunda y a la tercera y sumando la primera
ecuaci6n triplicada a la cuarta. Luego, el sistema (30) es, a su vez,
un corolario del sistema (31), es decir, ambos sistemas son equiva-
lentes por tener las mismas soluciones.

Agregando ahora la tercera fila triplicada a la segunda y la
tercera fila duplicada a la cuarta, obtenemos

18 3] 2
00 -14|-14
01 =k| =4
00 —14| 14

Restando la segunda fila de la cuarta y dividiéndola por —14,
tendremos

12 3 2
00 1 1
01 —4| -4}
L0 0 © 0

Pero ésta es la matriz ampliada del sistema
[ X +2xp+3x3 = 2,
1 x& = 1’
Xg—dxy = —4,

que es equivalente al sistema dado (30); luego, la solucién del
sistema (30) es

X3=1 Xp= =4+dx3 =0, x = 2—2xp—3xy = 23 =
= -1

En este caso el rango de la matriz ampliada es iguoal al rango de la
matriz de los coeficientes y es igual, evidentemente, a tres,
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_ X1+ a4 3x— xi = 0,
| X1— Xpb Xa+2x% = 4,
X1+ Sxgt Sxg—dxy = —4,

L X3+ Bxa+Txs—Txy = —8.

Bscribiendo la matriz ampliada de este sistema, obtenemos, después
de las transformaciones evidentes:

I 23 =t] ¢ i 2 3 <i|
1-11 2| 4| [0 -3 -2 3| 4
i 58wl 6 3 5 =3|«8|
1 B 7 g g & 3 <6l-g]
I 2 3 =10
40 =3 =2 3|4
o o o ofol
0 0 o0 oo

de donde se deduce que nuestro sistema es equivalente al sistema
x1+2x%+3x3— x4 =0,
{ —3xa—2x3+3xy = 4,
¥ que, por consiguiente,

4 2
Yo = ———gXt+Xn

8 5
X1 = -—2):5—3]:3-[-).'4 = T"Tx‘—x"

Aqui el rango de la matriz ampliada es igual al rango de la matriz
de los coeficientes y es igual, evidentemente, a dos.

3.
x1+2x+3x3— x4 = O,

X1— X+ Xatdxy = 4,
X1+ 5234 Sx3—4xy = —4,
X1+ 8xg+Txg—Txy = 6.
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Tenemos, obviamente,

1 2 3 —1] 0] [t 2 3 -1] ©
L=t 1 2] 4 lo =3 =3 3| 4
1. % 5 4| 4|t 3 2 <31-a|"
1 8 7 -11 6] |lo 6 4 -6| 6

1 2 3 -1l 0
0 -3 -2 3t 4
0 0 0 0| 0
0 0 0 014
es decir, el sistema es incompatible, ya que el sistema que le equi-
vale contiene la ecuacidn
0:x14+0-xa+ 0230024 = 14

(correspondiente a la Gltima fila). Es ficil ver que el rango de la
matriz de los coeficientes es igual aqui a dos, mientras que el rango
de la matriz ampliada es igual a tres.

Ejemplo 9. Resuélvase, empleando el método de Gauss, el sistema hamogéneo
de ecuaciones

Xy 2%y H3xg+ Ax, 5% =0,
2 4 3+ 4yt Sxg+ x5 =0,
x4+ Sxg+ Xyt 1"5 =0,
Xy 3xg+ Sxgb 1224+ 9x; = 0,
| x4 Sxgb 62— x, 43w =0
y hdllese su sistema fundamental de soluciones.
Solnlcon, Consideremos la matriz ampliada del sistema (la columna nula

se puede, claro esté, omitir). Déspués de unas transformaciones comprensibles,
encontramos

2

1213 435 r1 2 3 4 S
234 51 0-1-2 -3 -9
345 1 2[n]|0-2=4~11-13]n~
135129 01 2 8 4
4 56-334d Lo-=3-6-19-17
rl 52 3 & 5 123 435
0-1-2 =3 -9 012 39
~l0 0 0 -5 5|~]0 0 0-11},
0 0 0 5-5 10600 020
o 0 o0-10 10 D00 00O
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es decir, el sistema dado equivale al siguiente:
X1+ 2%+ Ixg+dx+5x5 = 0,
Xg+2xy+3x,4+9%, = 0,
— X+ xg=0.
Aqul r = 3 y tres de las incdgnitas se pueden expresar mediante las restantes,
por ejemplo, asi:
Xy = X
Xy = = 20p=dx,—Oxy = —2xy— 12%;,
Xy = ~ 2= 3xp=dxy~5x, = xg+15x,
Un sistema fundamental se puedé obtener dando a las incégnitas libres
23 ¥ xglos valores ¥y = 1, x, = O(enestecason; = 1, x, = =2, x, =0) ¥ los

valores x; = 0, x; = 1 (en este caso x, = 15, x, = —12, x, = 1). As{ obte-
nemos el sistema fundamental de soluciones:

ea=(1,-2,100),
ey = (15, =12, 0, 1, 1).
La 3solucion general del sistema es de la forma
€= &y, + 0oy = (0y+15¢y, —20,~12¢,, ¢4, €4, €a),

donde ¢; y ¢; 50n unos ntimeros arbitrarios.



CAPITULO II

ESPACIO DE n DIMENSIONES

§ 1. Definicién de un espacio vectorial

Comenzaremos con un ejemplo bien conocido por el lector.
El concepto de vector, o de segmento orientado, desempefia un
papel importante en la Geometria. Los vectores pueden ser

sumados entre sf y multiplicados por nimeros. La suma OC de los

vectores OA y OB es, por definicién, la diagonal del paralelogramo
OACB (fig. 1, a; esta definicién se puede extender también al caso

en ¢l que las rectas 04y OB coinciden) y ¢l producto OD del vector
OA por un niimero « se define por las condiciones: OD = |x]-04

y los vectores ‘OD y 04 estan orientados en una misma direccion,
si > 0, y en direcciones opuestas si « < 0 (fig. 1, b).

Pero el conjunto de todos los vectores planos o el conjunto de
todos los vectores espaciales representan solamente unos ejemplos
(aungue muy importantes) de espacios vectoriales.

En el capitulo T hemos visto que siendo

er = (00, %9, -y %n) Y €2 =(B1, Ba ..os )

Gb=a0R
0D=a'0A

Fig. 1
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dos soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas,
la suma de estas soluciones

f-’i""e! — (a.l‘i'ﬁl.s ﬂ:l‘l‘ﬁZs aey “n‘f’ﬂu)

y el producto de cﬁa}quiem'dc cllas, digatﬁ_dﬁ de e, por un nime-
ro arbitrario ¢

cey = (cory, Cito, .. ., COLy)

también serdn soluciones de este mismo sistema. Frecuentemente
nos encontramos en las Matematicas con situaciones anélogas cuan-
do se tiene un conjunto de élementos que pieden ser sumados entre
sty multiplicados por néimeros obteniéndose de esta forma elementos
del mismo conjunto. Por ejemplo, los polinoniios en ¢ de coeficientes
reales pueden ser sumados entre si y multiplicados por niimeros rea-
les obteniéndose polinomios del mismo tipo. Si el grado de los
polinomios que se suman y se multiplican por niimeros ne sobre-
pasa un mirmero dado n, los polinomios que se obtienen serdn también
en este caso de grado no mayor que n Las funciones arbitrarias
de ¢ se pueden sumar entre si y multiplicar por ndmeros resultando
de nuevo funciones de #. Si las funciones.a las que se aplican estas
operaciones son continuas en un segmento [a, b] (o en toda la recta
numérica), las funciones que resultan tendrin la misma propiedad.

Finalmente, los propios mitmeros se pueden, por supuesto, sumar
entre si y multiplicar por nlimeéros; es mds, en lugar de un nimero
se puede considerar pares, ternas y, en general, colecciones ordena-
das (filas) formadas por n niimeros:

(X1, X2y ...y X)

(si antes estas filas aparecfan como soluciones de un sistema dado
de ecuaciones lineales, ahora nada se exige de ellas). Las filas se
pueden sumar entre si:
(xli X2y v ey xn)"‘(}’lu Y2 ooy J»’n) e
= (X141, Xa+Yey oo XatVu)
y multiplicar por nlimeros:

e(X1, Xoy o .0y Xn) = (CX1, €X5, ..., €X)

obteniéndose toda vez una fila del mismo tipo.
Todas estas situaciones son distintos ejemplos de espacios vecto-
riales (siendo el Gltimo ejemplo de importancia primordial para lo
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sucesivo). Con ¢l fin de abarcar estos y todos los demds casos
posibles, introduciremos la definicién siguiente.

Definicién 1. Un conjunto R de elementos x, y, z, ... se llama
espacio vectorial o espacio lineal, si para cualesquiera dos elementos
x e ydel mismo esté definida la suma x4y € RV y si para todp ele-
mento x ¢ R y todo mimero real o estd definido el producto ax € Rde
modo gue se cumplen las siguientes condiciones

1. x+y = y+x para todos los x, y € R

2. (x4+y)+z = x+(y+2) para todos los X, y, z€ R,

3, Existe un elemento 0 € R (elemento nulo) 1al que x+0=x
para todos los elementos x € R.

4. Para todo elemento x¢€ R existe un elemente —x (llamado
opuesto de x) tal que x+(—x) = 0.

5, 1. =x.

6. o(fx) = (@f)x®.

7. (4 P) x = oex+fix.

8. a(x+)) = ax+ay.

Los elementos de un espacio vectorial se llaman vectores.

Ejemplos. Podemos hablar del espacio vectorial P, de los poli-
nomios de grado no mayor que n con coeficientes reales, o del
espacio vectorial C de las funciones continuas en un segmento dado
[4, b], o del espacio vectorial de las soluciones de un sistema dado
de ecuaciones lineales homogéneas, o, finalmente, del espacio vec-
torial de filas formadas por n elementos.

El espacio R suele llamarse espacio real (lineal o vectorial), ya
que en R estd definida la multiplicacién de sus elementos por los
niimeros reales. Si'los elementos de R se pueden multiplicar por los
ntimeros complejos, se obtiene un espacio vectorial complejo, Como
ejemplo de este espacio puede servir ¢l conjunto de todas las filas
formadas por n numeros complejos o el conjunto de todos Jos

11 os simbolos €, <, € s¢ denominan simbolos de inclusidn. La nota-
cién ac A significa que g cs un elemento del conjunto 4. La notacién Ac B
significa que el conjunto A s una parre del conjunto B (es decir, que t0do
elemento a de A pertenece, también a B); la notacién 4.C 8 significa que el
conjunto A es una parfe regular del conjunto B, es decir, que A estd contenido
en B pero no coincide con €L

2 Para no confundir los vectores con los nfimeros convendremos en
indicar ~—en todos los casos que puedan ofrecer dudns— los nimeros por
letras griegas y 1os vectores por letras Jatinas.
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poliiomios de coeficientes complejos. (con més deta]le se trataeste
tema en el § 5 del capitulo V).

Gracias a la condici6n 2 podemos hablar dé la suma de Xty
+2z = (x+))+2z (6 x-+(y-+2) que vienea ser lo mismo) de tres. o de
un nimero mayor de elementos de R.

- Sellama diferencia x—y delos vectores x ¢ y un vector 2 tal que
x = y+z. Es facil ver que x—p = x+(~y).
Efectivamente,

Y+XH(=P] = 0+ 0)+(—2) = (=4 (+x) =
= [(=M+yl+x =0+x = x.

Ademds, de la definicién 1 se deducen directamente las propo-
siciones ﬂgulemes

1. Unicidad del elemento nulo. Supongamos que en el espacio R
existen dos elementos nulos 0; y 0p. Puesto que para cualquier x
de R se tiene x+-0y = x y x+0p = x, resulta, en particular, que
0:+0; =03 ¥ que 0140z = 0y, de donde, debido a la igvaldad
01+ 0z = 03404, se obtiene

0; = 0.

2. Unicidad del elemerito opuesto. Supongamos que un elemento
x tiene dos elementos opuestos y y z; tenemos entonces x-+y = 0
y x+z = 0. Por consiguiente,

ytxt+z=y+(x+z)=y+0=y
[+

YEX+2=0+x)+z2=0+z =2,
de donde resulta

y=z

3. Para todo elemento x & R se tiene Ox =0V, En efecto, tene-
mos Ox = (0+0)x = Ox+0x cualquiera que sea x;. Agregando

—0x al primer y al segundo miembro de la dltima igualdad, obte-
nemos

0 = 0x.

1>E1 mismo simbolo O se emplea aqui para indicar un nimero (en el
pnrner miembro) y un vector (en el segundo miembro), Tanto aqui como en lo
sucesivo, siempre estarh claro del propio oontexto que e lo que representa et
simbolo 0, el nimero cero o el vector nulo.

=134
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4. Para cualquier nlimero real o y para 0 € R se tiene 20 = 0.
Efectivamente, 20 = x(0+0) = «0-+«0. Agregando —a0 al primer
y al segundo miembro de esta igualdad, obtenemos

0 =al.
5. Si se tiene ex = 0, resulta que o bien & = 0 o bien x = 0.
En efecto, sea o ¢ 0; entonces,

x=1x= (%a)x:i—(acx) '—-?10 =0

6. Para todo x ¢l elemento {—1)x es el opuesto de x. Efectiva-
mente,

x+(—Dx = lax+(=Dx = [I+(-D]x =0-x =0
¥y, por consiguiente,

(=Dx = —x.

§ 2. Dimensién y base

Definicién 2. Los vectores i, @z, . . ., O de un espacio lineal R se
Hlaman linealmente dependientes si existen unos nimeros &, %s,. . .
+ « s &g 110 todos iguales simultdneamente a cero tales que

yth+oadyt . . bogar = 0.

Los vectores que no son linealmente dependientes se llaman
linealmente independientes.

Siendo los vectores @y, gz, . . ., 4 linealmente dependientes
i+t ... Fopdx =0

y siendo, por ejemplo, o = 0, se tiene

ax = —%01—%02-— veom q;:‘ ay.-1,
es decir,
ap = Ein+Eaget .. Erm1i—1, 0

donde & = —1:- . Si tiene lugar la igualdad (1) se dice que el vec-
L]

tor @y ¢s una combinacién lineal de los vectores a1, az, - . ., Q-1 y

también que el vector di se expresa linealmente en términos de

@y, ds, . . . i1 . LUELO, siendo los vectores ay, as, . .., ax linealmente
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Y
Y\
4
Y
\ﬁa
0 4

dependientes, al menos uno de ellos se expresa linealmente en tér-
minos de los restantes. Estd claro que la reciproca es también
vélida, es decir, $i uno ‘dé los vectores se expresa linealmente en
térmmos de los demas, estos vectores son linealmente dependientes
en su conjunto..

Ejemplos. En el plano existen tantos pares de vectores lineal-
mente indepéndientes como se quiera :cualesquiera dos vectores no
colineales, es decir, no paralelos a una misma recta, son linealmente
independientes. Pero-cualesquiera tres vectores del plano son lineal-
mente dependientes.

En el espacio cualesquiera tres vectores no coplanares (es decir,
no paralelos a un mismo plano) g, by ¢ son linealmente indepen-
dientes (ya que siende wa+fb+yec =0 y siendo, por ejemplo,

Fig. 2

vy # 0, resulta ¢ = ——;l-a-% b, es decir, el vector ¢ es coplanar
con los vectores a y b). Sin embargo, chalesquiera cuatro vectores
a, b, ¢yddel espacio s serdn linealmente dependientes. En efecto,
sean a = 04, b = OB y ¢ = OC unos vectores no coplanares

y sea d = OD otro vector cualquiera; trazando la recta DD, ljoec
(fig. 2; ¢l punto D pertenece al plano 40B) y descomponiendo el

vector ODI, que es coplanar con a y b, respecto a estosvectores,
obtenemos evidentemente:

(ﬁ :M"'ﬁba
0D = OD,+DiD

3
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Y
DiD = ye,
es decir,
d = wa+ fb+ye,
de donde resulta
d—oa—fb—yc = 0.

(Si los vectores a, b y ¢ son coplanares, existen unos nimeros e, 8 y
¥ no todos iguales simultdneamente a cero tales que

aa+pb+ye = 0;
pero se tiene entonces
oa+fbtyc+0:d =0

y los cuatro vectores son. también linealmente dependientes.)
Definicién 3. Un espacio lineal R.se llama n-dimensional si.en é1
se pueden encontrar n vectores linealmente independientes: pero es
imposible encontrar mds de n vectores linealmente independientes.
Es decir, la dimensién de un espacio es el nimero maximo. de
vectores linealmente independientes que éste contiene. Convendre-
mos en indicar por d(R) la dimensi6én del espacio R. ;
La dimensién del conjunto de todos los vectores planos es igual
a dos y la dimensidn del conjunto de los vectores espaciales es igual
a tres. ;
Los espacios gue tienen dimensién finita se¢ llaman espacios de
dimensidn finita. Un espacio en el que se puedan encontrar tantos
vectores linealmente independientes como.se quierase {lama espacio
de dimensidn infinita. Bs un ejemplo de un espacio de dimensién
infidita el conjunto P dé todos los pelinomios en t de coeficientes
reales o ¢l conjunto C de todas las funciones de 7 continuas en un
segmento dado {4, b] (o continuas entodala recta numérica). -
Definicién 4. Toda coleccidn de n vectores linealmente indépen-
dientes de un espacio n-diménsional K se llama base de este espacio.
Teorema 1, Todo vector x de un espacio lineal n-dimensional R se
puede representar como una combinacion lineal de los vectores de la
Base y, ademds, esta representacién es tinica. :
Demostracién. Sea e, es; ..., @, una base cualquiera de un
espacio n-dimensional R y sea x € R. Puesto.que cualesquiera
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n+ 1 vectores. del espacio R (jde » dimensiones!) son.linealmente

dependientes, ‘resultan también dependientes, en particular, los

vectores ey, €y, . . ., &y, X, €s.decir, existen unos nimeros oy, o, . ..
. +»%ny ® N0 todos iguales simultineamente a cero tales que

o6y +aaeat .. FoaEatax = 0
Ademis, ese # 0, ya que de o contrario serfa diferente dé cero uno

de los nimeros &y, &z, -+ ., % ¥, por consiguiente, los vectores ey,
€s, .., & resultarian linealmente dependientes. Luego,

e Mo G
¥=——toy—Ley—...—2ey.

X,
Tomando — —u‘- = x;, tendremos

X = X1€1+ Xa€a+ . . .+ Xn€h.

Esta representacién de x mediante ey, es, . . ., e, €s thricd, ya que
siendo x = X161+ Xalat ...+ Xuln ¥ X = pre1+ Yoeat . . .+ Vuen, 5
tiene

i—x) e+ (z—Xa) eat ...+ (Vu—xn) €y =0
y, debido a la independencia lineal de los vectores ey, e, ..., €.,
resulta

Y1 =X,L,Y2=X2 ..., Yu = Xn.

Los nimeros xj, Xz, .. ., Xx S¢ llaman coordenadas del vector x
en la base &y; e, .. ., e, Por lo tanto, el teorema 1 afirma que dada
una base de un espacio vectorial n-dimensional R, todo vector de R
tiene coordenadas en esta base (determinadas univocamente).
Ademads, queda claro que si coinciden las coordenadas de dos vecto-
res x e y, estos vectores son iguales, ya que en este caso

X = Xi@1+ Xo€ot . . .+ Xy = ).

Por esto, para determinar un vector basta indicar sus coordenadas
X1, Xa, - - .5 Xp ¥ 8€ dice: vector x = (xy, X, « . .y Xp)-
Supongamos que se tienen dos vectores dados mediante sus

coordenadas en una base. Entonces, al sumar estos vectores se suman
sus coordenadas respectivas: si

x =xX101txgeat . b X8y € Y = yi&1tbYa€at . F Pln,
se tiene .
x4ty =ia+p) e+ {xety) eat ..+ (Xt ya) €.
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Al multiplicar un vector por un nimere todas sus coordenadas se
multiplican por este mimero: si

X = x1e1+Xp€2t . . .+ Xnfy,
se tiene
ax = (ax1) ey +{axg) €2+ . . . +{oxn) €x.

Todas las coordenadas del vector nulo son iguales a cero, ya que,
debido a la independencia lineal de los vectores ey, €3, ..., € dela
ignaldad ciey+-cest . . . +2.2, =0 resulta que todos los o; = 0.
El vector opuesto del vector x = (xy, X2, ..., X;) €5 igual a
{(—x1, =X, ..., —Xg), Pues

(X3s X2y vy XpdH(—=X1, —=Xg, ... =X =(0,0,...,00=0

Teorema 2. Si e1, e, ..., e, Son unos vectores linealmente in-
dependientes del espacio R y si todo vector x € R se expresa lineal-
mente en términos de €y, €z, ..., €n, €5(0S vectores constituyen una
base de R.

Demostracion. Los vectores ey, €z, ..., €, son, por hipotesis,
linealmente independientes. Resta demostrar que en el espacio R
no hay mas de .n vectores linealmente independientes. Tomemos
cualesquiera m > n vectores ay, ds, . . ., G, de R, Cada uno deellos
se puede, por hipdtesis, expresar linealmente en términos de
€1, €35 - ..y Bl

a1 = anthoaat ... F%n€a,
ay = Nufl'!'&:zf-’z'i- Tt Annln,

Ay = K1t Ram€at - o o+ %amen.

Consideremos la matriz

o %1 ... Him
oal *ap ... Eam
Fgl %n2 e.. Upmd

Como quiera que el nimero de filas de esta matriz es igual a n,
Su rango €s no mayor que 7 y, por consiguiente, entre sus columnas
no hay més de.n linealmente independientes. Pero por ser m > n,
las m columnas de esta matriz son linealmente dependientes. Esto
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significa que los vectores @y, @y, .., Gm 50D también linealmente
dependientes. Hemos demostrado que el espacio Res n-dlmcnsmnal
Y que ey, €, . .., €, es upa de sus bases. i

Del teorema 2 se desprende que el espacio R” de las. filas orde-
nadas formadas por n niimeros es.n-dimensional. Efectivamente,
las n filas. ;

e =(1,0,...,0),

92=(O9 l? ---90)}

e, ={0,0,...,1)
son linealmente independientes, ya que de la igualdad
ey +oent ... +nes = (@1, 02, ... %) =(0,0,...,0)

resulta oy =ap = ... =a, =0. Por otra parte, toda fila
e = (&, &, ..., £) se expresa linealmente en términos de ¢y,
€3y ...y €yl

e = &ey+beat .. F+Entn-
Las filas e, e, ..., €, forman, por consiguiente, una base del
espacio R~

El espacio P, de los polinomios de grado no mayor que n es
de dimensién n+ 1. En efecto, los polinomios

Lt 12 ..., 00
son linealmente independientes y todo polinomio en ¢ de grado no
mayor que 7 se expresa en términos de éstos de un modo evidente.

Teorema 3. En un espacio lineal de dimensidn finita todo conjunto
de vectores linealmente independientes puede ser incluido en una base.

Demostracién. Sean ey, €3, ..., € unos vectores linealmente
independientes de un espacio R. Si todos los restantes vectores de R
se expresan linealmente en términos de los véctores ey, €z, ..., 6k
estos iiltimos ya constituyen una base en virtud del teorema 2.5i
existe un vector ex.1 que no se expresa linealmente en términos de
1, s, ..., e, 108 k-1 vectoresey, €s, .. .y, €x+15€rdn lincalmente
independientes. Efectivamente, si tiene lugar la igualdad

crertomaeat .. ety =0

debe ser & # 0 —debido a la independencia lineal de los vectores
e, &, ..., e~ Y, por consiguiente, el vector e, se expresa lineal-
mente en términos de ey, €z, . . ., k.
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Agreguemos el vector er41 a los vectores e, es, . . ., €. Si todos
los vectores del espacio R se expresan linealmente en términos de
&1, €3, . . ., Bk, €41, €Stos tltimos ya: constituyen una base, Si existe
un vector ex;2 que no se:expresa linealmente en términos de ey,
€, ...,E L1, loagregaremos a éstos; el sistema nuevo de vecto-
TES €1, €3, ...y €k, €ka1, CryzS€T4 linealmente independiente, etc.

Este proceso no puede prolongarse indeterminadamente, ya
que el espacio R es, por hipotesis, de dimensién finita y, por con-
siguiente, en €] no puede haber un conjunto infinito ey, ez, €3, ...
de vectores linealmente independientes. Por esto obtendremos, al
fin y al cabo, un sistema linealmente independiente de vectores
€1, €, . .., €x, €41, - - ., ;0 términos del cual se expresaran lineal-
mente todos los demds vectores de R Este sistema serd, en virtud
del teorema 2, una base del espacio R que contiene los vectores
dados ey, €3, . . ., €.

§ 3. Isomorfismo de espacios lineales

Sea R un espacio lincal n-dimensional y sea er, es, ..., g, una
base del mismo. Para todo vector x€ R existe, segiin el teorema J,
una representacién finica

X = X181+ Xo€et- . . . +Xp€p .

Si ponemos en correspondencia al vector x a fila (x, xz, .. ., Xa),
resulta, por lo visto en el § 2, que al sumar unos vectores se suman
las. filas que les corresponden y gue al multlpllcar un vector por
un nimero se multiplica por este mismo namero la fila que le
corresponde. _ ) )

Es decir, partiendo de la definicién general de un espacio
vectorial n-dimensional, hémos llegado a la conclusién de que este
espacio tiene la misma estructura, en' cierto sentido, que el espacio
formado por todas las filas de n niiméros. Por consiguiente, todos
los espacios vectoriales n-dimensicnales ticnen la misma estructura;
son, como ‘suele decirse, isomorfos entre si. El sentido exaao de
este término viene dado en la definicién siguienté.

Definiciér 5; Dos espacios vectoriales Ry R’ se llaman isomorfos
si se puede establecer entre sus elementos. una correspondencia
b!yectwa tal que siendo x - X' (siendo .x correspondiente a x) e
y ¥, dondex, € Ry x',y € R, se tenga ,

X4y - X'y
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y

ax +ax’
cualquiera gue sea « (o, abreviando, (x+y) = x Yy (ax) =
= ox").

Tiene lugar ¢l teorema 31gu:ente

Teorema 4. Para que dos espacios vecrormles sean isomorfos es
hecesariv y suficiente gue “tengan la misma dtmensmt

Demostracion. de la suficiencla; Sean dados dos espacios lineales n-dimen-
sionales R y R'. Escojamos en cada uno de ¢llos una

€.8s ..., e eDRY €}, €, .. elen R,
Pongamos en correspondencia al vector x, cuyas coordenadas en la base e,
€, .- . € SO Xy, Xy, ... x,,e.lvectorx‘ de R’ que tiene estas mismas coordena-
dasen fa base &, e .- , €, Al sumar unos vectores sus coordenadas cosTespon-

dientes se suman v .al muluphca.r un vector por un nimero sus coordenadas se
multiplican por este mismo nimero; por lo tanto, si

xexeyey,
se tiene
Xty - x4y

X - ox’

cualquicra que sea «.

Luego, R esisomorfoa R.

Demostracién de la necesidad. Para demostrar que dos espacios lineales
Ry R’ de diferentes dimensiones no son isomorfos entre si, observemos, ante
todo, que en una correspondencia «isomorfa» entre dos espacios al vector nulo
de un espacio le corresponde €l vector nulo del otro espacio. Efectivamente,

sea (el vector nulo de Ry sea ¢ el vector de R’ que le corresponde; sea X' un
vector cualquiera de R’ y sea x « x’, donde x€ R. En estas condiciones la suma

O4x—=0+x"

Pero 0+x = x; ademds, x+ x’ vy como la correspondencia entre R y R es
biyectiva, resulta que

0+x =,
es decir, que 07 es el vector nulo de R'.
Siendo los espacios Ry R’ lsomorfos y siendo correspondientes los vecto~

res ay, ay, .. ., 4 de Ry los vectores aj, ay, . . ., a3 de R', Ia dependencia linea]
de los vectores Gy Qg -0y @ implica la dependenma. Tineal de los VECtores
aj, 83, ..., @ ¥ vweversa.. Efectivamente, supongamos, por ejemplo, que

gy eyt . . . +etyy = 0, Entonces al vector oyay-+0ap+F . . . 40,y del espa-
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cio R gque es ignal al vector 0 R le corresponde en ¢l espacio R’ el vector
a,a) +otgas+ . . . ) ¥, pOr consiguiente,

o) payt .ty = 0

Por lo tanto, el nimero méximo de vectores lincalmente independientes

que tienen los espacios isomorfos es el mismo y, por consiguiente, las dimen-
siones de estos espacios son iguales.

En virtud del teorema 4, la dimensién es la unica caracteristica
de un espacio vectorial de dimensién finita. Todos los espacios vecto-
riales n-dimensionales son totalmente idénticos en cuanto a su
estructura algebraica. Podemos decir, por consiguiente, que un
espacio vectorial n-dimensional es el espacio de todas las filas de n
ntimeros. Por esto un espacio vectorial n-dimensional puede ser
indicado simplemente por R*: es legal emplear una misma notacién
para todos los espacios vectoriales n-dimensionales porque todos
los espacios vectoriales n-dimensionales son iguales (isomorfos).

§ 4. Cambio de base
Supongamos que en el espacio R” se tienen dos bases
€1y €0 vus €y Y BliChy ey h

Convengamos en denominar base antigua a la primera y base
nueva a la segunda. Todo elemento de la base nueva se puede, de
acuerdo al teorema 1, expresar linealmente en términos de la base
antigua

e, = auest+anest ...+ 0uen,

&; = Gyats+ ezt .. .4 Gnan,s

e e e e e o s @

€y = dyey+ Ganfat . ..+ Tpnn.

Podemos decir que los vectores bésicos nuevos se obtienen de los
antiguos mediante la matriz

an &1z ... 4
R gy Oz ... @an
n Om ... G

{(con la particularidad de que los coeficientes de las descomposicio-
nes de estos vectores respecto a los vectores de la base antigua for-
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man Ias columnas de esta matriz). La matriz A se llama matriz del
cambio de la base ey, €s, ..., e.porlabase ey, €, ..., €,

El determinante de la matriz A es diferente de cero, ya que de lo
contrario sus columnas y, por consiguiente, 1os Vectores ef, &}, . ..
. .., e, resultartan linealmente dependientes.

Reciprocamente, si el determinante de la matriz A es diferente
de cero, sus columnas son linealmente independientes y, por consi-
guiente, los vectores ef, €}, .. ., &, —que se obtienen de los vectores
bésicos e, €3, . . ., &, mediante la matriz 4— son linealmente inde-
pendientes, es decir, forman una base. Luego, es una matriz del
cambio cualquier matriz cuadrada de orden n con el determinante
distinto de cero.

Veamos ahora como se relacionan entre sf las coordenadas de
un mismo vector en las bases antigua y nueva. Sea

X = X161+ Xglat . . . + X
y sea al mismo tiempo
X = xjey+xaept ... HX0e.

Tomando en lugar de &, &, . .., &, Sus expresiones (2) en términos
de ey, es, . . ., &n, Obtenemos

x=xi(aner+auest . . . +amen)+ xa@ner1+aner+ . . . +0mea) +

+ .o+ xp@ner - aent .o+ Gan€n) = (Buxi+aaxad .. F

+ @1,Xh) e1+(an X1+ GeoXi+ - . .+ GanXn) €2+ o .+ (@mxit

+amxs+ . . . QunXs) €a,

y, debido a que la descomposicién del vector x segin Ia base ey,

€, . .., ey es lnica, deaqui se deduce que

X1 = dpXi+aunxit ...+,
Xo = anXi+agpxat ...+ a.%n,
Xn = QX+ GugXsd .« o T Qe

Luego, las coordenadas antiguas del vector X se obtienen de sus
coordenadas nuevas mediante la misma matriz 4, pero los coeficien-
tes de las descomposiciones respectivas forman ahora las filas
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e; € Fig 3

de esta matriz. Es fé.cﬂ ver asi mismo que, reciprocamente, las
coordenadas nuevas xj, xj, .. ., x, del vector x se expresan lineal-
mente en términos de sus coordenadas antiguas xj, Xz, - .., Xn.

Ejemplo. Sean ey, e; los vectores unitarios en la direccidn de los
ejes de un sistema cartesiano rectangular de coordenadas. Hagamos
girar los ejes de coordenadas en un dngulo @ en ¢l sentido contrario
al del movimiento de las manecillas de un reloj y sean ef y e los
nuevos vectores basicos. Los dngulos que el vector e; forma con

los vectores e; y e; son iguales a g y a qJ—T , respectivamente
(fig. 3). Por ello las coordenadas de este vector en la base €, es son
iguales a cos ¢ y a cos ( —%) = sen {, es decir, e; = €OS P&+
+sen @-e;. Andlogamente, los dngulos que el vector ¢, forma con
los vectores e; y ey Son iguales a-z;--i—gs y a ¢, respectivamente; sus

coordenadas en la base ey, e son iguales a cos (%+lp) = —sen @

¥ & cos @ y, por consiguiente, e; = —sen ¢+e;--C0S.§-€3.
Luego, la matriz del cambio seré én este caso la signiente:

- [ccsq: —sen tp]
; seng  cosg
y las expresiones de las coordenadas antiguas a través de las coor-
denadas nuevas serdn
X1 7 COSP Xy —SENn @ Xy,
X = SN X[+ COSPrXy. -
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§5. Sé'be!spa.:'ibs' de un espacio lineal

" Definicion 6. Se Hama subespacio de un espdéio véctorial R a
todo conjunto R, de elementos de éste que forma el mismo un espacio
vectorial respecto a. las operaciones de adicién y de muitiplicacion
por mimero introducidas en R. ' '

Para comprobar gue un conjunto-R, de elementos de un espacio
lineal R es un subespacio de este Gltimo es necesario probar que
cualesquiera que sean dos vectores x ¢ y de Ry la suma x-+y tam-
bién pertenece a Ry y que cualesquiera que sean el vector x de R,
y el nimero real « el producto ax pertenece también a Ry. Demos-
tremos que estas condiciones son al mismo tiempo suficientes.
Efectivamente, los, axiomas 1 y 2 y los axiomas de 5 a 8 de un
espacio vectorial, que son vélidos-en R, s¢ cumplirdn, en particu-
lar, para los elementos-de R;. Resta probar que el vector nulo
pertenece a Ry y que para todo x de Ry ¢l vector —x también
pertenece a R, Pero, siendo x € Ry, tenemos que los productos
0:x =0y (—1) x = —x también pertenecen a R;.

La dimensién de cualquier subespacio de un espacio vectorial
1o sobrépasa la dimensi6n del propio espacio, ya que los vectores
linealmente independientes del subespacio Ry sérdn también inde-
pendientes en todo .€l ‘espacio y, ‘por consiguiente, el nimero
méximo. de vectores linealmente independientes de un subespacio
no sobrepasa la dimensién de todo el espacio.

Ejemplos. En el espacio ordinario de tres dimensiones (com-
prendido como el conjunto de los vectores que le pertenecen),
todos los planos y todas las rectas que pasan por el origen de coor-
denadas serén subespacios. El propio espacio R y el conjunto for-
mado solamente por el vector nulo son subespacios de cualquier
espacio R. En el espacio P, de los polinomios de grado no mayor
que n, son subespacios, por ejemplo, tados. los polinofios Py con
k < n{ya que al sumar y al multiplicar por nimeros los polinomios
de grado no mayor que k obtenemos polinomios de este mismo
tipo). (Los polinomios cuyo grado és exactamente igual a n no
forman un subespacio, ya ‘que al sumar estos polinomios se puede
obtener un polinomio de grado inferior debido a que los coeficien-
tes principales de estos polinomios pueden simplificarse.) Por otra
parte, cualquiera de los espacios P, es un subespacio del espacio P
de todos los polinomios de coeficientes reales y este Gltimo es, a su
vez, un subespacio del espacio.C de las funciones continuas (ya que
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los polinomios son funciones continuas y al sumarios y multiplicar-
los por nfimeros resultan de nuevo polinomios).

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales homogéneas
con la matriz de los coeficientes de rango r:

ayxy +apXe+ ... 4awx, =0,
a1 Xy +52%x2+'-'+a?nxn =0, (3)

y supongamos que en el espacio lineal R* se ha fijado una base
cualquiera. Considerando toda solucién (o, %z, . . ., o) del sistema
(3) como un vector del espacio R”, obtenemos de los resiltados del
§ 10 del capitulo Y que el conjunito de todas las soluciones del sistema
(3) constituye un subespacio lineal k-dimensional (donde k = n—r)
de R" y gue cualquier sistema fundamental de soluciones es una base
de este subespacio.

Demostremos que, reciprocamente, tode subespacio de un
espacio vectorial se determina por un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas. Sea Ry un subespacio k-dimensional de R y sea
€, €y, . . ., e una de sus bases. Complementemos este sistema lineal-
mente independiente de vectores hasta obtener una baseej, e, ...
vsvs €, Ehats - - -, € de todo el espacio R®. Es fiicil ver que, siendo
X35 X2y + -+ X Jas coordenadas de un vector x respecto a esta base
nueva, el subespacio R; se determina por las ecuaciones

Xip1 =0, xi:va_-s =0,...,% =0
Ademds, si Xy, X, - .., Xa SO0 las coordenadas del vector x respecto
ala base antigua e, e, . . ., e, tienen lugar, por lo visto en el § 4,
1as igualdades

Xk41 = GuXydgieXa+ . .+ &1kn, |

Xipo = om¥ytasXet . . . +anXn,

Xp = Op_k,1 X3 Fat,2 Xat . F Lok, n Xy

donde a;; son unos nimeros; luego, el subespacio Ry se determina
en la base ey, €3, . . ., €, por €l siguiente sistema de ecuaciones linea-
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les homogéncas
Xy +xexet . . FLiaXn = 0,
Mo X1+ deaXad . . T EeaXp = 0,

o2 X1k tn_ g2 XaF oo Fnk,n Xn = 0.

§ 6. Intersecci6n y suma de subespacios

Definicién 7. Sean Ry y Rp dos subespacios de un espacio vecto-
rial R. Se llama interseccion Rs = Ry N Ry de estos subespacios al
conjunto de todos los vectores de R que pertenecen a lavezaRyya
Rs.
subespacio (que est4 contenido en Ry ¥ en Ry).

Definicién 8. Si R y R, son unos subespacios de un espacio
lineal R, s¢ llama suma Ry = Ri-+ Ry de estos subespacios al con-
Jjunto de todos los vectores de tipo u+v, donde u € Ry y v € R,

La suma de dos subespacioses un subespacio (que posiblemente
coincide con R). Efectivamente, siendo x, y € Rgy @ un nimero
cualquiera, tenemos

Es facil -vgr.que la interseccion de dos subespacios Ry y Ra es un

=w+v. € Y=t
donde u, #2 € Ry ¥ ¥, vz € Re. Pero en este caso
x4y = (st )+ (14 v2);

donde m+us€Ry y v1+v2€Ry, s decir, x+yERy. Ademis,
ox = oty -tavy, donde ah€Ry y em€Rs, y, por consiguiente,
ax€Ra. '

El subespacio Ry (asi como ¢l subespacio Ry) estd contenido en
Ry, ya que todo elemento x:€ Ry puede ser representzdo en la
forma x40, donde x€ Ry y 0 € Ry.

Teorema 5. Siendo Ry y Ry unos subespacios de un espacio lineal
R y siendo Ry = RiN Ry ¥ Ry = Ry+Ra, s€ tiene

d(Ry)+d(Rs) = d(Rs)+d (Ra). (4)
Demostracién. Tomemos una base cualquiera

ey, € ..., €k )
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del subespacio R;. Complementemos ¢l conjunto (5) de vectores
que pertenecena la vez a R, v a Ry hasta obtener una base

21, €8 oy By Srtly o0 S {6)
de Ry y una base
€1, €2 vy €y Bkdls .y Bg (7}

de R (basdndonos en el teorema 3). Probemos que los vectores
€, €, ---seksfk-fb "'!f.l’!g*-l-h -3 Bg {8)

son linealmente independientes. Con esto quedard demostrado,
segin el teorema 2, que constituyen una base de Ry, ya que siendo
Z € Ry se tiene z = x+y,dondex € Ryey € Ray, por consiguien-
te, x se expresa linealmente en térmiinos de los vettores (6):¢ y
se expresa linealmente en términos de los vectotes (7), es dectr, el
vector z se expresa linealmente en términos de los vectores (8).

Supongamos que los vectores (8) son linealmente dependientes:

wierFozeat ...+t Pt fiwrt . +Bp fot VrsrBrart ...

cokvegy = 0. )]

El vector

a = e+t . . . Horeet Brsr fraat - o+ B fos
queesiguala —(Pes18e41F . . . +7,80), debe pertencceren este caso
tanto a Ry como a Ry y, por consiguiente, pertenece a la interseccién

Rs. Luego, debe expresarse linealmente en términos de los vectores
bésicos (5) del subespacio Ry; sea

a=me+oei+ ... 0.

De aquf resulta, debido a. la unicidad de la descomposicién del
vector a respecto a la base del subespacio Ry:

a=a,i=0L2 .  kybhu=fia=...=§=0
de la igealdad (9j se deduce entonces que
181 +a€at oo F &kt Vis18ka 1t oo F Vg8 = 0.
¥, como los vectores (7) son linealmente independientes, resulta
w=0,i=1L2 . Ky V1 = Pre2= ... =9, =0
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Luego, los vectores (8) constituyen una base del subespacio R, y,
por consiguiente, la dimensién de &ste es igual al nimero de estos
vectores:

k+(p—k)+(g=k) = p+q—k.

Pero d(Ry) = p, d(R;) = q y d(R;) = - k. 'Hemos demostrado que
la suma de las dimensiones de dos subespacios es igual a la dimension
de la suma de estos subéspacios mds la dimensidn de la interseccidn
de los mismos.

Ast, dos subespacios bidamemfom!es R, ¥ R, del espacio R* de cuatro
dimensiones pueden tener como interseccién el vector nulo; en cste caso su
suma coincide con todo el espacio y la igualdad (4) se conwerte en242=0+4.
Pueden tener como interseccién una recta (un subespacio unidimensional); la
suma s entonces de tres dimensiones y esto corresponde a la igualdad 242 =
1-+3, Finalmente, R, y R, pueden coincidir; en este caso la intersecci6n y la
suma. de ellos son también bidimensionales y 1a igualdad (4) da 2+2 = 24-2,

 Dos subespacios iridimensionales de R o bien tienen como intérseccién un
piano (un subespacio bidithensional) y entonces 343 = 2-+4, o bien coinciden:
3+3 = 34 3.(No puede haber mésicasos; ya que 1a suma de estos subespacios
s a lo sumo-de cuatro dimensiones.)

Si R, es un subespmo bidimensional 'y Ry es un subespacio tridimensional
de R4, estos subespacios tienen como interseccién una recta (2+3 = 1+4) o
bien Rl estd contenidoen R; (243 = 2+3).

Definicién 9. Si un espacio R es la suma de dos subespacios
suyos Ry y Ry y la interseccidn R de éstos estd formada sélo por el
vector nulo, se dice que Ry es la suma directa de los subespacios Ry
¥ Ra y se escribe

R=R@Rs

Siendo R = Ry® Ry, es evidente que

d(R) = d(Ry)+d(Ry)

Teorema 6. Si-R = Ri® R, todo- vecrar de R se representa de
un Mﬁmm!ﬂfonnaui—v,domfeuE Riyve Ry,

Demostracién. Segin la definicién de la suma de subespacios,
todo vector de R se representa en la forma u--v, donde w€ R,y y
¥ € Ry. Supongamos que un vector x de R ha sido descompuesto
en dos sumas de este tipo

X = wm+v = g

Bl vector uy—up = vp—wy pertenece entonces simultdneamente a
Ry y a Ry, ¢s decir, pertencce a Ry y, por consiguiente, es igual a
cero, de donde resulta que uy = 'y v = ¥a.
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Asi, el espacio corriente de. tres dimensiones R® es la suma
directa de cualquier plano= (que pasa por el origen de coordenadas)
y de cualquier recta / que no pertenece a este plano: (y-que pasa por
el origen de coordenadas), ya que todo vector 04 de R® se puede
representar como la suma de un vector colineal con /y de un vector
coplanar con el plano = (véase la fig. 4, donde 44 ] £), estando,
ademas, la intersecciona N [ compuesta solamente del vector nulo.
El espacio R® se descompone también en la suma de dos cuales-
quiera de sus planos'que no coinciden (y que pasan por el origen de
coordenadas); pero esta suma rio serd directa. '

Sea R un espacio vectorial cualquiera y sea 4y, 4z, ..., &k € R.
El conjunto de todas las combinaciones lincales

Lo

Fig. 4

aydy el + . L 2Rk

de estos vectores es, obviamente, un subespacio de R. Diremos
que- este subespacio estd génerado por los vectores &y, ds .« .y .
Este subespacio suele lamarse también cdpsida lineal de los vectores
@1y T2y oy Ok . S &

§ 7. Definicién de un espacio afin

M4s de una vez hemos interpretado en las secciones anteriores el
concepto gencral de espacio vectorial tomando como ejemplo el
plano (corriente) o el espacio (corriente de tres dimensiones).
Hablando en rigor, eStas interpretaciones no- son; sin embargo,
totalmente exactas: el concepto principal'de l1a Geémetria elemental
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es el punto y todas las imdgenes geométricas pueden ser comprendi-
das como conjuntos de puntos; por otra parte, en la definicién de
un espacio vectorial los.puntos no figuran. -

En el curso elemeéntal de la: geometria el concepto del vector
aparece después del-concepto del punto: se llama: vector a un par
ordenado de puntos: 48 (a un segmento orientado) y después se
definen las condiciones de igualdad de los vectores y Ias regias de
adicién y de multiplicacién por niimero. ]

. Ahora tendremos que proceder de un modo diferente. Dis-
poniendo ya de la definicién de espacio vectorial, la completaremos
introduciendo en la consideraci6n los puntos. El conjunto que asi
resultard (formado por vectores y puntos) —que suele llamarse
espacio vectorial puntual o espacio afin—tendré ya mas semejanza
con el espacio que es objeto de estudio en la Geometria elemental,
aungue no coincidird todavia por-completo con éste. En efecto, el
propio concepto de espacio «afin» presupone que este espacio este
desprovisto de métrica, es decir, de un método de medir las longitu-
des y los 4ngulos. Este concepto resultars completamerite idéntico
{por lo menos en los ¢asos de dos y de tres dimensiones) al espacio
corriente sélo después de introducir en é1 la métrica correspondiente
(véase el capitulo IV).

Definicién 10. Supongamos que se tiene un espacio vectorial R
(continuaremos indicando sus elementos por letras latinas mintscu-
las) y, ademds, un conjunto de elementos que serdn lamados puntes
¥ que se indicardn por letras latinas mayisculas, ¥y supongamos que
a todo par ordenado M, N de puntos se pone en correspondencia uno
» sdlo un vector x de R (aun cuando a diferentes pares de puntos
puede ponerse en correspondencia un mismo vector); en este caso
escribiremos MN = x. Supongamos que esta correspondencia entre
los punios y los veciores posee las siguientes propiedades:

1. Para todo punte M y para todo vector x existe un punto N, y
sélo uno, tal que MN = x. _

2. Para cualesquiera tres punios M, N y P se liene

MN+NP = MP.

Todos los puntos y todos los vectores en conjunto forman un
espacio afin.

Se dice que un espacio afin es n-dimensional si el espacio vecto-
rial R que le corresponde es n-dimensional.
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Es decir, un espacio.afin 4 es-un-conjunto de clementos de dos
géneros: de puntos y de vectores y la relacién entre ellos se da
mediante la operacién de construccion de vectores. Un vector
arbitrario x se puede construir a partir de cualquiﬂmmo M
obteniendo asf un punto determinado N y entonces MN = x. El
punto M'se llama origen y el pn.nto N se llama extremo del vector
MN.

Son casi evidentes las propomcnones giguientes.

1. Si MN = QP, se tiene MQ = NP. Esto resulta de la ignaldad

 MN+NP = MP = MQ+QP.
En particular, puesto que

MN-+NN = MN = MM+ MN,
setiene MM = NN, es decir, son iguales todos los vectores cuyo ori-
gen-coincide con el extremo.

2. El vector cuyo origen coincide conel extremo es el vector nulo,
porque de la 1gualdad MN+NN = MN resulta que NN =0.

3. El vector NM es el opuesto de MN, ya que MN+NM =
= MM =0 y, por consiguiente, NM = —MN

§ 8. Introduccidén de coordenadas en un espacio afin

En un espacio afin n-dlmenﬂonal A las coordenadas de los
puntos. se pueden introducir del modo siguiente. Tomemos un
punto cualquiera O a titulo del origen de coordenadas. Para todo
vector x existe entonces, en virtud de la condicién. 1*de la-definicién
10, un punto X, y sélo uno, talque OX = x. Asiquedaréestablecida
una correspondencia biyectiva entre todos los puntos y todos los
vectores de A: al punto X le oomsponderé el vector x = OX que
tiene por extremo este punto (en el espacio corriente tridimensional
esto corresponde a la construccién de todos los vectores a partir
del origen de coordenadas). 5 g

Tomemos después una base cualquiera éi, ey, . . ., €, en el espa-
cio vectorial R Gorrespondiente a 4. Todo vector x de 4 quedard
determinado entonces por la fila de sus coordenadas x = (xy, X,
. ..y Xn). Asignaremos. estas mismas coordenadas. al punto X que
corresponde al vector x, escribiendo X(xy, X5, .. ., Xa):
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Luggo, si escogemos en un ¢spacio  afin n-dimensional 4 un
sistema de coordenadas (es decir, un punto O como el origen de
coordenadas y una base-e;, ¢, ..., €, del espacio vectorial R
correspondiente a A4), resulta que a todo punto de 4 correspondera
univocamente una fila formada por # nimeros que son las coorde-
nadas de este purito. Todas las coordenadas del punto O son iguales
a cero, ya que a este punto le corresponde, obviamente, el vector
nule 0.

Siendo X(xy, x3, ..., Xp) e ¥ (yl, Y25 -+ .5 ¥a) dos puntos de un
espacio afin 4, de la igualdad

OX+XY =0Y
se tiene
XY = OY —0X,

es decir, las coordenadas del vector XY son iguales a las diferencias
entre las coordenadas de su extremo y de su origen.

Se puede demostrar que, igual que en el caso de los espacios
vectoriales, todos los espacios:afines de una misma dimension
tienen, en ciérto sentido, una estructura idéntica.

Sean 4 y A’ dos espacios afines de upa misma dimepsion n. Tomemos en
cada uno de ellos un sistema de coordenadas ¥ pongamos en correspondencia
a todo punto de A el punto de 4’ con las mismas coordenadas y a todo vector
de A el vector de A’ con las mismas coordenadas. Siendo X« X"e ¥« Y',
donde X(xy, Xz, «. 0 X%h YOu Vo - VD Y X, Y € Ay X', ¥ € A', tendremos
entonces que el vector XY = (y—xy, ¥s=Xz, ..., ¥u =%, correspondera al
vector X'Y’ € A’ (puesto que tienen Tas misnias coordesiadas) con 1i particulari-
dad de que esta correspondencia entre losespacios vectoriales Ry R’ (correspon-
dientes a 4 y a 4) serd, evidentemente, isomorfa.

Defimicién 11, Dos espacios afines A y A’ se.llaman isomorfos, si entre sus
elementos se puede establecer una correspondencia biyectiva, que a los puntos del
primer espacio asigna los puntos del segundo y.a los vectores del primer espacio
asigna los vectores del segundo, tal gue: .

1. Siendo X «+ X" e Y = Y', s¢ ternga XY ~ X'Y".

2. La carrespamfencm que «m esto se establece entre Jos espacios vectorigles
Réy }5{) {correspondientes a 4 y a A4°) sea isomorfa (en el sentido de la defini-
cién

Tem'ema 7. Para q«e dos expmo.w afines A y A’ sean isomorfos es necesario

"Hemos demostrado ya que dos espacios afines de una misma dimensién
son isomorfos. La reciproca es obvia, ya que, siendo isomorfos los espa:cms
vectonalw R y R, éstos deben ser, en virtud del teorema 4, de una misma
dimensién n. Esta dimension tienen, por definicién, Jos espacios afines
correspondientes A ¥ 4.
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Luego, todos los espacios afines de una misma dimensién son
idénticos y la dimensién de un espacio afin es 1a dinica caracteristica
del mismo. Por esto podemeos indicar en lo sucesivo por 4" todo
espacio afin n-dimensional.

§ 9. Cambio de sistema de coordenadas

Veamos como se transforman las coordenadas de un punto de
un espacio afin 4" al pasar a un sistema nuevo de coordenadas.

Supongamos primero que varia sélo el origen de coordenadas.
Supongamos que el origen nuevo ha sido colocado en el punto O
cuyas coordenadas en el sistema antiguo son («, &z, . . ., &)

Para todo punto X de 4" tenemos

00'+0'X = OX. (10)
Las coordenadas del vector OX = (xy, X, .. ., X»}son las coordena-
das del punto X en el sistema antiguo de coordenadas; las coordena-
das del vector o0X= (1, %, - - ., X;) son las coordenadas del punto
X en el sistema nuevo; las coordenadas del vector OO’ son las
coordenadas del punto O’ en el sistema antiguo, es decir, son
(a1, @g, - - ., &,). De 12 igualdad (10) obtenemos

0X = 0X-00
0, pasando a las coordenadas,

(%1 Xgy =+ os X0) = (31, Xy ooy Xg)— (s gy -y )y
de donde

X; = Xy, i= 1,2, FERTR 5
es decir, las nuevas coordenadas de un punto se obtienen restando de
sus coordenadas antiguas las coordenadas del origen nuevo en el
sistema antiguo de coordenadas.

Supongamos ahora que ¢l origen de coordenadas no varia, pero

que en €] espacio vectorial R, correspondiente a 4, se escoge una
base nueva con la matriz del cambio

diy Gz .., dl.n_
G O .. G| . an

s s e vaa e s s

Gml Gna .. Gan
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es decir, la base antigua formada por los vectores ey, e e, se
sustituye por una nueva formada por los vectores ef, €, ..., e,
donde

e = ayertaueat ... +anes, i=12,...,n

Puesto que las coordenadas del punto X_'_v_i“enen a ser, por
definicién, las coordenadas del vector x = OX, resulta, segin
hemos visto en el § 4, que las coordenadas antiguas del punto se
expresan a través de sus coordenadas nuevas por las formulas

X = apXi+apXet ... +auX, dondei= 1,2, ..., n

En el caso general, en el que el origen de coordenadas O se
traslada al punto O(xa, 02, ..., @,) ¥ 2 Dase e, €, ..., e, 5
sustituye mediante la matriz del cambio (11) por una base nueva,
las coordenadas antiguas x;, X2 200y Xn de un punto arbitrario X
y sus coordenadas nmuevas Xy, X3, ..., X, estdn ligadas por las
relaciones

X = auXi+awat ... +auxate,
X2 = ﬂ31x1+ﬂss-"e+ oo Gt otg,

R LR R A

Xai= a,.,x1+a,,gxs+ PR T T e -

§ 10. Yariedades lineales

Sea dado un espacio vectorial R* en .'cl:que se ha escogido una
base.

Consideremos un sistema (compatlble) de ecuaciones lineales,
en el caso general no homogéneas:

[ anxi+awxat .. . +auxa = by,
Xy +GooXat « . .+ 02nXn = ba, (12)

Ay Xy GmeXe+ . - o+ OmnXn = _bm

tal que el rango de la matriz de los coeﬁcicntes sea igual a r y sea
k = n—r.

Definicién 12. £l conjunto de los vectores de um espacio Rﬂ cuyas
coordenadas satisfacen el sistema de ecuaciones lineales (12) se
lama variedad lineal.
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Segtn la observacién hecha al final del § 10 del-capitulo I, ia
solucién general x del sistema (12) es igual a la suma de la solucién
general Xp del sistema ‘homogéneo correspondiente (es decir, con
los mismos coeficientes de las incognitas)

auxit+aipXe+ .. .+ @inXn = 0,
anX1+ Xt . .+ GanXn =0, (13)

aml.xl"lf_aﬂu%xﬂ"l." oo AmnXn = 0 ;

y de una solucién a = (a1, @, ..., a:) cuslquiera, pero. fija, del
sistema (12). Luego, la variedad lineal formada por las soluciones dei
sistema {12) se obtiene agregando-ur mismo vector'a a todo vector del
subespacio formado por las soluciones del sistema homogéneo corres-
‘pondiente (13) (véase la fig. 54, donde los_extremos de los vectores
que forman la variédad lineal -pertenecen & un plano = que se
obtiene trasladando paralelamente el subespacio sz én'el vector a).
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Demostremos.que, reciprocamerite, al agregar un fismo vector
a a tedo vector de un subéspacio R; se obtiene una variedad lineal.
Supongamos-que: el subespacio R, se determina por el sisterha (13)
de’ ecuaciones Imeales homogéneas y sed a = (a1, G, ..., ).
Tomemos.

dnty+duat . .. +_.a_mqn = b,
aud+anm+ ... +auds = be,

Am101+ Grflat . . . +8mply = by
y consideremos el sistema de ecuaciones
apxs + X + . .. +a1Xe = by,
- anxy +ogexs - . .. + 02Xy = b, (14)

anﬂxl+am2x2+ et UmpXy = bm-'

El vector a es una solucién de este sistema (en general, no
homogéneo): Por consiguiente, la variedad lineal que determina el
sistema (14) coincide con el conjunto R;+a de los vectores dados.

La variedad lineal (12) se llama k-dimensional si es k-dimensio-
nal el subespacio (13) que le corresponde.

§ 11. Planos k-dimensionales en un espacio afin

Supongamos que en un espacio afln 4" se ha tomado un sistema
de coordenadas. Cons:deremos de nuevo ¢l sistema de ecuaciones
(12).

Definicién 13. E! conjunto de todos los puntos de A" cuyas coorde-
nadas satisfacen al sistema de ecuaciones (12) se llama plano k-dimen-
sional; los planos unidimensionales suelen llamarse también rectas
y los planos (n—1)-dimensionales, hiperplanos.

Esté claro que todo hiperplano (para éstos se tiene » = 1) se
puede determinar por una sola ecuacién lineal

axit+agat .. +a.x, = b.
En el espacio de tres dimensiones los hiperplanos son los planos
corrientes y en ¢l plano corriente, son simplemente las rectas.’

Se puede demostrar que al pasar a un sistema nuevo de coorde-
nadas en A", los puntos que satisfacen al sistema de ecuaciones (12)
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satisfardn a un sistema nuevo.de ecuaciones lineales cuya matriz de
los coeficientes es también de rango igual a r.

Se¢a = un plano k-dimensional determinado por el sistema de
ecuaciones (12). El sistema correspondiente (13) de ecnaciones
lineales homogéneas también determina un plano k-dimensional 7o
que «pasa por ¢l origen de coordenadas». Si construimos todos los
vectores a partir del origen de coordenadas, los vectores cuyos
extremos pertenecen a o forman un subespacio y los vectores cuyos
extremos pertenecen a xx forman una variedad lineal k-dimensional.
Esta variedad se obtiene agregando un mismo vector 2 a todos los
vectores del subespacio mo. Podemos decir, por esto, que el plano
k-dimensional = se obtiene de my mediante una transiacién paralela
de vector a. Esto nos sirve de base para introducir Ia definicién
siguiente,

Definicién 14. Dos planos k-dimensionales se dicen paralelos si
son equivalentes (es decir, tienen las mismas soluciones) Jos sistemas
homogéneos correspondientes a los sistemas que determinan estos
planos. Se dice que un plano k-dimensionalmy y un plano I-dimensional
7 Son paralelos (siendo [ = k) sim; es paralelo a un plano k-dimen-
sional contenido eny(en este caso Ios sistemas que determinan a
y a @z son tales que el sistema homogéneo correspondiente a m,
es un corolario del sistema homogéneo correspondiente a ).

Sea de nuevo z un plano k-dimensional determinado por él
sistema de ecuaciones (i12). En términos vectoriales la solucidn
general del sistema (12) toma la forma ;

X = ayCybagCad . . . Farcr+a, (15
donde

Xo = a1t otaCat . . .l otkly

es la solucién general del sistema homogéneo correspondiente (13)
y @ es.un-vector fijo (una de las soluciones del sistema (12)). Siendo

=(cnyCry ..nC)para i=12, ..., kya=(a;, a, ..., a,)
y expresando la igualdad (15) en coordenadas, obtcncrnos las
ecuaciones paramétricas de un plano k-dimensional ;

Xy = ey toalyt .. talyta, j=1,2;.

Si el rango de la matriz de los coeficientes del sistema. (12) esiguala
n-1, hemos convenido en llamar recta al plano. (umdlmenmona])
correspondiente. En este caso la solucién general del sistema (12)



§ 11. Planos k-dimensionales en un espacio afin 91

es, en forma vectorial,

X = «c+a, (16)
donde xg = ¢ es:1a solucién: general del sistema homogéneo co-
rrespondiente y @ = (&, G, - . ., @») es un vector fijo. (fig. 5, 5).
Siendo ¢ = (c1, €2 .+ .pCn) Y X = (%3, X3, - . .; Xx) y €Xpresando Ja
igualdad (16) en coordenadas; obtenemos las ecuaciones paraméiri-
cas de una recta:

Xy =aci+a,

Xg = &Ce+asn,

Xp = &lptap, Y
que excluyendo el parémetro « pueden ser reducidas a la forma

) T, UL o WO =T

L1 €3 T e

(Estas son las ecuaciones candnicas de una recta. Tienen sentido
incluso en el caso en .que se anulan algunos de los denominadores:
en este caso también son iguales a cero los numeradores correspon-
dientes.) 3 ) 4 : .

Si A(ay, @s, . .., an) y B(bs, ba, - . ., bs)s0n dos puntos del espacio
Ar, larecta AB que pasa por estos puntos s¢ determina, obviamente,
por las ecuaciones

[=0 _ ¥y—@y =§"_:.‘.’.'., (1

by—ay by—ay T by—ay 0
Indicando porf cada una de las razones iguales de (17), obtenemos
las ecuaciones paramétricas de la recta AB en la forma

x; = ar+fbi—ar)
es decir,

X = (1—.3)8;-}',8&;, p g [ A
Tomando 1—f = &, tendremos

x; = aa+ by, donde a+f = 1. (18)

Si 0= &, § =1, se dice que el punto correspondiente X pertenece
al segmento AB. - % &

Si el rango dela:matriz de los coeficientes del sistema (12) es igual
a n—2, el plano que este sistema determina es bidimensional y 1a
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solucién general de este sistema en forma vectorial es
X = &30+ dgpC2 -+ 4,

donde xo = @161+zaca €sla solucién general del sistema homogéneo
correspondiente y @ = (@, da,. . .., .Ga) €5 un vector fijo. Siendo
¢ = (Ci, Cay .+ ..y i)y | = 1,°2, las coordenadas de los puntos
X = (x1, X3, ..., Xs) de este plano se determinan por las férmulas

Xp = Cytooto+a, k=12,.

(que Tepresentan las ecuaciones paramétricas de un p!ama bidimen-
sional).

Supongamos que en el espacio afin 4" se han tomado dos pla-
nos: el plano k-dimensional = determinado por ¢l sistema de ecua-
ciones (12) y el plano /-dimensional #' determinado por el sistema
de ecuaciones

cuXidCiaXet . . C1aXn = dy,
| eaixy+CpaXat .. .+ CanXa = di, (19)

CaX1+CaXat .o FConXy = dy.

La interseccion de estos planos (es decir, ¢l conjunto de los puntos
que perteriecen 4 la'vez az y ax') qlmdaré determinada entonces
por el sistema formado de todas las ecuacionés del sistema (12) y de
todas las ecuaciones del sistema (19) y, por consiguiente, también
serd, en general, un plano (que, en particular, puede estar formado
por un punto sélo e incluso puede no contener ninglin punto, si el
sistema unido resulta 1ncompanb]e) Es fécil ver que fodo piano
k-dimensional es la interseccion der = n—k hiperplanos.

§ 12. Conjuntos convexos en un espacio afin

Definicién 15. Un conjunto de puntos de un espacio afin se llama
convexa si con dos cualesquiera puntos suyos A y B contiene también
todos los puntos del segimento AB.

Es ficil ver que /a interseccion de wa{quier numero de con;untm
cam'exos es un COHJHHIO CONYEXOD: #

Definicion 16. Un conjunto de puntos.de un espacio afin se llama
acotade s5i son acotadas las coordenadas de todos sus. puntos en itn
sistema de coordenadas (es facil ver que éstas serén entonces acota-
das en todos los sistemas de coordenadas).: .



. § 12. Conjuntos convexos en in espacio affn 93

Sea dado en un espacio afin 4" un hiperplano

ayXitapXat . FGuXg = b 20
Este hiperplano divide todos los puntos de 4" en dos semiespacios:
A, que es el conjunto de todos los puntos para los cuales
G1X1+GeXa+ . . +d,x== b y A3 que es el conjunto de los puntos
para los cuales @ixy+asxa+ . .. +a@,%y =< b. La interseccién de los
semiespacios 4y y. 4, es el propio hiperplano (20).

Teorema 8. Todo semiespacio de un espacio afin A" es un conjunto
convexo.

Demostraci6n. Sean P(py, pa, ..., pn) Y Q@1 G2, -, qn) dos
puntos de 4" pertenecientes, por ejemplo, a 4;; en este caso

aprhapedt ... Faapaz=b

A+ aegat .. daga== b.
8i X(x1, X, ..., X») €s un punto cualquiera del segmento PQ, tene-
mos segun las férmulas (18)
xi=apt+Pg, i=12,...,n
dondea, = Oya+p = 1. Para este punto X tenemos
Gyt GpXat . . .+ anXn = axlaprtP)+
+aa(apetBge) + . . . + an(apatPgn) = wlapr+aspet . . . +aupn)+
+P(aig1+asgat - . .+ augn) > ab+fb = (x+F)b = b,

es decir, un punto arbitrario X del segmento PQ pertenece a A;.
El hiperplano (20) es un conjunto convexo por ser la interseccion
de dos conjuntos convexos 41 y As. Todo plano k-dimensional de A"
es convexo porque es la interseccion de varios hiperplanos.
Supongaitios que en 4" se tienen m semiespacios definidos por
las desigualdades " ! h '

auxi+0iXa+ . o b TnXa = by, a . !
X1+ AuXit . . .+ O2nXn = by, @n

GpiX1+ OmaXa+ . . .+ 8unXn = '
(Todos los signos de desigualdad son aqui del mismo sentido, ya que
esta situacién puede siempre alcanzarse multiplicando, siempre que
esto sea necesario, ambos miembros de la igualdad por —1.) La
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VY
]

[x+y=8 Il 5x +y=5
M2x—y=6_ IV-x+2y=f

A

interseccién de_estos. seuuespaclos —que €s denominada regidn
poliedra convexa— determina el conjunto de las soluciones del sistema
de desigualdades lineales (21). Si esta interseccidn es acotada se
llama poliedro-(convexo) del espacio n-dimensional A». - -~

Asi, sobreé el plano (bidimensional) el sistema de deslgualdades

Fig. 6

Xpyp=9,
5x+y=35,
2x—y =6,
2y—x=6

22)
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determina un cuadrilatero (convexoc) ABCD (fig. 6). El sistema de
desigualdades

x+y=9,
Sx+y=35,
2x—y=6,
2y—x=6
(todas las desigualdades del sistema (22) han cambiado de signo)
determina un conjunto vacio de puntos. El sistema de desigualdades
x+y=9,
Sx4y=3,
2x—-y=<6
determina la regién triangular 4ABE y el sistera de desigualdades
x4y=<9,
Sx+y=35,
y—-x=<6

determina una regidn triangular no acotada.



CAPITULO WI

APLICACIONES LINEALES

§ 1. Definicién y ejemplos

Definicién 1. Se dice que en un espacio lineal R estd definida una
aplicacién ot si a todo vector x € R corresponde un vector determi-
nado cA(x) que generalmente se indicard por otx. Una aplicacion
ot se llama lineal si

1. d(x+y) = dx+cty,
2. cA(ax) = achx.

para cualesquiera dos vectores x e y de R y para un migmero arbitrario
real w. El vector cbx se llama imagen del vector x.

Tomemos en el espacio R una base e, €z, ..., €m Siendo
X = XertXaat .. .+ X ¥ siendo of una aplicacién lineal,
tenemos

ofx = xycheytxpotert . . .+ xnhen.

Pero cfe; (donde i = 1,2, ..., n)es también un vector de R, es
decir, se puede descomponer cfe; respecto a la base ey, e, .. ., €a)
sea

ey = ayer+ayest ...+ anen.
Entonces
obx = xi(auer+amest . . .+ amen)+ Xa(azer +anert . ..
v ot ame)t - . b XoGser a2 . + Gnnen) =(811%1+ 12Xz +
F .. Fapxdat @uxitanxt .. F Gt .. Hannt
+ GrpXzt - - .+ GpaXn) €n-
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Si x}, x} ..., %, son las coordenadas del vector (transformado)
ofx en esta misma base ey, ey, .. ., €n, €s decir, si

ofx = xjer-+Xaet . . .+ X,

tenemos debido a la unicidad de la descomposicién de un vector
seglin una base

X = GuXy+@GeXa+ ..+ 81X,
Xa = AyX1+GmXe+t . . .+ GanXn,

........................... §))
Xi = @mXyt GuaXet o o A G
En una base dada e, €, ..., €, @ toda aplicacién lineal of
corresponde de esta forma una matriz
dy tha ... dun
A=|9%n ds ... don

Anl Gn2 s+ dpn

La i-ésima columpa de la matriz 4 estd formada por los coeficien-
tes de la descomposicidn del vector ofe; segin 1a base ey, e, .. ., €,
y los coeficientes de las descomposiciones (1) de las coordenadas
del vector ofx respecto a las coordenadas del vector x formgn las
filas de la matriz 4.

Dada una base de un espacio R de » dimensiones, ademis de
corresponder toda aplicacién lineal of a una determinada matriz
A, resulta que, reciprocamente, toda matriz cuadrada A de orden n
puede ser considerada como la matriz de cierta aplicacién lineal.
Efectivamente, sea ey, e, . . ., &, una base del espacio R y sea dada
una matriz

8 Gz ... G
A= | a2a [
dm Opz 0. dun

(escribiremos abreviadamente 4 = [ax]). Indiquemos por of la
aplicacién que transforma un vector cualquiera

X = Xi€1+Xala+ .. .+ Xn€n

—0d.
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en ¢l vector
ofx = xiey+xaea+t ...+ Xnen,
donde

X} = apXy+@iexat . . +apxn parai =12, ..., 1

Demostremos que esta aplicacién es lineal. Bn efecto, esta apli-
caci6n transforma otro vector cualquiera

¥y = yiertyeeat ...+ Yo

en

oty = yier+yeest .. .+Vuen,
donde

¥ = anyr1tduyet .+ BPn,s
y por ello ¢l vector

x+y = (atydert (xatyoleat . .. +(Xntyn) €n
se transforma en el vector

cAlx+y) = neit zeat . . . Znln,
donde

21 = an(x1+ Y+ (et ya)+ . . .+ G(XatYa) = X+
Luego,

SAx+y) = ofx+oby.
Ademés, cualquiera que sea  se tiene
ax = (axy) er+(@xg) e+ . . . +(@Xn) n

y
o(ex) = tiey+ ezt - . .+ s

donde

1y = ap(exs)+aa(exe)+ . . .+ aalexs) = ax;.
Por consiguiente,

cA{ax) = wctx,
es decir, of es una aplicacién lineal.
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Por esto, dada una base en un espacio vectorial R®, a toda aplica-
cidn lineal le corresporide una determinada matriz cuadrada de orden
n y, reciprocamente, @ toda matriz de este tipo le corresponde una
determinada aplicacidn lineal. Debido a ello indicaremos con una
misima letra la aplicacién lineal y la matriz que le corresponde
(en la base dada); asi, o, B, €, ... son unas aplicaciones lineales
yA, B C, ...son Ias matrices que les corresponden. La matriz
A se denomina matriz de la aplicacion lineal ct.

Es facil ver que

A0 =0

cualquiera que sea la aplicaci6n lineal of. Siendo la aplicacién of
tal que ofx = 0 sdlo para x = 0, se dice que esta aplicacién es no
degewada en el caso contrario la aplicacién of es degenerada.

= [au) la matriz de una aplicacién lineal of. Considere-
mos c] snstema siguiente de ecuaciones lineales homogéneas

X1+ GeXa+ . . .+ A%y = 0,
X1+ GeoXo+t . . . FGonXn =0,

amX1t8psXat ... +appxn = 0.

Para que exista una solucién no nula de este sistema (y, por con-
siguiente, para dque exista un vector no nulo x = xé1+ xzea4-. . .
+ « « +Xnen tal que cfx = 0) es necesario y suficiente, segin hemos
visto en el teorema 10 del capitulo 1, que el determinante de la
matriz 4 (que indicaremos por |4]) sea igual a cero. Luego, para
que una aplicacién ct sea no degenerada es necesario y suficiente que
el determinante de ia matriz A de esta aplicacidn sea diferente de cero
(jcomo quiera que se escoja la base!). Una matriz cuyo determi-
nante es diferente de cero se llama matriz no degenerada.

Consideremos algunos ejemplos.

1. Sea of una rotacién de todos los vectores OX del plano xOy
(o simplemente una rotacién del plano x0y) alrededor del origen
de coordenadas en un dngulo @ en direccidn opuesta a la de las |
saetas de un reloj. Esta aplicacidn es lineal porque da lo mismo
sumar primeio los vectores a y b y girar después la suma de éstos
en el 4ngulo ¢ o girar primero los vectores y sumarlos después
(fig. 7, a); igualmente da lo mismo multiplicar primero el vector
a por un nimero « y girarlo después en el 4ngulo @ o realizar estas
operaciones en el orden inverso (fig. 7, &).
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(I'.Aa-ﬂ(dﬂ) o >0
YV g AgeAb=A(0th)

aa

5<0

| s5Aa)-AC30)
(t)

Fig. 7

Supongamos que los vectores bésicos son unitarios y recipro-
camente ortogonales. El vector cfe; es un vector unitario que forma

el 4ngulo ¢ con ¢, y el dngulo p— 32‘- con &. Por consiguiente,
ofey = cos p-ei+sen g-ez.
El vector unitario ofe; forma el dngulo 5 + con ey y ¢l 4ngulo ¢
con es. Por consiguiente,
ofey = —sen @-e1+coS @-e3.
Es decir,
_[cosg ~—seng
- [ seng  cosp ] '
2. Sea of una rotacidn del espacio corriente de tres dimensiones
_en un Angulo @ alrededor del eje Oz. Siendo ey, ez y €3 los vectores

unitarios del sistema cartesiano rectangular de coordenadas,
tendremos y

cofey = cos @re1+sen grea,
cfey = —sen prey+cos ey,
otes = ey,
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es decir, la matriz de esta aplicacién serd
‘cosgp —seng O
A= [ seng cosg 0] .
0 0 1

3.Seactala proyeccion ortogonal del vector a sobre el plano
xOy en el espacio corriente de tres dimensiones. Esta aplicacién
es lineal debido a que la proyeac:én de una suma de vectores es
igual a la suma de la proyecciones de los sumandos y a que la.
proyeccién del producto de un vector por un niimero es igual al
producto de la proyeccién del vector por este niimero. Es evidente
que escogiendo la base igual que en el ejemplo 2 tendremos

dey=e, de,=e, ode=0

¥, por consiguiente,

100
A=[0 1 0]-
000

4. Sea cta el vector simétrico del vector a respecto al plano xOy
en el espacio corriente de tres dimensiones. Esta aplicacién es,
obviamente, lineal, Ademds,

cleyr =6, ey =e;, ofeg =—e

y la matriz de esta aplicacidn es

10 0
-‘1=[0 1 0]-
00 -1

5. Tomemos en el espacio P, de los polinomios en ¢ de grado
no mayor que n

aA(x(1)) = x'(1).

Esta «aplicacién de derivacién» es lineal segin se deduce de las

reglas principales del célculo diferencial. Para hallar la matriz de

esta aplicacién tomemos como base, por ejemplo, los vectores
# »

£’o=l,eleeﬁ—! ,€u=?.
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Entonces
ey =0, ctey =&, ey =1, ..., dhe, = e
y i
I
001 ...0
o 1 Q0 D 0
000 1
000 ... 0

6. Indiquemos por & la asi llamada aplicacién idéntica del
espacio lineal R definida por la igualdad &x = x cualquiera que
sea x€ R. Luego, de; = e paratodoi = 1,2, ...,ny, por consi-
guiente, la matriz de la aplicacién & en cualguier base es de la
forma

100 0
Fe= |0 10 aus 0
000 1

7. Indiquemos por O la asi llamada apficacion nula de un
espacio lineal R definida por la igualdad Ox =0 para todo x€ R.
La matriz de esta aplicacién est4 formada solamente por ceros

o0 ... 0
0 00 0
00 0

Est4 claro que las aplicaciones de los ejemplos 1, 2, 4 y 6 son
no degeneradas y las aplicaciones de los ejemplos 3, 5 y 7 son
degeneradas.

Teorema 1. Una aplicacidn lineal de un espacio vectorial trans-
forma todo subespacio en un subespacio. _

Demostracién. Sea Ry un subespacio de un espacio vectorial Rn.
Indiquemos por <£R; el conjunto de todos los vectores que son
imégenes de los vectores de R, en la aplicacién lineal of. Debemos
demostrar que ofRy es un subespacio. Supongamos que los vecto-
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rés x ¢ y pertenecen a cRy. Esto significa que x = ofx’ ey = oy,
donde X' € Ry ¢ ' € R;. Pero en estas condiciones résulta que
x4y =ctx' d oty = (X +y)e ARy, (ya que x'+y' €Ry) y
que ax = xcfx’ = of(xx’) € cfR; (ya que ax’ € R;) para todo a.
Por consiguiente, £ R, es un subespacio.

(Es facil ver que la dimensién de o#R; no sobrepasa la dimen-
si6n de .Ry).

Teorema 2. Una aplicacidn lineal de un espacio vectorial trans-
forma toda variedud lineal en una variedad lineal.

Demostracién. Sea M una variedad lineal de R”. Existen
entonces un subespacio Ry y un vector a tales que M = Ry+a
(véase la pag. 88). Si of es una aplicacién lineal, se tiene ofM =
= oARy+cta, El conjunto o£R; es, segin el teorema 1, un subes-
pacio lineal y, por consiguiente, el conjunto o£M es una variedad
lineal (véase la pég. 89).

Sea 4" un espacio afin de n dimensiones, sea .R" su correspon-
diente espacio vectorial y sea of una aplicacién lineal dada en éite.
Esta aplicacién se puede extender, con el razonamiento que sigue,
también a los puntos de 4". Supongamos que en A" se ha escogido
un sistema de coordenadas. Si el vectoT X = xie1+ Xeea+t . . . + Xn€n
se transforma en la aplicacién of en el vector ofx = xie + X362+
“ .. .~ Xnes, 5S¢ toma por definicién que el punto X(xy, Xa, ..., Xu)
(que es el extremo del vector OX = x) se transforma en el punto
X'(x, x3, ..., Xz} (que es el extremo del vector OX' = cfx).

Del teorema 2 se deduce directamiente que una aplicacidn lincal
de un espacio afin transforma los planos k-dimensionales en planos
(de dimensién no mayor). En particular, las rectas se transforman
€n rectas o en puntos.

Se llama aplicacidn afin una aplicacién biyectiva® del conjunto de puntos de
un espacio afin #~dimensional sobre si mismo que transforma toda recta en una
recta, Del teorema 2 resulta que foda aplicacién lineal no degenerada de un espacio
affn es una aplicacion afin. Se puede demostrar que toda aplicacion afin se
reduce a una aplicacién lineal (no degencrada) seguida, posiblemente, de una
traslacion paralela (véase la pdg. 264).

¥ Se dice que se tiene una aplicacidn biyectiva de un conjunto M sobre
un cenjunto N (en particular, de M sobre M) si a todo elemento a € M se
pone en correspondencia un determinado elemento & € N correspondiendo,
ademés, todo elemento & ¢ N a un determinado elemento a &€ M. Se dice
también en este caso que enire los conjuntos 4 y B se ha establecido una
correspondencia biyectiva (véase las pag. 72 y 85).
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§ 2. Operaciones con aplicaciones lineales

A. Adiclén de aplicaciones lineales

Si of y B son dos aplicaciones lineales de un espacio lineal R, se
Hama suma of+B a una aplicacion € tal que

€x = oAx+Bx

para todo x € R. Es ficil ver que la suma de unas aplicaciones linea-
les es también una aplicacién lineal. Si las matrices de las aplica-
ciones lineales cf y % {en una base determinada) son 4 = [ax] y
B = [by], respectivamente, la matriz de la aplicacién € = o£+-B
es C = [¢4], donde

Cik = Ane+bue.

La matriz C se llama suma de las matrices A y B. Es decir, se toma
por definicién que

[an) 4 [bix] = {auc+bue)-

(Se pueden sumar, naturalmente, sélo matrices de un mismo
orden.)

Es evidente que la operacién de adicién de aplicaciones lineales
(y de adicién de matrices) posee las siguientes propiedades:

1. cA+B = B+cA.

2. (A+DB)+€ = A+ (B+E).

3. ct+0 = ot paratoda aplicacién of.

4. Indicando por —of la aplicacién definida por la condicién
(—cf)x = —ctx para todo x€ R, resulta que —cf es una apli-
cacion lineal y que

(—ct)+ct =0.

Indicaremos por — A la matrizde la aplicacién —~cf; esté claro que
siendo 4 = [ay] se tiene — 4 = [~ax].

B. Multiplicacién de una aplicacién lineal por un ndmero

Si of es una aplicacion lineal de un espacio R y & es un niimero,
se Hama producto de oA por « a la aplicacidn «ct tal que

(ach)x = cfx
para todo vector x € R.
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Esta claro que ecf es también una aplicacién lineal y que su
matriz 4 se obtiene multiplicando por « todos los elementos de la
matriz 4 de la aplicacién of :

alaw] = [aai].

La matriz &4 se denomina producto de la matriz A por el nimero o..
Es evidente queé para la multiplicacién de una aplicacién lineal
por un niimero son validas las identidades siguientes:

1. 1.of = cf.

2, a(fct) = (af) ot

3. (¢+B) cf =act+pot.
4, cg(oﬁ+‘3) = ol +aB.

Para la multiplicacién de una matriz por un niimero son vdlidas
unas identidades anélogas.

€. Multlplicacién de aplicaciones lineales

Se llama producto AB de unas aplicaciones ot y B a la aplica-
cién € tal que

€x = ot (Bx)

para todo vector x € R.

Por consiguiente, la multiplicacién de aplicaciones se reduce a la
realizacion sucesiva de las mismas, con la particularidad de que
primero se realiza la aplicacion B y después el vector obtenido Bx
se somete a la aplicacién of.

Por ejemplo, siendo of una rotacién del plano en dngulo @ en el
sentido opuesto al del movimiento de las saetas de un reloj y siendo
B una rotaci6n en un 4ngulo y (en el mismo sentido), resulta que
AB = Bt es una rotacién de dngulo: @4y, Si of es la reflexién
simétrica del plano xOy respecto al eje Ox y B es la reflexién
simétrica respecto al eje Ofv, resulta que cf? =B =C es Ia
aplicacién idéntica y que B = Bot = & esla simetria respecto
al origen de coordenadas. Si of es una proyeccién ortogonal de
todo el espacio sobre un plano o sobre una recta, tenemos que
A2 = . Si of es la derivacién en el espacio de los polinomios, la
aplicacién of? consiste en tomar la segunda derivada.

El producto de unas aplicaciones lineales es también una apficacidn
lineal.
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Efectivamente,
L. (cAB) (x+y) = A B(x+y)) = ABx+By) =
= A(Bx)+ABy) = (AB) x+(cAB) y.
2. (AB) (ax) = A(B(ax)) = H(aBx) =
= ach{Bx) = a(cAB) x.
Veamos cémo se expresa la matriz C de la aplicacién lineal
€ = 4B mediante las matrices 4 = [ax] y B = [bi]. Tenemos
Ce = aﬁ(@e;,) = ct{buper+buest . .. +bmes) =
= buctey+byctest . . . +bucte, =
= bylaner+anex+ . .. +aney)+
+ba(@rzer - aneat . . . +amen)+ . ..
ook ba(amer+ Gneat . Gumes) =
= (anbip+aubst . . .+ a1ba) e+
+(anbsx+ auebor+- . . . +deabni) €2+ . ..
< oo (@bt Guobor + . . . + Grabaz) €n3
es decir, si @e;, = cieer+Coxéat . . . +Cnen, se tiene
ek = byt ibact . .. 4 Fiabpk.
Vemos, pues, que para obtener el elemento de la matriz C que
aparece en el cruce de su i-ésima fila y de su k-ésima columna es pre-
ciso multiplicar cada elemento de la i-ésima fila de la matriz 4 por
el elemento correspondiente de la k-ésima columna de la matriz

B y sumar todos los productos obtenidos. La matriz C se deno-
mina producto de las matrices Ay B.

Ejemplos.
12 3714 12 7 5§57
1. [—1 1 2]-[0 -1 1]=[-2 2 1]
32 13l 21 1 -1 7
1-442.043.1 1 14+2(—1)+3:2
(=[(_1)-4+1.0+2-| (=D 1+1(=1)+2-2
34420+ (=11 3 142=1+(—1)2

1:34240 654
(=1)241+142:1 D

3:242:.14(=1)-1
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El producto de estas mismas matrices tomadas en el orden
contrario ¢s igual a .

4 12 12 3 9 13 12
[o ¥ 1H_1 1 2H4 1 _3].
1 21 32 ~1 2 6 6

Vemos que la operacion de multiplicacidn de matrices es (én
general) no conmutativa.

i [cosg: —5en qa]_[cosw —z~'»‘:n1;:i]=

senp cosp | |seny cosy
_ [cospcosy—sengseny -—cos ¢ sen p—sen rpcosv] _
SEn { COS Y-+COS @ Senyp  —Sen @ Sen P+-CoS @ COS Y
- [cos (p-+y) —sen (qv-l-'}')]
sen (p-+y) cos (p+y)

Este segundo ejemplo tiene la siguiente interpretacion geométrica:
la realizacion sucesiva de dos rotaciones de dngulos ¢ y ¢ de un plano
equivale a una rotacidn de dngulo p-+v. -

Consideremos las propiedades de las operaciones de multiplica-
cién de aplicaciones linealés y de multiplicacién de matrices.

1. Si ct, B y € son unas aplicaciones lineales de un espacio R,
se tiene

(cAB) € = ADE).

Efectivamente, tenemos para todo vector x€ R

(AB) €) x = (cAB) (€x) = AB(Ex))
y

[4(B)) x = AYBE) x] = A(BEx));
es decir, la operacion de multiplicacion de aplicaciones lineales (y, por
consiguiente, de multiplicacidn de matrices) cumple la ley asociativa.

2. Para todo aplicacidn lineal ot se tiene

Al = Lot = dt.

La matriz E de Ia aplicacién idéntica & (véase la pég. 102) se
llama matriz unidad. Para cualquier matriz 4 (del mismo orden que
E) se tiene

AE = EA = 4.



108 Cap. III. Aplicaciones lineales

3. Las operaciones de multiplicacién y de adictén de aplicaciones
lineales estdn ligadas por las leyes distributivas:

(A+B)€ = AC+BE

L 4
€A +B) = Cct+€B,
ya que para todo vector x € R se tiene
(A+B)€)x = (A+B)(€x) =
= AEx)+B(€x) = () x+
+(BE€) x = (AL+BE) x
¥
(Elct+DB)) x = €((cA+B) x) =
=€(cAx+DBx) = €(cAx)+€(Dx) =
= (€ct) x+(€B) x = (EA+€B) x.
En el caso de las matrices tienen lugar unas igualdades andlogas.

Recordemos las leyes fundamentales de adicién y de multipli-
cacién de los niimeros.

Leyes de adicién
1. La adicibn es conmutativa:
a+b = b+a

cualesquiera que sean los dos numeros a y b.
2. La adicion es asociativa.
a+(b+c) = (a+b)+c

cualesquiera que sean los tres niimeros a, b y c.
3. Existe un nimero 0 tal que
a+0=a

para cualquier a. 3
4. Para todo nimero a existe un niimero —a tal que

at(—a) = 0.
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Leyes de multiplicacién

1. La multiplicacién es commutativa:
ab = ba

cualesquiera que sean los dos niimeros @ y b.
2. La multiplicacién es asociativa:
a(be) = (ab)c

cualesquicra que sean los tres nimeros a, b y ¢.
3. Existe un nimero 1 tal que
a-1 =a

cualquiera que sea a.
4. Para todo niimero a s 0 existe un nimero 1/a = a~* tal que
a-a”l=1.

Ademés tiene lugar la ley distributiva que relaciona la adicién y
la multiplicacién:

a(b+4¢) = ab+-ac

cualesquiera que sean los tres nimeros @, b y ¢.

Hemos demostrado que en el caso de la adicion y de la multipli-
caci6n de aplicaciones lineales y de matrices son validas todas estas
leyes excepto la primera y la cuarta leyes de la multiplicacién.
Resulta que a multiplicacién de matrices (véase el ejemplo 1) v,
por consiguiente, también la multiplicacién de aplicaciones lineales
" son, en general, operaciones 1o conmutativas.

En cuanto a la existencia de la aplicacién lineal inversa (de la
matriz inversa) es vlida la proposicién siguiente. Para toda aplica-
cion lineal o no degenerada existe la aplicacién lineal A=* (inversa
de ot) tal que

At = A lcA = &

(v, respectivamente, para toda matriz A de determinante diferente de
cero existe la matriz A~ inpersa de A tal que AA™* = A™14 = E).

Demostremos esta proposicién. Sea dada una aplicacién lineal
no degenerada of con la matriz 4 en una base determinada e,
€s, . .., En. Demostremos primero que existe la matriz inversa de 4,
es decir, la matriz 4~ tal que

AA™1 = A"14 = E;



110 Cap. II. Aplicaciones lineales

entonces la aplicacion lineal £~ de matriz A™* en esta misima base
é, €3, ..., €, serd la inversa de £, ya que la realizaci6n sucesiva
de las aplicaciones cf~* y of representaré la aplicacién lineal de
matriz unidad, es decir, la aphcacxén idéntica,

Sea, pues, 4 una matriz de determinante diferente de cero.
Cous:deremos la matriz formada por los complementos algebraicos
de los elementos correspondientes de la matriz 4:

An A ... A
Ay Adge ... Ay

Bar s r e s s s nas

Anl Anz - Am:

Trasponiéndola obtenemos la matriz 4* que se demomina la
adjunta de la matriz 4:

Au Aﬂ e AHJ.
g | A dn v A
Aln A!n’ Ann
Multiplicando las matrices A y 4*, obtenemos
4] 0 ... ©
0 0 |A]|
(segtin los teoremas 3 y 4 del capitulo I). Luego, la matriz
A.
-1 A
A

serd la inversa de A,
Ejemplo. Hdllese la matriz inversa de

17 3
a=| 3 2 =1},
-1 0 1

Solucién, £l determinante de la matriz A es igual a 4. Los complementos
algebraicos de sus clementos son: A = 2, Ay = =2, dy; = 2, Ay = =2,
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Agg =4, Ay = =2, Ay = —8, Ay = 10, Ay = —4 y, por consiguiente,

’ 2 -2 -8 ; i -1 -4
A-le -2 4 10 =—2-' -1 2 5/
2 -2 —4 1 -1 -2

Observemos que siendo las aplicaciones ot y B ne degeneradas
también serd no degenerado el producto de las mismas (ya que la
igualdad (cAB) x = cA(Bx) = 0 implica Bx =0 y, por con-
siguiente, x = 0) y que ademés

(ABy~1 = B-1A4~1
(y en el caso de las matrices (4B)~1 = B~*4~1), ya que

(oAB) (B-1cA™Y) = A[B(B*ct™Y)] =

= A[(BB-H) A~Y] = A(lcA™) = et = L.

Teorema 3. El determinante del producto de dos matrices es igual

al producto de los determinantes de los factores: si AB =C, se
tiene

IC}=|4]i{BI.
Demostracién. Sea
@y Gz ... O by by ... by
AB =9 G2 ... bum |, ba b ... by _
dny Gnz ... Gpn bn] bnz bmx
€11 €12 . Cin
=] fa O Can
Chl Cnp Can

En estas condiciones, como sabemos,

ik = apbetpbat . . .+ bk = 321 by .
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E! determinante de la matriz C es igual a

En anb: ER ay,b e E“ ay b,
e 1hYh1 1= Wy+Js2 i Untlant
L 3 y 3 a ,b e 3
C] = hElawbm ;.‘21 wibha 1‘21 aar,byn |,

L ouba T aubs ... Y Gubia
he=l Pt a1

y puede ser representado, segtin la cuarta propiedad de los determi-
nantes, en forma de Ia suma

alhb}:l alf:bf:z b al}gb fmtt
aopbp Gybie .. aybial
BetiTrindp] e e
by Gnpbpa .. Gnpbia
donde los indices fy, j2, . . -, J recorren independientemente todos

los valores 1, 2, 3, ..., n(esta suma coritiene un total de n* suman-
dos). Sin embargo;-se puede aceptar que en el determinante que
aparece bajo el signo de la suma todos los indices ju, fa, . . ., j» Son
diferentes, ya que los determinantes que tienen indices iguales ji
son iguales a cero por tenér columnas proporcionales. Por consi-
guiente, en esta suma quedan sélo 7! sumandos correspondientes a
diferentes colecciones de ji, fa, . . ., fn. Sacando ahora fuera del signo
del determinante el factor comin de los elementos de cada una de
las columnas, obtenemos

ay, &, @,

ICl= % bubja... by %@n - G 2
Judp sl [ersesesincinranee
Qnjy, Gnjy +-.  Onj,

" donde 1a suma se efectlia por todas las permutaciones posibles
JusJey o - jadelos nimeros 1,2, ..., 1

Cambiemos entre sf las columnas del determinante que figura
bajo el signo de la tltima suma de manera que los segnndos indices
de sus elementos aparezcan en el orden de crecimiento. Esto se
puede realizar mediante un niimero determinado de trasposiciones
de columnas. Para pasar de una permutacién a otra de la misma
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‘paridad se requiere un nimero par de trasposiciones y para pasar a
‘una permutacién de paridad opuesta se necesita un nlimero impar
de trasposiciones; como, ademds, la permutacién 1, 2, ..., nes
par, resulta que el determinante del segundo miembro dela igualdad
(2) es igual a (—1)Usts--.dal | A |. Tenemos, por consiguiente,
ICl= ¥ (=D dlbbys.. by.|d]=14]]B]

1 dgre-0s

Ejemplo. En el ejemplo 1 de la pdg. 106 hemos multiplicadd las matrices

1 2 3 4 1 2
A=[—1 1 2] ¥ B=[0 1 1].
3 2 ==l 1 21
Tenemoseneste caso || =~10, |B| =~9 y {AB] = | BA| = 90 =|A4|-|B|.

§ 3. Cambio de base

Supongamos que una aplicacién lineal <f tiene en una base
€1, €2, ..., &, la matriz 4 = [ap] y que en la base ¢, e}, ..., €}
tiene otra matriz A’ = [a;]. Veamos cémo estdn relacionadas
entre si las matrices Ay A4',

Indiquemos por C = [ex] la matriz del cambio de la base
€1, €s, ..., €, por la base e, €, . . ., e,. Entonces,

& = cuert+onert .. . Cmen.

Consideremos la matriz C como la matriz de una aplicacién lineal
€enlabaseey, es, . . ., ,. Es obvio entonces que

Ce; = cyey+ooeat .. . ety = €,

es decir, la aplicacién lineal € transforma los vectores e, ey, .. ., €
en los vectores ey, &3, . . ., €, Tespectivamente.

El determinante de la matriz de Ia aplicacién € es diferente de
cero (§4 dei capitulo II) y, por consiguiente, para € existe la aplica-
cién inversa €% tal que gge{ =e,@ e, = ey, ..., €, = e,
Por hipétesis,

ote] = ajei+aye+ ... +aye,.

Aplicando a ambos miembros de esta ignaldad la aplicacién €-2,
obtenemos

@-icte] = dje,+dyeyt ... +aier



114 i ) Cap. 1. Aplicaciones lineales

Introduciendo en el primer miembro de la tltima igualdad las
relaciones e; = €e; encontramos

é-ld@ef = a;_,el-i-a;,e,-!- LR +a:tlen!

es decir, la matriz A’ es Ia matriz de la aplicacién €~1cf€ en la
base e, €1, - . ., €4. Pero, por otro lado, la matriz de esta aplicacién
es igual al producto de las matrices de las aplicaciones €71, cf y €
en la base e;, eq, . . ., €, s decir,

A =Ct4C.

De aqui se deduce, en particular, que el determinante de la
mairiz de una aplicacion lineal no depende de la base:

(4’| = |Ct4C| = |C-1| 4] [C| =|CHICl 4] =
= |C-1C| | 4| = |E|{4| = |4].
Ejemplo. Una aplicacién of tieneen una baso ey, e;lamatriz A = [: :1]
Determinese Ia matriz de esta aplicacién en 1a base ¢] = e;+2¢;, € = 2+ 3¢5

 §
S«Im:iﬁn.Lamal;rizdelcatﬂi:ic.u&senester:asmt‘.?:[2 i]ysumatriz
inversaes C~! = [_3 Z] Lue;
=} 4w
; [-—3 2]6—2 [12} -3 2[26 2 0
A= » . = . == g .
2 =1 6—1]2 [2—1]49] [0 3]
§ 4. Matrices rectangulares

Una matriz formada de m filas y de n columnas se denomina
[mXnl-matriz. Se puede definir la operacién de adicién de [mXn]-
matrices tomando

G Gia ... G bu bm bj,_,
AT ] I S
8rl Omz .- Gpn S bm bma s Bmn
can+bu  Gatbe ... Gutbin
o |an+bn  Gutbe ... damtbew |
-aMl_+ bm]. Ama+ bmﬂ e amn+bml|
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¥ la operacién de multiplicacién de una [ X #1]-matriz por un néimero
o mediante la igualdad

du @z ... O oy Gy ... 2dy,
| Gn1 a2 dan — | ®8n oG %dan
Omi Oma ... @Gmn Olm1 %0ma ... EQmn

Las matrices rectangulares pueden ser consideradas como las
matrices de las aplicaciones lineales de un espacio vectorial en otro.
Supongamos concretamente que se tienen dos espacios lineales
Ry R™, en general, de distintas dimensiones y que a todo vector
x € Re se pone en correspondencia un vector ofx € R” de manera
que se cumplan las condiciones siguientes:

L. c(x+y) = ctx+cty.

2. ct(xx) = actx.

Tomemos ura base ey, e, ..., e en el espacio R y una base
Jis fa, ..., fmu en el espacio R™. El vector cfe; pertenece a R™ v,

porconsxgmcntc, puede ser descompuesto por la base fi, f5, . . ., fims
sea

ctey = ayfitanfot .. +amfm,
otes = apfitanfot ... +amfn,

den = alnf1+ﬂznﬁ+ RN +amnfm-

Es decir, a la aplicacién lineal of del espacio R” en el espacio R™
le corresponde Ia matriz rectangular

11 iz ... g
A=|% a2 Qzn
Gmt Amz ... dmn

Es fiicil ver que las [mXn]-matrices (en particular, las matrices
cuadradas de orden n) forman un espacio lineal R. Indiquemos por
en Ia [mXn]-matriz en la que az = 1 mientras que todos los
demdés elementos son iguales a cero. Queda claro, entonces, que
todas estas matrices son linealmente independierites y que cualqmer
[mX n]-matriz es una combinacién lineal de aquéllas. Por consi-
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guiente, la dimensidn del espacio R es igual a mn. En particular,
¢l espacio formado por todas las matrices cuadradas de orden »
es de dimensién n?,

Por analogia con la multiplicacién de matrices cuadradas se
puede definir también la multiplicacién de matrices rectangulares.
Esta multiplicacién puede ser realizada s6lo en el caso en el que
1a longitud de la fila del primer factor sea igual a la longitud de la
¢olumna del segundo, es decir, cuando el nimero de columnas del
primer factor sea igual al nimero de filas del segundo. El producto
de una [mXn}-matriz por una [1Xpl-matriz ser4, evidentemente,
una [mX p)-matriz. En particular, el producto de una [mX n}-matriz
por una [#X 1}-matriz, es decir, por una columna, serd una fmx1}-
matriz, es decir, una columna, y el producto de una [1Xm}-matriz,
es decir, de una fila, por una [ X n]-matriz serd una {1 Xn]-matriz,
es decir, una fila.

Ejemplos.

l-13 20]
'[10-12

2[5l =l

I Z
.0 2 31[2 3]:[14 20].
3 4

Es facil comprender el sentido de la operacion de multiplicacion
de matrices rectangulares. Supongamos gue se tienen tres espacios
lineales R*, R™ y R, en general, de distintas dimensiones y dos
aplicaciones lineales: la aplicacién of que transforma R™ en R?
la aplicacién. B que transforma R™ en R™. La aplicacién of %
que pone en correspondencia a todo vector x &R" un vector
oté x) del espacio RP se denomina producto de las aplicaciones of
y B. Es facil ver que o#B es una aplicacién lineal de R"en Rf y sia
Ia aplicaci6n of le corresponde la [p X m]-matriz 4 y a la aplicacién
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B 1le corresponde la [mXn]-matriz B, la matriz de la aplicacién
B serd la [pXn]-matriz 4B.

Es fécil demostrar que para las operaciones de adicién y de multiplicacién
‘dé matrices rectangulares se cumplen las relaciones siguientes:
1.A+B = B+ A. .

2. {A+B)+4C = A+(B+C).

3. A+0 = 4, donde 0 es la matriz rectangular con todos los elementos
iguales a cero (la matriz nula). 1

4. A+(—4A) = 0; donde — 4 es la matriz en la que todos los elementos
son Jos opuestas de los elementos correspondientes de la matriz 4.

5. A(BC) = (AB)C. )

6. (A+B)C = AC+BC.

7. C(A+B) = CA+CB,
siempre que las matrices sean tales que todas estas operaciones puedan ser
realizadas. Ademés, stendo A una [mX n}-matriz cualquiera, se tiene

AE,=A y E,A=A,

donde E, es la matriz unidad de orden n y E,, es la matriz unidad de orden m,

Si of, es una aplicacién lineal de un espacio R, a la igualdad
ofx = y, donde x, y € R, le corresponde en toda base la igualdad
matricial

AX =Y,

donde 4 es la matriz de la aplicacién of, X es la columna formada
por las coordenadas del vector x e ¥ es Ja columna formada por
las coordenadas del vector y.

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales

uxy+axet .. FanX, = by,
anXi+ GeXat . . . +denXn = by, 3)

A1 X1+ AmaXat . . .+ GpnXn = bm

Indiquemos por A la matriz de los coeficientes de las incégnitas
de este sistema, por X la columna formada por las incégnitas y por
B la columna formada por los segundos miembros. El sistema (3)
puede ser representado entonces en forma de una ecuacién matri-
cial

AX =B.

Si la matriz 4 es cuadrada y su determinante es diferente de
cero, existe Ja matriz inversa 4~*, Multiplicando ambos miembros
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de 1a tltima igualdad por A~1 a la izquierda, obtenemos
A"YAX)= A~'B,dedonde X = A~1B.

Desarrollando esta férmula llegamos a las férmulas de Cramer
(compérese con la pig. 39).

§ 5. Rango y defecto de una aplicacién lineal

Definicién 2. Sea of una aplicacién lineal de un espacio R. El
conjunto D de todos los vectores de forma otx, donde x € R, se
Hama dominio de valores de la aplicacién ot y el conjunto M de
todos los vectores x tales que ot x = 0 se llama niicleo de la aplica-
cién.

Demostremos que el dominio de valores y el micleo de una
aplicacion lineal son subespacios de R.

FEfectivamente, si x, ¥ € D, se tiene x = ofx; e y = oy, donde

X1, 1€ R, y poresto
x4y = dtxy+ofy = c(xi+n),

donde x1+y1€ R; luego, x4y € D; ademds,
o x = o obx; = cf{ax,),

donde ax; € R, y por consiguiente, & x € D.

Por otro lado, si x, ¥ € M, es decir, si oAx =0y ofy =0, s¢
tiene

A(x+4y) = cAx+cfy =0

¥
Alux) =« ofx =0,

esdecir, x+yeMyexe M.

La dimensidn del dominio de valores de una aplicacién o coincide
con el rango de la matriz A (y se deroming rango de la aplicacidn
o). Bfectivamente, cl subespacio D ¢s generado por los vectores

ctey, e, ..., e @

donde ey, €g, . - ., ex s cualquier base del espacio R, y, por consi-
guiente, la dimensién de D es igual al niimero méximo de vectores
linealmente independientes que contiene el sistema (4), es decir,
es igual al nimero méximo de columnas linealmente independien-
tes de Ia matriz A4 (véase la pag. 44).
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La dimensidon del nicleo M se denomina defecto de la aplica-
cidn lineal oA.

Teorema 4. La suma a‘e! rango y del defecto de una aplicacién
lineal ot es.igual a la dimensién n del espacio.

Deniostracién. Sea r el rango de la aplicacién lineal of. Entre
los vectores cfey, cfes, .. ., cte, existen entonces r vectores lineal-
mente independientes y todos los restantes se expresan linealmente
en términos de &stos, Sean ofey, cfes, ..., ofe, estos yectores.

Indiguemos por L el subespacio que generan en R los vectores
e1, €, ..., & ¥ demostremos que la interseccidn del subespacio L
{de dimensidn r) con el nitcleo M consta sélo del vector nulo, Efectiva-
mente, si x € L\ M, se tiene x € L, es decir,

X =gl +0alst .. .+,
y x € M, es decir,
oAx = arcte, +aschet ... +o,cte, = 0.

Pero los vectores cfey, ctes, . . ., cfe, sonlinealmente independien-
tes; luego, oty =ap = ... =, =0y x=0.

Demostremos ahora que los subespacios L y M generan todo el
espacio R (es decir, la suma de estos subespacios coincide con R).
Sea x un vector cualquiera de R. Entonces otx€ Dy, por consi-
guente,

ctx = ficher+ facter+ .. .+ B, ohe,

El vector y = Bres+ faeat . . . - Bre, pertenece, obviamente, a L y
la diferencia z = x—y € M, ya que

otz = cA(x—y) = cx—cly =0.

Hemos encontrado que x = y+z,donde y€ Ly z€ M.

Es decir, el espacm Resigual a la suma directa de los subespacios
Ly My, por consiguiente, su dimensién » es igual a Ia suma de las
dimensiones de estos subespacios (véase la pag. 81).

§ 6. Aplicacién lineal no degenerada

‘Una aplicacién lineal of se llama no degenerada si de la igualdad
ofx =0 se deduce que x = 0 (§1). Ademss, hemos demostrado
(§ 2) que el determinante de la matriz de una aplicacién lineal no
degenerada es diferente de cero cualguiera que sea Ia base y que
para toda aplicacién lineal no degenerada ot existe la aplicacidn
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lineal inversa oA=1. Reciprocamente, si para la aplicacion lineal ot
existe la aplicacidn inversa c£~1, esta aplicacién es no degenerada,
ya que aplicando a ambos miembros de la igualdad Ax=01a
aplicacién o£~*, obtenemos

A=Ychx) = A=10 = 0,

pero
A YcAX) = (A~ tch)x = x

y, por copsiguiente x = 0.

El rango de una aplicacion lineal no degenerada de un espacio
R" = R esigual an, ya que eldeterminante de su matriz es diferente
de cero;, el defecto de una aplicacidn lineal no degenerada es igual a
cero. Reciprocamente, toda aplicacion lineal de rango n del espacio
R serd, evidentemente, no degenerada. El dominio de valores de
una aplicacién lineal no degenerada es n-dimensional y, por consi-
guiente, coincide con todo el R: una aplicacién lineal no degene-
rada transforma R sobre todo el R. El nicleo de una aplicacién
lineal no degenerada consta sélo del vector nulo. Una aplicacion
lineal no degenerada es bivectiva, ya que de la igualdad ofx = ofy
resulta of(x—y) =0 y, por consiguiente, x—y =0, es decir,
x=J

Una aplicacion lineal no degenerada transforma vectores lineal-
mente independientes en vectores linealmente. independientes. Efecti-
vamente, si los vectores ey, €y, . . ., € son linealmente independien-
fes y

oy e tosctest ... +aecter =
= cb(aer+oges+ . . . Fore) = 0.

se tiene
wertogert. . Aags =0y ==, .. =ar =0.

Demostremos que siendo of una aplicacién lineal de rango r
B una aplicacién lineal no degenerada, ambas aplicaciones cf
y Bef serdn de rango r (y, por consiguiente, el producto de una
matriz de rango » por una matriz de determinante diferente de cero
serd upa matriz de rango r).

Efectivamente, el dominio de valores de la aplicacién- lineal
(no degenerada) @ coincide con todo el espacio y, por consiguien-



§ 7. Subespacios invariamtes. Vectores y valores propios. 121

te, el dominio de valores de la aplicacién ofB es r-dimensional,
es decir, el rango de la aplicacién o£2 es igual a r.

Por otra parte, el dominio de valores de la aplicacién of es
r-dimensional y como la aplicacién @, por ser no degenerada,
transforma vectores linealmente independientes en véctores lineal-
mente independientes, resulta que el dominic de valores de la
aplicacién &é es también r-dimensional, es decir, el rango de la
dplicacién Dot esigual a r.

§ 7. Subespacios invariantes. Vectores propios y valores
propios de una aplicacién lineal

Sea R, un subespacio de un espacio lineal R y sea of una aplica-
cién lineal de R, La imagen ofx de un vector x de Ry puede no
pertenecer, en general, a Ry. Son de interés especial los subespacios
cuyos vectores no salen en la aplicacién of de estos subespacios.

Definicién 3. Un subespacio Ry de un espacio R se llama invariante
respecto a una aplicacidn lineal ot si la imagen otx de todo vector x
de Ry pertenece a Ri.

Ejemplos. 1. Sea of una rotacién del espacio corriente de tres
dimensiones alrededor del eje Oz. En este caso el plano xOy y el
eje Oz, por ejemplo, serdn subespacios invariantes.

2. Si of es la proyeccidon ortogonal del mismo espacio R®
sobre el plano xOy, los subespacios invariantes son: el plano
x0y, todos los planos que pasan por el eje Oz, el propio eje Oz y
todas las rectas del plano xOy que pasan por ¢l origen de coordena-
das.

3. En el espacio P, de los polinomios de grado no mayor que n
los subespacios Py son invariantes respecto & la derivacién para
todok, 0==k==n.

4. En cualquier espacio todo subespacio es invariante respecto a
las aplicaciones idéntica y nula.

4. En cualquier espacio y para cualquier aplicacién lineal el
propio espacio R y el subespacio formado sélo por el vector nulo
son invariantes.

Demostremos que la interseccion y la suma de subespacios inva-
rianies respecto a una aplicacion lineal of son invariantes respecto
add.

Efectivamente, si los subespacios Ry y Ra son invariantes res-
pecto a of y si x€ Ry Ry, resulta que x€ Ry y x€ Ry y, por
consiguiente ofx & Ry y ofx € Rg, es decir, ofx € R N Ra.



122 Cap, I, Aplicaciones lineales

Por otra parte, si x € Ri+ R, se tiene x = u+v, donde u € R
y € Ry Pero entonces ofu€Ri y ofv€R: ¥ ofx = ofu+
+ A € Ry Re.

Tienen un interés particular los subespacios invariantes de
una dimensién. Si Ry es un subespacio. de este tipo y X € Ry, también
oAx € Ry y, por consiguiente, ofx = Ax. Siendo y otro vector cual-
quiera de Ry, setieney =ax y -

Ay = chlax) =actx = a(Ax) = Aax) = Ay.

Definicién 4. Un vector x # 0 se llama vector propio de una
aplicacion lineal oA, si existe un ntimero A tal que ofx = Ax; este
niimero A se denomina valor propio de la aplicacion oA (de la
mairiz A) correspondiente al vector x.

Segin acabamos de ver, siendo Ry un subespacio invariante
unidimensional de R, todo vector de R; es un vector propie de la
aplicacién o#, ademds, con el mismo valor propio. Reciproca-
mente, si x s un vector propio de una aplicacién cf, €l subespacio
unidimensional R, que este vector genera (formado por todos los
vectores de tipo ax) serd, obviamente, invariante respecto a of.

Supongamos que una aplicacién lineal c£ tiene n vectores
propios linealmente independientes e, ey, - .., e, con los valores
propios Ay, A, ..., 4s, Tespectivamente. Tomemos los vectores
€1, &3, - . -y €x pOT bisicos; debido a las igualdades

Aoy = hey,
cAeg = loen,

T

cAen = Anen,

|a matriz de la aplicacién of seré de la forma

A W s 0
A= |0 o 0
0 0 ... A

(toda matriz de este tipo se llama diagonal). Estd claro que tiene
Ingar también la afirmacién reciproca: si la matriz A de una aplica-
cion lineal oA es diagonal en una base determinada, todos los vecto-
res de esta base son vectores propios de la aplicacion of. Sin embargo,
no toda aplicacién lineal ni mucho menos de un espacio n-dimen-
sional posee 1 vectores propios linealmenté independientes.
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Teorema 5. Los vectores propios de una aplicacion o correspon-
dientes a valores propios, distintos dos a dos, son linealmente inde-
pendientes..

Realizaremos la demostracién por induccién segin el nimero
de vectores propios considerados. Para un vector x esto queda
claro, ya que, por definicién del vector propio, éste es diferente de
eero (y, por consiguiente, de la igualdad ox = 0 resulta & = 0).

Supongamos que nuestra afirmacién es vilida para k-1 vecto-
res X1, Xa, ..., Xx-1 Y aceptemos que k vectores propios Xay X wiasa
. .+, Xg, correspondientes a los valores propios Ay, As, . . ., Ay distin-
tos dos a dos, son linealmente dependientes

ayxXy+agXat . . . +ogxe = 0. (5)

Aplicando a ambos miembros de esta igualdad la aplicacién of,
obtenemos

XA Xt . . bapotxy = 0,
es decir,

1hXyHeaiaXat .. Fardexe = 0. (6)
Por otra parte, multiplicando la igualdad (5) por A, tendremos

wdextadexet . . +ardexi = 0. )
Restando la ignaldad (7) de la igualdad (6), encontramos

a1 — ) i+l —Ae) Xat . . Fex—1(Ae w1 — A) X1 = 0}
puesto que, por suposicién, todos los A; son distintos y, por la

hipé6tesis de induccién, los vectores xj, Xg, . . ., X1 son linealmente
independientes, resulta

X =8 = ... =¢;;_1=0
y entonces de la igualdad (5) tenemos

o =0 y o =0

(Cémo determinar los valores propios y los vectores propios de
una aplicacién lineal? Suporigamos que x es un vector propio de
una aplicacién lineal of y que A es el valor propio que le corres-

ponde. En este caso, ofx = Ax. Tomemos en el espacio R una base
cualquiera e, €p, ..., €,y sea

X = xet+xeert . .. Xnn
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y A = [ax] la matriz de la aplicacién # en esta base. En estas
condiciones (véase el§ 1 del capitulo IT),

cAx = (auxi+agpgXa+ . . .+ 01aXa) €1+ (@nX1+GeeXs+ .. .
vvi kX)) €2k . o A {@aXit GraXat . o GueXa) €0 =
= A(x1e1F Xs€a+ . . . +Xp€u)y

de donde, debido a la independencia lincal de los vectores e,
€s, ..., € resplta

[ (&11—2) Xt apXet .. axy =0,
) @t (@) Xat . . X, =0, ®

Laﬂlxl‘l‘auzxz—ff oan "f"(ann_z) Xn = 0.

Para que exista una solucién no nula de este sistema (homogé-
neo) es necesario y suficiente que su determinante sea igual a cero:

an—i @2 ... G
an  ap—2 G | o
(251 Ang T

(teorema 10 del capitulo I). El primer miembro de Ia tltima igual-
dad representa en si un polinomio de grado n en 4 que se denomina
polinomio caracteristico de la aplicacién of en la base e, &, ...
..., &s. Bste polinomio es ¢l determinante de la matriz A—AE.
Ser4 demostrado (teorema 6) que, en realidad, este polinomio ne
depende de cémo se elija la base y, por esto, puede ser denominado
polinomiio caracteristico de la aplicacién ot.

Hemos demostrado que fodo valor propic de una aplicacion of
es raiz de su polinomio caracteristico. Reciprocamente, toda raiz del
polinomio caracteristico de una aplicacion ot es un valor propio de
la misma: los vectores propios correspondientes se determinan del
sistema (8) que tiene ¢n este caso necesariamente soluciones no
nulas, ya que su determinante s igual a cero.

Teorema 6. El polinomio caracteristico de una aplicacion lineal
no depende de la eleccidn de la base.

Demostracién. Sea g.(1) = |4—AE| el polinomio caracteristico
de Ia aplicacién of en la base e, €z, ..., &;; supongamos que la
base nueva e}, €, . . ., €, se obtiene de la antigua mediante la matriz
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C. En este caso, el polinomio caracteristico de la aplicacién o en
labase e, €5, ..., e, 65

P{R) = {4’ —AE] = |C2AC —AE| = |C~24C ~C~1EC) =
= [C"YA~AE)C| = [C~*[ |A—AE||C| = |A~AE| = @.(4).

Aqui nos hemos basado en que [C~1||C] = |C-C| = |E| =L
Sea

@) = (=1 2k (=P oA 2 . et

el polinomio caracteristico de la aplicacidn of. Es facil ver que
% esigual a Ja suma duy -+ Gga 4 - . . -+ ay, de loselementos diagonales
de la matriz 4 (esta suma se llama fraza de la matriz A4). Por otra
parte, a,. = {0) es el determinante de la matriz A; luego, para que
una aplicacion of sea no degenerada es necesario y suficiente que
@(0) sea diferente de cero, es decir, que of no tenga valores propios
wilos.

Ejemplo. Hallense Yos valores propios ¥ los vectores propios de la aplica-
cidn lineal of de matriz

1 2
A= .
[5 4]
Solucidn. El polinomio caracteristico de la aplicacién of es
1-4 21
) = = A*—54-6.
() 5 4_15

Sus raices son 4, = 6 y A; = —1, Los vectores propios se determinan de dos
sistemas de ecoaciones

(1= 2D x-+2x; = 0,
S+ (d-A)xa =0

(i = 1, 2);'puesto que el determinante de estos sistemas es igual a cero, ambos
se¢ reducen a una ecuacion.

Para 2 =6 ésta es la ecuacién S5x;—2xy = 0 y de ella encontramos
Xyix; = 2:5y a tiwlo de vector propio correspondiente a A = 6 podemos
tomar a; == (2, 5) (o cualquier otro vector multiplo de ay),

Para A = — 1 tenemos la ecuacién x, +x; = 0,dedonderesultax, : xy =—1
y elévector propio correspondiente es &, = (1, = 1) (o cualquier vector multiplo
de éste).

Para la aplicacion idéntica todos los vectores no nulos del
espacio son, obviamente, vectores propios con el valor propio
igual a la unidad.
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Para la aplicacién nula tedos los vectores no nulos det espacio
son vectores propios con el valor propio igual a cero.

Hallemos también los valores propios y los vectores propios de las aplicacio-
nesdel aSdel§l.

1. Rotacidn del plano de dngulo .

El polinomio caracteristico es

@A) = CogiA el = Atw=2cos @A+ 1.

sen @ cosp—i

Sus raices son complejas: A, ; = cos gLi sen @. Luego, esta aplicacién no
tiene, en general (no siendo p miltiplo de ), valores propios (reales).

si @ = 2k, In aplicacion es la idéntica y todo vector es un vector propio
(con 4 = 1), .

© Sip = (2k+1)m, la aplicacidn es la simetria central y cualquier vector del

plano serd, obviamente, un vector propio con el valor propio iguala —1.

2. Rotacidn de dngulo @ del espacio de tres dimensiones alrededor del eje Oz.
El polinomio caracteristico es

cosp—A =—senp O

@A) =| seng cosg~A O
0 0 -2

= (L~ Ay (A*=2cos p-A+1).

Sus raices son & = 1, Ay, 3 = cos pLisen ¢. )
Supongamos que ¢ no es miltiplo de 2x. Los vectores propios correspon-
dientes al valor propio 4 = 1 se determinan del sistema de ecuaciones

(cos p—1) x;—sen @ x, = 0,
sen @ ¥+ {cos p=1) xp = 0.
Puesto que el determinante de este sistema (homogéneo)

o=l =wap .—-1-—2cos¢+1=4sm‘%—
seng cosp-—1I

es diferente de cero, su solucién es x, = x3 = 0; x; €5 en este caso arbitrario y
un vector propio serd, por ejemplo, €l vector e; = (0,0, 1) (v todos los vectores
multiplos de éste).

Si @ = 2ak, la aplicacion es la idéntica.

Si ¢ = (Zk+1) =, 1a aplicacion es la simetria respecto al eje Oz. Al valor
propio 4 = 1 le corresponde, igual que antes, el vector propio ¢, = {0, 0, 1)
Los vectores propios correspondientes al valor propio A 3 = ~1 se determi-
nan del sistema de ecuaciones

(cos m+1) x;—senm-x; = 0,
sen Xk (cos A+ 1) x; = 0,
2%, =0,
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que se reduce a una ecuacion: x; = 0; por consiguiente, para 4 = —1 los
vectores propios serdn todos los vectores de tipo ae; +fe,. s
. Proyeccidn del espacio de tres di sobre el plano xOy. El polino-

mio caracteristico es
o) = —M1-1?%

Sus raicesson A, = 0y 4, ; = 1. Para-A =0 los vectores propios se determinan
del sistema x; = 0 y x; = 0. Son los vectores maitiplos dé e,. Para A = 1 el
sistema se reduce a una ecuacidén x; = 0y los vectores propios son los vectores
de tipo cey -+ fey.

4. Simetria del espacio de fres di i respecto al plano xOy. El polino-
mio caracteristico es

B = — (142 (1~ D2

Susrafcesson 4y = ~1,¥ Ay, 3 = 1. Para 4 = —1 se obtiene el sistema x; = 0
¥ %y = 0y los vectores propios son los vectores miltiplos de e;. Para 2 = 1 el
sistema se reduce a una ecuacién x, = 0 y los vectores propios son todos los
vectores del plano xOy.

5. Derivacidn en el espacio de los polinomios P,_,. El polinomio caracteris-
- tico es p{A) = (—1)*A*, Sus raices son 4, 5, ..., , = 0. Los vectores propios
correspondientes se determinan del sistema

Xp=0,03=0, ..., x,=0

y, por consiguiente, todos los vectores propios son multiplos de ¢, (es decir,
los polinomios de grado cero).
Volvamos a considerar el ejemplo (pég. 125) de la aplicacidn lineal de
1 2 "
matriz 4 = al Segiin hemos visto, su polinomio caracteristico es

@A) = A*~ 51— 6. El cuadrado de la matriz 4 esigual a

A,_[lz {12 _[11 10
'54] 5 4] {25 26]

«Introduciendo» en p(#) la matriz A en lugar de 2, obtenemos

N T R

es decir, la matriz nula. Vemos, pues, que la matriz 4 es una «raizy de su
polinomio caracteristico. Esto es vilido para cualquier matriz cuadrada.

Teorema 7 (teorema de Hamilton — Cayley). Toda matriz cuadrada es
una ralz de su polinomio caracteristico.

Demostracién, Consideremos el polinomio p(i) = JAE—4|, que sélo
difiere del polinomio caracteristico ¢(4) de la matriz 4 s6lo en el factor (—1)*,
y demostremos que w(4) = 0,

Indiquemos por B la matriz adjunta de AE- A4 (§ 2 del capitulo TII). Tene-
mos, entonces, la siguiente identidad respectoa A

(AE—A) B = |AE-A|E.
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Los elementos de 1a matriz B son polinomios en Ade grado no mayor que n—1.
Sea
BY, 8L A4 . RBIT AL B b A+ BTN L
B= RTINS SY . ot N T N SR

BY LA+ L DAL BBl A+ bR L
oo blak bladd .. BT AR
coo BBl At b

LB B A L A

= Byt ABy+ A28+ ...+ A 1B,y

o B Bl e OA

By by ... Bl
Siy(d) = a1+ ., +a, tenemos
(AE—A) (By+ A By +ABo+. . 448, ) =p(DE=
= (BP+oir=14 ., o )E.

Como esta relacién es una identidad respecto a 4, deben coincidir los coeficien-
tes de las potencias iguales de A en ambos miembros:

B.1= E
B, »—AB,_ = &E,
B, a—AB,_s = &.E,
By-AB, = a,_,F,
By~ 4B, = a, 1E,
~AB, = o,E. ;

Multiplicando estas igualdades a la izquierda por 4%, A*~%..., 4, E,
respectivamente, y sumandolas, obtendremos en el primer miembro la matriz
nula y en el segundo miembro la expresién A%+, 4" 1k L+ E = p(d), de
donde resulta precisamente que p(d) = 0.

“Segtin hemos visto (ejemplo 1 de la pég. 126), no toda aplica~
cién lineal posce al menos un vector propio y, por consiguiente, al

menos un subespacio invariante de dimensién tino. A} mismo tiempo
tiene Iugar el teorema siguiente. .

Teorema 8, Toda aplicacién lineal posee un subespacio invariante
de una o de dos dimensiones.
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- Demostracién. Si-el polinomio caracteristico de la aplicacién
of tiene al menios una rafz real, ésta aplicacion posee un vector
propio y, por-consiguiente, un subespacio invariante de dimensién
uno. Supongamos ahora que todas las rajces del polinomio carac-
teristico de la aplicacién of son complejas y sea A = -+ if una de
ellas. Resolviendo para este valor de-4 el sistema de ecuaciones (8),
obtendremos las soluciones (complejas) respectivas z, = x;+ iy,
zg = Xa+iys, ..., 2, = Xy+1Iy, ¥, por consiguiente, tendrdn lugar
las igualdades

an(xy+ i)+ ap(xative)+ . . L an(Xatiye) =

= (x+if) (a+ip),
an(a+iy)+an(xa-tiy)+ . o .+ dgu(Xntiya) =

= (a+iB) (xatiya),

X+ 193} + Ba(Xa+p2) + . . A+ Gan(Xptipn) =
= (a+ i) (Xn+ i)

Igualando las partes reales e imaginarias, obtenemos dos sistemas
de igualdades:

auxi+8uXst .. .+ G1aXa = ax1 -y,
Ag1 Xy +apXg+ . . .+ GanXy = aXp—fVe,

............................... (9

QpiX1+ QnzXpt . . .+ GunXn = &Xn —;3}'",

anyi+aiye+t . . .+ 8P = @y fxy,

aup1+omyst . .+ GaVn = ayp-t s, it
............................... 1

m¥i+ameye+ . ..+ 8px¥n = Ryu‘i“ﬂxn.

Consideremos dos vectores (reales)

U = X181+ Xolo4 . ..+ Xnfn
¥

¥ = yiert+ye€o-t .. .+ Ynen.
Las igualdades (9) muestran que ofu = au—fv y las igualdades
(10) muestran que ofv = av+fu; pero en este caso el subespacio

R ]
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Ry generado por los vectores u.y ves invariante respecto a of ya
que siendo x € Ry, es decir, siendo x = &u-+7v, también el vector

o = tctutncky = Hau=Bo)+ulav-+fu) = (ab+ B+
: +(an By

perienece a R;. Este subespacio es bidimensional porque si los
vectores u y v fiiesen linealmente dependientes, tendriamos v = juy

ctu = au—ﬁi) = (@-ﬂ?}u,

es decir, el vector u serfa un vector propio de la aplicacién of
correspondiente al valor propio real « —fy.

Teorema 9. Si of es una aplicacion lineal no degenerada y
R, es un subespacio invariante respecto a cf, Ry es también invariante
respecto a of L.

Demostracién. Sea ey, e, ..., ¢, una base del subespacio R;.
En este caso los vectores cley, cley, - . ., ofe, también pertenecen a
R, (por ser R, invariante), son linealmente independientes (véase el
§ 6) y, por consiguiente, también constituyen una base de Ry, es
decir, un vector cualquiera x € R, puede ser representado en la
forma

X = alci£1+a20£€2+ .ot ofe,.

Pero entonces también
A~Ix = oqer+daea+ . . . +€ € Ry,

Fijémonos, finalmente, en un detalle que serd (til en lo sucesivo.

Observacién. Sea of una aplicacién lineal cualguiera de un
espacio R de n dimensiones que se descompone en la suma directa
R = Ry®R. de subespacios suyos Ry y Ry invarianies ambos
respecto a ot}Sea €y, ey, . . .;. €, una base de R1 Y 5ea.€ry1, gy -« .,
€5 ina base de R,. Puesto que los subespacios R y Ry son invariantes
tienen lugar ias igualdades

ofer = aneytanest .. . +ane,

dﬂ! = Qo€ Gpo€at . . - pabr,

e, = a;._-er{- INE RN T
A i1 = Orytsryl €yt taryd ril ery2t . 8o g1 €y

Ali = Aryts 5 Craik Qr s m Ergat . o gy
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(yaque cfe € Ryparak = 1,2, ...,ry cfe, € Ry parak = r+1,
r+2, ..., n). Porello ]a matriz de la aplicacién of en la base &,
s, . .., €y de todo el espacio adquiere la forma

fan G ... @ 0 0 v O s ]
Gy dx . gz 0 4] 0
A= a1 Oz yr 0 0 0
0 0 0 a $lorgt Gyt rqe Qryt,n
p 0 0 ... 0 n, rql Qn,ry2 von Qpn J
Se puede decir que la matriz 4 se descompone en «célulasy»
i 2 9 ]
[0 A&}

donde .4; es la matriz de la aplicacién £ en el subespacio Ry, Az
es la matriz de Ja aplicacién of en el subespdcio Ry y las matrices
rectangulares que figuran en el dngulo inferior izquierdo y en el
dngulo superior derecho est4n formadas por ceros.

Por consiguiente, conociendo las matrices Ay y As de la aplicacion
ot en los subespacios Ry y Ry podemos formar con ellas la matriz de
la aplicacion ot en todo el espacio R.



CAPITULO IV

ESPACIO EUCLIDEO

§ 1. Producto escalar

Hemos definido los espacios lineales, cuyos vectores pueden ser
sumados y multiplicados por nlimeros, hemos introducido los
conceptos de dimensién, de base y de aplicacién lineal y ahora
introduciremos Ia métrica de estos espacios, es decir, f niétodo que
permite medir las longitudes y los dnguios. Existen diferentes formas
de definir la métrica de un espacio lineal. Optaremos por la forma
que: se basa en el concepto de producto escalar. En el espacio co-
rriente de tres dimensiones se llama producto escalar de dos vectores
al producto de sus longitudes por-el coseno del 4ngulo que forman
estos vectores. Por consiguiente, el producto escalar (x, y) de dos
vectores x ¢ y es una funcién de dos variables (vectores) que, como
se sabe, posee las propiedades siguientes:

1. Para cualesquiera dos vectores x e y se tiene

(xa y) = (}', x)
(propiedad conmatativa del producto escalar).

2. Para todo vector x y cualquier mimero real « se tiene

(@x,7) = oz, »)
(propiedad asociativa del producto escalar respecto a la multipli-
cacién de los vectores por los nimeros).

3, Para cualesquiera tres vectores x, y Y z se liene

G4y, 2) = (% 2)+(0,2)
(propiedad distributiva del producto escalar respecto a la adicién
de los vectores). .

4. Para el ciiadrado escalar de cualguier vector x se tiene (x, x)= 0
y de la-igualdad (x, x) = 0 se deduce que x = 0 (propiedad positiva
del producto escalar).
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En el caso de un espacio-lineal general no disponemos de los
conceptos-de longitud y de dngulo y, por ello, mtroducnemos el
producto escalar axioméaticamente. ;

Definicién 1. Diremos que en un espacio lineal R esid definiido
el producro escalar si a todo par de vectores'x e y de R corresponde
un nimero (x, y) que cumple las condiciones 1, 2 y 3. (. Estas condi-
ciones pueden ser llamadas axiomas del producto escalar.)

Un espacio vectorial provisto de un producto escalar que, ademds
de las condiciones 1,2y 3, cumple también la éovidicion 4 se deriomina
espacio vectorial euclfdeo.

De las ignaldades 1, 2 y 3 se deducen ficilmente las relaciones
signientes:

2. (x, o) = (ap, x) = al(y, x) = a(x, p).
¥ (2, x+y) = (x+p, 2) = (x, 2)+(p, 2) = (2, )+(z, ¥).

Ejemplos.
1. Supongamos que en un espacio vectorial de # dimensiones se ha fijado
una base determinada; en este caso el producto escalar de los vectores

X=X Xp ey %) €Y = (V1 Vas v 00y V)
se puede definir mediante la igualdad
% 9) = X+ xdat - XY, (4)]

(las condiciones 1, 2, 3 ¥ 4 se comprueban directamente).
2. En el espacio P de los polinomios en ¢ y en el espacio € de las funciones
continuas sobre el segmento [a, b] el producto escalar se puede definir medidnte

la igualdad
1]
(% 3) = [ x(0)0e) dt @2

(es evidente que s¢ cumplen las condiciones 1, 2 ¥ 3; también se cumple la
condici6n 4, ya que una funcién continua no negativa de integral igiial a cero
¢s idénticamente igual a cero).

Definicién 2. En un espacio euclideo se Hama longitud o médulo
de un vector x a la raiz cuadrada de su cuadrado escalar :

[ = 4/(x, x).
El dngulo ¢ entre los vectores x e y se define mediante la igualdad

x, ») @)

PRl
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Demostremos que en cualquier espacio euclideo el 4ngulo puede
ser definido de esta forma, es decir, que el coseno del dngulo entre
vectores, introducido mediante la férmula (3), no sobrepasa por su
valor absoluto a la unidad.

Debemos comprobar que

_ 1C0)
1= T =1.

Bs suficiente demostrar para eflo la desigualdad de Cauchy —
Buniakovski: en un espacio euclideo R se tiene para todos los
xey

(o yP=|xP Iy

Demostracién. Sea 2 un ndmero real arbitrario. Debido a la
condicién 4, para el vector x--ay se tiene

(x oy, x—ay)=0,
de donde, basindose en las condiciones 1, 2 y 3, obtenemos
(x, x)=2e(x, ¥)+a*(y, y)== 0.

Aqui figura un trinomio de segundo grado en . Puesto que €l es no
negativo cualquiera que sea ¢l valor de e, no puede.tener dos raices
reales distintas y, por consiguiente, su discriminante s no positivo:

(>, pP={xPiylP=0

que es lo que se queria demostrar.

Es facil ver que la igualdad (x, )% = | x| |y |*se alcanza si, y
solo si, existe un niimero« tal que x —xy = 0, es decir, si los vectores
xe yson proporcionales:

X =eay.
La desigualdad de Cauchy — Buniakovski, aplicada al espacio provisto del
producto escalar (1), lleva a la «desigualdad de Cauchy»:
@by tasbyt ... +ab) =
_ = (ab+al+...+ad) (B3 +BE+ .., +5Y),
vélida para cualesquiera niimeros a; y b,, y aplicada al espacio C con el producto
escalar (2), lleva a Ia «desigualdad de Buniakovski»:
b F R s
[j _;;(i)y_(r)dt]- = [ e dr- [ DA o,
. a -

vélida para cualesquiera dos funciones continuas x(t) € y(1).
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-En_un espacio euclideo se cumple también la dengua!dad
:n'angufar‘

[x+y|=x|+1yl.

Demostracién. Empleando la desigualdad de Cauchy-—-Buma—
kovski, encontramos

[y [ = ey, x43) = (6 94205, )+, ) =

=[x [P4+20 )+ |y = |x P42l x| [2|[+]yE = (xl+ D%
de donde resulta

[x+yl=lx[+]p]

Dos vectores x e y se llaman ortogonales si el producto escalar
(x, y) de estos vectores es igual a cero.

Encualquier espacio euclideo es vilido el «teoremade Pitégorm
si los vectores x e y son ortogonales, se tiene

Ix+y]® = [x+{y|%
Efectivamente, siendo (x, y) = 0 se tiéne
[x+p[2 = [x[P4+20x, +{y |t = |x 2+ |y ]2

§ 2. Base ortonormal

Definicién 3. Una base ey, s, ..., e, de un espacio euclideo se
llama ortegonal, si

(er, ex) =0 parai = k.
Si se tiene, ademds,
leij=1parai=1,2,...,n,
se dice que la base es ortonormal.

“Lema. Los vectores no nulos ortogonales dos a dos son linealmente
independientes.

Demostracién, Supongamos que los vectores no nulos xi,
X3, ..., Xm SON ortogonales dos a dos: (x;, x4) = 0 para i 5 k.
Supongamos que

Xy +oaXgt o o o FEmXy = 0.

Multip]icando ambos miembros de esta igualdad escalarmente por
x;coni=12, ..., m, tendremos

%1(x1, x:)+¢z(xa. X0+ o F (X %) = 0
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puesto que (x;, xx) =0 para i k y (x;, x¢) ¢ 0 para todo
:2—1 2, ..., m de aqui resulta que «; =0 para todo i=1,
R

Teorema 1. En todo espacio euclideo R existen bases ortonor-
males.

Demostracién. Sea g1, g2, ..., &n una base cualquiera del
espacio R. Pongamos fi = g1y f2 = fa-+afi ¥ eScojamos a de
modo que los vectores f; y f2 sean ortogonales

(82+afs, f1) = (g, fi)+a(fi, ) =0

luego,
Bl (g2 )

)’

Pueto que f; # 0, el denominador (f3, f1) de esta fraccion es
diferente de cero. El vector f2 que hemos obtenido es no nulo, ya
que los vectores g, y g2 son linealmente independientes.

Supongamoes ahora qiie hemos encontrado ya unos vectores
no nwlosfy, fo, ..., fe—yortogonales dos a dos. Tomemos

Jo = gt Mt Aot . F Sk

y escojamos los niimeros Ay, 4z, .. ., Ax.1 de modo que el vectorfi
sea ortogonal a f, f3, ..., fx—1. Para ello es necesario que se
cumiplan las igualdades

o fi) = @)+ A{fi fi} =0
parai =1,2, ..., k~1; de aqui resulta

- (g S
(¥

El depominador ( fi, /1) de esta fraccién es distinto de cero, ya que
todos los vectores fyconi=1,2, ..., k~1 son no nulos por
]:upétests Puesto que los vectores gl, g,, ...» £ Son linealmente
indepeéndientes, el vector obtenido fi tamblén es no nulo. '

Continuemos esta construccién hasta encontrar el iltimo vector
(no nulo)

f". =g+bfithpt. .. +E;|:-1fn—1’

ortogonal a todos los: vectores anteriores fi, f2, ..., fa—1. Los
vectores fi, fa, ..., fa son, en virtud del dltimo lema, lineal-
mente indepeéndientes y, por consiguiente, constituyen una base
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(ortogonal). Dividiendo ahora todo vector f; por su médulo,
obtendremos una base ortonormal formada por los vectores

el amdl ]
T TRTE ™ stl'“"e" 1A
Es facil vér que siendo la base g1, ge, . .., &» ortogonal Fesulta

A=g, fo=8, ..., a =8n Y giie siendo esta base ortonormal
resulta ey = g1, €2 = g2, ..., €n = £n.

El método que hemos aplicado para obtener un sisterna orto-
normal de vectores a partir de un sistema linealmente independiente
dado lleva el nombre de proceso de ortogonalizacion.

Observacién. Si R; es un subespaciode Ry ey, ey, .. ., ex s una
base ortonormal de Ra, los vectores ey, e, . . ., e, pueden ser incluidos
en una base ortonormal de todo el espacio. Para demostrar esto es
suficiente completar el sistema ey, es, . . ., & hasta obtener una base
del espacio R y realizar la ortogonalizacién del conjunto obtenido
de vectores comenzando por ey, €y, . . ., €.

Ejemplo. Hallese una base ortogonal en el espacio de los polinomios de
grado no mayor qlie 4 definidos sobre el segmento [~ 1,1].

Solucién. Tomemos por base inicial

n=lon=tp=0a=1%8=1%
Pongamos

h=g=1 1
Y fi = gy+efy Puesto que (g, fy) = [edr=0,resultace = 0y

-1
_ﬁ =m="I

Pongamos después fa = g,+£ fu+7 fi. Tenemos (gy, fo) = Il'dr = %,
-1
1 ) 1
Us f) = jdx =2, de donde f=-,y (g f) = Ir‘a‘::ﬂ,csdecir,
-l =1
y = (. Por consiguiente,
1
H= :“’-T.
1
Sea f, = &+ Afot+ pfidvfi. Tenemos (gg fo) = J't"druo, de donde
-1
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1 1
2 2 3
A=0;(gy ) = ff‘df-Ty(f,,f;) -Ir‘dt= R de dopde = —¢,

41
1 1
yign fo) = I ("—‘Tf’] dr = 0, es decir, » = 0. Por consiguiente,

f,-—_r’—%:.

Pongamos. ﬁnalmente, 5 =g+ Ltk +C fi+ efs. Puesto que

@uf)= j = 23 U fo) = 2, resulta § = s tenemos, ademds, gy, )=

1
= Ir’df = 0, es decir, 7 = 0. Tenemos después
i 2 2 16
afpr S i ey e T
(gt = f’(‘ 3)% =775 = 105
-1
: 1)d i 4.8 .8

2 .,
(fufd= J.("_'S—’ +"9'— =—5——-—?+T-—= =
=1

L
3
de donde £ =——$-; finalmente, (g, /2 = J-l" (:3—-3- f) dt=0,es decir,

-1
o = 0. Por consiguiente,

1 6 1 B B
gl W = . —
L (‘ 3) S

Los polinomios obtenidos
flh'fl.,f!’fa yf:i

coinciden (salvo un factor) con los cinco prin linomios de Legendre que
desempefian un papel importante en diferentes secciones dela Fisica. matemi-
tica.

Hallemos la expresidn en coordenadas del producto escalar. Sea
ey, #s, ..., €, una base cualquiera de un espacm R prowsto de
pmducto escalar y sea

x = Xe1+ Xoa+ ...+ Xn€n & ¥ = Vi€1t+Yeeat ...+ Yuln.
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Tenemos
(s y) = ¥ xiyules, ex) = 3. gy
Lk Lk .
donde gi = (e;, €x). Si el espacio R es euclideo y el, €y, -.:) n €S
una base ortonormal, se tiene (e, ) = O para i k }' (eu e) =1
paratodoi=1,2,:..,ny,por cons:gu:ente,

(x, ) = X1+ xeyat .o XnPe

Reciprocamente, si en una base e, e, ..., e, el producto
escalar de los vectores

X = xie1txagat .4 Xy €y = Yre1tyeeat ..o Vnln
es igual a
XYt XeYet . o+ XV

es facil ver que esta base es ortonormal, ya que en este caso (e;, e} =1
¥ (e, ex) = 0 para i # k. Bs més, si en una base determinada. el
cuadrado escalar de un vector cualquiera x = xie14-Xa€3+ . . . + Xu€n
es igual d (x, x) = x§+x3+ ... +x3, esta base es ortonormal, ya
que (&, &) = 1 paratodo i y parai # k tenemos

(ert+ex, ertex) =
=0240%+...+ 12+D=+ o+ 1=+0‘+ A0E=2
(las unidades figuran en las posiciones :.éslma ¥ k—émma) y
(er+ex, er+ex) = (er, )+ 2er, €x)+ (e, ex) = 2+2(ey, €x),

de donde resulta (e;, ex) = 0

Sea ¢éy, es, ..., €, una base ortonormal y séa x = x;e1+ xaey+
+ ...+ x,e,, Multiplicando escalarmente ambos ‘miémbros de Ia
Gltima igualdad por e, obtenemos (x, e;) = %;, ek decir, la i-ésima
coorderiada del vector x en 'una base ortonormal es igual al pro-
ducto escalar de x por elvector basico ej. (Este produota escalar
puede ser llamado proyeccidn del yector x sobre el vector a;. Por
consiguiente, las coordenadas de un vector en una base ortonorma]
son sus proyecciones sobre los' vectones bésicos.)

Definicién 4, Dos e.spac:os R YR provistos de producto escalar
se Haman isomorfos, si entre sus elementos se puede establecer una
correspondencia biyectiva tal que siendo x + x' e y ~ y', donde x,
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YyERy X,y €R,nosolo x+y--x'+y yoax« xx’ sino también
(x3) = (x, .

Teorema 2. Todos los espacios (vectoriales ) euclideos de n dimen-
siones son isomorfos.

Demostracién. Sean R y R dos-espacios euclideos de n dimensiones.
Tomemos en cada uno de ellos una base ortonormal (e, €;,....6, €0 R Y ¢},
&},...,e en R’} y pongamos en correspondencia & todo elemento de Rel ele-
mento ae R’ con las mismas coordenadas; entonces, como se sabe (véase el §
3 del capitulo II}, a |2 suma de elementos de R le corresponde la suma de los
elementos respectivos de R’ y al producto de un.clemento.de R por un nimero
le corresponde el producto del elemento respectivo de R’ por el mismo.nimero.
Ademis, si

X = e b Xggt ..+ X8, € Y= B+t .. 4 Yae, (v, por consi-
guiente, X’ = xje{+xpei+ ... +x€, € ¥ = yer+yaeat .. Hypes), tenemos
para los productos escalares

(6, ) = xpib Xt b Xy, = (2 ).

Luego, los espacios R y R’ tienen la misma estructura: los vectores corres-

pondientes tienen longitudes iguales (jx| = /(% x} = V&, x) = ||} y los
dngulos entre [os pares de vectores correspondientes son iguales

(cml(;’}) &y _ &Ly e (x,”}.])

I

§ 3. Complemento ortogonal

Definicién 5. Dos subespacios Ry y Ry de un espacio euclideo R se
flaman reciprocamente ortogonales. si. todo vector de Ry es ortogonal
a todo vector de R (en este caso escribiremos Ry 1 Rs).

Asi, en €l espacio corriente de tres dimensiones son ortogonales
un plano = que pasa por el origen de coordenadas (el plano se
comprende como el conjunto de todos los vectores que pertenecen
a.x) ¥,la recta / perpendicular al plano (y que también pasa por el
origen de coordenadas) (fig. 8, 4). Al contrario, dos plancs 73 y 7
perpendiculares en ¢l sentido de la Geometria elemental (fig. 8, b)
no son subespacios ortogonales en el sentido de la definicién dada,
pues, de @€ w1y aa € 713 o resulta aun-que gy L 4y,

Pira que dos subespacios Ry y Ry sean reciprocameénte ortogonales
es necesario y suficiente que todos los vectores bdsicos de uno sean
ortogonales a todos los vectores bdsicos del otro. La necesidad se
deduce dé la definicién 5; psra démostrar Id suficiencia, supongamos
que €y, &, . . ., € es una base de Ryy que fi, fa, ..., fmesuna
base de Rycon la particularidad de que (e, f;) = Oparatodoi =1,
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b)
Fig. §

2, ..., kyj=1,2,...,m;enestecaso paratodo x = xie1+ €z +
o+ . oo+ Xpec y para todo ¥ = y1 fityafet . . . +Ymfm e tiene

) = ij:y;(ex,ﬁ) =0
i

y, por consiguiente, estos vectores son ortogonales.

Demostremos que la interseccidn de dos subespacios reciproca-
mente ortogonales es el vector nulo.

Efectivamente, séan Ry y Ry dos subespacios reciprocamente
ortogonales ‘de R. Si el vector X € Ri N Ry, se tiene X€ Ry y
X € Ry; pero entonces (x, x) = 0y, por consiguiente, x = 0.

Sea R, un sibespacio arbitrario de un espacio euclideo R.
Tomemos en Ry una base ortonormal e, ¢z, .. ., & y complemen-
témosla hasta obtener una base ortonormal ey, 8, ..., €, Ersty « - -»
e, de todo el espacio. Los vectores &1, . . ., &, generan un subespa-
cio Ry de n—r dimensiones que es; obviamente, ortogonal a R;.

Demostremos. que fodo vector x de R que es ortogonal a Ry
perteriece a Ra, Efectivamente, si el vector

X = X181+ Xala+ . . .+ Xn€y
es ortogonal a Ry, se tiene

(x,e)=x,=0 para i=12,...,r
y, por consiguiente,

X == Xpp1 €rp1F o ..k Xn€n € Ro.
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Definicién 6. £ subespacio Ry formado por todos los vectores de
R ortogonales a todos los vectores de Ry se llama complemento
ortogonal de R,; indicaremos este subespacio R, por R{-.

Es facil ver que el complemento ortogonal de un subespacio
r-dimensional es de n—r dimensiones y que el complemento ortogo-
nal de Rj" coincide con Ry, es decir,

(R{)} = R,.

Los subespacios R, y Ri* generan todo el espacio R y la inter-
seccion de ellos es el vector nulo. Por consiguierite, el espacio
euclideo R es la suma directa de cualguier subespacio suyo y del
complemento ortogonal de éste:

R =R &RE.

Luego, todo vector x de R puede ser representado univocamente en
la forma de una suma x = y+z donde y€ Ry y z€ R (teorema
6 del capitulo H). El vector y puede ser denominado proyeccion
ortogonal del vector x sobre el subespacio R;. Se acepta que el
#éngalo entre el véctor x y el subespacio R; es 1g'ua.T al 4ngulo entre
¢l vector x y su proyeccién y sobre Ry por consiguiente, el coseno
de este dngulo es igual a

) _O+ny) 00 _ I vl
S B N B 7 i B
Consideremos de nuevo un sistema de ecvaciones lineales
homogéncas

an X1+ GeXa+ . o« + dyXh = 0;
Ggx1+GnaXat . .. +8pnXn = 0,

G Xs+ GoXat . o FBpnXy = 0.

Se puede dar la siguiente interpretacién geométrica a_este
sistema. En un éspacio euclideo R® se han fijado (en una base orto-
normal) m vectores a; = (an, Gja, ..., Gp), i=1,2, ..., m. El
problema consiste en hallar todos los vecfores x = (x;, X2y vuey Xn)
ortogonales a cada wno de los vectores ay, as, ...

Sea r el rango de la matriz 4 ‘= [ay). Si el vector xes ortogonal
a todos los vectores a;, también s ortogonal al espacio r-dimensio-
nal Ry que éstos generdn. Por consiguiente, los vectores soluciones
x forman el complemento ortogonal R del' submpacw Ri. La
diménsién de R (es decir, el nimero rnéxzmo de soluciones lineal-

-+

@



§ 4. Espavio euclideo (puntual vectorial } : . 143

mente mdependlentzs del sistema (4)) es igual, como hemos visto,
a n—r. Todo sistema fundamental de soluciones de las ecuaciones
{4) es una base del subespacio Ri.

§ 4. Espacio euclideo {puntual vectorial)

Sea 4" un espamoaﬁn n-dimensional y sea R" su espacio vecto-
rial correspondiente provisto de una métrica euclidea (es decir, de
un producto escalar que satisface a las condiciones 1, 2, 3 y 4 del
§1).Enel espacio A se puede definir la distancia éntre dos cuales-
quiera de sus puntos M y N tomandola igual al médulo del vector
MN y el dngulo MPN tomindolo igual al 4ngulo entre los vectores
PM y PN.

El espacio 4* con la métrica introducida de esta forma se
denomina simplemente espacio euclideo (a diferencia del espacio
euclideo vectorial introducide anteriormente).

Por consiguiente, un espacio euclideo n~dimensional se puede
definir mediante los cinco siguientes grupos de axiomas:

1. Axiomas de adicién de vectores (anomas 1,2,3y4dela
pag. 64). -

II. Axiomas de mulnphcaclén de un vector por un mimero (axio-
mas 5, 6, 7y 8 de la pig. 64).

. Axinma de dimensibn; existen n vectores linealmente indepen-
dientes, pero no existe mds de n vectores linealmente independientes
(pég. 66).

IV. Axiomas que relacionan los vectores y los puntos (axiomas 1
y 2 de la pag. 84).

13;7). Axiomas del producto escalar (axiomas 1, 2, 3 y 4 de la pég.

Se puede demostrar que todos. los espacios cuclideos n-dimen-
sionales «tienen la misma estructura» (son isomorfos). En partrcu-
lar, para n = 2 tenemos el plano corriente y para n = 3, el espacio
corriente de tres dimensiones.

Supongamos que en un espacio A" se tiene un plano k-dimensio-
nal Ry que pasa por el origen de coordenadas

auXi+a1pXzt ..+ GiaXs = 0,

a sa =0,
anXy+dnXst . . .+ 0%, )

AmX1+ GmaXat . . .+ GmaXn = 0



144 Cap. IV. Espacio euclideo

L7
S

(es decir, un subespacio k-dimensional} y un punto X(&y, &, . . ., £a).
El vector x = OX puede ser répresentado entonces en la forma
x=y+z,donde y € R, vz € R{- (fig. 9, a). La longitud del vector
z se denomina distancia entre el punto X y el subespacio R;.

Supongamos ahora que eh 4" se tiene un plano %-dimensional =
cualquiera

Fig. 9

BuX1tpXet ..+ aaXe = by,
g1 Xy + AgoXa+ .« .+ fgnXy = bz,

X1+ GmaXat oo b GmpXy = by

y un punto X(&,, &, ..., &), El plano = se obtiene trasladando
paralelamente en un vector a el subespacio R, correspondiente a
este plano definido por el sistema de ecuaciones (5). El punto X se
obtiene entonces trasladando en €l mismo véctor a tn  piinto deter-
minado X, (y, por consiguiente, OX = OXo+a; véase 1a fig. 9, b).
La distancia entré el punto X y el plano k—damemwml 7 se toma lgual
a la distancia entre el punto Xo y el subespacio Ry, Un plano k-di-
mensional 7ty y un plano /-dimensional n; son orfogonales si son
ortogonales los subespac&os 73 'y 73 que les corresponden, En este
caso todo vector MN, donde M, N € m, es ortogonal a todo vector
PQ, donde P, Q € n (fig. 10).
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En un espacio euclideo 4" se llama hiperesfera al conjunto de
todos los puntos que se encuentran a una misma distancia r
(radio de la hiperesfera) de un punto fijo @ (centro). La ecuacién
deuna hiperesfera deradior y de centroen el punto Q(e, %, - . ., &n)
en un sistema de coordenadas de base ortonormal es, evidente-
mente,

(x1—o1)> + (xa—oea)?+ . . .+ (X —ts)® = 7%

Queda claro asf que la hiperesfera es un caso particular de una
superficie de segundo grado (véase €l capitulo VII).



CAPITULO V

APLICACIONES LINEALES EN UN ESPACIO EUCLIDEO

§ 1. Aplicacién conjugada de una dada

Definicién 1. Sea of una aplicacidén lineal de un espacio euclideo
R. La aplicacion lineal A tal que

(ctx, y) = (x, c£)

para tados los x, y € R se llama conjugada de of.

Para toda aplicacién lineal of existe no mds de una aplicacidn
conjugada of*. Esto se deduce del lema siguiente. '

Lema. Si B y € son unas aplicaciones lineales de un-espacio
Rysi

x,By) = (x€y)

para todos los x e y de R, se tiene B = €.

Demostracién. De la igualdad (x, B y) = (x, € y) se deduce
que

% By)—(x, €y) = (x, By—-€y) =0,

es decir, que (x, (B~€)p) = 0 para todos los x ¢ y.
Tomando, en particular, x = (B—€)y, obtenemos

y, por consiguiente, en virtud de la pr%)ied_ad 4 del producto esca-
lar se tiene (B—€)y =0, es decir, By = €y para todo yER,
Pero esto significa precisamente que B = €.

Demostremos ahora que para toda aplicacion lineal ot existe
Ia aplicacidn conjugada ot*. Sea A = [ax] la matriz de la aplica-
cién lineal of en una base ortonormal ey, ez, . . ., €,, 5¢2 A’ la matriz
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traspuesta de 4 y sea c£° la aplicacién Tineal de matriz A’ en esta
misma base. Es evidente entonces que

(ot e, &) = (am+ag;ea+ -+ @nien, ex) = am

y o T
Aen ot‘-- &) = (e, duart axm+--. < Binn) == iy -
es decir, (de,, &) = (é.-, ot'ek) pgra ‘todos los ¥ y k. Pero en este
n n = N
caso, siendo x = Z Xgey = Y. Vié, Setiene
i=1 kil

(ctx, y) = (d i Xiéy, i J’M) = z;,xO’k(dei, k)

fml feml

(x, a;y)' =( f‘, xey, A Z”; :ifr;ers =¥ xyule, of*e) =
fu=1 K=l ik
Z‘x Yul(ctern er) = (dx »)
ik

es decir, Ja aplicacién of* es la conjugada de of.

Hemos demostrado que para‘toda -aplicacién lineal of de un
espacio euclideo existe una aplicacion imica conjugada oA, cuya
matriz en cualguier base ortonormal es la traspuesta de la matriz
de I aplicacion of.

Scan of y B unas aplicaciones lineales cualesquiera de un ¢spa-
cio euclideo R y sea & la aplicacién idéntica. Entonces:

1. &* =&, ya que

(x, & ¥ = (6 x,¥) =09 = (x, < »
(en otras palabras la matriz de la aplicacién & en cualquier base
coincide con su traspuesta: E' = E).

2. (cA*)* = of, ya que indicando (o£*)* simplemente por
A** tenemos

(ctx, y) = (x, of* ) = (cA* y, %) = (, A*%) = (cA*"x, y)

(en otras palabras, la doble trasposicién no altera la matriz: (4°) =
= A).
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3. (cA+DB)* = of*+B*, yaque
(%, (A+B)y) = (A+DB)x, y) = (ctx+Bx, y) =
= (ctx, )+Bx, y) = (%, A* P)+(x, B* y) =
= (x, ot* y+B* y) = (x, (A" +B*W)

(en otras palabras, la matriz traspuésta de una’suma es igual a la
suma de las matrices traspuestas de los sumandos: (A+B) =
= A'+B').
4. (AB)* = B*cA*, yaque , ;
(x, (ABY'y) = ((cAB)x, y) = (cA(Bx),y) = (Bx,cA"Y) =
= (B (ct) = (x.B'A")

(y, por consiguiente, para las matrices tiene lugar la igualdad
(AB) = B'A").

5. Siexiste o7, se tiene (cf~%)* = (c£*)1, ya que de la igual-
dad cAcAl = 6 y de los puntos 4 y 1 resulta (ctct=1)* =
= (A=A =& = &, es decir, (™Y = (c£*) (y, por
consiguiente, para Ias matrices se tiene (4™1) = (4)~1).

§ 2. Aplicacién autoconjugada

Definicién 2. Toda apbmﬂdn -que coincide con su confugada se
Hama autoconjugada o simétrica.

8i of es una aplicacién antoconjugada, para todos fos xeyde
R se cumple la igualdad

(ctx, y) = (x, o ).

Sea A4 = [ay] l2 matriz de una aplicacién autoconjugada of
en una base orfonormal; entonces, 4' = A4, es decir, ag = .
Toda matriz de este tipo se llama simétrica.

La aplicacidn idéntica es autoconjugada, ya que &* = &,

La suma de unas aplicaciones_autoconjugadas.es una aplicacion
autoconjugada, ya que, siendo cA* = of y B* =B, se tiene -

(ct+B)* = ot*+B* = cA+B.
La aplicacidn inversa de una aplicacidn. auroconjugada no degene-

rada es una aplicacidn aurocon)ugada ya que, siéndo of* = o, se
tiene

(A1) = (o) = ot
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Para qgiié el producto déunas aplicaciones dutoconjugades sea
autéconjugada ‘es necesario”y suficiente’ qué estas. aplicaciones
conmuten. Bfectivamente, siendo of* = of y B* =3, se tiene
(cAB)* = BA* = BA'lo que-es 1gua.l 8 ofB si, y sélosi; las
aphca.uones of y B conmutan, es decir, si AB = BA.

Teorems 1. Si ef subespacio Ry es invariante- respecro a una
aplicacion lineal of, s compleménto ortogonal Ry &s i'mrariame res-
pecto a la aplicacidn of* conjugada de cA.

Demostracién. Sea x un vector cualquiera de Rl y sea y un
vector cualquiera de R;. Puesto que ofpe Ry y x € R1 , s decir,
x 1 oty, tenemos

(ct*x, y) = (x, ot y) = 0.

Por consiguiente, o£* x € Rt y R{ es invariante respecto de of*.

Corolario. Si of es una aplicacién autoconjugada y Ry es un
subespacio invariante respecto de of, también R es invariante res-
pecto de oA,

Efectivamente, en virtud del teorema 1, R es invariante. res-
pectgE de of*; pero of® = of; luego, R} es invariante respecto
de .

Teorema 2. Todas las raices del polinomio caracrermica de una
aplicacidn autoconjugada ct son reales.

Demostracién. Sea &+iff una raiz compleja del polinomio
caracteristico de una aplicacién autoconjugada of. Como puede
verse de la demostracién del teorema 8 del capitulo II1, en el espa-
cio R existe entonces un subespacio bidimensional generado por
unos vectores ¥ 'y ¢ tal que

du = qu—pu, m
Av = fud-av,

donde 8 = 0 y los vectores # y v no son nulos simulténeamente.
(Si el propio espacio R es bidimensional y no existen en €l vectores
propios, este subespacio coincide con todo el R.) Multiplicando
escalarmente la primera de las igualdades (1) por v y la segunda por
u, obtenemos

(Oﬁﬂ, U)_;."_’ !Z(ll, ”)_ﬁ(“ 9}
(u, otv) = B, w)+ a(y, v).

Puesto que (cfu, v) = (u, cfv), resulta que S(ju[>+(v[?) =0, es
decir, B = 0 lo que contradice a lo supuesto.
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Teorema 3. La matriz de una aplicacién autoconjugada puede ser
reducida en una base .ortonormal determinada-a la forma. diagonal.

Demostracién, Sca 4; uno de los valores propios:de la aplica-
cién autoconjugada of. Por.lo visto en el teorema 2, 2, es real.
Indiguemos por e, el vector propio correspondiente a A;; entonces
otey = Je;. Podemos aceptar que el vector e, es de longitud uni-
tana. ya que de lo. contrario: podriamos sustituirlo por el vector

! y L., es decir, por el vector propio unitario correSpondlente a este

mlsmo valor propio 4;.

Indiquemos por R, el subespacm de dimensién uno generado
por ¢l vector e;. Su complemento ortogonal Ry serd invariante res-
pecto de of y, ademds, la aplicacién connnuaré siendo autocon-
jugada en este complemento. Sea A, un valor propio (real} de la
aplicacién o en el subespacio Ry ; indiquemos pore; el vector pro-
plo (unitario) correspbndlente entonces

Aes = loes.

Sea R; ¢l subespacio (invariante) generado por los vectores ei y es;}
¢l subespacio R también serd invariante respecto de of. Continu-
ando este razonamiento, encontraremos » vectores unitarios pro-
pios de la aplicacién ortogonales dos:a dos.(y, por consiguiente,
linealmente independientes).. En la-base formada por estos vectores
la matriz de of se reduce a la-forma diagonal ;

M 0 ... 0
0 4% ... 0
0 0 e

El dltimo teorema ofrece la interpretacién geométrica de las
aphca.c,tones autoconjugadas: si . 3

Tx= x191+x;;ea LTS
esun vector arbnrarlo de R, se uene
aAx = xyher+ xedoea+ . . .+ XpAna

Es decir, en la transformacién de los puntos que corrcsponde ala
aplicacitn of el punto X (xy, xa, ..., %,) Se transforma én el punto
X'(Ax1, AgXa, .., AnXnby, por cgnslgmen_te esta transformacién se -
reduce, en la bﬁSé formada por los vectores propios de la aplica-
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0’] X
Fig. 11

cién-ct, a n dilataciones a lo largo de los ¢jes de coordenadas con
coeficientes iguales, respectivamente, a Ay, %, . .., 45 (véase la fig.
11 en la que se representa la accién de una aplicacién autoconju-
gada de valores propios A =+ y 42 = 2 sobre la figura C del
plano euclideo).

§ 3. Aplicacién ortogonal

Definicién 3. Una aplicacion lineal £ de un espacio euclideo
R se llama ortogonal si

(otx, oty) = (x, »)

para todos los x e y de R.

Es décir, toda aplicacién ortogonal conserva el producto esca-
lar y, por consiguiente, conserva las longitudes de los vectores y los
dngulos entre éstos. _ _

Basta exigir, sin embargo, que la aplicacién lineal conserve las
longitudes de los vectores para que resulte ortogonal. Efectiva-
mente, supongamos que

letx] = x|
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para fodo x. En este caso
|cA(x+ ) = |x+y].
Pero
|cA(x+)) 2 = (ct(x+y), A(x+y)) = (Ax+oty, otx+oAy) =
= (ofx, Ax)+2ckx, chy)+(cty, oby) = | obx [P+ 2chx, oty)+
+ioty
y
+pl? = (ebp, x+y) = (6026, )40 9) = X [+
+20x, 1)+ [y %
de donde tomando en consideracidn las igualdades |ofx| == | x|,
lety| = |y|y [ct(x+y)| = | x+y] obtenemos

(ctx, oty) = (x, y).

EstA claro que toda aplicacién ortogonal transforma cualquier
base ortonormal en una base ortonormal. Demostremos que es
vilida también la afirmacién reciproca: toda aplicacion lineal of
que transforma al menos una base ortonormal en una base ortonor-

mal es ortogonal. Bfectivamente, supongamos que la aplicacién of
transforma una base ortonormal e, ez, ..., e, en una base orto-

normal ey, &, ..., €, ¢s decir, ofe, =¢f parai = 1,2, ..., n En
este caso para X = xje4-Xa€a+ ...+ X8, € ¥ = y1€1+Volork ...
L 1]

tenemos

oAx = x e[+ X8+ . . .+ X 80

Ay = piej+yest ... +yeen
¥

(ctx, cty) = x4+ Xaps+ ... +Xa¥a = (%, Y).

- Si of es una aplicacién ortogonal y of* es sn.aplicacién conju-

gada, se tiene _

(6.3) = (ctx, cty) = (x, A (cty)) = (x, (cct)y)
para todos los x e y de R. Luego; of*cf =& (lema del § 1), es
decir, '

oA® = of™1,
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Ademds, la igualdad of*cf = &0 oA* = cf*1'es una condicidn
necesaria y' suficiente para que la aplicacidn lineal of sea orto-
gonal. De aquf resulta, en particular, que foda aplicacion ortogonal
es no degenerada. = - B .
‘La aplicacién inversa de unix aplicacidn ortogonal es también
ortogonal, ya que siendo cf* = of™1, se tiene
(™) = (") = (et

(de otra forma: una aplicaciéh ortogonal es una aplicacion biyec-
tiva del espacio R sobre si-mismo que conserva‘las longitudes de
los vectores; pero en este caso la aplicacién inversa posee la misma
propiedad).

La suma de unas aplicaciones ortogonales no es, en general,
una aplicacién ortogonal. En cambio, e/ producto de unas aplica-
ciones ortogonales conserva las longitudes de los vectores y, por
consiguiente, es también ortogonal. De otra forma:

( d‘B]' = BA* = g—ld-—l = (d@)—l-
Sea A = [a] la matriz de una aplicacién ortogonal of en una

base ortonormal €, €s, ..., €a; puesto que of*cf = &, tenemos
A'A =E,
es decir,
an 4 ... @mi |[du G .- B1n
Gizg Gz ... Gu2| [Gu dgz Gan| _
G1n  G2n Qpn] |01 G2 « Oan
1 00 0
~|1910 ... 0
000 1
De aqui resulta que

Gkt Audgrt - .+ il = 0
para i # ky que
@+, +ay =1

para todo i =1, 2, ..., n, es decir, las columnas de la matriz A
— consideradas como vectores— forman ellas mismas un sistema
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ortonormal, (Claro estd, lo mismo resulta tmbién de que toda apli-

cacién ortpgonal transforma una base ortonormal en una base

ortonormal: las imAgenes cfey, cfes, . . ., ofe, de los vectores bési-

€oS €1, €, ..., €, constituyen una base ortonormal; por consi-

guiente, (cfe), cfey) = auin+ubac+ . . . +aptn = 0 para i £ k
y (e, ote) = b+ a+ ... +a% = 1)

Si ot es una aplicacién ortogonal, la aplicacién A* = A1 es
también ortogonal; luego, las columnas de la matriz 4’, es decir,
las filas de la matriz A, también constituyen un sistema ortonormal:

Antia+ Qe+t . . . +0pilen = 0

paraiz ky
Ghtaht ..+ =
Toda matriz A4 tal que
A =4t

se llama matriz ortogonal. Por consiguiente, la matriz de una apli-
cacién ortogonal es ortogonal en cudlquier base ortonormal;
reciprocamente, si en alguna base ortonormal la matriz de una
aplicacién of es ortogonal (4™1 = 4‘), se tiene AL = A* y la
aplicacién of también es orfogonal,

El determinante de una matriz ortogonal es igual a +1. Efectiva-
mente, de [a igualdad 44’ = Eresuita

|44’ | = |A|}4'] = |E| = L.
y puesto que | 4’| = | 4], se tiene

[A2=1 y 14|l =%l

Teorema 4. Los valores propios de una aplicacién ortogonal son
igualesa +1.

Demostracién. Sea x un vector propio de una aplicacién
ortogonal of y sea A el valor propio que le corresponde. Entonces,

(x, x) = (chx, ofx) = (Ax, Ax) = A%(x, x),
de donde obténemos (ya que (x, x) = 0)
=1y A=l

Teorema 5. Si el subespacio Ry es invariante respecio a una
aplicacién.ortogonal o, su complemento ortogonal R} también es

invariante respecto a of.
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Demostracién. Puesto que of es una aplicacién ortogonal,
tenemos of 1 = f*. Segin el teorema 1, el subespacio Ri es
invariante respecto a la aplicacién of* = of~3; pero en este caso
también serd invariante, en virtud del teorema 9 del capitulo I,
respecto a (ct™)* =of. ;

. Analicemos qué es lo que representa una aplicacidn ortogonal
arbitraria. Sea primero of una aplicacién ortogonal de la recta R*
y sea e € RL. Entonces, se tiene ofe € R* y, por consiguiente,
ofe = de, donde A = +1, s decir, ofe = e y ot es o bien la
aplicacidn idéntica o bien la simetria central.,

Sea ahora of una aplicacién ortogonal del plano y sea

P an ﬂw]
a1 a2

su matriz en una base ortonormal. Como sabemos, debe ser

a‘li!.""a%l =1,
ﬂ§g+a§3 =1,

apdiz+anae = 0.

De las dos primeras igualdades resulta que existen unos @ y ¢
tales que

Gy =CosS¢, gy =8N Y Oz =COSY, dp =SENP.
La tercera igualdad implica entonces
co5 @+cos y+s5en p-seny = cos (p—g) =0,
de donde resulta que

n 3=

Enel primer caso setiene g1z = €08y = —SCN P, Az = SEN Y =
=cosgy ;
P [coscp —scncp]’ @
séng  Cosg

es decir; la aplicacién of es la rotacién de dngulo g alrededor del
origen de coordenadas. (En particular, para ¢ =0 se tiene la
aplicacidn-idéntica y para ¢ =x se tiene la simetria respecto al
origen de coordenadas.)
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En el segundo caso tenemos @y, = sen ¢, g = —CoS.p y

. [cosqo senqo]
seng -—cosg|

Esta matriz es simétrica y, por consiguiente, la aplicacién ortogo-
nal of es autoconjugada, es decir, en una base ortonormal (en gene-
ral, nueva) su matriz se reduce & la forma diagonal

A:[}" 0],
0 A

donde 4, = +1. El determinante de esta matriz es igual a 2,3, v,
por otro lado, debe ser ignal a

cosp  seng|
seng —coseg

luego uno de los valores A; es iguala —1 yel otroa -+ 1y la matriz
de la aplicacién of es de la forma

-[; )

Un vector cualquiera x, igual en la base nueva a xye;+ xses, S€
transforma en x' = xye,—xpep. Se trata, pues, de la simetria res-
pecto a la recta determinada por el vector ey, es decir, por el primer
vector bésico de la base nueva (fig. 12).

Por consiguiente, una aplicacion arrogana! del plano es o bien
una rotacién de dngulo ¢ alrededor del origen de coordenadas (en
particular, Ia aplicacifn idéntica o la simetria central; el determi-
nante de esta aplicacién es igual a +4-1) o bien una simetria axial
(con el determinante iguata —1).

De lo demostrado se desprenden, en particular, dos teoremas
de la geometria elemental (plana):

1. El producto’ de dos simetrias dxiales es una rotacidn alrededor

del punto de interseccidn de los ejes de simetria (ya que es una apli-
cacidn ortogonal de determinante igual a +1).
“ 2. El producto de una rotacién y de una simetria respecto a un
eje que pasa por el centro de rotacién es una simetria respecto a un
eje nuevo que pasa por el mismo punto (ya que es. una aplicacion
ortogonal de determinante igual a —1).

Pasemos ahora al caso general de una aphcaclén ortogonai de
un espacio de n dimensiones.

1.
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x! Fig. 12

Teorema 6. La matriz de una aplicacidn ortogonal se reduce en
una base ortonormal determinada a la forma

'.]l '|

COS p1—Sen @ ©)
sen@; COS@L
COS @y —Sen @
sengs COS@z
"cos gy —5en gk
L Sen g, COS P |

(Todos los demés elementos de esta matriz son iguales a cero.)

Aplicaremos para la demostracién el método de induccién
matemética. Hemos visto ya que ¢l teorema es vélido paran =1
y n = 2. Supongamos queel teoremaes vélido para todos los espacios
de dimensién menor que 7. Sea R un espacio euclideo n-dimensional
y sea of una aplicacion ortogonal. Pueden darse dos casos.

1, La aplicacién of tiene un valor propio real 4 = *1 (necesaria-
mente se da este caso si, por ejemplo, # es impar). Sea e, el corres-
pondiente vector (unitario) propio (de modo que ot e =te)




158 Cap. V. Aplicaciones lineales en un espacio euclideo

y sea R ¢l subespacio de dimensién uno generadoe por el vector ¢;.
Segin el teorema 5, el subespacio R{ de n—1 dimensiones es in-
variante respecto de of. Esté claro que también en este subespacio ot
es una aplicacién ortogonal. Por la hipétesis de induccidn, en Ryt se
puede encontrar una base ortonormal ez, €3, ..., e, én la que la
matriz de la aplicacién f se reduce a la forma (3). Teniendo en
cuenta la observacién hecha en el § 7 del capitulo 111, obtenemos que
(alterando posiblemente la numeracién de los vectores basicos)
la matriz de la aplicacién ot en todo el espacio R se reduce a la
forma (3) en una base ortonormal determinada.

2. La aplicacidn ot no tiene valores propios redles. Porlo visto en
el teorema 8 del capitulo III, existe en R un subespacio invariante
R, de dos dimensiones. Segiin hemos demostrado anteriormente en
el plano R, se puede encontrar una base ortonormal e, y e; en la
que la matriz de la aplicacién of se reduce a Ia forma (2). (El segundo

caso [; ?] no puede presentarse, ya que hemos aceptado que

la aplicacién of no tiene valores propios reales.)

El subespacio Ry es invariante respecto a of y en él of.es, por
supuesto, ortogonal. Por la hipétesis de induccién, se puede encon-
trar en Ry una base ortonormal ey, ey, . .., e, en la que la matriz
de la aplicacién of se reduce a la forma (3). (En este caso n es
necesariamente par y la diagonal principal de esta matriz no con-
tiene los nameros + 1y —1.) En virtud de la observacién del § 7
delcapitulo ITI, resulta que la matriz de la aplicacién <£,considerada
en todo el espacio R, se reduce a la forma (3) en la base ortonormal
€1, 8, ..., &y

Del dltimo teorema se puede extraer la interpretacién geométri-
ca de una aplicacién ortogonal. Puesto que toda matriz de tipo (3)
es el producto de varias matrices de tipo

” 5
1 : i

i T s @
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y de varias matrices de tipo

Y .

: : (5)

resulta que todaaplicacién ortogonal of se puede efectuar realizando
sucesivamente varias simetrias respecto @ .los «hiperplanos coorde-
nados» (la matriz de cada una de estas simetrias es de la forma (4))
y varias rotaciones alrededor de unos «ejes de n—2 dimensiones»,
es decir, unas rotaciones que representan giros idénticos que se
realizan simultdneamente en todos los planos bidimensionales
perpendiculares al «eje» de rotacién de n—2 dimensiones (la matriz
de cada una de estas rotaciones es de la forma (5)).

Uniendo dos +1 o dos —1 consecutivas de la matriz (3) en
«células»

[1 0 _[c:msﬂ -—senO] [—1 0] _
0 I] sen0 cosO ¥ 0 —l]
_[oos:r: -senn].
senmw  cosm)

obtendremos (después de cambiar, posiblemente, la numeracién
de los vectores basicos) cuatro tipos de matrices ortogonales (s han

sombreado las «células» de tipo | R S ?] , donde @ puede

: seng  COSQ
ser igual, en particular, a cero o a #; todos los elementos de las
células vacias son iguales a cero):
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para n par

M [ l o4
HIIIIIHI (I

1|||||| [T
|H|H_ L

si[A!:l si|d] = -1

para n impar

01T L
M 1|, (o
0 1
I ]

si jd] =1 si|d| = ~-L

§ 4. Aplicacién lineal no degenerada arbitraria

Lema. Si of es una aplicacion lineal no degenemdx arbitraria
de un espacio euclideo, la aplicacién A*ct (asi como la aplicacién
otct?) es una aplicacion autoconjugada y todos sus valores propios
son positivos.

Demostracién. La aplicacién @B = c#°<f es autoconjugada,
ya que

B s (ot = ot = bt = B, ,_

. Sea ahora &1, es, ..., e, UNA base ortonormal tal que la matriz

dela aphcaclén amoconjugada B sereduceenella a la forma dia-
gana] i

40 ... 07
B{M o],
P
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‘En-esta base:se tieneBe; = Ae;. Por ello, si.x = Xiei+Xa€a+
+ ...+ Xxe, €s un vector cualquiera de R, resulta

(Bx, %) = (1 Ber+ xBext ... +x,Bey, xieyknert ...+

e +x.e,.') =

= (e + Xohsga b . . . FXaRnln, X114 Xa€aF . . HXE) =
en x| o = Ao Agxdt Lk A
Por otro lado, _

_ (Bx, x) = (ct*otx, x) = (cx, tx) =0,

ya que para x # 0 es.ofx » O (pues Ja aplicacién of es no degene-
rada); por consiguiente, Jyx3+Agx3+ .. +A4x; > O para cuales-
quiera x1, Xa, . . ., X», Pero entonces todo 4; > 0 ya que, si al menos
uno de estos coeficientes, digamos A, fuese no positivo, para el
vector x = e resultaria (Bx, x) = A =< 0 lo cual es imposible.

Teorema 6, Toda aplicacidn lineal no degenerada ot de un espacio
euclideo puede ser representada como el prodicto

ot = e
de una aplicacién autoconjugada € y una aplicacién ortogonal .

Demostracién. Tomenios como base del espacio R aquella
en la-quela matriz de la aplicacién (autoconjugada) B = f*ct se
reduce a la forma diagonal
I 0 ... 0
B = 0 2-3 e 0
L0 O ... s
donde todos los 4; = 0, ¢ indiquemos por € la aplicacién cuya
matriz en esta misma base es de la forma '
"afE D upy G

c=1 90 V& ... 0

L0 0 s Ve

Quedaclaro que € eé -una aplicacién autoconjugada no degenc-
rada y que €2.= B, Si ahora of = %€, tenemos K = A€
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y Testa probar solamente que la aplicacién @0 es ortogonal. Pero
esto resulta de la igualdad

= (ALY AC1 = (€1 A*AC~L =
= @-¥BO-1 = @101 = &

y con esto queda demostrado el teorema.

Podriamos demostrar de la misma forma que la aplicacién
of puede ser representada en la forma of = €,#0;, donde €, es
una aplicacién autoconjugada y @, es una aplicacién ortogonal.
Por consiguiente, toda aplicacién lineal no degenerada :se reduce
a varias simetrias respecto a hiperplanos, a varias rotaciones alre-
dedor de «ejes» de n—2 dimensiones y a 'varias dilataciones a lo
largo de rectas reciprocamente ortogonales.

§ 5. Espacio lineal complejo

Todo cuanto hemos expuesto hasta el momento se referfa al espacio lineal
real. Un espacio lineal complejo es un conjunto de elementos para los. cuales
estén definidas dos operaciones: —la de adicién y la de multiplicacién por
nimeros complejos— y se cumplen las condiciones de la 1 a la 8 del § 1 del
capitulo 1L, Un espacio euclideo complejo es un espacio lineal complejo en el
cual para todo par de vectores x ¢ y esté definido el producto escalar-{en gene-
ral, complejo) (x, ») con la particularidad de que se cumplen las condiciones
siguientes®;

L (x, ) = 0, )%

2. (ax, J’) - “(xt J’);

Lxtp2) =&+ 2); |

4'#:& ) es un ndmero no negativo y de laigualdad (x, x) = 0se deduce que

De las condiciones 1, 2 y 3 obtenemaos:

2, (x, ) = (ay, x) = aly, x) = &ly, x) = @©x y)

¥, (g x+y) = 4y, 2) = (x5 240, 2) = (% 2+, 2) = (& D+, ).

Igual que antes la Iongz'rud'del vector x se défine por 4/(x, x}. Dos vectores
x ¢ ¥ se llaman orfogonales, si (x; y) = 0. El concepto de base ortonormal se
introduce igual que antes y de la misma forma se puede demostrar que toda
base puede ser convertida en una ortonormal. Tgual que en el-caso del espacio

1 Enla literatura cientifica estos espacios se llaman unitarios v ¢l término
«espacio euclideo complejo» se emplea en otro sentido.

2 Por & se designg el namero conjugado de a.

 Observemos que de la condicién 1 aplicada a dos vectores jguales
(x, x) = (e %y x) se deduce. quc el cuadrado escalar (x,- -%) de cualquier vector
debe ser real,
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real se introducen los.conceptos de aplicacidn. lineal, de s, matriz en upa base
dada.y de la multiplicacidn de-aplicaciones lincales y- de matrices. Tampoco
varfa la definicion de los conceptos dé subespacio invariante; de vector propw Y
de valor propio de una aplicacién lineal, El primer teorema nuevo

Enun zspacw lineal cormplejo toda aplicacidn lineal tiene al menos un vector

pio.

Esto se deduce del asi Ilamado «temema pnncqm.l del Algebm» seslln et
cual toda ecuacién de :aqﬁaerde.r cangp!eja: tiene al menos und ralz (en general,
¢ompleja). -

Una aplicacidn. aurocorwgm dé un espamo eucllden complejo se. deﬂne
por la condicién: (cfx, ¥) = (x,-cty) para todos los x e y. La matriz de una
aplicacién autoconjugada en cualquier base ortonormal satisface & 1a condicién
A =4, donde"d es la matriz cuyos elementos son los cun;ugadus de los
cll:mwtos corréspondientes de la matriz 4.

Demostremos de nuevo que todos los mtorzs proptas de una aplicacidn
autoconjugada son reales. Sea x un vector propio de una aplicacién autoconju-
gada of y'sea 4 sucorrespondiente valor propio; en este caso,

(ctx, x) = (x, ctx)

(‘?'x‘ x) o (xi ;‘x)t
de donde resulta
Ax, %) = Ax, %)

y, puesto que (x, x) = 0, se tiene A = 7 es decir, 4 es real,

Una aplicaci6n lineal de un espacio ew:lide.o complejo se llama wniraria si
(ctx, oty) = (x, ¥) para todos los x, ¥ € R. 8i 4 = [a,] es la matriz de una
aplicacién unitaria en una base ortonormal, se tiene

AA = AA=E,

es decir, @u@ntaudnt...+audn =1 ¥ andntapdnt ... taaam = 0.
para i # k. Una matrizde este tipo se llama uniraria.

Demostremos que en un espacio euclideo complefo el valor absoluto de todoslos
valores propios de una aplicacidn unitaria es igual a la unidad. Sea of una apli-
cacidn unitaria, sea x un vector propio de la misma y sea 2 el valor propio
correspondiente. En estas condiciones

(6, %) = (chx, ofx) = (Ax, 1) = A (x, x).

Puesto que (x, x) = 0, se ticne AL =1, es decir, [A] = 1.
Se puede demostra.r que en un espacio euclideo complejo la matriz de una
aplicacidn unitaria se reduce a la forma diagonal

donde todos los valores propios 4, son de médulo igual & 1a unidad.
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Los valores propios de una aplicacién.autoconjugada son reales; los valo-
res propios de una-aplicacitn unitaria.son-de médulo.igual a' la-unidad. Entre:
todas las aplicaciones lineales de.un éspacio euclideo complejo las aplicaciones
autoconjugadas desempefian, en ciertd sentido, el- mismo papel.que desempefian
los mimeros reales.en el:conjunto de todos los nimeros complejos con la parti-
cularidad de que las aplicaciones autoconjugadas con todos los valores propios
positivos (que s¢ denominan aplicaciones defimidas positivas) desempedan el
papel de los nGmeros reales y las-aplicaciones unitarias: desempedan el papel
de los nimeros (complejos) de mddulo igual a la unidad. Por ejemplo, es facil
demostrar que una aplicacién: lineal- arbitraria. ot de un -espacio_euclideo
complejo puede. ser. representada en la. forma of = B4€4, donde B y €son
aplicaciones autoconjugadas ¢ i =4/~ 1. Mayorcontenido tiene otro teorema,
analago al teorema sobre la representacién de-cualquier nimero: complejo.en
Ia forma del producto de un nimero réal positivo por un nimero de médulo
igual a la unidad («forma trigonométrican de un ntmero complejo): -

Toda aplicacién lneai no degenerada ct-de un. espacie- euclideo- complejo
puede ser reprosentada enla forma o = 6, donde € es una aplicacién definida
positiva y 90 es una aplicacion unitaria.

Para el caso del espacio euclideo real el teorema correspondiente ha sido
demostrado anteriormente. En ¢l caso del espacio complejo la demostracién
es andloga.



CAPITULO VI

FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

Los resultados de los cinco primeros pardgrafos de este capitulo
se reficren 4'un espacio lineal arbitrario. La métrica (euclidea) sélo
se emplea en el filtimo, es decir, en el sexto pardgrafo.

§ 1. Funcién lineal y forma lineal

Definicién 1. Se dice que en un espacio vectorial R estd dada
una funcién lineal f (x) si a todo vector x € R le corresponde un mime-
rof(x)con la particularidad de que se cumplen las condiciones si-
guientes:

Lf(x+y) =f()+f0)

2. f(ex) = 2 (), |
donde x e y son unos vectores arbin'aﬂ‘m de R y @ es un ritimero real
cualquiera.

Para encontrar /a expresion de una funcldrz fineal .en coordenadas

tomemos enel espacio Runabasc ey, es, . . ., €,. 81 X = x161+ Xa€2+
4+ ...+ x.e, 68 un vector cualquiera de R se tiene

f(x) = f(x1e1+ Xeea+ . . . +Xn8) =
= xif (@) +xaf @)+ . . . +xnf(en).

Por consiguiente, siendo fija la base, toda funcién lincal £(x)
se representa mediante una forma lineal

F(x) = axi+axa+ .. .+ anXn,

donde X3, Xa, . . ., X» S0n las coordenadas del vector x y a; = f(er)
son unos coeficientes que no dependen de x.
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Ejemplo. Sea a = (a1, as, ..., @s) un vector cualquiera de un
espacio euclideo R y sea f(x) = (g, x) para todo x. En este caso
S(x) es una funcién lineal, pues,

fx+y) = (@, x+3) = (@, )+, y) =F(X)+f)
y
f(ax) = (a, ax) = a(a, x) = af (x).

(En el caso de los espacios euclideos este ejemplo tiene un cardcter
general: si en R se toma una base ortonormal ey, e, ..., €, para
toda funcién lineal f(x) se puede indicar un vector a tal que f(x) =
= (4, x) cualquiera que seq X.)

§ 2. Funcié6n bilineal. Formas bilineal y cuadritica

Definicién 2. Una funcion de dos variables A(x, y) definida en un
espacio lineal R se llama bilineal si es lineal respecto a y para x fijo

y es lineal respecto a x para y fijo.
Es decir, si A(x, ¥) es una funcién bilineal, se tiene

A(x+y, 2) = A(x, 2)+A(, 2),
Alax, y) = aA(x, y),
A(Z, x+y) = A(z» x)+-'4(2: }’),
Ax,ay) = aA(x, y).
para todos los x, y, z € Ry para cualquier nimero real a.
El producto escalar (x, y) es un ¢jemplo de una funcién bilineal.

Hallemos /a expresién de una funcicn bilineal en coordenadas, Sea
ey, €s, . .., €,°Una base del espacio Ry sea

X = Xie1+Xo€s+ .. . FXaEn € Y = P1€1+ Yot . . .+ Vil
En estas condiciones,
Alx, y) =
= A(xier4 Xaat . . . + Xn, PrE1F Y02t - Paln) =
= l_):,;-xf)’k'f(l.?i, ey) = E.alk-?ﬁ)’k-,
donde los coeficientes ay = A(e;, éx) dependen §6lo de la base y no

dependen de x e y. Por consiguiente, en una base fija una funcién
bilineal s¢ representa mediante una forma bilineal, es decir, me-
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diante una expresiéndetipo Y apxyr. La matriz 4 = [ax] se

llama matriz de_esta forma_bilineal. En parucular el producto
escalar (x, ) se representa | medlante Ia forma bilineal

n
s gaxpk, donde gu = (e _Eg).
Veamos cdmo varla la matriz de una forma bilineal al cambiar la
base. Supongamos que en la base ey, es, ..., €,

Ax, ) = l};amxwk. donde ai = A(ey, &),

y sea ey, €, ...; €, una base nueva en la que
A(x, ) -—*Ebmx;y;, donde b,, = A(¢, €}).
Tomemos A = [ax] y B =[bu] y sea C = [cu] la matriz del

cambio de la base antigua por la nucva; en estas condiciones, se
tiene

= CpertCoplat . . .+ Cppln,
€ = C1ges+Cagat ...+ Cugen
Y bpg = Aley, e) =
= A(ciper+copeat . .. +Cnpln, Crg@r+Cageat . . . FCrgen) =
=,§ CipligAles, &) = E%ﬂﬂm = ')_; Cip@ikChg -

Indicando ¢y, por d, obtenemos

bgp = E ApiBiCrcq .
La matriz C' = [d] es la traspuesta de la matriz C = [¢p].
Ademss, puesto que ; aucrq €s el elemento que figura en la
i-ésima fila yen la g-ésima columna de la matriz AC, resulta que

{§ ptucig = 3 dpt (; i)

es el elemento que figura en la p-&sima fila y en la g-€sima columna
de la matriz C'(AC) = C’ AC. Por consiguiente,

= C'AC.
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Observemos que Ja matriz del cambio € (y también 12 matriz
C') es no degenerada (es decir, su rango s n); luego el rango de la
matriz B es igual al rango. de la matriz A4 (véase el § 6 del capitulo
101). Por consiguiente, el rango de la matriz de una forma bilineal
no depende de la seleccidn de Ia base y, por ello, puede ser denomi-
nado rango de la forma bilineal.

Una funci6n bilineal A(x, ¥) se lama simétrica si

Alx, y) = AQp, %)

para todos los x ¢ y de R. En este caso se tiene ay = ay; , es decir,
la matriz [ax] de 1a forma bilineal correspondiente es simétrica (en
cualquier base). El producto escalar es un ejemplo de una funcién
bilineal simétrica. Este ejemplo es de cardcter general ya que, reci-
procamente, toda funcién bilineal simétrica A(x, y) satisface,
obviamente, a las condiciones 1, 2 y 3 del § ‘1 del capitulo IV y, por
consiguiente, puede ser considerada como un producto escalar.

Si en una forma bilineal simétrica A(x, y) se toma y = x, sé
obtiene una forma cuadrdtica A(x, x). La forma cuadratica deter-
mina unfvocamente a la forma bilineal simétrica que la genera.
Efectivamente, sea A(y, X} = A(x, ¥) para todos los x & y; entonces,

A(x+p, x+p) = Alx, x)+24(x, p)+ Ay, ),

de donde
A(x, ¥) = § [AGc+y, x+y)—A(x, X)— Ay, Y)]-
Una funcién bilineal A(x, y) se llama antisimétrica si
A(x, y) = —A(y, x)

para tedes los x, y € R. En una base fija, una funcién antisimétrica
se representa por una forma antisimétrica

Ax,p) = Y, X
i, k=l

donde, como es ficil ver, @ = —ai para todos los i y k y, en parti-
cular, ay = O para todos los i. Asien ¢l espacio de tres dimensiones
la expresién de una forma antisimétrica es

axsya—Xay o)+ BOWs —Xsp1) F (XY —Xaya)-

Sea A(x, y) una funcién bilineal cualquiera. Es obvio que
B(x, ) = A(x,¥)+ A(y, x) es entonces una funcién simétrica- mien-
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tl:'eas que C(x, y) = A(x, y)—A(y, x) es upa funcién antisimétrica.
ro

Ax, y) = 4 [B(x, »)+C(x, »);

por consiguiente, toda funcion bilineal puede ser representada como
la suma de una funcién simétrica y una funcién antisimétrica.

§ 3. Reduccién de una forma cuadritica-a la suma de
cuadrados

Teorema 1. Sea A(x, x) una funcion cuadrdtica cualguiera en un
espacio vectorial de n dimensiones. Existe entonces una base en Ia
que esta forma se reduce a la suma de cuadrados (es decir, una base
en la que todos los coeficientes de los productos de las coordenadas
distintas del vector x.son iguales a cero).

Emplearemos para . la demostracion la induccién segin el
nhmero de variables que contiene la forma. Si en A(x, x) figura una
coordenada solamente; se tiene

Alx, X} = apx} _
y nuestra afirmacién es evidente. Supongédmosla vélida para todas

las.formas cuadréticas que dependen de m—1 coordenadas y con-
sideremos, una forma cuadrética

A(x, X) = @153+ 231513+ G X3+ -+ B

que depende.de m coordenadas L

Si existe aqui al menos.un cuadrado con coeficiente diferente de
cero, por ejemplo, Si Gmm = 0, agrupamos todos los términos que
contienen X

2a1m xl.xm+2athzxm+ LU +mm-1.m xm-lxm'i'amx:l
y «despejamos el cuadrado perfecto»:
20y, X1 X+ 20X Xt + + + 281, m Xm1 X+ A Xy =
!
= - @t iyt .+ Oy m X1+ B Xm)* =

— a.L (a:lmxl.‘l‘ QamXat ... +Cmo, xm_'r,)s.
-

Tendremos entonces
A(x, x) = ~;-':-_- (@mX1 + Gam¥sF . . .+ )+ BO%, %),
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donde la forma cuadriticd B(x, x) contiene solamente m —1 coorde-
nadas xy, X, ..., Xm—1. POngamos

Vi =X, V2 = X2y v 00y Y=l = Xm-1,
Pm = BimX1% GamXat . . o F Xy
Vmal = Xpgly v o os Yo = X

Puesto que el determinante

I 0 0 @ 0 we 9

0o 1 0 0 w &)
im  Oom  3m i 0 B 0' (l)
c 0 0 0 1

la introduccién de estas nuevas coordenadas corresponde a un
cambio de base (con la matriz del cambio igual a la inversa de la
matriz del determinante (1)).

Segin Ia hip6tesis dé induecion, la forma B(x, x) que depende
de'm— 1 variables x, Xz, . . ., Xi—1 Puede ser'reducida, mediante:un
cambio de base, a la suma de cuadrados. Con eto quedaré también
reducida a la suma de cuadrados la forma A(x, x).

Hemos supuesto que al menos uno dé los cuadrados de la forma
Alx, x) tiene el coeficiente no nulo. Si ésto no ticne lugar, es decir,
si todos los ay'=0; aceptemos, por ejemplo, que g1z = 0 ypon-
gamos

= n+ys,
— yl_h§
X3 = Ya,
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con la matriz del cambio
! 1 P O -0_

(cl determinante de esta matriz es igual a —2 s# 0). El producto
x,X, S convertiré entonces en y{—)3 y llegaremos al primer caso.
Hemos demostrado que dada en un espacio vectorial R de n
dimensiones una forma coadrética cualquiera, s puede encontrar
una base de R en la que la forma se reduce a la suma de cuadrados:

A(, X) = X+ 0+ . A ag, o)

donde x;, %3, ..., X, son las coordenadas del vector x en la base
nueva. Los coeficientes a; pueden ser tanto positivos como negati-
vos; algunos de estos coeficientes pueden ser iguales a.cero. Si rea-
lizamos, ademds; la sustitucidn 4/ |a;| x; = z, obtendremos para
fa forma cuadrética A(x, x) la expresion

Alx, x) = £ £ 4+... 23,
(donde el coeficiente de cada una de las variables nuevas z,

Za, ..., Zm €5 igual o biena + 1 o bien a —1) o, alterando la numera-
ci6n de los vectores basicos, la expresién

Alx, x) = 28428+ . 42—~ ~2,,

Ejemplo 1. Rediizcase a la suma de cuadrados la forma cuadrdtica
X} + 200, + 3xf -+ Ay o+ 6%,%5 + 535
Solucién.
A(x, x) = (6 +x,+ 200 + 2+ oy +x§ =
== (x4 2+ 200 + (0, + X + 3.

§ 4. Ley de inercia de las formas cuadriticas

Reduciendo de¢ difefentes modos una forma cuadratica A(x, x)
a la suma de cnadrados, obtendremos en la férmula (2) diferentes
coeficientes. Sin embargo, tiene lugar el siguiente hecho importante:
Teorema 2 (ley de inercia de las formas cvadréticas). Si una
forma cuadrdtica se reduce a la suma de cuadrados en dos bases
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diferentes, el nimero de los cuadrados positives, ask como el nimero
de los cuadrados negativos, es el mismo en ambos casos.

Demostracién (por reduccién al absurdo). Supongamos gue
la forma cuadrdtica A(x, x) tiene en una base e, €, ..., €x la
expresién

A(x’ x) = x?"}' xg'f' v -+x§"x§+1' b _x§+|w! {3)

donde x; son las coordenadas del vector x en esta base, y que en
ofrabase e, ¢}, ..., €,

AQe, X) = X0 b X = H Ky @

donde x{ son las coordenadas del vector x en la base nueva. Sea,
por ejemplo, p = k. Consideremos en el espacio R el subespacio R
generado por los vectores ¢y, €z, . . ., € ¥ €l subespacio Rg generado
por los vectores €iiy, €kin - .., 6. Puesto que la suma de sus
dimensiones, igual a p+(n—k), és mayor que n, resulia que la
intersecci6n de estos subespacios es de dimension no nula (teorema 5
del § 6 del capitulo II), es decir, existe un vector x ¢ 0 que perte-
nece a Ry ) Rqe. Bste vector puede ser representado tanto en la
forma

= g€+ 0efat ... +%p€p
como en la forma
X = Bk tBragtinat oo B
Para el vector x tenemos segiin la férmula (3)
Alx, x) = a+ad+ ... +af =0
ya que al menos uno «; 7 0; al mismo tiempo segtin fa férmula (4)
Alx, x) ==y —Bhia— . —Phsm =0

(aquf la desigualdad no es estricta porque K-+ puede ser menor
que n). .

Hemos llegado a una contradicci6n y ello demuestra que debe
ser p=< k. Andlogamente s¢ demuestra que no puede tener lugar
la'desigualdad p < k. Luego, p = k. De la misma forma se de-
muestra que g = m. T _

Bs facil ver que Ja suma p+q es igual 4l rango r de la forma
cuadrdtica A(x, x). & =
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§ 5. Formas definidas

- Definicién 3. Una forma cuadrdtica A(x, x) se llama definida
positiva (negativa) 5i A(x, x) >0 (A(x, X).«< 0) pariz todo x5 0
y se llama semidefinida positiva (negativa)} si A(x, X) = 0 (A(x, x} <
«< 0) parg todo x. 5

Por ejemplo, si A(x, ¥} = (x, ») es el producto escalar en un

espacio euclideo, la forma cuadrética correspondiente A(x, x) =

= (x, x) (el cuadrado escalar-del vector x) es definida positiva.

Esti claro que toda forma cuadrética definida positiva se
reduce a la suma de.cuadrados con coeficiéntes positivos y que toda
forma semidefinida positiva se reduce a la suma de cuadrados con
coeficientes no negativos (algunos de estos coeficientes pueden ser
iguales a cero). Bs importante el siguiente criterio de definicién
positiva de una forma.
_ “Teorema 3 (criterio de Sylvester). Para que una forma cuadrdtica
A(x, x) sea definida positiva es necesario y suficiente que sean posi-
tivos todos los menores «angulares» de la matriz A = [ay], es decir,
los menores 4y = ay,

a4y @z i
ydy=|a2 aim am), ...,ds=|4]
G13 dpa Qs

an s
day Q23

A==

deben ser positioos.

Para la demostracién emplearemos la induccitén segin el nimero de
variables que contiene la forma.

Para las formas cuadrédticas que dependen de una variable se tiene A(x, x) =
= ayx} ¥ nuestra afirmac’4n es obvia. Supongamos que ésta es valida para
todas las formas cuadréticas que dependen de m—1 variables y consideremos

una forma cuadratica 4(x, x) = ?: %X, €0 m variables xy, Xy, ..., X
f kol

1. Demostracién de la necesidad. Si representamos la forma definida positiva
A(x, x) como

AQx, x) = Z pXXe+2 Z: By XXt O X
k=3 -1 i
=1
resulta que la forma cuadritica B(x’, x) = 2: apx;x;, que depende de
% =51
m—1 variables x;, Xs,..., ¥u.1, € definida positiva, ya que siendo B(x’, x) =

=0 para x&: (X1, Xsy. « -y Xp-q) tendriamos A(x, x)==0para x = (Xy, X3, ...
cins Xy O)
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Segiin la hipdtesis de induccién todos los menores angulares de la matriz
de la forma cuadrética B(x’, x') son positivos, es decir, -

4, =a,>0, 4, = s 6 ?-.0....
gz
dy g EEETE W |
i T e | 0
A, m-1 B3, mmt --- Ome=l, ;=1

Resta demostrar que también 4, = | 4|=0.
Como sabemas, la forma definida positiva A(x, x) se reduce en una base
e, e5,. . ., &, ala suma de cuadrados:

A, %) = xP X X
El determinante de su matriz es igual en esta base nueva a 1 y, pot consiguiente,

&8 mayor que cero. Peto ém el cambio de base la matriz de una forma bilineal
se transforma de acuerdo a la férmula (pég. 167)

B = C'4C,

donde A4 es su matriz en la base antigua, B es su matriz en la base nueva y C es
1a matriz del cambio de la base antigua por la nueva. Luego,

18] = |C’|14]|Cl = |4 I

Es decir, el signo del determinante de la matriz de una forma bilineal no depende
de la base; por consiguiente, también en la base antigua tenemos

(4] = dp > 0.

2. Demostracién de Ia suficiencia. Supongamos que todos_ los menores
angulares de 1a matriz de una forma cuadrética A(x, x) son positivos:

4 >0,4,>0;..,,45.1>0,4,=4]>0

y demostremos que 1a forma cuadrédtica A(x, x) es definida positiva. De la
hipétesis de induccién resulta, ante todo, que ¢s definida positiva la forma cua-

'_1 12 - - »
dratica B(x", x) = ?: @uxexy de m—1 variables. Por consiguiente, B(x', x*)
k=1
se reduce en una base nueva a la suma de cuadrados
B, ) = i hxy Xy

Realizindo ¢l cambio correspondiente dé las variables xy, Xy, . . . Xy ¥ tOman-
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do, adem4s, x,, = xi,, obtenemos

Alx, 2) = 20 xP X A A biaX X byt
+ e +bp—b “x,'._,_x‘..)-i-a_,x,'_',
donde b,,, son unos coeficientes nuevos, Tenemos entonces

A, 3) = (55 bi X (Xt by Vb .+ (et bonets b 2L,
donde, obviamente, b = Gupu—blp—= 05— ... —bi_1, m ¥ tomando

xi""bhx:i =¥n '{- =¥m
(lo que corresponde a un cambio de base, siendo el determinante de la matriz
del cambio igual a Ia unidad), obtenemos

Ax, %) = Y493+ - Pk b

El determinante de la matriz de esta forma cuadrdtica es igual a & y como
su signo, por lo demostrado en el punto 1, coincide con el signo de 4., resulta
que b > 0y, por consiguiente 1a forma cuadratica A(x, x) es definida positiva.
Hemos demostrado ¢l teorema. )

Es fécil indicar ahora Jas condiciones de definicidn negativa de

una férma cuadrdtica A(x, x) = )f anxixx. Para que una forma
k=]l

cuadrética A(x, x) sea definida negativa es necesario y suficiente

que la forma cuadratica

—A{x,.x) = 2 (—ag)x;xk
5 k=l ;
sea definida positiva; luego, todos los menores angulares de la

matriz 4

—an —dg ~=din

—fn —0 ... =da i}

=1, —dza —8nn

¢s decir,
—an —& —ly
—an —ai2 = o =
—an T— Mg s Gon ,

_.ala —an Ss I sr s EesaEssdABEsaanE
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deben ser pesitivos. Pero esto significa que
an  ap
diz gz

Mh=anu=<0, L= =0,

any iz O
Ay = |ap am an|=<0, ...
ha daz (a3
es decir, que se alteran los signos de los menores angulares de la
mairiz A, siendo de signo menos el primero.
Ejemplo 2. Al extremar la funcién
F(x, y, 2) = 2x24p34 1128~ 2oyt dxz - 6yr~- 29+ 82, ®
obtenemos que sus derivadas parciales se anulan para
x=1y=2yz=0
La segunda diferencial toma la forma
f*F = 221~ 2dx dy+dy*+4 dx dz—6 dy dz+ 11 dz%).

En los paréntesis figura una forma cuadrética respecto a las diferenciales dx,
dy y dz de las variables independientes. Los menores angulares de su -matriz

2 " 2 -1 2
"‘E“F] 1 1l='-4,= -1 1 =3j=1
2 -3 11

son positivos. Por consiguiente, esta forma cuadrélica es defiida positiva ¥
1a funci6n (5) tiene minimo en €l punto (1, 2,0),

§ 6. Formas bilineales y cuadriticas en un espacio euclideo

Lema. Sea R un espacio euclideo y sea C = [cy] la matriz del
cambio de una base ortonormal ey, €3, .. ., ex por otra.base, también
ortonormal, €}, €, . . ., €. Entonces C es una matriz ortogonal.

Demaostracién, Por hipotesis,

¢ = crigi+caest .. FCnlny I=1, AR .
Consideremos la aplicacién lineal € de matriz C en la base ey,
&5, ..., €, Tenemos

@e; = cyests@at ... FCuin =€, i=12,...,0
Pero toda aplicacién € que transforma al menos una base orto-
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normal en una base ortonormal es ortogonal (véase el§ 3 del capi-
tulo V). Por consiguiente, C ¢s-una matriz ortogonal,

Sea ahora ey, €, ..., €, una base ortonormal de un espacio
cuclideo R y sca A(x, ) una funcién bilineal que se representa en
esta base por la forma bilineal

A(x, y) = Z DXV ks
I kel
donde x = mer+xeeat- ... +Xn€s & ¥ = prertyuest ...+ Ynen.
Consideremos laaplicacién lineal of de esta misma matriz 4 en esta
misma base ey, s, . .., €x Si Ces la matriz del cambio de esta base
pot una base nueva ef, e, . .., €, 1a matriz 4 de la forma bilineal
se convierte en

= C'AC
y la matriz de la aplicacién lineal of se convierte en
C-14C,

es decir, estas matrices se transforman, en general, de modo-distinto.
Sin embargo, si 1a base nueva e}, e, . . ., €, también s ortonormal,
la matriz del cambio C es ortogonal y se tiene C* = C-1, En este
caso la matriz de la forma bilineal Alx, ) yla matriz de la aplica-
cién lineal of se transforman de! mismo modo. Por consiguiente,
en un espacio euclideo a toda funcién bilineal le corresponde una
aplicacidn lineal completamente definida (que tiene la misma matriz
en cualquier base ortonormal).

Si A(x, y) es una funcién simétrica bilineal, la aplicacién lineal
correspondiente of serd autoconjugada. Pero la matriz de toda
aplicacién autoconjugada tiene, en una base ortonormal determi-
nada, la forma diagonal

M O ... 0
0 A . 0
0 0 ... A

La forma bilineal A(x, ¥) se reduce en esta misma base a la
forma

hxpit2eXeyat - o HAx,
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(donde los coeficientes A; sont los valores propios de la aplicacién
lineal of) y la forma cuadfética correspondiente A(x, x) se reduce
a la suma de cuadrados

WXL Ay A

Efemplo 3. Rediizcase la forma cuadrdtica
Alx, x) = 66x2—24xy+59%*

Iy | Iz, I r}

en el espacio ewclideo R* a la suma de una ap in orto-
gonal.
Solucién. Bl polinomio caracteristico de la matriz de esta forma es
66—4 =12
& = Af— .
@A) i ss-).l A1—12514-3750

Sus raices son & = 75y A, = 50. .
En Ia base nueva {formada por los vectores propios correspondientes & los
valores propios A, y A,) se tiene

A(x, %) = T5x + 50y



CAPITULO VI

ESTUDIO DE CURVAS Y DE SUPERFICIES DE
SEGUNDO GRADO

En los tres primeros pardgrafos de este capituto se consigera €l
espacio euclideo de :dos dimensiones (el plano) con la métrica
corriente (euclidea). En el iltimo parégrafo se considera el espacio
euclideo de tres dimensiones.

§1 Reduccién de la ecuacién general de una curva de
segundo grado a la forma canénica

Tomemos en ¢l plano un sistema cartesiano rectangular de coorde-
nadas y consideremos la ecuacién general de segundo grado

J(% ¥) = anx?+261xy+ aay*+ 2%+ 200y +6 = 0. (1)
Como se sabe, para algunos valores determinados de los coeficien-
tes esta ecuacidn representa una elipse (§+%’, = 1), una hipér-
bola (—g-—% = 1) o una pardbola(y* = 2px). Demostraremos que
la ecuacién (1) es siempre la ecuacidn de una de estas curvas:
de una elipse, de una hipérbola o de una pardbola (sin contar los
casos degenerados, ¢§ decir, los casos de un par de rectas —que se
da si el primer miembro de la ecuacién se descompone en ¢l pro-
ducto de dos factores lincales—, de un purte o de un «conjunto
vacio» que no contiene punto algunoc).

Indiguemos por e y eg los vectores unitarios de los ejes del
sistema (rectangular) de coordenadas escogido. El grupo de los
términos principales

a5 23y + Goy® 2)
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de la ecuacién (1) puede ser considerado como una formaicuadra-
tica de las coordenadas x e y del vector (x, y). Segiin hemos de-
mostrado en el § 6 del capitulo VI, esta forma cuadrética se reduce
en una base e, e, (también ortonormal) a la suma de cuadrados.

W+ 2oy, @)
donde A, y A son los valores propios de la matriz
- [611 ﬂlz] (4)
iz dos

y €| y e, son los vectores propios que les corresponden.

Supongamos que el vector e; se obtiene del vector e; mediante
un giro de 4ngulo g.en el sentido opuesto al del movimiento.de las
manecilias de un reloj. Puesto.que €l.vector s es ortogonal.a. &
y el vector € es ortogonal a ¢, resulta que el vector e; se.obtiene
del vector e o bien mediante un giro de 4ngulo ¢ o bien mediante
un gire de 4ngulo @ seguido de la simetria respecto al origen de
coordenadas. En el segundo caso sustituiremos e; por el vector
¢, = —e; que también serd un vector propio de la matriz (4)
correspondiente al mismo valor propio 4, ya que siendo ofe; = Ayef
se tiene

oey’ = ct(—ep) =—octey = —ht} = haey.
Por consiguiente, se ‘puede aceptar que la base nueva ej, € se
obtiene de la antigua mediante un giro de dngulo @ en el sentido
opuesto al del movimiento de las manecillas de un reloj, es decir,
que .

€ = cos @r&;+3en p-ey,
€5 = —Sen @-e,+Cos ¢-e;.
Pero en estascondicioneslas coordenadas antiguas x e y (de un vec-

tor y, por ello, también del punto correspondiente) y las coorde-
nadas_nuevas x" e )’ estardn ligadas por Jas relaciones.

% = Co§ p-X'=sen ¢y,

y =sen p-x"+cos -y’ ) _
=lﬁt:oducicrido las -exﬁmibne’s..(S) en 1a ecuacién (1), reduciremos
esta ecuacién a la forma 7 ‘

x4 2gy”™ 4 2byx + 25y +b = 0, (6)

©
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donde by, -ba y b.son unos coeficientes nuevos. Esta operacién
lleva el nombre de rq"erencm de la curva a los ejes principales: en lo
sucesivo veremos que, si la curva (1) representa una elipse o una
hipérbola, los nuevos ejes de coordena{;as son paralelos a los ejes
principales de la curva. -

Los coeficientes A; y A2 son los valores propms dé la matriz (4)
y.pueden ser determinados de la ecuacién”

@y ~A e
the Qo — A

o) = =0. ™

Estos valores son reales, pues la matriz (4) es simétrica (teorema II
del capitulo V). El producto M4z de los valores propios es igual al
término independiente p(0) de 12 ecuacién de segupdo grado (7) es
decir, coincide con el determinante

gu 2

6= 5
Oy agn

Consideremos ahora por separado dos casos 8 = 0y & = 0.
I. 6 = 1113 # 0.
Transformemos la ecuacién (6) del modo siguiente

5 ("'+T) +hay'+ ) +e=0,

dondee = b ___f Realicemos la sustitucién
I

xrr = x’+"gL yu = y!+%.

Esto corresponde al traslado del origen de coordenadas al punto
( 711_' — —) con la particularidad de que se conservan las direc-
ciones de los ejes. La ecuacion (6) se reduce entonces a la forma

x4y e =0. (8)
Supongamos primero que Als. > 0 (es decir, que 4 > 0). En

este caso el lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas
satisfacen a la ecuacidn (8) es una elipse {fig. 13, g) si ¢ y 4; son de
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1,30, 430 0e0 ¥ a,>cg.¢,<ac<o

N Nl

]
Mol

Fig. 13

signos opuestos, se reduce a un punto si ¢ = 0 y no contiene punto
alguno si ¢ y A son del mismo sigiio?.

Sea ahora Ll < O (es decir, 8 < 0); en este caso (8) es la ecua-
cién de una hipérbola si ¢ == 0 (fig. 13, b) y de dos rectas que se
cortansic =0,

En el caso I la linea es una curva de segundo grado con centro
(es f4cil ver que el origen de coordenadas es para la curva (8) el
centro de simetria).

II. 8 = A2z = O y sea, por ejemplo, 4, 0. La ccuacién (4}
se reduce a

J.gy"+2b;x'+2bzy'+b = Q. 9
Si b, # 0, tendremos formando el cuadrado perfecto
3-2(}’ +E;) +2b1[f+2bl 2?.2!? ) 0.
Trasladando el origen de coordenadas
N . by
X' =X bgmeary, Y=Y,
1 J

» En lugar del «punton determinado por la ecuacién A’ + A" =0,
sehabla también del par de «rectasimaginariag» y'’ = ii,\/ 11 2 qoe 8600t

1an en un punto feal (es dcnr eh un pynto cofriente que. existe realmente}
El Geonjunto vacion de puntos A" +Axy"""+-¢ = 0; donde Ay, 47 ¥-¢ son del
‘mismo signo, se Jlama también «elipse imaginaria». .
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A""-O

=\

Fig. 14

reduciremos la ecuacién (%) a [a forma
Ay 2" =0, (10)
Estd és ld ecuacién canénica de una pardbola (fig. 14).
- Enelcasoenel qu‘e-bl =0;1a _ec'ﬁ&_t_:‘ién (9) se-réduce a la forma
. b, '
Ay + LAY B A =0

que mediante la sustitucién
i ' x ’ 6
HEx, §=rbe
se convierte en 3
My re=0. ' (1)

Esta ecuacidn representa dos rectas paralelas si chs < 0, dos rectas
mry‘undxdas si ¢ =0 y un «conjunto vacio de puntos» (que no
contiene punto alguno) si ¢lg = 0V,

§ 2. Invariantes de una curva de segundo grado

Se llama invariante de una curva a toda expresion formada por
los coeficientes de su ecuacion que no varfa al-cambiar un sistema
cartesiano rectmrgular de coordenadas por otro sistema del mismo

v Amsequualaewac:ﬁnl,y’"-l-c = 0, donide ;¢ > 0, determina
un «pai de rectas paralelas imaginarias».
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tipo, es decir, que no varia al rcahzarmtauones y traslaciones parale-
las de los ejes de coordenadas.

Teorema 1. Son invariantes de una curva de segundo orden (1)
la suma de los coeficientes de los cuadrados de las coordenadas

§ = gy +d,
el determinante formado por los coeficientes de los términos princi-
pales '

6 =

an a1z
k]
g1z G

y el determinante del tercer orden
Gy iz 4
Ad= a1z G a}.
ay as 4a
Demostracién. Consideremos por separado los casos de tras-
lacién del origen deeoordenadas 'y de rotacién de los ejes coordena-
dos. Supongamos primero que el origen de coordenadas se traslada

a un punto de coordenadas (e, f) (conservindose las direcciones de
los ejes). Tenemos entonces

x = x40,

y=y+8
donde x’ e y’ son las coordenadas nuevas. Introduciendo estas
expresiones de x y de y en la ecuacion (1) obtenemos

au(x'+a)t 4 2a10(x’ +a) (V' + )+ anal(y'+ B +
' 4 2a;(x'+a)+2aa(y'+ f)+a = 0,

¢s decir,
anX "+ 25X’y +azy” + Aanx + anf+a)x +2(dm°€+azz.3+
+az)y +(mu2+2msaﬁ+anﬂ*+2ala+2aaﬁ+a) . (1)

Vemos, pues, que el grupo de los términos prmmpales no ha
cambiado ¥, por ello, es evidente q:.le s ¥ & son unos invariantes:
Observemos que el coeficiente de x’ es igual a 2(ana+aif+a) =
= fi(@: B), es decir, al valor de la derivada parcialdel primer término
de la ecuacién (1) respecto a x calculado para.x =« ¢ y.= f; el
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coeficiente de y' es igual a £ («, §) v el término mdependleme es
igual a f(«, B); por consiguiente, la ecuacién. transformada
toma la forma definitiva

Rux'!-i'i,ﬂﬂx’y"i‘aﬂyrl +f;(“| )x‘+f.;(“$ ﬁ)y”!"f(m! 8 =0

donde f(x, y)es ¢l polinomio que ﬁgura en el primer miembro de
la ecuacién de la curva.
Para la ecuacién (12) el detcrmmante Aesigual a

an dia anc+apf+m

ayp OG22 diace+ apﬁ'-l-ag -

aye+ apfta  G1ea+ G+ auad42apaf+apfi+ 2010+ 2a584-a

Restando-de la ultima fila de este determinante la primera

multiplicada por = y la segunda multiplicada por §, obtenemos

apy Gz auztapfta

@z @ aupat-apfta.

& & aetafpta

Realizando estas mismas operaciones con: las columnas del deter-
minante obtenido, encontraremos que es igual a

dun adn 4

diz adx a4z,

a: adz d

es decir, coincide con el determinante antiguo 4. Por consiguiente,
hemos demostrado también gue 4 es un invariante respecto a las
traslaciones del origen de coordenadas.

En el caso de una rotacién de los ejes coordenados de dngulo ¢
la matriz del cambio de la base antigua por la nueva

[cos ¢ —sen cp]
sen ¢ cos

es ortogonal; por consiguiente, la matriz de la forma cuadritica
ayxt4 2apxy - apy®

se transforma igual que la matriz de la aplicacién lineal correspon-
diente (§ 6 del capitulo VI). Pero en el caso de una aplicacién lineal
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de matriz
an 12
[ ae ﬂu]
los coeficientes de su polinomio caracteristico
gy = | A= e
ax G —4
= A2—(an +ap) A4 anap —aly = M -s2+0
no dependen de la seleccién de:la base (teorema 6 del § 7 del capi-
tulo 1I1). Con esto queda demostrada la invariancia de s y de & en

las rotaciones de los ejes coordenados. Andlogamente se puede
demostrar que-también el determinante A es un invariante.

En efecto, si tomamos una base nueva tal que
e, = COS -2y 5N Peey,
er = —Sen @& +C0s (P-ey,
las f6rmulas de transformacién de coordenadas serin
x = cos@-x'—sen .y,
¥y = sen ¢-x"4-c08 -3,
Consideremos una forma cuadritica de tres variables
Fix, y,2) = apx®+28,,xy + 8ny*+ 2ayxz 4+ 20,2+ az®

en upa base ortonormal e, e;, e, del espacio euclideo de tres dimensiones R3.
Para z = 1 esta forma coincide con f(x, ). Si realizamos un cambic ortogonal
de matriz

cosp —seng O
[senfp cos @ OI
0 0 1

de la base ,, €, ¥ &, tendremos las siguientes formulas de transformacion de las
coordenadas de R?

x=cosp-x'—seng@-y,
¥ = sen @.x'+cos ¢- ¥, (14
2=z
'Si f(x; ) se transforma mediante la sustitucién (13) en
Byyx™ 20Xy + by’ 3 251x 4 2byy -0,
esté claro que F(x,.», 2) se transforma mediante la sustitucién (14) en
bigx b’y +uay” +2b,X'2 + 2byy' 2 +az.

an
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El determinante.de Ia matriz de una forria cuadritica no varfa al réealizar un
camibio ortogonal de la bass; por consiguiente, para la forma F(x, y; z) tiene
e e ot e, i ara la forr )

by bu by

| ﬂu-.:‘;n él
b b a @ & a

Pero su primer miembro es el determinante 4 para f(x, y) en la basc nueva

&}, e} v su segundo miembro es el mismo determinante en la base antigua. Por:
consiguiente, este determinante tampoco: varfa en las rotaciones de los ejes
coordenados. Hemos demostrado completamenté el teorema.

El valor de 8 permite juzgar sobre el tipo de la curva: si 8 > 0,
tenemos una curva de tipo eliptico (una elipse, un punto o «un
conjunto vacfo», es decir, una «elipse imaginarian); si 8 < 0, tene-
mos una curva de tipo hiperbdlico (una hipérbola o dos rectas
reales que se cortan); si 8 = 0, tenemos una curva de tipo parabilico
(una parébola o dos rectas paralelas que, posiblemente, se confun-
den o incluso no existen, es decir, son «imaginarias»).

La invariancia de las expresiones s, 8 y 4, establecida en el teo-
rema 1, facilita la reduccidn de la ecuacién de la curva a la forma
canénica. Asi, por ejemplo, en el caso de una curva central, es
decir, para 8 # 0, una vez determinados los valores 4; y A3, la
ecuacién de la curva se reduce, como hemos visto, & 1a forma

Lx "4 Ay e = 0.
Para esta ecuacion tenemos

A4 0 0O
4=10 12 0 =1|,J¢C,
0 0 ¢

de donde resulta 1Asc = 4 0 8¢ = 4, es decir, ¢ = 1:- Por consi-
guiente, la ecuacién «canénica», es decir, simplificada, de una
curva central de segundo grado es

I+ hy+ 5= 0,

Si

6=0 y 40,
nuestra curva es una elipse o una «elipse imaginaria». Serd una
elipse (real)si 4, y ig- son de signos opuestos, es decir, si 11% =0
pero como 8 > 0 y A, es del mismo signo que s, esto ocurrird si
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s 4 = 0, La curva ser4 una «elipse imaginaria» en el caso en el que
54 > 0. Finalmeénté; sid = 0y 4 =0,la curva és'vin punto.

Si 6 < 0, la curva representa una hipérbola pard A+ 0y se
descompone en dos rectas que se cortdn para 4 = 0.

Para una pardbola cuya ecuacién ha sido reducida a la forma
(10), se tiene

jo 0 by
d=[0 A  O]==bA,
b O O

de donde

Bet/oE. .

Aqui by # 0y, por consiguiente, 4 # 0. :
En el cdso de dos rectas paralelds (distintas, confundidas
o «imaginarias»)la‘écuacién de la curva'se reduce a la forma
doy*+c =0. '
En este caso se tiene
0 0 0
A=10 2 0/=0.
0 0 ¢

Resumamos los resultados de los dos tiltimos pardgrafos en el
cuadro siguiente:

sd = 0, Elipse
f i 4 > 0. «Elipse imaginaria»
S = 10
Curva de tipo s ; 3
: eliptico im0 Punto: (o dos «rectas imaginarias»
= que se.cortan en cste punto}
=0 4= 0 | Hipérbola
Curva de tipo
hiperbélico 4= Dos rectas que se cortan
i |
| ‘Carva. de tipo g Dos fectas paralelas (distintas, con- .
parabélico P fundidas o «imaginarias»)
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De este cuadro se ve, en particular, que el deferminante 4 es igual
a cero si, y s6lo si, la curva se descompone en dos rectas (reales
o «imaginarias»). Por consiguiente, el determinante A permite:decir
sila curva se descompone o no se descompone en dos rectas, sin que
sea necesario reducir la ecuacion de la curva ala forma canénica.

* Ejemplos. " Determinese el: tipo de. las curvas stguranre: y red‘aizc:m fa ecmz-
¢idn de éstas a la forma candnica.

L 3xt -2y + 3+ 2x-dy+1=0;
2. 302y 4 i 2 —dy4+2 = 0
3. 2%+ ¥+ 2x41 =0;
4. x*+2xy—pi-6x+dy-3 =0,
5. x4 3ap+ 2+ 2+ 5y=3 =0,
6. x%-=2xy4yi4+dx—6y+1 =0;
7. x5t dxy4-4y*t—2x—4y-3 =0,
8. x%pdxy4yt-2x—dy+1l =0;
9. x4 dxys 4y 1 24 dy42 =0,
Solucion,

3 -1
-1 i
Tenemos una curva de tipo eliptico. Puesto que

3 -1 1
-1 3 —2|==30,

1 -2 1

la curva no se descompone.
Tenemos, ademis,

-2 1
A) =
w =70l
A=3%1, A =4 A4=2
La ecuacién candnica de la curva es

16
4x" 42" - : =0 6 3—2x"+Ty"= 1.

1.5:1 \=s:-o.

4=

i = M-6L+8 = 0,

La curva es una alipse; sus semiejes son

V3 V3
4

5 033 y b=—4—a10,4.

3 -1

‘:S:-O.
=1 k]
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La curva es de tipo eliptico.
3 -1 1
4=11 3 _2|=5=0
j 1 -2 2

La curva no §¢ descompone.
Ademds, 5= 6, § = 8 yp(d) = A*-6A+8; 4, = 4y A = 2. La ecuacién
candnica de la curva es

4x"+2y'+-§- =0.

Tenemos una «elipse imaginaria» (un «conjunto vacio» de puntos).

3.6——-Il g =1=>0
01
La curva es de tipo eliptico.
101
d=10 1 0|=0.
101

Esta curva, cuya ecuacién puede ser representada en la forma
(x+1)14+y2 =0,
representa un punlo
=—1 e =0

y puede ser interpretada como dos rectas «imaginarias» que se cortan en este
punto:

x+iy+l =0 y x—ip+1=0,

4,5=|1 1]:—2-:0.
1 -1
La curva es de tipo hiperbélico.
1 1 -3
4= 1 -1 2|==1=0
-3 2 -3

La curva no s¢ descompone.
Ademis, s = 0,6 = -2y ¢{A) = 4*—2, % = /2y & = —/Z. Laecuacion
candnica de la curva es i :

ﬂ/ix"-\_/z'r"+%= 0

24272422 =1,
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La curva es una hipdrbola; sus semiejes son: a = b = 0,6.
] 3
i i
sb=|, -
2

2
La curve es de tipo hiperbélico.
{ 2 4
3 £
2 2
1 o3 -3

La curva se descompone en dos rectas que se cortan. Por-consiguiente, el primer
miembro de la ecuacién de la curva se descompone en dos factores lineales,
Para determinar estos factores se puede proceder del modo siguiente. Resolva-
mos la ecuacién

X243y +2y5 204 Sy =3 = X+ (42D x+2)'+ 5y-3 =0

respecto a x (el primer miembro de Ia ecuacidn se descompone, como sabemos,
en factores lineales; luego, x so expresa racionalmente mediante y):

¥=— (%y+1)1\/%y'+3y+1—2y=—5y+3 - -(%-y+l)i

1
i(~2-y-2);
H=-y-3 Hp=-+l

Por consiguiente, &l primer miembro de la ecuacién se descompone en los
factores siguientes: (x+4y+3) (x-+2y=1) = 0y la curva se descompone en dos
rectas

x4+y+3=0 y x2+2y—-1=0.
1 =1
6.6=|

=,

i

Y
A= Z = 0.
5

=0.
=1 1

La curva es de tipo parabélico.

1 -1 2

-1 1 -3

2 -3 1

La curva no se¢ descompone. Ademss, s = 2,8 =0y ¢(#) = 4*=24, 4, = 0,
1

L=2b =+ T.Laewaciéncanénicadelacunrau

3 1
2 4V3Z¥ =0 6 ¥ a:k?—i;’.

4= ==1s0,




192 Cap. VIi. Estudio de curvas y de superficies de segundo grado

“Tenemos una pardbola.
T.0= =,
2 4
La curva es de tipo parabélico.
1 2 -1
A=| 2 4 -2(=0.
-1 =2 =3

La curva se descompone en dos recias paraleias
x+2y+1=0 y x+2y-3=0.

8.6= | L2 =0
2 4
La curva es de tipo parabGlico.
1 2 =1
4= 2 4 -2|=0
-1 =2 1

y la curva se descompone en dos rectas. confundidas
f(x,3) = (x+29-1DF =0, x+2y—1 = 0.

9.a=|' 4
2 4

La curva es de tipo parabélico.
21
2.4 2
122
y la curva representa un «conjunto vacio» de puntos, es decir, se descompene en
dos «rectas imaginarias» paralelas:
flx, ) = e+ 2y+ 10041 = (x42p+ 1 +0) (x4 2p+1-0) = 0.

-0

d= =0

§ 3. Determinacién del centro y de los ¢jes principales de
una curva con centro. Determinacién del vértice y del eje
de unapardbola '

En este pardgrafo aceptamos que 4 = 0, es"decir, que la curva
no se descompone en dos rectas: . %

Supongamos:dada una ecuacién general de segundo grado (1).
Determinemos los valores propios 4 y 4 de la matriz (4) y los
vectores propios €] y €; correspondientes. Sabemos que en la base
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compuesta de estos vectores la forma cuadrdtica apx®+2aexy+
+any® se reduce a la suma dé cuadrados Jxt ?.,y" y que la
ecuacion (1) se reduce a la forma (6). Como sabemos, los vectores
propios e; y e; de la matriz (4) se determinan de los sistemas de
ecuaciones .

{ auxy+aupp = hxi, { anxa+dis = Aoxz,

@12%1+ Gy = hipy arpxg+amys = loye;

puesto que el determinante

ap~2A an P

L]

a Gy — A

es igual a cero, ambos sistemas se reducen a una ecuacién:
(@i —M)x1+ @12y, = O en el caso del primer sistema,
(@11— Aa)xa+ ayzya = O en el caso del segundo sistema.
Por consiguiente, para €] = (x;, y,) tenemos

A—a
. SO ., 1
Xy @y,

y para €; = (X,, yy) tenemos

Y _A—an
3 3

Luego, los coeficientes angulares de los nuevos ejes de coorde-
nadas en el sistema antiguo son iguales a

= iﬂ:f—“ (para el nuevo eje x que corresponde a ;)
12

@ (para el nuevo eje y que corresponde a As).
1]

k3=

Para reducir la ecuacion de la curva a la forma canoénica basta,
como hemos visto, realizar a continuacién una traslacién del origen
de coordenadas; por consiguiente, los valores &; y k3 determinan Jas
direcciones de los ejes principales de la curva (1).

Supongamos que la curva considerada de segundo grado tiene
centro, s decir, aceptemos que 8 = 0. Para determinar el centro
de la curva, es decir, el origen del nuevo sistema de coordenadas,
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nos basaremos en el siguiente razonamiento elemental. Si traslada-
mos el origen de coordenadas al punto (&, §) sin alterar las direccio-
nes de los ejes, esto es, si tomamos

x = x4,
Y=Y P
la ecuacién (1), como hemos visto, se transforma en

ay %"+ 209XV + gy i, )X+
+£y (e, B +f(=, B) = 0.

Consideremos el sistema de ecuaciones

] ’
3 £, 9) = aux+any+a =0,
(15)

1 ‘
5 /(%)) = aux+aay+a = 0.

Puesto que su determinante 8 es, por hipbtesis, diferente de
cero, el sistema tiene una solucidn (dnica) «, 8. Si trasladamos el
origen de coordenadas al punto {a, §), en la ecuacién desapareceran
los términos de primer grado en x’ e y’ y, por consiguiente, el origen
nuevo de coordenadas seré ¢l centro de la curva. Luego, el centro
de ung curva de segundo grado con centro (de una elipse o de una
hipérbola) se determina del sistema de ecuaciones (15).

Consideremos ahora una curva de segundo grado sin centro
(es decir, sea = 0). Esta es una pardbola, pues hemos aceptado que
A3 0, Sean 4, = 0 y 2 los valores propios de la matriz (4); las
direcciones de los ejes nuevos se determinan igual que antes

ky = %‘ﬁ; & -—% (para el eje Ox’ que corresponde a 1)

& H

y
ki = %.a,, (para el eje Oy’ que corresponde a As).

El nuevo origen de coordenadas, es decir, el vértice (o, f) de la
parébola, puede ser determinado con el razonamiento siguiente.
Para la pardbola dada mediante-la ecuacién canénica y* = 2px, el
eje Oy es la tangente en el vértice. El nuevo eje Oy tiene en los ejes

coordenados antiguos el coeficiente angular igual a kp = 22
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Puesto que coincide con la tangente a la panibola en ¢l vértice
(=, B), el coeficiente k; debe ser igual a la derivada y; en este punto.
Para determinar ¥, derivemos respecto a x la ecuacién (1) congi-
derando que y es una funcién de x; obtenemos

Li(x, V)L (x, p)ye = 0,
de donde

P _ L2
Y*="Fxy

Es decir, en el vértice («, §) se tiene
YD
Sl By’
de donde
S, |8)+kﬁf;(“s g) =0

Por consiguiente, las coordenadas del vértice (x, B) de una pard-
bola se pueden determinar resolviendo el sisterma de ecuaciones for-
mado por la ecuacion

Jile, P+ ks f(x, y) =0 (16)

y la ecuacién (1).
Veamos el sentido geométrico de la ecuacién (16) que puede ser
representada detalladamente en la forma

(@nx+ apy+a)+ kfapx+axy+a;) = 0.

Esta es la ecuacién de una recta que pertenece al haz determi-
nado por las rectas

aux+apyta =0 y alzx'i'ﬂaa}’-i-aa =0,

Los coeficientes angulares —a— y a: de estas rectas coinciden

por ser § = 0 y son iguales a kl, luego, estas rectas son paralelas al
nuevo gje Ox. Por consxgmentc también la recta (16), que pertenece
al haz que ellas determinan, es paralela al nuevo eje Ox. Como,
ademds, esta recta pasa por el vértice, es el eje de simetria de la
pardbola, es decir, su didmetro principal.
Determinense los nuevos sistemas de coordenadas y constriyanse

las grdficas de las curvas 1, 4 y 6 del pardgrafo anterior.

Solucién.

1, 3% =20y + 304 2x -y +1 =0, 4, = 4, A, = 2.
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Las direcciones de los ejes nuevos son

h=32oot @eon,
k= 2—__3 =1 (eje O¥).

El nuevo origen de coordenadas (el centro de la curva) se determina del sistema
de ecuaciones
3x— y+1=0,
{ —x+3y-2=0,
5
8

de donde x = —;— s ¥ = . La ecuacidén del eje Ox' (en el sistema antiguo

de coordenadas) es

5 1 o
y~?=—(x+§) 6 x+y=T,

y la ecuacion del eje Oy’ es
y~i= x+-l- 6 ,v—x==—3-—.
8 8 4
En la fig. 15 se representa la grifica de Ja curva.
4. x4+ 2xp—yiebx+dy—=3 = 0,4 = V2,4 = —+/2.

Las direcciones de los ejes nuevos son

k= ‘/5," “VI-1  (cie OX),

kb =-(V241) (eie O).
El nuevo origen de coordenadas se determina del sistema de ecuaciones
x+y-3=10,
x=y+2=0,
de donde x = —;— ey= % . La ecuacién del eje Ox’ {en el sistema antiguo

de coordenadas) es
- s S
y-5 = Wi-(3-7)
v la ecuacion.del eje Oy’ es
3 ; i 5
y—-z— o —(‘\/i-ﬁ-l) (x-—--z—).
En la fig. 16 se representa la grifica de la curva.
6. x¥—2xy+y +4x—6y+1 =04 =0, 4, = 2.
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Fig. 16

Las direcciones de los nuevos gjes coordenados son
k= -E% =1 (eie Ox),
= 2—__1-1 =—=1 (eje O¥).
La ecuacidn del eje de 1a parédbola es
(xX=y+2)—(—x+y-3)=10,
es decir,

5
X J"‘i’—z-— 0.

Resolviendo esta ecuacién y la ac;uwibn de la curva, obtenemos las coordenadas
del vértice de la pardbola: x = — 24 ey =— % . Laecuacidn del nuevoeje Oy es

g
¥ ;// x
v // =
[4]
0
PRig. 17
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11 3 21
y+T=—l(x+T) s] x+y+T—0.

Hemos obtenido anteriormente la ecuacién canénica de esta parfbolaenla

forma y* = i% x. El signe en el segundo miembro se determina por la

direccion de Ox’. De la ecuacién de la curva obtenemos, expresando » me-
diante x,

¥ = X+344/2x+8.

Por consiguiente, la curva se encuentra en la regibn x = -4, es decir, a la
derecha del eje Oy". Orientando el eje Ox’ a la derecha, deberemos tomar en la
ecuacidén candnica el signo mds (y orientando el eje Ox' a 1a izquierda, el signo
menos).

En la fig, 17 se representa la griéifica de la curva.

§ 4. Estudio de la ecuacién general de una superficie de
segundo grado

En este pardgrafo sélo nos ocuparemos de la reduccion de la ecuacién
general de una superficie de segundo grado a la forma candnica.

Supongamos que en. un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
del espacio se tiene una ecuacién

f(x, p, 2) = aux®+ 20,000+ @y + 2ay5%z+ 2agyz+
A+ ayzt+ 2ax+ 24y + 202 4+a = 0. (17)

Consideremos la forma cuadritica de tres variables

Ay + Dy Xp + Uy v b 20,9%2 + 25y 2+ 3577,
En una base determinada, también ortonormal, esta forma se reduce a la suma
de cuadrados

Ax" Ay 4 22"

La ecuacidn (17) se reduce, entonces, a la forma

xS Ay 4 Az 2y + 2byy + 2bz b = 0,
Se pueden dar tres casos:

1. Todos los 4, son diferentes de cero,
IL Uno de los valores de A, es igual a cero.
ITE. Dos de los valores de 4; son iguales a cero.

Consideremos por separado cada uno de estos casos.

L AA; = 0.
Igual que en el caso de una curva de segundo grado podemos deshacernos
entonces de los términos de primer grado

NS DRV S SOVINY
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Realizando la sustitucion
X,
¥him y’+1:—: .
2= z’+%.

es decir, realizando una traslacién paralela de los ejes de coordenadas, obtene-
mos la ecuacién

311"’+3,y"’+333"’+c =0,
Esta es la ecuaci6n de una superficie de segundo grado con centro (su centro es ¢l
nuevo origen de coordenadas).

Aceptemos que ¢ < 0{delo contrario multiplicaremos la ecuacién por — 1),
Siendo e < 0, se pueden dar cuatro casos:

Ly =0 2,:.[),1.,:-0(me£f:a&ie}

2, A =0, A > 0, A < O (un hiperboloide de una hoja}.

3. 4 =0, 4 <0, <0 (un hiperboloide de dos hojas).

4 4 <04 < 0, A3 = 0 (um «conjunto vacio» de puntos que también se
denomina welipsoide imaginario»).

8i ¢ = 0y todos los , son del mismo signo se tiene un punto (un «cono
imaginarion); si ¢ = 0y los A, tienen signos diferentes, resulta un cono.

I1. Une de los coeficientes J, es igual a cero; supongamos, por ejemplo, que
A, = 0. Realizando la traslacién cormipondzante del origen de coordenadas,
podemos reducir 1a ecuacidn de la superficic 2 Ia forma

Ax" 4+ Ay £ 2b2 + b = 0. (18)
Aqui se pueden dar los casos by = 0y by = 0.

S$i b, = 0, la ecuacién se reduce a la forma

Ax+Ay b = 0.
Estaesla ecua.cién de una superficie cilindrica cuya forma se determina por su

directriz 4,x" +1,y *4.b = Oen el plano x'Q’y’ (un cilindro eliptico, un cilindro
hiperbdlico, dos planos que se cortan, una recta o dos «planos imaginarios» que
se cortan a lo largo de esta recta real, un aconjumto vaclo» de puntos o un «cilindro
eliptico imaginarion).

Si by = 0, la ecuacién (18) se reduce a la forma

Ax' 4 day " 4 2852" = 0.

Sies MA; = 0, se tiene un paraboloide eliptico y si 1A, < 0, se tiene un
paraboloide hiperbélice.

TIL. Dos de los nimeros 4, son iguales a cero; sea, por cjemplo, Ay = 0 y
As = 0. La ecuacion (17) se reduce a la forma

Ayx' 4 2byy" + 2bz'+b = 0. 19)

Si by = 0y by = 0, se tiene dos planos paralelos, distintos para 4b < 0,
confundidos para b = Oe «imaginarios» para 4,6 > 0.
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Finalmente, si al menos uno de los coeficientes by, by es diferente de cero,
tomemos en la ecuacién (19)

St 0

by + b

O
VETE

es facil ver que esto equivale a pasar a una base nueva (también ortonormal)
siendo la matriz del cambio igual a

V=

1 0 0

G . &
VB+s, VB8

0 b _ =B
VE+E, VBB

La ecuacion (19) se transforma en
A" 42 4/BEFBE ¥ 46 = 0

¥, puesto que /b +b% = 0, esta Gltima ecuacién se transforma mediante una
traslacién del origen de coordenadas en

xR 2B Y = 0.
Tenemos un cilindro parabdlico,

Observemos, sin demostrarlo, que (igual que en el caso de una curva de
segundo grado) para la transformacidn de la ecuacién de una superficie de
segundo grado pueden ser empleados los invariantes. Estos serdn ahora

5y = ay+ant 0,

B gy e ay My gz gy

o *
L L Gy a3 Qg Oy
an G @y

b=|t: an a5
Gy Gy dy

(estos niimeros coinciden, salvo el signo, con los coeficientes del polinomio
caracteristico de la matriz

a4y &y Oy
@y gz a9
By My dn
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y ¢l determinante
ay G 43 4
A= |T2 O O & 2
gy Gez 33 Oy
a @ d; 4
La ecuaci6n de una superficie con centro se reduce a la forma
1lx=+a,y=+z,z'+% =0.

El determinante 4 se anula si, y sdlo si, la superficie es cdnica o cilindrica
{en particular, si se descompone en dos planos, distintos, confundidos o
«imaginarios»).



CAPITULO VIlI

CONCEPTOS PRINCIPALES DE LA TECRIA ESPECIAL
DE LA RELATIVIDAD

§ 1. Espacios bidimensionales provistos de producto escalar

Sea R un espacio lineal en el que estd definido el producto
escalar, es decir, a todo par de vectores x ¢ y de R corresponde un
numero (real) (x, y) tal que

1 (x, )} = (p, x),
2) (ax, y) = a(x, ),
3) (x+y,2) = (x, 2+, 2)

para todos los x, y, z de R y para todos los niimeros reales «.
Obsérvese que no se exige el cumplimiento de la condicién 4
(pAg. 132). Estos espacios se llaman espacios provistos de una mé-
trica cuadrdtica ya que, dada una base, el cuadrado escalar (x, x)
del vector x es una forma cuadritica de sus coordenadas.

Se llama longitud o médulo de un vector a la raiz cuadrada de su
cuadrado escalar. Notemos que, hablando en términos generales,
un vector no nulo puede ser de longitud nula o incluso imaginaria.
(Si (x, x) = —a? < 0, se toma por definicién que |x | = ai, donde
a>0ei=1/~1)

Sien el espacio R se escoge una base, el producto escalar se
representa por una forma bilineal simétrica

(x,p) = 3 guXipk
ik

en las coordenadas x; e yy de los vectores x ¢ y. La forma cuadréitica
correspondiente se reduce en una base (en general, nueva) a la
suma de cuadrados

(%) = a4 =g
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(8 3 del capitulo VI). Ademds, el niimero p de los cuadrados positi-
vos y el nimero ¢ de tos cnadrados negativos son unos. invariantes
del espacio R (ley de inercia de las.formas cuadréticas, § 4 del capi-
tulo VI) y determinan el tipo del espacio. , e

Asi, para el espacio bidimensional R (el plano) p y ¢ pueden
tomar los valores siguientes:

L.p=2y g=0
.p=0 y g=12;
2p=1y g=0
2.p=0y g=1
.p=1y g=1

En el caso | el cuadrado escalar de un vector cualquiera
Xx = X)€1+ Xs€a en una base determinada (ortonormal) es igual
a x3+x3 y este espacio es euclideo.

En el caso 1’ se tiene (x, X} = —x} —x3 y el espacio no difiere
esencialmente del euclideo.

En el caso 2 (0 2’ que viene a ser casi lo mismo) 1a forma cuadré-
tica (x, x) contiene sélo un cuadrado y en una base determinada se
tiene (x, x) = x% (0 —x}, respectivamente), Este plano se llama
semieuclideo.

Finalmente, en el caso 3 la forma cuadratica (x, x) se reduce en
una base determinada a la diferencia de cuadrados x] —x§; este
plano se llama seudoeuclideo.

§ 2. Plano semieuclideo

Sea R un espacio vectorial de dos dimensiones provisto de una
métrica semieuclidea y sea e, e» una base de este espacio en la que
el cuadrado escalar (x, x) de un vector cualquiera x = x1€3+ Xg€2
es igual a x3. En particular, se tiene

(el! el) = 0: (82‘ 92) =1
y
(e1+ ez er-kes) = | = (1, &)+ Aer, e2)+ (ez, &) =

= e, ex)+1,
de donde resulta

(e1, €2) = 0.

Llamaremos candnica a toda base de esta indole.
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Sean x = xje1-txae; € Y = y1e1+- yaey dos vectores arbitrarios
de R; el producto escalar (x, y) es igual a

xupalen, e+ (et xapi)(e, en)+ Xayalen, €2) = Xoya
y el médulo del vector x esigual a
{x] =3 =|xl
Sea e;, e, otra base, también candnica, del espacio R y sea

ay  dia
[021 azz]
la matriz del cambio de la primera base por la segunda, es decir,
ey = dpetane, Y € = aye + e,
Tenemos entonces
(e, €)) = a5, = (¢, &) =0,
dedonde az = 0 y
(e, €2) = = ey ) =1,

es decir, dps = :I: 1. Por consiguiente, la matriz del cambio de una
base canénica por otra es de Ia forma

[gn :i:‘:“] ' o

Fijemos ahora una base canénica cualquiera e;, &; y definamos
el dngulo entre los vectores x = xyey-+xzep € y = yy€y - yoep toman-
dolo igual a
s . | )
Yo X I @
El dngulo asi definido no resulta, en general, invariante respecto
a un cambio por una base nueva (aun canénica). Veamos qué
limitaciones debemos imponer a la matriz del cambio para que el
#Angulo (2) no dependa del sistema (canénico) de coordenadas.
Al pasar a una base (candnica) nueva con' la matriz del cambio
(1) las coordenadas de los vectores x e y se transforman, respectiva-
mente, en

X = GpXytapXs, X =X,

Yy
y= agyy+ays Yp =y,



§ 2. Plano semienclideo 205

siendo iguales los signos de x; e y5. Segun la definicién (2), el &ngulo
entre los vectores x ¢ y en la base nueva debe ser igual a

x| _ | awhtewy: | anX toX.
: +¥y. +x;

ioox
y tendr4 el mismo valor que antes si, y sélo si, a, ==1. Por ello,
una vez escogida una base canénica, consideraremos a continuacion
s6lo aquellas bases ¢}, e para las cuales la matriz del cambio de la
base ey, ez €s de la forma

[*o +1
0 +1
(hemos tomado a5z = v).
Indiguemos por A la matriz

1w
Ay = , 3
B )
Es obvio entonces que
e 1 U]:Aol_l 0]_’
0 1 0 1

i1 ) 1 O
Az = = Ao
" lo —1] [0 A1J :
o -1 1=[l 0 Au[_l 0].
| 0 -1 0 -1 01
Consideremos ahora un espacio vectorial puntual de dos dimen-
siones en el que Ia distancia entre los puntos X(xy, x2) € Y(y1, y2) se
toma igual al médulo del vector X¥ = (y1—xi, y2—Xp) en la mé-
trica semieuclidea, es decir, se toma ignal a

|ya—xal

e B _F
=4 1aull.y; x:' 2

o, en otras palabras, 2 la longitud euclidea de la proyeccién del
vector sobre el eje de las ordenadas. (En particular, la longitud de
cualquier segmento paralelo a e; serd igual a cero.) Se llama cir-
cunferencia de radio r y de centro en un punto dade Mg, ) al
conjunto de todos los puntos qué se encuentran 4 una risma dis-
tancia semieuclidea r del punto M este conjunto es el par de rectas
paralelas al eje de las abscisas que se encuentran a una misma dis-



=

a) b)
Fig. 18

tancia {euclidea) r del punto dado M (fig. 18, 4). Cualquier punto
de la recta que pasa por M y es paralela a estas rectas también
ser4 un centro de esta circunferencia. La ecuacién de la circunferen-
cia de radio r y de centro en el punto M{ey, xa) €s

(Xz—wa)® = r%
En particular, la ecuacién de la «circonferencia unidad» (de la
circunferencia de radio igual a la unidad) y de centro en el origen
de coordenadas es

3=1L

Se llama dngulo entre dos rectas al dngulo entre los vectores

paralelosaellas. Si x = (£, 1)ey = (n, 1) son dos vectores de longi-
tud igual a 1a unidad, el 4ngulo entre ellos es igual a

|-+ = In-#1

y se mide por el «arco» que estos vectores cortan en la «circunferen-
cia unidad» (fig. 18, b). Observemos que en la métrica semieuclidea
los dngulos suplementarios son iguales, ya que el 4ngulo entre los
vectores (&, 1)y (—n, ~1) es igual a !f——:_-’l’—l = |E=q}, es de-
cir, es igual al 4ngulo entre los vectores (5, 1) y (x, 1).

Consideremos algunos teoremas de la «geometria semicuclidea elementals.

Teorema 1. Ef lado mayor de un tridngulo es i;*ual_a.h.mma de los dos otros
¥

_ Efectivamente, puesto que AB = A'B', AC = A’C’, BC = B'C*(fig. 19, a)
vy A'B’ = A'C'+B'C’, resulta que AB = AC+ BC, es.decir, ¢ = a4b.
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Fig. 19

Teorema 2. El dngulo mayor de un tridngulo es igual a la suma de los dos
otros dngulos.

Para demostrarlo tracemos la recta CE || BA4 (véase Ia fig. 19, b) Tenemos
entonces «~ ACE =4 y « ECD = B vpor ser dngulos de lados paralelos.
Ademds, = ACE+ « ECD = 2 ACD = C y, por consiguiente,

C=A+8.

Teorema 3. Los lados de un tridngulo son proporcionales a los dngulos
opuestos.
Para demostrarlo tracemos la recta CD || &, (fig. 19, ¢). Tenemos entonces

A= %E (donde CD es igual al valor absoluto de Ia diferencia de las abscisas
de los puntos D y C, es decir, es igual a la longitud euclidea del segmento CD)
yB= —C‘;—D ;luego A-b = B-a, de donde resulta

4 _B
e
A C
(Anﬁlogmnente se demuesira que e T)

Estas tres filtimas afirmaciones permiten observar la cierta dualidad de los
teoremas del plano semieuclideo que se manifiesta en la paridad de los lades
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y delos ingulos de un tridngulo. Si sustituimos en los enunciados de estos teore-
mas la palabra «fado» por la palabra «dngulo» y viceversa, ¢l teorema 1 s¢
convierte ep el teorema 2 y ¢l teorema 2 en el teorema 1; estos teoremas son
duales uno del otro, El teorema 3 es el dual de si mismo.

Esta dualidad no se da en €l plano corriente (euclideo), donde existen rec-
tas paralelas (¢l 4ngulo ertre las cuales ¢s igual & cero) pero no existen «puntos
paralelos» (la distancia entre los cuales es igual a cero). Esta «injusticia» queda
salvada en la geometria semicuclidea, donde, ademis de rectas paralelas, exis-
tmnbiﬁ ;«'punlm paralelos» (a saber, los puntos pertenecientes a una recta
paralela a e)).

§ 3. Plano seudoeuclideo

Sea R un espacio vectorial de dos dimensiones provisto de una
métrica seudoeuclidea y sea e, e; una base de este espacio en la
que el cuadrado escalar de un vector cualquiera x = xie1+xpes €8
igual a x2 —x3. Tenemos, en particular,

(e1, &) = 1, (ez, €2) =—1
y
(e1+es, ate) =1—1=0= (e, en)+2er, ex)+(ez €)=
- 2(3!, eﬂ)s

de donde resulta
(ﬁ, eﬂ) =0.

Llamaremos ortonormal a toda base de este tipo. En una base
ortonormal el producto escalar de los vectores

x=xeitXaeg € Y = )iert s
esigual a
(x, ¥)=xpiler, e)+(xwatxayer, ea)+Xayales, €) =
= Xy —Xae
y el médulo del vector x esignala
1] = Vxi=x3.

Consideremos ahora un espacio puntual vectorial de dos dimen-
siones en ¢l que la distancia entre los puntos X(xy, x3) € Y(31, ya) s¢
toma igual al médulo del vector XY = (y1—x1, ya—Xz)}en la mé-
trica seudoeuclidea, es decir, se toma igual a

V=) = (=%
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Fig. 20

La circunferencia de radio r y de centro en el punto Moy, x2)
es el conjunto de todos los puntos que s¢ encuentran a una misma
distancia (seudoeuclidea) r del punto M. Por consiguiente, la
ecuacién de una circunferencia de radio r y de centro en el punto
My, o) €8

(r1—o )P — (g —oea)® = 1%

(en la métrica enclidea esta ecuacién representa una hipérbola si
r # 0y dos rectas que se cortan si r = 0; véase la fig. 20). El radio
de esta circunferencia puede ser positivo, nulo o incluso «imaginario
puror. Asi, 1a ecuacién de la circunferencia de radio positivo r = a
y de centro en el origen de coordenadas es

H-=d

{una hipérbola de eje real horizontal). La ecuacion de Ia circun-
ferencia de radio imaginario r = ai (y del mismo centro) es

- =d*

TL8-539
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h

fr=1'r=2fr

(una hipérbola de cje real vertical). Estas dos familias de circun-
ferencias estén separadas por la circunferencia de radio nulo

-2 =0
(dos rectas que son las asintotas comunes de ambas familias de
hipérbolas; véase la fig. 21).

Los vectores x ¢ y son orfogonales (en este caso continnaremos

escribiendo x 1 y) si el producto escalar de los mismos es igual a
cero, es decir, si

(x, ¥) = xpi—xay: = 0.
En este caso tenemos

Lo

x n’
luego son inversos los coeficientes angulares de estos vectores
considerados en la métrica euclidea; por consiguiente, si represen-
tamos en el plano euclideo los vectores, ortogonales en la métrica
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Fig. 22

seudoeuclidea, resulta que ellos son simétricos —en cuanto a la
direccién— respecto a la bisectriz del primer y tercer cuadrantes
(véasela fig. 22enlaquese tienc ey L e, an L aay by L ba).

Todo vectortal que | x| = | xy| es ortogonal asi mismoy es de
longitud nula. Para los vectores de longitud real se tiene | x| > | xa|
y para los vectores de longitud imaginaria resulta |x;| < |xa|
(véase la misma fig. 22; los vectores ¢;, a4, y by son de longitud real,
los vectores es, a; y b son de longitud imaginaria, mientras que el
vector ¢ es ortogonal a si mismo y |¢| = 0).

§ 4. Aplicaciones seudoortogonales

Una aplicacién lineal c£ de un espacio seudoeuclideo se llama
seudoortogonal si conserva el producto escalar, es decir, si

(ctx, Ay) = (x, y)
para todos los x, y € R.

Sea of una aplicacién seudoortogonal de un plano seudoeucli-
deo Ry sea

o [ﬂu alz:|
dg1 2
su matriz en una base ortonormal e;, 3. Tenemos
ey = aney+anes,
ey = ape+anes.

R
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Por definicidn,
(e, cte)) = (e, &) =1,
(chen, ctes) = ey, €2) = —1

y

(0&'1, de?) - (81, 88) =0,
es decir,

a%l_@l =1,

(4a

-y =1, )
Yy

d11+aa—ay +dzg = 0. {4b)

De la igualdad (4a) resulta que a; = 0y @z # 0. De la igual-
dad (4b) se deduce que

8y _ 4y
ay ay ©)

Indicando por f las razones iguales (5), obtenemos

agp = Pan, 6)
dyp = 130:2-
Introduciendo estos valores en las igualdades (4a), encontramos
1
ai, - =1, d fhn=——,
th —Bat, de donde an VIR
y
1
at, — a2, = -1, de donde gz = ——=;
Bray— a3, e

por consiguiente, la matriz de la aplicacién of es de la forma
.
+V/1=F  xV1-f
A= P ] s N
+VI-F £Vi-F
con la particularidad de que ambos elementos de la primera co-
Tumna y ambos elementos de la segunda columna se toman, como
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puede verse de las igualdades (6), con ¢l mismo signo, Llamaremos
seudoortogonal a toda matriz de-este tipo.
Si‘indicamos por Ao la matriz

= 1 B
=g VIi-p
Ay =. 5 | 1
L VI-F VI-§
es facil ver que
P ey g |
VI-g V=P -1 0
Ay = ﬁ 1 =All[ ]9
S S 01
| VI-F VI-F |
Posd - 5o B .5
p VI-F V1-f# -y 1 0
ol o By e fli s 4 °[o —1]'
7 v ]
Bl s B o o ol
VI V1B | =1 0
S U _A°[ 0 -1]
. VI-P VI-B

(las aplicaciones of; y ofy difieren de ofo en una simetria axial,
mientras que la aplicacién of; difiere en una simetria central).
Paralosdeterminantestenemos | Ao | = | 43| = 1y [41| = | 42]=

= —1.

1 : 1
= 1, existe un valor ¢ tal que -
A 1=fit 1-f¢

= sh p; luego

Observemos que, por ser

8
VI-F
4 chyp she

. shp chel’

Si f varia continuamente desde O hasta 1 (o desde 0 hasta —1),
ios extremos de los vectores ofoe: ¥ cfoen se deslizan continuamente

=chpy

b )
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a lo largo de las circunferencias unidades x}—x3 = +1, uno hacia
el otro si f# - 1 y en direcciones contrarias si § - —1.

Supongamos que en un plano seudoeuclideo R se tienen dos
bases orfonormales e,, ez y €}, €2y sea

e [ﬂn ﬂn]
do1 g2
la matriz del cambio de la primera base por la segunda. Considere-

mos la aplicacién lineal of de matriz 4 en 1a base e, &3 y demostre-
mos que es seudoortogonal. Efectivamente, tenemos por hipStesis

otey = aner+anes = €

y
ctey = auer+aner = €.

Si x = xj€1-+X2¢2 ¢ ¥ = Y11+ yz€ SOD unos vectores cuales-
quiera de R, se tiene

cAx = x,che;+ xacher = X161+ xa€z

oty = yioter+yictes = yie1+ yses.

Puesto que ambas bases ey, €5 ¥ €1, €3 son ortonormales, el producto
escalar

(ctx, oty) = xpr1—xy: = (x, ¥).

Por consiguiente, la aplicacién of es seudoortogonal y su matriz
es de la forma (7).

§ 5. Espacio de sucesos, Principio de refatividad de Galileo

Supongamos que un punto M se desplaza por una linea recta
I en 1a que se ha establecido un sistema de referencia S. Esto signi-
fica que dicha recta esté provista de una escala con las divisiones
respectivas y que en todos los puntos de la recta se tienen relojes
sincronizados entre si.

Supongamos que en ¢l instante de tiempo ¢ 1a coordenada del
punto M es igual a x. Este hecho o, como diremes, «suceso»
puede ser indicado en un plano P (de dos dimensiones) mediante el
punto de coordenadas (x, f). El plano P se llama espacio de sucesos.

Las coordenadas del punto en el espacio de sucesos varfancon
¢l transcurso del tiempo, aun cuando el punto M no altera su posi-
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cioén sorbe Ia recta [ (debido a la variacién del tiempo t). Por
consiguiente, la existencia del punto en el espacio y en el tiempo se
manifestard por una /fnea en el plano P. Esta linea serd recta si,
y sélo si, el punto M se desplaza por la recta ! con una velocidad
constante u; en este caso su posicién en el plano P se determina por
la ecuacion =

x = ut+b,

donde b = x(0) es la posicién del punto en el instante t = 0. Si el
punto M permanece inmévil sobre la recta («se desplaza con veloci-
dad nula»), la recta que le corresponde en ¢l plano P serd paralela
al eje t.

Supongamos que a lo largo de la recta / se desplaza uniforme-
mente con la velocidad » otro sistema de referencia S', con la
particularidad de que los origenes de coordenadas de ambos siste-
mas coinciden én el instante inicial: x = x’ = 0 para t = 0. En
este caso la coordenada x del punto M en el sistema § y su coorde-
nada x’ en el sistema S’ estardn ligadas por la relacién

x=x'+uor

Aqui sé supone que el tiempo 7 en el sistema S y el tiempo ' en €l
sistema S’ es el mismo, es decir, que { = ¢’ para un mismo suceso.
Las transformaciones

x = X' vt
t=1

0, que viene a ser fo mismo,
x' = x—uvt,

@®

=t
se llaman transformaciones de Galileo. Derivindolas respecto a ¢,
obtenemos de aqui

dx

ar
es decir,

u =t 4, )
donde u es 1a velocidad del punto en el sistema S y u’ es su veloci-
dad en el sistema §'. Esta es la ley de composicidn de velocidades

en la mecénica clésica: la velocidad u del punto en el sistema anti-
guo de referencia es igual a su velocidad ' en el nuevo sistema

dx{
= W'{-!},

s
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sumada a la velocidad de «traslacién» v (a la velocidad del nuevo
sistema de referencia respecto al antiguo). Derivando una vez més
respecto a ¢, obtenemos

d'x _ d%

ar = Tam
Por consiguiente, son idénticas las aceleraciones del punto M en el
sistema S y en el sistema S, por donde llegamos a la conclusién de
que fuerzas iguales provocan en ambos sistemas iguales efectos
(que se describen por la segunda ley de Newton: la aceleracién
provocada por una fuerza F es proporcional a esta fuerza). Esto
mismo se expresa en otras palabras diciendo que las leyes de la
mecdnica son invariantes respecto a las transformaciones de Galileo
(principio de relatividad de Galileo).

Volvamos a las férmulas (8). Se ve de ellas que al pasar del
sistema § al sistema S las coordenadas de los puntos del espacio
de sucesos se someten a una aplicacion lineal de matriz

[é ';"] (10)

Este hecho sugiere 1a idea de introducir en el espacio de sucesos fa
métrica semieuclidea. La distancia entre dos sucesos A(x, #) y
B(x,, t;) obtiene entonces un sentido fisico concreto: es igual a
|ta—1.|, es decir, al intervalo temporal entre los sucesos Ay B.

Ademés, como el cambio de un sistema de referencia por otro
se determina por la matriz (10), también resultard invariante el
concepto de 4ngulo introducido en el § 2. Para ver su sentido
fisico, consideremos dos puntos My y M, que se desplazan unifor-
memente a lo largo de la recta J. Indiquemos por # ¥ #; sus veloci-
dades respectivas. En el plano P el movimiento de estos puntos se
determina por unas rectas 77 Y M. Sea Ao(xo, %) €l punto de inter-
seccion de estas rectas (esto significa que para ¢ = fp ambos pun-
tos My yM, tenian la abscisa xp y se encontraban en un mismo
lugar de la recta [). Supongamos que para ¢ = f; la abscisa del
punto M; es x; y que para ¢ = t; la abscisa del punto M; es xa.
En estas condiciones el 4ngulo entre las rectas my y ma (en la
métrica semieuclidea) es igual al dngulo entre los vectores Aody
y Agds, donde Ay(xy, ) y Ax(xs, ta) (fig. 23); luego esigual a

Xg=Xg X=Xy
h—ly 4l

= {'uﬂ_ui Is
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=)
s

Az Fig. 23

es decir, es igual a la velocidad relativa del movimiento- de estos
puntos.

Si la distancia y el 4ngulo se interpretan de esta forma, los
teoremas 1, 2 y 3 de la p4g. 206 obtienen un sentido fisico concreto
que el lector podrA establecer.

§ 6. Principio de relatividad de Einstein

Es natural hacer la siguiente conclusién de la ley (9) de compo-
sicidén de velocidades: si el sistema de referencia S’ se desplaza
uniformemente con la velocidad v respecto a 'y si la luz se propaga
en el sistema § con la velocidad ¢, su velocidad en el sistema S’
debe ser igual a ¢—~» en el sentido del movimiento del sistema S*
y a ¢+ en el sentido contrario. Sin embargo, Michelson, fisico
norteamericano, demostré experimentalmente en 1881 que sobre
la Tierra mdvil laluz solar se propaga con la misma velocidad en todas
las direcciones.

Después de los intentos de varios cientificos de concordar los
resultados de los experimentos de Michelson con la teoria, fue
publicado en 1905 un trabajo fundamental de Einstein en el que se
exponia una nueva teoria del espacio y del tiempo, la teoria de la
relatividad especial. Consideraremos aqui s6lo los conceptos méis
importantes y elementales de esta teoria.

Einstein tomé como base de la teoria la ley de constancia de la
velocidad de la luz en todos los sistemas inerciales de referencia®),

D Ep Fisica se Hama inercial a tal sistema de referencia en el que un
cuerpo se desplaza uniforme y rectilincamente cuando sobre é! no actian
fuerzas exteriores.
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Fig. 24

Por consiguiente, el principio de relatividad de Galileo consiste
en la imposibilidad de determinar el movimiento uniforme de un
sisterna mecdnico respecto a otro mediante cualesquiera experimen-
tos mecdnicos realizados dentro de este sistema. El principio de rela-
tividad de Einstein afirma que es imposible lograr esto aun basdndose
en cualesquiera fendmenos dpticos (relacionados, como se sabe, con
el electromagnetismo) y no sdlo mecdnicos.

Pero al aceptar la ley de constancia de la velocidad de Ja luz,
Einstein se vié obligado a renunciar de la hipdtesis de existencia del
tiempo absoluto, vilido para medir los intervalos temporales simul-
téneamente en todos los sistemas de referencia.

Esta relatividad del tiempo necesariamente se deduce de la ley de
constancia de la velocidad de la luz como puede verse del siguien-
te ejemplo sencillo?. Imaginémonos un tren, de dimensidn lineal
muy grande, cuya velocidad es comparable con Ia velocidad de la
luz («el tren de Einstein»). Supongamos que junto a la ventana de
este tren se encuentra un observador que en un momento de tiempo
determinado enciende una linterna enviando un rayo de luz hacia
el techo. En el techo hay un espejo y el rayo después de reflejarse
vuelve al observador. Desde el punto de vista de este observador la
trayectoria del rayo de luz es el segmento AB recorrido dos veces
(fig. 24, a). Para un observador, que se encuentra fuera del tren,
la trayectoria del fayo dé luz serd la quebrada formada por los
lados del trifingulo is6scelés cuya altura es igual a 48 (fig. 24, b).
Por consiguiente, desde el punto de vista del observador exterior
la luz recorre una trayectoria mayor que desde el punto de vista del
pasajéro del tren. Puesto que la velocidad de la luz es constarite, el
tiempo que necesita la Juz para recorrer esta trayectoria tomado

D'Hemos tomado este y el siguients ejemplos del folleto de L. D: Landau
y Yu. B. Rumer “Qué es la teorfa de la relatividad”. Editorial MIR, 1972.
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por ¢l reloj del observador exterior serd mayor que el tiempo toma-
do por el reloj del pasajero: ¢l reloj dentro del tren se retrasa en
comparacién.con el reloj de la estacién. :

También el concepto de simultaneidad se hace relativo al acep-
tar la ley de constancia de'la velocidad de la luz lo que puede verse
con claridad en el ejemplo signiente. Supongamos que en el centro
de un vagén de este mismo tren de Einstein se encuentra un obser-
vador que en un momento determinado del tiempo enciende una
linterna. Las puertas del vagén estdn provistas de un mecanismo
que permite abrirlas en cuanto la luz llegue a cllas. El observador
que se encuentra en el centro del vagén verd como la puerta delan-
tera y la trasera se abren simulténeamente. En cambio, desde el
punto de vista de un observador exterior la puerta delantera se aleja
del rayo de luz mientras que la puerta trasera se acerca a éste.
Como la velocidad de la luz es constante, desde el punto de vista
del observador exterior la luz llegard a la puerta delantera mas
tarde que a la trasera y ésta se abrird antes.

Es mis, incluso el orden en el que se realizan los sucesos puede
resultar diferente para estos observadores. Si (debido a un defecto
en el mecanismo de las puertas) la puerta trasera se abre transcu-
rrido un tiempo después de que la luz liegue a ella y si csta diferen-
cia en el tiempo es suficientemente pequeiia, para el observador
exterior ]a puerta trasera continuard abriéndose antes que la delan-
tera mientras que para el observador que se encuentra en el centro
del vagén el orden de estos sucesos serd el inverso.

§ 7. Transformaciones de Lorentx

Nos vemos obligados, pues, a prescindir de la hipétesis de que
el tiempo es el mismo en todos los sistemas de referencia que se
desplazan uniformemente unos respecto a otros. No podemos
aceptar ahora que ¢ = ¢ para un mismo suceso. Como estdn rela-
cionadas las coordenadas x, ¢ de un punto en un sistema § con las
coordenadas x°, ' de este punto en un sistema S’ que se desplaza
uniformemente con la velocidad » respecto a $7 En la mecénica
cldsica esta relacidn es lineal (transformaciones de Galileo).
Mantendremos esta hipdtesis de que x', t' dependen linealmente de
x, 1. El paso de § a §' corresponde entonces al paso a una base
nueva en el espacio de sucesos. ;Cial es 1a métrica de este espacio?

Supongamos que los origenes de los dos sistemas S y S coinci-
den en un determinado momento del tiempo (inicial para ambos
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sistemas); x =0 y x' = 0 para t =0 y ¢ = 0. Supongamos,
ademads, que en el momento ¢ = ' = 0 se envia, desde ¢l origen
de coordenadas comiin de ambos sistemas, una sefial luminosa que
en el sistema .S se recibe en el punto x y en el momento ¢y en el
sistema S’ se recibe en el punto x’ y en el momento . Puesto que
la velocidad de la luz ¢ es constante, se tiene

x
H

x'
T

=,

de donde resulta que x2—c2? = 0 y x'2—c2r"” = 0. Luego, si la
expresién
xt—c? 11

es igual a cero en un sistema inercial de referencia, serd igual a
cero en todos los demds sistemas. Aceptaremos ahora adicional-
mente que /a expresion (11) es, en general, un invariante, es decir,
que esta expresién es la misma en todos los sistemas inerciales de
referencia,

Tomando x = x; y ¢f = xa (v, réspectivamente, x' = x; ¥
ct' = x3), podemos considerar nuestro espacio de sucesos como
un plano seudoeuclideo en el que la expresion (11), igual a

X —x,

es el cuadrado de la distancia entre el punto (x1, x2) y ¢l origen de
coordenadas o, que es lo mismo, el cuadrado de la longitud del
vector correspondiente. Pero la base en la que el cuadrado de la
longitud de un vector toma esta forma es orfonormal. Por esta
misma razén serd ortonormal la base correspondiente del sistema
S'; luego la matriz A4 del cambio de la base del sistema S por la
base del sistema S’ es seudoortogonal

1 P

VI-F VI-f
B 1

FVI-F VI-f

(y encada una de las columnas s¢ toma sélo-un signo).
Por consiguiente,

- &+ fey il Pey+ey :
1 + 'f—_—]-—ﬁ’, 2 + .,.-——l__ﬁz"

A=
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Con-si-dcrcmos primero el caso en ¢l que ambos denominadores
son positivos y la matriz A es

1 B
Vi-E Vi-p
=l e, A
VitF Vip

Las coordenadas xi, Xz y X1, ¥3 estdn ligadas entonces por las rela-
ciones

x3+8x; Bxi+x;

Viep' 2T ViR

o en las denotaciones antiguas

Xy =

.0
_ x'4fet foe kil (12)
VT-p" VI

Expresando de aqui x’ y ¢ mediante x y 7, obtenemos las for-
mulas

8
. _ x—pet i R
e T 3

{Cus4l es el sentido fisico del pardmetro §7 Consideremos en el
sistema S’ un punto inmévil M, por ejemplo, el origen de coordena-
das x' = 0. Segiin 1a primera de las férmulas (13), tenemos para
este punto

x—fct =0

= fe.

Pero i:~ es la velocidad del punto M en el sistema §'y es igual,

~|%

evidentemente, a la velocidad del sistema 8 respecto a S. Por
consiguiente,

v=F0c y ﬁ=%‘
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Introduciendo este valor de 8 en las férmulas (12) y (13),
obtenemos

v
o —g x4t
L .. T (14)
vl—-vs ’\/l—f‘-
3 &
y
— A

(e

S o % R
= iz

Las transformaciones (14) y (15) se llaman transformaciones de
Lorentz. Observemos que las formulas (15) se obtienen de las for-
mulas (14) cambiando simplemente ¢l signo de .

Hemos supuesto que en la matriz del cambio de la base e,, e
por la base e}, & todos los denominadores son positivos. Demostre-
mos que los demis casos pueden ser excluidos. Si en la segunda
columna de la matriz del cambio aparecen los signos «—» (y en
la primera, cualesquiera), obtenemos las férmulas

j:-'-’—’-x’—r'

x=_.iﬂ, f=‘*--'—£‘~m;

=T <
’\/’“‘F ‘\/‘*?

aquf a un aumento de ¢’ corresponde una disminucién de ? y esto es
1mp051b1e ¥a que en este caso. el orden de todos los sucesos en el
sistema S’ serd inverso al orden de estos mismos sucesos en ¢l
sistema S. Si los signos menos aparecen en la primera columna de
la matriz del cambio (y en la segunda columna figuran los signos
mads), obtenemos las férmulas

o
—_— G
_=xlot! T Wi

Tvies TyE
de estas férmulas se puede pasar a (14) cambiando el signo de x,
es decir, cambiando la direccién del eje Ox' por la contraria.
Las formulas de Lorentz tienen sentide sélo para —:— ~< 1,de

donde resulta que |#| < ¢, es decir, que es imposible el movimiento
con la velocidad que sobrepasa la velocidad de la fuz.
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Fig. 25

. . e
Si v es pequefio en comparacién con ¢, tenemos 1 -

~ 1y en este caso

X =x—vt, "=
Por consiguiente, siendo pequeiio el valor de v (en comparacién
con c¢) las transformaciones de Lorentz se convierlen en las iransfor-
maciones de Galileo de la mecdnica cldsica.

Sean Ox y Ot los ejes coordenados del espacio de sucesos del
sistema § y sean Ox” y Ot los ejes del sistema 5* (fig. 25). Como
sabemos, los ejes Ox’ y O’ son simétricos respecto a las bisectrices
MM’y NN’ de los cuadrantes del primer sistema. El eje O¢' puede
ser considerado como la grifica del movimiento del origen de
coordenadas de S’ respecto a §: para todos sus puntos se tiene
x’ = 0. Reciprocamente, el eje Or es la grafica del movimiento del
origen de coordenadas del sistema S respecto a §’. El valor abso-
luto de la tangente del dngulo que el eje Of forma con el eje Ox
es igual a
ct

x

_ £
-|!?|’

donde-; = v es la velocidad con la que el sistema §' se desplaza
respecto a .S, Puesto que |v | < ¢, resulta que el valor absoluto de
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esta tangente es mayor que la unidad, es decir, que fodos los ejes
de tiempo Ot se encuentran dentro del dngulo MON y que, por con-
siguiente, todos los ejes espaciales Ox se encuentran dentro del
angulo MON'.

Para las rectas MM’ y NN’ tenemos {‘_ =1, es decir, [v| =¢;

entodos los sistemas de referencia ésta es la gréfica del movimiento
con la velocidad de ia luz.

§ 8. Algunos resultados que se deducen de las férmulas
de Lorentz

1. Regla de composicicn de velocidades.
De la igualdad (15) obtenemos

& 0 vk
dx _ de dv dt o T
dar = Tt T =l Iv:H
S '\/_F
dx &
& __u-v
==
o “srgtl =gt
Py wa (16)

ur o
-
de donde resulta

u
u'v '
—t1
e

Esta es la nueva férmula de composicion de velocidades.
Siendo # = ¢, de la férmula (16) obtenemos

- =0
u =

v =g
——=41
c -
y, reciprocamente, siendo ¥’ = ¢, también

c4v

U= =

LA
(4
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Si # y » son pequeiios en comparacién cori ¢, se tiene u’ &~ u—v.

2. Relatividad de la simultaneidad.

Supongamos que los sucesos A4 y B acaecen en ¢l sistema S
para un mismo momento del tiempo t en los. puntos con abscisas
diferentes x; y xa. En el sistema S’ estos sucesos acaecerdn, segiin
la segunda de las férmulas (15), en los momentos )

v v
PR e X
5 *H . R

de donde resulta

“:? (e —xg)

=
\/1‘?

es decir, dos sucesos simultdneos en un sistema de referencia no serdn
simultdneos en otro sistema. Ademds, la diferencia #,—¢; puede ser
positiva y negativa segin el signo que tenga la diferencia x; —x,.
Esto queda muy claro graficamente: si los sucesos 4 y B son simul-
t4neos en ¢l sistema S, el segmento AB debe ser paralelo al eje Ox
¥, si son simultdneos en el sistema 5", este segmento debe ser para-
lelo al eje Ox".

Es mas, incluso el orden de los sucesos puede ser distinto en los
sistemas S y S’. Por ejemplo, en la fig. 25 los sucesos 4 y A’ son
simultaneos en el sistema S (44'||Ox) con la particularidad de que
A' acontece, obviamente, después de O y, por consiguiente, tam-
bién 4 ocurre en S después de O. En el sistema 8" los sucesos 4y A”
son sumultdneos (44"1{0x") y, por consiguiente, el suceso 4 (ignal
que A") antecede al suceso 0.

Naturalmente, aqui surge el siguiente problema: jno podria
ocurrir que, por ejemplo, un suceso @ que en el sistema § es causa
de un suceso A4 ocurra en otro sistema S” después de A4 lo que esta-
tia en contradiccién con el principio de casualidad ? Demostremos
que esto no tiene lugar.

Los puntos correspondientes a los sucesos que en el sistema S
suceden después del suceso O son aquellos puntos, y sélo aquellos,
que se hallan por encima del eje Ox; los puntos correspondientes a
los sucesos posteriores al suceso O en el sistema 5”son los puntos que
se encuenran por encima del eje Ox'. Puesto que todos los ejes espa-

to—t = # 0,
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ciales pasan por el interior del 4ngulo MON’ (véase el final del
§ 7) y como es evidente que cualquier recta de este tipo es el eje
espacial de un sistema de referencia, resulta que /a interseccidn de
todos los semiplanos, superiores a algun eje espacial, es el dngulo
MON formado por aquellos sucesos, y sélo aquellos, que son posterio-
res a O en todos los sistemas de referencia {este dngulo puede ser
dencminado «dominio del futuron). Andlogamente el dngulo M'ON’
representa el conjunto de todos los sucesos que en todos los sistemas
de referencia anteceden al suceso O (el «dominio del pasado»).

En cambio, los puntos pertenecientes a los 4ngulos MON' y
NOM'’ corresponden a los sucesos que en unos sistemas de referen-
cia preceden a O y en otros sistemas siguen a 0. Sin embargo,’
ninguno de estos sucesos no puede tener como causa el suceso O.
Efectivamente, si el suceso O ha sido causa del suceso A(x, )
(véase la misma fig. 25), debe existir una perturbacion que se des-
plaza desde O hacia A. Pero esto es imposible ya que 1a longitud
del vector OA es real y, por consiguiente, en todos los sistemas de
referencia tenemos para este vector

x2—c22 = 0, es decir, x2 > ¢,

de donde resulta

X

=>C,

luego, la velocidad u = -ft-de esta perturbacién debe ser superior

ala velocidad de la luz To cual esimposible.

Anélogamente se demuestra que Ia ley de la causalidad es vilida
para cualesquiera dos sucesos 4 y B: si 4 puede ser causa de B,
es decir, si existe una sefial que se propaga (en el sistema de referen-
cia dado S) desde 4 hacia B con una velocidad v < ¢, el suceso 4
antecede al suceso B en todos los sistemas inerciales de referencia.

3. Contraccion de las longitudes.

Supongamos que una barra de longitud / reposa en un sistema
S': indiquemos por x; y Xz, donde X1 < X3, las coordenedas de sus
extremos; en estas condiciones

= Xg=—Xy:

Para determinar la longitud I de 1a barra en un sistema §’, debemos
indicar las coordenadas de sus extremos en un momento cualquiera
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Fig. 26

t' (iel mismo para ambos extremos!). Si estas coordenadas son

X; ¥ X3, tenemos de acuerdo con la primera de las férmulas (14)
x4+ vt xi+ ot

Xy = Pl Xy = 2
‘\/"F \/’*?

de donde resulta

xim,

I=x—x T
\/’-7«"

o, tamando en cuenta que la longitud /' de la barra en el sistema §'
es igual a x;—x3,

f':b\/p.ic:}.qzi.

Por consiguiente, la longitud I' de una barra en un sistema de
referencia respecio al cual la barra se desplaza es menor que su
fongitud en el sistema respecto al cual la barra reposa.

Expliquemos este resultado gréficamente. Sea A el punto de
intersecci6n de la hipérbola x?—c%2 = 2 y del eje Ox (fig. 26); su
distancia hasta el origen de coordenadas es igual en el sistema §
a l. 8i A4’ || Ot, Jos puntos 4 y 4’ se encuentran en el sistema S
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a una misma distancia / del origen de coordenadas. (Es un mismo
punto, que reposa en el sistema S, considerado en diferentes mo-
mentos del tiempo.) Pero en el sistema S' la distancia entre el
punto A’ y el origen de coordenadas es igual a 04’; luego es menor
que OB iguala [, -

Reciprocamente, el punte B, que es el cruce de la hipérbola
x2—c% = y del eje Ox', se encuentra en el sistema S” a una
distancia / del origen de coordenadas. Si BB’ || Ot', el punto B' en
el sistema S se encuentra a la misma distancia ! del origen de coor-
denadas; sin embargo, en el sistema S la distancia entre el punto B’
y el punto O es igual a OB’ < QA = I; luego, la contraccidn rela-
tivista, es decir, relacionada con la teoria de la relatividad, de las
longitudes es reciproca.

Si ves pequefio en comparacién con la velocidad de la luz, esta
contraccién de las longitudes en un sistema mévil es tan pequefia

que en Ja prictica no puede ser observada. (Puesto que M=

i - _ . = T
=1,\/1_? ~1(1 E'c_)’ resulta que la diferencia I—I' ~

- 1 2
x % = % (—"?) es del segundo orden respecto af;—.} Por ejemplo,
desde una nave césmica (con la velocidad de 12 km/s) el didmetro
de 1a Tierra (12 000 km) parecera contraido solamente en 1 cm.
4. Retraso del tiempo.
Supongamos gue en un reloj, inmdvil en un sistema S, ha trans-
currido el tiempo T desde t; hasta f3:

T =ts—14.

Determinemos el valor #{ correspondiente a 4, y el valor 1, corres-
pondiente a t,, en un mismo punto con la abscisa x” en el sistema S,
De acuerdo a la segunda de las férmulas (14), tenemos

v ] ’ L ’
x4 :«;;x +1;

©
= s 2= >
¥ = =
e i |

y de aqui resulta

T=I2-l‘1 =+ Lk =

TI
v* ¥*
Vi-E A-F
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Fig. 27

donde T" = 1;,—1; es el intervalo de tiempo que transcurre en el
sisterna S’ mientras en el sistema S transcurre el tiempo T desde
t; hasta 1; por consiguiente,

T=Ta/1- =T
[

Hemos encontrado que en ¢l sistema S’ que se desplaza respecto
al sistema § el tiempo transcurre mds lentamente que en el propio
sistema S. Expliquemos este resultado graficamente. Consideremos
la hipérbola

X—e?? = — 2

(fig. 27) y sea A4 el punto de interseccién de esta hipérbola con el
eje Ot; en estas condiciones, su distancia temporal hasta el punto
O, es dec1r. el tiempo transcurrido desde el suceso @ hasta el suceso
A, esignal a T en el sistema S. Si A4’ || Ox, los sucesos 4 y A’ son
simultineos en el sistema S. Pero en el sistema S’ el tiempo traps-
currido entre O y A’ es igual a 04'; luego es menor que OB igual
aT.

Reciprocamente, en el sistema S’ el punto B s¢ encuentra a una
distancia temporal T' del punto O. Si BB’ || Ox', los sucesos By B’
son simultdneos en el sistema S’; sin embargo, en ¢] sistema S la
distancia temporal entre los puntos B° v O es igual a OB’ y es
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menor que 04 igual a T, luego, ef refraso temporal lorentziano es
reciproco,

Si la velocidad v es pequefia en comparaci6n con la velocidad
de la luz, este retraso del tiempo en un sistema de referencia movil

2 T (v\2 :
es nada mds quei(-:—] , es decir, es de segundo orden respecto

L P ¥
a - y pricticamente no puede ser observado. Por ¢jemplo, para un
cosmonauta las veinticuatro horas terrestres disminuyen en menos
2
qQUe 15 To5 de segundo.

5. Aumento de la masa de un cuerpo en movimiento.

Sin exponer m4s resultados de la teoria de Ia relatividad, men-
cionaremos solamente el fenémeno del aumento de la masa de un
cuerpo mévil.

Sisobre un cuerpo actiia una fuerza constante, la velocidad de su
movimiento, en las condiciones corrientes, aumenta proporcional-
mente al tiempo de accién de la fuerza. Sin embargo, debido a la
existencia de la velocidad limite, esta proporcionalidad no puede
mantenerse también para las velocidades grandes. Para las velo-
cidades comparables con Ia velocidad de la luz el aumento ulterior
de la velocidad se detiene: el cuerpo ofrece una mayor resistencia
alafuerza que sobre €} actua. Podemos decir que aumenta la masa
del cuerpo. Resulta que

"y

m = -,\/_{,—-—-'T—g N
ara
donde m es Ia masa del cuerpo en movimiento, v es su velocidad y
ny es 1a masa de reposo, es decir, la masa que tiene el cuerpo res-
pecto al sistema de referencia en el que este cuerpo reposa. Por
ejemplo, si en un acelerador moderno un electrén alcanza una

velocidad que sdlo en 30 km/s difiere de la velocidad de la luz, la
masa de este electrén aumenta casi 70 veces:

- My o my o My =
S 5 cHu c~p - c—2 -
A\/]J..?T »\/__.._ 2
! ¢ [ ¢ c
m, 100n,
= O i, e N o B0 o

a W'_' V2
300000
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Hemos considerado el movimiento de un punto a lo largo de
una linea recta. En ¢l caso general, en €] que un sistema espacial de
referencia se desplaza uniforme y rectilineamente respecto a otro
sistema, la direccién de este desplazamiento puede ser tomada
comé la del eje Ox y entonces en ]a mecénica clésica se tiene

X=x—vt, y=y =z =t
mientras que en Ia teoria de la relatividad se tiene

)
———X-I—I
x—uvl ’

X' e = }”:P, zZ =1

== :
’\/ == ’\/ ==

El espacio de sucesos es en este caso de cuatro dimensiones.

La contraccién de las longitudes (sélo en la direccion del desplaza-

miento) y el retraso del tiempo en un sistema de referencia mévil se

manifiestan en la misma razén o\/ T

¢’




CAPITULO IX

NOCION DE TENSORES

§ 1. Ejemplos de tensores

; Anticipemos a la definicidn general de un tensor algunos ejem-
plos.

1. Funcién lineal.

Sea f(x) una funcién lineal (§ 1 del capitulo VI) en un espacio
vectorial R de n dimensiones. Tomemos en R una base &y, 3, . .., &,
y sea

x = x'et Xt ...+ X",
un vector cualquiera de R. (Ahora convendremos en escribir el

indice de la coordenada arriba; la oportunidad de este convenio
quedar4 justificada mas tarde.) En este caso

J(x) = apxl+apx®4- . .+ a,xn,

donde a; = f{e;).

Consideremos una base nueva ej, &, ..., €, Y supongamos que
los nuevos vectores bésicos se obtienen de los antiguos mediante
las férmulas

n
e; = cleytcie,+ ... +cfe, = Y cfe,. )
kw1

En la matriz del cambio

@
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convendremos aliora en emplear el indice superior para el mimero
de'la fila y el inferior para el niimero de la columna. Supongamos

n
que en la base nueva se tiene x = ), x'e]; en este caso

f=l
ﬂw=idﬂ, 3)
=l . '
donde
& = f(e}) uf(f_: dter) = 5 dfe) = ¥ da. @
k=1 : k=l k=l

Por consiguiente, una funcidn lineal f(x) se determina en toda
base por una fila de n mimeros o, 8, ..., a y al pasar a una base
rueva estos niimeros se transforman segun las fdrmulas (4), es
decir, se transforman igual que los vectores bdsicos (1).

Convengamos ahora, para abreviar las denotaciones, en que
(regla de Einstein) si en una expresién cualquiera se repite dos
veces, upa vez arriba y otra vez abajo, un mismo indice, digamos i,
esto significa que se realiza la sumacion respecto a este indice
(en los limites { = 1, 2, ..., n) con la particularidad de que el

n
signo de la sumacién Y se omite. Por ejemplo, tenemos por
f=l

definicién
e = ¥ che, dxi= ¥ oxl bprd = bpdl, cte.
k=1 FL fe=l

Empleando esta denotacién podemos escribir la igualdad (1)
en la forma

e = cfe,

la igualdad (3) en la forma
f(X) = ax”,

y la igualdad (4) en la forma
4 = cfay.

AnAlogamente, si en una expresién aparecen dos pares, o un
nimero mayor de pares, de indices iguales (y cada uno de estos
indices aparece una vez arriba y una vez abajo), aceptaremos que
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respecto a estos fndices se realiza la sumacién y que todos estos

indices recorren independientemente los valores 1, 2, ..., n. Por
ejemplo,
" n
aity = 3 by df= 3 o et
iy =1 i f=1
2. Vector
Dada una base ey, ez, . . ., ¢, todo vector x queda representado

por la fila (x1, x2, ..., x*) de n nGmeros que son sus coordenadas.
En una base nueva e, e, ..., &, este mismo vector se representa
por otra fila (x2, x'3, ..., x'") y 5i (2) es la matriz del cambio de la
primera base por la segunda, tenemos, por lo visto en el § 4 del
capitulo I1,

x* = gfx, )

Esta es la expresién de las coordenadas antiguas mediante las
nuevas. Busquemos de aquf las expresiones de las coordenadas
nuevas x” mediante las antiguas x'. Sea C~':=[b}] la matriz
inversa de la matriz C. De la igualdad

CCl=C-1C=EF
Tesulta que
1, si i=j
bk = Bk = > %
Wi =g {0. si i#Aj.
Tomando
6} = 1 sf i=j,
0, si i#],
tenemos
b = bic = 8,

Multiplicando por b}, ambos miembros de la igualdad (5) {y, natu-
ralmente, sumando respecto a k), obtenemos

bx* = Bgfx? = 8ix? = ¥
(puestoque & = Oparai=jyd=1)o
®1 = bk,
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Por consiguiente, las coordenadas nuevas x'* de un vector x se
obtienen de sus coordenadas antiguas x* mediante la matriz C,
inversa de la matriz del cambio C, con la particularidad de que los
coeficientes de los desarrollos de las x por las X' forman. las filas
de la matriz C™1. _

Los dos ejemplos considerados (el de funcién linea] y el de
vector) tiénen algo comin que permite incluirlos en los mérgenes
de una definicién general. Tanto una funcién lineal como un vector
se determinan en toda base por n niimeros —aj, Gz, ..., @z ¥
x1, %2, ..., x", respectivamente — y al pasar a una base nueva estos
ntimeros se transforman linealmente: mediante Ja matriz C, es decir,
igual que los vectores bésicos, en el caso de upa funci6n lineal y en
el caso de un vector mediante la matriz C—1 que es la inversa de la
matriz C. Los coeficientes de una forma lineal (asf como las coorde-
nadas de un vector) representan un ejemplo de un fensor, enten-
diendo por un tensor un sistema de nimeros dados en cualquier
base que se transforman linealmente al cambiar una base por otra.
La definicién exacta de este concepto serd dada mis tarde; mien-
tras tanto sélo afiadiremos que ambos tensores considemdos son
univalentes ya que se determinan por sistemas de nimeros a,
a3, ..., 8y Yy X4 3% ..., x" que dependen de un indice. Los coeficien-
tes de una forma lineal; que al pasar a una base nueva se trans-
forman igual que los vectores bésicos, forman un tensor covariante,
es decir, un tensor que se transforma igual que los vectores bdsicos.
En cambio, las coordenadas de un vector ofrecen un ejemplo de un
tensor contravarianie.

Consideremos otros dos gjemplos.

3. Funcidn bilineal.

Sea A(x, y) una funcién bilineal (§ 2 del capitulo VI) dada en
un espacio vectorial R de n dimensiones. Siendo x = xle;e y = yre;
dos vectores cualesquiera de R, se tiene

A(x, y) = A(¥'er, yrex) = xly*Ae, ex) = auxly,

donde a;. = A(e;, ex), es decir, una funcién bilineal A(x, y) se
representa en una base dada e, ey, . .., €, por una forma bilineal
ayex'y* (jsumacion respecto a i y k!) en las coordenadas de los vec-
tores x e y con los coeficientes a.

Pasemos a una base nueva el, €y, - .-, €,y sea (2) Ia matriz del
cambio. Si x = x'el e y = y'*¢}, tenemos

A(x, ¥y = A(x"e, y™er) = x"'y'*Ale;, &) = apx''y'¥, ©6)

L
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donde

ay = Alei, &) = A(cle), ciey) = clckA(ey, &) = clcfap.  (7)

Por consiguiente, una funcién bilineal A(x, y) se detérmina en
toda base por un sistema de n®* nimeros ax que dependen de dos
indices y que, al pasar a una base nueva, se {ransforman segiin
la ley (7), es decir, respecto a cada uno de los indices, igual que los
vectores basicos. Este es un ejemplo de un ténsor de valencia dos
(por depender de dos fndices) covariante respecto a ambos indices
(o doblemente covariante).

4. dplicacién lineal.

Todo operador lineal-(aplicacién lineal) of de un espacio R de n
dimensiones se representa en una base dada e,, €3, -+ -5 €, POT UNA
matriz A = [@,] (también aqui el indice superior corresponde al
namero de la fila y el indice inferior, al nimero de la columna}, Al
pasar a una base nueva ey, e, ..., €, con la matriz del cambio C,
la matriz A se transforma en )

c-14C

(§ 3 del capitulo III). Veamos como se expresan los elementos aj
de la matriz C~14C mediante los elementos a4} de la matriz A. Ei
clemento de la p-ésima fila y de la k-&sima columna de la matriz AC
es igval a afef. El elemeato de 1a i-6sima fila y de la k-sima columna
de la matriz C~*4C es blafef, es decir,

ai = Biael = ciblaf. ®)

Por consiguiente, una aplicacion lineal of se determina en toda
base por un sistema formado de n% nimeros a} que dependen de
dos indices, el inferior y el superior, y que al pasar a una base
nueva se transforman segiin la férmula (8), es decir, igual que los
vectores basicos en cuanto al indice inferior y con la matriz inversa
—«contravariantemente» a los vectores basicos— en cuanto al
indice superior. Tenemos, pues, otro. ejemplo de un tensor de
valencia dos (porque depende de dos indices) que en este.caso resulta
una vez covariante y una vez contravariante (tensor bivalente mixto).

' Consideremos el tensor bivalente mixto cuyas coordenadas en
una base fija ey, ez, ..., e,5€ determinan. -por las igualdades

8":{1’ si i=],

Y10, & s
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En cualquier base nueva e}, i, . .., €, tenemos
B! = cjtipy = et = 8

Por consiguiente, las coordenadas del tensor 8 son las mismas
en todos los sistemas de coordenadas. Esto se d:be 2 que en la base
inicial e, &, ..., e, los elementos & forman la matriz unidad y,
por lo tanto, el tensor correspondlente determina la aplicacién
idéntica cuya imatriz es la misma en todas las bases.

§ 2. Definicién y propiedades elementales de un tensor

Supongamos que en toda base de un espacio vectorial R de n

dimensiones estd dado un sistemade nP*% mimeros gy "', (denota-

dos con ¢ indices superiores y con p indices inferiores. que toman
independientemente los valores 1, 2, ..., n) y supongamos que al
pasar a una base nueva con la matriz del cambio (2) estos mimeros
se transforman segun la ley

et = clich. . .clbjibp. . badide- . ©®

Diremos entonces que se tiene un tensor (p+q)-valente p veces
covariante y q veces contravariante. Los niimeros ai.%,. *'k, se deno-
minan coordenadas del tensor.

Un escalar, es decir, una magnitud que tiene el mismo valor en
todos los sistemas de coordenadas, puede ser considerado como
un tensor de vaiencia rula.

Si las coordenadas de dos tensores de la misma estructura (es
decir, que tienen igual nmero de indices covariantes y de indices
contravariantes) coinciden en una base, estd claré que coinciden en
todas las demds (y, por consiguiente, estos tensores son iguales) ya
que al pasar a una base nueva las coordenadas de ambos tensores
se transforman igualmente. Por ello, para definir un tensor de una
estructura dada es suficiente dar sus coordenadas en un sistema de
coordenadas. Esto se puede hacer sin limitacién alguna: para las
coordenadas de un tensor en una base dada se pueden tomar nime-
ros absolutamente arbitrarios. Efectivamente, supongamos que en
una basc e, €2, . . ., €, 5S¢ hantomado arbitrariamente 77+ nimeros
af,l;‘l - En otra base cualquiera las caordenadas del tensor corres-
pondlcntcs se determinan segin la férmula (9) y resta sélo demos-
trar que al pasar de una base cualguiera ey, e,, . .., €, a otra base
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cualquiera ¢}, e}, ..., e} las coordenadas del tensor oblenido se
transforman también segun la formula (9).

Demostremos esto en el caso de un tensor 4ff de valencia tres.
Supongamos que al pasar de la base e}, €, ..., e, a la base e;.
&, ..., €, setiene

€ = cf'en (10)
y que al cambiar la base &;, ¢y, ..., ¢, porlabase e’, &', ..., €,
se tiene

e’ = cley. (11)
De 1a igualdad (10) resuita

ble, = bjife, = 8e, = & (12)
y de la igualdad (11)

bhei’ = buciex = S = e (13)

Aqui [»%] es la matriz inversa de Ja matriz [c}] y [5}] es la matriz
inversa de 1a matriz [#,]. De las igualdades (11), (12), (10) y (13) se
deduce que

e’ =g, = Eible] = dle}

’ ¢ = cfe, = cfblel’ = flef'.
Por consiguiente, la matriz del cambio de la base ¢, €}, ..., €,
porlabasee), ey, ..., €, esla matriz
[4] = [eFbd]
y la inversa de ésta es la matriz
5] = [}
Tenemos :
a¥ = cbibial _ {14)
¢ a/¥ = &8 blay. - (15)
De la igualdad (14) resulta

biegear = bBiepcebrbal =
= (b3et) (2) (clpt)a = opapdlatt = ap.
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Introduciendo este valor de a}” en la igualdad (1 5), obtenemos
ayv = SBLblbcrclar =
= (chbs) (Bcl) (Blet)aPe = dif} flaPe

Inego, las formulas de transformacién de las coordenadas del tensor
al cambiar Ja base ¢}, e}, .. ., €, por la base e’, €}, ..., €' tienen
precisamente la estructura que se requiere. En el caso general la
demostracién es andloga. De aquf se deduce que, por ejemplo,
un tensor x' contravariante de una valencia puede ser considerado
como el conjunto de las coordenadas de un vector, Efectivamente,
si en una base cualquiera e, e, ..., €, tomamos el vector que
tiene las coordenadas 12, x%, ..., x”, las coordenadas de este vector

y del tensor dado coincidirdn en todas las demds bases. Igualmente,
todo tensor doblemente covariante a; puede ser interpretado
como el conjunto de los coeficientes de una forma bilineal y todo
vector bivalente mixto @ como el conjunto de los elementos de la
matriz de una aplicacidn lineal.

Si las coordenadas de un tensor no varlan al transponer dos
cualesquiera de los indices del conjunto dado de los indices i, j, ..., m
(siendo todos estos indices solamente superiores o solamente infe-
riores), se dice que el tensor es simétrico respecto a estos Indices.
Como ¢jemplo de un tensor simétrico podemos sefialar €l conjunto
de los coeficientes de una forma bilineal simétrica.

La propiedad de un tensor de ser simétrico no depende de cdmo
se escoja la base. Consideremos, por ejemplo, un tensor af de
valencia tres y supongamos que en una base ey, &, . . ., €, se tiene

af = df.
En la base e;, ¢, -. ., ¢, tendremos
at = clcjbfa,
y
aiff = cjcjbfal,.
Reemplazando aqui @}, por 4f,, encontraremos que
af = ccibta,.

Pero 1a suma no depende de cémo se denote el indice de sumacidn;
por ello, reemplazando s por ¢ y ¢ por s, resulta

&t = cjelbha, = ai.
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Un tensor se llama antisimétrico respecto a unos indices dados
iy jy oy m (solamente superiores o solamente inferiores) si sus
cooridenadis e, cambian de signo al realizar cualguier tras-
posicién de los indices dados (v conservan su valor absoluto).
La propiedad de un tensor de ser antisimétrico respecto a un grupe
dado de indices no depende de cdmo se escoja la base.

Como cjemplo de un tensor antisimétrico podemos sefialar
una forma bilineal antisimétrica cpalquiera.

§ 3. Operaciones con tensores

1. Adicidn, Supongamos que se tienen dos tensores de una misma
estructura: aiy,, %, y @k %, La suma de estos tensores se

define en cualquler sistema de coordenadas por la igualdad
dii s = il ity

Es facil ver que la suma de da.s' tensores es un tensor de la misma
estructura.
2. Multiplicacién. Sean dados dos tensores

fidg. oo .
apt, y an

de cualesquiera estructuras. El producto de estos tensores en cual-

quier base se define como el conjunto de los_ neteFstr nimeros

] r — iy .‘
S = de, ae T
Demostremos que el producto de dos tensores es también un tensor
(en nuestro caso, (p-+q+r+s)-valente, p--s veces covariante y g+r
veces contravariante). Efectivamente, en una base nueva tenemos
Qi = oo . BB . Bpapi e

«Ip

y
= m, ] L el T I A
B )™ = g bbby 6
por esto
Fz o Bg Mgmy. . m — il iy, L~
Sl e il = B G

:ci",ck, e c"b:;b}:...b',-;b;-bg-...b:x
Xyl fr = cft ... cgch ... it ...

fhty.
SUTRN Y IT T
r bkb::l' ffl‘l f;-‘h"l 5’
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La operacién de multiplicacién de tensores no es conmutativa.
Consideremos, por ejemplo, el producto de dos tensores univalentes
covariantes para n = 2. Sean ay, a3 las coordenadas de uno y by, ba
las coordenadas del otro. El producto ¢y = a;bx es un tensor do-
blemente covariante de coordenadas

en=mby, Ciz=abs, cn=abh y cn=ab

El producto de estos mismos tensores tomados en el orden con-
trario es un tensor dy = ba, doblemente covariante de coordena-
das

dn=bay, de =0, dn=0ba y doy= boas.

Este tensor difiere, en general, del primero.

Puesto que un escalar, es decir; una magnitud que tiene el
mismo valor en todos los sistemas de coordenadas, ¢s un tensor de
valencia nula, resulta que al multiplicar un tensor por un escalar
(es decir, al multiplicar por este escalar todas las coordenadas del
tensor) se obtiene un tensor de la misma estructura.

La sustraccidn de tensores de una misma estructura se reduce
a la multiplicacién del sustraendo por —1yala adicién (y se ob-
tiene, obviamente, un tensor de esta misma estructura).

3. Contraccidn de un tensor.

Esta operacian es especifica para los tensores y se define del
modo siguiente. Sea dado, por ejemplo, el tensor af,.. Tomemos
en &l dos indices cualesquiera, digamos j y p (uno arriba y el otro
abajo), escojamos entre todas las coordenadas del tensor aquellas
en las cuales estos indices coinciden y sumemos todas estas coorde-
nadas. Obtendremos

Bl = Bhtg+Toagt - - -+ Bring = biug
que es la contraccion del tensor a,, respecto a los indices j y p.

Por ejemplo, ¢l tensor aj, tiene para n = 2 ocho coordenadas
a}y, aly, Gh, @y, G, Gls, 4@, Y G5 Contrayendo este tensor respecto
a los indices i y j, obtenemos

ata, = by

o detalladamente: by = al;+a3,, ba = aly+ad;.
Contrayendo estc mismo tensor respecto a los fndices i y £,
obtenemos 4, = ¢, es decir,

C1 = ah+a%,, €= adp+ah
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Consideremos un ejemplo mas. Contrayendo el tensor af,
(para n = 2) respecto a los indices j y /, obtenémos octio valores
blom = aff,, 0 més detalladamente

bh = alhitalh, b =alh+afh,

bél = a:lli'_l"'agh b%! = “a}rl'agz;

b} = ath+aia, bl = allatalle,

by = &l +aih, b = dilatals.

Demostremos que /a contraccion de un fensor conduce de vuévo
a un tensor que tiene, en comparacion con el tensor inicial, un indice
inferior y un indice superior de menos. Realicemos, por ejemplo,
la contraccién de] tensor afl,, respecto a los indices j y p. Sea

alljq = @y En una base nueva las coordenadas del tensor inicial
son

! ! i h
g = CHCy Dl

Escogiendo las coordenadas para lascuales j = py sumdndolas
respectoa j = 1,2, ..., n, obtenemos

&gq = a;ﬂe =c,‘;c;c’qb',b’ "t
Pero cjby = & y 8348, = af}, = &%, Luego,

Uy = CLEHE,.
En el caso general la demostracién es andloga.

La operacién de contraccién puede ser aplicada a un tensor
varias veces. Por ejemplo, contrayendo el tensor %% (para » = 2)

respecto a los indices i y g y respecto 2 los indices k y p, obtenemos
el tensor &/ = aff o més detalladamente:

4 = dllt+aii+ i+,

4 = afii+ e alif+ o,

&t = alfl+ i+ + a8,

& = aii+ iR+ o+ ol .

Conrmyendo P veces un tensor p veces covariante Y.p vecescontra-
variante, obtendremos, obviamente, un escalar (invariante), es decir,
una magnitud que no depende de cédmo se escoja la base. En esto

consiste uno de los métodos para obtener invariantes numéricos.
Por ejemplo, contrayendo el tensor 4} que determina una aplicacién
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lineal of, obtenemos el invariante aj llamado traza de l1a aplicacién
(4} es la suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz
A; en el § 7 del capitulo HI hemos demostrado que esta suma es
invariante: a! es el coeficiente de A7-2 en el polinomio caracteristico
da la aplicacién o). . ]

Frecuentemente la operacién de contacciénse aplica al producto
de dos tensores tomando los indices en diferentes factores. Si el
producto de los tensores & y f se contrae respecto a los indices
7y h, diremos simplemente que los tensores o y f se contraen
respecto a lps indices j y h. Por ejemplo, contrayendo un tensor a;
que define una funcién lineal f(x)) con un vector x = (x%, x?, ...,
x"), se obtiene el escalar a;x* igual, obviamente, a f(x).

Contrayendo dos veces un tensor g —que determina una
funcién bilineal A(x, y}— con un par de vectores x = (x*, X, ...,
e y=04», ..., ) obtenemos el escalar ayx’y/ igual al
valor de la funcién .4(x, y) para los vectores dados x e y.

Contrayendo un tensor & —que determina uria aplicacién lineal
of—con un vector x = (x2, x% ..., x"), obtenemos.el tensor contra-
variante y* = ax/ que, segiin hemos visto en el§ 1 del capitulo II1,
es el vector transformado ofx (la imagen del vector x en la aplica-
cién of) dado por sus coordenadas y*.

Sean ?}'y ¥ dos terisores que determinan las aplicaciones linca-
les of y B respectivamente. Contrayéndolos respecto a los indices
J y h, obtenemos el tensor bivalente mixto dj =ajﬁ£ que détermina,
por consiguiente, una aplicacién lineal . Es facil ver que la aplica-
ci6n D esigual al producto <#% de las aplicaciones of y B (en el
sentido del § 2 del capitulo IIT). La contraccién i de estos
mismos tensores respecto a los indices iy k corresponde al producto
Bot de estas mismas aplicaciones tomadas en el orden contrario.

4. Simetrizacion y aiternacidn de un tensor.

Sea Ay, 1, un tensor cualquiera en el que s¢ han escogido unos
k indices iy, fy, . . ., ix, todos ellos solamente superiores o solamente
inferiores. El tensor

Agt...ip = Aty
e (s -’:,E-‘fﬂ e
donde la suma se extiende a todas las permutaciones posibles #,
is, . . .,ix de los indices escogidos, es, obviamente, simétrico mientras
que el tensor

AW--v-le = E (.._])lil.:.. RS | Aty 1y

o dey o0 dx)
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es antisimétrico. Las operaciones consistentes en pasar de un tensor
dado Agyi., .4 @ los tensores Ayy,...1p ¥ Apy,...iy S¢ denominan
simetrizacidn y alternacion, respectivamente.

Por ejemplo, en la pag. 169 las funciones bilineales B(x, y) y
C(x, ¥) han sido obtenidas simetrizando y alternando, respectiva-
mente, la funcién bilineal A(x, y).

§ 4. Tensores en un espacio euclideo

Supongamos ahora que R es un espacio n-dimensional euclideo,
Por supuesto, en este caso se conserva todo cuanto hemos dicho
acerca de los tensores en un espacio lineal cualquiera. Pero en el
espacio euclideo los tensores poseen algunas propiedades nuevas.

Para cualesquiera dos vectores x e y de un espacio euclideo R
estd definido el producto-escalar (x, y) que es una funcién bilineal
simétrica y que en una base dada ey, ey, . . ., €, queda representado
por la forma bilineal simétrica

(x, ¥} = gux'y¥,

donde gi = (e ex). Las magnitudes gi, tomadas en todos los
sistemas de coordenadas, forman como hemos visto en el § 1 un
tensor doblemente covariante que se denomina tensor métrico del
espacio R.

La contraccion del tensor métrico gy con un vector x = (x,
X3, i)

x = gpx* ; (16)
s un tensor univalente covariante. Los nfimeros x; también carac-
terizan al vector x, €s decir, en cierto sentido son también coorde-
nadas de éste; se pueden llamar coordenadas covariantes del vector
x a diferencia de sus coordenadas contravariantes x!. Busquemos
la interpretacién geométrica de las coordenadas covariantes.
Puesto qie

X; = guX* = (€, ex) x* = (&), exx*) = (e, %),
resulta que /as coordenadas covariantes x; son las proyecciones del
vector x sobre los vectores bdsicos. (Recordemos que las coordena-
«das contravariartes dé un vector x son los coeficientes de su desa-
rrollo )

x = xle;
respecto a la base ey, @, ..., €n).
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En una base ortonormal se tiene

it 1, si i=k,
: 0, si ik,

¥, por-consiguiente, x; = xJ, es decir, las coordenadas covariantes
y contravariantes de un vector coinciden.

La contraccién doble guxiy* del tensor méirico g con los
vectores x = (x4, »%, ..., xN ey =0% )% . ) es el producto
escalar (x, y); la contraccién doble gyocdxk del ténsor con el vector
x es el cuadrado escalar (x, x) del vector x.

El determinante |gu| de la matriz [gi] es diferente de cero.
Efectivamente, al pasar a una base nueva el rango de la matriz de
una forma bilingal, en particular, ¢l rango de la matriz [gx], no
varia. Péro en una base ortonormal [gy] es la matriz unidad y su
determinante es igual a la unidad; luego, el determinante de Ia
matriz [gx] es diferente de cero también en todas las demds bases.

Sea [g'“] la matriz inversa de la matriz [gy] en una base deter-
minada ey, ey, . . ., €, En este caso tenemos glgy; = & para todos
losi,j = 1,2, ...,n Formemos el tensor doblemente contravariante
cuyas coordenadas en la base ey, e, ..., e, son iguales a g'*; las
coordenadas de este tensor en todas las demd4s bases se determina-
rdn entonces por [a féormula (9). En toda base nueva ey, €}, ..., €,
tendremos (tomando €n consideracién el cardcter tensorizal de las
operaciones de multiplicacién y de contraccién)

g gy =8 = 4,
es decir, en todos los sistemas de coordenadas las coordenadas del
tensor g'* Jorman la matriz inversa de la matriz [gx]. El tensor g%
se denomina tensor métrico contravariante.

El paso de las coordenadas contravariantes de un vector a sus
coordenadas covariantes segin la férmula (16) puede ser denomi-
nado gperacion de descenso del indice. Para elevar el indice, es decir,
para pasar de las coordenadas covariantes de un vector a sus
coordenadas contravariantes, multipliguemos por g/ ambos miem-
bros de la igualdad (16) (sumando, claro estd, respecto a f); tendre-
mos

ghix; = gligpxk = $fxk = xI,

En un espacio euclideo 1z operacidn de descenso o de elevacién
del indice (que lleva el expresivo nombre de la operacidn malabdrica)
se puede aplicar a un tensor de cualguier estructura. Sea dade, por
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ejemplo, un tensor & de valencia tres una vez covariante y dos
veces contravariante. Su contraccién

g = oy (17

con el tensor métrico ser4 un tensor dos veces covariante y una vez
contravariante. La contraccién

Eorth = Poms (18)
sera tres veces covariante y la contraccién

8% =y (19)
serd, al contrario, un tensor tres veces contravariante. Si ambas
baseses, €3, ..., eny €, €3, ..., £, s0n ortonormales, tenemos

1, si i=kFk,

e ={o, si ixk
y las igualdades (17), (18) y (19) dan sucesivamente

@l =ay, (179

afs = Bouk» (8}

af = 9%, (19"

de donde cambiando la denotacién del indice de la sumacién obte-
nemos

dl = af =B =y

En este caso los indices covariantes y contravariantes se portan,
al pasar a una base nueva, igualmente y la ley de Ia transformacion
del tensor queda determinada exclusivamente por su valencia.

Este Gltimo resultado puede exphcame tamblén de la forma
siguiente. Siambas bases e, e, ..., &, ¥ €1, €y, . . ., €, SON Ortonor-
males, la matriz C del cambio de la primera base por la segunda
es ortogonal, es decir,

Cl=C.

Pero en este caso resulta b}, = ¢f y en la férmula (9) para la trans-
formacién, por ejemplo, del tensor off

G’U = Cibﬂbfafa
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podemos sustituir uno oambos b por ¢ o, 2l contrario, sustituir ¢
por b, Por ejemplo, sustituyendo. b, por ¢f, obtenemos

al = icﬁcﬁb{a‘“’ .

Aqui hemos tenido que emplear el signo de la suma ):1

porque ¢l indice g, respecto al cual se realiza la Sumamén, aparece
dos veces arriba. Poniendo af" = af,, encontramos la ley de Ia
transformacién de oy en la forma

“i.é = Mﬁ% = cf Cfb;“w

es decir, el tensor f, es dos veces covariante y una vez contravarian-
te. Pero sus coordenadas en ambas bases son iguales a las coorde-
nadas respectivas del tensor 4 una vez covariante y dos veces
contravariante.

Por ejemplo, hemos visto (§ 6 del capitulo VI) que al cambiar
una base ortonormal por otra la matriz de una forma bilineal (que
es un tensor dos veces covariante) y la matriz de una aplicacién
lineal (que es un tensor una vez covariante y una vez contravarian-
te) se transforman idéaticamente,



CAPITULO X

CONCEPTOS PRINCIPALES DE LA TEORIA DE GRUPOS

§ 1. Ejemplos de grupos. Definicién de un grupo

Consideremos e/ conjunto de todos los nimeros enteros. Al sumar
dos nimeros enteros obtenemos de nuevo un nimero entero, Si
uno de los sumandos es igual al niimero (entero) 0, 1a suma es igual
al segundo sumando: a+0 = g; para todo nimero entero a'existe
¢l nimero (entero) --a, llamado opuesto de a, tal que su suma con
a da 0. La operacién de adicién de niimeros es, como se sabe, con-
mutativa (@+5b = b4-a para dos nlimeros a y b cualesquiera) y
asociativa ((a+b)+c = a+(b+¢) para tres nimeros a, b y ¢
cnalesquiera). .

En el conjunto de todos los niimeros enteros, el subcenjunto de
todos los niimeros divisibles por un rimero dadp k posee estas
mismas propiedades: es cerrado respecto a la operacién de adicién
(la suma de dos nimeros cualesquiera divisibles por & es divisible
por k); contiene el 0 (el cero es divisible por un nimero cualquiera);
si g es divisible por &, también —a ¢s divisible por .

Propiedades anslogas se cumplen en e/ conjunto de todos los
niimeros racionales, en ¢l conjunto de todos los mimeros reales y en
el conjunto de todos los niimeros complejos : cada uno de estos con-
juntos es cerrado respecto a la operacién de adicién; el cero es a
la vez un nimero racional, real y complejo ; para todo.ntimero com-
plejo a existe su opuesto —a que es real, si g es real, y es racional,
si a es racional. '

En el conjunto de los nimeros complejos (y, come consecuencia,
también en el conjunto de los nimeros reales y en el conjunto de
los niimeros racionales) la operacién de adicién es conmutativa y
asociativa. Todos estos casos son ejemplos de «grupos respecto a
Ia adiciém.

Consideremos ahora el conjunto de todos los mimeros reales
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diferentes. de cero. El producto de-dos numeros asf es de nuevo un
ntmero diferente de cero; el producto de cualquier ntimero a por el
nimero I (real y dlferente de cero) es igual a a; paratodo nimero
real a (jdiferente de cerol) existe el nﬁmero inverso real a1
(también diferente de cero) tal que su producto por aes iguala 1.

Propiedades andlogas las posee ¢l conjunto de todos los nimeros
racionales diferentes de cero, el conjunto de todos los niimeros reales
positives o el conjunto.de todos los nimeros racionales positivos, asi
como el conjunto de todos los mimeros complejos diferentes de cero
o. el conjunto de todos los mimeros complejos de mddulo igual a 1.
Cada uno de estos conjuntos es cerrado respecto a la operacién de
multiplicacién, todos ellos contienen la unidad y para todo ele-
mento de estos conjuntos existe ¢| elemento inverse que pertenece
al mismo conjunto. La muluphcamén de ‘los ntmeros complejos
(v, por oons:gul.entc también de los nimeros reales y racionales) es
conmutativa (ab = ba para todoslos a y b) y asociativa ((ab)c = a(bc)
para todos los a, b y ¢).

Todos estos casos son ejemplos de «grupos respecio a la multl-
plicacidm. Podemos indicar un ejemplo menos esperado : forman un
grupo respecto a la multiplicacién, por ejemplo, los nGimeros 1
y —1. Dicho sea de paso, el conjunto formado solamente por e}
ntimero 1 (o por el nimero 0) también constituye un grupo respecto
a la multiplicacién (a la adicion, respectwnmeme)

Es obvio que los ntimeros complejos 1, i, —1 y ~i también
forman un grupo respecto a la muhphwmén

Pero, ademés de los niimeros, s¢ pueden sumar también los
vectores de un espacio lineal R y esta operacién de adicién verifica
las mismas leyes que la adicién de los niimeros: es conmutativa y
asociativa, en R existe €l elemento O tal que x+0 = x para todo
x € Ry cualquiera que sea el vector x € R existe el vector opuesto
—x tal que x+(—x) = 0.

También se pueden sumar las matrices de una misma estructura,
es decir, las {mXn]-matrices. Esta operacion de adicion es asocia-
tiva y conmutativa, existe la matriz nula que es la matriz formada
por ceros solamente y para toda matriz [ay] existe la matriz
opuesta [—au] tal que [au]+[—au] es la matriz nula. Si se con-
sideran solamente las matrices de elementos enteros ay, la suma
serd una matriz del mismo tipo, los elementos de la matriz nula
serin nmeros enteros y para.toda matriz de elementos enteros la
opuesta serd también una matriz de elementos enteros, Todos estos
casos son ejemplos de grapos respecto a la adicidn,
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Por otro lado, ademés de los niimeros, s¢ pueden multiplicar,
por ejemiplo, las matrices cuadradis no degeneradas de un mismo
orden n con elementos reales (solamente racionales o, al contrario,
solamente complejos). El producto de dos matrices asf serd también
una matriz no degenerada (teorerna 3 del capitulo IIT) de elementos
tedles (racionales o complejos, respectivamente); la matriz unidad
es no degenerada y para toda matriz no degenerada existe la matriz
inversa (también no degenerada y tarmbién de ¢lementos reales,
racionales o complejos, respectivamente). El producto de matrices
es ‘asociativo pero no es conmutative, El conjunto de todas las
matrices no degeneradas de orden # de elementos reales (racionales
o complejos) ofrece un ejemplo de un grupe no conmutative
réspecto a la multiplicacion,

Demos ahord la definicién general de un grupo.

Deﬁnicién 1. Se llama grupe a un conjunto G de elementos

. para los que estd definida una operacidn aigebraica { denomi-
nada comumnente multiplicacidn o adicién) que a todo par ordenado
de elementos a, b de G pone en correspondencia un tercer elemento
¢ = aob con la particularidad de que se cumplen las condiciones
siguientes: )

1. Esta operacion es asociativa: para cualesquiera tres elementos
a,bycdeG se tiene

(aob)oc = aolboc);

2. En G existe el elemento «neutron e tal que

aoce =ecqg=4da
pard todo a de G;

3. Para todo elemento a de G existe el elemento «inverson a1
tal que

asa~l=glog =e.

El grupo se llama conmutativo o abeliano si se cumple ademds;

la ley conmutativa:
4, Para cualesquiera dos e!ememas a b€ G setiene

aob = boa.

E!gmpo se Hama finito 5i consta de un mimero finito de elementos.
El niimero de elementos de un grupo finito se denoming orden dei
mismo. Todo grupo que no sea finito se liama infinito. :
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En el caso en ¢l que la «operacion de grupo» aob se denomina
adiciény se indica porel signo +, el grupo G se llama grupo respecto
a la adicidn o grupe aditive. En este caso el «elemento neutro» e se
indica frecuentemeute con el simbolo O y se llama cero, mientras
que el elemento inverso de a se designa por ~a y se denomina
opuesto de a. En el caso -en el que la «operacién de grupo» se
denomine multiplicacion, en lugar de ao b se escribe ab, el grupo se
llama grupo respecto a la multiplicacion o grupo multiplicativo y el
elemento: neutro e se denota a veces simplemente por 1 y se deno-
mina unidad.

Baséndose en 1a ley asociativa, se puede definir el producto (la
suma)de tres o de un niimero mayor de elementos del grupo. Puesto
que {ab)c = a(bc), tiene sentido hablar simplemente del producto
abe de tres elementos toméndolo, por definicidn, igual a (ab)e =
= a(be). Igual que en el caso de los espacios lineales, se puede
demostrar que el elemento unidad (el elemento rulo) de un grupo es
thnico y que el elemento inverso (opuesto) de un elemento dado es
tnico.

Es fécil ver que en todo grupo (digamos, multiplicativo) tienen
solucidn imica las ecuaciones

ax =5

{cuya solucion es, obviamente, x = a~'b) y
ya=bh

(para la que se tiene y = ba™?%),

§ 2. Grupos de transformaciones

Una clase importante de grupos forman los grupos de trans-
Jformaciones.Sea M un conjunto cualquiera. Sellama transformacion
del conjunto M g toda aplicacion biyectiva P de este conjunto sobre si
rnismo. Esto significa que para todo elemento x de M estd definida
univocamente su imagen Px = x'€M y que, ademéds, todo
elemento x’ de Mesla imagen de un elemento dnico x denominado
imagen reciproca de x’.
Lamultiplicacién de las transformaciones consiste en la realizacion
consecutiva de las mismas, es decir, se toma por definicidn que

(PQ) x = P(Qx).

L
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La muitiplicacidn de las transformaciones es una operacidn asociativa
—esto se puede demostrar igual que en el caso de las aplicaciones
lineales (§ 2 del capitulo II)— pero no es, en general, una operacidn
conmutativa (la propia multiplicacién de las aplicaciones lineales
es ya no conmutativa). El papel de la unidad lo desempefia en este
caso la transformacidn idéntica E que a todo elemento x de M le
pone en correéspondencia este mismo elemento. Para toda transfor-
macién P del conjunto M existe /a trangformacidn inversa P~ que
a todo elemento x’ de M pone en correspondencia su imagen
reciproca x (nica por hipétesis); es obvio que

PPl =piP=E

Si el conjunto M es finito y consta de n elementos, todas las
aplicaciones biyectivas posibles de este conjunto sobre si. mismo se
denominan sustituciones, el grupo de transformaciones correspon-
diente se indica por S, y se denomina grupo de sustituciones de n
elementos o grupo simétrico de orden n.

Consideremos mds detalladamente el grupo simétrico de orden
tres Ss, es decir, el grupo formado por todas las aplicaciones
biyectivas del conjunto compuesto de tres elementos a, b y ¢ sobre
si mismo. Con tres elementos se puede formar un total de seis
permutaciones diferentes

abe, ach, bac, bea, cab y cba;

luego, el nimero de distintas sustituciones de este conjunto es
también igual a seis. Resulta cémodo indicarlas por

Py = (a b c)’ P ___(: b c)’ P =C b c)‘
a b ¢ c b b a
a b ¢ a b ¢ a b ¢
= ’ Ps = » P = ’
‘(bac)a(bca).(cab)

donde, por ejemplo, (: R c) es aquella aplicacién del conjunto
c a

a, by ¢ sobre si mismo para la qie a -~ b(a s¢ transforma en b),

b - ¢ y ¢ - a.-No se consideran distintas las sustituciones que

difieren sélo en ¢l orden de secuencia de las columnas como Son,

por ejemplo,

(ba' (abc)
cb:)ybca.
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La multiplicacién de las sustituciones consiste en la realizacién
sucesiva de las mismas; por ello se tiene, por ejemplo ,

PP_.(abc)(abo) (czlbt:)"l,,3

si2 = = =3

¢c a bl\a c b e b a

ya que enel primer factor a —+ g, en el segundo a ~ ¢y, por con-

siguiente, en el producto a — ¢, etc. En esta multiplicacién la
unidad es la sustitucion idéntica

1 i (a b c)
) =
a b ¢
y para toda sustitucidn existe la inversa

Pil= P PPl =Py, P =P, P5l =P, y Pl =P,

Para obtener la sustitucién inversa de una dada basta cambiar
entre si sus filas

(abc"_(bc _(abc)
b oe a)- abc ¢ a bl

El grupo Sz puede ser representado por la siguiente tabla de
multiplicacién

. Py | Py Py Py - Py Py
P} oAy Py Py Py Py Py
Ps| P i Py | Ps | Pe | Pu | P
Poj Py | P | Py | P | P | Py
Py} P | Pg | P | Py | Ps | Py
Pel Ps | Po | Po | Py | Po | Py
Py } Py ’ £ Py Py Py Py

donde en la columna de la izquicrda aparecen los scgundos factores
P, en la fila superior aparecen los primeros factores Py y en el
cruce de las filas y de las columnas correspondientes figuran los
productos PP, de estos factores. Estas tablas se llaman rablas de
Cayley. Esfacil ver que cada uno de los elementos aparece s6lo una
vez en toda fila y en toda columna de la tabla de Cayley (va que
multiplicapdo a la izquierda por P;! 1z igualdad PP, = PPy se

obtiene Py = P y de la igualdad P}ﬂ = P, Prresulta que P; = Py).
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(A

A Fig. 28

El grupo S ne es conmutativo, ya que, por ejemplo,

PPs=Py y PsPi=P
(la tabla de Cayley de este grupo no es simétrica respecto a la
diagonal prmclpal

Otro ejemplo importante de un grupo de transformaciones es
el grupo de las rotaciones de un poligono. regular de n lados. Sea
AyAs. . . A, un poligono regular y sea O su centro. Consideremos el
conjunto de todas las rotaciones. posibles del plano alrededor del
punto O que hacen coincidir este poligono con si mismo. Es obvio
que existen 7 rotaciones de este tipo:

do, 1a rotacién de 4ngulo 0 {la transformacién idéntica),

ay, la rotacién de dngulo -n— s

@, la rotacién de dngulo % .2,

dn-1, 12 rotacidn de dngulo E (n—1).

La mult.lphcaclén de las rotaciones consiste en la realizacién
suoesm de las mismas: ;
8401 = Gpqt
aceptindose, claro esté que a,. =gagy. que Gn 4k =g La rotac:én
a, es el elemento unidad del grupo y ag* = 8,
Considéremos un ejemplo més:.el grupo de superposiciones o
el grupo. simétrice de un rombo. Sea ABCD- un rombo (fig. 28).
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Consideremos las siguientes transformaclones que Sobreponen este
rombo sobre s{ mismo:. -

By, 1a transformacidn idéntica; -

ba, la simetria respecto a la'diagonial AC T
"by, 1a’simetria respecto.a la diagonal BD;

by, 1a simetria Tespecto 4l ¢entro 0.

El producto de dos cualesquiera de-estas transformaciones es de
nuevo una de ellas. Estas transformaciones forman un grupo con
la siguiente tabla de Cayley

-y by by by
by P by | b2 | by | ba
by § by [ by | bu | by

| by b by | by | by | by
by | be | bs | B2 | B

§ 3. Subgrupo

Definicién 2. Se llama subgrapo de un grupo G a un conjunto
G de elementos del grupo G que constituye él mismo ungrupo.respecto
a la operacion definida en el grupo G.

Asi, €] grupo aditivo de los nimeros reales contiene el subgrupo
de los niirneros enteros y éste contiéne los subgrupos de los ntimeros
miltiplos de k cualguiera que sea . El prop:o grupo de los nlimeros
reales ¢s un subgrupo del grupo de los mimieros complejos.

El grupo mulnphcatwo de los nimeros complejos diferentes de
cero contiene el subgrupo de los mimeros reales y éste contiene el
subgrupo de los niimeros racionales y el subgrupo de los niimeros
reales positivos.

Varios subgrupos interesantes contlene ¢l grupo multiplicativo
de las matrices no degeneradas de orden n (grupo lineal completo)
formadas, por ejemplo, por elementos realés. Seflalemos, en particu-
lar, el subgrupo de las matrices ortogonales y el subgrupo de las
matrices unimodulares (es decir, de matrices de determinante igual a
1). También son subgrupos del grupo lineal completo el grupo de
las matrices de determinante igual a k1, el grupo de las matrices
de determinante positivo, el grupo de las matrices diagonales, el
grupo de las matrices escalares (es decir, de matrices de tipo ¢E,
donde ¢ es un numero cualquiera y E es la matriz unidad), el grupo
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de las matrices triangulares (es decir, de Jas matrices en las que son
iguales a cero todos los elementos que aparecen por encima (por
debajo) de la diagonal principal), etc.

Para comprobar que un subconjunto G, de un grupo G es
un subgrupo de este Gltimo es necesario comprobar que el pro-
ducto (la suma) de dos cu&lesquiem elementos de Gy pertenece a
G, ¥ que si a€ G, también a 1€ Gy Pero esto resulta también
suficiente, ya que la ley asociativa se cumplird para los elementos de
G por ser vilida en todo el grupo G y el elemento e perteneceré a
G, por ser igual al producto aa~* (o0 a la suma a+(—a)). Esté claro
que un subgrupo de un grupo conmutativo serd siempre commutativo.

Es fécil concebir que la interseccidn de dos subgrupos de un
grupo G es un subgrupo de G.

Asi, en el grupo aditivo de los nimeros enteros la interseccién
del subgrupo de los nlimeros miltiplos de tres y del subgrupo de los
nimeros miltiplos de dos es el subgrupo de los niimeros miitiplos
de seis.

Todo grupo tiene el subgrupo formado solarnente por la unidad
(el cero) y todo grupo es subgrupo de si mismo. (Estos subgrupos
se denominan impropios.)

§ 4. Isomorfismoe de grupos

El grupo simétrico de tercer orden 83 tiene tres subgrupos de
segundo-orden: {Py, Pa}, {P1, Ps} y {Py, Pa} con las tablas de Cayley

P | Py Py | Py | e | A
Py Py Py || P Py Py || P Py Py
Pl P | P || P | Py | P B} R P

que considerados independientemente del grupo S; difieren uno
del otro sélo en la designacién de los elementos.

El grupo simétrico Sy tiene un subgrupo A de tercér orden
{P1, Py, Py} con la tabla de Cayley
o 'P’ ?‘ "P..
Py Py Py | Py _.
Py | Py | Py P,
Py | Pe P | P
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Comparémoslo con el grupo de rotaciones de un tridngulo regular

dy " Op ag
a 4y a as
dy 1 81 | Oy a |-
ay as gy | &y

Estos grupos también difieren sélo en la denotacién de los
elementos. Se dice que estos grupos son isomorfos. ’
- Definicién 3. Dos grupos G, y Ga sé Haman isomorfos si entre sus
elementos se puedé establecer una correspondencia biyectiva que
conserve la operacion de gripo, es detir, en la que para

x, }1€G1 y Xa, 1€ Gy

Y
X1+ Y1, Xz =¥z,

se tenga
X10 )+ X220 Va.

Se puede demostrar que fodos los grupos de orden dos (ast como
todos los grupos de orden tres) son isomiorfos entre si. Pero para el
caso de orden cuatro existén ya dos grupos no isomorfos: el grupo
de rotaciones del cuadrado y el grupe simétrico del rombo.

" ‘Todo grupo isomorfo al grupo de rotaciones de un poligono
regular de niados se llama grapo ciclio de orden n; este grupo estd
compuesto por las potencias de uno de sus elementos: e, 4, @% ...,
a3, Todp grupo ‘isomorfo al grupo aditivo de los mimeros enteros
se llama grupo clclico infinito; este grupo también resulta generado
por uno de sus elementos

2=14+1, 3=1+1+1,c¢tc.

Observemos que las operaciones de grupos isomorfos pueden
estar indicadas de distinta forma. Asi, el grupo multiplicativo de
los nimeros positivos es isomorfo al grupe aditivo de los niimeros
reales. La correspondencia isomorfa entre estos grupos es la
aplicacién

a« Ina.
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§ 5. Grupos de transformaciones de un plano

Consideremos ahora algunos grupos de transformaciones de un
plano (euclideo).

1. Movimientos.

Definicién 4. Se llama movimiento a toda transformacién (de un
conjunto de puntos) de un espacio euclideo (de un plano, en particu-
lar) que conserva la distancia entre los puntos: si el punto A se
transforma en A' (en este caso escribiremos A - 4) y B - B,
la longitud del segmento A'B’ es igual a lalongitud del segmento AB.

Estas transformaciones constituyen un grupo: si dos transfor-
maciones no. alteran las distancias entre los puntos; el producto de
éstas posce la misma-propiedad; la transformacién idéntica que
no varia la posicién de ninguno de los puntos es un movimiento
¥ la transformacién inversa de un movimiento es, por supuesto,
un movimiento.

En el grupo de los movimientos se destaca el subgrupo de /as
traslaciones paralelas que se define como sigue. Sea dado un vector
a; se llama trasiacidn paralela de vector a a la transformacién T,
que a tode punto 4 del plano le pone en correspondencia el punto
A’ tal que el vector A4’ es igual a 4. Esta transformacién es un
movimiento: si 4 « A’y B B, se tiene A4’ =ay BB = a;
luego, el cuadrilitero 44'B'B. es un paralelogramo y, por consi-
guiente, A'B' = AB (fig.29). El producto T,T} de dos traslaciones
paralelasde vectores a y b es la traslaci6n paralela T,.5 (de vector
a+b) y la transformacién inversa de la traslacién paralela T, es Ia
traslacién paralela T'., (de vector —g). = =

Por consiguiente,. fodas las traslaciones paralelas T de un plano
Jorman un grupe que es un subgrupo del grupo de los movimientos.
De lo expuesto se deduce que este grupo es isomorfo al grupo
(respecto a la adicién) de los vectores dé un plano. Sien la traslacién
paralela de vector a = (ay, as) ¢l punto A(x, y)se transforma en el
punto 4'(x", y'), resulta que.¢l vector 44’ = a, es decir, que (x"—x,
¥ =) = (&, a3} y, por consiguiente, - #

X—x=a, y-y=a,
es decir, )

x' = X+ay,

Y =yt
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8 a 8’
A a A Fig. 29

Consideremos, por otro lado, tedos los movimientos posibles de
un plano que conservan la posicidn de un punto determinado O; es
obvio que también constituyen un subgrupo del grupo de los movi-
mientos del plano.

Sea H un movimiento cuzlquiera de punto fijo O. Indiquemos
por @b la correspondiente aplicacién del espacio vectorial, es decir,

la aplicacién en Ia que ¢l vector OA se transforma en ¢l vector
0A’, donde A’ es la imagen del punto A4 en la transformacién H.
Demostremos que 4 es una aplicacién lineal,

1. Supongamos que 4 — 4’ y B - B'; supongamos, ademds,
que :

OC = OA+OB
y que C —+ C’ (fig. 30, a). Tenemos B'C’ = BC (por ser H un
movimiento), BC = 0A (porque OBCA es un paralelogramo) y
OA = OA' (porque H es un movimiento). Luego, B'C’' = 0A".
Anélogamente resulita

A'C' = AC = OB = OF'

y, por consiguiente, A’C’ = OB’. De aqui sc deduce que el cua-
drildtero O A’C’'B’ es un paralelogramo y, por ello,

OC’ = OA4'+OB',
¢s decir, si
OA--04' y OB - OF,
resulta que
0A+OB - OA'+0B'.
2. Supongamos que 4 — A’y B — B, donde
OB =a0A
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7]

a)
Fig. 30

(fig. 30, b). Puesto que los puntos O, A y B son colineales, de las
igualadades :

OA'=04, OB =0B y A'B = AB
resulta entonces que los puntos 0, A’ y B’ son también colineales
y estédn situados en ¢l mismo orden que los puntos 0, 4 y B; como,
ademis,

OB = 0B = |«|-04 = |a}.04,
tenemos

OF =a04'.

Es decir,

i 04 - OA4', resulta que a0A -~ aOA'.

La aplicacién lineal 7 no altera las longitudes de los vectores y,
por consiguiente, es una aplicacién ortogonal, es decir, o bien una
rotacidn alrededor del punto O o bien una simetria respecto a un eje
que pasa por el punto O (§ 3 del capitulo V). La transformacién
(puntual) A tiene este mismo cardcter y también puede ser denomi-
nada ortogonal.

Sea ahord Q un movimiento cualguiera. Toriemos en ¢l plano
un sistema cartesiano rectangular de coordenadas; sea O su origen
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y sea 0" la imagen del punto © en la transformacién Q. El producto
H =Tgo QY del movimiento @ por la traslacién paralela Toro serd

un movimiento de punto fijo O. Por consiguiente, H es una trans-
formacién ortogonal, es decir, o bien una rotacién alrededor del
punto O o bien una simétria respecto a una recta que pasa por el
punto 0. Pero en este caso tenemos

Q =Too H.

Hemos demostrado que tedo movimiento puede ser representado
como el producto de una transformacion ortogonal (es decir, de una
rotacion alrededor de un punto o de una simetria axial} y de una
traslacion paralela®,

2. Transformaciones de semejanza.

Definicién 5. Se llama transformacibn de semejanza de un coefi-
ciente dado k > 0 a la transformacidn de un espacio euclideo, en
particular de wi plano, en la que las longitudes de todos los segmentos
se multiplican por un mismo nimero k:si A — A'y B - B', se tiene
A'B' =k AB. :

Todas las transformaciones de semejanza de un plano constituyen,
obviamente, un grupo que contiene como subgrupo al grupo de los
movimientos.

Una transformacion de semejanza que en un sistema determinado
de coordenadas tiene la forma A(x, y) — A'(x', y"), donde

x =kx, y=ky (ks#0), (1}

se denomina homotecia de centro en el origen de este sistema y de
razén k. Toda transformacién de semejanza R con el punto fijo O
determina en el espacio vectorial correspondiente una aplicacién
lineal (esto se comprueba igual que en ¢l caso de los movimientos).
Supongamos que en la transformacién de semejanza R (de punto
fijo O) las longitndes de todos los segmentos se multiplican por k.
Tomemos un sistema de coordenadas de origen en el punto O
e indiquemos por K la transformacion (1). En estas condiciones la
transformacién H = K-'Rnoaltera las longitudes de los segmentos

1 Recordamos que el producto de estas transformaciones se lee de derecha
a jzquierda, es decir, primero se realiza la transformacion Q y después la trasla-
cién paralela Too de vector 0'0.

* Se puede demosirar que el producto de una rotacion ¥ de una traslacidn
paralela es una rotacién alrededor de un punto nuevo.
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¥y, por consiguiente, es una transformacién ortogonal, es decir, una
Totacién o una simetria. Pero entonces R = KH; luego, una trans-
formaci6n de semejanza de punto fijo O (transformac:én de seme-
Jjanza con ceniro) es el producto de una transformacién ortogonal
y de una homotecia de centro en el punto O.

Sea ahora U una transformacion de semejanza cualquiera que
transforma el origen de coordenadas O en el punto @', El producto
Torp U serd entonces una transformacién de semejanza de punto
fijo O, es decir, ser4 el producto de una transformaci6n ortogonal
y de una homotecia:

ToroU = KH,
de donde resulta

U = TooKH.

Hemos demostrado que toda transformacion de semejanza es
o bien el producto de una rotacidn alrededor de un punto, de una
homotecia y de una traslacion paralela o bien el producto de una sime-

tria axial, de una homotecia y de una traslacidn paraiela. En forma
coordenada

x' = k cos ¢-x—k sen @-y+ay,
¥ =kseng.-x+kcosp-y+a
0, en un sistema nuevo de coordenadas,
x' = kx+4ay,
Y ==ky+as.

3. Transfermaciones afines.

Supongamos que en un plano afin se ha escogido un sistema de
coordenadas. Consideremos la transformacién de este plano en la *
que el punto A(x, y) se transforma en un punto A'(x’, ¥') tal que

x" = anx+ ajsy+a1,

Y = aux+any+a,, 2)
donde
Bise fn @12 = 0.
Gz

Esta transformacién se denomina. 4fin.
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De la condicién § > 0 se-deduce que (2) és una transformacién
biyectiva y que, ademis, la-transformacicén inversa.

e AyeX’— Gys)' — Gilyn + Bathys
S e e

= A X'+ 4,9+ 8y — &y
4

y t—]
de determinante
..".52 _ G
[} Qs =2 i
L L & | —an au L
4] [
€5 también afin.

S$i, ademés de la transformacién (2), se tiene otra transformacién
afin

X" = byx'+buay +by,

¥ = bux'+buy'+bs
de determinante
by b
bn bam|
el producto de estas transformaciones

X' = (ban+ breon )x+ (brudya+biates)y (b8 + bisae -+ b1 ),

¥’ = (bnon+bnan)x+(buGia+baedss)y +(baadr+beats + ba}
también serd una transformacién afin de determinante

ot o |Pudut-buan butiatbueds
baian + boads  buia-+baada

igual al producto 83’ (que, por consiguiente, también seréd diferen-
te de cero).

Hemos obtenido de nueve un grupo, ¢f grupo de las transforma-
ciones afines de un plano. Es facil ver que la transformacién afin (2)
es el producto de la transformacién (afin de centro)

% = aux+any, 3)
J = anx-+agsy

¥ = # 0,
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(ala que le corresponde en el espacio vectorial una aplicacién lineal
no degenerada) y de Ia traslacién paralela T

x =%+ a1,

YV =j+a

Puesto que (§ 4 del capitulo V) toda aplicacién lineal no degene-
rada es el preducto de una aplicacién autoconjugada € (es decir,
de una dilatacién a lo largo de dos direcciones reciprocamente orto-
gonales) y de una aplicacién ortogonal 4 (es decir, de una rotacién

o de una simetria), podemos decir que toda transformacion afin A
es de la forma

A=THC =0C

(donde @ = TH es un movimiento), es decir, es el producto de una
dilatacién a lo largo de dos ejes reciprocamente ortogonales y de un
movimiento.

§ 6. Descomposicién de un grupo por un subgrupo

Coensideremos primero el ejemplo siguiente. Sea G el grupo aditivo
de los niimeros enteros y sea A su subgrupo formado por los riimeros
miitiplos de k. Descompongamos el grupo G en.clases refiriendo
a una misma clase los niimeros que divididos por & dan ¢l mismo
resto. Luego, para que dos niimeros x e y pertenézcan a una misma
clase es necesario y suficiente que la diferencia de estos ntimeros sea
divisible por k, es decir, que pertenezca a A:

x—y = kn¢ A, de donde x = y+asiendo a€ A.

Es obvio que de esta forma obtendremos k clases incluyendo el
propio subgrupo. 4.

Esta descomposicién del grupo de los nimeros enteros por el
subgrupe de los nlimeros multiplos dé k se puede representar para
k = 5 mediante ¢l siguiente esquerna

A ey =20, =15, —10,—5, 0, 5, 10, 15, 20, ...
A+1( ..., 19, ~14, —9,-4, 1, 6, i1, 16, 21, ...
A33| ..., =18, =13, —8,-3, 2,7, 12,17, 22, ...
AT e =17, 10 =%,=2, 3,8, 19,118,723, ...
A+4] ..., ~16, =11, —6,—1,4, 9, 14, 19, 24, ...
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_ Introduzcamos la operacidn de adicidn en el conjunto de estds
clases. Sean dadas dos clases B y C. Tomemos en cada una de estas
clases un elemento (un representante), digamos b€B y c€C,
sumémoslos y lamemos suma B+ C de estas clases a la clase que
contiene la suma b+ c. Bs importante, por supuesto, quelaclaseala
que pertenece la suma b4-¢ no dependa de cémo se escojan los
representantes b y ¢ en las clases B'y C. Comprobemos que esto es
asi:: Si b’ también pertenece'a By ¢’ € C, se tiene

b—b =knm y c—c =kn
y por ello
(b+e)—(d' +¢') = km+ny)

es divisible por k, es decir, las sumas b+ ¢ y '-+¢' pertenecen a una
misma clase.

Por lo tanto, la operacién de.adicién de clases que hemos definido
no depende de la eleccion de los representantes en las mismas. La
adicion de clases es asociativa y conmutativa porque estas propieda-
des se verifican para la adicién en el propio grupo G. La clase
coincidente con el subgrupo .4 desempeiia el papel del cero, ya
que podemos tomar al cero como representante de la clase 4 y siem-
pre sé tiene g4-0 = g, donde g € G. Finalmente, para toda clase B
existe la clase opuesta: si b€ B, la clase que contiene a —b serd
la opuesta.de B, ya que

bi(—b)=0¢€ A

El grupo (de clases) que hemos obtenido se ilama grupo cociente
del grupo de los vaimeros enteros respecto al subgrupo de los nimeros
muiltiplos de k. Es, obviamente, un grupo cfclico de orden £.

Apliquemos ahora una idea andloga en el caso general. Sea G
un grupo arbitrario, esta vez multiplicativo, y sea 4 uno de sus
subgrupos. Indiquemos por x4 el conjunto de todos los elementos
de tipo xa, donde a € A; este conjunto x4 se denomina clase conti-
gua por la izquierda del grupo G respecto al subgrupo A.

Diremos que fodo elemento y perteneciente a la clase xA es
équivalente a x (escribiremos x ~ y). Sefialemos las propiedades
siguientes de este concepto: '

1. Todo elemento x es equivalente a si mismo (x ~ Xx), ya que
x = xe € xA. :

2. Siy ~x, también x ~ p. Efectivamente, si y ~ x, es decir, si
y€ xA, se tiene y = xa, donde a€ 4; luego x = ya™ € yA, es
decir, x ~ y.
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3. 8ix~yey~z también x ~ z. Por hipbtesis, x ~ y, es
decir, x = yay e y ~ z, es decir, y = za,, donde ay, ap € 4. Pero
en este caso se tiene x = za4 € 24 y, por consiguiente, x ~ z.

4. 8i los elementos x.e y son eguivalentes, sus clases contiguas xA
e yA coinciden, Efectivamente, sea.x’ € xA,es decir,x’ ~ x. Puesto
que x ~ y, resulta que x’ ~ y, es decir, x' € y4. Andlogamente
todo elemento y' de la clase yA pertenece también a x4 y, por con-
siguiente, x4 = yAd.” '

3. 8% los elementos x e y no son equivalentes, las clases xA e yA no
tienen elementos comunes. Efectivamente, si z € x4 N y4, resulta
quez ~ Xy z ~ y; luego, x ~ y.

Todo ¢l grupo G resulta, pues, partido en clases contiguas por la
izquierda (sin elementos comunes) respecto al subgrupo A siendo
el propio subgriapo 4 una de estas clases. Si G es un grupo finito,
todas las clases contiguas contienen un mismo niimero de elemen-
tos (los elementos de la clase contigua x4 corresponden biyectiva-
mente a los elementos del subgrupo A, porque si xa, es igial a xa,
resulta que g, es igual a ;). De aqui se deduce €l siguiente teorema
mmportante. )

Teorema de Lagrange. El orden de un subgrupo de un grupo
firito es divisor del orden de este grupo. : L
" Démostracién. Sea G un grupo. finito de orden n y sea A4 su
subgrupo dé ‘orden k. Realicemos la descomposicion del grupo
G en las clases contiguas por la izquierda respecto al subgrupo A.
Sea j el nfimero de las clases obtenidas; puesto que todas las clases
constan de k elementos, resulta que el niimero total de elementos
del grupo es ?

n==k

¥, por consiguiente, n es divisible por k. El nliimero j se llama indice
del subgrupo A en el grupo G.. _

Todo elemento g de un grupo G genera en éste un subgrupo
clclico {g} formado por todas las potencias de este elémento. El
orden del subgrupo {g} se dénomina orden del elemento g en el
grupo G.. Debido al teorema de Lagrange resulta qize el orden de
todo elemento de un grupo finito es divisor del orden del grupo. .

Todo grupe finito cuyo orden. es wi mirmero primo es ciclico, ya
que el subgrupo ciclico genérado por cualquiera de sus elementos
(a excepcidn de e).debe coincidir con todo. el grupo. -

- Andlogamente a la des¢omposicidn por la izquierda puede ser
construida la descomposicién por la derecha del grupo G respecto
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al subgrupo A (en clases 4x). En el caso conmutativo ambas des-
composiciones coinciden (es, declr, constan de’las mismas clases).

En un grupo no conmutativo las. descomposiciones por la iz-
quierda y por la derecha pueden resultar distintas. Consideremos,
por cjemplo, la descomposicién del grupo simétrico Ss respecto a su
subgrupo B = {P;, P3}. La descomposncrén por la izquierda estd
formada por las clases -

B,PiB = P,B = {Py, P}, PiB = P';B {}’3, Py}
y la descomposici6n por la derecha consta de las clases
B BP‘ = BP4 = {P.q. .Po} B.P5 = BPa = {Pa, Ps}

Al mismo tiempo, coinciden las descomposiciones por la iz-
qumrda v por la derecha de este grupo respecto a su subgrupo de
tercer orden 4 = (P, Ps, Pg}: cada una de estas descomposiciones
estd formada por dos clases

A ={P1,P5,Ps} G f B*{PZ,P&P!}-

§ 7. Divisor normal

Generalicemos.ahora la idea que nos ha conducido en el § 6 al
concepto de grupo de clases (grupo cociente del grupo aditivo de los
niimeros enteros). Sea 4 un subgrupo de un grupo cualquiera G.
Formemos todas las clases contiguas por la izquierda del grupo G
respecto al subgrupo A e intentemos de definir la operacién de
multiplicacién de estas clases de la forma siguiente: dadas dos
clases By C, tomemos en cada una de ellas un representante b ¢ B
y ¢ € C, multipliguemos estos representantes y definamos el pro-
ducto BC como la clase a la que pertenece be. Es preciso comprobar
solamente si esta definicion del producto de clases no depende de como
se escojan los representantes de las mismas. Sea, pues, b’ ~ b y
¢’ ~ ¢; yserd equivalente el producto b'¢’ a be? Tenemos. por
hipétesis, b’ = bayy ¢’ = cay, de donde resulta que b'c” = baca,.
Si el grupo G es conmutativo, se tiene

ac = cay (4)

y b'c’ = be(aan), es decir, b'c’ ~ be.

En un grupo no conmutativo la igualdad (4), en general, no
tiene lugar. Sin embargo, para nuestros fines es suficiente que se
cumpla la siguiente condicién méas débil que la de conmutatividad :
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es suficiente que el producto ac pueda ser representado en la forma
cas, donde ay es un elemento del subgrupo A diferente, en general,
de a,. Si esto es asi, tenemos b'c’ = be(asas) y b'c’ es-equivalente a
bce; Tuego el producto de clases no depende de ¢dmo se escojan los
representantes de las mismas.

Por esto, aceptaremos ahora que el subgrupo A satisface a la
condicién siguiente: para todo elemento a€ A y un clemento
cualquiera g € G existe un elemento & ¢ 4 tal que ag = g4. Esto
significa que para todo a € 4 y cualquier g € G ¢l producto
g 'ag = @ € A. Indicando por g~14g el conjunto de todos los
elementos de tipo g~*ag, donde 4 € A, introduciremos ¢l concepto
siguiente.

Definicién 6. Un subgrupo A de un grupo G se llama subgrupo
invariante o divisor normal de éste si

§714g S A

para todo elemento g € G.

Teorema 1. La interseccion de dos divisores normales de un
grupo G es también un divisor normal de G.

Demostracién. Sean 4; y Az dosdivisores normales del grupo
G ysea A =41 (1 As. Sabemos que A4 es un subgrupo de G (§ 3).
Ahora bien, puesto que 4 S A4, y 4 € Ay, resulta que para
cualquier elemento g € G se tiene

gAg S g Ag S A
y

glAg S g Mg s 4
y, por consiguiente,

gTlAg S AN Ar = A,

es decir, A es un divisor normal.

Teorema 2. Para que un subgrupo A de 1n grupo G sea un divisor
normal de éste es necesario y suficiente que para todo elememto
g € G se cumpla la igualdad

gidg = A. ©)

Demostracién. La suficiencia de la condicidn (5) resulta de la
definicién 6, Para demostrar la necesidad, supongamos que A es un
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divisor normal del grupo G; para todo elemento g € G se tiene
entonces 2 ]

gl4gc 4
¥y, por consiguiente,

gAg = (g g e A

Por otro lado, tenemos

A =ede = (g7g) A(g™g) =g g dg™ g S 87" 48,
es decir, A © g~1Agy, por consiguiente, g7Ag = 4.

Teorema 3. Para que un subgrupe A sea un divisor normal de un
grupo G es necesario ¥ suficiente que coincidan las clases configuas

por la izquierda y por la derecha del grupo G respecto al subgrupo A.
Demostracién. De la igualdad

g ldg =4
resulta que
Ag = g4,

es decir, para todo g € G coinciden Jas clases contiguas por la
izquierda y por la derecha que contiencn este elemento.
Reciprocamente, si para todo g € Ges

Ag = g4,
se tiene
gidg =4
y A es un divisor normal.

Por ejemplo, en el grupo simétrico S el subgrupo 4={P;, Py, Pg}
es un divisor normal, mientras que los subgrupos {Pi, Pa},
{P1, Ps} y {P1, Py} no son divisores normales de S. En un grupo
conmutativo cualquier subgrupo es un divisor normal.

§ 8. Grupo cociente

Sean G un grupo cualquiera, A un divisor normal del mismo y §
el conjunto de todas las clases contiguas del grupo G respecto al
subgrupo A4 (recordemos queen este caso las clases contiguas por la
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izquierda'y por la derecha coinciden). Introduciremos en el conjunto
8 una operacidn de multiplicacidn tomando

xA-yA = xyA.

Puesto que A4 es un divisor normal, el producto xA-yA no
depende de la seleccion de los representantes x e y de las clases que se
multiplican.

Demostremos que s¢ ha obtenido un grupo.

1. La asociatividad de Ia multiplicacién de las clases resulta de
la asociatividad de la multiplicacién én el grupo G:

(xA-yA)z4 = (xp) AzA = (xp) z4 =

= x(y2) A = xA-(yz) A = xA-(y4-24).

2. Kl elemento unidad es el propio subgrupo 4:
ArxA = ed-xA = exA = x4,
xA-A = xA-ed = xed = xA.

3. Laclase x~14 es la inversa de la clase x4, ya que
XA:x"24 = xx724d = ed = A,
X 14.xA =x"1xA =ed = A.

El grupo obtenido se indica por G{A y se denomina grupo cociente
del grupo G relativo al divisor normal A4,

El grupo cociente de un grupo conmutativo es conmutativo, ya
que en este caso para dos clases cualesquiera se tiene

xA-yA = (xy) A = (yx) A = yA4-xA.

El orden del grupo cociente de un grupo finito es igual al indice del
divisor normal A en el grupo G (y, por consiguiente, es un divisor
del orden n del grupo G).

El grupo cociente del grupo simétrico S; relativo a su subgrupo
A consta de dos clementos 4 = {Py, Ps, Pe} y B ={Py, Py, Pi}
¥ €S, por conmgl.nente, un grupo ciclico de orden dos-(es ficil ver
que B? = A). -

Efemplo, mrreseqm en el grupo G de todas las matrices no degeneraday
de orden n (de elementos reales, por ejemplo) es un divisor normal el subgrupo
A de los moirices unimodulares (cs decir, de las matrices de detérminante igual
a 1) y determinese el grupo cociente G[A.,

Solucién. hsmammummoduhxufnrmanunsumwdeG ya que ¢l
producto de dos matrices unimodulares y la inversa de una matriz unimodular
son matrices unimodulares {teorema 3 del capitulo IIE).
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Adginds, ¢! subgrupo A de las matrices unimodulares es un divisor normal
deG: sila matriza € A y, por consiguiente, |a| = 1, para toda matrizg € G se
tiene '
lg72agi =g~ allgl = lgl™*lallgl = lal =1,
es decir, -

g ag € A.

Determinemos el grupo cociente G/4. Demostremos, ante todo, que una
condicién necesaria y suficiente para que dos matrices by ¢ pertenezcan 2 una
misma clase contigua del grupo G respecto al divisor normal 4 &s que sus deter-
minantes sean iguales. Efectivamente, si b ~ ¢, €3 decir, 8i b = ca, donde
a & A (y, por consiguicnte, ja| = 1), tenemos | b = |cl |d| = |e].

Reciprocamente, si | bl-= ||, se tiene b = (¢~ *h), donde

le~1h] = |e~2| |b] = |e["1]|b] =1

¥, por consiguiente, ¢~ 16 € A, esdetir, b ~ c.

Luego, toda clase contigua de G respecto de A s¢ caracteriza plenamente
por ¢l valor del determinante de las matrices que la componen. La multiplica-
cién de clases corresponde a la multiplicacién de cualesquicra representantes
de 1as mismas, es decir, ¢l producto.de la clase B (formada por las matrices de
determinante 8} ¥ de la-clase C (formada por las matrices de determinante 3)
es Ia clase BC delas matrices de determinante fy. Hemos encontrado, pues, que
el grupo cociente G|A es isomorfo al grupo multiplicativo de los wimeros reales
diferenies de cero.

§ 9. Divisores normales del grupo de transformaciones de
un plano euclideo y sus correspondientes grupos cocientes

A. EJemplos da divisores normales

1. El grupo de traslaciones paralelas es un divisor normal del grupo de movi-
mientos de un plano. \

Demosiracifn. Sea Q un movimiento cualquicra y sea T una traslacion
paralela. Bs preciso demostrar que Ia transformacién Q=72 es una traslacién
paralela. Sean 4 y B unos puntos arbitrarios del plano; supongamos que

A = A’y B ~ B’enla transformacion @;
A’ = A"y B’ - B” en la transformacioén T';
A - A y B .8.'" en 18 mmman 'Q—l-
En estas condiciones resulta que '
A - A"y B - B" enla transformacién Q270
(fig. 31), Eebﬂ_nos demostrar que el ségmento AA" es igual y paralelo al seg-
mento BB,
" La transformacién @~* 712 es un movimiento; luego

AB" = AB. {6)
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: Fig. 31

Puesto que para el movimiento Q el punto 4 - A’ y el punto A4 — A7,
tenemos

AA™ = 44" o)

¥ como, ademas, en este caso el punto B - B y el punto B ~ B”, tenemos
u!.rnb:én

= B'B". {8)
Por otro l.ado, T es una traslacién paralela, luego
A'A” = B'B". (4}
Delas ignaldades (7), (8} y (9) resulta'que
AA" = BB Qo
¥ de las igualdades (6) y (10) se deduce gue el cuadrilitero A4 B B es un

paralelogramo ¥, por consiguicate, 44" || BB, es decir, la transformacién
O~'70 es una traslacion

2. El grupo de fa.rmhdomyam’e&u es también un divisor normal dei-
grupo de las transformaciones afines.

Demostracién, Sca-4 una transformacién afin cuslquiera y sea P una tﬁmla-
citn paralela. Debemos demostrar que 2 transformacién A~1T4 es una trasla-
 cién paralela.

' En el § 5 hemos demostrado que toda tmnsformacaén afin A se puede re-
‘presentar enlaforma 4 = QC, donde 0 es un movimiento ¥ C es una transfor-
macién autoconjugada. Pero entonces multaquo

A™'TA = (QC)'TQC) = C"‘(Q"’R?)C;

El producto Q"m T” es, segin hemos demostrado en el p. 1, una trasla-
cién paralela. Consideremos Iz transformacién C~'7°C. Suponga.mos que el
sistema de coordenadas se ha escogido de forma que la transformacion C
transforma el punto A(x, ¥) en =l punto A’(Ax, Ap); la trastacién paralela T°
de vectar (¢;, a,) transformard el punto A’ en el punto A" (A,x-£a,, Asy+ay). En
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estas condiciones, Ia transformacién C~* transformaré el punto A” en'el punto
A”‘(x+ —gi, r+ %) v, por consiguiente, la transformacién C<'1'C es una
%

traslacién paralela de vector (ﬂl», —ai).
FRa

3, El grupo de las traslaciones paralelas también es un divisor normal del
grupo de las transformaciones de semefanza, ya que este dliimo. es un subgrupo
del grupo de las transformaciones afines. A . )

4, El grupo de los movimientos es un divisor normal del grupo de las trans-
formaciones de semejanza. Efectivamente, sea U una transformacion de seme-
janza cualquiera ¥ sea { un movimiento. En este caso U~'QU es una transfor-
macién de semejanza que no altera las longitudes de los segmentos (cn la
transformacién U todas las longitudes se multiplican por k, en la transforma-
cién 0 no varfan y en la transformacién U~ se multiplican por k") y es, por
consiguiente, un movimiento.

B. Grupos coclentes

1. El grupo coclente del grupo W de transformaciones afines respecto al sub-
grupo € de traslaciones paralelas. _

Dos transformaciones afines A, ¥ A, son equivalentes (es decir, pertenecen
a una Misma clase respecto al subgrupo §), si, y s6lo si, 4, = T4y, donde T
¢s una traslacién paralela, Si 4 es una transformacién afin arbitraria que
transforma el origen de coordenadas O en 0, Ia tfansformacién Tyod, que
deja fijo el punto O, es equivalente a A: Tgrpd ~ A. Por consiguiente, toda
transformacién afin es equivalente a una transformacidn affn de punto fijo O.
Por otro lado, si dos transformaciones afines 4, y 4, dd puatp fijo O son equiva-
lentes, es decir, 4, = TA,, resulta que el producto A; A7 = T &5 una trasla-
cibn paralela de punto fijo © es decir, &3 1a transformacidn idéntica

A A7l =E,

de donde se tiene que 4; = A, Lucgo, todas las transformaciones afines de
punto fijo O (Ias transformaciones afines de centro) constituyen un sistema
completo de representantes de todas las clases contiguas del grupo U respecto
al subgrupo &. Por consiguiente, el grupo cociente %/E. es isomorfo al grupe
de las transformaciones afines de centro O que en forma coordenada puede ser
representado como

X' = ayx+ayy,
Y = angx+agy,

donde €l determinante J 2¢ 0; luego, es isomorfo al grupo de las matrices no
degeneradas de segundo orden. .

" 2. El grupo cociente del grupo B de las transformaciones de semejanza rela-
tivo al subgrupo § de las traslaciones paraielas.

Toda transformacién de semejanza es equi a une transfor
de semejanza de punto:fijo O (a una transformacién de semejanza de centro)
y dos transformaciones equivalentes de este tipo son idénticas. Por consiguiente,
el grupo cociente B/E es isomorfo al grupo de las transformaciones de seme-
janza de centro 0. Pero toda transformacién de este tipo puede ser represen-
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tada como el producto KH de una transformacién ortogonal: & y de una homo-
tecia X con un coeficiente determinado k 7 0 (véase la pég. 262). Es verdad
que ﬁg representacién no es univoca. Si S es una simetria de centro O, se
tiene Ey

KH = KS*H = (KS)(SH),

donde SH es también una transformacidn ortogonal y KS es una homotecia de
coeficiente — k. Por ello, podemos limitarnos & considerar 1as descomiposiciones
de tipo KH, donde X es una homotecia de coeficiente positive. Esta representa-
cién de una transformacién de semejanza de centro. serﬁ ya univoca, porque de
la igualdad

K\H, = KM, Qan
resulta
KB lKl H!H) H

luego la homotecia K 1K, de coeficiente &, fk, = 0 serd también una transfor-
macién ortogonal (que no varia las longitudes de los segmentos), de modo
que kyfky = 1y &, = ky, es decir, K; = K;. De aqul y de lnigualdad (11) resulta
que también H, = Hy:

Por consiguiente, obtenemos un sisterna completo de representantes de
todas las clases de la déscomposicion del grupo B respecto al divisor normal €.
si tomamos todos los productos de tipo X4, donde A es una transformacién
ortogonal y X ¢s una homotecia de, oucﬁmentc k > 0. Luego, el grupo cociente
BIE es isomorfo al grupo de las matrices de tipo kh, donde  cs una matriz
ortogonal de segundo orden y & €3 un nimero positivo.

3. H grupo cociente.del grupo de los movimientos. relativo al subgrupo de las
traslaciones paralelas 5 isomorfo &l grupo de los movimientos de punto fijo,
es decir, es isomorfo al grupo de las matrices oftogonales de orden dos.

4, El grupo cociente del grupo de los transformaciones de semejonza m
relativo al subgrupo R de los movimientos.

Para toda transformacién de semejanza existe una equivalente transfor-
macién de semejanza de centro 0. Cualquier transformacidn de este tipo se

representar como al producto KH, donde H es una iransformacidn orto-
gonal y X es una homotecia de cocﬂclenta k =-0(p: 2). Si las transformaciones
K,H, y K;H, son equivalentes, se tiene K, H; = K.H,Q donde Q es un movi-
miento; como la homotecia K 1K, = H,QH[ 1 de coeficlente k;fk; > 0 no
varia la:l longitudes de los segmentos (por ser un movimiento), resulta que
kyky = 1, de donde K; = K,. Reclprocamente, si X, = K, = K, las transfor-
maciones KH; y KH, son equivalentes, porqgue KH, = KH,(H"IH.), donde
H;'H, es un movimiento. Por consiguiente, obtenemos un sistema completo
de representantes de la descomposicion del grupo 8- Téspecto al subgrupo
tomando, por ejemplo, todas las homotecias de centro O y de coeficiente posi-
tivo. Por ello, &l grupa cociente iBﬁR -3 |somorfo al griipo midtiplicativo de los
miimeros positives,
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OBRA DE REFERENCIA PARA RESOLVER LOS
PROBLEMAS

DE LA TEORIA DE LAS PROBABILIDADES Y
DE LA ESTADISTICA MATEMATICA

Por su contenido, esta obra corresponde al curso
de la teorfa de las probabilidades y de estadistica
matemitica y contiene més de 500 problemas para
todas-las partes del curso. Al principio de cada péarrafo
¢l autor expone los conocimientos teSiicos necesarios,
1as férmulas requéridas y muestra los ejemplos c6mo
resolver problemas tipicos. Los problemas destinados
para resolverse independientemente se dan segiin sus
difficultades crecientes. Ademds de los problemas clfsi-
cos acerca de lanzamientos de monedas o dados, este
libro contiene un gran mimero de problemas que ilus-
tran 1a aplicacién de‘la teorfa de las prebabilidades en
la técnica (fiabilidad, control estadistico- de la calidad
de producci6n y tratamiento de los datos experimen-
tales). Bl mérito fundamental de este libro consiste
en que el autor, en todos los problemas, pone en pri-
mer plano su esencia probabilistica, reduciendo al
minimo el cdlciilo numérico.

Esta obra puede servir para ensefiar a resolver los
problemas de la teoria de las probabilidades, de esta-
distica matemdtica y para los estudiantes de las espe-
cialidades ingeniero-técnicas y econémicas.
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LA TEORIA DE LAS PROBABILIDADES Y
LA ESTADISTICA MATEMATICA

Hste tratado ha sido escrito de conformidad con el
nuevo curso de la teoria de las probabilidades y de
la estadistica matemdtica. El material de esta obra
se presenta en tres partes fundamentales: las dos
primeras se dedican a la. teorfa de las probabilidades
y la Gltiroa, a la estadistica matemética. En este manual
se estudian los temas siguientes: probabilidad de las
hipétesis; férmulas de Bayes; distribucién de Poisson;
nociones de la estadistica matemdtica y nocién de
correlacién.

La cuarta edicién de este libro contiene algunos
capitulos nuevos: distribucién exponencial; verifica-
cién de las hipdtesis estadisticas y anlisis dispersional
uniforme.

En el libro se presta gran atencién a los métodos
estadisticos de elaboracion de los datos experimentales;
las tablas que se exponen para los célculos son muy
cémodas. Cada capitulo contiene problemas y sus
respuestas que han sido elegidos adecuadamente. Ade-
mas, todo capitulo va acompaiiado. del anélisis de las
soluciones de los problemas del material correspon-
diente,

Esta obra contiene diecisicte capitulos, varias
tablas de ntmeros, veintids figuras y un gran nimero
de ejemplos tedricos y técnicos; se recomienda para
los estudiantes de las facultades ingeniero-técnicas y
econdmicas.



