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PROLOGO

El presente manuel redne en si el curso ampliado del ilgebra
lineal y de In geometria analifica.

Unas cuantas palabras sobre este libro. Esté destinado, principal-
mente, para aquellos que han elegido la matemética de céleulo como
una disciplina e su pref i6 a il concerniente
a dicha especialidad estd ligada en muchos aspectos con los cursos

licionales de las matematicas. No obstante, los cambios, tanto
en la metodologia de exposicién como en el contenido del curso,
resultan imperativos.

Ya en las primeras conferencias los estudiantes empiezan a entrar
en contacto con los elementos dal dlgebra lineal y de la geometria
analitica. Estas primeras ias sirven también de origen de
la f fn de su cientifica. Por esta razén, la asimi-
lacién futora por los diantes de toda la matemdética de céleul
| d hisimo del fi ¥ i6n de la exposicibn del

curso dado.

Existe toda una serie de buenos libros referentes al dlgebra lineal
¥ a la geometria enalitica. Sin embargo, su empleo dirscto para los
fines de ensefianza resulta algo embarazoso. La causa principal de
ello radica, m nuestro pafecer, en que los futuros especialistas en
céilculos deben saber mds datos del algebra lineal que los comunicados
corrientemente en los libros de texto. Los estudiantes gque se espe-
cializan en mateméatica de cdleulo no silo deben recibir una expo-
sicién estricla y sistemdtica de las bases del dlgebra y geometria,
sino que ya en el primer aiflo deben tener contacto con la enorme
riqueza de conocimientos que ha acumulade la matemdtica de edl-
culo.

El contacto con los probl de céleulo permite T oeon
toda eficacia, en interés de la matemitica de caleulo, todas las cues-
tiones de importancia que se estudian en el curso de conferencias,
y establecer estrecha relacién entre la teoria ¥ los métodos numé-
ricos del dlgebra lineal. Como material de partida, para ello, sirven
los hechos més sencillos de tales apartados como errores del redon-
deo, inestabilidad a las perturbaci ] h ptos funda-
mentales del dlgebra lineal, estabilidad de los sistemas ortonorma-
lizados, espacios métricos y normalizados, descomposicibn singular,
formas bilineales y su relacién con los procesos de céleulo, ete.

Desde luego, la inclusién del material nuevo y suficientemente
amplio eg imposible sin una reconstruccidn sustancial del curso
tradicional. En el presente libro so hizo el intento de tel reconstrue-

cifn.
vV, Vaeuodia...




PARTE 1 ESPACIOS LINEALES

CAPITULO 1 CONJUNTOS, ELEMENTOS,
OPERACIONES

& 1. Conjuntos y elementos

En cualquier dominio de scti-
vidad siempre nos encontramos con la necesidad de considerar diver-
sas totalidades de objetos unidos entre si mediante un critorio comin,

Asi, por ejemplo, al estudiar la estructura de tal o cual mecanismo,
podemes considerar la totalidad de todas las piezas del mismo. En
este caso, como objeto suelto de la totalidad dade puede servir toda
pieza del mecanismo, mientras que el criterio que une dichos obje-
tos consiste en el hecho de que todos ellos pertenecen a un mecanismo
bien determinado.

Hablando de la totalidad de puntos de una circunferencia en un
plano, tenemos en cuenta, en esencia, los objetos —puntos del plano—
unidoes por la propiedad de que todos ellos son equidistantes respecto
de cierto punto fijado.

Una totalidad de objetos unidos entre si mediante uo eriterio
urml.'m suele llamarse en las matemdticas conjunto y los propios

! tos del conjunto. Al pto de conjunto no se puede
atribuir una definicién r]gumsa Por supuesto, podemos deeir (icdmo
lo hemos hechol) que el conjunto es “una totalidad”, “un sistema”,
“una clase”, etc. Sin embargo, todo esto seria més bian el uso furmal
de la riqueza del vocabulario de la lengua.

Con el fin de determinar un concepto, ps necesario, ante tedo,
indicar de qué modo dicho concepto esta ligado con las nociones mis
generales. Resulta imposible hacerlo para el concepte de conjunto,
puesto que en las matemdticas no existe para el conjunto un con-
cepto més general. Por esta razén, en lugar de determinar el con-
c?plu de conjunto nos vemos obligados a ilustrarlo con unos ejem-
plos.
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Uno de los métodos més sencillos de describir un conjunto radica
en que se da la lista completa de los elementos que integran el con-
junto. Por ejemplo, el conjunto de todos los libros de una biblioteca,
accesibles al lector, estd completamente determinado mediante las
listas en los catdlogos de biblioteca; el conjunto de todos los precios
de ins estd I te determinado por la lista de pre-
cios, ete. No obstante, diche método slo es aplicable a los conjuntos
finitas, es decir, a los conjuntos que contienen un nimero finito do
elementos. Los conjuntos infinitos, es decir, aguellos que contienen
un ndmero infinito de elementos, no pueden ser determinados con
la ayuda de una lista. ;Cémo, por ejemplo, podriamos alistar todos
los nimeros reales?

En aquellos casos en que un conjunto no puede ser prefijado con
ayuda de una lista o no es comodo hacerlo, dste se da por indicacidn
de la propiedad caracteristica, es decir, por indicacién de tal propie-
dad que poseen los elementos del conjunto, y sélo ellos. Por ejemplo,
en los problemas en ciue s¢ determinan lugares geométricos la propie-
dad caracteristica del conjunto de puntos, que sirve de solucion para
el propio problema, no es otra cosa que una totalidad de las condi-
ciones que han de ser satisfechas por dichos puntos de acuerdo con
los requisitos del problema.

La descripcidn de un conjunto puede ser muy sencilla y no des-
pertar dificultades algunas. Por ejemplo, si hablamos de un conjunto
que consiste en dos nimeros, 1 y 2, estd claro que ni el nimero 3 ni
un cuaderne ni un antomévil pueden integrar dicho conjunto. En
el caso general, sin embargo, la definicién de los conjuntes por medio
de sus propiedad teristicas conduce, alg veces, a cierlas
complicaciones. Existen varias razones por las cuales surgen las
complicaciones citadas,

Una de ellas puede consistir en que los concoptes empleados para
la descripcion de un conjunto o estin sulicientemente determinados.
Convengamos, por ejemplo, en considerar el conjunte de todos los
planetas en el sistema solar. ¢De qué se trata? So conocen nueve
pl grandes. Pero alrededor del Sol giran también mas de un
mil de planetas pequefios, o los asteroides. Los didmetros de algunos
de estos planetas miden centenares de kil6metros y hay planetas
cuyos didmetros no superan 1 km. A medida que se perfeccionen los
métodos de obsarvacién irin descul dose unos planstas cada vez
mis pequefios y, al fin y al cabo, surgird la pregunta jeudles de ellos
son ];Ianatas pequefios y cuéles representan meteoritos y polvo cos-
mico

No siempre las dificultades en detorminar la composicién de un
conjunto dependen sélo de las razones indicadas. Ocurre a veces que
los conjuntos que a primera vista parecen estar bion determinados
resultan, de hecho, determinados muy mal o incluso no estin doter-

inados del todo. Supong per ejemplo, que un conjunto consta
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s6lo de un ndmero. Definamos este nimero como “un nimero entero
minimo que no puede ser delerminado con la ayuda de una frase que
tenga menos de cien palabras rusas”. Consideraremos que so L'I!.llﬂan
en el experimenta solo las palal las de cierto dicei
como también sus formas gramaticales, y que, ademds, en el diccio-
nario estin contenidas palabras del tipe "uno”, “dos", ate,

Hemos de notar que, por un lado, tal nimero no debe existir,
pues se define por una frase, destacada més arriba con cursiva, que
contiene menos de cien palabras, y por el sentido de esta frase el
nimero no puede ser definido de la manera semejante. Pero, por
otro lado, como el nimero de las palabras rusas utilizadas es finito,
quiere decir que hay nimeros que no pueden ser definidos por una
frase que tiene menos de cien palabras v, por i entre
dichos nimeros existe uno que és minimo.

En la rama de las matemiticas, llamada teorfa de conjuntos,
se han acumulado h jemplos de que la definicién de un con-
junto entrafia contradicciones interiores. El estudio del problema
bajo qué condiciones esto puede tener luger, ha conducido a las
investigaciones profundas en el dominio de la légica. No ohstante,
dejamos al lado estas investigaciones. En lo que sigue siempre supon-
dremos que se consideran solamente los mnjuntos que estdn prac;su-
mente definidos sin contradicciones alg ¥ cuya P
no despierta ninguna duda.

Como regla, los conjuntos se designarin con las letras latinas
mayisculas A, B, ..., y sus elementos, con las letras mindsculas
a, b, ... . Escribiremos x € A, si el elemento x pertenece al
conjunto A, vy r§ 4, si el elomento x no pertenece al conjunto A.

A veces serd int ido en la ideracidn el asi 11 do con-
junto vaclo, es decir, un conjunto que no contiene ni un solo ele-
mento. El uso del conjunto vacio resulta comodo en el caso cuando
se desconoce de antemano si existe aunque sea un sélo elemento en
la totalidad que se considera.

Ejercicios.
1, G a los gj los de i {initas e infinitos. ;Qué pro-
piedadas son pnm ellos cararlerlnhcas? '
pelruyanss los de cuya d id i una

2.
contradiceidn.
.5:' ¢Serd vacio el conjunte de raices reales del polinomio x4 4 429 4 727 5

e
4. Coustrnylnu los e_wmplo: de conjontos cuyos elomentos son también
comua

1 que a s mismos

Ins de
a m.ulo de ung de sus alemenwa
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§ 2.  Operacifin algebraica

Entre toda clase de conjuntos
se pueden distinguir aquellos cuyes eiementos admiten _que se eje-
cuten con ellos ciertas op por plo, que
el objeto de nuestra consideracién es un l:onjunto da todos los nime-
ros reales. En este caso para todo elemento de dicho conjunto resul-
tan definidas tales operacionss como el célculo del médulo del ele-
mento, el cileulo del seno del dltime; para cada par de elementos
estdn deflmdas las operaciones de su adicion v multmllcnulén

En el ejemplo derado prest una at ial
a las siguientes peculiaridades de las operaciones mencionadas. En
primer lugar, el cardicter determinado de todas las operaciones para
cualesquiera alementos del conjunte dado; en segundo, la univecidad
de todas las operaciones ¥, por fin, la perter\enna del resultado, que
se obtiene al realizar cualquiera de las op a los el 08
del mismo conjunto. Tal situacién no siempre tiene lugar.

Una operacién puede ser definida no para todos los elementos del
conjunto; por ejemplo, el cdleulo de un logaritmo no estd definido

para los niimeros negativos. Lo e i6n de una rafz drada de
los nlimeros positivos estd definida, mas de manera no univoea. No
obstante, incluso s1 una op iom estd uni definida para

todos 102 elementos, el resultado de su realizacion puede no consti-
tuir un elemento del conjunto dado. Consideraremos una operacion
de division en el conjunto de los niimeros positives enteros. Estd
claro que para cualesquiera dos mimeros de este conjunto la opera-
cifn de division es realizable, pero el resultado de su ejecucién no
serd necesariamente un nimero entero.

Sea dado un conjunto 4 que contiene al menos un solo elementa.
Diremos que en el conjunto A esté definida una operacidn algebraica,
si se indica una ley segin la cual a todo par de elementos, a y b.
tomados de dicho conjunto en el orden determinado, se le pone en
correspondencia de manera univoca el tercer elemento ¢ que también
pertenece &l mismo conjunto.

Esta operacién puede llamarse adicién ¥ en tal caso ¢ sera la
suma do los elementos a y b, lo que so dem_gnaré mediante el simholo
¢ = a -+ b; esta misma ién puede d i multiplic
y entonces ¢, e llamaré producto de los elementos @ y b, 1o que se
designa con el simbolo ¢ = ab.

n goneral, la torminologia y la notacion para la operacién defi-
nida en el conjunto 4 no desempeﬁariu en adelante algin papel de
importancia. Como m_g]a. uso de la itn de una suma
o de un prod independi de como la operacifn estd
definida en realidad. Si, en cambio, nos hace falta subrayar ciertas
propiedades generales de una operacion algebraica, designaremos la
operacién con el simbolo .
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I a unos ejemplos sencillos, veamos qué peculiaridades
puede tener una op i6n algebraica. Sup que el conjunto 4
representa en si una totalidad de todos los nimeros racionales posi-
tivos. T A para los el de este conjunto las opera-
ciones ordinarias de multiplicacién y divisién de los nlimeros y haga-
mos uso de la notacitn g Iment ptada. No es dificil compro-
bar que ambas operaciones en el conjunto A son algebraicas. Sin
embargo, si en la operacion de multiplicacitn ab = ba para todos los
elementos de A, es decir, si la indicacién del orden de los elementos
no es esencial, para la operacién de divisién, por el contrario, el
orden de los elementos resulta muy esencial, pues la igualdad
a:b=b:ase verifica silo en el caso en que @ = b. De este modo,
aunque la operacién algebraica estd definida para un par ordenado
de el Ia ord ién de los dlti no es, a veces, esoacial.

Una operacién algebraica se denomina conmutativa, si el resul-
tado de su aplicacién no depende del orden en que se eligen los ele-
mentos, es decir, si para cualesquiera dos elementos a y & del con-
junte dado se verifica la igualdad aeb = hsg. Es avidente que
entre las operaciones con los niimeros universalmente admitidas la
adicidn y la multiplicacién son operaci conmutativas, mientras
que_la sustraccién y la divisidn, operaciones no conmutativas.

Supongamos ahora que se consideran tres elementos arbitrarios
a, b, ¢. Surge naturalmente la pregunta jqué sentido se atribuird
a la expresion @« bec? (Como se debe aplicar una operacién alge-
braica definida para dos el a los tres ol ?

Puesto que una operacion algebraica puede aplicarse solamente
a un par de elementos, podemos atribuir un sentide determinado
8 la expresibn a«bec, encerrando entre paréntesis o bien dos pri-
meros elementos, o bien dos elementos dltimos. En el primer caso
la expresion tomard la forma (2« b) ¢ ¢; en el segundo caso, a v (beg).
Examinemos los elementos d == as b y ¢ = beg. Debido a que ellos
son elementos del conjunto inicial, las expresiones {asb)ec y
as (bsc) pueden id como Itado de aplicar una opera-
cidn algebraica a los elementos d, ¢ v a, ¢, respectivamente.

En general, los elomentos dee y ase pueden resultar ser dife-
rentes. Consideraremos de nuevo un conjunto de ni racional
positives ¥ una operacién algebraica de divisidn de los nimeros en
este conjunto. Es ficil convencersa de que, como regla, se tiene
(a:b):comaz(bie). Por ejemplo, ((3/2): 3): (3/4) = 2/3, pero
(3/2) : (3 : (3/4)) = 3/8.

Una operacitn algebraica se d i iva, si para cuales-
quiera tres elementos a, b, ¢ del conjunto inicial se cumple la igual-
dod as«(bsc) = (aeb)ec

La iatividad de una op ién parmite hablar sobre el resul-
tade, univocaments definido, de aplicar la operacion algebraica
8 log tres elementos a, b, ¢, con la particularidad de que por resul-
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tado se entiende cualquiera de las expresiones iguales a« (s}
¥ {a+b)ec; ademds la asociatividad nos permite escribir a«bec
sin paréntesis.
En el easo de Llll; operacién asociativa se puede hablar también
a

sobre la onivoeid la exp @y e lye . . . dy qUE Conliene
cualquier nimero finito de elementos a;, @g, « . ., 8n. Por signifi-
cado de a;eay ...=8p d lo  sigui En esta

expresion distribuyamos los paréntesis de un modo arbitrario, con
tal de que se pueda definirla mediante la aplicacibn sucesiva de una
operacitn algebraica a los pares de elementos. Por ejemplo, para
cinco elementos @y, da, @5, 8. @, 103 paréntesis podrian ser distri-
buidos asi: ay= ({(@y=ay)+ (@ +as)) o bien: ((a, »a.) +as) » (g, « as)
o di; hos otros métod

Demostremos que para una operacitn asociativa el resultado de
cileulo no depende de la distribucion de los paréntesis. En efecto,
para n = 3 esta afirmacién se deduce de la definicidn de operacién
asociativa. Por ello n>3y id que para
todes los nfimeros inferiores a n nuestra afirmacién ya estd demos-
trada.

Sean dados los elementos a;, @y . .« 8y ¥ SUPODEMOS gque los
paréntesis estan distribuidos l{‘ una manera tal que se indica el
orden en que debe realizarse la operacion. Observemos que el dltimo
paso siempre serd la realizacion de la operacién con dos elementos,
Ayedge. .. 8 ¥ @uyp*Gx+g*. . . *0,, para cierto k que satis-
face la condicién { == k==n — 1. Puesto que ambas expresiones
contienen menos que nk elementos, segin la hipdtesis ellas se definen
univocamente y nos resta demostrar gue para cualesquiera enteros
¥ positives k, 1, 1= 1 ss verifica la igualdad

{ageaye...vay) e (0ppr%Bpags ... 0 0,)=
=(ayeaas oo s @par) * (Baries * Gutpre® - 2 da)

Al designar
Byedg® ... *dy=Dh,

Ayt ® Bpgg® oo @ Qpap =0,
Byate * Gpitez® - oo 2 =1,
obtenemos, en virtud de ssoclatividad de la operacibn, que
belced) = (beched,

v nuestra afirmacién queda demostrada.
3i la operacién no es solamente asociativa, sino también conmu-

tativa, entonces la expresidn aysase ... “dy tampoco depende
del orden en que se disp los el La n de esta
afirmacion queda a cargo del lector en calidad de ejercicio.
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No conviene pensar que la conmutatividad y las asociatividad
de una operacién estin ligadas entre si de tal o cual manera. Se
pueden construir las operaciones con las mds diversas combinaciones
de dichas propiedades. Ya hemos visto en los ejemplos de multipli-
caciém y divisién de Jos nimeros que una operacién pusde ser con-
mulatna v asociativa o bien no conmutativa y no asociativa. Exa-

dos mis. Sup que el conjunto consta de
tres elementos @, b, ¢ meuemos las operaciones algebraicas por
medio de las tablas:

Salsle] “lajtle
alajcld alaiagla
3lclela| 2l215[e (21
elbla]e clelzle

¥ oonvengamos en que el prunero siempre se elige un elemento seglin
Ia to segan la fila, mientras que el
resultado de Ia aperacxén se tomard en el lugar dnnda s intersecan
la fila ¥ la columna correspond:euws En el primer caso la operacion
es, ev v tiva, pero no asociativa, puesto que,
por ejemplo,

(aeh)ec =cec=rc,
aslbec) =asa = a.
En el segundo caso la operacion no es conmutativa, sino asocia-
tiva, de lo que podemos convencernos con facilidad por una compro-
bacibn inmediata.

Ejereicios.

1. ;Serf algebraica la operacitn de cileuln de tg = en ol conjunto de todes
los miimeros x re

2. Congideraremos un conjunto du numems reales z que satisfacen 1n desi-
gualdad | z 1 =< 1, ;Serin oty laz de mul-
l.ipllcar-lém adicion, divisién y Sistraccion 4 1gs nGmercar

3, Serd conmutativa y asociativa la opemclan algebraica x e y = 2 4y
mel mn]nnln da todos loa ndmeros s z,

ipo ngamos que un conjunio consta ds un solo alemenm {Como se

puede %ed nlr en este  una g .

5. i Tl icas on un conj

as o op 1g
son tambidn conj iSerin estas op

cuyos

¥ asociativas?
§ 3. Operacién inversa

Supongamos que en el conjun-

1o A esté dada cierta operacn‘)n alguhra]:a Conm ya sabemos, ésta

pone en a dos a, b de A un
elemento tercero ¢ = as b Consldemmos la totalidad € de aquellos
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elementos de A que pueden ser representados como resultado de ha-
berse realizado la operacion algebraica dada. Por lo visto, cualquiera
«que cea la operacifn algebraica, todos los elementos de € son, a la
vez, el de 4. Sin b no s del todo obligatorio que
todos los el de A part a O.

Efectivamente, fijemos en ol conjunto A4 un cierto clemento f
¥ lo en correspondencia a todo par de elementos a, b de A.
Es evidente que la correspondencia construida de tal manera es una
operacidn algebraica v, ademds, conmutativa y asociativa. El con-
junto € solo contendrd un dnico elemento f, independientemente de
la cantidad de los el idos en ol j A.

Por medio de una operacién algobraica se determina cudles,
precisamente, elementos de A integran C. Sea esta operacién tal
que C eoincide con 4, es deecir, ambos conjuntos contienen los mismos
elementos. En este caso todo elemento de A puede ser representado
<como resultade de realizacidn de la op ién algebraica dada sobre
algunos dos elementos del mismo conjunto A. Por supuesto, la
representacién semejante puede ser no Ja inica. No ohstante, llega-
mos a_la conclusién de que a todo elemento de A se le puede poner
en correspondencia los pares determinados de elementos de A.

Asi pues, In operacion algebraica inicial engendra en el conjun-
to A otra operacién. Esta dltima puede no ser univoca, puesto
que a un solo elemento se le puede poner en correspondencia mds
que un par de elementos. Pero, incluso siendo univoca, ln operacién
no serd algebraica, dado que est4 definida no para cualquier par
de elementos, sino s6lo para un tnico elemento, aunque este dltimo
puede ser arbitrario. Con relacién a la operacién algebraica dada
seria natural atribuirle & esta nueva operacion el nombre de opera-
cién “inversa”. Sin embargo, en realidad por operacién inversa
entenderemos una nocién algo difs . mas proxi al P
de operacién algebraica.

Cabe observar que la investigacién de la operaciin “inversa” es
equivalente a la investigacién de aquellos slementos u, v que satis-
facen la igualdad

usp = b (3.1)

para diferentes elementos b. La investigacion de la ecuacién dida
respocto de dos elementos u, v se reduce con facilidad a la investi-
cidn de dos i p de un solo el Con este fin
asta fijar uno de ellos y determinar el otro, sirviéndose de la ecua-
cidn (1), Asl pues, la investigacién de la opzracliéu “inversa” es
quivaient t i ala lucién de las i

asx = b, yea=25 (3.2)

respacto de los elomentos z, y de A para diferentes elomentos fija-
dos a, & de 4.
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S que las i @.2} tienen soluciones y, ade-
més, linicas, para cual iera @, b. a todo par ordenado
de elementos a, b de 4 pod ponerle en correspondencia los ole-
mentos z, i de 4 univocamente definidos, es decir, podemos intro-
ducir dos operaci Igebraicas. Estas operaci sa llaman ope-

i i derecha e izguierda, respectiv , con relacifn
4 la operacidn principal. Si dichas op i existen, di que

la operacién principal tione operacidn inverss. Observemos que al
ejemplo considerado arriba muestra que una operacién algebraica,
siendo incluso conmutativa y asociativa, puede no tener oporaciones
inversas, ni In derecha ni la izquierda.

La existencia de la operacitn inversa significa en realidad que
existen, en general. dos oper algebraicas dif : op
nes inversas derechs e izquierda. Por esta ragén hemos de hablar
sobre diferentes elementos x, y. En cambio, si una operacién alge-
braica es conmutativa y existe para ella la operacion inversa, snton-
ces, evidentamente, x = y, v la operacion inversa derscha coincide
con la izquierda.

He agui algunos de los ejemplos. Supongamos que el conjunto 4
representa en si todo el eje real y la operacion algebraica consiste
on la multiplicacién ordinaria de los nimeros. Esta operacién en ol
conjunto dado no tiene operacifn inversa, puesto que, por ejemplo,
pera e = 0, b = 1, las igualdades {3.2) no pueden tener lugar, cuales-
quiera que sean los ntimeros r e y. Si, en cambio, examinamos una
operacion de multiplicacitn prescrita solamente en el coujunto de
nimeros positivos, esta operacién, ahora, ya tendrd lo inversa.

En efecto, para cunlesquiera niimeros positivos a y b existon los
nimeros positives z, ¥ —los Gnicos— que satisfacen las igualdades
{3.2). La operacién inversa en el caso dado no es otra cosa que divi-
sién de los nimeros. El hecho de que en realidad = = y, no tiene en
las condiciones dadas ningin iuterés para nosotros.

La operacién de adicién de los nimeros no tiene inversa, si estd

ida en el conj de positives, puesto que, por ejerapla,
las igualdades (3.2) no pueden verificarse, cualesquiera que sean
los nimeros positivos =, y, siempre que a = 2, b = 1. 5i, en cambio,
la operacitn de adicién de los nimeros estd dada en todo el oje real,
entonces la operacién inversa existe y es nada mds que la sustraccién
de niimeros.

El ejemplo con las op i do multiplicacién y adicién de
los niimeros muestra que las operaciones directa e inversa pueden
poseer unas propiedades mis diversas, No es del tode obligatorio que
de la iatividad y la ividad de una of idn algebrai
provenga la dgociatividad y la conmutatividad de la opecacion inver-
sa, incluso si dsta existe. Mas ailin, como ya se ha seialado més
arriba, una operacién algebrai iva y asociativa simpl
te puede no tener op i i , ni la derecha ni la izquierda.

daf

4 NRT4
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Estos ejemples sencillos indican una circunstancia de importan-
cia més. Examinemos otra vez la operacién de multiplicacién en un
conjunto de ndmeros positivos. Para tal operacifn las operaciones
inversas derecha e izquierd inciden ¥ en si divisién
de los nimeros. Puede parecer a primera vista que ahora para la
operacién de divisién de los nimeros la operacién inverss consistird
ani multiplicacién de los ni No obstante, esto no es del todo
asi.

Efectivamente, escribamos las ecuaciones correspondientes (3.2)

a:z=1"7, yra=h
Es evidents que
r=aib, y=a-b

Por gui la operacién inversa derecha para dividir los nime-
ros es de nuevo la divisién de los ni i que la of it
inversa izquierda es la multiplicacién de los De este modo,

una operacién, inversa a la inversa, no coincide necesariamente con
la operacién algebraica inicial.

Ejercicios.

1. ;Existirin las operacionss inversas derechas e fzquierdas para las opera-

ciones algobraicas definidas por los tables {2.0)7
2, jQué rzpmmun on #i lns operaciones inversas derecha e izquisrda
meros

para la aperacién algebraica = = y = =¥, definida en un conjunto de s u:
positivos z, y?

3. que si lag oparaci inversas derecha e lzquierda eoinci-
dem, ent peraci I inicial es fva.

4 D que si una t! ica tiene la inversa, anl«:nm

lun operaciones inversas derecha e izquierda también tienen sus inversas. éQué
representan on i estas oporaciones? .,

5. Constriynse un ejemplo de la operacién algebraica para la cual las
em:n; op:rilc.lnm. inversas a las inversss, son todas coincidentes con la opera-
el nicial.

§ 4. Relacién de equivalencia

Observemos que en el examen
realizado de las propiedades de una operacién algebraica suponiamos
implicitamente la posibilidad de que epalesquiera dos elementos dal
conjunto puedan sar bados: si son coineidentes entre si o no
lo son. Més adn, los el incidenths fueron tratados con toda
la facilidad sin establecer diferencia entre ellos en ninguno de los
casos. Nunca suponis que los alame incid T
de hecho, un solo-elemento y no son los objetos diferentes. En reali-
dad, sblo hemos aprovechado el hecho de que cierto grupo do elemen-
tog, que so llamaban iguales, en ciertas condiciones se pone de mani-
tiesto de una manera idéntica.




§ & RELACION DE EQUIVALENGIA 19

Con tal situacijn nos encontramos con frecvencia. Al investigar
las propiedades generales de los triangul 3] no h
distinciones, en realidad, entre ningunos de los tridngulos que tienen
dngulos iguales. Desde el punto de vista de las propiedades que se
conservan en una transformacién de semejanza, los tridngulos men-
cionados no se distinguen y podrian denominarse “iguales™. Al inves-
tigar los criterios de igualdad de los tridngulos, no establecemos
diferencia entre aquellos que estin dispuestos por diferentes lugares
del planc, pere pueden ser hechos coincidentes durante su, despla-
zamiento.

En las mas diversas si i nos encont s con la necesi-
dad de partir tal o cual conjunto en los grupes de elementos unides
entre =i segln cierto criterio. Si en estas clrcunstancias ninguno
de los elementos pertenece a los dos grupos diferentes, diremos que
se trata de la particion de un conj en grupos disj o en clases.

Los criterios seglin los cuales los elementos de un conjunte se
parten en clases, aunque pueden ser muy distintos, sin embargo,
no son del todo arbitrarios. Supong por ejemplo, gue d
mos partir en clases todos los nimeros reales incorporando los nime-
rosa y b a una misma clase cuando, y silo cuando, b = a. Entonces,
ninguno de los nimeros & pueds caer a una clase consigo mismo, pussto
que & no es mayor que el propio a. Por consiguiente, no puede axistir
ninguna particion en clases segin el criterio dado.

dado un cierto Conveng en que res-
pecto a todo par de elementos a, b del conjunto 4 podemos decir
que o bien el elemento @ estd ligado con el elemento b mediante el
criterio citado o bien no estd ligado con él. Si el elemento a ostd
ligado con b, escribi a~bydi que a es eguival ab.

El andligis de los ejemplos mas sencillos ya nos dicta aquellas
condiciones que deben ser satisfechas por el criterio pars que se
puede realizar, sobre la base de dste, una particion del conjunto 4
en clases. A saber:

1. La reflexividad: @ ~ a para todo a € 4.

2. La simetria: si @ ~ b, entonces b ~ a,

3. La transitividad: si @ ~ b y & ~ ¢, enlonces a ~ ¢,

Un eriterio que satisface estas condiciones, se denomina relacidn
de equivalencia,

Demostraremes que cualquier relacidn de equivalencia permite
partir un conjunto en clases. Efectivamente, sea K, un grupo de
elementos de A equivalentes al elemento fijado a. Debido a la pro-
piedad de reflexividad, « € K,. Probemos que dos gropos K, v Ku
o bien ceinciden o bien no tienen elementos comunes.

Supongamos que cierto elemento ¢ pertenece a K, v a K. es
decir, ¢ ~ a y ¢ ~ b. En virtud de la propiedad de simetrin, a ~ ¢,
y, debido a la propiedad de transitividad, a ~ b y. por supuesta,
b~ a. Ahora, si = € K,, entonces £ ~ a y, por lo lanto, z ~ b,

2.

ia
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es decir, T € K;. Anilogamente, si z £ K, se desprende que z £ K,.
De este modo, dos gropos que tienen al menos un solo elemento
comin, son totalmente coincidentes y hemos obtenido realmente
la particién del conjunto A en clases

Deade el punto de vista del criterio en consideracidn, cualesguiera
dos elementos pueden ser o bien equivalentes o hien no aquivalentes.
Nada eamhbiord, si denominames iguales los elementos equivalentes
(lcon relacién al criteric dadol) ¥ desiguales los no equivalentes
(lcon relacidn al mismo criterio!).

Podria parecer que en este caso despreciamos el sentido de la
palabra sigualess, es que ahora wnos elementos, iguales segin un
eriterio, pueden resultar ser desiguales para otro criterio, No obstante,
en esto no hay nada que no Sea natural. En todo problema concreto

los elementos se distinguen o no se disting te rasp

do aquellas propiedades que son de interés para nosotros procisamente
en el problema dado. Entre Lanto, en los problemas diferentes pode-
mos revelar interés hacia diferenles propiedades de los mismos ele-
mentos. .

En lo sucesivo consideraremos que siempre, cuando sea necesario,
para los el de un couj debe ser definido un criterio de
igualdad que permita doecir que el elemento & ¢s igual al elemento b
o no es igual & &ste. Si el elemento a es igual al elemento &, escribi-
remos a = b, y a = b, en el caso io. Supond; bié
que ol eriterio da igualdad es la relacion de equivalencia. En este
«caso las condiciones de refloxividad, sjmatria y transitividad pueden
considerarse como Teflexién de las propiedades mds gonerales de una
relacitn ordinaria de igualdad de los niimeros.

La introduccion de la relaciin de igualdad permite partir todo
el conjunto en las clases de elementos los cuales, en virtud de una
u otra razdén, hemos decidido considerar iguales. Quiere decir, la
diferencia entre los elementos que integran una misma clase no nos
toca de ninguna manera. Por consiguiente, en todas las situaciones
quo han de ser consideradas en lo sucesivo, los elomentos llamados
iguales deben ponorse de manifiesto de un modo igual.

Al introducir la relacion de igualdad de una manera aziomdtica,
es decir, sin referencias a la naturaleza concreta de los elementos,
convengamos en considerar que el uso del signo de igualdad sélo
significa que los elementos dispuestos por ambos lados de este signo
simplemente coinciden: esto es un mismo elemento. S{ el signo de
igualdad se emplea de la monera indicada, las propiedades de reflexi-
vidad, simetria y transitividad no requieren un acuerdo especial.
Al partir ¢l conjunto en las clases de elementos iguales, toda clase
sa compondri de un dnico elemento.

En ol caso en que la relacién de igualdad se i
sobre la naturalesa conereta de los elementos, puede suceder que algu-
nag o incluso todas las clases de elementos igaales se compondrin

tred basdnd
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dp mas de un elemento. Esto requiere que ol introducir tales o cuales
i con los el , s¢ deben imponer ciertas evigoneias
adicionales sobre las propias operaciones.

En efecto, segiin s ha scordado, los elementos iguales dehen
ponerse de manifiesto de una manera igual. Por esta razén, toda
operacién que se introduce, siendo aplicada a los elementos iguales,
ha de conceder ahora los resultados iguales. En realidad nunca nos
d d en la probacitn de que esta sugerencia se cumpla,
prestando al propio lector la posibilidad de convencerse de la validez
de la propiedad citada para todas las operaciones introducidas.

Ejercicios.

L. {Pueden partirse todes los paises del globo tarrestro sn clases, incorpo-
rando a una misma clase dos paises cuando, ¥ sélo euando, alles tispen la fron-
tera {omﬂn? 8i no es posble, ipﬁf qué?

Exami ' e

un qua tieen vies de comunicacidn
por gvil. L1 ligndas dos ciudades 4 y B, =i do A =0 puede llegar
n B por curretors. ;Se pusden partir lns cindades, sopin diche eeiterio, en clases?
&i &5 pﬁibla, Jqué representan en sI’ las clases?

3 05 MUMETos comy a y b iguales en module, 8 | a| =
=|b| fﬁlré eate criterio Jo relacidn do equivalencia? JQué ropresenta en si

la p:rti: in en clases?

. las op 1 ¥ de adiciin y multiplicacidn
de los mimeros compljos. (Cimo operan en las clases de lementos igunles on
mMquE‘

‘ 1 | funt

. los ejemplos de op o
delimido en ol efercicio 2, jComo cstas opsraciones actian an las clases?

§ 5. Segmentos dirigidos

Los ejemplos oxaminadas arriba
pueden crear la impresion do que todos loy raronamienlos acorca
de las operaciones sobre elementos de los conjuntos silo se relacionan
econ las operaciones sobre diversos conjuntos de nioneros. Sin embargo,
esto no es asi. En adelante daremos i conocer varios sjemplos de
con juntos no numéricos con operaciones, pero por alora considerara-
mos solamente un ejemplo el cual sismpre serd ol objeto de nuesiras
referencias a lo largo de tode el eurso.

Lo= conceptos més fundamentales de la [isica sun tales nociones
como fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleracion. Todas estas
notiones se caracterizan no s6lo por un nimero. que determing su
valor, sino también por cierta direccion. Construyamos ahors wn agi-
logo goométrico de las nociones semejantes

Sean dados en un espacio dos puntos distintes A v H. En una
linga recta que pasa por los puntos estos dltimos delerminan do
modo naturnql cierto segmento. Convengamos en considerar que los
puntos siempre e dan en un orden determinado, por cjemplo, pri-
mero se fija A y despufs, 2. Ahora poilemos determina la ditoceion
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en el sugments eonstenido, a saber, la direccion del primer punto A
al segundo punto

L segmenlo, consderado junto con la direccidn prefijada en 6l,

se donoming segmento dirigido con el origen A y el extremo B. El

sagmento dirigido se llamard en otras palabras veetor y ¢l punto 4,

punte de aplizacidn del vector. Un vector con el punto de aplicacion
A lo denominaremos fijado en ¢l punto A.

Para los segmentos divigidos o vectores emplearemes dos formas

de su designaci 21 hemos de recalear que se trata de un segmento

dirigido coyo origen se ubica en el punto

8 p AY¥ ¢l extremo, en ¢l punto B, escribi-

remos el simbolo AJ. Si 1o now interesa
cuiles precisamente puntos de un Seg-
mento dirigido son de frontera, entonces
en este caso emplearemos designaciones
mas sencillus, por ejemplo, las letras
latinas mindscul En los dibujos los
segmentos dirigidos se designardn por
medio de las flechas, con la particnlaridad
de que la punta de o flecha siempre se
digpondri en el punto final del segmento.
En todo segmento dirigido es esencial cual de los puntos frontera
constituye su origen ¥ cufl, su extremo. Por esta razon, los segmen-

tos dirigidos AR ¥ .’Tﬁ se consideran hiferentes.

Ast pues, podemos construir diversos conjuntos cuyos elementos
sordin segmontos divigidos. Antes de introducir las operacinnes sobre
elementos, llegaremos a un acuerdn de qué segmentos dirigides se
consideraran iguales,

Examinemos primero un trasledo parelelo del segmento dirigido

Fip. 51

_—
AR en ol punto €. Supongamos que el punto € no se dispone en una
recta que pasa por A ¥ B (fig. 5.1). Tracemos una recta que pasa por
los puntos 4 y €, después, una recta que pasa por el punto C y es
paralela a la recta AR v, por fin, una recta que pasa por el punto &
v,es paralela a la recta AC. El punto de interseceitn de las dos ilti-

mas rectas se designard mediante D. El segmento dirigido CD se
considorard obtenido como resultale de trasladar paralelamente el
—

segmento AR en el punto €. 5i, en cambio, el punto C e ubica en

—
la recla que pasa por A y B, entonces el segmento CI se obtiene por
el desplazamiento del segmento AR a lo largo de la recta que locon-
tiene hasta que el punto A eoincida con el punto C.

a definisis :

Ahora se puede iar | de ignaldad de los veclores.
Dos vectorss se denominan iguales, si se pueden hacer coincidir en




§ 5 SEGMENTOS DIRIGIDOS 23

el transcurso del traslado paralelo. No e dificil ver que esta defi-
nicién de igualdad es la relacion de equivalencia, es decir, posse
lag propiedades de reflexividad, simetria y travsitividad.

De este modo, la totalidad de todos los vectores se divide de modo
natural en unas clases de vectores iguales. Cada una de estss clases
se describe sin dificultades. Se abtiene por medio del traslado para-
lelo de cualquiera de los vectores de la clase en todos los puntes del
espacio.

Observemos que en todo punto del espacio se halla fijado un vec-
tor y s6lo uno, de cada clase de los vectores iguales. Por esto, al
comparar los vectores a, b se pueds usar el siguiente procedimiento,
Habiendo fijado un cierto punto, traslademos paralelamente en
este punto los vectores a, b. Si, en este caso, ellos coinciden por com-
pleto, entonces a = b, ¥ a 5= b, en el caso contrario.

Ademds de un conjunto compuesto por tedos lns veclores del
espacio, trataremos con [recuencis unos conjuntos de otro género.
En lo principal, serdn los juntos de o bien paralel
a ciertn linea recta o dispuestos en ésta, o bien paralelos o cierto
plano o dispuestos en éste, Los vectores de tal indole los llamaremos
colineales o coplanares, respectivamente. Naturalmente en los con-
juntos de vectores colineales y coplanares sigue siendo vilida la
definicién de igualdad de los vectores enunciada més arriba.

Consideraremos también los asi llamados segmentos dirigidos
mulos cuyos origenes coinciden con los extremos. La orientacién
de los vectores nulos no estd definida y todos ellos se consideran,
por definicitn, igusles. Si la indicacién de los puntos frontera de un
vector nulo no es obligatoria, diche vector se designard por el sim-
holo O,

También por definicidn, consideraremos que cunlyuier vector
nulo es paralelo a toda recta y a todo plano. Por esta razén, siempre
supondremos en lo sucesivo, si no e hacen reservas especiales, que
el conjunto de vectorss de un espacio, como también todo conjunto
de los vectores colineales y coplanares comprende en si el conjunto
de todos los vectores nulos. Esto no se debe olvidar.

Eiercicios.

1. Demuéstrese que los vectures no nulos de un espacio pueden ser divi-

didos co clases de vectores colineales no nulos,
Domufstrosn gua cualquier eluse de vectores colineales no nulos se ln

pusde dividir en clases de vectores iguales no nulos.

3. Demuéstrese que toda clase do vootores iguales no nulos se incorpors
Integramente a une ¥ silo upa clase do vectores colineales no nulos,

4. ;Pueden dividirse los vectores no nulos do wn wspacio en las clasos
de vnclgres coplanares! J8i no seldividon. por que?

no nules se lo

. que toda e vectores copl
puede dividir en las clases de vectorss colinenles vo nulos,
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6. Demuéstrese que todo par de diferentes clases de los vectores colineales
no nulos sr incarpora integramente a uno y solo un conjunte de vectores coplans-
res no nulos.

§ 6. Adicion de los segmentos
dirigidos

Como va se ha indicado, Ta fuer-
za, el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién son imigenes
de los segmentos dirigidos construidos por nosotros. Para que estos
segmentns resulten dtiles en la resolucion do diferentes problemas
fisicos, se debe, al introducir las operaciones con elllns, tomar en

R sta e hien  Tak Titis
fisicas correspondientes.

2 Esti bien conocida la operacidn de
adicién de fuerzas que se realiza segin
la asi llamada regla del paralelogramo.

Conforme a esta misma regla #e suman

Fig. 6.1 también log desplazamientos, las velo-

2 s sdad ¥ lﬂs 1. i De a

con la terminologia introducida, esta

operacion es algebraica, conmutativa v asociativa. Nuestra tarea

inmediat iste en ion de una i i sobre
los segmentos dirigidos,

Definamos la operacidn de adiciin de los vectores del modo siguien-
te. Supongamos que es preciso sumar los vectores a y b. Traslade-
mos paralelaments el vector & en el extremo del vector a (fig. 6.1).
Entonces, se llamard suma a + b un vector cuyo origen coincide con
el origen de @ y el extremo, con el extremo de & Esta regla para
realizar la operacion se d ina, te, wregia del tridngul

Es evidente que la operacién de adicién de los vectores es alge-
braica. Demostremos que €5 conmutativa y asociativa.

Para demostrar la conmutatividad de la operacién supongamos
al principio que los veclores a ¥ b no son colineales. Dispondrémos-
los en el origen general O (fig. 6.2), Designaremos con las letras
A v B los extremos de los vectores @ y b, respectivamente y conside-
raremos el peralelogramo OBCA. De la definicién de igualdad de
los vectores se deduce que

=
C=0A=a, AC—OB=b.
—

Pero, en este caso, una misma diagonal OC del paralelogramo OBCA
es, a ln vez, a + b y b + a. El cardcter colineal de los veotores
a y b es obvio.

Observemos que al mismo tiempo hemos obtenido otro método
para construir la suma de los vectores. A saber, si en los vectores a, b
fijados en un punto, esté construide un paralelogramo, su disgonal
fijada en &l mismo punto serd la suma a + b.
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Con el objeto de d trar la iatividad de la ion de
adicién, aplll}mmoa el vector @ al punto arbitrario O, el veector b,
al extremo del vector a y el vector ¢, al extremo del vector b (fig. 6.31.
Emgnemm con A, B, € los extremos de los vectores a, &, e

ntonces

—_— b — —_— —
(a4 b4 cm (OA4-AB) 4+ BC = 0B -+ BC=0C,

— — —_— — =
o+ (btc) =0 + (A8 + BC) = OA 4 AC = OC.

Por ser transitiva la relacion de igualdad de los vectores concluimos
que la asociatividad de la operacion también tiene lugar.

&
g I3 i 'nf
! &
O
) 4 A
0 3 A

]
Fig. 8.2. Fig. 6.3,

Las propiedades d tradas de la op ién de adicidn de vecto-
res permiten calcular la suma de cualquier nimero de vectores. Si
sl vector a, se aplica al extremo del vector a,, el vector a,, al extre-
ma del vector a,, ete. ¥, por iltimo, el vecter a,, al extremo del
vector a,.,, entonces la suma @, + 4, + . . . + @, representard un
vector cuyo origen coincide con el origen dn a, y el extramo, con
el de a,. Esta regla para construir las sumas de vectores se denomi-
na seregla de cierre de una quebrada hasta completar un poligonov.

Planteemos ahora una pregunta sobre la existencia de la opera-
cién inversa para sumar los vectores. Como es sabido, para contes-
tarla es preciso investigar la exi ¥ idad
do la ecuacién

adr=215h y+a=2"h
para los vectores a, b arbitrarios, En virtud de que la operacién

principal es conmutativa, serd suficiente, evidentements, investigar
silo una de laz ecuaciones.

Tomemos un segmento dirlg:dn mbllrarm AB Medlante una
construfeibn geométrica el s que pre 88 veri-
fican las correlaciones

= == — -
AB+ BA=0, AB 4 0=A8. (6.4)
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Por ello, la ecuacidn
oy R
AR+ e=0D, (. 2)

il e
para cualesquiera vectores A8 y €D, tendrd, a ciencia cierta, por
lo menos una solucidén, por ejemplo,

r—BA+CD. (6.3)

Supongamos que la ccuncidn (6.2} queda satisfecha, ademds, por
clerto otro vector 3, es deeir,

..1_!';4_.;-:(_"5, A_!;’-!—::ftﬁ.

—>

Entonces, sumands #4 a ambos miembros de estas igualdades,

oy,

obtenemos, al tomar en consideracién (6.1), que x = BA +CD,
—_ —

z= HBA + D y, por consiguiente, & =

De este modo, para la operscion de adicion introducida por noso-
tros existe una operacion inversa, Ella se denomina operacién de
sustraceidn de vectores., Si para los vec-
tores a, b, ¢ tiene lugar la igualdad
a + e =, escribiremos simbdlicamente
que ¢ = b —a, El vector b — a, defi-
nido univecamente por los vectores b y
a, so llama diferencia de vectores. Un
poco mas tarde daremnos la argumentacion
para tal designaciin y tal nomhre.

Es ficil indicar la regla para construic
diferencia entre dos vectores dados a v b,
Apliquemos eglos veetores a un punto co-
miin y construyamos en ellos un paralelogramo (fig. 6.4). Ya hemos
sefialado anteriormente que una diagonal del paralelogramn es la suma
de los vectores dados. La otra diagonal, como es fdcil de ver, es la
diferencia de los mismos vectores. La regla descrita para construir
la suma y la diferencia de los vectores se llama, cominmente, “regla
del paralelograma”.

Observemos que podriamos definir la operaciin de adicidn no
para el conjunto do todos Jos vectores de un espacio, sino sblo para
uno de los conjuntos de vectores colineales o coplanares., La suma
de dos vectores de cualgquier conjunto de tal tipo pertonscerd de nuevo
al mismo conjunto. Es por esto que la operacidn de adicidn de vecto-
reg queda algebraica en este caso también. Mas atin, dicha operacidén
sigue consarvando todas sus propiedades y, lu que os de mayor impor-
tancia, poses, como antes, la operacitn inversa. La validez de esta
altima afirmacién se desprende de la formula (8.3). Si los vectores
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—

AB y (E-D’ son paralelos a cierta recta o a cierto plano, entonces es
— —

evidente que serd paralelo también el vector B4 + €D o bien, que

— —
es lo mismo, el vector de la diferencia CD — AB.

Asi pues, la operacion de adicién de los vectores es algebraica,
conmutativa, asociativa ¥ tiene operacién inversa en los conjuntos
de tres tipos. Estos son: el conjunto de vectores de un espacio, el
conjunto de vectores colineales y el conjunto de vectores coplanares.

Ejerciclos.

4, A uop do los vértices de un cubo estin a ﬁ"“"“’ trea fuertas iguales
en valor { dirizidns o 1o Jargo de las aristas. jCudl es la direccién de la suma
un

rzas?

2. Sun dadag tres clases diferentes de los vectores colineales. ;En qué
caso Glll'ljhlll‘ll’ vector del espacio puede sor representado como suma de tres
vectores de estas clases?

3 Ales vém:u de un pal‘gmm regular estin aplicadas las fuerzas iguales
por n\l ulor y d contro, ;Cudl serd la suma de estas fuerzas?
menl.a an i el conjunto de sumas de los vectores tomados
de dm «l nm iferentes do los voctores colineal

§ 7. Grupos

Los conjuntes con una operacién
algebraica son en cierto sentido los mas sencillos, razén por la cual
parece natural empezar nuestras investigaciones precisamente por
tales conjuntos, Tomaremos por axiomas las propiedades de la ope-
racidn y despuds deduciremos de éstos los corolarios. Esto nos permite
en lo sucesivo aplicar inmediatamente los resultados de nuestras
investigacionss a lodos los conjuntos, en los cuales las operaciones
tienen propiedades andlogas, indef du las p i-
dades concretas,

Se denomina grupo un conjunto & cOn und operuméu algebraica
que es asociativa ( no sed necesari tativa), con
Ia particularidad de que para dicha operacion debe existir operacién
inversa.

Ha de notarse que ]n oparulbn inversa no puede considerarse

como en el grupo, pussto que ella
6 detormina en términos de la uperacu&n prmclpal Seglm lo aoeptadn
en la teoria de los grupes, multipl la op
prefijada en G y conveng en emplear las notaci

dientes. Antes de empezar a considerar los ejemplos diferentes de
grupos, deduzeamos unos corolarios mébs sencillos de la propia defi-
nicién.

Examinemos un elemento arbitrario a del grupo &. Del hecho
de que en el grupo existe la op iom inversa se desprende la existen-
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cia de un iinico elemento ¢, de lal indole que ae, = a. Por consi-
guiente, cuando el elemento a se multiplica a la derecha por el e,
esto Gltimo desempefia el mismo papel que en la multiplicacion
de los niimeros pertenece a la unidad. Ahora, sea b cualquier otro
elemento del grupo. Es evidente que existe un elemento y que satis-
face la igualdad ya = b, Ob pues

b= ya =y (ae,) = (ya) &, = be,.

Asi, e, desempeiia el papel de la unidad derecha respecto a todos
los elementos del grupo G, y no sélo respecto de a. Bl elemento que
posee la propiedad semejante debe ser inico. Efectivamente, todos
los elementos de esta indole satisfacen la ecuacién ar = a, pero,
conforme a la definicion de operacidn inversa, dicha ecuacién tiene
una iinica wn. Desig el el btenido medianta &',

Andalog: e g8 puade la exi in y unicidad en
el grupo G del elemento ¢ que satisface la igualdad #"b = b para
todo elemento b de . En realidad los elementos ¢’ y ¢ coinciden,
lo que e deduce de las igualdades e”' = ¢" y ¢ = ¢'.

De este modo hemos obtenide el primer corolario importante:
en cualquier grupo G existe un elemento ¢ , ademds, dnico que satis-
faco las igualdades

a,

as = gg = g

para todo a de 7. Este el recibe o] bre de el unidad
del grupe G.
De la definicién de ion inversa se di d bién la

existencia y unicidad, pera todo elementn a, de tales alementos
a y a" que
aa’ = e, a'a = &
Estos se depominan elementos imversos derecho e izquierdo, res-
%wtivamanw. Es ficil mostrar que en o] caso dado ellos coinciden.
o efecto, i ol el a"aa’ y calculémosl pleand
dos procedimientos diferentes. Se tiene

a'aa’ = a”" (aa') = a’e = a”,
a'ea’ = (a"a)a’ = 2" = a',

Por consiguients, a” = a'. Este elemento se llams inverso al
elemento a y se designa mediante a-t.

Hemos obtenido, pues, el segundo corolario de importancia:
en todo grupo G cualquier elemento a posee un nico slemento inverso
a~', para el cual

ast = g™lg = e. {7.4)

Basindose en la asociatividad de la eperacién de grupo se puede

hablar sobre la univocidad del producto de eualdui finite
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do elementos del grupo prefijados (al toner en cuenta la no conmu-

tatividad avenlua% de la operacién de grupn) en ol orden determi-

nado. Ti leracitn las (7.1), no es dificil

a;ﬁa]; la férmula general para un elemento inverso al producto.
saber,

(08 ... aa)t=ag'anly ...oafts 2

De la correlacion (7.1) se deduce gue de elemento inverso respecto

de a~! sirve el propio elemento a, y el elemento inverso para la uni-
dad serd la propia unidad, es decir

{2~ = a, et =g (7.3)

La comprobacién de que si es ¢ no un grupo, el conjunto con una
operacién asociativa, se facilita mucho gracias al hecho de que en la
definicién de grupo el requisito de que se la ibn inversa
puede sustituirse por la suposicidn de que existen la wnidad ¥ loa
elementos inversos y existen, ademds, sélo por un lado (& la derecha,
por ejsmplu) sin que ae suponga la unicidad de la unidad y de los

ara precisar, resulta vélido el siguiente

TEOREMA 7.1, E£ conjunto G com una operacidn asociativa serd
un gripo, si en G existe al menos un elemento e que posee la propivdad
de que ae = a para todo a perteneciente a G, y respecto de éste todo
e!’m;w:to a de G tiene aunque un elementv inverso derecho a™', es decir,
aa~t = e,

DEMOSTRACION. Sea a™' wno de los el o8 inversos
para a. Se tiene

d h

aa™! = ¢ == ee = eqa~l,

Multipliguemos ambos miembros de esta igualdad a la derecha
por une de los elementos que son derechos e inversos para a-t. Obten-
dremos que ae = eae, de donde se desprende la igualdad a = ea,
puesto que e es la unidad derscha para G. De este modo, el elemen-
to e resulta ser. también la unidad izquierda para G.

Luego, si ¢’ es una unidad arbitraria ﬁerecha ¥ e” , una, umdad
arbitraria izguierda, lzlll.onws de las igualdades e’ = ¢ ye'e’ =e"
proviene que ¢ = e”, es decir, toda unidad derecha equivale a cual-
quiera izquierda. Con esto quedan demostradas la existencia y uni-
cidad en el conjunto ¢ del elemento unidad el cual se designaré de
nuevo modiante e.

Ahora, para todo elemento inverso derecho a=! se verifican las
signientes corralaciones;

g = a-'¢ = a-taa-t.

Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad a la derech
por uno de los elementos, derechos e inversos para a~l. Llegamos

a que & = a~'g, es decir, el elemento o™ es, a la vez, elemento inver-
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so izquierdo para a. 8i, shora, a=*' es un elemento inverse derecho
arbitrario para o y 2~'", un elemento inverso izquierdo arbitrario,
entonces de las igualdades
a~Vaa~V = (3-""a)a~" = ea~V ma=t’,
a~Vaa=l"=a-1" (ga=1") = a=Ve=a-""
se deduce que a='" = a=1", Esto significa la existencia y unicidad,
para todo elemento 2 de @, de un elemento inverso a—'.
Alora no es dificil de probar que el conjunto G serd un grupo.
En efecto, las ecuaciones ax = b, ye = b serdn, a ciencia cierta,
isfechas por loy el

z = a™th, y = ba™'.

Supongamos que existen también otras soluciones, per ejemplo, el
elemento z para la primera ecuscidn. En este caso de las ignaldades
ar = b v az = b o desprende que er = gz. Al multiplicar ambos
miembros a la izquierda por el elemento a™', obtenemos x = z.
De este mado. el conjunto & es un grupo

Un grupo se llama conmutative o abeliano, si la operacién de
grupe es conmutativa. En este caso Ia operacién, como regla, recibe
el nombre de adicién y en lugar del simbole de multiplicacion eb
suele escribirse el de la suma a + b. La unidad de un grupo abelisne
se llamn elemento nuls y so designa mediante el simbolo 0. La ope-
racién inversa se denomina sustraceidn y el elemento inversa, npmw
Se designa el altimo por el simbolo —a. Co en
que, por definicitn, ¢l simbolo de la diferencia 2 — b significa la
suma a + (—b)

5i, no obstante, en virtud de tal o cual razdén, la operacion en
un grupo conmutative se llamard multiplicacidn, entonces la opers-
cifn inversn se considerard como divisidn. Los productos a b y ba=t,
que en el caso dado son iguales, se designarin mediante bla y se
llamardn cociente de.la divisién de b por a.

Ejercicios.

Domuéstresa que los conjuntos a seguir son grapos abelisnos. La denomina-
citn de tode operecién refleja siempre mo ln motacidn, sino el contenido.
I El conjunto: mimeros enterss; la operacién: adicién de los némeros.
El conjunto: nimeros complejos, salve cero; Ia operacién: multiplica-
cifn du Inn niimeras,
3. E;\l-n namm enteros miltiplos del nimero 3; la npwacléu

sumulﬁn de :
4. El conjunto: nﬁmm entercs la dn: multi i
de los nimeres.
5. El conjunto: niimeros del tipp o + & W donde ¢, b son nimeros racic-
nales la "de Ioa viimeros.
i ine adicidn y =e

6 El
define modlarm In lsulldld a4 n = a,
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7. El conjunto: nimeros enteros -1 operacidn By
Usma sadiclén segin midulo ns y ennsme nm cl eélculn dal mw no negativo,
infericr 8 n, de o divisién de una suma de dos nimeros @l nimero n.

8 El cnnjnnlo nimerny gateros 4, 2, 3, ..., & —1, donde n o2 un
nimero : o se llama 1 segdn of modulo ns ¥ con-
sisle en célcn]n del resto no negativo, inferior & n, de la divisién do un producto
de dos mimeros por el ndmero M i

la

) 1 i : i

de log ntos dirlg‘idnu

10.
de 'ln| sa?menm dirigic
sonjunty: wgruemon dirigidos de wn espacio; ln oporncitn: sume-
cidn ﬂ.e los segmentos dirigidos.
En lo que ee refiere a los tres Gltimos e,iemp'lu hemos de notar guo el ele
mento nule del grupo abehano de seg, o el

dirigido nule y el segmenta npnastu pare al.ﬂ' Bard ul lo BA Do lo demos-
tl'h£m slmhnpm'l‘!uem Los o ﬁ
Toa aducirermos mis tarde.

§ 8. Anillos y eampos

Examinemos un conjunto K en

el que se han i lucido dos operaciones. Se Il & adici

lie ]aa operaciones y la otra serd multiplicacién; se
cor 1 que ambas operaciones

aatﬁn enlrala:adas mediante Ia ley distributiva, os decir, para cualos-

quiers tres elementos a, b, ¢ de K tienen lugar las correlaciones
(@ + b)e = ac + be, a b+ ¢) = ab + ae.

El conjunto K se liama antilo, si en él estin definidas dos opera-
ciones: adicion v multiplicacién, siendo asociativas ambas y ligadas
entre £ por la ley distributiva, con la particularidad de que la adi-
cifn es conmutativa y posee ﬂpsraciﬁn inversa. El anillo se dunomma

ai la multipli es va, v no
en el caso contrario.

Ohservemos que cwalquier anillo es un grupo abeliano por adi-
cién. Por consiguiente, estd provisto de un tnico elemento nulo 0.

Dicho el tiene ln propiedad de que para todo elemento o
del anillo se verifica la igualdad
a-+0=a.

La definicién de elemento nulo se ha proporcionade dnicamenta
con relacién a la operaciin de adicién. No obstante, respecto a la

multiplicacion este el un papel singuiar.
A saber, en todo anillo el producto de cualguier elemento por el
1 to nulo es el nulo. Efecti te, sen a un

cualquiers del anillo K, entonces
a0 =a (04 0)=a0-+ a0
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Sumando a ambos miembros de esta igualdad el el —a-0,
llegamos a que a-0 = 0. Andlog se d que hié
O-a =10,

Al hacer uso de esta propiedad del el nulo pod demos-
trar que en todo anillo para cualesquiera elementos a, b es vilida
la igualdad

{—a) b = —{ab).
En efecto,

ab + (—a) b = (a + (—a)) b = 0-b = 0,

s decir, el elemento (—a) b es opuesto para el elemento ab. De con-
formidad con nuestras designaciones podemos escribirlo en la forma
— (ab).
Ahora es ficil probar que la ley distributiva es licita también
para la dif in de al T
g —ble=(a+ (—=b)le=ac+ (=blec=
= ac + (—{be)) = ac — be,
afp—¢)=alh + (—¢) =ab + a(—c) =
= ab + (—{ac)) = ab — ac,

La ley distributiva, os decir, In regla comin para abrir los parén-
tesis, constituye una {nica exigencia en la definicién de anillo que
liga la adicién y la multiplicacién. Solamente gracias a esta ley el
estudio conjunto de dos operaciones citadas nos suministra mas que
se podrin obtener al estudiarlas por separado.

Acabamos de demostrar que las operaciones algebraicas en un
anillo poseen wuchas propiedades habituales para las operaciones
sobre log nimeros. No conviene pensar, sin embarge, que cualguier
propiedad de la adicién y multiplicacion de los queda en
vigor pars todo anille, aunque sea este Altimo conmutativo. Asi,

por ejemplo, la multipli de los nit posee una propiedad
que es inversa a la de multiplicacién por un el nulo. A saber
si un prod de dos o 85 nulo, por lo menos uno

de los factores es igual a cero. Esta propiedad ya no es obligatoria
para un anillo conmutativo, es decir, un producto de los elementos,
distintos de elemento nulo, puede resultar nulo.

Los slementos no nulos cuyo producto es un slemento nulo se
denoming divisores de cero, La presencia de tales elementos en el
anillo hace la investigacidn mucho mis complicads y no presta la
oportunided de establecer analogia profunda entre los ndmeros y los
elementos del anillo conmutativo. La analogia de este género nos
la p:opnmionl el examen de los anillos privades de divisores de cero.

mos que con relacién a la of ion de multiplicacién

en un anillo vo hay un el unidad ¢ y todo ele-
mento no nulo a tiene elemento inverso a™'. No es dificil demostrar
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que tanto elemento unidad como el inverso son inices y, no obstante,
lo mis importante consiste en el hecho de que ahora el anillo no tiene
divisores de cero. Efectivamente, sea ab = 0, paro a 5= 0. Al mul-
tiplicar ambos miembros de esta ignaldad a la izquierda por el ale-
mento a~!, llegamos a que

a-lgh = (a='a) b =eb = b

¥, por supuesto, a~*] = 0 Por consiguiente, b = 0.

De la ausencia de los divisores de cero se deduce que toda igualdad
se puede reducirla por un [actor comiin no nulo. 5i es que ca = cb
ye =0, entonces ¢ (@ — &) = 0, de lo cual deducimos quea — § =
=0, es decir, a = b,

Se denomina campo®) un anillo conmutative P que contiene un
elemento unidad y todo clemento ne nulo tiene elemento inverso.

Aprovechando la inscripeion de un cociente a/b en forma de un
producto ab=*, podemos probar con facilidad que en cada campo que-
dan en vigor todas lag reglas ordinarias para operar eon fraceiones,
teniends en cuenta los operaciones de adicidn, sustraccidn, divisidn
v multiplicacign. A saber:

@ £ _ addle &8 e —u _ a
TET="w > FT'EAwW' T =%

Ademds, a/b = e/d cuando, y s6lo cuando, ad = be, si, natural-
mente, b == 0y d = 0. Queda a cargo del lector comprobar la vali-
dez de estas afirmaciones en calidad de los sjorcicios.

Asi, desde el punto de vista de las reglas ordinarias para operar
con fracciones, no hay campo que se diferencie de un conjunto de
nlmeros, razén por la cual los elementos de fodo campo los 1lamare-
mos ni iempre que, per sup al d ingcién no nos
lleve a una ambigiiedad. Como regla, el elomento nulo de cublquier
campo se designarh por el simbolo 0, ¥ el elemento unidad, por el
simbelo 1.

Enunciaremos ahora todos los datos comunes sobre los elementos
de cualquier campo conmutativo que nos hardn falta en lo sucesivo.

A. A todo par de el tos a, b le ponde un el
a -+ b, llamado suma de a ¥ b, con la particularidad de que:

1) la adicién es conmutativa, a 4+~ b = b + a,

2} la adicién es asociativa, @ + (b 4+ &) = fa.+ b} 4 ¢,

3) existe un inico elemento nulo 0 tal que 2 4- 0 = & para cual-
quier elemento a,

4) para todo elemento a existe un dnico elemento opuesto —a
tal que @ + {—a) =0

* Al [gual que en la obra de Kurosch A, C. #Curso de dlgebra superior
editorial «M1Rs, Mosed, i fente, para brevedad y dEaa
emplear el térming ecampes como un s de seunrpe

N, del Tr}
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1 1

ab,

B. A todo par de el tos a, b le 7 un
llamado producto de a ¥ b, con la particularidad de que:

1) la multiplicacién es conmutativa, ab = ba,

2} la multiplicacién es asociativa, a (be) = (ab) ¢,

3) existe un iinico elemento unidad 1 tal que g-{ = f.g=a
para tode elemento a,

4) para todo elemento no nule g existe un Gnico elemento inver-
so 6™ tal que et = a~'a = 1.

C. Las operaciones de adicion y multiplicacién estén ligadas
entre s ianle la sigui lacion: la multiplicacion
distributiva respecto de la adicidn, (2 + b)e == ac + be.

Los datos cilados no pretenden constituir una independencia
logica, sino que s6lo son una istice comoda de los el
Las propiedades A describen un campo desde el punto de vista de la
operacion de adicién y dicen que respecto a dicha operacion el campo
constiluye un grupo abeliano. Las propiedades B deseriben un campo
desde el punto de vista de la operacion de multiplicacién e indican
que respecto a dicha operacién el campo so hace un grupo ebeliano,
si de) campo se excluye el elemento nulo. La propiedad C describe
los lazos que unen entre si dos operaciones.

Ejercicios.

Demuéstrees que los conjuntos 1—7 son los anillos, pero no los campas,
mientras que los conjuntes 8—13 son Jos campos. La depemipacion de la
operacién reflejn en todos los eases mo Ja notacin, sine el contenido.

1. El eonjunte: mimercs enteros; los operaciones: adicién y multiplica-
cién de los nhmeros.

2. El conjunto: nimeros enteros miltiplos de cierto ndmero n; las opars-
ciones: adicién y multiplicacién de los numoros.

3. Fl conjunto: n\imen:ls reales del tipo a + b l’?. donde a y b son nimeros

i o nmerss.
roales de una variable ¢, tnelui-
e lloacitn de log Dol

enteros; las op adicidn y
4. El 1}

. con

das las constantes; las opernciones: adicidn P
5. El un salo el o; las op 5o definen por las

igualdades aF a = a yara = o

6. El conjumto: m meros enteros 01,2

n— 1, donde n es un

et 1t

nimaro comp P adicién y segin el médulo n.
7. El conjunto: pares (s, 5) de nameros entercs; los operacicnes se definon
mediante las formulas

o, B) + (e, d) = (a4 ¢, b+ d); (3, B)e(e, d} = fae, bd).

8 El nameros racionales; las adicién y multiphi-
cacidn de los mimeros, s
9, El conjunte: nimeros resles; las op aditidn ¥ P i
de Jos nimeros,
s laz adicién ¥ multipli-

{8 j nimeros plej
caclim de los ndmerce. 3

11. El conjunto: nimeros reales dol tipo & 4 b V2, donde ¢ ¥ & son nime-
tos racionales; Jas opersciones: adicidn y multiplicacién de los nimeros.
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i2. El j dos el a y b; las opernci o definen por las
jgualdades
ata=4+b=au adb=b-+a=5
aa e geb e hen= g, bab == b,
13. El co mnﬁmmlemquz,,..u—l donde » es un
nimers pﬂmn adicibn | segin el mbdulo n.

tencién del lector a qua an uno de los ploa sa ba educide
un e.nl]lo con divlmu de cera, ;Cuil es el efemplc? g(‘.‘u? 1 es Ja forma general
do Jos divisores de caro?

§ 9. Multiplieacion del segmento
dirigido por un nimero

Hecalquemos una vez mfs que
la operacién algebraica se ha definido como operacién sobre dos
elementos pertenecientes a un mismo conjunto. Sin embargo, los
ejemplos numeroszos de la fisica muestran que a veces resulta razo-
nable también considerar op i sobre los elementos pertene-
cientes a diversos conjuntos. Una de lales uperal:mnas es dlcr.sda por
los conceptes de fuerza, d
considerémosla recurriendo de nuevo a ]os ejemplos de ssgmenma
dirigidos.

n la fisica ya hace tiempo se acepté la préctica de utilizar los
segmentos. Si se dice que, por efemplo, una fverza s¢ ha aumentado
cinco veces, el segmento que la representa se hace “extender” cinco
veces sin cambiar la direceion general. Si se habla sobre el cambio
de la direccion en que actia la fuerza, entonces en el segmento co-
rrespondiente los puntos inicial {ongen) ¥ final :amhlun de Iugar

Paniendo de estos T ientos,
que se d ina multiplicacién del to dirigido por un niimero
real.

Consideraremos al principio algunss cuestiones genersles. Sea
deda en un plape o en wn espacio una linea recta arbitraria. Con-
vengamos en tomar una de Jas direcciones en ésta por positiva ¥ la
contraria, por negativa. Una recta con la direccion definida se
llamari efe.

Supongamos ahora que se ba dedo un eje e indicado, ademds, el
segmento gradusdo con ayuda del cual podemos medir cua]quier
otro segmento ¥y determinar, te, la longitud del
altimo. 4 todo segmento dirigido se le atribuird su caracteristica
numirica, la asi Jlamada magnitud del segmento dirigido.

—
Se denoming magnitud {AB) del
ro, igual a la longitud del segmento A, que se loma con el signo

g dirigide AB un nime-
“mdés", si la direccion de AL ceincide con la direccidn positiva del

efe y con el signo “menos”, si la direccitn de A_é coincide con la
i



CAP. ! CONJUNTOS, ELEMENTOS, OPERACIONES 36

direccidn negativa del eje. Las magnitudes de todos los segmentos
dirigidos nulos se consideran iguales a esro, es decir,
{AA}=0.
Independi de cudl direccién en el eje se ha aceptado
iy

il
por positiva, la direccién de AB es opuesta a la de BA, mientras

que las longitudes de los segmentos dirigidos AR y ET; son iguales,
por lo cual,

{AB) = —{BA}. (9.1)
La magnitud de un sagmento dirigido, a diferoncia de su longitud,
puede tener cualquier signo. Puesto que Ia longitud del segmento

———
P 8
Fig. 9.1

dirigido A es el médulo de su magnitud, entonces con el fin de desig-
1(:9&1;])& smplearemos ¢l simbolo | AB |. Estd claro que a diferencia de

|4B| = | BA|.
Supongamos que en un eje estin prefijades tres puntos cuales-

i e
quiera 4, B, € que definen tres segmentos dirigidos AB, BC y AC.
Cualquiera que sea la disposicién de los puntes, las magnitudes de
dichos segmentos dirigides satisfacen la correlacion

(4B} +(BCY =(40). (©.2)

En afecto, sup que la direccion del eje y la disposiciin
de los puntos es tal como las muestra la fig. 9.1. En este caso serd
ovidente gue

{CA| + |AB| = |CBI. (9.3)

De acuerdo con la definicién de magnitud del ssgmento dirigido y con
la igualdad (9.1) tenemos

|CAl={CAy=—{AC},  |AB|=(aB), (99
|CB| = {CB) = —(BC}
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Por ello, de (9.3) se deduce

—{AC) +{AB)= —(BO),

lo que coincide, en esencia, con (9.2).

En la demostracién hemos usado wte las 1
(9.3) ¥ (9.4) que sblo dependen de la disposicién mutua de los pun-
tos A, B, Cen el eje, no dependen do si dichoes puntos coinciden
o no uno con el otro. %;toi clare que con cualquier otra disposicién
de los puntos la demostracitn se realiza del modo andlogo.

La identidad (%.2) se llama fundomental. Desde el punto de
vista de la operacién de adicién de los vectores dispuestos en un eje,
la identidad significa que

— — - —

{AB+ BC} = {AB) +{BC). (9.5)
La magnitud de un segmento dirigido determina, salvo el traslado
paralelo, el propio segmento eel ejo. Mas, al tomar en consideracién
que los sepmentos dirigidos iguales bién quedan determinades,
salvo el traslado paralelo, quiere decir que la magnitud de un seg-
mento dirigido define univocamente en el gje dado toda la totalidad

de segmentos dirigidos iguales.

—
Supongamos ahora que se han dado el segmento dirigido AB

— —_—
y el niimero &. Se denomina producto a- AB del segmento dirigido AB
por un mimera real o un segmento dirigido, ubicado en ol eje que pasa

por los puntos 4, B, y cuya magnitud es igual a a-{AB). De este
modo, por definicion

(- AB) = . (AB). (9.6)

Para cualesquiera nimeros e, B y cualesquiera segmentos diri-
gidos a, b I operacién de multiplicacién del segmento dirigide por
un nimere posee las siguientes propiedades:

1:a=a4a, af(pa)=(ap)a,
(@ + B) u = aa + fa, a (@ ++ b) = ma + ab.

Las primeras tres propiedades son bastante sencillus. Para
demostrarlas basta notar que en los miembros izquierdos y derechos
de las jgualdades figuran los vectores dispuestos en un eje y hacer
uso, luego, de las correlaciones (9.5), (9.6). Demostremos la cuarta
propiedad. Supongames, pera simplificar, que « = (. Apliquamos
los vectores a, b a un punto comin y construyamos sobre ellos un
peralelogramo cuya diagopal serd igual & a + & (fig. 9.2). Al mul-
tiplicar los vectores a, b por «, la disgonal del paralelogramo resul-
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taré también multiplicada por @, en virtud de la semejanza de las
figuras. Pero esto precisamente significa que ag + ab = « (a + b).
Observemos en conclusion que la introduccidn de la magnitud
de un segments dirigido puede interpretarse eomo introduccidn de
cierta “funcion”
t={a}, (9.7)
cuyo “argumento” son los vectores x
de un mismo ejs, mientras que el pa-
pel de “valer" lo desempefian los ni-
meros reales £, En este caso
{4y} ={x}+{uh,
{rz} =14 (7}
para cualesquiera vectores e y en el eje y cualquier nimero .

Fig. 9.2.

Ejercicios.
1. Demuéstrese que el resultado de la operacion de mn]liF]i:uir'm par

un namero oo depende de cdme estd definida ln direcciin positiva en ol eje.

2 ue ol resultado do la 6n de multiplicacidin por
un nimers o depende do cimo esti definide ol segmento graduade en el eje.

& qui la i o multipl ém por un ngmeroe, defi-
nida oa cualy junte de seg lineales, no bard salir de dicho
conjunto,

4 1 s que la itn de Itiplicacién por un namero, defi-
mida oo cusl onjunta de seg pl no hard salic de dicho
conjunta,

5. ;Qué represeatan en si los segmentos dirigidos opuesto y nulo desde
el pnnl; de viste de la operacién de multip]luci?n por Ifll nimero?

§ 10, Espacios lineales

La lucién de los probl

de cualquier género se reduce, al fin y al eabo, al estudio de ciertos
conjuntos y, en primer lugar, al sstudio de la estructura de dichos
conjuntos. Para estudiar la estructura de conjuntos se emplean los
mas diversos métodos. Por ejemplo, partiendo de la propiedad
caracteristica que poseen los elementos (lo que se hace en los proble-
mas refarentes a la construceién de lugares geométricos) o bien par-
tiendo de las propiedades de las operaci sl estin definidas para
los elementos.

El dltimo método parece ser de atraceidn especial debido a su
genoralidad. Efectivamenta, ya hemos visto repetidamente que en
los més diversos conjuntos pueden introducirse las mds diversas
operaciones que, no obstante, poseen propiedades iguales. Serd
evidente por esta razén que si en la investigacién de los conjuntos
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se obtiene cierto resultado s6lo en la base de Ias propiedades de una
operaciin, este resultado tendrd lugar en todos los conjuntos, donde
las operaciones poseen las mismas propiedades. En este caso la natu-
raleza concreta tanto de los elementos como de las operacionss sobre
ellos puede ser completamente diferente.

Anteriormente hemos introducido para la consideracién unos
nuevos objetos mntemét:ws fque llamama segmentos dirigidos o vec-
tores y hemos deter las sobre dichos objetos. Se
conoce que en realidad detris de ioe vectores estin log objetos fisicos
bien reales. Por esto, Ia investigacidn detallada de la estructura de
les conjuntos representa interés por lo menos para la fisica.

Ya ahora conocemos tres tipos de conjuntos en los cuales las ope-
raciones poseen las muamaa pmpledadas Estos conjuntos son: da
v de vectores en todo el
espacin. A pesar de q\m en estos eonjunws estin introducidas las
de esperar que la estructura
de los pmpuw conjuntos debe ser diferente.

Hay upa tentacion, originada por la sencillez de los conjuntos
citados, que conduce al deseo de estudiarlos apoyandose slo en las
peculiaridades concretas de los el Sin g0, 0o pod
sino observar el hecho de que dichos conjuntos tienen mucho en co-
miin, razén por la cusl parece racional comenzar su estudio partiendo
de ciertas posiciones generales, abr:gando esperanza, por lo menos,
que tendremos éxito en evitar ref al pasar
de la investigacion de un conjunto a la del otro. En adicién, espera-
mos, por supuesto, que en el caso de aparecer algin conjunto con
propiedades andlogas, a fste Gltimo podriamos ax&mdﬂr inmedinta-
mente todos los resultados de las

He aqui todos los hechos generales q\m se conocen acerca de los
vectores que forman cualquiera de los tres conjuntes en conside-
racion.

A. A todo par de vectores z, ¥ le corresponde un vector x - g,
llamado suma de x e y, con la particuleridad de que:

1) la adicién es conmutativa, -4y =y 4 =,

2} la adicién es asociative, 2 + (y - 2) = (z + y) + 2,

3} existe un inico vector nuio 0 tal que x + 0 = = para cual-
quier vector x.

4) para todo veclor & existe un finice vector opuesto —xz tal que
T+ (—z)=0.

B. A todo par &, z (donde @ es un nimero v z, un vector) le co-
rresponde el vector ar, llamado producto de o ¥ x, con la particu-
laridad de que:

1) la multiplicacién por los niimeros es asociativa, e(fr) = (2f)r,

2) 4+x = x para todo vector z.

C. Las operaciones de adicion y multiplicacidn estin ligadas
entre =i por las siguientes correlaciones:
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1) la multiplicacién por un ndmere es distributiva respecto de la
afdiciin de los veelores, « {z -+ ¥) = ar + ap.

2) la multiplicacién por un vector es distributiva respecto de la
atdicién de los nimeros, (o 4 f) z = ar + fz.

Al igual que en el caso de un campo, los hechos citados no pre-

tenden ser indep. Las prop des A describen
el conjunto de vectores desde el punto de vista de la operacién de
adicién y dicen que respecto de esta ol to repre-

senta un grupo abeliano. Las propiedades B describen “el tonjunto
de vectores desde el punto de vista de la operacién de multiplicacién
de un vector por un nimero. Las propiedades C describen los lazos
existentes entre las dos operaciones,

Examinemos ahora un conjunto X y un campo P de cariicter
arbitrario. El conjunto K se llamerd espacio lineal sobre el campa B,
si para todos los elementos de K estin definidas las operaciones e
adicién ¥y multiplicacién por los m:lmems de P Y. astén cump]ldna
los axiomas A, B, C. De ilad con esta terminol

que el conjunto de colineales, el conjunte de vectores
coplanares y el de vectores en todo el espacio son uspaclos lineales
sobre el campo de nimeros reales.

Los elementos de cualguier espacio lineal los lamaremos vectores,
a pesar de que segin su naturaleza concreta dichos elementos pueden
ser hien distintos de los segmentos dirigidos. Las representaciones
geométricas, relacionadas con el nombre de “vectores”, nos syudardn
en nclarar ¥, con frecuencia, on prever los resultados necesarios,
como también en buscar la interpretacion geowétirica de diferentes
hechos la eual no siempre resulta obvia.

Los vectores del espucio lineal se designavin, como antes, me-
diante letras latinas mindsculas y los niimeros, con letras minisculas
griegas. Un espacio lineal se llamard racional, real o complejo, segan
sea el campo P de numeros racionales, de nimerss reales o de los
complejos y se desiimmi mediante D, R y C, respectivamente. El
hecho de que en la denominacién y la designaciin no se da ninguna
referencia a los elementos del propie espacio tiene un sentido muy
profunde de lo cval hoblaremoes mucho mis tarde.

Antes de pasar a la investigacion detallada de los espacios linea-
les, demos a conocer algunos corolarios més sencillos gue proviensn
de la existencia de las op i de adicién y multiplicacién por
un nimero, Conciernen, en lo esencial, a los vectores nulo y opuesto.

En todo espacio lineal para cuslquier elemento x se verifica la
igualdad

0-r=10,

donde en el segundo miembro 0 significa el vector nulo y en el pri-
mer miembro 0 es el mimero nulo. Para demostrar esta correlacién
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examinemos el elemento 0-z + x. Tenemos
Oztz=0z+1lz=0+1)z=1z=x
Por consiguiente,
z=0z+=z
Al sumar a ambos miembros de la igualdad el elomento —z, hallamos
0=z+ (—=7) = {0rx 4+ 2) + (—2) =
=0z+4 (z+ (—2z) = 0z + 0 =0-z.

Ahora ya es ficil indicar la expresién explicita para el elemento
—z en términos del propio el to z. A saber,

—z = (—1}z.
La validez de esta formula se deduce de las correlaciones sencillas
z+ (—ljz=1z4 (—1)e=(1 — 1)z =0.z=0.
Esto, a su vez, permite demostrar la validez de lag correlaciones
—(az) = (—a}z = a (—=)

puesto que
—(az) = (—=1) (az) = (—a}z = a (1} z) = « (—2)

il d que por definicién de operacién de- sustraccion,
z— iy =z + (—y) pars cualesquiern vectores z ¢ y. La expresién
explicita para el vector opuesto permite sefialar que las leyes distri-
butivas son legitimas también pars la diferencta. En efecto, cuales—
quiera que sean los nimeros e, f ¥ los vectores z, y, tendremos
(2= B)r =az+ (—P) 2 = ar + (—(px)) = oz — Pz,
sf—p=afr+ (—y =art(—a)y=

=z + {(—(ay)) = ar — ay.
De aqui proviene, en particular, que para todo nimero
a0 =0,

puesto que
al=g(r—32 =o0r—or=oar+ (—a) =0
Y, por fin, el iltimo corolario. Si para algin nimero « ¥ el vec-
tor z se verifica la correlacitn
az = 0, (10.1)
entonces, o bien @ = U o bien z = 0. Efectivamente, sl la igualdad

(10.1) se realiza, puede haber una de las dos posibilidades: o biena =
= {} o hien & 5= 0. El caso o = 0 confirma nuestra afirmacién. Sea,
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ahora, o= 0. En este caso
.r-={-u:—(%‘a} r=%(u}=a+-0=0.

De aqui se desprende, en particular, que en todo espacio lineal
cualgquior igualdad puede ser reducide formalmente por un factor
comin no nulo, no importa que diche factor sea wn ndmero o un
wvector. Efectivamente, si es que ar = fix y xsk 0, tenemos
(@~ P xz=0, y entonces & — f = 0, es decir, = = fi. Si, en
cambio, oz = ay ¥y o= 0, 5o tiene @ {r — y) = 0 y entonces x —
— y =0, es decir, z = y.

Asi pues, desde el punto de vista de las operaciones de multiplica-
<idn, adicidn y sustraccidn tienen lugar jormalmente todas las reglas de
transformaciones equivalentes para las éxpresiones algebraicas. En lo
i;ue sigue estas reglas ya no serdn objeto de especificaciones especia-
os

Asf damaos por terminado el primer imi con los espaci
lineales. Sélo nos resta observar que no es por casualidad que hemos
eserito en la forma inica las propiedades de operaciones en el campo
y en el espacio Jineal. Existen rasgos de la semejanza sorprendente
{y de la diferencia, en igoual medida) entre los axiomas de un campo
¥ de un espacio liveal sobre el campo. E! lector ha de reflexionar en
esta circunstancia.

Ejercicios.

Demuéstrese que lus conjuntos a seguir son espacios linealss. Lo denomi-
nmén do la opormcitn refleja ummpra no la notacién, sino el contenido,
campo: nEmoros es; ol conjunto: nimeros reales; In adicidn:
adfcwn de los nimeros reales; la multiplicacion por un nimero: mueltiplicacién
de uu mmuom ml T ug phmers real,
| campo: numeras reales; el conjunto: nimeres complojos; lo adicidn:
ld.mﬁn du lox m:ms complejos; In multiplicocién por un namers: multipli-
eaciin do un namore compleo por un nimero real.

3. El campo: miimoros racionales; el conjunto: nﬂmuo; realas; la adicidn:
adicjdm da los nimeros reales; la multiplicacion por un nimera: multiplicacion
ds un nimern real por un nimero racional

4 El campo: nimere cualquiern; o] cnnmnlu un sole vector a3 I adicibn:
adicidn so determing por fa a+a=aq in mnll:phucudn por un nﬁmm
multiplicucidn del vestor o por un nimero q

g =

El campo: nimeros reales; el
reales do una variabl ¢, incluidas lns _constantes; la adicién: ad]cniu da los
polinomios; la multiplicacion por ua nimero: multiplicacion del polivomio por
un namego real.

E:.'I cam, o numoros ramn.nlne. ol conjunto: namoros de In forma o 4
=+ dnnda B, ¢ ¥ d son unes nGmeros racionales; la
ndlcidm Adinina do Jos u\i dl la forma indicads; la multiplicaciin por
un [mln;eru multiplicacion del niimero de Lo Torma indicada por un mimeros
raclonal
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7. El campo: campo cualquisra; el conjunto: ol mismo campo; la adieldn:
adicién de los elomeutos (jde los vectoresl) del campo; 1a mulliplicacién
an nimero: multiplicacion del elemento (jdel vectorl) del campo por un
meoto (jun ndmerol) del campo.

§ 11. Sumas finitas y productos
Tinitos
Los campos v los espacios linea-
les serin conjunlos principales que trat en [o sucesivo. En
estos conjunios estdn int idas dos of i la adicién y la
multiplicacién. Si se realizan un gran nimero de operaciones sobre
los elementos, aparecen expresiones que contienen en cantidad con-
iderable tanto dos Tomo Para asegurar la comodidad
de su inscripeién introd simbolos dientes. Supon-
dremos, ademés, que la & y la multiplicacién son operaciones
conmutativas y asociativas.
Sea dado un nimero finito de los elementos, no necesariaments
i Conv on id que todos los elementos estdn
enumerados de cierta manera y se les han atribuido nnos niimeros qua
warian seguidamente a partir del nimero k hasta algin nimero p.
Los elementos se designarin mediante una letra, indicando el nime-
ro. El propio nfimero, el cual se lamari en adelante indice, puede
ocupar en la designacién un logar arbitrario. El indice puede dis-
ponerse al lado de la letra encerrado eptre parfntesis, abajo cerca
de la letra, arriba cerca de la letra, ete. Esto uo tiene ninguna impor-
tancia. Con mayor frecuencia lo eseribiremos al lado de la letra,
abajo, a la derecha.
Una suma de elementos ay, 244y, - + ., @ 52 designard mediante
el simbolo de la forma siguiente

2

[T UL I':‘p=\_ a5 (11.1)

Elindice ¢ en ecta formula so donomina fndice de adicidn. Nada varia-

ré, por supuesto, si lo designamos con cualquier otra letra. A veces,

bajo el signo de la sums se indicard de manera explicita aquella

totalidad de los indices segin los cuales se realiza la adieibn. Por

ejemplo, la suma en consideracion podria ser escrita de la forma:

ay s @ypy . Fap= Z .
rei=p

Es evidenta que si todo elemento @, es igual al producte del ele-

mento b; v elemente &, donde @ no depeade del indice de adicién i,
entonces

\II 'f‘ b
Lty "
= e =
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&g decir, el factor que no depende del indice de adicién puede sacarse
fuera del signo de la suma.

Supongamos ahora que los elementos estﬁn mamadns con dos
indices cade uno de los cuales varia indep tie
para estos elementos una designacién general ay; y sea, por e)ernplo.
k=i= p; m=j=n. Dispongamos los elementos en forma de
una tabla rectangular

By Gy, mbt =- - Oyns
Gt m Bpbs, mat «oe Ty, ny
Opm  OBp mes +ee Bpne

Esti claro que independientemente del orden en que se realiza la
sumacidon, el resultado serd el mismo. Por eilo, al tomar en conside-
racién la designacién introducida para la suma, tenemos

(anm =+ tn, mer - oo Ban) F (@it m o+ Bin, s -
cos e )b (B m T, mi - R ga) =
n L fl L n
=,§qﬂ”+é,‘ﬂ‘+""+ ‘F‘Eﬂ%}‘@t(’g“‘u)-
Por otro lado, esta misma suma es igual a

(@t Bakt, mF oo F Bpmd T (B0, mar -+
FBpig, et o0 ) e A {0 F By, g e F O] =

3 ] n P
=2 amt S tmet o+ 5 = B (5 ).
Por consiguiente,
o & &
5 (S en=3 E e
8i convenimos en realizar la adicién siempre de manera sucesiva

segin los indices de las sumas dispuestas de derecha a la izquierds,
los paréntesis pusden ser omitidos v, en definitiva, obtensmos

$apmd 3
2& )'-"mn”—;;- ?:ns""
Quiere decir que al sumar segiin dos indices se puede cambiar el

orden de la adicion, Si, por ejemplo, a;; = wbyy, donde &, no depende
del indice j, entonces

Y" n i n
I:Jk i-Em a‘b" -= =k =L Jgﬂ b“’
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Los resultades anilogos tienen lugar para las sumas realizadas
segln cualquier nimero finito de indices.

El producto de los elementos @y, x4y -« -0 Gp 58 designard
mediante el simbelo de tal forma:

Byllygy +or Bp= ﬁ 8.
il
Luego, si a; = aby, entonces
ﬁ wlaan-.lﬂ ﬁ bl‘
ik i

Igual que en el caso de sumacién, al caleular un producto segin dos
indices, e puede cambiar el orden de cdlculo del producto, es decir,

f fter . G

Todos estos hechos se demuestran segin el mismo esquema que s&
usa en el caso de sumacidn de los nimeros,

Ejercleios.

.‘
2

ir4d=

i} A=

irge t

G g

u
2, ¥ et
=l
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it
rh 3 s,
1 ! =1

i[-#=

nom
25 \F"
=1 gl k=t

'ﬁt 2, Jn]i[liov, ‘}jl ,-ﬁ. 24, f]‘ ’ﬁ fi 21esmn.

=] jod sl

2i—ik,

§ 12. Calenlos aproximados

Los conjuntos examinados son
de amplic uso en las mis diversas investigaciones tedricas. Para
obtener el resultado en dichas investigaciones hemos de realizar
casi siempre ciertas op i sobre los el tos de los conjuntos,
Muy a menudo surge la idad en la realizacién de cilculos con
elementos dd los campos numéricos. Deseariamos atraer la atencién
a una pecullaridad muy importante en la realizacidn prdetica de los
cileulos semejantes.
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Svpongamos, para concretar, que tenemos un campo de nimeros
reales. Supongamos, ademds, que tode niimero sé representa como
una fraceion decimal infinita. Ni un ser humano ni una computadora
més moderna pueden operar con las fracciones infinites. Por esta
Tazdn, en la practica cada fraccidn de tal indole se sustituye por una
fraccién decimal finita, proxima a la primera, o por un nimero
racional conveniente.

Asi pues, un nlmero real exacto es sustituido por un nlimero.apro-
ximado. En las mvestigaciones tedricas, donde se sobreentiende lo
prefijacién exacta de los nlimeros, tal o cual expresidn se sustituye
bastante a menudo por otra expresiou, igual a la primera, aunque
escrita, quizés, en una forma distinta. For supuesto, en este caso
tal sustitucion no puede despertar objeciones ni tampoco las dudas.
En cambio, si deseames ealeular una expresién con ayuda de unos
nimeros prefijados aproximadamente, ya no es indeferente para
ngsotros en qué forma se ha dado ls expresion.

Consideremos un ejemplo sencillo. Es facil comprobar que en el
caso de prefijar exsctamente el niimero |2 se tiene

(VEI—1pm99—70Y)2 2.4y
Puesto que V2 = 1,4142 .. ., los nlmeros 7/5 = 1,4 ¥ ATN2 -
= {4166 . .. pueden considerarse valores aproximados para } 2.
Pero, al sustituir 7/5 en los miembros izquierdo y derecho de (12.1),
oblenemos 0,00500 . . . y 1,0, respectivamente. Para 17/12 tenemos
0,00523 ... v —0,1666 . . . Los resultados de la sustitucion son
muy distintes uno del otro ¥ no se ve de upa tirada cudl de ellos es
més proximo al valor exacto, Esto nos muestra la precancidn con la
gue se deben tratar los mimeros aprorumados.

Nos hemos detenido s6lo en una fuente de aparicion de los nime-
ros aproximados que es el redondes de los ndmeros dados con loda
la exactitud. En la realidad existen tembifn varies otras fuentes.
Por ejemplo, los datos iniciales pera los edleulos e obtienen con fre-
cuencia de un experimento, mientras que cualgquier experimento
puede proporcionar resultados de exactitud limitada. Ya las opera-
ciones més simples, como son la multiplicacién y division, pueden

ducir al de la cantidad de érdenes en las fracciones. Por
ello, nos veremos obligades a despreciar una parte de los drdenes
en los resultades de los cdleulos intermedios, es decir, aqui también
ciertos nimeros se sustituyen por los aproximados, ete.

La investigacion detallada de las operaciones con los mimeros
sproximados sale de los mérgenes de este curso, No obstante, la  dife-
rencia entre los céleulos I.:E:ims ¥ précticos serd con frecuencia el
objeto de nuestra discusitn, La idad en tal discusion esta pro-
vocads por lo que los edlewlos tedricos no pueden ser realizados, como
regle, en la forma precisa.
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Ejercicios.

1. ¢Cuil fraccién decimal finita es necesarin para o roximar ) 2 pera gue
en los resultados del céleulo de los miembros izquierdo y derecho en (l?..ui}
colncidan los primercs seis ordenes?

P que ltado de vealizacién de toda ién sobre-
dos nimeros roales so redondea do seuerde con cunlquier regla conocida hasta ¢
ordpnes despuéa de la coma. JQueden en vigor las propiedades de conmutatividad
¥ uwui& nglvulml. q.otlu np?nclenui 4al

® irin en las di ejercicio d les
distethuivast e ey leyes

4 (A qué deduccién llega Ud., =i en los ejercicios 2 y 8 se hon obtepide

respuestas negativas?




CAPITULO 2 ESTRUCTURA DEL ESPACIO
LINEAL

§ 13, Combinaciones lineales
v cépsulas

Supongamos que en el espacio
lineal £, definido sobre un campo P, s ha elegido un ndmero finito
de vectores arbitrarios ¢, ey, . .., &, que no son obligatoriamente
distintos. Llamaremos estos veclores sistema de vectores. Un sistema
de vectores se denominard subsistema del segundo sistema, si el pri-
mer sistema solo contiene ciertos vectores del segundo y no contiens
ningunos otros vectores,

Sobre los vectores del sist dado y los btenidos de
los primeros se realizardn les operaciones de adicién y multiplicacidn
por unos nimeros. Estd claro que todo vector z del tipo

T =g + oy + ... 4 caty, (13.1)
donde o, ey, ..., @, 500 unos ndmeros del campo P, se obliene
de los vectores del sistema dado e, ¢, ..., £, con ayuda de las

operaciones citadns. Mis alin, cualquiera que sea el orden en que se
realicen estas operaciones, obtendremos solamente los vectores del
tipe (13.1).

Respecto del veetor « de (13.1) suele decirse que se expresa lineal-
mente en términos de los vectores ey, ey, . . ., &,. El segundo miem-
bro de (13.1) se denomina combinacién lineal de estos vectores y los
nAmeros ¢, @, . . ., %y SO0 coeficientes de la bi lineal.

Fijemos ol sistema de vectores &, ey, . .., ¢, ¥ dejemos que los
coefici de las combinaci lineales tomen cualesquiera valores
del campo P, En este caso quedard definido cierto conjunto de vecto-
res de K. Este conjunto lleva el nombre de edpsula lineal de los vecto-
res &, &, ..., €, v so designa con L (g, e, ..., £,).

Nuestro interés hacia las cipsulas lineales se debe o dos cireuns-
tancias. En primer lugar, toda cdpsula lineal tiene una estructura
muy simple: representa en si una totalidad de todas las combina-
ciones lineales de vectores del sistema dado. Segundo, la cipsula
lineal de cuslquier sistema de vectores de todo espacio lineal es de
por si un espacio lineal.
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Efectivamente, el cumplimionto de todos los axiomas de un espa-
cio lineal es casi obvio. Silo los axiomas referentes al vector nulo

y al op it quizds, alg axplicaci El vector nulo
pertonece a ciencia cierta a cualquior cdpsula lineal y cormspondﬁ
a log valores nulos de los coeficientes de la L idn lineal,
deeir,

G=10-e + 0ea 4+ ...+ 0e,
El vector, opuesto para el vector (13.1), tendrd la forma
—z = (=) & + (—og) ey + . o0 F () e

La unicidad de lo! vectores nulo y opuesto proviene de su unicidad
como pert al espacio lineal K,

Observemos que la cdpsula lineal de los vectores &,, e, .. ., &,
es un espacio lineal “mfaima” que contiene dichos vectores. En efecta,
la propia la lineal sdlo iste de las combinaciones lineales
de los vectores ¢, €y, ..., £,, mientras que todo espacio lineal,
en el que estan contenidos los vectores e, ey, . . ., &;, ha de contener
también todas sus combinaciones lineales.

Asi pues, todo espacio lineal contiene, en el caso gam:ra] un
conjunto infinito de otros espacios lineales rep ados por las
cipsulas lineales. Ahora surgen unas preguntas:

;En qué condiciones las cdpsulas lineales de dos sistemas dife-
rentes de vectores consisten de [os mismos vectores del espacio inicial?

{Qué nimero mintme de vectores define una misma cépsula
lineal?

¢Serd el espacio lineal inicial una cdpsula lineal de algunos de
sus vectores?

Las resp a estas pr as y otras lag d en el futuro
més proximo. Con esr.a fin emplearemos en gran escala Ia nncmn de
combinacién lineal y, en particular, la propiedad de su transit
A saber, =i un cierto vector z es una combinacion lineal de los \recto—
res ¥y, Iy, .+ . X, ¥ cada uno de ellos, a su turno, es una combina-
cion lineal de los vectores Uy Yar oo By entonces el vector z
también puede ser rep como combinacién lineal de los
vectores Wy, Ve . - .. Yo Demostremos esta propiedad. Sea

‘=§. Bire (13.2)

v, ademds, para todos los nimeres i, 1 << i<r,

x'_z" Yot

donde By ¥ vy son unos nimeros arbitrarios del campo P.
Al sustitu'lr la expresion para z, en el segundo miembro do (13.2)
y al hacer uso de las propiedades correspondientes de las sumas fini-
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tas, oblenemos
r - s v o
i=§-‘ ﬂm“;‘ ﬂ'; Ty = g g Biviy =
Lo

PGk

f= =

donde los coeficientes E; significan las sxgulentes expresiones:
-
&= 2 By
il

Por consiguiente, la transitividad de la necién de combinacion
lineal reslmente tiene lugar.

ﬂ'l‘?i:&'r— ( ﬁi?u)k’:' {-,i!ﬂ'.l-

Ejercicios.

1. ¢Qué eon en un upnuln de segmentos dirigidos las cipsulas lineales

de los sistemas de uno, dos, tres y de mayor namero de segmentos dirigides?

2 'E::minml un espacio ilnaal de palinomios qua dopenden de la varia-

bl ¢ y estén definidos un.gnsl enmpedomhnme mlu ué represents eo si
la &s]:sulu lineal del sistema de vectores @ <+ 1 |

En qué espatio todas las Edpsulas li\mlce mlnolden con el mismo

"‘Pﬂ‘ Demuéstrese que un espacio lineal de todes los segmentoe dirigides
no puede ser cipsuls lineal de dos seg

§ 14, Dependencia lineal

Consideraremos otra vez los vec-
tores arbitrarios &, ey, . . ., &, en un espacio lineal. Puede ocurrir
que uno de ellos se expresa linealmente en términos de los demds,
Sea, por ejemplo, el vector e. Entonces, cada uno de los vectores
€, &5, + . ., £, 56 expresa linealmente en términos de ey, &, .. .
+ '+« #n. Por esta razén cualquier combinacidn lineal de los vecf.ores
€, €3, « - -y & 5 también una combinacién lineal de los veclores
&y &3, 1+« €. Por consiguiente, las cdpsulas lineales de los vecto-
reS By, €.+ 83 ¥ €3 €30 0. .. 8y coinciden.

Supongamos luego que entre los vectores ey, ey ..., & hay
un veetor, por ejnmpln, €, que tambifn se expresa linonlmante 2]
té ?’ Al repetir
llegamos a 1o conclusién de gque shora cualquier combinacion lineal
de los vectores &, ¢, ..., & 5 también una combinacitn lineal
de los vectores ey, €, . . ., ;. Continuando este proceso, pasaremos.
al fin ¥ al cabo, del sistema &;, &, . . ., & & un sistema de veclores
del cusl ya no podremos excluir ni uno de los w:tom La cipsula
lineal del nuevo sistema de , con Ja
chpsuln lineal de loz vectores &, €, « .., &,. Ademds, podemos
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decir que si entre ¢, e, ..., e, hubo aunque un solo vector mo
nulo, el nuevo sistema de vectores o bien consiste solamente en un vector
no nulo o bien ninguno de sus vectores se expresa linealmenie en térmi-
nos de los vectores restantes.

Tal sistema de vectores se llama linealmente independiente.

Si un sistema de vectores no es linealmente independiente, se

d En particular, segin so infiere de
la definicién, un sistema compuesto sblo por un mtor nulo seré
linealmente dependiente, La d ¥la T

constituyen las propiedad del si de Sin emb

%17

muy a menudo los adjetivos correspondientes se aplican
a los mismos vectores, razén por la cual en lugar del “sistema lineal-
mente independiente de vectores” diremos, a veces, “sistema de los
vectores linealmente independientes”, ete.

Desde el punto de vists de lag nociones introducidas los razona-
mientos realizados significan que se ha demostrado el

LEMA 144, §i entre los vectores £y €5y Ly € O tedes son nules

y i diche sistema es [ en dste puede
existir un subsist linealmente {ndepend de vectores, en cuyos
términos es linealmente expresado :ua!gufera de los vectores ey, e, . . .
s y
l,'nu cimunstancia. inesperada a primera vista, determina si un
sistema de vectores ¢, ey, ..., €, €3 linealmente dependiente

o linealmente independiente. Ya se ha observado que el vector nulo
pertenece a la cdpsula lineal y es representado a ciencia cierta por la
combinacién lineal (13.4) con valores nulos “de los coeficientes,
A pesar de esto, puede expresarse linealmente en términos de los
veclores e, €;, ..., &, de otro método, es decir, determi

por otro surtide de los coef de la combinacién lineal. La
independencia lineal de los vectores e, e, .. ., €, esti estrecha-
mente vincul con la unicidad de la repres del el

nule en términos de los vectores citados. A saber, es vilido el

TEOREMA 14.1. Un sistema de los veclores e, e, -

linealmente independiente cuando, y sélo cuando, de la ignaid’ad

Gty + Gy + oot Aty =10 {14.1y

se deduce que todos los coeftct de la binacién lineal son nulos.

DEMOSTRACION Sea n=1, Si ¢ =0, entonces, segin se
ha mostrado antes, de la correlacién o6, = 0 debe provenir que
oy = 0. Bn cambio, si de la igualdad ae, = 0 se desprende que el
coeficiente o, es nulo. entonces, evidentemente, e, no puede ser nulo.

Exnmlnemos ahora el caso en que n 2> 2. Sea el sistema de vecto-
res lineal dependiente. S que la igualdad {14.1)
resulta licita con cierto surtido de los coeficientes, entre los cuales
existe aunque uno que sea distinto de eero. Sea, por ejemplo, o, 5= 0.
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Entonces, de (14.1) obtenemos
=;=(*%’;) £1+(—§%}Eg-i—.., + { --%:)gn.

es decir, el vector &, se expresa linealmente en términos de los demas
vectores del sistema. Esto contradice a la condicién de independencia
lineal del sistema, por lo cual no puede haber coeficientes no nulos
entre aquellos que satisfacen (14.1).

Si de la igualdad (14.1) se deduce que todos los coeficientes son
nulos, el sistema de vactores no puede ser linealmente dependiente.
En efecto, supondremos lo contrario y sea, por ejemplo, un vector &
que se expresa linealmente en términos de los demis, es decir,

e = Pfugy + Pygy + . o + Brtn.

En este caso la igualdad (14.1) serd satisfecha a ciencia cierta por
los coeficientes &y = —1, oty = Py, . . ., &, = Pa, entre los cuales
por lo menos uno no es nulo. El teorema queda demostrado.

Este teorema 3 de tan amplio uso en diversas investigaciones
que muy a ms'midu su afirmacién se considera simplemente como

d lineal.
He agui dos pi\quiedades sencillas de los sistemas de vectores
vinculadas con la dependencia lineal.
LEMA 4.2, Si algunos de los vectores &, #, ..., € soB
linealmente dependientes, todo el sistema &, &4, . . ., &, serd Uneal-

mente dependiente.
pEMOSTRACION Sin restringir la generalidad podemes con-
siderar que los primeros vectores e, &, ..., & son linealments
dependientes. Por consiguiente, existen tales nimeros a;, &, . . -
.., Oy, entre los cuales hay distintos de cero, que

ey + age + . oo = 0L
De aqui fluye la legitimidad de la igualdad
ey oyt ... oty +0epei o+ 0g, =0,

Mas, esta igualdad significa dependencia lineal de los vectores
€, €1, - .+ €y, Puesto que entre los ndmeros o, @y, ... Gk
0, ..., 0 hay algunes que no son nulos.

LEMA 349, Si entre los vectores €, €, ..., €, hay aungue un
solo vector nulo, todo el sistema &, €y, . .., &, serd linealmente de-
pendiente.

DEMOSTRACION. En efecto, un sistema compuesto per un vec-
tor nulo es linealmente dependiente. Por ello, de In propiedad que

b de d ar se infiere dependencia lineal de todo el

sistema.

% Tead

un mis importanta

que sigue rop
ceferente a la dependencia lineal.
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TEOREMA 132 Los veclores &, €y, ... €, son linealmente
dependientes cuando, y s6lo cuando, o bien & = 0 o bien cierfo vector
ey, 2 5= k = n, sea una combinacidn lineal de los vectores antecedentes.

DEMOSTRACION. Supongamos que  los  vectores &, €, ...
+ - . &, son linealmente dependientes. Entonces en la igoaldad (14.1)
no todos los coeficientes son nulos. Sea o, el Gltimo coeficiente no
nulo. 8 k = 1, quiere decir ¢, = 0. Sea ahora & = 1. En este caso
de la igealdad

Wty + Rgfy + .. Tty =0
enconiramos que
3 &, i bl
ekz{—l—;) e+ (_“Q.T}fl‘!'"""(_'”_”_‘:*. ]y,‘_,,

Con esto queda demostrada la necesidad de la afirmacién enun-
cinda en el teorema, La suficiencia es evidente, puesto que tanto el
caso cuando &, = 0, como el caso en que e, se expresa linealmente en
términos de los vectores anteriores, significa la dependencia lineal
de los primeros vectores en el sistema e, &g, ..., €. De agui se
deduce la dependencia lineal de todo el sistema de vectores.

Ejercicios.
1. Damuéstrese que st algin vector de un espacio lineal se representa de
modo (nieo en forma de una combinacion lineal de los vectores ey, ey, . . .,

entonces el sistema citado de vectores es lincalmente indepandiente.

2, Demubstrose que si el sistema dn vectores e, &5, - . ., £, es linealmente
independient lguier vector de Ja cépsuls lineal' de dichos vectores
50 T8 ta de modo anico en forma de su combinaritn lineal.

§, Demuéstrese que el sistema de veclores ey, oy, . . ., £, 5 linealmente
dependiente cunndo, y s6lo cuando, o bien ¢, = 0, o Bion ciorth vectar e 1=

k= n-—1, es una combinacion lineal de los veetores posteriores.

4, Congideraremos un espacio lineal de polivomios que dependen de la
warinhle ¢ y estin definidos sobre un campo de ndmeros reales. Demuoéstress
w el sistema de vectares 1, 4, &, ..., ¢ es linealmente independjente para

0 R

5. Demudsirese que un sistema de dos seg g no
e= linealmente independiente, “

§ 15, Sistemas equivalentes
de vectores

Examinaremos dos sistemas de
vectores de un espacio lineal K. Supong que las cépsulas linea-
les do estos sistemas coinciden y constituyen cierto conjunto L. Al
conjunto £ le pertenece a ciencia cierta cualquiern de Ins vectores
de ambos sistemas v, ademds, cada uno de los vectores de L puede
ser representado, en el caso dado, en forma de la combinacion lineal
tante de los vectores de un sistema como de los vectores del otro,
Por consiguiente:
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Dos sistemas de veclores poseen la propiedad de que cualguier vector
de cada sistema se expresa linealmente en términos de los vectores del
otro sistema.

Los sistemas de tal tipo se llaman equivalentes.

De lo dicho se desprende que si lag edpsulas lineales de dos siste-
mas de vectores coi los sist son equivalentes,
Sean dados, ahors, cualesquiera dos sistemas equivalentes. En virtud
de que la nocién de combinacién lineal es transitiva, toda combina-
cion lineal de los vectores de un sistems puede representarse comeo
combinacion lineal de los vectores del otro sistema, es decir, las
cépsulas lineales de ambos sistemas coinciden. Asi pues, es valido el

LENA 151, Para que las cdpsulas lineales de dos sistemas de
veclores coincidan, e necesarto Y suficiente que dichos sistemas sean
equivalentes.

Hemos de notar que el conceplo de equivalencia de dos sistemas
de es una rel de eg ! . La reflexividad es obvia,
puesto gue todo sistema es equivalente a si mismo; la simetria fluye
de la definicién de sistemas equivalentes y la transitividad de este
concepto proviene de la transitividad de la nocién de combinacion
lineal. Por esta razén el conjunto de todos los sistemas de vectores de
un espacio lineal se puede dividir en clases de los sistemas equivalentes.
Es importante subrayar que a todos los sistemas de cada clase les
corrasponde una y sélo una cipsula lineal.

Sobre la p i6n del ni de vectores en los
lentes nada puede decirse en el caso gemeral. En cambio, si de los
dos sistemas equivalentes aunque uno es linealmente independiente,
podemos hacer deducciones definitivas acerca de la cantidad de los

Estas ded se fundamentan en el

TeOREMA 15.4, Si cada umo de los vectores de un sistema
linealmente independiente &, &y, . . ., €, 5¢ oxpresa linealmente en
términos de los vectores py, ¥s. .. .. Ym, ENLODCES B <M.

pEMosTRACION. Por hipbtesis del teorema, el vector e,
se expresa linealmente en términos de los vectores ¥y, fay - - o ¥me
por lo cual el sistema

€y Mis Yo = - -0 Y (15.1)

es linealmente dependiente. El vector ¢, no es nulo, razbn por la
cual, de acuerdo con el teorema 14.2, cierto vector y; de (15.1) es
una combinacién lineal de los vectores anteriores. Al eliminar este
vector, obtendremos el sistema:

Eny Y1y o+ - oo V- HFrdnn - - o0 Fme (15.2)
Ahora, haciendo uso de la transitividad de la necidn de combinacién
lineal, es ficil mostrar que cada uno de los vectores &, e, . . ., &,

se expresa linealmente en términos de log vectores (15.2).
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Adjuntemos a los vectoras (15.2) por la izquierda el vector g5,
De nuevo llegamos a que el sistema

oty Ear Ftaooon Ppatr Fignn ooy lim (15.3)

es linealmente dependiente. El vector e,.; no es nulo, por lo cual,
de acuerdo con el teorema 14.2, uno de los vectores restantes (15.3)
#s una combinacitn lineal de los vectores anteriores., De este vector
no puede servir ¢,, puesto que en tal caso serfa linealmente depen-
diente el sistema de dos vectores e,.;, ¢, ¥, por consiguiente, todo el
sistema e, €, ..., ¢,. De esle modo, cigrto veetor y, do (15.3)
se eXxpresa linealments en términos de los anteriores. Si io elimina-
mos, obtendremos de nuevo un sistema por cuyo intermedio ss expre-
s lingalmente cada uno de los vectores ey, &y, .. ., &
Continuando este proceso advertimos que los vectores yy, yy, . . .
« .+ Ym Do pueden ser agotados antes de que sé hayan adjuntade
todos loa vectores e, ey, . . ., €, En el caso contrario resulta que
cada uno de los vectores ey, ¢y, . . ., £, 3¢ expresa lingalments en
términos de una parte de los vectores de este mismo sistema, es
decir, todo el sistema ha de sep linealmente dependiente. Puesto
que esto coniradice a la hipitesis del teorema, de aqui se deduce

que n = m.
Constderaremos unos corolarios de este teorema. Sean dados dos
sistemas equivalentes de vect linealmente independientes. De

acuerdo con el teorema demostrado, cads uno de dichos sistemas
contiens no mis vectores que el otro. Por consiguiente:

Los g lentes linenimente independientes se .
de un mismo ndmero de vectores.

Luego, tomemos n veclores arbitrarios, construyamos en ellos
una cipsula lineal y elijamos en ésta n + 1 vectores cualesquiera.
Como el nimero de estos vectores es mayor que el de yectores dados,
ellos no pueden ser linealmente independisntes, Por esto:

Cualesguiera n 4 1 vectores de la edpsuln lineal de un sistema de n
vectores son linealmente dependientes,

La afirmacion del lema 14.1 significa en términos de los sistemas
equivalentes que cualquiera que sea &l sistema de los vectores que
no son nulos Eimultineamente, existe en él un subsistema linealmente
independiente que es equivalente al sistema. Este subsistema lleva
el nombre do base del sistema inicial.

Por supuesto, todo sistema puede tener més que vua base. Todas
las bases de los sistemas equivalentes son de por si sistemas equiva-
lentes. Del primer corolario del teorema 15.1 se infiere que constan
de un mismo nimero de vectores, Este ndmero es la caracteristica
de todos los sistemas equivalentes y so llama rangs. Por definicidn,
el rango de los sistemas de vectores nulos se considera igual a cero.

Examinemos ahora dos sistemas linealmente independientes
que se componen de un mismo nimero de veetores. Sustituyamos un
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vector cualquiera del primer sistema por clerto vector del segundo
sistema. A continuacién, en el sistema oblenido sustituyamos otra
vez uno de los vectores del primer sistema por algune de los veclores
restantes del segundo sistema, ete. El proceso de sustituciones se
realizard hasta que el primer sistema sea sustitwido por el segundo
sistema. Si la sustitucion se realiza de un modo arbitrario, los siste-
mag intermedios pueden resultar linealmente dependientes. No
obstante, queda vilide el

TEOREMA 158 El proceso de la sustitucidn sucesiva puede
realizarse de una manera tal que todos los sistemas (ntemedios
serdn lincamente independientes.

DEMOSTRACION. Sean dades dos sistemas linealmente inde-
pendientes de los vectores gy, ¥y, « - oy Ua ¥ 5o T3y -+ o0 Zpe Supon-
gamos gque se han realizado & pasos del proceso, donde k ; 0. Sin
restringir la geoeralidad consideraremos que todes los vectores

Miv « -+ Yx estin sustituides por los vectores z,, . . ., 2 ¥ todos los
sistomas obtenides, incluido el sistema

Bl o or Hny
son linealmente indep posicion tiene lugar a ciencia

cierta cuando k = 0.
Supongamos luego que durante la sustitucidn del vector yu.,
por cualquiera de los veelores zj4y, ..., 3, todos los sistemss

Ty oonoen Ehy B Wrdze oo o0 B
son linealmente dependiontes para § = k + 1, . . ., #. Dado que el
sistema

e R T TS TR ) 15.4)
es linealmente independiente, fesulta que los vectores £y, para i =
=k+1, ... n s expresan de modo lineal en términos de este
sistema. Pero, a lravés del mismo se expresan linealmente, ademss,
los vectores z; cuando § = 1, 2, ..., k. Por consiguiente, a través
del sistoma (15.4) deben expresarse linealmente todos los vectores
2y, .+ 4 Sy Esto no es posible en virtud del teorema 15.1. Por esta
razin, el proceso de sustitucitn enunciado en el teorema realmente
tione lugar.

Ejercicios.
i que lag f del gistema de vectores a seguir, que
B8 llnm.nn elementales, condocen a un sistema equivalent
- La ndjuul\‘m al sistema de vectores de cualqu:er combinacion linenl

de u oS
2. La elimlnm:iun dal sistema da vectores de cualguier vector que és nna
combinncién lineal de los vectores restanles,

. La multiplicaciin de cunlquier vector de un sistema por un numero
dmlmo de cero.

4. La adicidn a cualquier vector de un sistema de cualquier combinaciin
lineal du los vectores redlantes,

5. Lo permutagién de dos vectores,
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§ 16, Base

Sen dedo un espacio lineal
arhitrario que se compone no sélo de un vector nulo. En tal espacio
se tiene a ciencia cierta aungue un vector no nule ¥, por lo tanto,
existe un sistema lineslmente independiente, por lo menos, de un
vector, Pur oonmgumnle son posibles dos casos: o bien existe un

pendiente que tiene un ndmero de vecto-
res tan grands comp se guiera o bien existe un sistema linealmente
independianl.e que contiene el nimero méiximo de vectores. En el
primer caso el espacio lineal se llama de dimensién infinita y on e}
segundo caso, de dimensidn finita.

A de unos ejemp pisbdi nuestra idn serd
dirigida a o largo de todo el curso exelusi te o los espacios de
dimensidn jinita. En particular, un espacio lineal de dimensién {inita
lo constituird cualquier cépsula lineal construida en el nimero finito
de vectores de un espscio arbitrorio {ne necesariamente de dimen-
sién finita).

Asi pues, sup que en el espacio lineal de di; ion fini-
ta K los vectores e, &y, ..., £ constituyen un sistema linealmente
independiente con el ndmero méximo de vectores. Esto significa
que para cualquier vector x de K el sistema &, €, . ... &, ¥ serd
linealmente dependiente. De conformidad con el teorema 14.2, el
vector r se expresa linealmente en términos de &y, €, . . ., &,. Como
el vector x es arbitrario, mientras que log vectores &, e, .. ., &

son fijados, podemos decir gue:

Cualguier espacio lincal de dimensién finita es una cdpsula lineal
del nimero finito de sus vectores,

Ahora al investigar espacios lineales de di; ion finita, pod
hacer uso de toda elase de informacidn referente a las cdpsulas linea-
les y los sistemas equivalentes de vectores, Introduzcamos [a siguien-
te definicidn.

Un sistema lineslmente ind d de los en térmi-
nos de los cuales se expresa linealmente todo vector del espacio, se
llama base del espacio.

La nocién de base esta ligada aqui con un sistema linealmente
independiente que contiene el nimero maximo de vectores. No obs-
tante, es evidente que todas las hases de un mismo espacio lineal
de di ion finita rep tan sist equivalentes linealmente
independientes. Como sabemos, tales sistemas contienen un nimero
igual de vectores. Por consiguiente, el nimero de los vectores de una
base es la istica del espacio lineal de d ion finita. Este
nimero recibe el nombre de dimensién del espacin lineal K y se
designa dim K. 8i dim K = n, el propio espacin K se lama n-di-
mensional. Estd claro que:

En un espacio lineal n-dimenstonal todo sistema linealmente inde-
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pendiente de n vectores forma una base, mientras que todo sistema de
n 4+ 1 vectores es linealmente dependiente.

Ohservemos que en todos los razonamientos anteriores suponiamos
que el expacio lineal consiste no sélo en un vector nulo. Un espacio,
que contiene sélo un vector nule, no posee base en nuestro sentido
¥, rigiéndonos por la definicidn. id que su di io
as igual a cero.

La bass es de importancia enorme en el estudio de los espacios
lineales de dimension finita ¥ en t in igaci iemp
vamos a utilizarla. La base permite describir con facilidad la estruc-
tura de cualquier espacio lineal definido sobre un campo arbitea-
rio P. Ademas, con ayuda de la base se puede construir un aparate
eftear que reduce la realtzactén de las operaciones sobre los elementos
del espacto a las operaciones correspondientes sobre los nimeros del

mmgoa P,
mo ya hemos mostrado mas arriba, todo vector = del espacio
lineal K puede ser representado en forma de una combinacidn lineal
T = thggy b Oy T o0 s T Ealng {16.4)
donde, @, @4, /. ., oy 500 ciertos nimeros de P y &, &. ..., &
la base de K. La combinaciin lineal (16.1) se denomina descomposi-
cién del vector = segiin la base v los propios ndmeros o, &, .. -
..., Gn 58 llaman coordenadas del vector r respecto de dicha base.
El hecho de que el vector z se ha dado mediante sus coordenadas
@y @y .. - @, 58 Dotard del modo siguiente:
T = (2, Gzr v s wr o)
En lo que sigue no se indica, por regla general, a qué base se refieren
las coordenadas dadas, siempre que esto no lleve a la ambigiiedad.
Es {dcil mostrar que para todo vector x de K su descomposieidin

segiin la bose es inica. Esto se d tra por un p em-

-pleado muy a do en la resolucién de los probl ferentes a la

dependencia lineal. Supong que existe otra descomposicion:
z = Py 4 Bags + . o+ Bt (16.2)

Al restor término a término (16.2) de (16.1), obtenemas

fa, — P ey + (2o — B ea + - ..+ oy — ) 6a =10,
En virtud de que los vectores e, €. ..., € %0 linealmente inde-
pendientes, de aqui se deduce que todos los coeficientes de la combi-

nacién lineal son nulos ¥ que, por i las
(16.1) ¥ (16.2) coinciden.

De este modo, con la base fijada del espacio lineal K todo vector
de K se defino univocamente por la totalidad de sus coordenadas
respecto de esta base.

Supongamos ahora que cualesquiera dos vectores r e y de K
vienen dados por sus coordenadas respecto de una misma base e,
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€3, + -« €n, 83 decir,
T =yl - gy L. e,
* F= e+ Vel - o o + Yol
entonces
Ty (o ) T e+ v e+ () 6
Luego, para cualqmer nimero » del campo P tenemos
= () & + () g + ..+ () £
De aqui gm\rlens que al adicionar dos vectores de un espacio lineal,
sus toor de cuall base se suman y al multiplicar un
vector por un nimero, todas sus coordenadas se multiplican por dicho
mimero.

Ejercicios.

1. Demuéstrese que el rango de un sistema de vectores coincide con la
d!meualm de su céprula lineal.
que it ivalentes de vectores Lienen ua mismo

| Demuéstresa que si la cipsula lineal L, estd construlda en los vectores
de h cﬁpsuh lineal L, entonces dim Ly = dim L
4. Demuistrese quo i Ia cipsula lineal I, estd construida en los vectorss
de la cépsula I!neal Ly y 8 dim L, = dim Ly, eatonces las propias cipsulas
lincales coinciden.
(S meuue que un espacio lineal dodun]ilmmloc con coeficientes
realos dado sobre un campo de numeros reales es de dimension finita.

§ 17, Ejemplos sencillos
de los espacios lineales

Los fund les de d dencia lineal y de base se
pueden ilustrar con unos ejemplos muy “sencillos pero aleccionadores,
sl tomamos a titulo de espacios lineales los conjuntos de nimeros
con operaciones ordinarias de adicién y multiplicacién. La validoz
de los axiomas del espacio lineal para los conjuntos de aste tipo es
completamente obvia, por lo cual no nos detendremos en su compro-
bacién. Los elementos del espacio se llamardn, como antes, veetores,

Consideraremos un espacio lineal complejo que representa en si
un grupo de adicion de todos los nlmeros complejos con multiplica-
cién sobre un campo de nimeros complejos. Estd claro que coalquier
nflmera 2, distinte de caro, reprasenta en =i un vector lineaimente

P Sin embargo, quiera dos no nulos A
¥ 3, ya son si lineal 1 Para
basta hallar tales dos nimeros complejus oy ¥ @3, distintos de cero
simultdneamente, que sea o,5 + a.3; = 0. Mas, esta igualdad puedo
realizarse, evidentemente, cuando oy = —z., @, = z;. Por consi-
guiente, el espacio lineal considerado es unidlmensional.

Resulta ser algo diferente un espacio lineal real que ropresenta

a
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un grupo de adicion de todos los nimeros e jos con lica-
citn sobre un campo de nimeros reales, A llllill‘} de coe!’lcumtt“l de
las combinaciones lineales pueden emploarse, en este caso, solamente
los niimeros reales, razén por la cual este espacio lineal no puede ser
unidimensional. En efecto, no existen nimeros reales o v o,
distintos de cero simultineamente. para los cuales la combinacion li-
neal ez, + @2, s reduci a rvero, por ejemplo, para 2, = 1,
z, = {. Sea al eargo del lector demostrar, a titelo de ejercicin, que
el espacio lineal dade es bidimensional.

Es importante recalear que aunque ambos espacios examinados
se componen de los mismos elementos, s diferencian uno del otro en
principio. Ahora va estd claro que un espacio lineal real, que repre-
$enka un gropo do adicion de todos los m’nmsms reales con multi
ciom sobre un campo de ni reales, es unidi ional. Conside-
raremos luego un espacio lineal racional que representa en si wn
grupo de adicidn de todos los nimeros reales con multiplicacion sobre
un campo de nlimeros racionales.

Trataremos de construir, como antes. un sislema que conlenga
el nimero méximo de los veclores linealmente independientes ry,
T4 Ty ... Esté claro que se puede tomar, por ejemplo, r, = 1. Puesto
qm_- a titulo de cocficientes de las combinaciones lingales oy, ey
ey, ... se admiten sélo los nimeros racionales, es natural que median-
te un némero del tipo o,-1 no es posible representar, por ejemplo, | Z.
Par lo tanto, el espacio no puede ser upidimensional. Por eso. en
calidad del segunia vector, linealmente independiente con la unidad,
podemos tomar precisamente } 7. Sin embargo, mediante un nimero
del tipo ey-1 + my ¥ T no se puede representar, por ejemplo, Vi

Efectivamente, supangamos que para ciertos ¢, y =, racionales
s verilien In igualdad '8 = @, 4+ a, ¥ 2. Elevando al cwadradn
amhos miembros, oblendremos

VE = (a4 203 + 2,3, V' E

2ot g,

o bien

!

Este s 1mpos:h]c, puesto que en e'l prlmer miembro figura nn nlme-
ro ¥ en el v
For lo tanto, el espacio en wnaxdoracwn tampoto poede ser bidi-
mensional, Entonces, dcdal sera? Por sorprendente que sea, es de
dimensidn infinita. Sin embargo, la demostracién de esta afirmacion
sale de los mirgenes de nuesira curso.
Ln ulsncuﬁn mpa(‘.lal que se ha prestado a los ejernplos de espacios
de d fia se explica por ¢l heche de gue con
ayuds de La‘lus e.lrpa:ms podemus construir los espacios lingales de
Mas de esto mis tarde.

i}
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Ejercicios.

1. §Qué dimensiim tiene un espn:lo lineal de nimeres raclonales dado
sobre un campo de nmnams racion:

de vectores en
un e:pecm de los n&mem coroplajos da dn :ohlann nmpodenﬁmum racionales,

gb ezpacio lineal un grupe de adicidn de los mimeros racionales
dado sobre un campo de nimeros reales? Si oo gpor qué?

§ 18. Espacios lineal
dirigidos

Ya se ha sefialado anterior-
mente que los conjuntos de segmentos dirigidos colineales, de sep-
mentos dirigidos coplanares y de segmentos dirigidos en todo el
sspacio forman dos espacios lineales sobre un campo de ndmeros
reales. Nuestra tarea inmediata consiste en revelar su dimension
y construir la base.

LeMa 184, La condicidn necesaria y suficiente de la dependencia
lineal de dos vectores es su cardeter colineal.

DEMOSTRACION, Hemos de notar que la afirmacion del lema
es evidente, si entre dos vectores se tiene aungue uno nulo. Por eso
supund.remns que ambos ve-:tonea no son ||ulus

Sean a y b dos vect P tes. En este caso
existen los niimeros o y f lales que

aa + pb =0,

Puesto que, de acuerdo con la suposicidn, a == 0, & = 0, ontonces
az=0, =0, vy por eso
3
o 2
Por consiguiente, segin la definicidn de operacion de la multiplica-
citém de un segmento dirigido por un nimero, los veclores a y b
son colineales.

Supongamos ahora que los vectores @ y & son colineales. Apli-
quémoslos a un punto comin 0. Estos vecteres se dispodréin en clerta
recta la cual transformaremos en un eje con una direccién determi-
nada. Los vectores a y & son no nulos, razdn por la cual existe un
nﬁmera ma!. A tal que la magmmd del segmento dirigido a es igual

de la d del Emigldo & por el nimers A,
es decir, {c} = l{b} Mas, de acuerdo con la definicién de upermﬂn
de multi de un to dirigido por un nfimero, osto quiers
decir qua a = Ab. Asl pues, los vectores a y b son lmsalmanw
dependientes.

Del lema demostrado se desprende que el espacio lineal de seg-
mentos dirigidos colineales es unidimensional y de su base puede ser-
vir cualquier vector no nula.
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El lema 18.1. permite deducir un corolario muy importante,
A sabar, si los vectores a, b son colineales y a 5= (, entonces existe
tal ntimero A que b = Aa. En efecto, estos vectores son linealmente
dependientes, es decir, para ciertos nlimeros o, f que no son nulos
simultdneamenta, se tiene =a + pb = 0. Si suponemos que p = 0,
de aqui se deduce que & = 0. Por consiguiente, f 5% 0 y a titulo de

niimero % se puede tomar A={-a)/f.

¢ LEMA R 2, La condicidn necesaria y

¥-) suficiente de lz dependencia lineal de
tres veetores es su cardcter coplanar,

3 DEMOSTRACION, Sin  restringir la
generalidad supondremos que ningiin
par de los tres vectores indicados es

8 A colineal, puesto que enel caso conirario
la afirmacion del lema se deduce inme-
Fig. 18.1 diatamente del lema 18.1.
Asi pues, sean a, b, ¢ tres vec-
tores linealmente dependientes. Por
consiguiente, existen tales nlmeros reales o, B, ¥, entre los cuales
no todos son nules, que
aa + fb + ye = 0.
§i, por ejemplo, ¥ #= 0, entonces de esta igualdad hallamos
3 i
c—{ = } a4 { = } b,

Apliquemos los vectores a, b, ¢ a un punto comin 0, En este

caso de la dltima ipualdad se desprende que el vector ¢ es igual a la
fingonal del paralel construido en los vectores (—a/fy) e
y {(—P/y) b. Esto significa que siendo trasladados paralelamente en
el punto comin, los vectores a, b, ¢ resultan ser dispuestos en un
mismo plano y, por comsiguiente, son coplanares.

Supongamos ahora que los vectores a, b, ¢ son coplanares, Trasla-
démoslos en un plane y apliquemos al punto comin 0 (fig. 18.1).
Por los extremos del vector ¢ tracemos las rectas paralelas a los vecto-
rmsayhy {dera el paralel OACRE. Los vectores

— —
a, 04 y b, OB son colineales por construccién y no nulos, por lo
oual existen tales niimeros A, p que
—p —
OA=ha, OF=pbh.
— - _— -
Pero, OC = 0A + OB, por consiguiente ¢ = da + pb, o bien
har 4 pb o+ (=1} e = 0.

Puesto que los niimeros &, p, —1 son a ciencia gierta diferentes de
l:erg, la iiltima igualdad significa dependencia lineal de los vectores
a, o, &
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Ahora podemos vesolver la cuestién sobre la dimensién de un

espacio lineal de seg dirigidos copl De acuerdo con ol
lema que acabamos de demostrar, la dimensién de este espacio debe
ser menos de tres. Pero cualesquiera dos dirigides no

colinesles de dicho espacio son lmaalmante independientes. Por eso,
el espacio lineal de segmentos dmgidns
Tes €S un esp

¥ su base pueden constituir cualesquiera
dos vectores no colineales.

LEMA 18.3. Cualesquiera cuatro vecto-
res son linealmente dependientes,

DEMOSTRACION, Sin restringir la gene-
ralidad supondremos que ninguna terna
de cuatro vectores es coplanar, puesto
que en el caso contrario la afirmacién
del lema fluye inmediatamente del lema
18.2. Apliquemos los vectores a, b, ¢,
d al origen comin O y por el extremo
D del vector d tracemos los planos para-
lelos a los que se definen por los pares
de vectores b, ¢; a, ¢ v a, b, respectiva-
mente (fig. 18.2). De la regla del paralelogramo para I adicién de
veelores proviene gque

— b s s = —
O0D=0C+PE, OE=0A-+08,

Fig. 18.2.

por ello
N s
0D =044 0B - 0¢C. (18.1)

- — ..
Los vectores a, 04 ¥ Ltambién b, OB vy ¢, OC son colineales se-
gun su construceidn, con la particularidad de que a, b, ¢ son no
nulos. Por consiguiente, existen tales mimeros A, p, v que

OA=M. OE-NJ. OC = ve.
Teniendo presente {18.1), esto nos da la correlacién
d=ha + pb + ve,

de donde se desprende la dependeunm lineal de los vectoresa, &, ¢, d.
Del lema demostrado que la di ién de un esp
lineal de todos los segmentos dirigidos debe ser inferior a cuatro.
Pero no puede ser menos que tres, puesto que, de conformidad con
al ]nma 18.2 cna]esqniera tres segmentos dirigidos no coplanares son

dientes. Por eso el espacio lineal de todos los
segmentos dirig:dea es tridimensional y de su base pueden servir
cualesauiera trex vectores ma conlonares
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Los vspacios lineales considerados no son muy ilustratives desde
el punto de vista geométrico, puesto que se admite la existencia en
dichos espacios de un nimero infinito de los vectores iguales entre si.
Se harin mucho mas ilustratives, si en toda clase de los veclores
ignales fijamos un representante y por palabra “vector” entendemos
siempre un segmento dirigido elegido silo de la totalidad de estos
represcntantes.

Uno de los métodos mis cémodos para la fijacién consiste en el
examen de los conjuntos de vectores dirigidos sujetados en cierto
punto 7. En tal easo en lugar de un espacio lineal de segmentos
dirigidos colingales nbtenemos un espacin de segmentos dirigidos que
estin sujetados en el punto & y se wbican en la recta que pasa por
este punto; en lugar de un espacio lineal de segmentos dirigidos co-
planares obtenemos un espacio de segmentos dirigidos sujetados al
punto O y ubicados en el plann que pasa por este punto; y. por fin,
on lugar de un espacio lineal de todos los segmentos dirigidos, un
espacio de segmentos dirigidos sujetados en ol punto 0.

En adelante teataremos, principalmente, solamente los vectores
sujetados, Los espacios linpales pondientes se designardn
mediante ¥V, Vo v ¥y, donde el indice ahajo signifiga la dimensién.
Un espacin lineal compuesto de un solo sogmento dirigide nule, lo
designaremos mediante V.

La introduecion de estos espacios permile establecer wna co-
rrespondencia bionivoca eatre los puntos y los segmentos dirigidos.
Para ello es suliciente a todn vector ponerle en correspondencia su
punto final. Teniendo prosente tal interprelaciin geométrica, los
elementos de un espacio lineal abstracto también se llamardn, a ve-
ces, puntos en lugar de denominarios veclores.

Ejercicios.
Indiquese en los espacios ¥y, ¥y, Vy el sentido geométrica de tales concep-
como:
La cipsuln Jineal.

1.

2. La dependencin e independencia lineales.
3. Los sistemas equivaleates de vectores.
4. Las I I !
13

o

B les del sistema de vectores.
El rango del sistema de vectores.

§ 19, Suma e interseccibn
- de los subespacios

La introduceién de las cdpsulas
lineales ha mostrade que todo espacio lineal contiene un conjunto
infinito da otros espacios lineales. El significado de estos espacios
no se limita s6lo a las cuestiones examinadas anteriormente.

Lis chipsulas lineales se han definido con ayuda de la indicacién
inmediata de su estructura. Podriamos emplear también otro accoso,
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al definic’ los espacios "menores” a través de las propiedades de los
vectores. Supongamos gne en el espacio lineal A esti definido un
conjunlo de vectores L. 5i, al realizar las mismas operaciones que en
el espacio K, el conjunto L es por si mismo un espacio lineal, llama-
remos a L subespacio lineal, subrayando en la denominacién el
hecho de que el subespacio consta de los vectores de cierto espacio.
Por lo visto, el subespacio minimo es aguel que se compono silo
de un vector nulo. Tal subespacio se denominard mido y se designard
mediante el simbolo 0. El subespacio méximo es el espacio K. Estos
dos subespacios se llaman triviales y los demis, no triviales. Es evi-
dente que todo subespacio junto con cada par dp sus elementos z, y
contiene también todas sus combinaciones lineales ax <+ fiy. Lo
reciproeo es también elerto. A saber:

Si el conj de vectores L de un espacio lineal K, junto eon
cada par de sus elomeutos ., ¥ contiéne tambidn todas sus combina-
ciones lineales ez -+ fiy, serd un subespacio.

Efectivamente, de todos los axiomas phra el espacio lineal cs
preciso comprobar silo aquellos que se refieren a los vectores nulo
v opuesto, La validez de Jos axiomas restantes es obvia. Tomemos
o =10, f = 0. De conformidad con los corolarios que provienen de
las propiedades de las operaci para los del espacio K,
lHegamas a que O-z <= 0-y = 0, es deeir, el vector nulo pertenece al
conjunte L. Tomemes shora o = —1, f§ = 0. Se tiene (—1) z +
+ U0y = (—1) =z, por lo cual en L junto con todo vector x figura
también un vector opueste a r. Asi pues, el conjunte L os un subes-
pacio.

Lu presencia de la base permite enunciar la afirmacién de que
en todo espacio de di ion finita cualguier subespacio serd una
capsula lineal. Por esto, en los espacios lineales de dimensién finita
la cipsula lineal constituye un método mas general para definir los
subespacios lineales, En el espacio de dimension infinita no ey asi.
No obstante, no locabe olvidar que existe muchisimo en comiin entre
los mnc.ep!.n« y los hechos en los espacios de dimensién finita y los

co dientes en los esp de di iom infinita, En
nuestro dmo de subrayar esta circunstancia, aun on los espacios de
dimenszion finita utilizaremos con mayor frecucncia el término
subespacie lingal en vez de edpsula lineal.

Sea K un espacio n-dimensional. Al igual que en el mismo espa-
cio K, en cualquier subespacio suyo L puede construirse la base. Si

en el eapacio K la base elegida es e, 4, . . ., ¢, en el caso general
los vectores basicos del subespacio L no pueden elegirse directamente
del nimero de los vectores e, €, ..., €, aungue sea por aguella

razbén que ni uno de ellos puede figurar en dicho subespacio, Sin
embargo. resulta vilido en cierto sentido el siguiente loma inverso,

LeMA 100, Si en un subespacio L de dimensidn s se ha elegido
una hase arbitraria t,, ..., t,, entonces en el espacio K de n-ésima

Wit
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dimensitn se pueden elegir los vectores 1,4y, . . ., !, de una manera
tal que el sistema de los vectores £y, . . ., i, Lagy, - - - Bq ferd la base
en tode K.

pEMOSTRACION. Examinemos silo aquellos sistemas lineal-
mente independientes de vectores en K que contienen los veclores
tyy ..ot Estd claro que entre estos sistemas hay un sistema
By« v fen Biyy oo oy fp que tiene el ndmero miximo de vectores.
Mas, en este caso cualquiera que sea el vector z de K, el sisteme

by, - -+ tp, x debe ser Jinealmente dependiente. Por consiguiente,
elI vector z debe exp lineal en términos de los vect
t, ..., Ip. Esto significa que los vectores &4, .. ., foy fodge v oo

«« o tp forman la base en K y p = n.

Consideraremos otra vez el espacio lineal arbitrario K. Este
espacio engendra el conjunto de todos los subespacios suyos, el cual
se dosignara medi /. En el conj U se pueden definir dos
operaciones algebraicas que, a base de unos subespacios, permiten
construir otros.

Se denomina suma L, + L, de los subespacios lineales L,, L,
an r.;njnul,u de todos los vectores del tipo z = z + y, donde x € L;,
YyEL,.

Se denomina interseccién Ly [| L, de los subespacios lineales
L, L, un conjunto de todos los vectores pertenecientes simultinea-
mente tanto a Ly como a Ly

Observemos que la suma de los subespacios, como t la

ién de ellos, siempre son conjuntos no vacios, ya que les
pertonece a ciencia cierta el vector nulo del espacio K. Demostremos
quo estos conjuntos son subespacios.

En efecto, tomemos dos vectores arbitrarios z;, 3, de la Suma
L, + L,. Esto significa que £, = 2, + Jy, 33 = 3 + Yy, donde z,
z, € Ly @ 1y, Yo € Ly, Examinaremos shora upa combinacién lineal
arbitraria az + Pz.. Tenemos af -+ Poy = (ax + fr,) = (ap +
+ Pug). Puesta que oz, + Pz, € Ly v apy + By € Ly, entonces
az; + P2y € L, + Ly. Por consiguiente, L, + L, es un subespacio.
Sea, ahora, 8;, 23 € Ly N} Ly, es decir, 2, 2, €L, ¥ &, 52 € L.
Esté claro que ag, + pzg € Ly ¥ a3, - fizy € Ly, es decir, o5, +
+ Ez, € L; N L. Por consigniente, .t, M Ly es también un subes-
pacio.

De este modo, las operach de adicidn de los subespacios y de
su i i6n son algebraicas. Estas operaci gon, evid
conmutativas y asociativas, Ademds, para todo subespacio L de K
se verifica

hid

L+0=1L LOK=L

Las leyes distributivas, que ligan ambas operaciones, estin ausentes,
Como s¢ nota con facilidad ya en los ejemplos mis sencillos, la
dimensién de la suma de dos subespacios arbitrarios depende no
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solo de la dimensién de los propios subespacios, sino tambnén de
cudn grande es su parte coman. Resulta v.‘ail(ln el

TEOREMA 18.1. Para cualesg dos spacios Ly, L, de
dimensitn finita tiene lugar lo igualn‘ad’

dim (Ly N Ly) + dim (L, + L) = dim 2, 4 dim L., (19.1)

DEMOSTRACION. [ las di de los subes-
pacios Ly, Ly, Ly I Ly con ry, 1y, M, respectivamente. Elijamos
en la inlersecclén Ly N Ly una basze cuafqulcm €3s + + os Cme LiDS
veotores son linealmente independientes y so disponen en L;. Con-
forme al lema 19.1, en L, existen tales vectores a,, . . ., ay que el
sistema ay, . . ., a4y, ++ 4y Em Serd la base en L;. Por ana
en el subespacio L. ex{awn tales vectores by, b, . ... by, que e]
sistema by, ..., by, €30 . .., £; Serd 13 base on L.. En esto caso

ry o=k o4 om, Fyom= g pe
8i demostramos quie el sistema de vectores
Gyy v ooy Biy Cyy = =0y Cmy byy vy by (14.2)
es la base del subespacio L, + L,, ent In afi idn del Loore-

ma tieme lugar, puesto que
mAfk+m+p)={k+m+ (p+ m.

Todo vector de los subespacios L,, L, so expresa linealmente en
términos de los vectores de su base y con mayor razén, linealmente en
términos de los vectores (19.2). Por eso en términos de estos vectores
tambidn se expresard linealmente cualquxer \'ect.or de la suma L. +
-+ L. Resta trar que el sist 9.2) es lineal te indep
diente. Sea
Gyt ove tFanan ey b Y Bidy .

vow ot PBobp o= 0. (19.3)

Denotemos
b by + .00 4 Bebae (19.4)

Estd claro que b € Ly, Pero de (19.3) se deduce que b € Ly. Por
consiguiente, b € Ly ] L., es decir,
b=we + ...+ Ymtm (19.5)

para ciertos nimeros vy, . . ., Vp. Al comparar (19.4), (19.5) obtene-
mos
P+ Ppbp+ (vl + .o F (V) e =0,
El sisteman de vectores by, . .., by, €, ..« cm €5 linealmente
independiente por wuslrucoién y por ello
B o= Pp === vy =0
5
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En virtud de in independencin lineal del sislemn de veclores
fyy ov oy B €py sy €me de (1803) s desprende ahora gque

I R T T .-YM..-U,

£l teorema queda demostrado,

Ejereicios

1. Establézcase, en el ejemplo dol espaciv lineal Vg, el significado geo-
métrice de las o an\c.lams da ln suma e mlmw:lon de subespacios.
3. iQué ea [a suma de los subespacies ¥y y V,?
£Qué ea la interseccion de los subespacios I" ¥ b‘;,?

ue la di fon de una ier numers
de -mlws o103 no o3 suporior a la minima de las & de st b
5. Demuéstrese qua Ja dimensién do ung s dn :-llill\lli-r n:uuem de

subespacios no es inferior o la mixima de las d e estos 7

§20. Suma direcla
de los subespacios

Sean dados los subespacios L,

Ls, L, de cierto cgpacio linenl. Por definicitn de la operacidn
de adicién, todo vector r, pertenecienie a ln suma

Koo Lyt Lo iy (20.1)
puede ser representado en la forma

s=n+r, 4. .+ am (20.2)

donde x; € Ly para i cualquiera. En el caso general esta represonta-
cidn no serd Gnica. En cambio, si todo vector de K admite una dnica
representacion (20.2), entonces la suma (20.1) se llama suma directa
y se designa del modo siguiente:

Kwmly+Lyt ..ot L (20.3)

Las sumas directas poseen varias propiedades especiales. No
obstante, para nosotros serin do interés no tanto dichas pro]uedadas

como los rasgos en la descomposicidn {20.2) y la de
segiin la base. Supongamos que cierto ospacio K puede descomponerse
en suma dicecta (20.3) de sus subespacios Ly, Ly, ..., L. Enton-

ces, debido a la unicidad de la descomposicion (20.2), ol sistema

de los subespacios Ly, L, , L puedo considerarse comao cierta

“base generalizada” del espacio K vla dmfeamposmun (20.2), como
. do

descomposicion segin la “base g li Tal interp

la suma directa es cspecialmente ut|1 al diar los espacios lineales
de gran dimensidn, puesto que en estos espacms hcmos do t'ﬁL\lﬁlar.
como regla, no todos las p tes en la o segin la

base, sino sélo una pequefia parte de ellos. El vsa de la suma directa
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volumi como

hace pogible evitar tanto las posici
las in igaci de los por superfluas.
Sea K un espacio lineal n-dimensional. Tomemos su base arbitra-
ria ey, €, o . «y €y ¥ construyamos una totalidad de cépsulas lineales
L= L, 5), Ly = Ly (&), + « o Ly = Ly (en). Es evidente en este
easo que K seri la suma directa de estos n subespacios unidimensiona-
les. Pero el espacio K puede ser ropresentado por diferentes medios
on forma de una suma directa de los subespacios que tengan otre
dimensién. El fundamento para tal representacién lo constituye el
TROREMA 204 Para que el espacio K sea una suma directa
de sus subespacios Ly, . . ., L, ¢5 necesario y suficiente que la reunidn
de las bases de estos subespacios constituya lo base de todo el espacio,
DEMOSTRACION Supongamos que es una suma directa de
los subespacios Ly, ..., Ly ¥ los vectores e, ... & ...
red B by e e Oy constituyen las bases de dichos subespacios.
Entonces para cada vector x de K tiene lugar Ja descomposicién
(20.2). Al representar cada uno de los vectores z; en forma de una
descomposicion segin la base del subespacio correspondiente L
ohtenemos que

L e R S LS b e N (20.4)
para ciertos nimeros oy, .. . &, .

Da este modo, tado vector de K se puede reprosentar en forma de
una combinacién lineal de los vectores . .. ., e, . Para que so
pueda afirmar que estos vff.gams constituyen la hase del espacin K.

nos resta d au pend lineal. Examinaremos ln
igualdad
Brert oo Bt B stbu 1o B =0 (20.5)
con los coeficientes numéricos fiy, .. .. Ba, ¥ designaremos

Poey+ .

.............. : (20.6)
ﬂ'm_,‘“-m_,*' + i +ﬁ,mf.m = Hme
Es obvio que g, £ L; y de (20.5) proviene la siguiente igualdad:
O=p+ . ot tme
Todos los subespucios contienen el vector nule. por lo cual se
verifica a ciencia cierta [a correlaciin
Dl 0

Debido & la unicidad de la descomp ion del veetor nule de K
segan los subespacios Ly, . . .. Ly concluimos que

== =0
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Die aqui s desprende que todos los coefi de las binaciones
linpalos (20.6) son iguales a cero, os decir, los veclores &, . . ., &,
ann linealmwente independientes,

Supengamos ahora quo [0S vectorss ey, .. . €0 « - &

ooy e Gne constituyen las bases de los subespacios Ly, . .
furman la base de B En este caso para todo vector T de & tiene lu-
s wan duiea descomposicion (20.4). Al denotar
Ayt b Oyt = Iy,
(20.7)
LT + e g fay = Em
resulta que para r existe al menos una descomposicidn (20.2). Tado
vestur ¥y de (20.7) es una combinacién lineal de los vectores hisi-
wos Ly En virtud de la unicidad de la d posicion (20.4) para el
vector x, lag ala lusion de que la d posicitn (20.2)
para #l es también dnica, Bl teorsma queda demostrado.

Eiercicioa,

) Ii {En qué condiciones ¢l espacio ¥y sord Ja suma directa do sus subespa-
civa ¥,

5 la]!gn qﬁ-a condicioney el espacio Vy verd la suma directa de ses dos subes-
pacios del tipo ¥3?
A 3. gPudrd g%r 'V, una suma directa de sus dos subsapacios del tipo ¥.?

no par quie

4 Snmu?ulmas quo para que la suma (20.1) sea directs, es pocosario y suli-
cisnts que la duscompouicion (£0.2) sea Gnica para el vector aulo.

5. Demuéstrase que pars quo la suma (20.1) sea direstn, o9 nacesario y suli-
clento que Ia intorseccidn do cada uno de los subespacios Ly, (=1, . .., m,
con la suma da los demds contsnga silo el vecter malo,

§ 21, Isomorfismo de loa espacios
lineales

C d el i de
todos los espacios lineales definidos sobre un mismo campo P. Serd
natucal progantar en qué iste la j y la diferencia eatre

todos estos espacios.

Todo espacio lineal contiene en su descripcién dos facetas nsen-
ciaimente diferentes. En primer lagar, el espacio lineal es una totali-
dad de objstos tos quo se d i En segund
lugar, sobro estos objetos tos estdn definidas las operaci
de sdicibe y multiplicacién por un nimero que poseen ciertas pro-
piedades. Por esto, el interés pueds dirigirse o bien hacia la naturale-
za do los vectores y las propiedades de éstos o bien hacia las propieda-
des de las i indicadas independi do la naturaleza

de los elementos.




# 21, ISOMORPIEMO DE LOS ESPACIOE LINEALES 71

La na | de los nos i ba silo en el estudio
de los dirigidos y iini te en la medida que fue necesa-
ria para i | v establ las propiedades de las

mismas. A Gvntmuacwn la investigacitn posterwr de los segmentos
dirigidos se apoyaba exclosivamente en las propiedades de las opera-
ciones. Del modo andlogo procederemos también en cada caso concro-
to. Por allo, se d que dos espacios de una misma estructura
respecto a las operaciones de adicién y multiplicacién por un nimero
poseen propiedades iguales o son fsomorfos. Con méa precisidn:

Dos espacios lineales dados sobre un mmo mmpo se Haman isomor-
fos, st se puede establ tal cor entre sug vecto-
res que a la suma de cunlg.squwa dos vectores del primer espacio le
corresponda la suma de los vectores correspondientes del segundo espacio
¥ al producto de un nimero por un vector del primer espacie le corres-
ponda el producto de este misma miimero par el veclor correspondiente del
segundo espacio.

Sean K y K' los espacios isomorfos. El hecho de que o todo vec-
tor x de K se le ha puesto ¢n correspondencia un vector determinado
' de K' puede entend como introduceién de cierta “funcion®

2 =0 @), (21.1)

cuyo “argumento” es el vector r del espacio K y el “valor” es el vector
=" del espacio K'. Ambas propiedades de esta funcidén se pueden escri-

bir del modo sigui Para lesquiera z, v do K y para todo
nitmere A
o4y =+ o @)
w {hz) = ka (z). (21.2)
El oa.ril:f.er biunivoco de la mmpnudencla entre K y K’ signifi-
ca que a de la funciin (21.1)
les corresponden diiersntes valores, es decir, si
T, (21.3)
entonees
 (z) 5= @ (). (21.4)
Por igui , de la igualdad o desigualdad de los valores

de la funcitn proviene, correspondientemente, la igualdad o desigual-
dad de los argumentos.

Los espacios isomorfos tienen mucho en comin. En particular,
al vector aulo le corresponde el vector nulo, puss

o {0} = o (0-2) = 00 (z} = 0-2" =0,

Sin embargo, el corolario mis importante consiste en que & un siste-
ma Imealmte mdepsndiante de vectores le corresponde de nuevoe
un t diente.
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Efeclivamente, sean z,, ry, . .., T, unos veclores linealmente
independientes, Consideraremns una combinacitn lineal @, w in) +
+ g (Zq) + . . . = @i (r,) ¥ harémosla igual a cero. Debido
a las propiedades de la pondencia i rf
0 = oy (z3) + agm (za) + . .+t {ra) =

T (gEy ety b ) = o (),

de donde se desprando que
Ty + Gty + o0t my = 0,

Como los veclores ry, &, . . ., £y Son linealmente independientes,
todos los coeficientes deben ser nulos,

El corolario demostrade permite afirmar que si dos espacios
lineales de di in finita son i fos, tienen la misma dimen-
sibn, La afirmacion meciproca es también valida. A saber, tiene
lugar el

TeoREMA 210 Dos espacios linéales cualesquiera que fignen
una misma dimensidn finita y estan’ dados sobre un misme campo son
isomorfos,

pemosTRACION  Sean Ky K' dos espacios lineales de di-
mensitn n, Elijamos una base ¢, ¢y, . . ., €, en el espacio K y una
baso e, e, .. ., e on el espacio K. Construyamos un isomorfismo
w del modo sigui haciende uso de los indicados de
vectores, A todo veclor

=8 + Eyfs + .o T Oafy

|

a

del espacio K le p

en P ia el vector
w(x) =rtegey Fage, oo g
del aspacio K'. La correspondencia establecida serd biunivoca, puesto
que la descomposicién segin la base es dnica.
Elijamos ahora dos vectores arbitrarios z e y de K y un nimero
cunlquiera A y supongamos que
T ey + ey .o b Bty
y=Per + B + .o Pat
Se tiene
{24 y) =0 (o + B et (@4 ot oo o (o +Bu) en) =
= (o 4 Pa) £ + (22 + Pa) g+ oo Al + Ba) eh=
= (mye] + oty + A+ Fnen) -+ (Bee] + Beel -+ . .o HPacn) = w (1) + 0 (),
o (ha) = o {(hey) e+ (heee) &3+ . - (hey) €p) =
= (hery) e+ (harg) £y + . o+ (hg) e =

=hime b age . agern)=ho ().
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Las igualdad btenidas d In validez de la afirmacion
del teorema.

La impertancia de este leorema es muy grande. Precisamente
este teorema permite ahora lablar con toda la certeza de que desde
el punto de vista de todos los corolarios procedentes de los axiomas
cualesquiera dos espacios lineales que tienen una misma dimensién
y estan dados sobre un mismo campo son indistinguibles. Por con-
siguiente, podriamos construir un espacio lineal n-dimensional sobre
el eampo dado y, al investigar silo dicho espacio, aclarar las leyes
propias a todos los espacios de dimension finita.

Sea dado un campo P. Consideremos un conjunto cuyos elemen-
tos son toda clase de surtidos ordenados de n nimeros @y, «, . . .
v oo Bty del campo P. 8i x es un elemento de este conjunto, escribi-

remos

2= (g, gy « . Bp)e (24.5)
Las operaciones de adicién y multiplicacién por el nimero A del
campo P determi del modo i

(o) gy oo oy @ad + (Bun oy ooy Ba) =
= oy + fyomy + B oo+ B (205)
b (otyy Bay o - oy @) = (Aaty, Ay, .oy Aom)

Es fieil comprobar que los axiomas del espacio lineal estin cum-
plides. En particular, el vector nulo se determina por el surtido de
ceros, es deeir,

0=(00...,0

y el vector opuesto para el vector (21.5) serd
—r = {—ay, —z, ... —&,)

Este espacio es n-dimensional y una de sus hases se indica con facili-
dad inmediatamente. A saber,

e =0,0 ...00,
g = (0, 1, ..., 0, O} (21.7)

e ={0,0,...,0 1)
Puesto gue para el elemento (21.5) tiene lugar la descomposicién

I = ey + Oafg + . - - T Eptn,
los nimeros dy, @q, . . -, @, % llamarin coordenadas del veetor r.
El espacio de tal tipo lo denomi aritmético y lo desig

remos mediante P, subrayando con esto su relacién con el campo P.
En el caso de que P sea un campo de los nimeros complejos, reales
or les, tales espacios n-di ionales se designarén con C,,
R. o Dy, respectivamente.
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Ahora pueda pamcer qun no hay ninguna necesidad en el estudio
de los esp les arbitrarios. En efecto, sabe-
mos que desde ol punto de vista de los corolarios procedentes de los
axiomas, los espacios lineales isomorfos son indistinguibles, razbn
por la cual siempre podemos estudiar con todo éxito solamente, por
ejemplo, P,. Mo obstante, los razonamicntos generales permiten
poner en avidencia las propiedades mis importantes de los espacios
lineales, es docir, aguellas que no dependen de los sistemas bdsicos o,
en otras palabras, son tnvariantes en los isomorfismos.

Al estudiar solamente los esp B it atados
a una base concreta, por lo cual no podnamns ver con facilidad la
invariacidn de unas u otras deducciones. Con todo eso, s debe obser-
var que las pmp:ndades partlculsms del espacio P, no se mezclen

con las p de los espacios lineales. No es tan facil
de hacerlo ni mucho menos.

Para concluir, indi una ci ncia més. Por analogi
con ol espacio P, cunalderarsmos el espamo P cuyos slementos son
toda clasa de surtidos infi de los

Cyy gy o«
del campo P. El elemento = de este conjunto lo desugnammos ]}or
analogia con (21.5)

£ = (o, g4 oeos)
y por analogia con (21.6) introduciremos las operaciones sobre los
elementos.

El espacio P . ya serd de dimensién infinita. 3i suponemos que
los espacios de dimensitn infinita son isomorfos respecto del espa-
cio Pw, no serd dificil comprender que los espacios de dimensién
infinita ¥ los de dimensién finita han de tener mucho en comin.
Do eso no ss debe olvidar.

Ejereielos.

[n sntra nlupuin Viy un
ﬂpau.lu du aimeros renlen dado mhm un campo de mimeros reales.

2 G una isomorfa entra el espacio ¥, y un
espacio de mimeros complejos dado sobre un campo de nfmeros resles.

3. Demuéstrese quo en Ios apacios Inmvri’os los sistemes equivalentes

da vectores sa aistamas
4 Demugstrase que en loa espacios o sunrmﬁu une intarseccifn de subespa-
cios se on otra de

5. Domudstress que en loa espacios isomorfos una aumn directa de subespa-
cios s0 transforma en oira suma directa do sub

§ 22, Dependencia lineal y sistemas
de ecusaciones lineales

La investigacifn de varias cues-
tiones, ligadas de no u otra mndo con la dependencia lineal, se
reduce a la 1 del T
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Sean dados un sistema de vectores a,, a,, . . ., 4w ¥ &l Vestor b.
Se necosita establecer si ol vector b es una combinacién lineal del
sistema dado de vectores y, ademds, hallar Jos coeficientes de la
combinacitn lineal.

Si el vector b es una combinacién lineal de los vectores a;, a5, ..
« « oy Gme eNtonces existen tales nimeros z;, 2., . . ., 2m que

nty + ity + oo i = b, (22.1)

Por consiguiente, el problema plantoado se reduce a la investigacion
de la ecuacién vectorial (22.1) respecto de los nimeros z;, 5, .. .

PP W
Snpzngnms que los vectoras se han dedo por sus coordenadas
rospecto de clerta base e, &, ..., &, e decir,

uy = (B3, @gpe = 20 Agh
g = {1y, Gy - - s Gaahs

@ = (ymy Ggmr o+ oy Gam)y
b= by by ey by)e
Al igualar lns coordenadas correspondientes de los vectores en los
miembros primero y segundo de la i6 A), obt
Gy@ + Gty T GymEm =0y,
Ay% + @l + .ot Ggtn = by, {22.2)

ndy + ey oo e e b GumEn = by

Este sistema de ecuaciones que refleja la inscripeion de la ecua-
citm (22.1) en coordenadas se llama sistema de las ecuaciones algebrai-
cas lneales. Los nlmeros &y, by, ..., by 58 denominan miembros
derechos ¥ 2y, 2y, .« .y 2, incdg dal sist da i La
totalidad ordenada de los valores de las incignitas que satisface
cada una de las ecuaciones (22.2) recibe el nombre de solucldn del
st Si el si de i algebraicas lineales tiene al

FTs)

en el caso contrario

menos una sola solucidn, se llama
el sistema se denomina incompatible.

Da este modo, la respussta a la pregunta sobre si 8s o no el vector
b una combinacién lineal de los vectores ay, as, . .., an 5 deter-
mina por la compatibilidad o no compatibilidad del sistema (22.2).
Si el sistewa es compatible, cualgui lucidn de &1 proporei
los coeficientes de la d posicion del vector b segiin ol sistema
de vectores ay, aq, . .., Gp.

Dos sist do i lgebraicas lineales respecto do lag
mismas incOgnitas e llaman equivalentes, si toda solucidn de un
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gistoma es solucion para el otro sistema o ambos sistemas son
incompatibles.

El método general para los sist puede
tarse sobhre la transformacién sucesiva del sistema inicial (22.2) en
tal sistema equivalente, para el cual la solucién e halla de manera
suficientemente simple. Demos a conocer ahora wno de los métodes
Namado métode de eliminacidn o métode de Gauss.

El proceso de resolucién incluye, en el caso general, no mis
que k — 1 etapas. Con el fin de distinguir los coeficientes de las
incognilas ¥ los miembros derechos, que se obtienen en el transcurso
de Ia transformacion en dif etapas, los con un
indice adicional que se pone por arriba y significa el ndmerv de la
etapa realizada. De conformidad con esta ohservacion, el sistema
inicial (22.2) tendri la forma

al¥z 4 al¥m 4. Falnz, ="

ot =,

1 fund

{22.5)
alllzy b alst .. L e, =0
Examinemos la primera ecuacién, Si todos los coeficientes de las
incognitas y ¢l miembro derecho son iguales a cero, entonces cual-
quier totalidad de los niimeros 2;, 2., ..., I, satisfard esta ecua-
cién. Por consiguiente, al excluir de la consideracidn la primera
scuacion, obtendremos un sistema equivalente, Puede suceder que
todos los coeficientes de las imedgnitas en la primera ecuacion son
iguales a cero, mientras que el miembro derecho no es nulo. En este
caso ninguna totalidad de los nimeros 5, 3, . . .. Sm puede satis-
facer tal ecuacién Entonces, el sislema seri incompatible y su in-
vestigacién se ha dado por terminada.
Supongamos que entre los coefi de las incognitas en la
pr:ml.‘ra ecnacidn se tiene aunque uno diferente de cero. Sin restringir
se puede id que a;3' = 0, puesto que en el
:.aso contrario = lo puedv cnnsegmr por permulnoidn de las incogni-
tas. L1 al alt to rector. Exp la in-
chgnita z; de la primera ecnacnﬁn en términos de las incdgnitas res-
tantes v del miembro derecho y a continuacién sustituyamos la
expresion obtenida para z, en todas las ceuaciones, salve In primera.
Reduciendo en todas las ecuaciones los Lérminos semejantes obtendre-
mos un sistema nuevo

allz +allzn+ ... el =4,

ale 4. .. Labhen =07, (22.4)

syt ..+ aibiom = B
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Los coeficientes de este sistema estdn ligados con los del sistema
anterior mediante las siguientes correlaciones:

ol ol —af’ _‘%

bﬁ1}= BO_ bﬁ“’ “w
- ol

para cualesquiera {, J.

Los sistemas (22.3) ¥ (22.4) son equivalentes. En efecto, suponga-
mos que el sisterua (22.3) es compatible. Entonces, cualquier soly-
Cibn 23, 24, - - - % del mismo convierte todas las ecusciones del
sistema (22.3) en las identidades. Reiterando de nuevo con cualguiera
de las soluciones el proceso de eliminacién, nos convencemos de que
la solucién mencionada es también solucion del sistema (22.4).
Supongamos luego que cierta solucion del sistema (22.4) no es la solu-
cion del sistema (22.3). Satisface a ciencia cierta la primera ecuacién
de (22.3). Sup que dicha solucitn no satisface una ecuacitn
de nimero i = 2. Entonces, repitiendo otra vez el proceso de elimi-
necitm, llegamos a que la solucién elegida no debe satisfacer la
i-6sima eouacion del sistema (22.4). Pero esto contradice a la hipéte-
sis. Ahora estd elaro que si uno de los sistemas es incompatible, el
otro sistema serd también incompatible.

Hemos deserito solamente la primera etapa de la transformacion
del sisterna. Todas las etapas restantes se realizan de la manera
aniloga. En la segunda etapa eliminemos la incognita 2, de todas las
ecuaciones a excopcién de las dos primeras; en la tercera etapa, la
incognita z, de todas las ecuaciones a excepeidn de las tres primeras,
ete. Si, en el tr de las fi i no encontramos las
ecunciones, donde todos los coeficientes de las incbgnitas son iguales
a cero, entonces acabadas k — 1 etapas, llegaremos al sistema:

| A LT e
i (0}
]nu‘ﬁ“n"a“'"‘ Bakde | FOharTher ot it ™ L
| 41 | w 0

- 0
: ma et G GaksiBhe Tt Can T By 228
I....‘>A-“>-{.,...--.-..-..‘-..

! k= 1) k=13 (k= 1)

] A kr1fhartotm e s

que es equivalente al sistema (22.4). Si on el transcurso de la trans-
formaeion enconteamos unas ecuaciones gque se salisfacen idéntica-
mente, el si (22.5) se pondra de un menor de ecna-
ciones,
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Las inedgoitas Sysqs « .., 54 80 d i inde inadas.
Evidentemente, coalosquicra que sean los valores que se atribuyan
a estas incognitas, todas las demds incdgnitas del sistema (22.5),
a partir de z,, tembién pueden determi sucesi Los
coeficientes ay, ay', ..., %", por los cuales tendremos que
dividir, son efementos rectores en las etapas separadas, razim por
la cual todos ellos son distintes de cero.

Asi pues, desde el punte de vista tedrico, el concepto de dependen-
cia lineal se ha investigado en un grado suijcientemente comploto.
No obstante, en el aspecto préctice puede conducir a unas dificultades
muy serias. Por ejemplo, consideraremos en el espacio Ry, un sistema
de vectores

ay=(1, -2, 0, ...,0, 0

a;=(0, 1. —=2,...,0, 0,

,,,,,,, R R R R {22.6)
ayy=(0, 0, 0 ....4 —9,
ay=(—=2""0 0, 0,...,0, 1)

Es linealmente dependients, puesto que
Mg 2N L, 271, =),

Observemos que 2-*-4 <= 40-1* para % = 40, por lo cual al
realizar los cleulos précticos, surge, vaturalmente, el deseo de
menospreciar el valor Ee la coordennda tan pequefio. Ademds, todos
los nimeros, como regla, Sulen conocerse con inexactitud y casi
siempra contienen errores mucho mds grandes. Pero, si incluso cono-
ciéramos las coordenadas con toda la exactitud, ya los cdleulos
iniciales con ellas llevarian a los resultados inexactos, si los céleulos
se realizaban de manera aproximada. Se debe afiadir que In mayoria
de las méquines computadoras modernas no percibe los nimeros tan
pequefios como es 2-"-Y para k > B4, y opera con ellos como si
fueran ceros, Por esta razén, en realidad, en lugar del sistema de
vectores (22.6) on la prictica podemos tropezar con un sistema del

tipo:
a=(1, =2, 0,...,0, 0,
a==(0, 1, —2,...,0, 0,
R e R R S (22.1)

ap={0, 0, 0,...,1, =2),
ay={0, 0, 0, ...,0, 1)
Mas, este sistema es linealmente independiento.

De este modo, las alteraciones pequefias en coordenadas de los
vectores pueden llevar a que bajo las condiciones en que las propias



§ 12. DEP A LINEAL Y DE LAS ECUACIONES 749

coordenadas se prefijen do modo npm:imndo y'lna eélr.ulos con ellas
sean también aproximados, un si

puede hacerse linealmente independiente y, viceversa, un sistema
linealmente independiente, linealments dependiente. Pero en este
caso serd natural prequnr.nr iqué sentido prictico tienen los conceptos
de dependencia lineal, rango, base, sistemas compatible y no compa-
tible ¥, en general, todo lo que hemos investigado hasta ahora?
Para esta pregunts no uxistc mspuesta sencilla, puesto que estn

inda con una I da de los bl que

resuelven. Esﬂa pregunta da or!g.en a las d’.ffcmul’al que dasﬂnguen
la matemdtica “precisa” de la malemdtica “aprorimada”.

Ejereicios,

Demuéstress quo i ol sistema mz] 2] mmgal ible, tendrd une fdnica
salucifn cuand o, ¥ séle cuando, el si Gy Ggy o« o oy Gy 500
linealmente indepeudmnl.e.

2. Demuést Ee si el sistemn de vectores ay, &g, ..., 9y tiene el
rango r, &l .siutrma ( 5) se compondri de r ecuaciones.

3, Como soluciones del sistema consideraremos los vectores del upu:m
Pr. Supongames que b= 0 y ol sistema de Veclores a,, ay, . . -, ap liene
rango r. Demuéstress que el um]lmlo de todes lns soluciones del smmn (22, 2]
forma en este caso io -dimensional del

-génH ense todas las soluemnsn d’e sistema de ecusciones nlsubnim

ned.

ViEs+15=74
25+ V25=V75.
lesuil\rrm eato mismo n:;‘.;lmd:!. pwi!jar 1’2 V'3, VE con ln exactited dife

.'A. Bnt.bléw!sn la relaciém nml.eml.e entre el método de Geuss y las trans-
formaciones elementales de un sistemn de vectores,



CAPITULO 3 MEDICIONES EN EL ESPACIO
LINEAL

§ 23, Sistemas alines de coordenadas

Hay gran cantidad de los proble-
mas cientificos y técnicos que requieren descripeion exacta de la
posicion en el espacio de diferentes objetos geométricos tales como el
punto, la figura, la linea, la superficie, ete, Cuando se trata de un
abjeto complejo, resulta muy importante conocer no sdlo la caracte-
ristica general de la posicion, como, por ejemplo, la ubicacitn del
centro de gravedad, sino también la posicion de tado punto del objeto.

A titulo de ejemplo recordemos gque la prediccion de los eclipses
lunares y solares ‘es posible gracias a que se conoce la posicion de
los cuerpos celestes en cualquier momento de tiempo, La transmision
de las imdgenes de television a grandes distancias puede realizacse
porgque la posicion de todo punto de la imagen que se transmite esti
bien definida.

Evidentemente, es necesario proporcionar un método que describe
ta posicién de un solo punto, pues todo objeto geométrico puede ser
definido como cierta totalidad de puntos. En este caso, obviaments
conviena consids ind dientemente la p 60 de un punto en
una recta, en un plano o en un espacio, puesto que la descripeidn
espacial de un objeto es lejos de ser siempre oportuna. Por ejemplo,
una foto puede considerarse, a ciencia cierta, s6lo en un plano,
mientras el movimiento de un pusto material, siendo ausentes las
fuerzas que actian contra £, silo en una linea recta,

Una de las descripeiones mis difundidas de la posicion de un
punto estéd basada sobre una idea muy simple. Ya hemos notado que
ontre todos los puntos y los segmentos dirigidos sujetados puede
estahl una correspondencia biunivoca. Pof ello, la deseripeidn
de 1a posicién de un punto puede ser sustituida por la_deseripeién
de 1a posicién del segmento dirigido correspondiente. Esta dltima
se d pl te por las lenadas del to respecto
de cualquier base, es decir, por ciertos surtides ordenados de niime-
ros. Por consiguiente, la posicion de un punto debe determinarse
también por los surtidos ordenados de nimecos. Pasamos, ahora,
a In Investigacion de estn idea.
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Sea dada una linea recta. Fijemos en ésta un punto arbitrario O
y consideremos un espacio lineal ¥; de vectores dispuestos en la recta
dada y sujetados al punte 0. Elijamos en el citado espacio un vector
basico a. Transformemos lnego la recta en un eje, al definir en la
misma una direccién de modo tal que la magnitud del segmento a
sea positiva (fig. 23.1).

Un eje con ef punto O y el vector bésico a, definidos en el eje,
forma un sistema affn de coordenadas en la lfnea rects. El punto O

AN
Fig. 23.4.

so Hama origen del sistema de coordenadas y la longitud del vector a,
unidad de escala.

La posicidn de cualquier punto M en la recta se determing univo-

—
camente por la posicién del vector OM. Los vectores a, OM son
colineales y a 55 0, a consecuencia de lo cual, de acuerde com el
corolario del lema 181, existe tal niimero real & que

OM = cxa. (23.1)

Este mimero so denomina coordenada afin del punto M en la recta.
El hecho de que el punto M tiene la coordenada o se denota por el
simbolo M (e).

Hemos de notar que, siendo fijado un sistema afin de coordenadas
en la recta, la correlacién (23.1) define univocamente la coordenada
afin @ de cualguier punto M en la recta. Evidentemente, lo reciproco
es también cierto. A saber, todo niimero c determioa univocamente,
mediante la correlacion (23.1), un cierto punto M de la linea récta.
De este modo, siendo fijado un si afin de denadas, existe
una vorrespondencia biunivoca entre todos los nimeros reales y los
puntos de la recta,

La definicién de los puntos por medio de sus coordenadas permits
calcular las magnitudas de los dirigides y las
entre los puntos. Sean dados los puntes M, (¢,) ¥ M, (=,). Tenemos

{M\M3) = (OM,— O } = {0 — cr,a} =
= {(oy— ) a) = (@ — ey} {a) = (2, — 2} |a]. (23.2)

Al designar mediante p (M;, M,) la distancia entrs los puntos
M, y M,, tenemos

P (M1, M) = | ()] = |as—a] |a]- 23.3)
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Las [ las se hacen particularmente sencillss, si la longitud del
vector basico es iguel & la unidad. En este caso

{M My} = ety — ez,
0 (MY My = |ay—ayl. (@3.4)

Supongames ahora que se ha dado un cierto plano. Fijemos en el
mismo un punto arbitrari ¥ ideremos el espacio lineal Vy
de los vectores dispuestos en el plano
dado y sujetados al punto 0. Elijamos
en el espacio vo par cualquiera de
bésicos a, & A las lineas
reclas que contienen dichos vectores
atribuydmosles direcciones determina-
das de un modo tal que las magnito-
des de Jos segmentos a, b sean posi-
tivas (fig. 23.2).

En un plano dos ejes que = cortan
en el punto @ y llevan los vectores
bésicos a, b dados forman un sistema
affn de coordenadas en el plano. El ejeo
que contiene el primer vector basico

Fig. 23.2, se llama eje Or o eje de abscisas; ol eje
que contiene el segundo vector bésico
se denomina eje Oy o eje de ordenadas.

La posicion de cualguier punto M en el plano se determing tam-
—

bién univocamente por el vector OM y para éste, a su vez, existe la
Gnica descomposicién del tipo

OM =aa-L b, (23.5)

Los niimeros reales o, f se laman de nueve coordenadas afines del
punto M. La primera coordenads se llama abseisa y la segunda,
ordenada de M. El hecho de que el punto M tiene las coordenadas
@, %se denota mediante el simbolo M (., §).

. En los ejes de coordenadas Or, Oy existen los finicos puntos
My, M, tales que

oy e o
OM = 0M+0M,. (23.6)

Dichos puntos se disponen en a interseccién de los ejes de coordena-
das con las rectas que son paralelas a los ejes v pasan por el punto M.
Se denominan proyecciones afines del punto M sobre los ejes de coor-

denadas. Los vectores O-Ff,. cﬁf, se llaman proyecciones afines del
vectar Oﬁ. Debido a Ja icidad de las d posici {23.5),
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(23.6) llegamos a la conclusién de gque

— —
OMz.=aa,  OM,=pb. (23.7)
De este modo, =i el punto M tiene las coordenadss M (a, B)

los puntos M., M, que pertenecen al plano, tienen las coordenadas
Mo (=, 0), M, (0, B). Ademds, si

OM = (a, ),

entonces

—_— —_—
OMz= (=, 0), OM ;= (0, B).

Tode vector basico forma en su eje un sistoma propio de coordena-
das. Por ello, los puntos M., M, se pueden considerar también
como puntos de los ejes Oz, Oy, dados
en estos sistemas propios de coorde- 3
nadas. Sinembargo, de (23.7) proviene "
que la coordenada del punto M, en el M
eje O es igual a la abscisa del punto Moy L)
M. Anélogamente, la coordenada del
punto M, en el eje Oy es igual a la ¢
ordenadadel punto M. Siendo estas
afirmaciones del todo evidentes, son a 4
de gran importancia, puesto gu ¥
miten emplear las férmulas (23;51 e .,

(23.4). .

El par ordenade de nimeros a, #T
B determina univocamente un punte. 23.3
En efecto, las correlaciones (23.7) R 233
permiten construir univocamente las
proyecciones afines de un punto, las cuales, a suo vez, deter-
minan univecamente, un punto del pland. Por consiguiente, siendo
fijado un sist afin de coordenad existe una corvespendencia
blunfvoca entre todes los pares ordenados de mimeros reales y puntos
del plano.

De medo anélogo se introduce el si afin de denadas en
un espacio. Fijemos un punto 0 y consideremos el espacio lineal ¥,
de vectores sujetados al punto ©. Elijamos en este espacio una terna
de los vectores bésicos a, b, ¢, Atrlbuynmns a las rectas que com-
tienen dichos t las di determinadas de modo tal
que las magnitudes de los segmentos ¢, b, ¢ sean positives (fig. 23.3),

Tres ejes an el espacio que se cortan en el punto @ y llevan defini-
dos en si los vectores bisicos a, b, ¢, forman un sistema affn de coorde-
nadas #n el espacio. El ejo que contiene el primer vector hisico se
lNama eje O o eje de abscisas, el eje con ¢l segundo vector bésico
es Oy o eje de ordenadas, el tercer eje se denomina Oz o eje do 2-
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coordenadas. Los ejes de coordenadas elegidos dos a dos determinan
los asi 1 dos planes de eoordenadas que se d Oxy, Oyz
¥ Oz

La posicién de cualquier punto M de un espacio se determina,

como antes, por el vector O, para el cual existe una dnica descom-
posicidn

i
OM =aa+ pb+yr.

Los ndmeros reales @, i, v se Naman coordenadas afines del punto M
en el espacio. La Prlmars coordenada se [lama abseisa, la segunda,
ordenada y la da tercera, denada del punto M, El hecho
de que el punto M tiene las coordenadas «, fi, yse indicard mediante
el simbolo M (z, p. 7).

Tracernos por el punto M del plane unos planos paralelos a los
de coocdenadas. Los puntos de interseceion de estos plancs con los
ejes de coordenadas Or, Oy, Oz se desigoarin con M., M,

y s8 denominaran proyecciones afines del punto M sobre los efes de
coordenadas. La interseccidén de los planos de coordenadas con los
pares de planos que pasan por el punte M, determina los puntos
My Moo, My, que llevaran Iea numhres de proyecciones afines del
pthn M sobrr los planos de coord los vecto-

Tod 011‘,, 0'-!". atc. se denominardn proy«cianes afines del vector

O‘lf Es evidents que
= O, +OMy + O,

—

O ,,= 03, +00f,,

i-“’i

—

OMz, --OMx-!—OM,.

— - —
OM sy = OM5+OM,.
Al igual qus en el caso de un plane, si el punto M tiene las coor-
denadas
M (2, B M.
las proyecciones afines de este punto tendrdn por coordenadas:
Myfe, 0,0) M, (0, B, 0) M. (0,0, ) (23.8)
My ©0, By ¥)e Mae (2 0, 9), Mgy (2 B, 0)
Por analogia, si
Ol =(a, B. ),
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s¢ tiene

OMz=(a, 0, 0), OM,=(0, B, 0), OM,—(0, 0, 9),

— - —
OMy=(0, By v). OMa=(a. 0, v), OMuy~ (e, B, 0.

Esta vez también, todo vector bésico v todo par de vectores
bésicos forman sistemas afines propios en los ejes de coordenadas
i denadas de los puntos en

v en los planos de coor las. Las
estos sistemas coinciden nuevamente con las coordenadas afines de
los mismos, considerados como puntos del espacio. Ahora bien, sien-
do fijade un sist afin de lonadas, existe una corresponds
biunfvoca entre todas las ternas ordenadae de niimeros reales y los pun-
tos del espacio.

Entre les sistemas afines de coordenadss en una recta, en un
plano y en un espacio, son de mayor uso los llamados sistemas rec-
tangulares cartesianos de evordenades. Estos (iltimos so caracterizen
por el hecho de que todos los vectores basicos lienen una longitud
igual a la unidad y los ejes de coordenndas, lanto en ol caso de un
plano como en el de un espacio, son perpendicnl dos a dos. Los
veclores hésicos ep el sistema cartestano de coordenadas s¢ designan,
cominmente, por las letras ¢, j, & En lo sucesive haremos uso,
como regla, sblo de los sistemas que scabamos de mencionar.

Ejereicios,

1. ¢Cuil de los puntos 4 gu, B (—«) so halla mis a la derechs on ol efe
de o;ordanadu dibujedo en la fig. 23.17 L i i
. iQu resanta en =i el ar geomélrico de los puntes o,
para lauua.lmulln]n proyecciones afines M, tienen por coordenadas 3, (—3, 2,07

3 ﬁ'g;"““""‘ las coordenadas de los puntes del modo de clegiv In direc-
chém en los ejer de coordenadas?

4. Cimo varien las coordenadas de los puntos con of cambio de longitud
de los vectores bisices?
5. ;Eué coordemadas tiene ol ceotro de un paralelepipedo, s el origen da
cm_:rdu;a ns coineide con uno de sus virtices y lus vectores bdsices, con lag
aristas;

§ 24, Otros sistemag de coordencdas

Los sistemas de coordenadas pm-
pleados en las mateméticas permiten prefijar, medianto nivmeros, ln
posicién de cualquier punto de un espacio, de un plane o de una
recta, Esto hace posibles toda clase de cileulos sobre Jas coordena-
das vy, lo que es muy importante, permite ulilizar las computadoras
modernas no s6lo para diversos cilculos numéricos, sino también
para la resolucidn de problemas geométricns, la investigacién de
cualesquiera objetos geométrices y correlaciones. Ademas de los
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afines de coordenad. inados anteriormente se emplean
con frecuencia otros sistemas.

Sisterna polar de coordenadas. Elijamos en un plano una recta
¥ lijemos en la misma el sistoma cartesiano de coordenadas. El ori-
gen (1 de este sistema se llamard polo y el sje de coordenadas, eje
polar. Consideraremos en lo sucesivo que el segmento de escala del
sisteraa de coordenadas en la recta se emplea para medir longitudes
de Jos segmentos cualesquiera en ¢l plano, Examinemos un punto
arbitrario M del plano. Es evidente que
14 su posicién estard complet defini-
da, si sefprsfijan la_distancia p entre los
puntos M, 0 v el dngulo ¢ que se forma
al hacer girar el rayo Oz alrededor dal
punte O en el sentido contrahorario hasta
que su direccidn coincida con la del

—
segmento OM (fig. 24.1).
Se llaman coordenadas polares del
Fig. 244, punto M en un plano los ndmeros p y q.
El nimero p se llama radic poler, el
niimero ¢, dnguls polar. Cominmente se supone que

0= oo, 0= 2a. (24.1)

Si el punto M coincide con el polo @, el dngulo polar se considera
Indeterminade.

Con cualquier sistema polar de coordenadas se enlaza de un modo
patural cierto sistema rectangular certesiano de coordenadas. En
egta sistema ol origen de coordenadas coincide con el polo, el eje
de abscisas, con el sja polar y el eje de ordenadas se obtiene girando
el aje polar alrededor del punto O & un dngulo n/2.

Deaotemos las coordenadas del puntg M en el sistoma rectangular
l!:nrtesiano de coordenadas Ory mediante a, f. Son evidentes las

brmulas

a=pcosp, P=pseng.
De aqui obtenemos tnmbién las correlaciones inversas

pre=al +ﬂ=r msnp,.-—_‘_rfk—a‘—w-,- -
B
09 = T

Estas formulas permiten caloular las coordenadas polares de un
punto partiendo de sus i das car , ¥ Vi :
Coordenadas cilindricas. Elijamos en el espacio un plano cual-
quiera # v fijemos en éate un sistema polar de coordenadas. Por el
polo @ el ejo Oz dicular al plano = (fig. 24.2). Con-
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nuev en id que para medir las longitudes
de todos los segmentos en el espacio se utiliza un mismo segmento de
escala. Intmdtucamos en ol plano n un sistema rectangular cartesia-
no de d que da al sist polar. Junto con el
eje Oz el sisteraa introducido formard un sistema cartesiano de coor-
den;_l‘das en ol espacio.

las : ¥ My, del punto M sobre
el eje Gz v el plano Ozy El punte M., cumo punto del plano =,

Fig. 24.2. Fig. 24.3.

tiene por coordenadas polares p, ¢. El punto M., que pertenece al eje
Oz, tiene la coordenada .

Se llaman coordenades cilindricas del punto M en el espacio tres
nimeros p, ¢, 3. En este caso se supone también que

0= p=<< oo, 0= g<2a.

El dngulo p para los puntos dal a]e Oz 1o estd definido.

La relacion entre las cartesi an el s Ozyz
y las coordenadas cilindricas se determina por medio de las corre-
lacionas

z = pcos g, ¥ = psen g, smg,

Coordenndas esféricas. Consid en un espacio el sistema
rectangular cartesiano de coordenadas Ozyz y el correspondiente sis-
tema polar de coordenadas en el plano Ozy (fig. 24.3). Sea M un
punto cualquiera del espacio distinto de O, y sea M, la proyeccién
de M sobre el plano Ozy. Designemos con p la distancis del punto M

—
al punto @ y con B, el dngulo formado por el vector OM y el vector
basico del eje Oz, Sea, por fin, ¢ el dngulo pelar de la proyeccidn

My
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So lloman coordenadas esféricas dol punto M en ol espacio tres
niimeros p, @, 8. El ndmero p es el radio, el nimero ¢, la longitud y el
niimero 8, la latitud. En este caso se supone que

D= p< oo, O<gp<ir, O<b<a

La longitud no esid definida para todos 1ns puntos del eje (1, mientras
que la latitud no estd definida para el punte 0.

La relscién existente entre las coordemadas cartesianas en el
sisterna (ryz y las coordenadas esféricas sa determina por Ias corre-
laciones

z = p sen B cos g, ¥ = psen B sen g, z = peosf.

Ejercicios.

1. Constriyass una linea tal q;ue lan coordenndes de sus puntos on el sistema
polar aau&fam la corral
2. Constriyase unn linea ta.l. que ]an cmmisnadna de sus puntos en ol slstema

=g
A Cansuuylue mm uupurlu:ia tal que Tas nnordanad.aa de gus puntos en el
sistemn eslérica do las

lsp §=alz, 082,

§ 25,  Problemas

ideren varips p
sencillos a la aplicacién de los sisl rectangulares
cartesianos de coordenadas. Para concretar, examinemos dichos
problemas en el espacio. Los problemas apilogos en un plano difieren
de éstos s6lo en pequefios detalles insignificantes. Convengamos en
considerar siempre que se tiene un sistema fijado de caordenada: Luyo
origen es el punto O y los vectores biisicos son i, {, k.

Coordenadas de un vector. Supengamos que en el espacio estin
dadog dos puntos M, fa,,_,hﬂl. 1) ¥ M, (ag Py ye). Estos puntos

detorminan el vector M,M,, que tiene ciertas coordenndas respecto
de 1a base i, j, k. Establezcamos la relacién que existe entre las coor-

0,

—_—
denadas del vector M, M, ¥ las de los puntos M, M,. Tenemos
—_— —_—— —
MM =0M,—0M,.
Luego, poe definicion de coordenadas afines de los puntos My, My,
— g
OM = ayi +Pyj+pik,  OMy= gl fof + k.
Por ello, de agui se deduce que
M My= (g =—ty) i+ (Ba=Py) 14 (Y2—71) K,
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con las d

o bien, de

g P
MMy = (ot — gy By—Byy Vo= 14) (25.1)
Coordenadas de las proyecel de un vector. Consideremos, otra

——
voz, en ol espacio el ssgmento dirigide M, M. Al proyectar los puntos
M, y M, sobre el mismo plano de coordenadas o el mismo eje de
coordenadas, obtendremos un nuevo segmento dirigido. Este se
— et

llama proyeccidn ceordenada del veetor My M.

Todo vector de un espacio tienme seis proyecciones coordenadas:
tres proyecciones sobre los ejes de wordsnndug tres sobra los plancs
de coordenadas. Son ficiles de calcular las coordenadss de las proyec-
ciones en la base i, j, k segin las coordenadas de los puntos
M, (=, By b My (@20 B2y 72)- Con este fin es suficiente hacer uso
de las formulas (23.8), (25.1).

Supongamos, por ejemple, que d calcular las

Janad

—
de la proyeccién M,,M,,. Teniendo presente que los puntos M.
¥y My, tienen por coordenadas

Mz (o2, 0, 0), My (g, 0, 0),
hallamos que
———
My Moxm= (g —ay, 0, 0), (25.2)

Par ansalogia,

—_
M yzeM ey = (g — gy Oy Y2—1v4)s
y asi para el resto de las proyecciones.
Al comparar Ja primera de las formulas (23.4) con las fGrmulas
del tipo (25.2), llegamos a que

——— —_— ——

MM =o—ay, (MMy}=f—f, (MeMa)l=p—"
Por esto la magnitud de las proyecciones del vector sobre los ejes
de coordenad inciden con las lenadas de este vector.

La segunda de las formulas (23.4) permite calcular, a partir de las
eoordenadas de los puntos M, y My, las longltudes de las proyeccio-

nes del vector J'F?:.;f. sobre los ejes de coordenadas. A saber,
——ry —_— p——
| MixMaz] = |ag—atgl, [ MMyl = |Be—=Pils | MM = 12—l
Longitud de un vector. Deduzcamos la férmula para caloular la
Iongitud de un vector en el espacio. Es obvio que la longitud | MM, |
del vector M, M, es igual a la distancia p (M,, M) entre los puntos
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My, My y equivale también a la longitud de la diagonal de un para-
lelepipedo rectangular cuyas caras son paralelas a los planos de coor-
denadas y pasan por los puntos M, ¥ M, (fig. 25.1). La longitud de
cualquier arista del paralelepipedo es igual a la de la proyeccién del

Fig. 25.1.

——
vector My M, sobre el eje de coordenadas paralelo a la arista, Por
ende, haciendo uso del teorema de Pitigoras, obtenemos

—_— —— —_—
1M My = (M2 Maz| 2 1My Moy |2+ | M Mo, |92

Ahora, si los puntos M,, M, estin definidos por sus coordenadas
My () By ) ¥ My (zay B2, 7.), entonces

My, My)= (g — o+ {Ba— PO+ (a— 3. (25.3)

—
8i ol vector M, M, estd definido por las coordenadas z, y, s respecto
de la hase i, f, k, entonces

——
WM M| = (2457 4 )2 (25.4)
Una férme andloge la tienen las formulas también en ol cago de un

—
plano. Si los puntos M, (x, By}, My (s, B} 0 el vector MM, =
= (2, y) vionen dados mediante sus eoordenadas, entonces

2 1z (¥} ]
pMy, Mab=((op—a)* + (B —BuP)", 1My, = (2235
Angulo f 4 X«r Exami los veotores oo nulos
a, b en el espacio. Apliquémoslos al punte 0. Designemes con = el
plano que pasa por al punto @ v contiene ambos vectores. Se llama
dngulo formado por dos vectores a, b el dngulo mintmo que se obtiene
girando alrgdedor del punto @ uno de los vectores eu ¢l plano & para
que su direccién coincida con la del otro vector. 8i al ménos uno de
los vectores es mulo, el dngulo ne estd definida. N ra tarea
ri en calcular el coseno del dngulo entre des vectores, a partir de
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{as coordenadas de dichos vectores. Para el coseno admitamos la
designacion cos {a, b}.

Denotaremos mediante A, B los extremos de loa vectores a, b en
el plano n1. Evid , el dngulo f do por los vectores a, &
no s otra cosa que el dngulo AOR del tridogule AOB cuyos lados
constituyen los vectores a, by b—a

{fig. 25.2).
Supong que los a,
estin dados mediante sus coordenadas
@ = (21 boo @) b= (25, Ya: 2.
En este caso
b—a= (=2, 42— thy 22 — %)
Segin s sabe de la g tria el al, el cuadrado de la longi-
tud de un lado del tridngulo es igual a la suma de los coadrados de
las longitudes de los otros dos lados menos el producto duplicado
de las longitudes de estos lados por el coseno del dngulo entre ellos.
Por esta razin
|b—alt=|a]t+]b|*—2 |a|+|b] cos{a, b}
o bien, al tomar en consideracitn la férmula (25.4),
(=) + Wa— W2+ (B — 2P =2+ yi 42+
eyt 42— 2 (2l + 2D (2wl 2D P eos (a, B
Realizando ciertas transformaciones elementales hallamos

L ESCT Tl [T 1 ks
cos {a, b} FTETACIT AT {23.5)
Los cambios en la formula para el caso de un plano son obvios.
Divisién de un segmento en la razén dada. Supongamos que en
un espacio s¢ han dado una recta y dos puntos distintos en la misma
M, v M.. Elijamos en dicha recta la direccién positiva. En el eje
obtenido los puntos M, y M, determinan un segmento dirigide

Fig. 25.2.

———
M, M,. Sea M un punto cualguiera del eje, distinto de M,. El niime-
ro

—p
5 e AMa MY
{M My} e
se llama razdn en gue el punto M divide el segmento dirigido M, M.
— -

Con el carabio de direccitn en el oje, los nimeros (MM )y {MM,
cambian de signo simultineamente, Por lo tante, la_razén (25.6%
no depende de la direccidn positiva elegida en el efe. Luego, con el
cambio de la escals de longitudes de los segmentos en el eje, los

(25.6)
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vimeros {My M}y (MM} se multiplican por el mismo niimero. Por
lo tanto, la razén (25.6) no depende de la unidad elegida pars medir
longitudes. De aqui se desprende que la razén (25.6) no depende de
cime se elige en el egje el sistema de
coordenadeas.

El problema consiste en calcnlar las
coordenadas del punte M, que divide

el segmento M, M, en la razén &, si se
conocen las coordenadas de los puntos
M,, M, y el nimero %, con la parti-
cularidad de que A 55 —1. Asi puss,
supongamos que estin dados M, (m,,
By 1ade My (e, By, v5) ¥ 5e desconoce
M {e, B, v). Proyectemos estos puntos
Fig. 25.3. sobre los ejes de coordenadas, por

ejemplo, sobre el eje Ox (fig. 25.3).

De los razonamientos de semejanza se ve que el punto M, divide el

segmento dirigide M_,,_J\?“ también en la razén 4. Por ello,

a=dthets) (25.7)
{8 M)
De conformidad con la formula (23.4), (M, M.} =a — «a,,

(E:ﬂ&,,} = @ty — t. Ahora, teniendo en cuenta la expresion (25.7),
hallamos que @ = {m; 4 Aa,)/(1 + &). De modo anilogo se caleu-
lan las coordenadas i y . Asi pues,
gty _ B,
et P=En

Observemos que A = 0, si el punto M se halla dentro del segmento
— —

MyMy; & << 0, si el punto M se ra fuera del seg MM,
¥y A = 0, siel punte M coincide con M,. Cuando el punto M se despla-
za dosde el punto M, hasta ol punto M, (excluyendo el punto M),
la razén & toma primere el valor nulo ¥ luego, de la manera sucesiva,
todos los valores positives posibles siempre crecientes, Si el punto W
sp desplaza desde el punto M, en direccién positiva del eje (véase la
fig. 25.3), la razén A tomaré primero el valor cero ¥ a continuacion
valores negativos pre d i aproximind tan cerca
como se quiera al valor de A = —1, pero quedando en todo momento
mayor que dicho valor. Si el punto M se desplaza en direceion nega-
tiva desde el punto M,, la razén A toma todes los valores negativos
posibles en el orden de imi quedande siempre anferior

a b= —1.

_ Ry
==
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De aste modo, entre todos los nimeres reales y los puntos de la
recta se podria bl una hlunivoua. si en la

recta hubiera un punto M que divida el sagmento M‘IM, en la razén
A= —1 ysi al punto M, cumn:xdenl,a con M,, se le pudiera poner en
cor algin Este probl se resuelve comiin-
mente al complsm la recta con un “punto” complementario con-
vencional ¥ los “niimeros”, con un
“mimere” complementario conven-
cional. Tal punto se denomina “in-
finito” y el nimero, “infinitamente
grande”.

Proyecciones ortogonales del
vector. Sean dados en el

ulerto eje u y un segmento dirigide & L/M L},,]

AB. Tracemos por los puntos 4, B

unns planos perpendiculares al eje

u {fig. 25.4). La interseccién de es- ¥ig. 25.4.

tos planos con el eje determina

los puntes A,, By, de los cuales

A, se ubica en el mismo plano con A, mientras que H, se halla en
—

el mismo plano con B. El segmento dirigido 4, B, se llama proyeceidn
ortogonal del segmento AR sobre el efe u. Para designarlo se utiliza el
siguiente simbolo:
—_— —
A B, =pr, AB.
Con el eje u lijado, todo vector z del io define uni

su proyeccion ork:gunal x'. Se puede mn.uilierar, por ende, que tene-
mos una “funcién” dada

z' = pr, z, ‘(25.3]
cuyo “argumento” puede constituir cualquier vector del esp y el
“valor”, un vector en el ejo u. Demonstraremos ahora que dicha
[mmiﬁn posee las siguientes propiedades:

Pru(x+y)=pry 74 pra s
pro (hr)=hpry 7,

(25.9)

vilidas para cualesquiera veclores z e y, como también para todo
nimero A.

En efecto, fijemos un sistema rectangular onrbamann de coorde-
nadas en el quo el eje u ida con el eje de abscisas.
Supongamos gue en este sistema

= (@, B Y-
y = {atgy Pai Tehe
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entonces
4y = (m + an b+ Pay v+ b
hx = (g, By, Ap).

En el sistema de coordenadas elegido la proyeceiin ortogonal del
vector sobre el eje u ide con su pr i6 denada sobre el
eje de abscisas. Como se ha indicado antes, la proyeccion de cualguil
wvector sobre el eje de abscisas tiene la primera coordenada coincidente
con la primera coordenada del propio vector, mientras que las coor-
denadas restantes son nulas. Por eso

pra =+ y) = (s -+ 2z, 0, 0),
pru (k)= (hzy, 0, 0),
prox= (=, 0, 0),
pray=(as 0, 0).

De acuerdo con la regla de adicion de vectores y multiplicacién de

éstos por un nimero, de las dltimas dos igualdades (25.10) conclui-
mos que

(25.10)

pruz 4+ proy = (2 + o 0, 0),
pry z = (hay, 0, 0}

Comparando los segundos miembros de las igualdades obtenidas con
los mismbros correspondientes de las primeras dos (25.10), nos con-
vencemos de que ambas propiedades (25.9) son justas.

Sean dados en el espacio un planc nt ¥ un segmento dirigido ;ﬂ‘l

Al trazar perpendiculares de los puntos 4 y B sobre el plano =,

obtendremos en el plano dado dos puntos 4, y B, que determinan
—

ol segmento dirigido A.8,. Este segmento lleva el nombre de
proyeccidn ortogonal del segmento dirigido AB sobre el plano . Para
designarlo se utiliza la misma notacidn, es decir,

— —

AxBq= pra AB.

Por sup para las proy ortog sobre un miswo
plano tienen lugar correlaciones andlogas a (25.9). Para demostar
esta afirmacidn, se puede fijar un sistema rectangular ¢artesiano de
coordenadas en el que el plano n sea un plano coordenado y otra
vez, hacer uso de las propiedad pondientes de las proyecci
sobre un plano de coordenadas.

Hemos considerado las proyecciones ortogonales de los vectores
en el espacio. Indudablemente, la analogia completa tiene lugar
también para los vectores em un plano.
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Ejercicios.

1. Dos vectores no nules estin dados
4En qué o umnﬂmendlwhm entre si?
enadne del contro de gravodad de tres puntos mate-
m ee conocen sus coordonades cartesipnas y sus masas
3. Hallese el drea de un triéngulo, si se conocen las unulﬂemdla cartesianas
gus treg vértices.
4. En un espacio estin dados Jos vectores no nulos x, @, b, ¢, con ln parti-
cularidad do que a, b, ¢ son perpendiculares dos a dos. Demuéstrese que

cost {r, a}4eos?{x, b}+cosi{zr, c}=1.

Dealf'nmoe eon % un plane coordennds cualquiers ¥ con u, un eje coor-
dmdo uiera en el plano x. Demudstrese que pare cualquier vector = se

vorllica
pry (Pl 2} = pry, 2.

§ 26. Producto escalar

El uso de los segmentos dxrig:-
dos para expresar fuerzas y desplazamisntos A un P
muy importante de producto escalar de vectores.

Del curso de la fisica sabemos que si un vector a representa una
fuerza tal, que el punto de su aplicacitn se desplaza desde el origen
del vector b al extremo del mismo, el trabajo @ de esta fuerza se
determinard por la igualdad

w=|a| |b] cos {a, b} (26.1)

El segundo miembro ula esta {gualdad se llama’ produc:o escalar de

los vectores a, b. Para su desig se ha acep imbolo {a, b).
Do este modo,

{a. b)=|al |bicos {a, b). (26.2)

Hablando en rigor, la definicién aducida de producto escalar se
refiere s6lo a los vectores no nules a, b, puesto que solamente para
vectnres de tal tipo estd defm:ﬁa el Angulo. Sin ombargo, tomando

la p del prod escalar, es fAcil compren-
lier ciial ha de ser la definicion adicional en el caso en que siquiera
uno de los vectores sea igual a cero. Si, bien una fuerza, hien un
desplazamiento, se da mediante un vector nulo, el trabajo que se
cumple es nulo. Por esta razon consideraremos que (a, b) = 0, sicmpre
que al menos uno de los vectores a, b sea igual a cero.

De la formula (26.2) provienen ciertas propiedades geométricas
del producto escalar. Por ejemplo, el dngulo, formado por dos veeto-
res no nulos, serd agudo (obtuso) cuande, y sélo cuando, el producto
escalar de estos vectores es positivo (negativo).

Si el angulo formado por los vectores es recto o al menos uno de
las vectores es nulo, el producto escalar serd igual a cero. Los vectores
de este tipo se llamardn ortogonales.
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Se denominardn vectores ertonormalizados aquellos vectores orto-
gonales cuya ]unmtuﬂ s fgual a la umdnd En pnrmu.la.r. los vectores
bisicos i, j, k de un sist de
son ortonormalizados. De la férmuls (26,2) se deduce que

(i, =1, (i, =0, (& k=0,
{, =0, (i, D=1, () k=0, (26.3)
(k, i)=0, (& =0, (k k)=1.

Examinemos los vectores no nulos a, b. Por al vector a tracomos al
eje u atribuyéndole una direccién tal que la magnitud del vector a
sea positiva. Serf evidente que

{pry B) = |] cos{a, b).
La proyeccidn del vector b sobre un aje construido de este modo, la
llamaremos proyeccidn del vector b sobre el vector a y la indicaremos
mediante el simbolo pr, b. Naturalmente, la proyeccion de un vector
sobra otro couserva las propiedades (25.9). En las designaciones
nuevas

(a, b)= |a] {pro b} = |B] {pry a}. (26.4)

Estas formulas permiten establecer propisdades algebraicas muy
importantes del producto escalar, A saber, para cualesquiera vectores
a, b, ¢ y todo nimero real & se verifican las correlaciones:

1) (a, b)=(b, a),

2} (aa, b) =ala, B),

3) (a4b, )=(a, &)+ (b, c) (26.5)

4) (a, a)=0 cuando a==0; (0, 0)=0.

Hemos de notar que las laci (26.5) se len, & ciencia
cierta, si por lo menos uno de los veglores es nulo‘ En el caso general
la validez de las propiedades 1,4 se di e la
formula (26.2). En cusnto a ]aa pmpnedad.eu 2,3, haremos uso de las
f6rmulas (26.4) y las propied da proy para blecarlas.

Tenemos
(za, b)= |b] {prs (@a)}= |b] {or-pry a} =x|b| {prya} == (s, B),
(a+b, ¢) = |¢| {pre (a+B)} =[] {pr. a+pr. b} =
= el {pre 8} + le] {pre b} = (8, €} + (2, €}
Las propiedades 2,3 sélo estin ligadas con el primer factor del

producto escalar. Las propiedades andlogas tienen lugar tambiéa
respecto del segundo factor. En efecto,

(a, ab) = (@b, 2} = a (b, 4) = a (a, b),
a, b+¢)=(b+c a)= (b a)+ {c, a) = (a, b) + (a, ¢}
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Ademis, en virtud de la igualdad @ — b = a + (—1) b, serén
licitas también las sigui correlaci

fa —b, ¢) = (a, &) — (b, <),
(a, b —¢) = (a, b) — (a, )

puesto que
@—b,c)=(a+ (=) b o) = (2, &) + (—1) b, &) =
= f{a, ¢} + (=1) (b, €} = (a, ¢} — (b, &).

TEOREMA 201 St dos vectores a, b estdn dados medianie sus coorde-
nadas rectangulares cartesianas, entonces el producto escalar de estos
veclores és tgual a ln suma de los productos, realizados dos a dos, de las

cor 'f

DEMOSTRACION. Supongamos, para concretar, que los veclores
ostan dados en un espacio, es decir, @ = {£y, 1y, ), b = (ry, ¥y, ).
Puesto que

a =t + i+ 5k,
b= 2yl + paf + 2k,

entonces, al efectuar las transformaciones algebraicas del producto
escalar, obtenemos

(a, b) = xyry (8 1) + oy (1 f) + 230 G, &) +
4 wTe (o )+ g Go 1) + 3aze (L F) +
+ ay (k1) + s (b 7} + 3z, KD
Ahora, de acuerdo con (26.3) se tiene
(@, b) = 2izy + By + 52, (26.6)
v el teorema queda demostrado,
La formula (26.6) permite eseribir las expresiones, recién obteni-

das, (25.4), (25.5) para la longitud del vector ¥ el dngulo formado
por los vectores en términos de un producto escalar. A saher,

Jal=(a, a)'", (26.7)
{a, 1)
Tat-1b]

Puede parecer que estas formulas son triviales, puesto que se des-
prenden directamente de (26.2) sin referencia alguna & las formulas
(25.4), (25.5). No obstante, sin darnos prisa en hacer tal deduceidn,
veamos una circunstancia de importancia particular.

Ha de ser notado que tods nuestra investigacion se desarrollaba,
de hecho, en tres etapas. En primer lugar, partiendo de la formula
(26.2), hemos demosteado la validez de las propiedades (26.5). A con-
tinuacion, basindonos sol te en estas propiedades ¥ en el cardc-

cos{a, b} =
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ter ortonormal de los vectores bisicos del sistema de eoordonadas,
deducimos la férmula (26.8). Y, por fin, haciendo uso de las formulas
(25.4), (25.5), que se han oblenido sin ref i pto de
producto escalar de los vectores, llegamos a las firmulas (26.7).
Al partir de lo dicho, podriamos shora introducir el producte
ascalar no por definicién de su forma explicita, sino de un modo azio-
mitico, como cierta funcién numérica definida para tedo par de
vectores, exigiendo on 1al caso que las propiedades (26.5) se cumpl
sin falta. Entonces, para cualesquiera sistemas de coordenadas, donde
los vectores bisicos estin ortonormalizados en el sentido de producto
escalar axiomético, seguird siendo vilida la correlacién (26.6).
Por iguiente, teniendo | un modelo del sistema rectangu-
lar cartesiano de coordenadas, podriamos iderar axiomiti
que las longitudes de Jos vectores y los dngulos entre ellos ze caleulan
sogin las formulas (26.7). Desde luego, tendriamos que convencer-
nos, en tal cago, de que las longitudes ¥ los dngules que se han in-
troducido de modo semejante, poseen lus propiedades necessrias,

Ejercicios.

1. Estén dados dos veetores @ y b JBajo qué condiciones impupstas al
niimoro & los veclores o y b 4 oa son Jes? (Cusl es ln i
goométrica de este problema? ;

2. El vector a so ha dado en el espacio Vs medionte sus coordenadas carte-
sianas. Héllense dos vectores linealmente independientes ortogonales al vec-
tor a.

3. Los voctores linealmente independientes o, b estin dadoes en el espacio
vy medinnts sns coordenadas cartesisnas, Hiillense el vector no nulp queses
ortogonal respecto de ambos vestores.

4, Qué ropresenta en si el lugar geométrico de vectores les a un
vector dade?

§ 27. Espacio euclideo

Los espacios lineales abstractos
estudiados anteriormente son, en cierto sentido, mas pobres de con-
caplos ¥ propiedades en comparacidn con el espacio de segmentos
dirigidos. Esta pobreza e debe, en primer lugar, 8 que en los prime-
ros no %8 han reflejado los hechos més importantes relacionados con
la medicitn de longitudes, de dngulos, de veliimenes, etc. Los con-
eaptos métricos pueden sor extendidos a los espacios lineales abstrac-
tos por medio de varios d No obstante, un método més
aficnz para posibilitar la realizacién de mediciones consiste en la
introducci fomdtica de un producto escalar de vectores. Comenza-
o i gaciones con los espacios lineales reales.

Un espacio lineal real E se llama euclides, si a todo par de vectores
z, i de E se le ha puesto en correspondencia un nimero real (2, y),
Hamado prod escalar, iderandose cumplidos los siguientes
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axiomas:
1) i; y}=(9£ z),
2) (hz, y)="h(x, ), .
3) (z 4w A== D+, 2 @7
4) (r, ¥)=>0 para x==1; (0, 0)=0

para lps vectores arbitrarios z, i, 2 de E y el nGmero real arbitrario h.

Como ya sabemos de astos axiomas se desprende que con el pro-
dusto escalar se pueden realizar transformaciones algebraicas forma-
les, es decir,

{‘Z:t 2y, ’}_.:l ﬂ.ib';)—'g Z\ ifly (2 4y

parn cualesquiera vectores zy, yy, los nfimeros a;, i y para todo
nimero r 6 s de sumandos.

Todo subespacio lineal L del espacio euclideo E se convierte por
si mismo en un espacio euclideo, si se conserva en L ol producto esca-
lar que se ha introducido en E.

Es facil indicar el método general de introduecion del producte
escalar en un espacio real arbitrario K. Soa €, ¢y, . . ., €, una base
de este espacio., Elijamos dos vectores avbitrarios z. y de K v supon-
gamos que

= + Ees + .0+ Euea,
¥=Me My + . Nt

El | escalar de 5 puede ser introducido abora del
modo siguiente, por ejemplo: .
(x, ¥) o= By + Ea + . - - 4 Eolae 21.2)

El cumplimiento de todos los axiomas se comprueba sin difienltad
alguna. Por consiguiente, el espacio lineal K provisto del producto
escalar (27.2) es euclideo.

Observemos que el producto escalar puede ser introducide en sl
espacio K con ayuda de otros métodos. Por ejemple, en dicho espacio
la signiente expresion serd también un producto escalar:

(@ gy = mfmy + alme + .. b

para cuslesquiera nimeros positivos fijados oy, @y, ..., @, la
multiformidad semejante no debe disturbarnos. En efecto, no hay
nada asombroso en que las longitudes pueden medirse en metros y en
pulgadas, los dngulos en gradns y radianes, etc. Precisamente eata
multiformidad permite emplear al maximo las propiedades de los
eepacios concretos, enando en éstos se introduce el producto escalar,

| introducir el producto escalar en los espacios de segmentos
dirigidns, tuvimos que definirlo por separado, cuando por lo menos

7=
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uno de los sagmentos era igual a cero. En aguel easo se suponia que
1 producto escalar era nulo, Ahora el hecho dado pasa a ser una
eropiedad que proviene de los axiomas (27.1). 8i x es un vector
arbitrario de E, entonces

{0, ) = (0, 2) = 0 (z, 2} = 0.

Por supuesto, en virtud del primer axioma de (271}, {z, 0) = 0.

Un vector r de un espacio euclideo se d ina normalizado, =i
(z, z) = 1. Todo vector ro nulo y pueds ser normalizado, si lo multi-
plicamos por cierto niimero A, En efecto, por hipbtesis

(s hy) =22, w) = 1,
y por eso, a titulo del factor de normalizacion, podemos tomar
A=, ¥)" /e

Un sistema de so llama normalizado, si estin normalizados
todos sus vectores. Segin se deduce de lo dicho, todo sistema de
vectores no nulos puede ser normalizado.

Una de las propiedades mis importantes del producto escalar
Ja enuncia-el siguiente

TEOREMA 271 (desigualdad de Cauchy—Buniakovski). Para cuales-
gquiera dos vectores x, § de un espacto euclideo es vilida la desigualdad

@ wF < (= 3) ly. )

pemostRActon. El teorema tiene lugar, a clencia cierta, siy = 0,
por lo cual convengamos en considerar que y % 0. Examinemos un
vector 7 — Ay, donde A es in ndmero real arbitrario. Tenemos

fr—hy, & —Ay) = (z, £) — 24 (=, ¥) + WF (, ).

En el primer miembro de la igualdad figura un producto escalar
de vectores iguales. Por esta razon el trinomio de segundo grado en
el segundo miembro ea no vegativo, cualquiera que sea , en parti-
cular, para

r=l (27.3)
De este modo,
oz [EN1 = )
G =27 O o W =R g S0,
de donde se hace obvia la afirmacitén del tecrema.
Por analogia con los espacios de tog dirigidos, llamemos
lineales dos T, y de lquier espacio lineal, si o bien

z = Ay o bien y = pr para clertos nimeros A, p. En virtud de la
igualdad 0 = O concluimos que los dos vectores son colineales, a
ciencia cierta, si por lo menos uno de ellos es nulo. Para la compro-
bacion del cardcter colineal de los vectores resulta muy cémoda la
desigualdad de Cauchy—Buninkovski. En particular, es vilido el
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TEOREMA 212 La desigualdad de Cauchy—Buniakovski se con-
vierte en una igualdad si, y sdlo si, los vectores x, y son colineales.
ACIGN. S que los vect z, i son colineales y
que, para concretar, o Ay. Hallamos
(=, ¥ = (g, )" = 2% (y, )%,
(m 2) (g 9) = (s dy) (v, ) = 3% (u, )
La comparacién de estas igualdrdes muestra que la suficiencia de la
afirmacién del teorema tiene lugar.
Supongamos shora que para ciertos vectores z, y se verifica la

igualdad:
@) = (=, =) o, ¥)- (27.4)

Si y = 0, los vectores son wlmua]es Eu cambin, al y == 0, entonces,
al tomar A de acuerdo con (27.3) y teni (27.4),
(& — Ay, z — hy) = 0.

En vista del iltimo axioma en (27.1), esto significa quez — hy =
=0, o bien z = hy, es decir, los vectores z, y son colineales. La
necesidad de la afirmacién del teorema también tiene lugar.

A titulo de ejemplo consideremos el espacio R,,. Se le puede trans-
formar en espacio euclideo, si para los vectores

z = (tg, gy oo Gy
¥ (B B ooy Ba)
el producto escalar se introduce de la manera siguiente:
A
(@ 4 =3 by (27.5)

Es evidente que los axiomas (27.1) se cumplen. La desigualdad de
Couchy—Buniakovski significa, en el caso dado, que

Sap)<( o) (S @9

para cualesquiera nitmeros reales oy, fiy.

Ejercicios.

1. ;Cémo se debe introducir el producto escalar en un espacio de polino-
!\:m de una variable con coolicientes reales?
hard euelideo el espacio By, si el producto escalar se introduce en
él de ll manera  siguiente:

(= y}=2 L IBel?
T~}

Cudl ea el sentide geométrico do la desigualdad de Cauchy—Buniak
ski en el aspacio de segmentos dirgidos?
4. Demuéstrese quo r =y cuando, y salo cuando, (=, 4) = {y, 4 para
todo vector d.
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§ 28, Ortogonalidad .

La relacién més importante entre
los vectores de un espacio euclideo es la ortogonalidad.

Por definicion, los vectores z, y = denominan ortogtmnks 51
{x, ¥) = 0. En virtud del primer axioma de (27.1), la relacién de
or lidad de dos vect es simétrica. En el espacio de segmen-
tos dirigidos la nocién de ortogonalidad coineide, en lo principal,
con la de perpendicularidad. Por esta razén, la ortogonalidad puede
considerarse como una gencralizacion de la nocién de perpendiculari-
dad para lns espacios euclideos nhstrnctus

Un da it de un esp lideo se llama ortogonal
si o bien consiste en un solo vector o bien sus vectores son ortogo-
nales dos a dos. 5i un sistema ortogonal consta de vectores no nulos,
e le puede normalizar. Un sistema ortogonal normalizade se denomi-
na ertonormalizado.

El interds hacia los sistemas ortogonales y ortonormalizades se
:eho a las ventajas que ofrecen en la investigacion de espacios eucli-

e0s.

Asi por ejemplo, cunlquier sistoma ortogonal de vectores no nulos
¥, por supuesto, un sistema ortonormalizado, es linealmente inde-
pendiente. En efecto, supongamos que ol sistema 1, 2, . .
ortogonal y que x; =4 0 para todo (. Esto significa que {z;, .r‘1
para i = j, paro {z;, x;) % 0 cuando ¢ = . Escribamos la scuacidn

¥ + g2y +. . o =0,

Al multiplicarla escalarmente por lquiera de los T
hallamos

ty (2 T} + & (@1 To) + .+ ax (2, 3) = 0.
Por consiguiente,

ety (g, 2p) =0 28.1)
¥, naturalmente, ; = 0. Do este modo, el sistema de los vectores
Xy, g, ... I 08 linealmente independiente.

De la igualdad (28.1) obtenemos, en particular, que si la suma
de log vectores ortogonales.dos a dos es igual a cero, todos los vectores
son nulos.

Una variedad de corolarios utiles se deduce de la suposicion que
cierto sistema ortonormalizado g, e, . . ., ¢, puede formar una base
del espacio euclideo E. En esta caso todo vector r de E ha de repre-
santarse de un mode dnico, en forma de una combinacién lineal

zo==oge, | agey + ... e,

Poro al multiplicar escalarmente la igualdad dada por e; obtenemos
la expresion explicita para los cocficientes de la descompesicion
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seglin la base, A saber,
@ = (& &) (28.2)
Si para otro vector y tiene lugar la descomposicion

y= Py + Baes + o oo+ futn
entonces, al realizar ciertas transformaciones sencillas, hallames que
(2 ) = Py + wafly 000+ @by (28.3)

En particular,
[z, f)=al et ... 4ol (28.4)

Antes de continuar unas investigaci 1
si existe o no una base que se compone de vectorss ortonormalizados.

Una base cuyos vectores Iormnn un sistema ortonormalizado, se
denomina srtonsrmalizada. La ex in de tal base en el espacio
euclideo la demuestea el

TEOREMA 284. En todo espacio euclfdeo E de dimensidn finita existe
una hase ortonormalizada.

DEMOSTRACION. Soa dim E = n. Un sistemn ortonormalizado es
linealmente indepandiente y, por ende, no puede contener mis que n
vectores. Supongamos que el sistema &, &, . . ., €, contiene el nlimero
miximo de vectores ortonormalizados. Esto significa que en el espa-
cio £ no hay ni un solo vector no nulo que sea ortogonal a todos los
vectores &, £y, . ., £, Si exists un vector ortogonal a todos estos
veetores, el mismo debe zer nule.

Elijamos un vector arbitrario z de E. 51 ol sistema ortonormaliza-
do €, €5, . . .. &, fuera una base, el vector  tendria que coincidir con
el vector y, donde

e e L e e ML A
Examinemos, por elle, un vector z — y. Tenemos

(x—w, fi)‘“(:—é‘ (2, euiep, &) =

=z, e)— 2 (=, ephlen e mlz, e)—(z, £ =0.
=l

El vector x — y resulta ser ortogonal a todos los vectores ), ey, . . .
v. .y & Por -,ons!gmentn x—y—l] é =y
Asi pues, un sist i iente &y, €y ...
posee la propiedad que, en términos de sus mmm, S0 gX prega Ilneai-
mente todo vector del espacio £, es decir el sistema forma una base.
COROLARIO. Cualquisr sistema artamrmﬂmda de vectores ey, &y, . . -
. &, puedeser complementady hasta obtenar una base ortonormalizada.
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Efacti do los si ortonormalizados que:contienen
un 5|abema dado tomemos el que cuenta con el miximo nimers de
que este sist 08 &), . ..y Bry By gy -

Repitiendo textualmente la demostracién del teorema 28 1 tSlﬂhIG“
cemos que el sistema nuevo es una_ base.

'\demés de los vectores ortognna]es en el espacio euclideo, con-

i también conj de vectores. Dos conjuntos
F y (¢ de vectores en el espacio euclideo £ se denominan ortogonales,
sl todo vector de F es orlogonal a todo vector de G. La ertogonalidad
de F v & se designa con el simbolo F 1 6.

Por supuesto, un conjunto puede componerse también de un solo
vector. Si cierto vector de un conjunto es ortogonal a todo el conjun-
to, es, en particular, ortogonsl a si mismo. Por consiguiente, silo
puede ser nulo.

LEma 281 Para que el vector z sea ortogonal al subespacio L, ex
necesario y suficiente que ssa ortogonal respecto de todos los vectores de
una base cualquiera del subsspacio L.

DEMOSTRACION. Fijemos la base y,, Yy, - - -, ba del subespacio L,
Stz 1 L, entonces z es ortogonal a todos los vectores de L y, en
particular, a los vectores gy, g, - - -, ¥x. Sea, ahora, (z, y,) = i

para todo £ Elijamos un vector arbitrario z de L y descompongémos-
lo segiin los vectores de la base. 5i

z =gy + alie + o0 o T Gl
para ciertos nimeros o,, %y, . - .. %y, oNlonces
() 2) = (z, oy + ag¥y + .. - + aula) =
=z, )+ 2g @ g oo ol nd =0

Edto significa que = | L.
coROLARIO. Para que dos subespacios sean ortogonales, es necesario
¥ suficiente que todo vector de cualquier base de msr:bespacw sea origgo-

nal a todes los vectores de cual tase de otro sub
La suma K de los suhespacms lineales L,, L,, v v ey Ly 82 llama
ort 1, si los sub 50M O les dos o dos, Para designar

la suma ortogonal se emp]eara la siguiente notacion:
F=Ldl®.. &L,

veMA 22 Una suma orfogonal de los subespacios no nulos es
siempre una suma directa.

pemosTRACION. Elijamos una base ortonormalizada en cada subes-
pacio ¥ ideramos un sist de que I en & la
reunién de bases de todos los subespacios, Esta claro que todo vector
de la suma ortogonal se exprasa linealmente en términos de los vecto-
res del sistema conatrulda Mas, este sistema es llnealmanlo indepen-
dienta, ya que te en los no nulos ortogonales dos a dos.
Ahora la afirmacién :Ia] lema se deduce del teorema 20.1.
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Supong ue el espaci lideo K figura en forma de una
suma ortogonal de sus subespacios Ly, Ly, . . ., Ly, cas0 oo ol que
1a totalidad de todes estos subespacios puede iderarse como una

base ortogonal generalizada, En particular, si, para cualesquiera
dos vectores z, ¥ de K, escribimos sus descompesiciones segin los
subespacios L, Ly, . . ., Ly, 8 decir, si representamos los vectorss
citados en la forma

=2+ %+ ... 4 2m

Y=+t T lim

donde z,, y; € L;, se obtiene con facilidad que
(=, ¥) = (20 ) & (22 W) +- - - + (T Um)- (28.5}

La férmula obtedida es andloga a la (28.3).

Examinemos un conjunto no vacio arbitrario de vectores F de}
espacio enclideo £, La totalidad de todos los vectores, ortogonales al
conjunto F, 5o llama complemento ortogonal del conjunto F y se indica
con FL, El complemento ortogonal es un subespacio. En efecto, si
los vectores z, iy € F+, entonces z, ¥ L F. Pero, en este caso, oz +
+ Py L F para cualesquiera nimeros o, f, es decir, oz + fiy € F*,

TEOREMA 282 El espacio euclidéo FE es la suma ortogonal de cual-
quier subespacio lineal suyo L y su complemento aortogonal L, es decir,

E =L@ L

peMpsTRACION. Sen dim [ = &, dim L' = m." Elijamos una base
ortonormalizada ey, . . .. €, del subespacio L y una hase ortonorma-
lizada ry, . . ., 7, del subespacio LL. El sistema de veclores ey, . . .
v ey €4y Tay o v oy P €5 OTtonormalizado v, por lo tanto, linealmente
independiente.

Si este sistema no es la base de £, g0 le puede complementar hasta
fue se obtenga la base ortonormalizada de E. Sea e uno de los vectores
compl tarios. Es ortogonal a los vect £y oo o0 8y, por lo cual
e 1 L, es decir, e € L. Pero, por otra parte, el veclor & es ortogonal
a los vactores 1y, . . ., Iy ¥, por ende, e | L+ Asi pues, el vector ¢
simult4neamente pertenece a LL y s ortogonal a L*. Por consiguien-
te, ¢ = 0, lo que demuestra la afirmacion del teorema.

La descomposicidn de un espacio en una suma ortogonal de sus
subespacios permite realizar efi muchas investigaci
Nustrémoslo con el ejemplo siguiente.

Elijamos un espacio euclideo E v examinemos en ¢l un sistema
fijado de vectores z,, &y, . . ., Ty. 5i el rango de este sistema es igual
o la di ién do E, ent evident te, el iinico vactor de £,
ortogonal a todos los vectores del sistema dado, serd el vector nulo,
Tiene lugar también el lema inverso:

LEMA 283 Si en el espacto euclideo E se ha dado cierlo sistema de
veclores Ty, Tz, . . .o Ty ¥ 8L el dnico veclor de E, ortogenal a estos vecto-
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res, e5 nulo, enlonces el rango del sistema equivale @ la dimensidn de .

nemosTRACION. Designemos con L la cdpsala lineal del sistema de
veclores Iy, Ty, . . ., 2. Todo vector, ortogonal a los vectores dados,
2 orlogonal & L, es decir, perlenece al complemento ortogonal de
L+, De acuerdo con la hipétesis del lema, el subespacio L+ sélo cons-
ta de un vector ndlo. Puesto que £ = L @ L+, de aqui se deduce
que In dimensién de L coincide eon la de £. Mas, la dimensién de L
es igual al rango del sistema de vectores 1;, r,, ..., 1, El lema
queda demostrado.

FEiercicios.
1. Demufstrese que si el prod eecalar de ! i dos vectores
e un espacio ouclideo se expresa modiante la igunldad (28.3), la base, respecto
de Ja cual =2 han tomado las d [ lizad,
2, Demut. quo si el producio escalar de vector de un eapacio

r Iqui
euclideo por s misimo se oxphesa mediants la igusldad (28.4), la bass, respecto
de la cual a0 han tomado las donadas, s lizad

3. Demudstrese que si dos conjuntos compuestos por un nimero finito
do vectores son ortogonales, in ortogonales también las cipsulas lineales
constroidas en estos wuiiuuws,

4. Damué: que ln i de dos subespaci: les silo
consta de un vector nulo,

5. Demudstrese que sl on espacio euclideo es la suma directa do sus subespa-
<los ¥ para cualesquiera dos vectores tiena lugar la igualdad (28.5), los subespa-
cios son ortogonales dos a des.

que para ! i P L, M de un espacio
<uclideo E se verifiean las corralaciones
dim L + dim L* = dim E,
(L)L - L,
(L+ an* = L* nas,
(LN Ayt =L+ M,

§ 29. Longitudes, dngulos,
distancias

Haremos extender, ahora, las
nociones de longitnd, dngulo y distancia a los elementos del espasio
euclideo. Realizdndolo partiremos de la analogia con los espacios de
segmentos dirigidos.

Se llama longitud |z | del vector x en el espasio suclideo E la
magnitud
|z = +{z, 1)'%
Todo vector tiene su longitud. De acuerdo con el dltimo axioma
(27.1), ésta es positiva para los vectores no nulos y es igusl a cero,
para el vector nulo. Luego, la igualdad

[hel = (hx, A2)"P2 = (42 (2, )2 = |31] |2|
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demuestra la posibilidad de sacar la magnitud absoluta del factor
numérico & fuara del signo de la longitud del vector. Como se ha
indicado anteriormente, el vector no nulo puede ser normalizado, es
decir, puede ser multiplicado por un nimero tal que la longitud del
vector resultante se haga igual a la unidad.

So Nlama dngulo {z, y} formado per los vectores no nulos z, y del
espacio euclideo E aquel que se define por las correlaciones

cosfa, gh= S, 0, ph<n

Si entre los vectores z, ¥ existe al menos uno no nulo, el dngule for-
mado por tales vect se idera indeter h

La desigualdad de Canchy—Buniakovski permite afirmar que la
expresién, llamada coseno del dngulo entre vectores, no es superior, -
en modulo, a la unidad. Por ollo el dngulo formado por cualesquiera
vectores no nulos esti siempre definid ademés, uni t
Este dngulo no se altera cuando los vectores se multiplican por
cualesquiera nlimeros positivos y, conforme al teorema 27.2, es
igual a 0 & = si, y s6lo si, log vectores no nulos son colineales, Todo
esto concuerda plenamente con la nocidn de fngule formado por
segmentos dirigidos.

Elijamos dos vectores no nulos z, y. Teniendo presente la analogia
con los segmentos-dirigidos, consideraremos z, y como dos de Jos lados
de cierto trifngulo. Como tercer lado del triangulo resulta natural
tomar el vector £ — y. Al hacer uso de Ia definicidn de longitud de
un veetor ¥ de dngulo entre los vectores, hallamos
lz—yP=@—pr—p=(z) -2 +nN=

=lzP+ylF—2z]ly]ecos {z, y}. (28.1)

Hemos probado, pues, que en el espacio euclideo el cuadrado de
la longitud de cualquier lado de un tridngulo es igual o la suma de
euadrados de las longitudes de sus otros dos lados menos el producto
duplicado de las longitudes de estos lades por el coseno del angulo
entra ellos.

Si el trifngulo es rectingulo, es decir, si el dngulo formado por
los vectores x, y es recto, cntonces, evidentemente,

lz—ylt=lzP+ 1y (29.2)

Esto no ag otra cosa que la expresion formal del teorema conocido
de Pitagoras.

Consideremos de nuevo un tridngulo rectingulo. Puesto que el
coseng dal dngulo formado por los vectores no sobrepasa en médule
la unidad, entonces, de (29.1) proviene gue

lz—yP=tzl+1y%
jlz—yP=lzl—1y "




UAP, § MEDICIONES EN EL ESPACIO LINEAL 108

o bien
lx—yl<slz|+ vl (29.3)
lz—yizllz]— Iyl
De esto modo, en el espacio suclideo la longitud del lado de un
tridngulo no es superior a la suma de longitudes de otros dos lados,
pero no es inferior a la diferancia entre sus longitudes.
Se llama distancia p (z, y) entre los vectores, z, y de un edpacio
euclideo la magnitud
ple, y=|z—y| (29.4)

Esta magnitod satisface tres propiedades naturales de la distancia
entre los vectores (ien la interpretacidn puntuall) en los espacios de
segmentos dirigidos. A saher, para cualesquiera vectores z, 4, = de
un espacio encliden

B pln Y=oty 2),

2 ple, >0, si zeby; plr, y)=0, si r=y, (29.5)

3) ple h<p e, 2)+p iz ).

Las primeras dos propiodades son ohvias, La tiltima propiedad no
&8 otra cosa que In generalizacién de la conocida edesigualdad tri-
angulars. La valider de la propiedad 3 se desprende de ln pri
desigualdad (29.3), si z e y se sustituyen porr — z ey — z, respecti-
vamente.

Se llama distanets p (A, B) entre los conjuntos A, B de vectores
de un mismo espacio Ja magnitud

pid, Bl= inf p(z, y).
wEA, yilt

En conclusidn hemos de notar la siguiente circunstancia, Supon-
gamos que en el espacio enclideo E se ha fijado una base ortonorma-
lizada e, ,, . . ., &, Para cualesquiera dos veetores z, y, dados me-
diante sus coordenadas

&= oy, ey oo By g=1(p Bo . ..o P}
respecto de esta base, tendremos, do acuerdo con (28.3),
2] = (af4ald ., 4nf)li
Por consigniente,
2yt . e
&I Fasl® B, .+ B
La analogia total con las formulas (25.4), (25.5) es evidente.
De este modo, las nociones introducidas de longitud, dngulo y

distancia concuerdan enteramente con las nociones andlogas en el
espacio de segmentos dirigidos.

cos fx, v} =
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Ejeccicios.

1. Demuéstrese Tm la lmﬂtud do vna sumn de cuslquier nimero de vecto-
res no e4 superior a ln suma do longitudes de estos vectores.

2. Demuéstrese que el cundrade de la longitud de una suma do cuslquier
nimere de vectores ortogonales es igual o la suma de cuadrados de las longit-
des de dichos vectores.

3. En un espacio euclides do polinomios, que dependen de uns variable i,
hillense los dngulos del tringulo formado por los vectores 1, &, 1 — i

& Cuil es la distancia entre los polinomios 32+ 6 y 2£ 4 ¢t 4+ 12

8. nfstress que un tridngulo en ol espacio suclideo es recténgulo cuag-
do, y sélo cunndo, la longitnd de un lado es 1 ol producta de la longitud
del otro lado por el cosemo del dngulo entre ellos.

§ 30. Linea oblicua, perpendicular,
proyeceifn

Antes de extender las nociones de
oblicua, perpendicular y proyeceién a los dspacios euclideos abstrac-
tos, iderarémoslas en un espaci

de segmentos dirigidos. "
Sea dado un plano L. Desde un
punto M tracemos una perpendicular L
al plano y designemos con My su base
(fig. 30.1). Con el fin de comunicar !
al problema una interpratacién vecto- @ s
rial, elijamo= en el plano L un punto

@ y consideremos el espacio V, de seg-

mentos dirigidos sujetados al punto 0. Fig. 30.4.

El plane L forma un subespacio, por

lo cual la construceion de la perpendicular bajada desde el punte M

al plano L se reduce a la descomposicidn del vector OM del espacio
en la suma

e
OM =0OM, + MM, (30.1)

— —r
donde OM ¢ € L ¥ My M L L. De los razonamientos geométricos se
ve que la descomposicitn (30.1) existe siempre y es dnica.

El ejemplo examinado sugiere cémo, en el caso general, debe
plantearse el problema sobre una perpendicular. Supongamos que en
@l espacio euclideo £ se ha fijado cierto subespacio L. Tomemos un
vector arbitrario f de E e investiguemos la posibilidad de su des-
composicion en la suma

f=g+h (30.2)
donde g€ L v h L L.

Con este problems ya nos encontramos anteriormente. Efectiva-

mente, la condicidn A L L es equivalente a la condicion b € L1
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De lo con el t 28.2, el espaci lideo £ es la suma
directa de los subespacios L y L+, Por esla razén, la descomposicién
(30.2) siempre existe y es Gnica,
Al tomar en ideracion la con la d posici
(80.1), el vector ¢ en la descomposicién (30.2) se llamari proyeceidn
del vector f sobre el subespacio L; h, per dicular trazada desde el
veetor f al subespacio L; el propio vector f, iinea oblicua al subespacio L,
Se sabe que en la geometria elementsl la longitud de una per-
pendicular nunce supera la longitud de una linea oblicua. Unasituacién
andloga tiene lugar también en el espacio euclideo, Los vectores
g henlad posicidn (30.2) son ortogonales. Por ello, de acuerdo
con el teorema de Pitégoras,

IFE=1gf+ kP
de donde se deduce que

1,

(ERE A

Esté claro que la longitud de la perpendicular & al subespacin L
equivale a Ja longitud de la linea oblicua { al mismo subespacio
cuando, y 86lo cuando, f L L.

Al problema sobre la perpendicular se le puede dar también otra
interpretacién, Consideraremos otra vez un vector arhitrario f de £
Este veclor no pertenece forzosamente al subespacio L. Por consi-
Ruiente, s puede pl probi sobra la ubicacidn en L de
un vector cuya‘di.sposiciﬁn fuera mds préxima a f en el sentido de la

t ida anteri i

Tomemos un vector arbitrario z de L. Al sustraerlo de ambos

miembros de la igualdad (30.2) obtendremos

f—z=(g—2 +h

Ya que el veclor A es ortogonal al vector g — z, de acuerdo con
el teorema de Pitigoras, tememos

lj—zsP=lg—zF+1h]

Por esto
If—zl=h
con la particularidad de que la igualdad es veridica cuando, y sile
cuando, 5 = g
Asi pues, de todos los del subesp L la proyeccid
del vector f sobre L es la més proxima al vector f. Esto es testimonio
de que

Pl Ly=plh 8-

Por anal con los seg dirigidos 11 dngulo entre

el vector  y el subespacio L o] menor de los dngulos formados por el
vector [y los zde L. T do en ideracidn la desigual
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dad de Cauchy—Buniakovski y la d posicion (30.2), hall
_ L9 lg=fh, 2) g, =) [Fil
eostfy 2 =T =i e =

Es evidents que esta desigualdad se convierte en una igualdad cuan-
do, ¥ s6lo cuando, los vectores ¢ y g forman un dngulo nulo.

De este modo, el dngulo entre el vector f ¥ el subespacio L coin-
cide con el dngulo formado por el vector f ¥ la proyeccién de dste
sobre el subespacio L.

Las propiedades citadas que poseen la perpendicular y la proyec-
¢ién reflejan el aspecto geométrico de estas noci Ahora consid
rarémoslas desde el punto de vista algobraico. Con el subsspacio L
fijado, todo vector f del espacio ouclideo E define univecaments
respecto de L gus dos eomponentes. Por consiguiente, se puede con-
siderar que la descomposicién (30.2) prefija dos funciones

g = prud,
h = ortyf

Como sargumentos de la funcién puede figurar cualguier vector de
E: como avalors de la funcién prof sirve un vector de L; como svalors
de 1a fupcién orty f, un vector de L4,

En vista de la correlacion (LL): = L, la perpendicular y la pro-
yeccidn estdn ligades mediante las igualdades

prof=ortyy f,

0.3
ortg f=pr,, f. (30.9)
Por ello, el estudio de estas funciones siempre se reduce, de hecho,
al estudio de una de ellas.

Tomemos dos vectores arbitrarios z, i de E. Conforme a la des»
composicion (30.2), se tiene

z = pry ¥ -+ orig £, (30.4)
y=DPprey + ortg .
Al sumar estas jgualdades termino a 1 y &l multiplicar la

primera de ellas per un nimero real artibrario . obtenemos
x4y = (prex + pro g} + (orty <+ ortg yh,
hr = (h pry x) + (& ortg 7).
Por comprobacién inmediata nes convencemos de que lns vectores
dentro del primer paréntesis pertenecen a L, mientras que los ence-

rrados deniro del segundo parentesis son perpendiculares a L, Debido
a la unicidad de las descomposiciones del tipo (30.2) esto significa
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la validez de las siguientes correlaciones

pro (24 y) = pro. 2 +pro iy
prohz=hprpr (30-5)

para la funcién pry y, por supuesto, de las correlaciones anilogns
orty (x4 y) =orty x-borty y,

orty (Ax)=Aort,x (80.6)

para la funcién orty. Aqui tiens lugar una completa coincidencia de
las {6rmulas (25.9) y (30.5).

Observemos que orly z = 0 para todo vector z de L. Por eso, de
la primera igualdad (30.6) se deduce que

ortg {z + z) = ort (z).
Por consiguiente, el valor de la funcion orty no se altera, si al argu-

mento se adiciona cualquier vector del subespacio L. En particular,
si tomamos = —pry r, entonces, teniendo en cuenta E 4), ob-

tenemos
arty, {orty z) = orty 2. (30.7)

e

Una correlacion andloga tiene lugar también para la proy
A saber,
pry (pre @) = pre x. (30.8)

pong que ol subespaclo L es la suma orlogonal de los
subespacios L, ¥ Ly. Elijames un vector arbitrario x de £ y represen-
témoslo en forma de la suma

7= (pry, £+ pre, 3) + (2= pro, 21— pre, 7).

El vector dentro del primer paréntesis pertenece, evidentemente, al
subespacio L, & Ly El vector dentro del segundo pardntesis es orto-
gonal a Ly @ Ly, de lo que es ficil convencerse transformindolo con
ayuda de las correlaciones (30.4) del mode siguiente

T— Py, & — Pry, &= 00ty T—pry, s=ortg, r—pry, v, (30.9)
Concluimos, a partir de lo dicho, que
Preyply T =PI, T+ Prog L.

Una perpendicular bajada desde el vector x sobre el subespacio
L, @ L, es igual a una de las expresiones (30.9). Si, en particular,
z | L, entonces

01ty iz, T = 0Flp, T, (30.10)
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Ejercicios.
1. ¢Tendrd luger en un espacie euclideo el andlogo del teorema sobro los
‘res endiculares?
?lgamném que 1s suma de des dngulos, formades por el vector § ¥ los
o ncios Ly L+, iun] a n/2

Héllmae la porpon icular ¥ In proyeccidn dal vector { sobre loa subespa-
clos iriviales,

4. Demudstress qllu si rau los eapucios flindon Ly, Ly ¥ para cualquier
vector = pe verifica In

PrLgary 7= P T H P, T
la suma Ly 4 Ly seri or

si los sul o son ortogonales
dos a dm. entonces para todo vector x du EI'" Lan ey I

Izl 2 Ipre, =%
=1

§ 31, Isomorfismo euclideo

En el transcurso de nuestras in-
vestigaciones ya hemos observado, mis de una vez, que las propieda-
des de un espacio euclideo abstracto coinciden con las de los espacies
de segmentos dirigidos. Se podria continuar extendiendo los hachos
¥ teoremas de la geometria elemental al espacio euclideo. Sin embar-
go, no hay necesidad en esto,

Introduzeamos la nocidn de isomerfismo euclideo, Diremos que
los espatios euclideos £ y E° son isomorfor segin Euclides, si son
isomorfos como espacios lineales reales y, ademis, para todo par de
vectores z, y de E y los vectores correspondientes z', y' do E' se verl-
fica la igualdad

(2, ¥) = (&', y')

TEOREMA 814, Para gque dos espacios euclideos sean isomorfos segin
Euclides, es necesario y suficients que ssan iguales sus dimensiones.

DEMOSTRACION. 3i dos espacms euclideos £ y £’ son isomorfos
segin Euclides, serdn bién como espacios reales line-
ales. Pero, los espacios lineales de tal indole son de igual dimensidn.

Consideraremos ahora dos espacios euclideos £ y E' do una mis-
ma dimension n. Sea ¢, €, . . ., €, la base ortonormalizada en £
¥ sea e), e, . .., e ln baso otronormalizada en £°. A tedo vector

T om0y b gty .0 a8y
del espacio £ ponemos en correspondencia el vector

T = oyfp + @yfs ... A Safn
del espacio £'. De acuerdo con lo demostradn anleriormente, esta
correspondencia representa un isomorfismo. Tomemos aliora otro

AT
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par de vectores correspondientes de £ y £
¥ = e ’+ ﬂzf:“" < oot Patas
y=PielPaeg o A Buen

Segiin {28.3) teneraos
(z, 1) = auffy + &by + . o+ by = (' ¥
El teorema queda demostrado.

Nos Interesan siempre s6lo agquellas propiedades de los espacics
lineales que son ias de las operaci fund ales que
actilan en los espacios. Desde este punto de vista los espacios isomor-
fos segfin Euclides tienen propiedades iguales. Por ello, cualquier
teorema geométrico, demostrade para el espacio V,, serd veridico
también en cualquier subespacio tridimensional del espacio euclideo.
Por consiguisnte, serd vilido tambidn en todo espacio euclideo. Por
supuesto, como espacio euclideo tipo puede servir sl espacio aritmé-
tico R, con un prod escalar introducido conforme a (27.2).

Ejercicios.

1. Comstriyase pn isomorfismo euclideo entre los espacios ¥y ¥ Ry

2, Demuoéslrese que en los espacios isomorfos segin Euclides un sistemn
ortonormalizado de vectores pasa 4 ser de nuevo un sistema ortonormalizado.

3, Demuéstrese que en los espacios isomorfos segin Euclides los dngulos
entre los pares de correspondientes veclores son iguales. 5

& Demubstress quo on los espacios isomorfos segin Euclides upa perpendi-
fluan ¥ una proyeccion pasan a ser una perpendicular ¥ una proyedeidn, respec-

vamante.

§ 32. Espacio unitario

Los conceptos métricos funda-
mentales han sido extendidos solo a los espacios lineales reales.
Raa‘nltndns andlogos tienen lugar también en un espacio lineal com-

plejo.

E1 espacio lineal complejo U se denomina unitario, 8i a todo par
de vectores =z, y de U se le ha puesto en correspondencia un nimero
complejo (z, ), llamado products escalar, con la particularidad de
que se cumplen los siguientes axiomas:

1) (z, y) = (, 2),

2) (e, y) = X (z, ¥),

8) (z + y, 2} = (=2, 2} + (, 2),

4} (z, ) = 0 cuando z50; (0, 0) =0
para unos vectores arbitrarios z, ¥, = de U ¥ un niimero complejo
arbitrario A.

La raya en el primer axioma es un signo de conjugacidn compleja.
Esta iinica diferencia de los axiomas del espacio euclideo no lleva



§ 22 BSPACIO UNITARIO 115

igo distinei fundas, sin embargo no sa debe olvidarla.
Asi por ejemplo, si en un espacio euclideo tiene lugar la igualdad
(z, M) ="h (x, y}, en el unitario se verificard la igualdad (z, Ay) =
=1z, ¥).

En el espacio unitario I/ se pueden i jucir algunos
métricos. Al igual quo en el easo real, llamemos longitud del vector
la magnitud

lxl=+(z, 2"

Tode vector no nulo tiene una longitud positiva, la longitud de un
vector nulo es igual a cero. Para cualquier 4 complejo se verifica la
corrolacidn

liz = A=)
Es vilida también la desigualdad de Cauclry—Buniakovski

fay v) P << (=, 2) (o, o)

La demostracién se lleva a cabo siguiendo el mismo esq que
en el caso real.

En el espacio unitario el concepto de dngulo entre los vectores,
por regla general, no se introduce. Se considera salamente el caso

en que los x ¢ y son ort les. Al igual que en el caso real,
se entiende en tal ci ia al plimiento de la igualdad
(z, ) =
Es evidents que (y, z) = (7, y) = 0.
En esencin, toda la teoria del esp lid inada mds

arriba, se aplica a un espacio unitario sin que cambien las definicio-
nes vy los esquemas generales de las demostraciones.

A titulo del espacio unitario puede servir el espacio aritmético
C,, siempre que para los vectores

= {a;, @z . Guh
v="»(B Bs . Bn)

el producto escalar se introduzce de la maners siguiente:
(. y)-l_“_.l af,. (32.1)

Con el ejemplo de este espacio se muestra ficilmente la-significacion
de la conjugacién compleja en el primer axiomb. Si en el espacio G,
introdujéramos el producto escalar segin la formula (27.2), enton-
ces, en el espacio C,, por ejemplo, para el vector

1z = (3, 4, 5i)

as
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tendriamos
(z, z) =0 + 16 4+ 258 = (.
El cuarto axioma, que es muy importante, resultaria incumplide.

Eferciclos.

1. Compdirense el espacio euclideo &l espacio unitario Gy,

2 Ent?hn la desigualdad de G-u —Bu:.lapnkovski o ol espacio

3. 8i on un espacio loj oscalar g o acuerdo
con loa mméz A}, ipodri wmplfm en tal sspacio la desigualdad de Cau-
chy—Buniako

4. 8 e un espacio el escalar so introduce do acuerde
con los mxiomas (£7.1), a_polré uiwr vu tal espoacic uoa base ortogonal?

§ 33. Dependencia lineal y sistemas
ortonormalizados

Ya hemos visto en el § 22 que la
independencia lineal de un sistema de vecl&l‘eﬂ de una base puede
perturbarse conto resultado de en los

Este £ 4 comp
cuando ol concepto de base sa emplea on la resolucién de los proble-
mas practicos. No obstante, conviene subrayar que no todas las bases
poseen esta desfavorable propiedad. En particular, no la tiene nin-
guaa base ortonormalizada.

que en un espaci lideo o en un espacio unitario
89 ha sleg.ldo una base ortonormalizada arbitraria e,, €y, . . ., €.
Si para cierto vector b tiene lugar la descomposicidn

n
b= ey,
=t
entonces, segin (28.4)
II'I‘— ,l® (33.1)

Exami ahora el si de !l bl U Ty S

+ ey ¥ dremos que el te depan-
dianr.e Esto significa que existen tales numerus Bie Bas v+ -y Pay mo
nulos & la vez, que

3
El Builer+e)=0.
De aqui se desprende que

"

‘2_‘ Pier= ";2‘ Bregs
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Al hacer uso de la igualdad (33.1) y desigualdad (27.6), t
El |ﬁ||==‘|§! Bues |3 = | E-I Bz 525
<2 18l Tl <X, 1803) (2 leut?)-

Comparnndn los tiembros primero y segundo de las correlaci

a la 1 que

3 jeist.
il

De este modo, la desigualdad obtenida significa que al cumplirse
la eondicién
3 lelz<t, (33.2)
A=y
el sistema de vectores
€ gy £y By ooy By T B
serdi, a clencia cierta, linealmente independionte.
La los

peculiaridad de ortonor que acab de
indicar ha determinado el amplio uso de ems sistemas en la mns!rwx[dn
de los mds diversos algoritmos de comput ienades con la d ]
cidn segin la base,
Ejercieios.
1. Sem ey, ¢, . . .\ &, unn base ortogonal de un ngu[o guclideo, Demuds-
I:mqulo]ailuma de me;.s.. <+ Zp €8 lineslmente independiente, &

2 cos {ey, =) > a—-é".
f=l
. Supongamos que los veclores xp e [z, opy, . .. FhpETAl=1{, 2, .,

sy n eatfin dofinidos por modio do sus coordenadas en m’,nm arbit
Demuésitess qua si

Izt >0 X lopl?

=2

sl ‘cu&lq'nhl' valor de i, el sistema z,, =5, ..., 7, e liveslmente indepen-
anta,



CAPITULO 4 VOLUMEN DEL SISTEMA
DE VECTORES
EN UN ESPACIO LINEAL

§ 34. Productos vectorial y mixto

De nueve comencemos nuestras
investigaciones por un espacio de seg tos dirigidos. Sup
comao siempre, que s ha fijado cierto sistema rectangnlar cartesiano
de eoordenadas cuyo origen se ubica en O y la base es i, j, k.

Tres vectores se denominan ferna, 8i se ha indicado cual de estos
vectores es ol primero, eual o5 el segundo ¥ cudl el tercero. Al inscribir
una tarna de vect dramos los propios de izquierda
a deracha en el orden de seguimiento.

Una terna de vectores no coplanares a, b, ¢ se llama derecha (is-

ierda), si dichos a0 di igual que los dedos pulgar,
indice no doblado y del corazén, respectivaments, de la mano derecha
{taguierda).

Da cualesquiera tres vectores no coplanares a, b, ¢ se pueden com-

poner las siguientes seis ternas

abe, bea, cab, bac, ach, ¢ba.

Las primeras tres ternas son de la misma denominacidén que la terns
abe, las demds ternas son de denominacién contraria. Cabe notar
que 5i en una terna se cambian de lugares cualesquiera dos vectores,
dicha terna cambiard su denominacidn.

Un sistema de denadas, alin o cartesiano, se llama derecho
{isguierdo), si los vectores bisicos forman una tama dorﬂ:hl (l:quler\-
da}. Hasta el L nuesiras in

do la denominacién que tenfa la bass del sistema de ouordrenadas
Ahora en las investigaciones aparecerin ciertas diferencias. Es por
£80 que para concretar consideraramos en lo sucesivo solamente siste-
mas de coordenadas derechos.

Soan dados dos no colingales 2, b. Pond en corres-
pondencia a estos vectores el tercer veclor ¢ que sat[sfsga las siguian-
tes condiciones:

1} el vector ¢ es ortogonal a cads uno de los vectores a, b,

2) la terna abe es derscha,
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3) la longitud del vector ¢ es igual numéricamente al drea § del
paralelogramo construido en los vectores g, b, reducidos a un origen
comiin. 3i los vectores a, b son colineales, a tal par de vectores ls

d 8L pond el vector nulo.

La correspondencia construida es una operacién algebréica en ol
espacio V. Se llama multéplicacidn vectorial de los vectores a, b y se
indica con el simbolo

¢ = [a, bl

Consideremos los vectores bésicos i, j, k. Por definicién del pro-
ducto vectorial tendremos

(4, il =0, i, fl =k, I, ¥l = —f,
G 8] = —&, Ij, il =0, I, =i, (34.1)
[k, £ = j, [k, il = —i, Ik, kl = 0.

De estas correlaciones se deduce, en particular, que la operacién
del producto vectorial no es conmutativa,

Toda terna abe de vectores no coplanares aplicados a un punto
comiin { define cierto paralelepipedo. El punto O es uno de los vérti-
ces y los voctores a, b, ¢ son las aristas. Designaremos el volumen de
este paralelepipedo wediante el simbolo V (g, b, ¢), subrayando de
esta manera, que el vol depende de los a, b, c. 5ila
terna a, b, ¢ es coplanar, el volumen se considerard igual a cero.
Atribuyamos al velumen el signo mis, si la lerna no coplanar abe
es derecha y el signo menos, si es izquierds. Este nusve concepto,
definide de tal modo, se denominard volumen orientado del paralele-
pipedo ¥ se indicard con el simbolo V =+ (a, b, ).

El volumen y el volumen orientado pueden considerarse como
clertas funciones numéricas de tres argumentos vectoriales que
toman determinados valores reales para cada terna de vectores abe.
El volumen es siempre no negativo, mientras que el volumen orienta-
do pusde tener un signo cualquiera. En lo que sigue se pondri de
manifiesto el sentido bien determinado que radica en la distincitn
de estas nociones.

Sean dados tres vectores arbitrarios a, b, c. 5i @ se multiplica
vectorialmente a la derecha por b y luego el vector [4, b] se multiplica
escalarmente por ¢, el nimero que se obtiene (la, bl, ¢) se llama pro-
ducte mizte de los veclores a, b, ¢.

TEOREMA 34 U'n producto mizte (la, bl, ¢) es igual al volumen
grientado del paralelepipeds construido sobre los vectores a, b, ¢ reducidos
a un origen comin,

DEMOSTRACION. Sin restringir la g lidad pod id
que los vectores a, b no son colineales, puesto que en el caso contrario
la, b} = 0 y la afirmacién del teorema resulta evidente. Sea, como
antes, § el drea del paralelogramo construido sobre los vectores g, b.
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Conforme a (26.4) so tiene
(la, b], ¢) = | la, BI | {preapy ¢} = § {prEapye).  (34.2)
Supongames que los vectores a, b, ¢ son no coplanares. Entonces,
{Pria,y ¢} 05 igual, salvo el signo, & la altura h del paralelepipedo
construido sobro los vectores a, b, ¢ trasladados al origen comiin, a
condicion de que de base sirve el paralelogramo construide sobre los
vectores a, b (fig. 34.1). De este modo, el
[&8) gundo miembro de (34.2) es igual, salvo
! el signo, al volumen del paralelepipado
construido sobre los vectores a, b, e,
Evidentemente, [pr!I.,,h] ¢} =-+h, si los
vectores la, 6] ¥ ¢ se disponen por un lado
¢ respecto al plano definido por los vectores
a a, g Mahs; EE estf caso, la terna abe tamh}ién
es derecha. En el caso contrario {pr. uye}=
Hg ¥t s=—h. Si los vectores abe son (cnglmlams,
entonces ¢ s dispone en el plano defimido
por las vectores a, b por lo cual (prq ¢} = 0. El teorema queda
demostrado.
COROLARIO. Para cualesquiera tres vectores a, b, ¢ se verifica la corre-
lacidn

(la, bl, &) = (a, b, ]). (34.3)

Efecti te, de la propiedad de simetria del producto escalar
38 desprende que (a, [b, c]) = (Ib, e, a}, por 1o cual basta sefialar que
(la, &, &) = (Ib, ¢l, a). Mas, la dltima igualdad es evidente, puesto
que las ternas abe v bea son de una misma denominscién v a ellas
corresponde un mismo paralelepipedo.

La correlacién (34.3) permite realizar con gran eficacia las inves-
tigacionos algebraicas. Demostremos primeramente que para cuales-
quisra vectorss a, b, ¢ y para todo ndmero real o tienen lugar las
siguientes propiedades de la multiplicacién vectorial:

1) la, Bl = — [b, a],

2) laa, bl = a la, b,

3) la+ b, ¢l = [a, ]l + 5, ¢,

4) [a, al = 0.

La propiedad 4 proviens de forma evidents de la definicidn.
Con el fin de demostrar las propiedades restantes, haremos uso del
hecho que los vectorss z e ¥ son iguales entre s cuando,y sélo cuando,

(@, d) =y, d)
para todo vector d.
Sea d un vector arbitrario. Las ternas abd y bad son de diferentes
denominaci Por igui en virtud del teorema 34.1 y las
piedades del ducto escalar, 1 que

(la, b), d) = — ([b, al, d) = (— [b, &, d).




§ 36 PRODUCTOS VECTORIAL ¥ MIXTO 124

Como d es un vector arbitrario, esto es un indicio do que [a, b) =

= — [, a] y la primera propiedad queda d ada

Para demostrar las propiedades segundn ¥ tercera pmadamos du
maners andloga, lo en la cor
(34.3). Tenemos

{lza, b1, d) = (aa, [b, dl) = « (q, [b, d)) =
= & ([abl, d) = (= [a, b], d),
lo que significa la validez de la propiedad 2. Luego,
(la + b,elyd) = (a + &, le, dl) = (a, le, dl) + (&, [e, d]) =
= (la, el, d} + ([&, €], d} = (la, c] + b, el, d)
la iedad 3 resulta tambié licita.l_“ del do factor

{Iemn lugar las i ig COFresy
la, eb) = — [ab, a] = —a [b, a] = a [a, 8],
la, b+ el = —[b 4+ ¢ al = —1b, al — le, al = la, b} + [a, el
Ahora podemos investigar las propiedades algebraicas de un
volumen ori d dolo como una funcién definida en

las ternas de vectores. Sea, por ejemplo, ol vector & una combinacidn
lineal de ciertos vectores a', a*. En este caso

(lza’ + fia®, 8, ¢) = (xla’, B} + P la”, B, ) =
= a{la’, bl, &) + P (2", bl, ).

Por consiguiente,
V= (za' + Ba”, b, ¢) = aV=(a', b, c) + BVE (a”, b, ¢}
para cualesquisra vectores a’, ¢” y niimeros reales «, fi.
Cuando dos argumentos se cambian de lugar, el volumen orien-
tado s6lo cambia de signo, a consecuencia de lo cual la propiedad
andloga referants & la combinacién lineal es veridi  para cada nrgn—

mento. Teniendo p P te esta i que
I orientado fep ta en si una jun:idn I:ml respecto de
todo argumento.
Si los 1 abe son lineal dependientes, serdn coplana-
res ¥, por ende, &l volumen orientado en el caso dado es igual a cero.
Luego, al tomar sn d én las correlaci (34.1) hallamos que

VE (i, fy k) = (i1, jlL, &) = (k, k) = 1.

Asi pues, podemos concluir que el volumen orientado posee, en
su calidad de funcidn, las siguientes propiedades:
A) el volumen orientado es una funcién lineal
i de todo arg
B) ol volumen orientado es igual a cero en todos
los sistemas linealmenle dependientes, (34.4)
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C) ¢l volumen orientado es igual a la unidad al

menos en un sistema ortonormalizade fijado
de vectores.

Por supuesto, estamos lejos de haber enunciade todas las pro-
piedades del volumen orientado. Las propiedades destacadas en
{34.4), como también las otras, pueden establecerse con facilidad,
sl se conoee la expresion explicita de los praductos vectorial y mixto
en términos de las coordenadas de los a, b, e
TEOREMA 3.2 §i los vectores a, b estdn dados mediante sus coorde-
nadas rectangulares cartesianas

e = {2, ¥y, B}
b= (2, Y %)y
&l producto vectorial tendrd las eoordenadas siguientes:
la, b] = (112, — a3y BTz — Sy Talfy — Taly)e (34.5)

uEsostaActoN, Teniendo en cuenta que las coordenadas de los
vectores prefijados determinan las descomposiciones

a=mzi+ itk
b=z + yof + 5.k,

¥ apoyind en las propiedades algel del prod voctorial,
hallamos

a, bl = 22 li, ol + 2 [0 J1 + 2z sy Kl +
+ iy [y 6] + poye 17 1) + i Uy B+
+ 2z [k ]z (R 7] 4 2z (K R
La validez de la afirmacién del teorema se desprende ahora de la
correlacién (34.1).

coroLarie. Siel vector ¢ estd dado tambiin mediante las coordenadas
Ty, Yy 2y en el mismo sistema cartesiano, entonces
(lay B, e} = myyyzy + Zahaty + Fathzy —

= Tlfsfs — TalhZy — Talfaly. (34.6)

La introduccién del volumen orientado y le investigacion de sus
propiedades algebraicas permiten Ilegar a deducciones de importan-
<ia referentes a la longitud, el drea y el volumen.

Observemos que las bases derschas ¢ izquierdas determinan la
particion del conjunto de todas las hases del espacio en dos clases,
La propia denominacién ederechas e izquierdas» no lleva ningin
sentido profundo, sino que esta relacionada con un método comodo
para destinguir la clase o que pertencce tal o cual base. A estss dos
clases estd ligado, en esencia, el propio concapto de volumen orien-

do.



§ %5 VOLUMEN ¥ VOLUMEN ORIENTADO DEL SISTEMA DE VECTORES {23

Con hechos de tal indole ya nos hemos encontrado. Todas las
bases en una recta se pueden dividir también en dos clases, reunien-
do en una clase los vectores dirigidos hacia un mismo lado. En esto
caso reauibn que la magmtud de un segmento dirigido es un andlogo

del que ambos conceplos se
consideren como iuncmnns de fos sxstamas de vegrgm La propiedad

A tiene lugar de acuerdo con las eor }. La iedad B
8 vilida, pueste que la mngmlud del segmento nulo es igual a cero.
El limiento de la prog d C es obvio.

Una investigacién aniloga independisnts sa podrin realizar tam-
bién en el caso de uo plano. Sin embarge, resulta mds ventajoso
hacer uso de los resultados ya obtenidos antariormente. Fijemos un
sistema rectangular carhamnn de murdenadm Ozy. Completémoslo
hasta obtener el de Ozys en el espacio.
Prestemos atencion a que segin sea la disposicién de los ejes Oz
¥ Oy, el eje Oz pueda tener una de las dos direcciones posibles. Esto
también determina la particion del conjunto de las bases de un plano
en dos clases. El drea orientada 8+ (a, b) del paralelogramo, con2-
truido sobre los vectores @, b en el plano Ozy, puede ser definida,
por ejemplo, mediante la lgu.aldad 8= (a, b) = V= (a, b, k). Natural-
mente, las propiedades A, B, C subsisten en este caso también.

De este modo, atrlbu\fendo a las longitudes, las dreas y los voli-

menes ciertos signos y id do dichos conceptos como funciones
definidas en los sistemas do vectores, podemos wnsegmr que Lodas
astas | tengan las mi prog as A, B, C
de (34.4).

Ejercicios.

1. Demuéstress que los vectores a, b, ¢ son coplanares cuande, y sélo
cuando, su pmducln mixto es igual a cero.
2. Demufsiress que para cualesquiera tres vectores m, &, ¢ se verilica la
carrelaciin
la, 15, <l = {a, r}b— [n. b) e
3. Demug: que 1o multipl 1 no ez unn ibn asecin-

tiva
4. Halless Lo ion dal direa da de un lel en Lirmi
de Iu coordonadas cartesianas de vectores en un plano.
5, JCambiarin las formolas (34.5), (34.6), si el sistowma de coordenadas,
respecto del cual estan dados los veclores, es izquierdo?

§ 35, Vol y volumen orientad
del sistema de veclores

En los espacios lineales de sag-
mentos dirigidos el drea y el volumen son las nociones que se derivan
de la longitud del segmento. El concepto de longitud ya lo hemos
extendido al espacio euclideo abstracto. Ahora examinemos un
problema analogo en relacidn al drea v al volumen.
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Supongamos que en un plano estin dados dos vectores no coli-
neales z;, z,. Construyamoes sobre estos vectores un paralslogramo,
tomando por base el vector z, (fig. 35.1). Empleando el extremo del
vector x, como punto de partida, tracemos la perpendicular k & la
baso. El drea § (z,, z,) del paralelogramo se expresard mediante la
fbrmula

Sz, za) = |z | 1R} (35.14)
Desi con Ly el sub io nulo y con Ly, la cipsula lineal
construida sobre el vector 2. . Puesto que
|25] = larte, 4|,
la férmula (35.1) pueds sor eserita en la forma siguiente:
8§ (2, 25} = Jorty, x,| |orty, 1a|. (35.2)

Luego, tomemos en el espacio tres veclores no coplanares z,, T3, %y
Construyamos un paralelepipede sobre estes vectores, tomando por

17 A

Fig. 851, Fig. 352

base el paralelogramo formade por los vectores x,,xz, (fig. 35.2). Desde
al extremo del vector z, tracemos sobre la base la pupendmu]ar h]l
El volumen V (z,, z,, x,) del paralelepipedo se expresard a
férmula

Vizy 2, 29) = § (20 2) | 1y |
Al designar con Ly la cépsula lineal construida sobre los vectores
Zy, Z,, tendremos, conforme a (35.2),
V(g 23, 23} = Jorte, x| |ortpy 25| Jorty, 4.
De este modo, la ]ungltud dai vector, el dren del paralelogramo
¥ el volumen del par en los iog lineales ¥y, Vy, ¥y

80 expresan mediante las f&'mulas en las cusles no es dificil des-
cubrir cierta regularidad:

|2 = |orty, 1],
Sz o) = |ortgy 7, lortg, 2], (35.3)
V(xy 230 2) = |ortgg 7] |orty, 5] forts, 5]



§ %% VOLUMEN ¥ VOLUMEN OHIENTADO DEL SISTEMA DE VECTORES {25

En particular, en todo caso el de f. incide con la
dimensién del espacio.

Estas formulas dictan cémo se debe intreducir el concepto de
volumen en un espacio euclideo £, de dimensién n. Supongamos que
en E, se ha dado un sistema arbitrario de vectores z,, Z,, . . ., Zpe
Designemos con L, el subespacio nule y con L,, ln cépsula lineal
formada por les veclores z,, ..., ;. Entonces, per analogia con
Tos espacies de segmentos dirigides diremos que:

Se llama volumen V (2, 24, . . ., T,,) del sistema de vectores z,, z,,

- -y T, del espaclo euclideo £, el valor que toma en este sistema una
funoién real que depende de n arg iales de £, y estd
definida del mode siguiente:

net
V Tty Tge veos Tx)e= I[L [orty, 7isl- (35.4)

Naturalmente, por ahora no podemos afirmar que el volumen de
un sistema de vectores posee todas las propiedades que son propias
precisamente al volumen para cualguier valor de n. Pero, para los

P lideos de di 1, 2, 3, respectivamente, en virtud
del i: fi lideo y las laciones (35.3), ol vol t1ene,
a ciencia cierta, las mismas propiedades que la longitud de un
segmento, el drea de un lelogramo y el vol de un paralel

pipedo, respectivamente.

Veamos ahora un acceso algo mas diferente al concepto de volu-
men de un sistema de vectores del espacio euclideo £, Como va se
ha indicado, la atribucién de d inados signos forma la
longitud, el drea ¥ el volumen en funciones algebraicas con ciertas
propiedades comunes. Por esta razén podemos esporar que la analogia
correspondiente tenga logar bién en un espacio euciideo arbitra-
rio. Teniendo p pr asta logia, d a cono-
cer la siguiente definicidn:

Se llama volumen orientado VE (z,, Ty, . . o, &) del sistema de vectores
iy Egy < s 0025 dal esl:xcia suclideo £, al valor que toma en este
sistema una funcién real que depende de nargumentos vectoriales de E,
¥ posee las propiedades (34.4).

En esta definicion tampoco todo estd clare. Se desconoce si
existe o no el volumen orientado para cualquier sistema de vectorss
en un espacio euclideo arbitrario cusnde n 2= 4. Si incluso existe,
éserd univoco el modo en que lo definen las propiedades (34.4)? Por
fin, ¢qué relacién existe, en el caso general, entre el volumen y ol
volumen orientado? Por ahora podemos responder solamante a la
Gltima pregunta y solo en el caso en gue n = 1, 2, 3.

A veces tend que iderar el vol y el vol orign-
tado en el espacio E, para los sistemas que contienen menos que n
vectores. Esto serd ol indicio de que ea realidad nos enfrentamos no
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con todo el espacio, sino con un subespacio suyo en el cual se toma
el sist dado. Correspondi te, las propiedades (34.4) serdn
consideradas stlo respecto de los vectores del mismo subespacio.
Puede surgir la necesidad de considerar el volumen y el volumen
orientado para unos si Eua i mis quo 1 De
conformidad con la férmula (35.4) ¥ la propiedad B de (34.4), ambas
funciones en tales sistemas han de ser iguales a cero.

En conclusién observemos que el empleo de dos diferentes con-
ceptos relacionados con el volumen permitird simplificar, en grade

iderable, su investigacién, puesto que un concepto refleja ol
aspacto geométrico del problema a resolver, mientras que el otro,
el aspecto algebraico. Muy pronto se pondré de manifiesto la relacidn
existente entre ellos. Descubri a conti ién, gue la impor-
tancia que proviene de la introduccién de estos ptos consiste,
ademés, en que ellos generan cierto aparato matemético cuya signifi-
cacién no se limita al problema de un volumen.

Ejercieios.

1. Demuéstrese que en un espacio de segmentos dirigidos la longitnd,
el fren y el volumen orientados se dgﬁmn por las cmdicim‘g:ﬁA} de un modo
UNIVOCO.

2. 2Serd univoco el modo en que se definen los mismos conceptos, si se
excluye noa de las condiciones X

. Demuéstrese que en todo espacio euclideo V “fh FAESFNRES
cuando, ¥ sélo cuando, los voctores xy ¥ z, sean ortogonales,

4, Demuéstrese que en cualquier espacio euclideo V (zy, z4) = V (z3 =)-

§ 36, Propiedades geométricas
y algebraicas del volumen

La investigacién del concepto’ de
volumen en el espacio euclideo E, la empozamos con el estudio de
sus X;opladades geométricas y algebraicas que provienen de la defi-
nicidn.

PROPIEDAD 1. Stempre V(2 Za - .., %) =0. La igualdad
V (24, Tqr - - 1 Zn) = D tiene lugar cuando, y sblo cuando, el sistema
de vectores T,, Ty, . . -, Tn ¢5 linealmente dependiente.

La primers parte de Ja afirmacién se deduce obviamente de
{35.4) ylad i6n s0 ita sblo para la segunda parte. Supon-
gomos que el sistema 2;, Zs, + . ., ¥ €8 linealmente dependiente. Si
esquez, =0, do la definicid desprende que el vol
o8 también igual a cero. En cambio, sl z, 5= 0, entonces cierto vector
Zy4y 56 expresa linealments on términos de los veetores anteriores
2y, . « . Zx. Pero, en tal caso, ort g 24, = 0y el volumen de nuevo

es fgual a cero.
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Supongamos ahora que el volumen es igual a cero. Por definicién
esto significa que e igual a cero uno de los factores en el segundo
miembro de (35.4). Sea { = k para esto factor. Si k = 0, se tione
z; = 0. En el caso de que k & 0, la condicitn ort 1, Sy, = 0 signi-
fica que el vactor zy,, pertenece a la cépsula lineal formada por los

veclores Ty, . . ., Zx, €8 decir, el sistema z,, . . ., 5, , e8 linealmente
dependiente. En ambos casos todo el sist.ema rle vectores Iy, Ty, . « -
.« T, serd también linealment

aD 2. Para i summdsm!om-!u Bhs ey T

es vdlida la desigualdad de Hadamard

n-i

Vizy, o, --..-TA}Q‘DH 120444 (36.1)
con la particularided de que la igualdad tiene lugar cuando, y silo
cuando, el sistema x,, Z,. . . ., T, €3 ortogonal o contiene el vector nulo.

Debido a lss propiedades que poseen una perpendicular y una
proyeccion, es vilida, a ciencia cierta, la desigualdad

lorthe, Fyaal < [2psaly (36.2}

con la particularidad de que la desigualdad se convierte en una igual-
dad cusndo, y s6lo cuando, x4, L Ly, o bien, que es lo mismo,
cuando el vector z,., es ortogonal a los vectores z;, z4, . .., Ip.
Consideremos los productos de los miembros primero y segundo de las
desigualdades del tipo (36.2) para todo i. Tenemos

m=i n-1
lgﬂ forty, Fope| << lEn [Tpgals

Si todos los vectores del sistema ;, %4, . . ., 2, S0n no pulos, esta
desigualdad se convierte en una igunld‘ad cuando, ¥ s6lo cuando, el
sistema &8 ortogonal. La presencia del vector nulo hace el.caso trivial.

De la desigualdad de Hadamard e pueden. deducir unos cuantos
corolarios iitiles. Supongamos que el sistema 2,, 2;, . . ., £, €sth nor-
malizado. En este caso, evidentemente,

Vi@, Theem md <L
Seri cierta también la afirmacitn siguiente. Si el sistema z,, z,, . . .
z, estd normalizado ¥ su volumen es igual a la umdad aerﬁ

ortonormalizado. El hecho de que el vol de cualqui
normalizado no es superior a la unidad, es testimonio de que entre
todos los sistemas normalizados el sistewa ortonormalizado tiene
el volumen méximo.

PROFIEDAD 8 Para lesquiera dos ort les de vectores
Iy, Ty - Ty @4y Yy o - o Y 8¢ verifica la igualdad
V(% ®ae o ovs Zpy Yo Y o v o Up) =

= VT 22 oo Tp) Vil Wae o v 0l
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Desig diante L; una capsula lineal f {a por los pri-
maros i vectores del sisterna unido %y, . - .. Tp. Bys « - -0 ¥pe ¥ mediante
K., 1a cépsula lineal formada por los vectores yy, . . ., ¥¢. Por hipé-
tesis, cada uno de los vectores del sistema y,, . . ., ¥, 0§ ortogonal a
todos los vectores del sistema z,, . . ., Tp. Por osta razén :

Lppi=Lp & K,
para cual1 ier valor de ¢ desde 0 hasta r. Ahora, al tomar en consi-
doracion la igualdad (30.10),
p=t =t
Vizy, ‘ cor Tpe e e -.’!l';-) - (ID‘] lorbey £sil) (ﬂn Iﬂl‘ll.,,‘ynd)”

P e

= t‘ﬂ_n forty, Zyl} {lﬂ |orty devy |)=’V (T o oea ) Vi ooen #e)-

Antes de pasar a las Investigaciones ulteriores haremos una oh-
servacién, Bl volumen de un sistema se expresa g6lo en términos de
las perpendiculares a las cipsulss lineales formadas por los vectores
anteriores, Teniendo presente las propiedades de las p liculares,

1

98 puede deducir que el vol del sist no se alterard, si a un
vector cualquiers se lo afiade una combinacién lineal de los vectores
anteriores. Bn particular, el volumen quedard intacto, si cualquier
vector so sustituye por una perpendicular trazada deade eate vector a
cualquier cdpsula lineal formada por los vectores anteriores.

PROPIEDAD & El volumen del sistema de vectores no se altera cual-
quigra que seq la permutacidn de los vectores dal sistema.

FExaminemos primero ol caso en que dentro del sistema de vectores
L N Y dos iguns Tpy 1. Zps s e confor-
midad con la observacién recién mencionads, ol volumen no se
alterard, si los vectores Ips,, Tpsq s0n sustituidos por los vectores
OFkp, Tp4y) OTLL, Tpey ¥ los veclores Tpsg, - - -4 Tn POT los vectores
Orte,, Tpag - o o OfbLy  Tno En estas condiciones tres conjuntos
de vectores

i vvn Ro
orl;P:,”. nrt;,:m. ort;,hﬁ.rﬁ,, ---.0"1.,,‘,21'4
son ortogonales dos a dos y, en virtud de la propiedad 3, tendremos
VT ooy Tpenr Tpamr ooor T2V [Tgg 0eey T X
KV (0, £y O7be, Tpan) -V (0Fbe, g Tpaay <000 Py o )

Esté claro que las cdpsulas linealos de los veclores £y, . . ., Tp. Zpeys
Tpaa ¥ Epe e o o Tpn Tpta Tpgy 000 den y, por i '
V(Eg ooor Tptar Fpiar ooon )=V {Z1 cony Tp) X

%V (orte, Tpia Ortyp Tpg) V(0P L, g Fpean oo os Irgy s Tale



838, 5 ¥ AL AS DEL VOLUMEN {29

En vista del isomorfismo enclideo, el vol de un sist de
dos vect posee las mi propiedades que el drea de un paralelo-
gramo. En particular, no depende del orden de los vectores del siste-
ma. Comparando los primeros miembros de dos dltimas igualdades,
concluimos que

Vil oo o Tptge Tpgme v+ o Ta) = Ve iva Tprgs Tpaygs - « o Tn)e

Un poco més tarde demostraremos que cualguier permutscitn
Tjo Ty - oo Zp, do vectores del sistema =y, 2y, . .., 7, puede ser
btenida por la per i tiva de los vectores contiguos.
Por ello, la propiedad 4 para una permutacion arbitraria s despronde
del caso particular examinado.
PROPIEDAD 5. El volumen de un sistema de vectores es una funciin
absolutamente homogénea, es decir,

Vg vonn OFp eema Tndb o |0 | Fzyy vy 25 200y 1)
para cualquier valor de p.
De acuerdo con la propiedad 4, no disminui la generalidad,

si consideramos que p = n. Pero, en tal caso, al tomar en eonsidera-
cidn (30.6), ohtendremaos

net
V(e ooy Tpags az,) = Un locte ey f)lorty, | fer )] -=
At
= fa[‘Un lorty, Tpegl = || V{ry, ..., 24, 1)

PROPIEDAD & El volumen de un sistema de vectores no cambia, si a
uno de log vectores del sistema se le adade una combinacidn linenl de
todos los demds vectores.

Recurriendo de nueve a la propiedad 4, pod iderar que
al dltimo vector se le agroga una combinacion lineal de los vectores
anteriores. Pero, segin se ha obsarvado, en el caso dado el volumen
no cambia.

El vaol de un si de vect 24 una funcién real. Esta
funcién posee ciertas propiedades, una parte de [as cuales ya la Lemos
establecido, Se ha confirmado nuestra suposicion de que ol volumen
del sistema de vectores, determinado por nesotros para el espacio
euclideo, posee todas las propiedades propias praci del volu-
men para cualquier valor de n. Pero, lo mds importante consiste,
quizds, en que las propiedades establecidas definen el volumen de
mode univoce. Mis preciso es vilido el

TEOREMA 384 8¢ una funcién real F(zy, z., . . ., z,), que depende
de n argumentos vectoriales de E,, posee las siguientes propiedades:

A) no cambia, si a cualquier argumento se le asiade cual-

quiera. combinacidn lineal de los argumentos restantes,

B) ex absolutamente homogéinea, {36.3)
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C) es igual a la unidad para todes los sistemas ortonormalizados,
entonces coincide con el volumen del sistema de veclores.

DEMOSTRACION. Si entre los argumentos Ty, ..., T, Se liene al
menos uno que ¢ nulo, entonces, de conformidad con la propiedad B,

Figy, Tgevver Zn) = V{5, 220+ o0 2) =0 (36.4)

Supongamos ahora que el sistema Z;, Zy, . . ., T es arbitrario. Al
sustraer de todo vector z; su proy sobre un sul fo formado

por los voclores z,, . . ., &, ¥ teniendo presente la “propiedad A,
concluimos que

F 2y Tz ooy 2= F ot 1y, Oy, 22y <oy OTpq 25). (36.5)

Si el sistema T, 4 . . ., %, 88 linealmente dependiente, entonces
entre los veclores “"‘11.. I, 80 Lieng por lo menos un vector nulo y
Ia igoaldad (36.4) también tiene lugar. Supongamos que el sistemna
Iy, T, . . . %, €3 linealmente independiente; en este caso todos los
vectores del sistema
orlygry, OFbgyTa, <oy orLb“_iz,

serin no nulos. Come que dicho sistema es, ademis, ortogonal, existe
un sistema ortonormalizado ey, ey, . . -, ¢, para ol cual

ort,_l_‘:,=|nrll,'_,z|1q_
Debido a la propiedad €, Fley, &, - - , &) =1
Por eso, de la propiedad B se desprende que

LTS
Flog 220 ooy 3ad={ 1] lortern [} Flen e oeny )=
=0

=V (T, Zan ooy Tp)e

El teorema demostrado permite sfirmar que si construimos de
tal o cual modo una funcién que posea las propiedades (36.3), enton-
i de

ces csta funcion serd el de

Ejercicios.

1. Establézcase ol sentido geométrico de lae propledades 2, 3, 6 en loa
espacios de pegmentos diriﬁidoe,

3 1é el sentido g
de segmentos dirigidos.

3. (Podri una funcién, que satisface lag condiciones (36.3), ser nula ¢n un
sistema de veclores linealmente independiente?

. Supongamos que respecte de una base ortonormalizada ey, €5, « . - £y
el gistems de veclores =, 2y, - . -, 2, posee ln propiedad

= ey =0

de la igualdad (36.5) en los espacios
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pura d=2, 3 ..., n ¥y j<t{ie |, 2 .., n=1 y ;=0 Hillese ta
expresion para el volumen V (z;, Sf' Sa 2,) en termines do fas coordenadas
0

i oz veclones xy, 2y, ..., &y B0 ASE £y gy ..o, Epe
5. gQué Ll d el pro de volumen en un espocio
complejo?

§ 37. Propiedades algebraicas

del volumen orientado

Pasemos, ahora o invesligacion
de las propiedades algebraicas del volumen orientado, dejando de
lado hasta el momento la cuestién de su existencia. Tomemos comp
base de las investigaci las dici A, B, C de (34.4).

PROPIEDAD 1. El volumen orientado de nn sistema de veclores es
nulo, si des veclores cualesquiera coinciden.

Esta propiedad es un corolario directo de la condicion B, ks
ficil demostror que, cumpliéndese la condicion A, la condicién B
¥ la propiedad enunciada 1 son equivalentes,

PROFPIEDAD 2. El velumen orientado de un sistema de veclores eam-
bia su signo, al cambiar de lugar dos vectores cualesquicri,

La demostraciin es andloga para fos vectores de toda clase, por
lo que con el fin de simplificar las anotaciones nos limitaremos al
examen del caso enando cambiamos de lugar los veelores primero y
segundo. De acuwerdo con la propiedad 1,

Vbl 42 2+ 50 Zay 0 oo0 1) =10
Pern, por otro lade, segin la condicion A
Vi + 20 + 202y g Z) =V (1.2,%, .. ..%) +
F V(g 0y Ty oo T} + ¥V
e (T Tao Tao v oo Tn) + ¥V (2 20 250 0000 )

En ¢l segundo miembro de esta igualdad los primeros dos sumandos
=on nulos, de donde se deduce la validez de Ia propiedoad 2, F
tampoco es dificil demostrar que si se cumple la condicr
condicion B y Ia propiedad enunciada 2 son equivalentes.

PROPIEDAD 3. El volumen orientade de un sistema de veclores queda
inalierable, st a clerto vector se le agrega una combinacion cualguiera
de log vectores restantes.

Para simplificar, consideremos sblo el primer vector. Segin la

h
condicion A tenemos V& (ry4 2 @y, Zay oooy )=
(=1

n
=V (ry 33 .0y -"n}'l'{.\:‘!“iV:I:P'n Toy eenn d)e
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En esta igualdad todoes los dos del do miembro, a excep-
cién del primero, son nulos, de acuerdo con la propiedad 1.

PROVIEDAD & £l volumen orientudo es una funcidn homogénea, es
decir, pare cuslqueier valor de p ze verifica la correlacidn

Vi (2, ooy @Tps e e os Zn) = 2V £ (Tye w0 os Tpy o0 or T

Ista propiedad es un corelario inmediato de la condicion A,

TROPIEDAD & La tgualdad V 4 (2;, 24, . . ., 24) = 0 tiene lugar
cuando, y $6lo cuandn, el sistema de vecloresz,, .. . ., T, €5 linealmente
dependiente.

Evidentemente, es preciso sblo demostrar que de la ignaldad
V4 (xy, 2 . z,) = 0 sp desprende la dependencia lineal de los
veclores I, I +y Tn. Supondremos lo contrario. Admitamos que
el volumen orientado es igual a coro para cierto sistema linsalmente
indapendiente y;, ¥y, . . ., Yn. Esto sistema es una base de E,, razdn
por la cual para todo vector = de E, se tiens

2= 2yt Tala-

Sustituyamos en el sistema yy, ¥2, - . -, ¥, un vector cualquiera,
por ejamplu, , por el vector 2. Haciendo uso suchsivamente de las

proyp ERAN que

Ftia by o hJ—V:l:fGIB‘:-f“;“lyb Yoo vews Yal=

=V (@l Yo v Bad =TV (1 o conn Ha) =00

Par definicidn, el volumen orfentado no es nulo al menos en
un sistema linealmente independiente sz, z4, ..., 2,. Pero, al
suslituir sucesivamente los vectores Yy, ¥a, . . ., ¥y por los veclores
I, I3, .+ 3n, llegamos a que, de conformidad con el teorema 15.2,
en este s}.s&ama eI vnlumen orientado lambién es igual a cero. La

la piedad en id id
6 8 dos ol orientad inciden al menos
en un sistema linealmente .!ndepmdmtc ue vectores, su coincidgncia
es idéntica.
Supongames que para nosotros es conocido gue los voliimenes

orientados VE (5, 2y, ..., Zo) ¥ VE (31, %0, - -+, T) coinciden
en el sistema linealmente lndnpsndmnw T SO z,‘ Veamos
la diferencia F {z), 23, . . ., Z5) = VE (5 7 ..o 3) — VE X
¥ [Ty, Ty, « o« T} Esta funeién satisface las propledades 3y 4 del

volumen orientado. Ademis, es nula en todos los sistemas lineal-
mente dependientes y p\lr In menos en un sistema linealmante mde-
pendiente z,, z,, . . do los I

on la demostrgeidn de In pmpledad 3, oonclulmna que F (z,, .r,, e
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-+ %) 08 igual a cero en tores los sistemas lincalments wdepen-
dientes, es decir, que es nula idénticamento.

Die la propiedad 6 se infiere que el volumen ortentado so define
por las condiciones (34.4) de modo Gnico, si se fijn aquel sistema
ortonormalizado en gque ¢l volumen debe ser ignal a la umdad.

PROPIEDAD 7. Kl mddulo del volumen orientado de un sistema
de vectores coincide con el volumen del mismo sistema,

Supong gue el val orientado es igual a la unidad en el
sistema ortonormalizado z,, z., . . ., z,. Examinemos las funciones
|V oy a0 von & | Y Vlry, 20 v . Ambas satisfacon
las condiciones A y B de (36.3) v coinciden en el sistema lineslmente
independiente z,. 2, ..., z,. La funcién

D, Tgye e Za) = NV 2ty 25 . -0y )=V, ra o3|

satisface también las condiviones A, B, de (36 3), es nula cu tinbos
los sistemas lincalmente dependientes y por lo menos sesloma
linealmente independiente 2, 25, ..., z,. Al ropetic de pueve
los razonamientos realizados en la demostracion de la propivdad 5,
concluimos que @ (z, 2y, .., 7,) es nula 1dénlicamente,

La dltima propiedad es de mucha importancia, puesta que per-
mite afirmar que el madulo del volumen orientado debe poseer las
mismas propiedades gue tiene el volumen, En particular, debe sep
igual cn magnitud absaluta a la woidad en todos los siclemas orlo-
normalizados y no sélo on wno de cllos. Parn ol adulo es veridicn
la desigualdad de Hadamard, etc Esta propiedad uos da ln res-
puesta definitiva a todas las preguntas planteadas respecto del
volumen y del volumen orientado. Lo dnico que nos falla es la
demostracién de existencia det volumen orieniada

Ejercicios.

1. Demuéstrese que &i o cumple la condicion A de (34 41, Ia condicidn B
e a:émvalsnle tanle a la prepiedad 1, como o In :
. Demuéstrese que, cuslquiers que sea el namero real o, existe un sistema
de vectores, para el cual ol volumen orientado es igual o a
. Suronqamm que ln condicion C de (34.4) ba sido sustelunds put i con-
dicién de igualdad a cualquier nimero fijado en todo sistema fijado linealnienta
indepondi; 2Como jari el volumen orientnde?

4. ¢So ueaban en la deduceion de Jas propiedades del volumen oricntada
el hecho de que en el espacio linea! pxiste el producto cacalsr y que s real of
volumen ori do? gQué b e . ol volumen erigntado
en un espacio complejo?

§ 38, Permutaciones

Examinsremos  un sistemn
Ty Tgq o0y Iy ¥ ooOlro sislems, xy,, ry, ..o, oxy,, oblenide del
primero realizando diversas permutaciones de vectores  Suponganios
que de un sistema puede obitenerse ol otro realizando permul
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consteulivas solo entre los pares de elementos de cada sistema. En
tal case los valimenes de dichos sistemas serdn iguales v los vold-
menes orientados, o bien ignales o bien se diferenciarin en el signo,
lo cunl depende do la cantidad de permutaciones que han de reali-
28150,

Fn cucstinnes e interés sobre permutaciones, las propiedades
individnales de log vectores no desempefiarin ningin papel, pero
serd importante ol orden de éstos, Por eso, en lugar de los propios
voctores consideraremos sus nameros 1. 2, ..., n La totalidad
de nfimeros

1T PR I

entre los cuales ne hay nidmeros iguales y cada uno de los cuales
es uno de los nimeros 1, 2, .. , n se denomina permutacién de
stos nimeros. La permutacién 1, 2, ..., n se denoming normal.

Ts ficil sofialar que en un conjunto de n nimeros la cantidad
total de toda clase de permutaciones es ignal a !, En efecto, para
n =1 esto es evidente. Suf que la ali in es justa para
cualquier conjunto do m — 1 nimeros. Todas las permutaciones
de n wimeros se puedon dividir en n clases, incluyendo en una clase
solo aguellas permutaciones cuyo primer nimero es el mismo. La
cantidad de pecmutaciones en toda clase coincide con la cantidad
de permutaciones de n — 1 nimeros, es decir, es igual a (n — 1.
Por consigniente, la cantidad de todas las permutaciones de n nime-
ros o8 ignal a nl.

Suele decirse que en una permutacién dada [os nimeros {, }
forman wna tnversidn, si § = j, pero i precede en la permutacidn a j.
Una permutacién se |lamard par, siempre que sus nimeros consti-
tuyan una cantidad par de inversionss y se llamard impar, en ol
easo contrario. Si en una permutacién so cambian de lugar. dos

i lesqui no necesari contiguos, y todos los
demis nimeros quadan en sus lugares, obtendremos una permutacion
nueva. Esta transformaeién de lz permutacién se demomina trans-
posicidn,

Demostremos que toda transposicitn altera la paridad de la
permutacion. Para los nimeros contiguos esta afirmacién es obvia.
Su disposicién mutua respecto de los demds nimeros quedd la mis-
ma, mientras que la per ion de los propies mimeros cambia
la cantidad total de inversiones en una unidnd.

Supongamos ahora gque entre los nimeros a permutar ¢ v | se
hallan otros s nimeros ky, ks, , k. es decir, la permutacién
tiene por expresidn

NN~ TR e

Cambiaremos sucesivamente de fugar ol nimero { con los mimeros
contiguos &y, kg, ..., K, j. A continuacién, el nimero j, que
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yap de a i, lo traslad a la 1zquierda con ayuda de 5 transpo-
siciones con los numeros ky, kuy. . . ., K. De este modo, en total
llevaremos a cabo 25 + 1 transposici de los nis que estdn
junto uno al otro. Par iguiente, ln paridad de la transposici
cambiard.

reorema 3.4, Todas las nl permutaciones de n mifmercs se pueden
disponer en un orden tal que cada permutacidn siguiente se oblenga
de la anterior con ayuda de una transposicidn, con la particularidad
de que para el inicio de proceso sirve cualquier permutacidn.
DEMOSTRACION, Esta afirmacitn es justa para n = 2. Si es nece-
o = A

sario empezar por la po t 1, 2, la disposi
buscada serd 1, 2, 2, 1; en cambio, si empezamos con la permuta-
cién, 2, 1, ent la disposicidn I da serd 2, 1, 1, 2.

3 que &l va se ha d do para cuales-

quiera permutaciones que contienen no mis de n — 1 nimeros.
Conzideromos las permutaciones de n nimeros. Supongamos gque
debemos empezar per la permutacion iy, g, « . ., in. La disposicién
de las permutaciones se realizard segin la siguiente regla. Comence-
mos por las permutaciones que en ol primer lugar tienen el nime-
ro 4, Por hipitesis, se puede ordenar todas estas permutaciones
en dancia eon los requisitos del puesto que, de
hecho, es preciso disponer en el orden necesario lodas las permuta-
ciones de n — 1 nimeros.

En la filtima permutacion, obtenida de ests munora, realizamos
una transpoesicion, trasladando al primer lugar el niimero iy, A conti-
nuacién, ordenamos, igual que en el caso precedente, todas las
g;mulacionas que en ol primer lugar tienen un nimero dado, ete.

rel p dimi indicado pod probar todas las permuta-
ciones de n nimeros.

Con tal sistema de disposicién de las permutaciones de n nime-
ros las permutaciones contiguss tendrin paridades contrarias.
Tomando en consideracion la paridad del nimero nl para n = 2,
podemos concluir que en este caso la canlidad de permutaciones
pares de n nimeros es igual a la cantidad de permutacienes impares

¥ equivale n% nl.
Ejercicios.

1. $Cndl es 1o paridad de la ssrnllluﬁﬁn 502 31, 4

2. Demufstrese que ninguna de los permutaciones pares (Impares) puede
Iﬂl’_ﬂ:iuciﬂl a ln novmal en el transcurso de un namero impar (par} de trans-
posicienes.

. un par da Iy by fgy v ovi b F A& cuiy b
Reduciremos o la forms normal In primera permutacién con ayuda de transpo-
siciones, realizando en cads una de éstas una transposicion de cuaiesciuien ale-
mentos en la segunda p id que inado el proceso,
Ia segunda permulacion tendré la misma paridad que la permutacidn iy, 4y, . . .

S
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§ 39, Existencia de un volumen
orien

Examinemos ahora la cuestion
sobre la existencia de un volumen orientado de un sistema de vecto-
res. Supongamos que en el espacio E, se ha elegido un sistema orto-
normalizade z,, Z,. . . .. 2, én el cual el volnmen orientado ha de
ser igual a uno, de acuerdo com la condicidn € de (34.4). Tomemos
un sistema arbitrario ap, 24, ..., Z; de vectores de £, Puesto
que el sistema 3y, Z,, . ., I, e85 la base en E,, para todo vector x,
existe la siguiente descomposicién segin Ja base citada:

Zy =S Fepss + oo F Qs (39.1)

donde @, son ciertos niameros.

Si el volumen orientado existe, de conformidad con ln condi-
cin A da (34.4), pod transformarlo suces) 1 iend
presente las descomposiciones (39.4). A saber,

n
V(2 2oy oony ) —F ek (2 Bipy iy by Tapy X
Je=t o=t

cxay 3 fny2 )=
* Iyt

- n

n
W - -
he: ayV (2 PR PTF § R o ek Ty L
= Y £ = T s Mt 1)
n n &
VoW & - _
ST TR ION ol ¢ TN TP PYRE T [
Jeml jyml |
n " n
i A e &
S Y a8 Vg B e 3g,)0 {39.2)

=R It

En Ja dltima suma miltiple de n la mayor parte de los sumandos

o8 igual a cero, puesto que, de acuerdo con la propiedad 1, el volu-

men orisntado del sistema de vectores es nulo, siempre que dos

lesq ineid Por ello, entrs los sistemas

iy By - o o1 3ip 5@ deben considerar sélo aquellos, para los cuales

el surtido de indices fy, fa, . . .0 Jn representa una permutaciin
de r nimeros 1, 2, . ... n. Mas, es este caswo

vE tzi’. Ty wen SJ“J=:E:1

sogin sea par o impar la permutacion de los indices,
De este modo, si el volumen orientade existe, debe expresarse
pn términos de Jas eeordenadas de los vectores o, Ta, ..., I
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en la base z;, 3, ..., I, mediante la siguiente férmula:
VE (24 230 2 ons o) = 2k GapBagys +oor Bngyr (39.3)

Aqui In sumacitn se realiza segin todas las permutaciones de indices
Jis fae -« oo Ju de los niimeras 1,2, ..., ny el signo mis o el
signo nienos se toma en depnndencia de la paridad o imparidad de
la permutacidn,

Demostremos que una funcién, prefijada por el segundo mismbro
de la igualdad (39.3), satisface todas las condiciones que definen
un volumen orientado. Sea el vector r, una combinacién lineal
de los vectores xp y 2. es decir,

£p= a4z

para ciertos niimerns e, fi. Designemos con ay, y ayy las coordenadas
de los vectores xy ¥ zj, respectivamente, en ta base z;, 24, . . ., 2.
Entnnees, es evidente que

= g, +Pap;
para todo j desde 1 hasta n. Luego hallamos

) o
Siday, cer By ooer Bngy= X oy,

- (map +Bap) .. Gug, =Xy ...
By o Gy FBY Ry @,

v la condicién A de (35.4) queda cumplida.

Supongamos que permulamos dos vectores cunlesquiers del
sistema 2y, Ta, . .., 5. En este caso la funcidn (30.3) cambiaré
de signo, puesto que variard la paridad de cada permutaciin. Como-
ya s¢ ha indicado antes, si es v!ridica Ia pmpmdut.l de linealidad
respecto de cada arg , la ada equivaldri
al cumplimiento de la condicion B de (34 A).

Y, por fin, examinemos el significado de la funcién constrmda
sobre el sistema de vectores 3. Ty, .+ o0 3, Para este sistema, las
coordenadas ay, ticnen la forma

0, siigs],
1, sit=].

Por iguiente, entre los su dos de (39.3} serd no nulo =ola-
mente el sumando @@s . . . @p,. La permutacién 1, 2, ..., n
es par, los elementos gy, @4, - - ., €45 %00 igusles & uno, por lo
cual el valor de la funcion en el sistema ortonormalizade 2, z,,

. 2z, es igual a la umdad.

Aszi pues, todas las condiciones (34.4) quedan cuomplidas y la
~eifm (30.3) representa la expresion del volumen orientado del

Byy=




©AP 4 VOLUMEN DEL SISTEMA DE VECTORES EN UN BSPAGIO 138

sistoma de vectores en los términos de las coordenadas. Esta expre-
sifn es dnica en virtud de la unicidad del volumen orientado.

Ejercicios.

1. ¢80 ba usado en esencia ol carfetor ortonormalizado del sistema 2, 5y, ...
co o @y o0 Ja deduccitn de la formuln (39.3)7
2, 30ué cambics tendrin lugar en la firmula (39.3), =1 en la condicitn C
de (34.4) ol velumen orientado se considera distinto de uno?
]3. ascgjn;o esoncial foo el uso do la condicidn B da (34.4) o] deducic 1o foe-
mula (39..
4. pCambiard [n férmula (39.3) su forme, si el volumen orientado se con-
sulora en un espacio complojo?

§ 40.  Determinantes

pongamos que _|og
Zys Eay ooy Fq del espacio euclideo R, estén dados por sus coorde-
nidas

Ty = (B Bpas - o or By}

en la hase (21.7). Dispondremos los nimeros a;; en forma de una
tabla A del mode siguiente:

Gyylyg -« Bin

Bpllny oy

Esta tabla se denomina matriz cuadrada de orden n, los niimeros
ayy son elementos de la matriz. Si numeramos las filas de una matriz
consecutivamente de arriba abajo v las columnas, de izquierda
& derecha, entonces el primer {ndice de un elemento significa el
nimero de la fila en que se hella el elemento, y el segundo indice,
niimero de la columna. Con respecto a los elementos ayy, ay,, . . .
« 4 vy Bny 82 dice que ellos forman la disgonal principal do la matriz A.

Cualesquisra n® nimeros pueden disponerse en forma de una
matriz cuadrada do orden n. Si los elementos de la {ila de una matriz

e d como coordenadas de cierto vector de R, en la ba-
so (21.7), entonces entre todas las matrices cuadradas de orden n
¥y los sist ordenados de n s del espacio R, so establece

una_correspondencia biunivoca.

En el espacio R,. al igual que en cualquier otro espacio, existe
un volumen orientado. Serd, ademds, el dnico. si exigimos que se
cumpla la condicidn € de (34.4) en el sistema de vectores (21.7).
Al tomar en consideracion la citada correspondencia biunivoea,
concluimos que en el conjunto de todas las matrices cuadradas se
%enem una funcién bien determinada. Teniendo presente (39.3),
legamos o la siguiente definicién de esta funcion.
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Se llama determinante de orden n, correspondiente a la matriz 4,
la suma algebraica de n! términos compuesta de la siguiente manera.
Como términos del determinante intervienen toda upa serie’ de
productes de n elementos de la matriz, uno en cada fila y en cada
columna. El término se toma con signo mds, si los indices de las
columnas de sus elementos forman una permutacién par, a condicién
de que los propios elementos estin dispuestos en orden creciente
de los nimeros de las filas; el signo menos se toma en el caso con-
trario. Para designar un determinante usaremos ol simbolo si-
gulente:

Bnifny .- Gan

si es preciso indicar la forma explicita de los elementos de lo matriz.
En combio, si esto no es necesario, s8 usard un simbolo mis sencillo
det A,.donde se indica silo la designacién de la matriz A. Los
elementos de Ja matriz del determinante se llamarin también
elementos del determinante

Ll determinante coincide con el vol orientade del sistema
de filas de la matriz. Por esta razdn, al investigarlo se pueden utili-
zar lodos los datos conocidos refercntes al volumen y al volumen
orientado. En particular, un determinnnte e igual a cero cuando,
v g6lo cuando, las filas de la matriz son linealmente dependientes;
el determinante cambia de signo cuando se intercambian de lugar
dos filas cualesquiera, elc. Ahora nuestras investigaciones tocardn
aquellas propiedades del determinanta que son dificiles de demostrar
sin emplear la expresién explicita del determinante en términos
de los elementos de la matriz,

Llamemos transposicidn de una matriz lo translormacién de esta
altima en que las filas se convierten en columnas y las columnas,
en Nilas con los mismos niimeros, Una mateiz, transpuesta respecto
a la matriz A, se indica con A’. Suele decirse en este caso que el
determinante

By4z1 -0+ Bpy
. det Fyallng - o v By

Bynllyy v os Bgn
o det A® =0 ha obtenido por tr jcidn del determinante (40.1).
Con relaci6n a la transposicién, un determinante posee [as siguientes
propiedades de importancia.

1'n determinante de cualgider matriz no varfa durante lo operacidn
de vansposicidn.

En efecto, el determmante de la matriz A estd compuesto por
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los términos del tipo
Byplag e Bugy 140.2)

cuyo signo se determina por la paridad de la permutacion jy, .. . .

v In- Todos los factores del producto (40.2) en la matriz trans-
puesta A" quedan en distintas filas y distintas columnas, es decir,
su producto es un término del determinante transp Desig
mos los elementos de la matriz 4° mediante 6, Estd claro que
ayy = @y, por lo cual

Bajy gy o oo Bngy =010 @50 o oe @f e (40.3)

Ordenemos los elementos del segundo miembro de (40.3) segin
el orden de crecimiento de los nimeros de filas, En este caso Ia
permutacién de los indices de eolumnas tondrd la misma paridad
que la permutacion ji. fo, .. o Jy. Mas, esto significa que el signo
del término (40.2) en el determinante transpuesto serd el mismo que
en el determinante inicial. Por consiguiente, ambos determinantes
se componen de wnos mismos términos de signos iguales, es decir,
ellos coinciden.

De la propicdad demostrada proviene que en un determinante
las filas y columnas se encuentran en las mismas condiciones, Por
esto, todas las propiedades demostradas anleriormente respecto a las
filas serin justas también, para las columnas

¥ 1 un determi o d de orden p. Elijamos arbitra-
riamente en su matriz k filas y & columnas. Los elementos que se
hallan en la interseccién de las filas y columnas elegidas forman
una matriz de orden &, El determinante de esta matriz se denomina
menor de orden & del determinante d. El menor dispueste en las
primeras k columnas y las primeras & filas =0 llama menor principal
o menor angular.

Supongamos ahora que en el determinante ¢ de arden n se ha
elegido un menor M de orden k. Si suprimimos aquellas filas y colum-
nas en euyas intersecciones se halla el menor M, quedard el menar
N de orden n—k. Este se llamari menor complementario de M.
En cambig, si suprimimos las filas y columnas en Jas cuales se
ubican los elementos del menor N, quedard, evidentements, el
menor M. De este modo, se puede hablar de un par de menores

t 1 arios

P

St el menor M de arden k se halla en las filas de nimeros iy, fy, ...
oo i ¥ en las columnas de ndmeros ), jy, . . ., jy, entonces el
niimero

i "F'd'lib’
(=1)™ N (40.4)
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se llamard complemento algehraico del menor M.

TEOREMA W0.5: (teorema de Laplace). Supongamos que en el deter-
minante d de orden n se han elegido arbitrariamente k filas (columnas),
donde 1 — k << n — 1. Enionces, la suma de los productos de todos
Loz menores de k-ésimo orden, contenidos en lag filas (columnas) elegtdas,
por sus complementos a!gzbmims es !gam.f al determinante d.

DEMOSTRACION. C ]ae de la matriz del
dotormi d como 10 Tay « - oy T, dol espacio R,.
La suma de los productos de tudns los menores de ic*!eimo cmlan,
contenidos en las filas elegidas, por s I al
puede considerarse como cierta funcu.‘m F {7y Ty, . .. Tn), depen-
diente de log vectores Ty, Ty oo Iy

Esta funcién es, a ciencia cierts, Tineal respecto de todo argn-
mento, ya que In propiedad dada la poseen tanto los menores como
los complementos algebraicos. Dicha funcién es igual a uno en el
sistema ortonormalizado (21.7), de lo que ey ficil convencerse por
comprobacién inmediata. Si demostramos que F (5, 2y, . .., &)
cambia de signo, al cambulr de lugar dos vectores cualesquiera, la
funcion coincidird con el tado del sistema de vectores
y, Ty, + .., I,. Poro ol volumen orientado coincide con el deter-
minaute de la matriz en la que las coordenadas de los vectores estin
dispuestas en les filas. Puesto que el determinante de la matriz
coincide con el de la matriz ylad tracidn del t
de Laplace se dard por terminado.

Evidentemente, solo es necesario considersr un caso en que
conmutan dos vectores contigues, pues la permutacién de cuales-
quiera dos vectores siempre se reduce a un nimero impar de permu-

taciones de vectores contiguns. La d ién de esta afi
s¢ ha aducido en el pirrafo 38,
Supongamos que conmutan los I ¥ x4y Establ
una correspondencia biunivoea entre los menoras en las filas elegi-
das del demrmmanle inicial ¥ del d te con las col
per tas. D w la totalidad de los nimearos

de las columnas qlw definen el menor. Son posibles,los siguientes
TAS05T

Hini+1ew,

2) i, i+1€w,

3) i€o, t+1Ea,

4) i+ 1¢w, i Ew.

En los casos 1, 2 a todo menor le pondremos en eorrespondencia

olra menor, dispyesto en las columnas con la totalidad de ndme-
ros w; en los casos 3, 4. un menor, dispuesto en las columnas con
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la tolalidad de niumeros obtenida de o mediante la sustitucion do ¢
por ¢ + 1 & & + 1 por i, respectivamente.

Hemos de notar que en todos los casos los menores correspon-
dientes se determinan mediante una misma totalidad de elementos.
Mas ain, en los casos 2—4 los menores coinciden y en el caso 1,
silo difieren en el signo, puesto que en uno de ellos estin permul.a-
das, respecto del otro, dos columnas. En virtud-de las razones ané-

logas, en el caso 2 los fos cor
5@ diferencian en el signo, siendo wmoldentes en los casos. restantea
Los complementos algebraicos se dif do los

mentarios 56lo en el signo, determinado por la paridad do la suma
de los numeres de las filas y columnas en las cuales se encuentra
el menor. En los casos |, 2 estos nimeros de los menores correspon-
dientes son idénticos y en los casos 3, 4 d:f:eﬂn en unidad.

shora los di tes de la funcién

F (zy, x‘. cia Tg) ¥ de una fuuri{m oblemda per permutacion

de los VECLOITS &y ¥ Tygq, ubaervamos Eue difieren s6lo en el signo.

or ' , en la per e dos vectores contiguos la
funcion F (z,, e, .. .. x,) cambia de signo.

El teorema demostrado se emplea con frecuencia cuando so
elige s6lo upa fila o bien una columna. El determinante de una
matriz de orden 1 eoincide con su inico elemento. Por ello, el menor
dispuesto en la ml.arsocclén da la i-émmn fila y la } cgima t.uiumnn
equivale al . Iy
algebraico del olemnln gy De acuerdo con el tenrema de Lap]ace.
para todo { se tiene

apdn + apdn + .00 b apdy = d (40.5)
Esto formula se llama desarrollo del determinante por la i-ésima fila.
Andlogamente, para todo j
aydy +oydy + oo andny = d, (40.6)
lo que nos proporciona el desarrolle del determinanie por la j-fsima
columna.
En el desarrollo (40.5) SI.IET.II.I.I)‘BI'DOS los elementos de la i-ésima

fila por una totalidad de los n nimeros arbitrarios by, by, . . ., by
La expresién

by + b + .o F bady
representa el desarrollo del determinante

Guiz - By

(40.7)
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por la t-ésima fila. Este Gltimo se obtiene del determinante d susti-
tuyendo la i-ésima fila por una fila de los nimeros by, by,

Tomemos ahora, a titulo de diches nimerocs, los a]emonms ds ln
ke-disi fila del i d para k5= i El determinante co-
rrespondiente (40.7) es igual a cero, ya que tiene dos filas idénticas.
Por consiguiente,

Ay T angdpp + -0 F tapdn =0, kgt t. (40.8)

Por analogis,
oy + andy + oo+ omdey =0, kL (60.9)

Asl pues, la suma de los pmductos de todos los elemsmos de
cualquier fila (col ) de un determi r los
algebraicos de los elementos correspondientes de otra fila (ulumna}
del mismo determinante es igual a eero.

Observemos, como conlusion, que toda la teoria de los determi-
nantes es aplicable, sin cambio alguno, al caso de las matrices
complejas. Lo finieo que se pierde es la claridad relacionada con el
concepto de volumen.

Ejercicios.
1. Eserib los o log di de los drdenes segundo
yl‘r,am%?gin inos de los slameutas do las matrices. Compdrenss con la expre-
n
oo f ¢ la desigualdad do Hadamard para ol doterminants de las
malﬂees A
Un pante do n-feitio orden, todos los elementos del cual son

ngualaa on Mduln a Ja unidad, cquivale s a3, Domudstress que sus filas (eolum-
oas) forman una base nmgnnsl

¢A qué es lgual un d lma‘ 7 las condi-
clones auuﬂ pama i (I 1=} i

5. Lis olamontes do un doterminnte satisfacen Ias condiciones a

pami}kyf&lf‘ £ que ol d ea!gulinlpmduc{ndal
mensr 5 rincipal de orden k por su menor complementario,

upongamos que los eiemsnlas de una matriz complejn 4 satisfacen las

wudichmu ajp = ay PAFR jorn 4, 4. D que ol 4
de estn matriz es un nimero real,

§ 41, De encla lineal

¥y determinantes

Las mis ddundida& aplicaciones
de los deu’rrﬂmant?a las en los p
con la depend lineal. Supong que en un espacio K, de
dimension n vienen dados m vectores z;, 2y, . . ., &y ¥ €5 necesario
determinar la base de estos vectores. élijamos una base cualquiera
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en K, y consideremos una tabla rectangular

Buyyg ... Byp
A= #u8zm ... 2, ; (41.1)
Atz - - - mn
cuyas filas rep tan las coordenadas de los vectores dadas en la

base elegida.

Esta tabla se denomina matriz rectangular. El primer indice
del elomento @,y significa, como hasta ahora, el nimero de la fila
de la matviz en la que se halla dicho elemento, el segundo indice
significa el nimero de la columna. Si se despa subrayar la cantidad
de filas y columnas en la matriz 4, se escribird 4 (m X n) y de la
matriz A se dird que es upa matriz m X n. La matriz 4 (y X n)
se llamard, como antes, mntrl: cuadrada de orden n. Conjuntamente
<on la matriz 4 la matriz transy A’ Bi las
simensiones de 4 son m % n, las dimensiones de A’ serdn n % m.

En una matriz rectungular 4 (m % r) pueden también indicarse
diferentes menores cuyo orden no es superior, naturalmente, al
‘menor de los nimeros m, n. Si una matriz tiena no stlo elementos
nulos, ol orden superior r de los menores, distintos de cero, se deno-
wminard rango de la matriz A. Cualquier menor de rango r distinte
de cero se llama menor bdsico; bdsicas serin también las filas y las
<olumnas on las cuales se encuentra el menor bdsico. Esti claro
que pueden haber varios menores bisicos. El raogo de la matriz
nula es igual a cero lo que se d e la

Consideraromos que las filas de la matriz A son vectores. Es evi-
dente que si determinamos la base de pstos vectores filas, los vectores
correspondientes del espacio K, formarin la base de los vectores
s Tgy 5 5 4 T

! TEOHEMA &1 l. Cusiesquiﬂa filas bdsicas forman la base de los
vectores filas de la mat

DEMOSTRACION. Para canvemam de la validez del teorema hace
falta mostrar que las filas hdsicas son linealmente independienter
v toda fila de la matriz se expresa linealmente en términos de esta:
ultimas.

Si las filas bdsicas fueran linealmente dependientes, entonces
una de estas filas se expresaria linealmente en términos de las fila:
bésicas restantes. Pero en este caso el menor debe ser igual a cero
lo que contradice la hipétesis.

Ahora agreguemos a las filas bisicas otra fila cualquiera de la
matriz 4. Entonces, por definicién del menor bésico, todos los
menores de orden r 4+ i, dispuestos en dichas filas, serin iguales
& cero. Supongalma que las filas citadas son lmnuimsnnn indepen
di pletarlas hasta obt. una base, habremos construid
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cierta matriz coadrada cuyo determinante no debe ser nulo. Pero,
por otro lado, desarrolando este determinante por r + 1 filas inicia-
les llegamos a la conclusion de que es igual a cero. La contradiccitén
obtenida es testimonio de que toda [ila de la matriz 4 se expresa
linealmente en términos de las filas hésicas.

El teorema demostrado perrmta reducir el problema de blsqueds
de la base de un sist de a la bii da del menor bisjeo
de la matriz. Puesto que el dawarmlnaute de la matriz transpuests
coincide con el de la matriz inicial, estd claro que el teorema 41.1
es vilido no sélo para las filas, sino también para las columnas. Esto
significa que para cualquier matriz rectengular el rango de su siste-
ma de sus vectores [ilas es igual al rango de su sistema de vectores
columnas. Lo expuesto no es obrio, si se tiene en cuenta sélo el concepto
de range de un sistema de veclores.

En un espacio dotado de un producto escalar la dependencia
o independencia lineal del sistema de wvectores z;, 2y, ..., Tm
puede establecerse sin rognrrir al desarrollo por la base. Examinemos
un determinante

ey o) (7, Z) o (240 )
G (s Zgy « oo 2o =det (220 24) (20 22) -0 (230 Zm)

(Tms T0) (Fms Tg) o (Tmy Em)

que se llama determinante de Gram del sistema de vecloresz,, x,, ...
s ay Epyen

TEOREMA 412, Un sistema de vectores es linealmente dependiente
citando, y silo ruarw‘a su determinante de Gmm e igual a cero.

DEMOSTRACION. Sup que el x,, 2,
Zp 85 linoalmente dependiente. En este caso ex:slen lales nﬁlnems
@y, @3y« 4 -y G, DO todos iguales a cero, que

Ty + CaZy + 00w T LIy = 0.

Al multiplicar esta igualdad escalarmente por x; para todo valor
de {, concluimos que las columnas del determinante de Gram son
también linealmente dependientes, en otras palebras, el propio
del.enmnnnte es igual a cero.

ahora que 8l determi de Gram es nulo. Enton-
ces sus columnas son linealmente dependientes, es decir, existen
tales nimeros @, %y « . o %m, Do todos lgnales A cero, que

oy (7 n) doaa e, )+ oo oz, Tn) =0

para todo i. Escribamos estas igualdades de la forma siguionte:

fry, oty + @ty 4 oo b dpTy) =0,
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Multiplicandolas término a término por @, s . . ., @m ¥ Simin-
dolag, obtenemos

| @yTy + @pZe + .00 F G [P = 0.
Esto significa que
ndy Sy .+ Gde =0,

es decir, que los veclores zy, Iy, ..., Zm 5on linealmente depen-
dientes,
Ejercicios.
1. ¢Qui n{:mtn en si una matriz, todos Jos menores de Ja enel son nulos?
2, ¢Serfn files hisicas y columnas bésicas sistemas equivalentes de
veclores para une matriz cuadrada?
3. ;Cambiarin el rango de las ices lan fi i 1 1!

examinadas en el [ B!
4. Demuéstrese ln desigualdad

Ll
DGz, T4y ooy Zn) = ﬂ [ETREAN
e
{Cuiles son los casos en que se consiguen igualdades?
5. Es evidente gque
det (Vi 1_)-:0.
2 V3
i imacién del nimer® }'2 por medio de

que con

una fraccitn decimel p :
P

det {2 p) 0.

§ 42. Cileulo de los determinantes

El cilculo directo de un deter-
minante, durante el cual se usa la expresién cxplicita de éste en
términos de los elementos de la matriz, es de rara aplicacion en la
prictica por ser muy laborioso. Un determinante de orden n se
compone de nl términos, mientras que para calcular cualquier tér-
mino y sumarlo con los otros es preciso efectuar n opersciones arit-
méticas. Si todos estos cdlculos se realizaran con ayuda de una
computadora moderna, capaz de ejecutar 10® operaciones aritméticas
por segundo, incluso en este caso, para caleular un determinante
de orden 100, por sjemplo, tendriamos que esperar el resultado
durante varios millones de afios.

Uno de los métodos mas efectivos para calcular determinentes
estd bosado en la siguiente idea. Supongamos que en la matriz A
existe un elamento a,, distinto de cero. Llamémoslo elemento rector.
Si a toda i-sima fila, i 5% k, ogregamos la k-ésima fila multipli-
cada por un nimero arbitrario a,, ¢l determinante, como se sabe,
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no variard. Tomemos

iy i B

L xp
y llevemos a cabo el procedimiento citado para todo { &% k. Entonces,
en la matriz nueva todos los elementos de la p-ésima columna, a excep-

cién del rector, aerun igua}es a cero. D llapdo el deter

nuevo por la p red el cé!culu del determi-
nunte de n-ésimo orden al cileulo de un solo determinante de orden
(n — 1). Con este altime procedamos de un modo andlogo, etc.
EL algoritmo descrito se lNama método de Gauss. Parn calcular
un determi de n-ési orden, -:“ d por este método,
=e requiere cumplir en total alreded da-; n* aritméti-

cag, De esta manera un determinante de orden 100 puede ser cal-
culado en menos de un st'gundo B0 nna maqulna computadora que
realiza 109 o ar por

En conclusién observemos que bajo las condiciones en que las
operaciones aritméticas se caleculan aproximadamente y los datos
se prefijan también de wodo aproximade, los msu]iados de cdleulos
de los determinantes deben tratarse con cierta cautelh, Silas dedue-
ciones sobre la dependencia o independencia lineal de un sistema
de vectores se basan sélo en el hecho de si es 0 no igual a cero el
determinante, entonces en presencia de la inestabilidad de Ia que
se ha tratado en el § 22, las deducciones pueden resultar erréneas.
Al operar con los determinantes, esto siempre debe tenerse en cuenta.

Ejercicios.

1. ¢A qué se debe gue los chleutos de un deuminam« por ¢l método do

Gauss son més répidos que los céleulos direc
ug deu los el d un i no

on mﬁdulo. lo unidad ¥ que al caleulsr cada térming del mismio s comets un

errar del orden ¢, ¢Con qué n el cileulo directo del determinante tendrd sentido

dudo ¢l punto de vista ﬂe s prem.l

el dose en el méiodo de Gauss, para calen-

lar al nngn ﬂe una mnl.m Tecta llar iQué significa la aplicacién de este

e Ccalculos




CAPITULO 5 LINEA RECTA Y PLANO
EN EL ESPACIO LINEAL

§ 43. [Ecuaciones de la linea reeta
y del plano

El objete principal de nuestras
investigaciones inmediatas serin una recta y un plano en los espa-
sios de segmentos dirigidos. Si lijamos cierto sistema de coordenadas,
las coordenadas de los puntos ubicados en una linea recta o en un
plano ya no pueden ser arbitrarias, sino que han de satisfacer corre-
laciones doterminadas. Pasamos shora a la deduccién de dichas
correlaciones.

Fijomos en un plano el sist rectangular inno de coorde-
nadas Ory y una recta L. Consideraremos un vector no nule

n = {4, B), (43,1}

fae es perpendicular a L. Evid todos los demis vectores

perpendiculares a dicha recta serin colineales a n.
Elijamos un punto arbitracio Mg (zo, ¥s) €0 la linea recta.
Todos los puntos M (z, y) de la recta L, y sblo ellos, poseen la

propiedad de perpendicularidad de los vectores M_,.M v n, es decir,

—
(Mo, n) =0, (43.2)
Puesto que
—
MM == (z— 79, ¥—Va)y
entonces, de (43.1), (43.2) se deduce que
Al —z) +Bly—w) =0
Al introdueir la designacion
—Azy = By, = C,

concluimos que en el sistema dado Ozy las coordenades de los puntos
de la recta L, y s6lo ellas, satisfacen la ecuacidn

Az + By +C =10, (43.3)
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Entre los nimeros 4, B hay uno que no es igual a cero. Por
esto, 11 la ién (43.3) ién de primer grado respecto
a las variables z, .

Demostremos ahora que teda ecuacién de primer grade (43.3)
define una linea recta con relacion al sistema fijado de coordenadas
Ozy. Puesto que la ecuacidn (43.3) es de primer grado, entonces de
las constantes A, B aunque una es distinta de cero. Por consiguiente,
la ecuacién (43.3) tiene al menos wna solucién z,, y,, por ejemplo,

C
siendo en este caso

Azy 4+ Byy + € = 0.

Al sustraer de la ecuacién (43.3) la identidad dada, obtend
la ecuacidn

Alr—z) + By —po) =0, ,
equivalente & la ecuacidn (43.3). Mas, esto significa que cualquicr
punto M (r, y), cuyas coordenadas satisfacen ls ecuacidn (43.3),
ge halla en una recta que pasa por el punto M, (e, §,) ¥ es perpendi-
cular &l vector (43.1).

Asi pues, si tenemos un sistema fijado de coordenadas em un
plano, cuslquier ecuacién de primer grado define una recta v las
coordenadas de los puntos de cada recta satisiacen una ecuscién de
primer grado. La ecuscién (43.3) se denomina ecuacidn general de la
linea recta en un plano; el vector n de (43.1) se Hama vector normal
de la recta,

Las investigaciones de un planc en un especio se realizan sin
introducir los cambios importantes. Fijemos un sistema rectangular

cartesiano de denadas Ozyz y ideremos el plano n. Tomemaos
de nuevo un vector no nulo
n=(d, B C) (43.4)

perpendicular a n. Repitiendo los razonamientos anteriores llegamos
& la conclusién que todos los puntos M (z, y, z) del plano =, y =blo
ellos, satisfacen la ecuacidén
: Az + By +C:4+D =10, 43.5)

que se llamard también ecuscién de primer grado respecto de las
variables z, y, 2.

Al examinar nuevamente la ecuacién arbitraria de primer gra-
do (43.5), descubriremos que ésta tiene lambién por lo menos una
solucién o, yo, %o, por ejemplo,

AD s
f= = ErEre h=—mrEye .
2= [

=y
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A continuacidén establecemos que cualguier punte M (z. ¥, a),
cuyas coordenadas satisfacen la ccuacion dada (43.5), se dispone
en un plano que pasa por ol punto My (e, Yo, %) ¥ o8 perpedicular
al vector (43.4).

Die este modo, si se fija un sistema de coorenadss en un espacio,
toda ecuacién do primer geado define un plano ¥ las coordenadas de
los puntos de cualquier plano satisfacen la ecuacitn de primer grado.
La ecuacion (43.5) se llama ecuacidn general del plano en el espacio;
el vector n de {43.4) se denomina vector normal del plano.

Veamos ahora cbmo se relacionan dos ecuaciones generales que
definen una misma linea recta o un plapn. Para concretar, sean
dadas dos ecusciones del plano n

A+ By + Cz 4+ Dy =10,
Az + By + Ciz + Dy =0, (43.6)
Los vettores
) ny = {4y, By, Cy)y ny = (s, By Cy)
son perpendiculares a un mismo plano & y, por ende, son colineales.

Como que son, ademis, no nulos, existe un mimero ¢ tal que, por
ejemplo,

ny = tny
o bien
A, =4, B, = tB,, C, = tCy. (43.7)
Multiplicando la segund i6n de (43.8) por ¢ y restando de ells
la primera, en virtud de las correlaciones (43.7), obtendremos
D, =1tD,.
Por i los coeficientes de las } generales que definen

una misma recta o un plano son proporcionales.

Una ecuacitn general se llama completa, si todos sus coeficientes
son distintos de cero. Una ecuacion no completa se llama incompieta.
Examinemos la ecuacion completa de la recta (43.3). Como todos
Jos coeflcientes son distintos de cero. la ecuacion puede escribirse
en la siguients forma:

z y
x +_£ =1,
B )
Al designar
4 C o
QU ey b= -5
obtendremos una ecuacion nueva de la recta

F o o
T+5=L
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Esta ecuacién lleva el nombre de ecuacidn de la recta “en segmentos”,
Los niimeros a, b tisnen un sentido geométrico muy simple. Ellos
expresan las magnitudes de los segmentos cortades por la recta en
los semiejes de coordenadas (fig. £3.1). Por supuesto, la ecuacién
completa de un plano puede reducirse a una

forma andloga ¥,

z ¥ 13
-’—+—°'+?-1.. b

Las diferentes ecuaciones incompletas definen
ciertos casos particulares de la disposicién de
la recta o del plano. Es 1til recordarlas, pues,
se epcuentran con frecuencia. Por ejamplo,
cnando € =0, la ecuacién (43.3) define la
recta que pasa por el origen de coordenadas;
cuande 8 = € =0, la recta coincide con el Fig. 43.1.
eje Oy, ete. Cuando A = 0, la ecuacién (43.5)
define un plano paralelo al eje Or; cuando A = B =D =0, ol
plano coincide con el plano coordenado Ozy, ete.

Todo vector no nulo, paralelo a una linea recta, se llamard vector
director. Consideremos, por ejemplo, 8l caso de un espacio y hallemos
la ccuacién de la recta que pasa por un punto dado My (zo. Yoo %)
y tiene un vector director dado

g = (I, m, n).
Evidentemente, el punto M (r, y, ) se ubica en la recta citada
——

cuando, ¥ s6lo cuando, los vectores M M y g son colineales, es decir,
cuando, y silo cuando, las denadas de estos son propor-
cionales, es decir,

Tz _¥—h E=—Zn
= S, (43.8)
Estas son las ecuaciones buscadas de la recta. Se denominan comin-
mente eeuaciones candnicas de la recta, Esti claro que en el caso de la
recta en un plano la ecuacidn tendrd la forma:

I il (43.9)
i m

si la recta pasa por el punto My (ry, ¥} ¥ tiene un vector director
g =( m)

De Ias ecuaciones candnicas se obtienen con facilidad las ecua-
ciones de la recta que pasa por dos puntos prefijados My, M,. Con

—
este fin es suficiente tomar, como vector director, el vector MyM,,
expresando sus coordenadas en términos de las eoordenadas de los
puntos M, M, y sustituyéndolas en las i (43.8), (43.9).
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Por ejemplo, en el caso de una recta en el plano tendremos la ecuacién
siguiente:
oy b
Ty—3p =t
y en el caso de un espacio:
. T o)
=5 h—h %

Ohservemuos que en las ecuaciones candnicas de una recta los
denominadores pueden resultar ser nulos. Por esto, toda propercién
alb = ¢/d se entenderd en lo sucesivo como la igualdad ad = be.
Por consiguiente, la anulacién de una de las coordenadas del vector
director significa la reduccion a cero del numerador correspondiente
en las ecuaciones candmicas.

Con el objeto de reprosentar una recta analiticamente, las coor-
denadas de sus puntos se escriben, a menudo, come funciones de
cierto pardmetro auxiliar f. Tomemos por ¢ cads una de las razones
iguales en (43 &) ¥ (43.9). Entonces, en el caso de un espacio tendre-
mos las siguientes ecuaciones para una recta:

x=zxy+ I,
y =y + mi, {43.10)
=z +n
¥ las ecuaciones andlogas en el caso de una recta en el plano
s=ua + it
¥ = Yo + mt. {43.11)
Las iltimas se denominan eruaciomes paraméiricas de una recta.
Asignando al pardmetro ¢ difi valores, obtend 1if

puntos de la recta.

Grandes posibilidades y comodidades en la inscripeitn de dife-
rentes ecuaciones de una recta y de un plano ofrere el uso del con-
cepto de deter te. Ded por ejemplo, la 6m de un
plano que pasa por tres diferentes puntos no dispuestos en una misma
recta. Asi pues, sean dados tres puntos My (5, ¥y, 20 My (220 Ve )
My (23, Ys: 2,). Como estos puntos no se hallan en una misma
recta, entonces los vectores
— —

MMy=(x,— 2y, Yo—Uy, Sp—21)y MiMy={Zy— 21 Ya—V1» 53—5)

no son colineales. Por esta razén el punto MW {z, », 3} se halla en un
mismo plano con los puntos My, My, M, cuando, y sélo cuando,

los veclores .-h'-,ﬁ,, if_;;f; ¥

E‘T{f =(r=—1y Y—1I, 2=35)
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son coplanares, es decir, cuando, y sélo cusndo, el determinante
de sus denadas es igual a cero. Por lo tanto, la ecuncidn

T—n Y=k I1—%
det | zpmzy gty 3=z | =0 (43.12)

Iy— Iy hy—¥ =5
es la ecuacién del plano buscado que pasa por los tres puntos dados.
Consideremos, por fin, la ecuacidn de la recta en un espacio la
enal es perpendicular a dos rectas no paralelas ¥ pasa por un punto
dado. Supongamos que ambas rectas estin dadas por sus ecuaciones

candnicas
T U=l
W m o m

Fmny  d=h _3=h
1y my ny

1 dinm]

El vector director g de la recta | debe ser perp

a dos vectores

g = (lyy My M), ga = Iz, my, ng)
Estos vectores no son colineales y, por tanto, a titulo de g puede
tomarse, por ejemplo, el producto vectorial lgy, g,). Recordando
In expresion de |as coordenadas de un producto vectorial en términos
de las coordenadas de los factores y, usando para su inscripeitn los
determinantes de segundo orden, obtenemos

q,(dm (m-'"' ] dot (“‘:‘), det (t'm‘)).
Mghy ngly lamy

Si la recta buscada pasa por el plfnl.o My (zq: ¥o. %), |88 ecuaciones
cangnicas de la recta serin:

224 o =iy = 3=z =
do (i) aon (2] de (1)

Naturalmente, desde el punto de vista de principio, muchas
deduceiones respecto a la ecuacion de una recta o de un plano quedan
en vigor, cuando se emplea cualguier si afin de coordenad
Nuestro deseo de utilizar los sistemas rectangulares cartesianos de
coordenadas s debe, en lo principal, a que los razonamientos, en este
ultimo caso, son més simples.

Ejerciclos.

1. Escribase ln ecuscitn de la recia oo un plano, que pasa por dos puntos
dndos, utilizando el determinante de segundo crden. Compérese com (43.12).

2. jSerh justa Ja afirmacion de que la ecuacién (43.12) represonta siempre
la ecuacibn de un plane?
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3. Fscribase, por analogin con las i (43.10), las i pare-
mitricas de un plapo en un espacio. (Cwintus parimetros deben contener estas
ecuncionas?

4. Hallenso las coordenadas dal vestor normal de un plane que pasa por
tres ?-umlﬁédam no dispue[uols Ion una mizma regtl_h

Fl ta en =i el lugar métrico do los pontos en un espacio

cuyas wnrdmmn las soluciones de un sistema de tlcfs ecunciones lineales
elgebraicas con tres inciguitas?

§ 44, Disposiciin conjunta
Cusndo o consideran simulta-
neamente varias rectas y varios planos surgen diferentes problemas
relacionados, en primer lugar, con la necesidad de determinar su
disposicién mutun.
Supongamos que en un espacio dos planos que se cortan estdn
dados por sus ecuaciones generales
Az + By + Cz+ Dy =10,
A+ By -+ Ciz + D,y =0,
Estos planos forman dos dngulos adyacentes que en suma dan dos
rectas. Hallemos uno de ellos. Los vectores ny, = (4, By, C))
¥ ny = {4y, By, €} son normales y, por ende, la determinecién
del angulo entre los planos se reduce a la determinacién del dngulo g
entre los vectores my, ny. Conforme a (25.5) tenemos
= A+ BB+ G0y
AL+ 80 Bp ' (A B
Por analogia completa se deduce la férmula para hallar el dngulo
entre dos rectas en un plano, dadas por sus ecuaciones generales
A+ By + 0 =0,
A+ By + Co =10
Uno de loe dngulos g, formados por dichas rectas, se caleula segiin

la formula §iE
Ay 4+ 8,8y
o8 g = e BT
P T B A B

La condicién de paralelismo de unas rectas, dadas por sus ecua-
ciones generales, es la condicidn de caricter colineal de los vectorss

€08 0

normales, es decir, la condicién de proporcionalidad de sus coorde-
nadas

A

A B

La dicién de perpendi 1 de las rectas coincide con la
condigién cos p = 0, o bien, lo que es igual, con la condicién

AA, + BBy =0.
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Por sup una forma andl la tiene la condicidn

TR FE e T
b ey

de paralelismo de los planos y la condicidn

Adydy + BB, 4+ G0y =10
de perpendicularidad de los planos dados también mediante las
ecuaciones generales.

Supongamos ahora que dns rectas en un espacio, por ejemplo, estdn
dadas mediante las

Puesto que los veetores g, = (I, my, my), g2 = (L, My, My) son los
veclores directores para estas rectas, concluimos de nueve gue uno
de los dngulos g entre lag rectas coincidird con el dngulo entre
los vectores gy, g;. Por consiguiente,

Liytmyme+ning
[ R E T B TR
Correspondi la proporcionalidad de las coordenad,

05§ =

es 1o condicién de paralelismo de las rectas y la igualdad
Ll + mymy + myng =0
es la condicién de perpendicularidad de las mismas.

Estd claro que i las rectas y los planos vienen dados mediante
un método en el que se indica de modo explicito el vector director
o el normal, entonces la determinacion del dngulo entre las rectas
v los planos so reduce siempre a la del dngulo entre dichos vectores,
Supoungamos, por ¢jemple, que en un espacio se han dado el plano n,
mediante su ecuacidn goneral

Ar+ By +Cs 4D =1,

y la recta L, mediante la ecuacidn candnica

r—

P T
" n

[

Puesto que el dngulo ¢ entre la recta v el plano es complemen-
tario al angulo 1 entre el vector director de la recta y el vector nor-
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mal del plano (fig. 44.1), entonces
1Al BmtCn |
W B0 (Bt 2
Es evidente la condicién
Al+Bm 4 Cn =10
de paralelismo entre la recta y el plano y la condicién
A B 5

I~ m n

860 @ =

de perpendicularidad de la recta respecto del plano.

La forma de scuaciones generales, mediante la cual se dan una
recta y un plano, permite resolver con toda eficacia un importante
problema, & saber, el célculo de la
distancia desde un punto hesta la
recta, o hien desde un punto hesta
el plano. La deduccién de las for-
mulas es, en ambos casos, entera-
mente aniloga v nos limitamos de
nueve a la consideracion detallada
de una sola de ellas.

Supongamos que el plano n en
el espacio estd dado por su ecus-

Fig. 44.1. cion general (43.5). Tomemos un
punto arbltrnriu M, {xg‘ Yor Za)
Del punto M, tracemos una perpendicular al plano y

con M, (£, 3, 2,) la base de ésta. Esté clam qua la_distancia
] (Mm a) del punto M, al planc es igual a la longitud del vee-
tor Mo.ﬂfl.

Los vectores n = (4,8, C) y M,‘-\fl {23 — 200 1 — Voo
7y — 2,) son perpendiculares al mismo plano, razbn per la cual som

colineales. Por eso, existe un nimero ¢ tal que M.,M, = in, es
eoir,

I —xy = 14,

= lp = tB,

3 =z = (C,
El punte M, (x,. Yo %) se halla en el plamo m. Al expresar sus
coordenadns a base de las correlociones obtenidas v sustituirlas
en la ion del plano, t

Azt Byt G4 D
e T ==
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Pero, la. longitud del vector n es igual a (4 4 B* 4- C%)'* y, por
—_—
ende, | MM, | = |t ]| (A* 4+ B* 4+ C*)Y%. Por consiguiente

_ 1A%+ Byt D |
p My, )= (AV - g o0 iTF +
En particular,
101
(A ECni
A la par con la ecuacitén general (43.5) del plano consideraremos,
is, las sigui i suyas

4 (A4 B4 €=\ (Ax 4 By + Cz+ D) =0,

Do los dos signos posibles en el primer miembro elijamos el apusstoe
al signo de . Si es que D = 0, elijamos un signo cualquiera. Enton-
ces, el término independiente de esta ecuacidn serf un nimere no
positive —p, mientras que los coeficientes de z, y, z serén cosenos
de los éngulos entre el vector normal y los ejes. de coordenadas.
La ecuacién

p (0, )=

reosae 4+ yeosfi +zeosy—p=10 (44.1)
so llama ecuacién normalizada del plano. Es evidente que
p(My n) = |zgeosa + pacos P+ e85y —p |,
p 0, ) =p]
La distancia p (M, L) desde el punto M, (z,, y,) hasta la

recta L en el plano, dada mediante su ecuacién general (43.3), se
determina por la formula andloga

p(My, I)=LEEABEEL
La ecuaciin normalizada de una linea recta tiene por expresién
oo 4 ysenag —p = 0. (44.2)
Aqui, a es el dngulo formado por el vector normal con el ejo Oz.

Ejercicios.

1. ¢Fn gué condici i oo las da los vectores
nuh:a,lﬂ. dos rectas en un plana (tres planos en un espacio) se intersecan en un
punto?

2. (Bajo qué condicién ln recta (43.8) portenece al plano (43.5)7
3. (Bajo qué condicion dos recias en un espacio, dadas mediante ecusciones
candnicas, pertenscen 8 un plano?

4. Calciilense los dngulos entro la diagonal de un cubo y las cores de éste.

5. Dedizcase la formuls para calcular la distancia entre un punto y una
recta en un espacio, dada esta dltima medi sus i it
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§ 45. Plano en el espacio lineal

Ya hemos subrayado més de una
vez que una recta y un plano que pasan por el origen de coordenadas
se identifican en los espacios de los segmentos dirigidos con la ima-
gen geométrica de un subespacio. Pero segim sus propiedades, difie-
ren poco de cualesquiera olras rectas ¥ olros planos gque se obtienen

or traslacién paralela o por despl i de estos subespaci
ando generalizar este hecho para cualesquiera espacios lineales,
llegamos al concepto de plano en el espacio lineal,
Sea L cierto subespacio del espacio lineal K. Fijemos en K un
vector arbitrario ry. En particular, este vector puede pertenecer a L.
El conjunto H de veclores z que s obtienen segin la firmula

=+ 4 (45.1)

donde ¥ es cualquier vector de L, se denomina plano en el espacio
lineal K. El vector x, e llama vecfor de desplazamiento y el subespa-
cio L, director. En cuante al plano H, diremos que estd formado por
el despl i del subesp L al vestor z,.

El concepto formal de wn plano incluye en si las nociones de
rectas ¥ planos (len la interpretacién vectoriall) en log espacios de
segmentos dirigidos. Pero, por ahora no sabemos si posee las propie-
dades sndlogas.

Todo vegtor del plano H se representa del modo dnico en forma
de la suma (45.1). Sic =2, +yy:=1,+ ¢, donde y, ' €L,
resulta que y = y'. De la férmula (45.1) se deduce, ademds, que
la dif in entre dos cualesquiers del plano H pertencce
]l subespacio L.

Elijamos en el plano & un vector arbitrario z,. Sea 24 = 24 + po.
Representemos la igualdad (45.1) en la forma:

2=z + (¥ — Vo)

Los conjuntos de vectores y e y — ¥, describen el mismo subespa-
cio L. La dltima igualdad significa, por ello, que el plano H puede
obtenerse por d iento del subespacio L a tedo vector fijado
del mismo plano.

E] planc H es un conjunto de veel de K g do por el
subespacio L y el vector de desplazamiento z,, de conformidad
con (45.1). Una circunstancia de mucha importancia consiste en que
cualquier planc puede ser generado por un solo subespacio. Suponga-
mos que no es asi, es decir, que existen un subespacio director mas
L', v un vector de desplazamiento x,, que forman el mismo pla-
no H. En tal caso para todo z £ H tenemos z =z, 4 y, donde
¥ €L, ¥ al mismo tiempo z = z, + y', donde p' € L'. De aqui
8¢ desprende que el subespacio L' es un conjunte de vectores de K,
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definidos mediante la férmula
' = (zg— ) + 4

Como el vector nulo pertenece a L', de la Gltima férmula se
infiern que el vector (r, — z;) pertenece a L. Mas, esto significa
que el subespacio L se I de Jos mi que el subes-
pacio L.

Ya hemos indicado gue el vector de desplazamiento se define
mediante un plano y, ademés de un modo no unfuoco. No obstante,
en este caso tembién la cuestion acerca de la univocidad puede resol-
verse de una manera bien natural.

Convengamos en considerar que en el espacio lineal K se ha
introducido un producto escalar. Si en lugar del vector z, tomamos
ortyr,, estd claro que obtendremos el mismo plano Por ello, sin
restringir la generalidad, se puede considerar que x, L. El vector
7o en este caso se llamard vector ortogenal de desplazemiento. Ahora
podemos demostrar que tode plano es generado sile por un veetor
de desplazamiento.

El'eclwamonf.e. SUponNgamos qm e:mten dos vectores de despla-
zamiento x, Z,, que son ortog al subesg Ly sin
embargo, un mismo planc H. Enl,onces. para cwlquier vector

y' € L debe existic un veclor y” € L tal que ety =z +y
De aqm se deduce que z; — x; € L. Pero, segiin la h\pétasns. T -
x5 L L. Por consiguiente, z, — a3 = 0, es decir, 7, = 7,
ﬁsto significa, en parl:culnr que en un espacio dotado de un
producto escalar cualquier plano cuenta silo con un veclor ortogo-
nel_al subespacio director.

Dos planos se denominan kpnm!cfu, si el subespacio director de
uno de ellos forma parte del subespacie director del otro.

Esta afirmacién se justifica con facilidad. Cuslesquiera dos
planos paralelos H,, H, o bien no contientn ningin vector comin
o bien uno de ellos forma parte del otro. Supongamos que H,, H,
Lienen un vector comin ;. Puasto que tode plane puede ser obtenido
por jento del tor a cualquier vector suyo,
entonces tanto H, como H, se obtienen por desplazamiento de los
sub dientes al vector 5. Pero uno de los subespacios
forma parte de.l olrn, por lo cual uno de los plancs forma parte
del otro.

Un subespacio es un caso particular del plano. Es evidente que
el subespacio L es paralelo a todo plano X, obtenido por desplazs-
miento de L a cierto vector x,. Do la propiedad demostrada para
los planos paralelos se infiere que H coincide con L cusndo, y sblo
cuando, 1, €L

Consideraremos ahora dos planos no paralelos H,, H, Estos
o bien no tienen ningin vector comiin o bien tienen el vector comun.
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En el primer caso los planos H,, H, se llamarén planos que se cruzan
en el segundo caso llamémoslos planos que se intersecan.
Al lgual que en el caso de subespacies, un conjunto de vectores

pert tes simultd a Hy, y H, se denominard intersec-
cién de estos planos y se :ndma.ré H, n H, Supongemus que gl
plano H, se ba formado por d del p Ly vel
plano H,, por despl del subespacie L,. Desig
H=H, N Hy L=1L,N Ly
TEOREMA 5.4, Si la Infermctdn ¥il mnt!ene el mxmr %0y representa
en gf un plano formado por despl tento de la i tdn L a dicho
vector.
Aciox, Segin la b is del t existe un veclor z,
t iente a la }? que existe un vector

més 5 €A Hepresontémoe]o en la forma:
5=z + (5 — )
Ahora, de la sucesién de correlaciones
2, H€H -z, € Hﬁ_ 53 EHy 2 — 5 €Ly
H—5€Ly+n—25EL

conluimos que todo vector de la intersecciin i puede ser represen-
tado como la suma del vector z, v cierto vector de la interseccion L.
Tomemos, luego, un vector arbitrario f de L. Se tiene

fEL—fEL; fE€Ly—~z+f€H:
s+ JEMy w2y +[EH,

s decir, l.odo veetor dal subr acio L dusplazadu al \-entor Zg, Per-
teneco a la i queda ado.
Un plane no ha de ser f un in, No ohst
£6 lo puede atribuir una dimensién igual a la del subespacio director.
Un plano de dlmensién nila contiene sblo un vector: sl vector de
Al ion de la i de
lns planos seri Gtil el teorema 19.1. De los teoromas 19.1, 45.1
e de que la di ifn de la int H no es superior
2 la minima de las dimensiones H, H,.
Si en un espacio de segmentos dmgndos vienen dades dos (tres)
p ciertas condiciones adicionales,
pudemos construir sﬁ[n un plano de dimension 1 (2) que contenga
los vectoras dados. Dichas condicionss adicionales pueden en
del modo siguiente. Los dos vectores dados no deben ser coincidentes,
es decir, no deben pertenecer a un plano de dimension nula. Los
tres voctores dados no deben pertenecer a un plano de dimensidn uno.
Hechos andlogos tienen lugar en un espacio lineal arbitrario.
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MOS que en un esp lineal estin dades los vectores
Zay ;,, ooy g, Diremos gue estos veclores se encuentran en la
posicidn general, si np pertenecen a un plano de dimensién & — 1.

TEONEMA 632 Si los vectores Zg, Xy, . . ., Iy §€ encuentran en la
posicidn general, existe un dnico plano H de dimenstén k que los con-
tiene.

DEMOSTRACION, Examinemos loa VECLOres y — Zg, Ty — Ty o - -
& .

oy En— T Bi [uenn li P tes, per
a cicrto subesy de d i6n no ior & k — 1. Por consis
te, los i + Zyy - - .y Ty pertenecerian a un

plnno nhtcmdo pur dnspln:ﬂmmntn de este subespacic al veglor z,,
lo qua contradice la hipdtesis del teorema.

Asi pues, los vectores x, — x,, T, — Xy, ..., Ty — T, SO0
linealmente independientes, anllqunmos con L su cépsula lineal. E1
subespacio L tiene una di k. Al 1 lo al vector
obtendremos cierto plano H de la misma dimension a Ia que perte-
necen todos los vectores dados oy, 2, . .. 2y

El plano constraido H es fnico. En efecto, supongamos que los
Vectores Zg, £y, . . ., £y pertenecen a dos planos ffy, H,, ambug de
dimensién k. Bl plano no cambia, si el vector de desplazamiento
se sustituye por cualquier otro vector del plano. Por ello, sin restrin-
gir ]n generalidad. se puede considerar que H,, Iy se han obtenido
por despl iento tivo de los sul Ly, Ly a un mismo
veclor :c, Pero en este caso resulta que ambos subespnﬂua coineiden,
puesto que tienen la misma dimensiin & ¥ contienen wn mismo
sistema linealmente independiente #; — o, 23 — %o .2 00 I — Ty

Ejercicios.

1. Sean H,. M, dos planos cualesquiera. Llamemos suma fi; + iy de Lnt

phnw iy, Hy el conjunto de todos los vectores del tipo 2, + =, donde 5 EH,
€ .H'. 'Deunurstme que lo suma de loz planos es un plano
en M un rlam ¥ sea b un ndmero. Llamemos pmd'ucm}.l‘xl' del plane i

por ei Jlﬂm(m i el n’lmlo do !:rdus lu! vwl.om del tipe iz, donde = £ H. De-
mudstrese que este producto ey

3. ;Serii espacio lineal el cnnwnla de todus Ins Inanos de un mismo espacio
con las sobire ellos ga

4. Demuéstrese que los vectores r,, x,, ..., 7y SC encoentran cu Ia posi-
eitn general cunndo, ¥ solo cuande, los vectores 2, — Iy, T3 — T o000 Ty —
— z, #on linealmente indepandiantes.

5. Demuéstrese que un plano de dimensién & que contiene los vectores de
pesicidn general 5, 14 &4 un aubespacio cuando, y solo cusndo, estos
weclores sun Ilnulmmle depemﬂ{'mu

§ 46,  Reeta ¢ hiperplano

En el espacio lineal K de dimen-
sihn m existen dos clases de planos que ocupan une posicion especial.
Se trata de los planes de dimen=ion 1 v de los planos de dimension
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m — 1. De acuerde con la imagen geométrica en los espacios de
segmentos dirigidos, tode plano de dimensién 1 se llama linea recta.
Un plano de dimension m — 1 se llama hiperplano.

Consideremos una recta arbitraria K en el espacio lineal K.
Designemos mediante x, el vector de desplazamiento y mediante g,
el vector bésico del subespacio director wnidi ional. Supongamos
que estos vectores estin dados per sus coordenadas

Zg = (T Tgy oo 0 Tmh
g= (@ o - o o Tm)

respecto de cierta base del espacio &, Evidentemente, todo vector 2
de la recta H puede ser dado en la forma:

z =1, + I, (46.1)

donde ¢ es un namero. Por esto la eorrolacion (46.1) e puede consi-
derar ecuacién vectorial de ln recta H en el e:vacio K. Si el vector 5
tiene en la misma base las coordenadas

2= (233 33, -« Zmh

la igualdad (46.1) segin las coordenadas, ab-

hiond

tendremos
Sy Iyt by
a=t ot (45.2)

Al comparar shora estas ecuaciones con (43 109, (43.11). resulta
natural denominarlas ecuaciones paramétricas de la recta H. Diremos
que la recta H pasa por el vector xy y tiene el vector director q.

De do con el t 45.2, par lesquiera dos veclores
no eoincidentss zo, yo Siempre se puede trazar vna recta ¥, ademds,
una sola. Supongamos que en cierta base del espacio K los vectores
Zo, Yo vienen dados por sus eoordenadas

Ty = 1y, Tay - - oy Tmhs
Yo = (W1e Ysr « = oy Hm)e
Como que a titulo de vector director puede tomarse, por ejemplo,
el vector g, — &, ent de la ion (46.2) obt las
ecuaciones paramétricas
n=z+ys—7) 1,
=+, (46.8)

B == iyt (= Fm}

de una rects que pasa por los dos vectores dodes.
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Cuando ¢ = (), estas ecuaciones definen el vector z,; cuando
t =1, el vector y,. Si el espacio K es real, el conjunto de vectoras
dados mediante las ecuaciones (46.3) para 0=¢=1 so llamard
segmento que une Jos veetores oy, . Por supuesto, esta denominacitn
estd ligada con la imagen geométrica del conjunto dado en los espa-
cios de segmentos dirigidos.

Supongamos que la recta H so corta con cierto planu En i.nl
caso, de acuerdo con el corolario del 45.1, Ja
serh o bien una recta o hiem un vector. Si la interseccién resulta
ser una recta, €sta coincidird, por supuesto, con la recta H. Pero
esto significa gue al cortarse una lines recta con un plano, la recta
o bien so mantiene Integramente en el plano o bien tiene con éste
sblo un vector comiin.

La nocion de hiperplano tiene sentido en todu cs-paeio ianaa!
sin embargo la emplearemos sdlo en los de

escalar,
Examinemos un hnperplano arbitrario H. Supongams que se
ha formado por P to del p (m — 1)-di

nal L al vector x,. El complemento ortogonal L1 serd, en este caso,
un subespacio unidimensional. Indiquemos can n cualgniera de sus
vectores bésicos. El vector z pertenece al hiperplano H cuando,
¥ s6lo cuando, el veetor = — z, pertenszca al subespacio L. A su
ver, esta condicion se cumple cusndo, v #b6lo cuamdn, el vector
2 — x, sen ortogonal ol veetor n, es decir,

(n, s —x)=10. ¢ (46.4)

De este modo, hemos obtenido una ecuacién ln cual so satisface
por todos los vectores del hiperplano M. Con el {in do definir un
hiperplano en forma de tal ccuacion, basta indicar cualquier voe-
tor m, gonal ai subespacio dir r, ¥ el vector de desplazamien-
to 2.

El hecho de que la pcoacién tenga vno forma explicita permite
simplificar, en grado cons darab]e di\rnrsa.s Invasl.igacmnes Sean
dados los vectores ny, ng, . . Investigua-
mos un plano A que os la mleraeu:[én da Tos !uperplanns

(g, 3—a4) =0,
(g, z—ay) =0, (48.5)

{ry, 2—mry)=0.

Este probl puede id como lucién del sistoma de
ecusciones (46.5) respecto de los veetores z. Supongamos que la
interseccién de los hiperplanos no es vaein, es decir, que el siste-
ma (46.5) tiene por lo menos unn solucion 2,. Entonces, como se sabe,
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el plano buscado se determina también por el sigui
(my, 2—2q) =0,
(na, 3—2) =0, o)
(Mo 3= =0
en virtud de que nlnfﬁn plano varia, s1 ¢l veetor de desplazamiento
s sustituye por cualquier otro vector del plano.
El vector y = 2 — £, €3 un vector arbitrario de la interseccidn L

de los subespacios directores de todos los k hiperplancs, Es evidente
que los vectores ¥ del subespacio L satisfacen el siguiente sistema:

{my ) =0,
5 S @
(may 1) =0,

La interseccion L, dada en forma del sistema {46.7), permite
resolver con facilidad la cuestion sobra la dimension de L. Segun
se desprends del mismo sist al pacio L es un compl
ortogonal do la cdpsula lineal del sistema de vectores Ry, My oo
<.y iy Siroesel rango de dicho sistema, la dimensién de Ly,
por lo tanto, de B serd igual am —r, donde m es la dimension del
espacio. En parllcu]ar. =i log vectores n,. Ra, ..., fy son lineal-
mente independientes, la di ion del plano (46.5) es m — k&
En este caso se presupone, desde leego, que el plano existe, es decir,
el sistema (46.5) tiene al menos una solucidn. Con el fin de peefijar
ol subespacio L, definido por el sistema (46.7), basta indicar su base,
es decir, cualguier sistema de m = r vectores iinenlmi\nw indepen-
dientes, ortogonales a los veetnres ny. g,

La cevacion (46.4) del hipeeplano purde Es«.r]h!rse tambitn de
una forma algo diferente. Designemos (n, £,) = b, entonces la

ecuaciin

(nyz) = b {46.8)
definird el misme hiperplano que la ecuacidn (46.4). Hemos de
notar que las ecuaciones generales (43.3), (43.3) de una recta y de
un plano son, en esencia, las mismas ccuacionos, Resulta importante
subrayar que foda ecnacion del tipo (46.8) puede sor reducida al
tipo (46.4), eligiendo de wna manera adecuada cl vector x, Para
ello es suficionte, por ejemplo, tomar x, en la forma:

Ty = @n,

Al sustituir esta expresion en (46.4) y comparando con (6.8}, con-
cluimos que debe vevificarse

S

Tl
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Ahora podemos hacer unn deduccién de que si un sistema del
tipo (46.5) define cierto plano, el mismo plano puede ser definido
también por el sistema del tipe siguiente:

(ny, 2)=0by,
(nay 2)="bs,

(46.9)

con los correspondientes nimeros by, by, . . ., by. Evidentemente,
sord licita también la afirmacién inversa. El sistema (46.9) define
ol mismo plano que el sistema (46.5) con los vectores correspondientes
¥ Egy, 5inciy g

g La recta y el plano son hiperplanos en los espacios Vi ¥ ¥y,
respectivamente. Anteriormente se ha establecido la relacidn que
existe entre la distancia desde un punto hasta dichos hiperplanos
y el resultado de la sustitueidn de las coordenadas del punto en las
ecuaciones generales. Una relacién andloga tiene lugar también en
el caso de un hiperplano arbitrario.

Sea A un hiperplano dado mediante la ecuacién {46.1). Como
hasta ahora, designemos con p (. H) la distancia entre el veetor o
y H. Tomando en consideraciin la ecuacidn (46.4), obtenemos que

(1, v — To) = (my v — 20) = (1, 5 — &) = (n, v —2)

para cualquier vector 2 de H. De conformidad con la desigualdad
de Cauchy—DBuniakovski

[y v =g} < |n|lo—z] {46.10}
Por esto
I in, r—x4} |
In)

fo—z2| =

Si mostramos que en el hiperplano H existe un veclor z* y,
ademds, sdlo uno, para el cual la desigualdad (46.10) se convierte en
una jgualdad, esto serd indicio de gue, en primer lugar,

piv, H)y= (45.11)

| (g v=—xa) |
[EX!

¥, en segundo lugar, el valorp (v, M) se logra en un solo veelor 3%,
Designemos con L ol subespacio direclor del hipecplano H.

Esti claro que todo vector, ortogonal a L, sord colineal con n. y vice-

versa. La desigualdad (46.10) se convierle on igualdad cuando,

v solo cuando, los vectores i y ¢ — zson colineales, es decir, v — 3 =

= an para eierto ni . Supong que la igualdad se verifica

para dos vectores 5, 3, de [, es decir,

D=5y = ayn,
U= Za = Gall.
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Do aqui se desprende que
5 =3 = ey —ay)
Por consiguionte, 2, — 3, 1 L. l'ero z, — 2; € L como la difersncia
entre dos vectores del hiperplano. Por ello 5 =gy =06z =z,

Designemos mediante 2z, un vector de # ortogonal a L. Come s
sabe, vste voelor oxiste y o9 Gnico. Escribamos el veelor z en forma
de la suma

=1y + p.
donde y € L. Representemos el veetor v en la [orma
v=f4s
donde fEL, 5 L L. Alora
v—r= =)+ (=

Si hacemos z =z, + f,

V2=,

El vector b = s — z, es ortogonal a L y In férmula (46.11} queda
establecida.

Al mismo tiempo hemos demostradn que todo vector v del
espacio puode ser represontado de mode dnico en forma de la suma

p=1z+h,

donde el veelor z pertenece al hiperplano & v el vector k s ortogona
al subespacio di L. Po ia con los espaclos de segmentos
dirigides, ol voctor z en esta descomposicion se denomina proyeccidn
del vector & sabre el hiperplano H; h os la perpendicular trazada
del vector v sobre K. El proceso en ol que el vector = se obtiene de o
se lama proyecesdn do v sobre . Si el hiperplano estd dado por la
ecuacién (46.4), ol vector n se llama vestor normal del hiperplano.
Para los vectores dndos x, y n existe un iinico hiporplano que con-
tiene el vector z, v es ortogonal al vector n.

Ejercicios.

1. Demuéstzeso que cuslquier plane distints de tedo el espacio pueda ser
dado como una Interseccibn de los hiperplanos (46.9).

2. Damufstrese que la sume de hiperplancs serd un Liperplano cusnde,
¥ sblo IE\IIIIIH!I. los b i Lal

son
que el producto de un hiperpl

por un ndmero oo nulo

e un haperplanc.

i ‘5 Ludles son las coudiciones de paralelisnio entre uos recta y un hiper-
LT

’ 5. Dedizeaso ln formula de la distanciy entee un vector v una recta dede

modisnte la councién (46.1],
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§ 47. Semiespaclo

Con las nociones de recta e hi-
perplano de un cuerpo estd relacionada la nocifn de los asi llamados
conjuntos ‘convexos. Como que estos conjuntos son de amplio uso
en las mis diversas ramas de la matemética, fijemos nuestra atencidn
en la investigacién de una parte de ellos.

Un conjunto de vectores de un espacio lineal real se denomina
convezo, i junto con cada dos veetores contiene también todo el
segmento que los une.

Como conjuntos convexos pueden intervemir, por ejemplo, un
veetor, un segmento, una recta, un subespacio, un plano, un hiper-
plano y varios més.

Supongamos que el hiperplano en un espacio real viene dado
mediante la ecuacidn

(n z) — b =D,
Un conjunto de vectores = que satisfacen la desigualdad
(8 —b<0 (47.1)
]
(n 2)—b>0. (61.2)

se llama semiespacio abierto. El semiespacio (47.1) se denomina
negative y el (47.2), posmtive.

TEOREMA 41.0. Un semies &5 un t
pemosTRACION. T dos Ty, Yo ¥
@, = (n, zp) — b, DO, = (n, yo) — b

5i z es un vector coalquiera de una recta que pasa por ry, ¥y, entonces
2 =1y + t (¥ — To)

Parn 0 =2 ¢ = 1 obtenemos los vectores del segmento que une xq, ¥,
Tenemos

(ny 5) — b =@ (1 — ) + Dot (47.3)

8i @, y @, tienen signos idénticos, es decir, =1 los veclores z,, y,
pertenecen a un mismo semiespacio, el segundo miembro de la corre-
Tacion (47.3) secd del mismo signo que @, y @, para todos los valores
do ¢ que satisfacen las desigualdades 0= ¢<1.

De este modo, todo hiperplano divide el espacio lineal en tres
conjuntos convexes disjuntos, a saber, el propio hiperplany y dos
semiespacios abiertos,

Supongamos que los Vectores ry, y, pertenecen a diferentes se-
miespacios, es decir, @, y @, tienen signos opuestos. La transfor-
macion formal de la correlacion (47.3) conduce a la desigualdad
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siguienta:
(w2 2 —b= (O @) (t =) -

De agui se infiere que una recla que pasa por los veclores z,, U
corta el hiperplano. La interseccion se determina por el valor
- -~

1—m,m, *

que satisface lag desigualdades 0 == ¢ = 1. Asi pues,

&i das veclores pertenecen a diferentes semiespacios el seginento que
une dichos vectores corta el hiperplano gue define los semiespacios.

Teniendo presente la pmp:wfa:l @ iada, es fécl] P
qué rep en s los I en los esp de
dirigidos. En un plano los extremos de los vectores del semiespacio
se disponen de un lado de la linea recta; en un espacio, de un lado
del plano.

A la par con los semiespacios abierlos se consideran, con frecuen-
cia, los cerradms. Se dofinen como conjuntos de los vectores 3 gque
satisfacen la desigualdad

t=

H—b0 {47.4)

(n, ) — b =10 (47.5)

El semespacio (47.4) se llama no positive, el (47.5) no negalivo
Por supnesto, los semiespacios cerrados son también conjuntos
CONVEXOS,

TEOREMA 472 Una inferseccidn de comjuntes converos es um cor-
junto eonvero.

pemMosTRAcioN B3 qufl:mnlc, evildentemente, cxaminar el caso
de dos conjuntox L'y, U, Sea &7 = I, ] U5 su interseceidn. Tome-
maos cualesquiera dos vectores x,, ¥, :fe U y designemos mediante §
el segmento que los une. Los vectores ry, y, pertenecen tante a U/
como a Uy, Por ello, por ser los conjuntos Uy, U, convexos, el seg-
mento § pertenece integramente tanto a ) como a [7,, es decwr,
ol segmento § pertenece a la interseccion {

El teorema demostrado es de gran importancia, cuando sv estu-
dian los conjuntos convexos. En particular, permite alirmar que un
conjunto no vacio de vectores z que satisfacen simultineamente el
sistema de dosigualdades

(n ) —fi =20,
(“:- 5)—fh=z0,

(rny H—fu =0




4 48 SISTEMAS DE.ECUACIONES LINEALES 1689

es convexo. Semejantes sistemas do desigualdades sirven de elemento
principal en la deseripcion de muchos problemas referentes a la
planificacion de la produccidn, al mando, ete.

Ejercicios.

1. Demuéstrese que ol conjunto de vectores z que satislecen la condicion
{2, :] @, 08 CONSANO.
emuéstrese que si un vector z pertenece al hiperplano (46.8), el vector
EE n =0 ubica en un mninpac[o positive,
] ast.in dados med; las i
normuadas (44.1), :‘iﬁ 2), eI orlm de coordenados se dispons siempre en un
semiespocio no positivo,

§ 48. Sistemas de ecuaciones

linea
\olvnmua numnmeula a la in-
vestigacion de los sistemas de es alg livealas, esta
vez en relacién eon el prohbl de la i cian de hiperplanos.
Examinemos un espacio K, real o complejo, de dimension m.
Supongamos que en ol l:.spncm se ha introducide un producte escalar.
Elijamos una base ortonnr y od que los veclores
normales my, Ry, ... 8y de los Iuporpl.rmos iy, My, oo 06, de
(46.4) os'r.én du( oz mediante sus conrdenadas
Ry= gy, Bezy <o Bmbs
Ra= (a0 oy ooy ﬂ:an) (48.1)
-[u,“. Brgy vova .-x,.m)

respecto de dicha hase, Convengamos en considerar gue los veclores

= {1 2 e Znh
quo pertenecen a la interseecidm de los hiperplanos, se determinan
tambaén por sus coordenadas en la misma base.

En ¢l caso de un espacio real, el producto escalar de veclores
cn lo base ortonormalizada es ignal a la suma de los productos de
conrdenadas tomados dos o dos. Dor ello, ol sistema (46.9), expresailo
en coordenadas, tendrd la forma siguiente

Aty BiaZ oo b ByE = By,
Batit it oo 4 Ogmiem =

(48.2)
Ayttt Gymin - by

En el caso de un espacio complejo nbiendremos de nuevo un sistema
andlogo, a excepeion de que los coeficientes ante las inchgnitas v los
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segundos miembros se sustituirin por umes ndmeros conjugados
complejos.

Asi puos, el problema de la interseccién de hiperplanos se reduce
4 otro problema en el que se reswelve un sistema de ecnaciones
algebraicas lineales v que ya estudiamos en ol parrafo 22. Evidente-
mente, cualquier sistema de ecuaciones de cocficientes complejos
© reales puede Lambién investigarse desde el punto de vista de la
interseceion de unos hiperplanos en el espacio complejo o real P,

Una cueublﬂn rta :mpnrtuncln B4 In m\festlgaclén de un sunnma
de alg da con la compatibili
e éste. Preci com sty ion esta ligada la respuesta a la
pregunta sobre si es conjunto vacio o no la intersecciou de hiperpla-
nos, Desde luego, para efectuar tal investigacion se pusde aprovechar
el método do Gauss. No obstante, este méwdn no es sismpre comoedo,

Al diar los si de braices lineales nos
vemos obligados a tratar dos matrices, Una de ellas se compone
de los cosficientes de las incdgnitas y se llama matriz del sistema.
Esta matriz tiens la forma siguiente

Ayglyy o ae “im
244033 -

“nﬂn ves Brm

La otra se obtiene de la primera por adicién de una columna de los
segundos miembroz

Gyl e Gypby

"'21% <o lambs

Apiyg - ﬂlw"a

y so denomina metriz amplioda del sistema, Observemos, en parti-
cular, que el rango de la matriz del sistema coincide con el del
sistema de vectores (48.1).

TEOREMA 4., (de Kronecker—Capellt). Paru que un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales sea compatible, es necesario y suficiente
que el rango de lo matriz ampliada del sistema sea igual al rango de la
matriz del sistema.

vemosTiacton. Haremos uso de las designaciones aceptadas en el

parrafo 22. Los vectores a,, @s. . . ., @, b representan en si, salve
la disposicién, las columnas de las matrices en consideracidn. Puesto
que el rango de la matriz coincide con ol del sist de sus

columna, entonces para demostrar el teorema basta probar que el
sistoma serd compatible cuando, y sélo euando, el rango del siste-
ma &y, A, « . .0 Ay coincide con el del sistema ay, ag, ..., am, b
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Q b

que el (48.2) os compatible. Esto significa
que la igualdad {22 1) se varifica para cierto surtido de nimeros
Zyy 330 . - 0 Smo €8 decir, el vector b as una combinacién lineal de
vectores dy, d@y, . . ., @m. Mas, de agqui se deduce que cualquier
base del sistema a;, ay, . . ., Gm sord, a la vez, la base del sistema
ay, 8y, .« o0 Am, b, 83 decir, los rangos de ambos sistemas coinciden.

Supongames ahora que los rangos de estos sistemas coinciden.
Elijamos una base cualquiera de a;, ay, . . ., &n. Esta serd también
la bose del sistemn ay, a3, . . ., @, b. Por consiguiente, el vector b
se oxpresa linealmente en términos de una parte do loa vectores
dol sistema a,, @y, . .., &5 Ya que puede también representarse
en forma de una eombinacitn lineal de todos los vectores a;,

.o fpy, 85to significa la patibilidad del si G'Q) Ei
teoroma quedn demostrado.

El sist de Igebraicas lineales (48.2) se llama
no homogéneo, si no todos los rmiembros segundos son nulos. Eu el
caso contrario, se llama homogé Todo 1 2é es
siempre compatible, puasto que una da sus soluciones es 3y = 3, =
vee =Zn =0 Un dal (48.2) como :esu]-
tado do sustitnir todos los segundos miemhros por ceros, se denomina
sistema homogéneo reducido. Si el sistema (48.2) es compatible,
cada solucién de éste se llamard solucién particular. El conjunto
de todas las soluciones particulares se denominard solucidn general
del sistema.

Sirviéndonos de la informacién obtenida anteriormente, acerca
de los planos v sislemas (46.6), (48.7), (46.9) que describen la
mmmmn de Ins hlpﬂrplanns podemos hacer toda una serie
de d ala itn general del sistema de ecua-
ciones nlgabrawaa hnaales A saber,

La solucidn general de un sistema homaogéneo reducido forma en el
espacio Py un subespacio de dimensidn m — r, donde r es el rango
de la matriz del ststema. Cualquier base de sste subespacio lleva el
nombre de sistema fundamental de soluciones.

La solucidn general de un sistema no homogénea es un plano en el
espacio Pry, do por despl i de la solucidn general del
sistema homogénen reducido o cua!qmer solucidn particular del sistema
no homogéneo.

La d!,fere:km entre cualesquiera d'os soluciones particulares de un
sistema no homogéneo es una solucidn particular del sistema homogéneo
reducido,

Entre las soluciones particulares de un sistema no homogéneo hay
una tinica solucidn que s ortogonal a todas lns soluciones del sistema
homogéneo reducido. Esta solucion se llama nrormal.

Para que un sistema compatible tenga una niea solucidn, es nece-
sario y suficiente que el range de la matriz del sistema sea tgual al
nimero de incdgnitas,
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Para que un sistema homogéneo tenga una solucidn no nula, es
necesario y sufictente que el rango de lo matriz del sislema sea infertor
al mumers de nedgnitas.

En la investigacion realizada de los sistemas de ecuacienes al-
gebraicas lineales el concepto de determinante se ha usado sélo
de manera indirecta, principalmente, por intermedio del concepto
de rangn de la matriz. Sin embargo, en la teoria de los sistemas de

i te d pefia un papel considerablemente

el deter
mayor.

Supongamos que la matriz de un sistema es cuadrada. Para que el
rango de la matriz del sistema sea inferior al nimero de incognitas,
es necesario y suficiente que el determinante del sistems sea igual
a cero. Por ello,

Un sistema homogéneo tiene una solucidn no nula evande, y solo
cuando, el determinante del sistema es igual a cero.

Supongamos ahora que el delerminante del sistema es distinto
de cero. Esto es indicio de que el rango de 1a matriz del sistema es .
El rango de la matriz ampliada no puede ser inferior a m. Pero
tampoco puede ser superior a m, puesto que no hay menores de orden
m 4+ 1. Por consiguiente, log rangos de ambas matrices son idénti-
cos, es decir, ¢l sislema en esle caso ez obligatoriamente compatihle,
Mas ain, tiene una solucién inica. De este moda,

St el determinante de un sistema ev distinto de cero, ¢l sistema
stemnpre tiene soluciin [ esta solucidn es tinica.

Desde ¢l punto de vista de la investigacion de la interseccidn
de liperplanos, a este hecho se le puede atribuir la sipoiente
formar

Si los vectores normales de unes hiporplanos forman la hase
de wn espacio, la interseccion de dichos hiperplanos no es vacia
¥ eonbiene solo wn vector,

Indiquemos con el delepminante de un sistema ¥ con €, un
determinante que se distingue de d sélo en que la j-ésima columna
en este iltimo se ha sustituido por la columna de los segundos miem-
bros &y, by, .. .. by En este caso la iinica solucién del sistema
puede calcularse segiin las firmulas

=2, 11,2 ..,n (48.3)
En efecto, d li Ay el pl algebraico
del el ay, del determi del sistema. Desarrollande d;

por los elementos de la f-ésima columna, obtenemos

dy= 2] bydyy
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Sustituyamos ahora las expresiones (48.3) en la k-fsima ecuacién
arbitraria del sistema

n n n "
Doy F=7 Do bdy=g 3 B obidy=

Je=i Ju] (] deml daml
’ noon 1 " L]

=2 2 3 hady=7 2 b Y andy=ba
A el il FE )

La suma interior en la dltima igualdad es igual, de acuerdo con
(40.5), (40.8), o bien a d o bien a cero, lo que depende de si { =
=koizk

De esto modo, las férmulas (48.3) proporcionan una expresién
explicita para la solucién del sisterma en términos de sus elementos,
En virtud de lo unicidad, no existe ninguna otra solucidn., Estas
farmulas llevan el nombre de Cramer.

Desde el punto de vista formal, basindose en los cileulos de log
determinantes, se pueden resolver lesquiera si de i
nes del tipo (48.2). Al principio, calenlando varios menores de la
matriz del sistema y de la matriz ampliada, comprobamos la compa-
tibilidad del sistema. Supongamos que ol sistema resulta sor compa-
tible v ol rango de ambas matrices es igual a r. Sin restringir la
generalidad, 2o puede considerar que el menor principal de orden r
de la matriz del sistema es distinto de cero. De acuerdo con el teo-
rema 41.1, las iltimas & — r filas de la matriz amplinda son com-
binaciones lineales de sws r primeras filas. Por consiguiente, el
sistoma

|
SR | S Ol Fese ok G By b,

es equivalente al sistema (48.2).

Las incognitas z,ep, ..., 5m se llamaran, como antes, inde-
pendientes. Al atribuicles cualesquiera valores, se pueden determi-
nur Lodas las demds incognitas, resolviende el sistema con la matriz
del menor principal segin, por cjemplo, las formulas de Cramer.

iste método de resolver el sistema posee cierta valia 2blo en las
investigaciones tedricas. En cuanto al aspecto prictico, resulta
mucho més ventajoso servirse del método de Gauss, deserito en
el § 22,
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Eiereicios.

1. Demuéstrese que la solucién ;i:enera] &3 un conjunto convexo,
2, Demn&lme qlw entre todss laz soluciones particnlares de un siateins
o hnmgém soluciin normal s de longmld m nima.
Demuéetresa que ol sislema | lidad

m— el sistema d\mdo. parm lns cuales el dmrmi-
:imm wmpmm Ao lna valores de las incégnitas independientes es distinto
cero.

4 En el § 29 pe ha abgervado qno las pequefies variaciones en las coorde-
nadas pusden condueir o la vi el d oi dencin lineal
IieLIOQ vectares. §Qué deduecm]nea pned:an 'lumm da aste Imh con relacidn
L s




CAPITULO 6 LIMITE EN EL ESPACIO

§ 40, Espacio métrico

Uno de los conceptos fundamen-
tales del anilisis matemilico lo constituye el concepto de limite.
Esti basado en que para los puntos de un eje numérico se ha definido
la nocién de “cercania” o, con mas precizion, de distancia entre los
puntos.

La comparacién de las “cercanias’ se puede introducir también
en los conjuntos cuya naturaleza es totalmente diferente. En el § 29
ya hemos definido la distancia entre los vectores de los espacios
lineales dotad prod lescubriéndose que la di

escalar,
citada posee las mismas propiedades (29.5) que tiene la distancin
entre los puntos de un eje numérico. La distancia entre los vectores
se definia mediante el producto escalar que, & su vez, se introducis
axiomdticamente.

Parece natural tratar de introducir eziomdticamente la propin
distancia, al exigir que se cumplan =in falts las propiedades (29.5).

Ha de ser notado que hos hechos fund les de la teoria
del limite en el anélisis matemético no estin relasionados con el
hecho que para los estin definidas unas i alge-

braicas, Por eso empezaremos por la extension del concepto de distan-
cia 8 unos conjuntos arbitrarios de elementos que no son forzosa-
mente vectores de un espacio lineal.

Un conjunto se denomina espacio métrico, si a todo par de sus
elementos se la ha puesio en correspondencia un nimero real no
negativo, llamado distancta, con la particularidad de que se cumplen
los axiomas siguientes:

1) p (2 ¥) = p (v, 7).

Dplr, V>0, sicsky; plr, y) =0, 8iz=y,

Dple =pix 2 +ply)
para cualesquiera elementos r, ¥, 2. Estos axiomas se llaman axio-
mas de la métrica; el primero de ellos se denomina azioma de simetria
v el tercero, arioma triengular.

Todo conjunto de elementos en el que se ha definido una relacién
de igualdad puede ser convertido formalmente en un espacio métrico
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al poner
0, si £= 4, .
4= 49.1
pilx, u) {4 Fimy. (49.1)
Es facil comprobar que todos los axiomas de la métrica estin cum-
plidos.

El vector z, del espacio métrico X so lama limite de la sucesitn
z,} de elementos z,, £y, ..., To, .. de X, si la sucesibn de
istancias p (za, #1)s P (Ty, Ta)y - - 0 P (Tas Ta) . . . cOnverge a cero

En este caso suele escribirse

Iy =Ty
o bien

limr,=ux,

N

¥ decirse que la sucesion {r,) so lama convergente en X o simple-
mente convergenis,

Observemos que una misma sucesién de elementos de un mismo
conjunto X puede ser convergente o divergonte, segiin sea la métrica
introducida en X. Supongamos, por ejemplo, que en un espacio
métrico X se ha elegido una sucesidn convergente {z,}, compuesta
por unos elementos distintos dos a dos. Cambiemos Ia métrica en X,
al introducirla de acuerdo con (49.1). En este caso la sucesién ()}
va no serd convergente. Efectivamente, supongames que z, —-z,,
es decir, p (., %) —=~0. Con la métrica nueva esto es posible silo
en el caso en que todos los elementos de {z.}, a excepcidn de su
admero finito, coinciden con r. La contradiccion ebtenida confirma
la afirmacién enunciada.

Las dos propiedades que siguen son comunes para cualesquiera
sucesiones convergentes.

Si una :sux:esmn {za) converge, serd con\argente v tendri el
mismo limite de sus sul ion puede
tener no méas que un limite.

La primera propiedad es obvia. gamos gue la
{7, ) tiene dos limites, x, @ gy, En este chso, para cuslquier ndmero
e > (), tan pequefio como se quiera, se puede elegic un nimero N
tal que

a e

P (7o Iw}{‘;—. P i -‘n-]{%
para todo n > N. De aqui, haciendo uso del axiomn triangular,
hallamos
P oy Wb = P frgy an) + P ira, B) << e

Por ser e arbilrario, esto significa que p (ry, Mo} = 0, es decir,
To = Ny
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Se denomina bala § (a, r) en el espacio métrico X el conjunto
de todos los elementos € X que satisfacen la condicién

ple, ©)<<r. (49.2)

El elemento a se llama cenlro de la bole; el ndmero r, radi de la
bola. Toda bola con el centro ena ]lnmamns entarno *) del elemento a.
Un conjunto de sed , i pertenece integra-
mente a cierta bola.

Es ficil ver que el elemento z, es el limite de la sucesién {z,)
cuando, y sblo cuando, cualquier entorno del elemento z, contiene
todes los el de 1a iGn que se a partir de
cierto niimero. -

En ol cspacio métrico pueden ser introducidos tambifn h
otros conceplos de importancia, con los cuales nos encontramos en
los conjuntos numdricos. Asi por ejemplo, dado el conjunte M < X,
el elemento z € X se llamard punto lfmite de este conjunto, si cual-
quier entorno del elemento z contiene al menos un solo elemento
del conjunto M Eue ne coincide con z. Un conjunto obtenide por
agregacion a M de todos sus puntos limite se denomina adherencia
del conjunto M v se indica con A7, El conjunto M se Nlama cerrado,
si M =M,

Examinemos los puntos limite de la bola (49.2). Probemos que
todos ellos satisfacen la condicidm

pla, s)=<r (49.3)

E(scl.ivamenu. supongamos que existe: por lo menos un punto
limite #’ para la bola (49.2), para el cual p (a, .x’) = r. Por defini-
cién de punto limite, todo de x' debe t al
menos un elemento de la bola (49.2) que no sea coipcidente con z'.
Pero el entorno cuyo radio es 0.5 {p {2, ') — r) no contiene, a cien-
cia cierta, ninguno de los elementos de tal indols. De conformidad
con lo diche:

El conjunto § (a, r) de todos los elementos x que salisfacen la
condicidn (49.3) se lama bola cerrada.

Ejercicios.
1. Demum:\m que si x, —r, eotonces pz,, =} —p(z, 1) para todo

alem:
2. gSara el conjunte de todos loe nimeros reales un espasio mitrico, &l para
los olmeros z, y ponemos
plz.yy=nretg|lz—yf?
glP 'odrd un confunto compuesto por un ndmore finite de elementos tegor
punlns imite?

* Se uss también el Wrmino evecindads, (N, del Tr.)
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§ 50. Espacio completo

La sucesion {z,} de elementos
de un espacio métrico se llama fundamental o convergente en si, si
pera cualquier nlimero e = 0 existe tal nimero N que p (., ) << &
pera n, m = N.

Toda sucesién fundamental es limitada. En efecto, siendo e
dado, elijamos un ndmero N, de acuerdo con la definicidn, y tome-
mos un niimero arbitrario ng = N. Todos los elementos de la suce-
sibn, a partir de I, pertenecen, @ ciencia cierta, a una bola de
radio & y centro ., Mientras tanto todos los elementos pertenecen
& una bola cuyos centro y radio, respectivamente, son Zn, y el mdxi-
mo de los niimeras

& PUTy Tnghy = nr P (Tng=11 Tny)-

Bila ion es converg serd fund tal. Supong que la
sucesién {r,) converge & z,. Entonces para todo e =0 existe N
tal que

Pl ) <5

para 1 > N, De acuerdo con el axioma triangular,
P (zns Zm) = P (200 Z0) + P T Zm) < B

para n, m = N, lo que significa precizamente el cardcter fundamen-
tal de la sucesion {z,)}.

Para el conjunto de todos los nimeros reales es cierta también la
afirmacion reciproca. A saber, toda sucesién fundamental es conver-
gente. Mo obstante, en el ceso general esto ya no es elerto, lo que
sa confirma con el ejemplo de un espacio métrico del cual se ha
oliminado por lo menos un solo punto limite.

Un espacio métrico se d i pleto, si toda ion funda-
mental en & es convergente.

En los espacios métricos completos tiene lugar un teorema gue
es andlogo al teorema sobre segmentos jados para los i
reales. Sea dada wna sucesién de bolas. Llamaremos estas bolas
encajadas una dentre de la otra, si toda bola consecutiva estd con-
tenida dentro de la anterior.

TEOREMA 504 Supongamos que en el espacie métrico completo X
sea dada la sucesisn {5 (a,, £,)} de bolas cerradas encafadas una dentro
de la otra. 8i la sucesién de radies tiende hacin cero, existe un inico
elemento de X perteneciente a todas estas bolas.

_ bemostRacioN. Examinemos la sueesion  {a,}. Puesto que
5 (2 4pe Batp) = 8 {25, ) para cualquier p = 0, entonces ap4p €
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€ 8 (2., £,). Por consiguiente,
P (2asp 0,) < B,

de donde se desprende que la ion {a,} es fund 1

El espacio X es completo y, por ende, la sucesién {a,} converge
& cierto Mmite a de X. Tomemos una bola cualquiera S (ay, e).
A esta hola le pertenecen todos los términos de la sucesién {a, },a par-
tir de ay. En vista de que Ias bolas son cerradas, ol limite de esta
sucesifn también pertenece a 3 (@), &). De este modo, a pertenece
a todas las bolas.

Admitamos luego que existe otro elemento, b, perteneciente

también a todas las bolas. De acuerdo con el axioma triangular
p e, b)Y < p (@, an) + p (an,2b) << 2e,.

Puesto que e, puede ser tan pequefioc como se quiern, esto significa
que p{a, &) = 0, es decir, a = b.

Como ejemplos mds importantes de espacios completos sirven los con-
juntos de niimeros reales y complefos. En este caso se supone que la
di: ia entre los incide con el médule de la diferencia

entre ellos, La completitud del conjunto de niimeros reales se demues-
tra en el curso del andlisi temdtico. Most: la pletitud

del conjunto de nimeros complejos.

Con en i que los ni complejos vienen
dados en forma algeb La distancia entre los
s=g+4ib, v+ id
se introducird de conformidad con la regla
pla,v)=]z—uv| (0.1}
donde
lz—v|'=fa—cf+ (b—ad" (50.2)

Es evidente que los axiomas de la métrica estén cumplidos.

Consideremos una sucesién {zy, = ay, + iby} de nimeros com-
plejos. Supong que es fund tal. Siendo e >0, hallamos
tal N que para cualesquiera n, m > N sea

|2 — 2 | < &
De (50.2) se infiere que en este caso
lan —am | < LBy — b | <&, (50.3)

es decir, las sucesiones {e,} v (ba} son también fundamentales.
Dado que el conjunto do nimeros reales es completo, existen unos
nimeros @, b para los cuales

ay —=a, by == b.
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Pasando al limite en las desigualdades (50.3), oblendremos

law —a|=<e Ihe —b | e
Al designar
z=a- b,
enconlramos que
Pl VT e

para todo n > N. Mas, esto significa que la sucesién fundamental
{zx} es convergente.

bservemos, a titulo de corolario, que la sucesién {2, = ay +
=+ ity } converge al nimero z = a + {b cuando, ¥ s6lo cuando, las
sucesiones {ay} y {by} convergen n los niimeros a v b, respectiva-
menta,

El espacio pleto de ni lejos tiens mucho en comin
con el espacio de nimeros reales. En particular, toda sucesidn aco-
tada de nimeros complejos tiene una subsucesion convergente. En
efecto, esta afirmacién es veridica para toda sucesién acotada de
mimeros reales. Luego, es evidente gue si es acotada la socesidn
2, = an + iby}, lo serin también 1as succstone.s {a.] ¥ ()

esto que la i6n {a,} es acot tiene syl it conver-
gente {ay, }. Consideremos la sucesidn {5\.] Es acotada y por esta
razén tambidn tiens subsucesion convergente {by, }. Estd claro que
{av, } seré convergents. Por consiguiente, la subsucesién {“”t,‘}

serd también convergente.
Por analogia con el espacio real, en ¢l espacio complejo se intro-
duce la nocidn de sucesién infinita creciente. A saber, la sucesion
{zx} 2o denomina infinita creciente, si para un nimero A, tan grande
como se quiera, se puede indicar un nimere N tal que para todo
k> N sa cumpll Ia desigualdad | z, | > A. Es evidente que en toda
oo pre puede elegirse una sub idn infinita

creciente.

Ejercicios.
1. ¢Serd un espacio complete ol conjunto de todos los mimercs reales, ai
para los mdmeres x, y hacemos
plz, gt =aretg o —y |?
2. Demuéstress qua todo conmnto cereado do un espaclo completo es por

si mismo un espacio comp!
3. jSerd neepacin pl toda Junte corrado de un

It u
espacio métrico arhitrario?
4. Constriysse una métrica, para la eual el conjunto de todes los ndmeros
complejos no sea un espucio completo.
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§ 51. Deslgualdades auxiliares
Oh 1 Aniomald
des que s¢ emp en las i igaci inmedi T
un miimero positivo arbitrario @ y examinemos una funeifn expo-
nencial y = a® (fig. 51.1). Sean z,, z, o
dos reales disti Tr: ¥ i
una recta por los puntos cuyas coorde-
nadas son (z;, @), (T, o*t). Teniendo
presentes las propiedades de una funcién
exponencial, concluimos que con el cam-
bio de argumento en el segmento [z, x,]
todos los puntos de la misms uwo serdn
superiores a Jos puntos de la recta cons- 0
truida. -
Ahora, sea 1, =0 ¥ sen x, = 4. Fig. 51.1.
En este caso la ecuaciém de ln recta
a examinar  serd y=uaz+ (1 —z). Por consiguiente,

f
|
|
i

<oz + (1 —a) (51.1)
para 0=z 1.
Ll dos los positives p, g, =i satisfacen la
correlaciér
e 2
=ik L 8 (51.2)

Esta claro que p, g = 1.

Para cualesquiera nimeros positivos a, b el nimero a"b~ serd
también positive ¥ se le puede tomer en calidad de o de (51.1). Si
s considera que = = p~', entonces 1 — x = g-%. Ahora, de (51.1)
so deduce s validez de la desigualdad siguiente:

aP 12
<S4+ 5 (54.3)

para cualesquiera a, b positives y p, g conjugsdos. Evidentemente,
esta desigualdad tiene lugar para todos Jos nimeros no negativos a, b.
Consideraremos dos vectores arbitrarios z, y, pertenecientes al

espacio R, o C,. Supongamos que estos vectores viemen dados me-
diante sus coordenadas

o= Ty, Ty e e Tals

¥ =ty Par v os Bn)-
Demos a la asill da desigualdad de Holder

u “1 11 'é'\ 1
R EVAE N g O EN L (51.4)
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Hemos de notar que si entre los vectores =, y hay por lo menos
un vector nulo, la desigualdad de Halder es, evidentemente, licita.
Por eslo podemos considerar que x & 0, y == 0. Supongemos que la
desigualdad so cumple para cualesquiers vectores no nulos z, y.
En este caso se cumple tambifn para los vectores Az, py con cuales-
quiera &, p. Por eso es suliciente demostrarla sélo para el caso en que

Zal= T lanlt=1. (51.5)
Haciendo ahora a = |2y |, b= |ys | en la desigualdad (54.3)
¥ sumando segin k desde 1 hasta n, obtendremos, tomando en con-
sideracion (5.2), (51.5)%

L)
PHENAESE

Esto es precisamente la desigualdad de Hilder para ol easo (51.5).
Pasamos ahora a la demostracion de la desigualdad de Minkowski
en la que para cualesquiera vectores z, y de R, o C, se verifica

(A}l 125+ bn H”’Q(k@‘ ENL (kS‘ nif)'" (51.6)

para todo p = 1.

La desigualdad de Minkowski es obvia para p = 1, puesto que
el médulo do una suma de dos nimeros no es superior a la suma de
sus midulos. Ademés, se cumple a cisncia cierta, si por lo menos
uno de los vectores z, y es nule. Por ello podemos limitarnos al exa-
men dol caso on que p > 1 y r %= 0. Escribamos la identidad

flal+ 1P =Aal+ 6P |al+(la|+|bIF-2|b).
Al poner en ésta a = z,, b =y, v al sumar segin & desde 1 hasta n,
obtenemos
" L n
S 0al+ D= S ol 4 o)™ + 5 (el 4 )™ 9.

Apliquemos la desipualdad de Hilder a cads una de las dos
sumas que figuran en el do miembro de esta lacién. Te-
niendo presente que (p — 1) g = p, obtenemos

; (red + 1P (S (laal + lal)?) 7 x

A2 (S i)
L) LT
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Al dividir ambos miembros de la desigualdad por

(f;‘-l (EARSTNIJNE

encontramos que

(3 imd + 1)< (B 1aP) P+ 1),
k=t h=| =t

de donde proviene inmedi la desigualdad (51.6).
Ejercicios.
1. Ded In desigualdad de Cauchy—Buninkovski o partir do la desi-
gualdad de Halder.
2. Espidiesa In desigualdad de Hélder ¥am p o+ co.
3. Estad ln desigualdad de Minkowski para p == oo,

§ 52.  Espacio normalizado

Al concepto de espacio métrico
hemos llegado concentrando nuestea atencidn solo en una propiedad
del conjunto, & saber, en la presencia de una distancia en dicho con-
junto. De modo logo, al nuestra atencién en las ope-
raciones en un conjunto, llegamos al concepto de espacio lineal. Ahora
consid los espacios lineales provistos de una métrica.

Evid si el pto de di ia no esth relacionado
de tal o cual modo con las operaci sobre el resulta
imposible construir una teoria enjundiosa cuyos hechos unan juntos
los conceptos algebraicos y métricos. Por esta razén impondremos
sobre ln métrica, introducida en el espacio lineal, unas condiciones
wm‘?hmnlnrias.

g

a nos hemos encontrade en realidad con los espacios lineales

, por ejemplo, los espacios euclideo y unitario con una

métrica (29.4). No obstante, la necesidad en tal métrica no surge

siempre, La introduccidn de un producto escalar significa, de hecho,

que se introduce no sblo la distancia entre los elementos, sino también

Jos Angulos entre los mismos. Con mayor frecuencia se raquiere que

en ¢l espacio lineal sea dado silo el conceplo aceptable de distancia.

Los mds importantes espacios lingales de este tipo son los asi lla-
mados espacios normalizados.

Un espacio lineal X, sea real o complejo, se llama normalizado,
si a todo vector z € X se le ha puesto en correspondencia un nimero
real || z ||, llamado norma del veclor z, con la particularidad de que
se consideren cumplidos los signientes axiomas:

1) lz)|>0,sizs=0 |10} =0

Afrzh=fa|t=ll

Hlz+yllzlia=pl
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para cualesquiera vectores z, y ¥ todo nimero A. El segundo axioma
lleva el nombre de axioma de homogeneidad absoluta de la norma,
el tercer axioma se llama arioma de la designaldad triangular,
Del axioma de homogeneidad absoluta de la norma proviene
ara todo vector £ no nulo se puede encontrar un nimero X tal
que norma del vector Az sea igual a uno. Para ello serd suficiente
tomar & = ||z ||*. Un vector cuya norma es igual a la unidad se
llamard nermalizado.
De la desigvaldad trigngular para las normas se desprende uoa
correlacién muy util. Tenemos ||z ="yl + llz—y | para

cualesquiera z, y. Por consiguiente, ||z || —ly 1<z —y I
Intercambiando z, y de lugares, obtenemos ||y |l— llz|l<
= llz—y [l Por esto

fhel—Nyllllz—yl (52.1)

Un espacio normalizado se convierte con facilidad en un espacio
métrico, si ponemos
P =lla—yll 2.2
En sfecto, p f.:, ) = 0 quiere deeir que ||z — y || = 0, lo que de
acuerdo con el axioma 1, significa z = y. La simetria de la distancia
introducida es obvia. Por fin, ]a desigualdad triangular para la dis-
tancis es simplemente un corolario de la desigualdad triengular
pars Ja norma. A saber,
plr,p=llz=yll=ll—+z—nl<
Slz—zll+llz—yll=pflz 2 +pk
Observemos que
izl =p(z, O) (52.3)
La métrica (52.2) definida en el espacio lineal posee, ademis, las
siguientes propiedades
plet+sy+si=plny)
para cualesquiera z, y, £ € X, es decir, la distancia no varia con el
leapl i de los vect ¥
p O hy) = |4 ]p(z ¥
para cualesquiera vectores z, ¥ € X ¥ todo ndmero A, es decir, la
distancia es una funcidn absol ulamenle homogénea. |
Si en el espacio linerl metrico X una métrica, cualquiera que sea,
satisface estas dos exig arias, ent X puede
considerarse como espacio normalizado, siempre que la norma se

delina mediante la |xualdnd {52.3) para todo r € X
T en i las correlaci del § 20 es facil

establecer que un espacio lineal provisto de un producto es.m!ar €5 un
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espacio normalizads. En este caso por norma del vector conviene
tomar su lengitud.

Se pueden aducir también otros ejemplos de introduccién de la
norma. Supongames que en un espacio lineal los vectores vienen
dados por medio de sus coordenadas respecto de cierta base. Si
z= {1, Ty ..., I;), Ponemoas

leitp= (2 1P} (52.4)
donde p = 1. E] plimiento de los pri dos axi pare
la norma es obvio, mientras que el cumplimiento del tercer axioma

se deduce de la desigusldad de Minkowski (51.8). Son de mayor use®
las siguientes normas:

|=:||.a-j‘ el iz o= (2 12a2)'7

|2||le= mx |zy]. (52.5)
1shan

La segunda de dichas normas se llama, a8 meoundo, norma euclidea
v se indica con || = [|g.
En adelant ideraran s6lo espacios normalizados los que
contengan la métrica (52.2). La convergencin de una sucesién de
vectores en tal métrica la llamaremos convergencia en norma y la
acotacion de un junto de 3 tacidn en norma, etc.

Ejercicios.

1. Demuéstress que existe una sucesidn de vectores cuyss normas [orman
una sucesién infinita creciente, i

2 Demungé: que para cualesquiora pimercs &y y vectores ¢ so verifics
In desigualdad

o n
1 E,l Meef| < ?-}‘ Pl Necds

3. Demuéstrese que si Ij =2, yn =+ ¥y by = b entonces
Wz I+ 0121l 5 4 = = 4 by Apy =2z

§ 53. Convergencia en norma
¥ convergencia coordenada

Un espacio lineal de dimension
finita, real o complejo, ademds de la convergencia on norma admite
también la introduccion de otro pto de convorgencia. Conside-
remos el espacio X ysea e, ey, . . ., €, 5u base, Para cualquier suce-
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sién {r,} de los vectores de X existen los desarrollos

i
Tn= 3 EHMey. (53.1)
(=1}
Si para el vector
"
Ty= ';II Eles (53.2)
tienen lugar las correlaciones limites
lim E™=E (53:3)
para cualesquiera & =1, 2, ..., n, entonces diremos que tieme

lugar la convergencia coordenada de la sucesidn {z.} al vector z,.
La convergencia coordenada es bien natural. 5i dos vectores son
“eercanos”, se puede suponer que han de ser "cercanas” también las

COTTOS] tes on el d lo segiin una misma base,
lizados de di finita son bles por
el hecho de que en estos espacios los ptos de convergencia en

norma ¥y de convergencia coordenada son eguivalentes.

Es [deil probar que de la convergencia coordenada proviens la
convergencia en norma. En efecto, supongamos que tienen lugar las
-correlaciones limites (53.3). Haciendo uso de los axiomas de homo-
geneidad absoluta de la norma y de la desigualdad triangular, con-
cluimes a base de (53.3), (53.2) que

L "

Hem—zoli={ 2 @8 < X B0 - e 0.
La demostracion de la afl
<compleja.

LEMA 531 §i en un espacio normalizade de dimensidn finita la
sucesidn de vectores estd acotada en norma, serdn ucotadas también las
sucesiones numérieas de todas las coordenadas en el desarrolle de los
vectores segiin cualguier base.

LEMOSTRACION. Supongamos gue lodo vector de la sucesign
{zm} esté representedo en la forma (33.1). Introduzeamos la desig-
nacién

inversa es iderabl més

"
m..-nﬂ‘lik‘“l

a

que la i6n {om} estd acotada.
Supingase que no es asi. Entonces, de dicha sucesién se puede
wlegir una subsucesién infinita creciente {am?}. Pongamos

1
Vp=F_Fmy
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Si
n
1= Srfpen.
entonces, desde luego

(m )

nlﬂ} = E:
mp

pava cualesquiera k& = 1, 2, ..., n ¥y my, ¥ concluimos que
L
2 =1 (53.4)

Las sucesiones {ni”} son acotadas, puesto que, de conformidad
con {(53.4), | 0t | = {. Por consiguiente, se puede eligir tal subsu-
cesidn de vectores {y,,} que la subsucesion {n(Pe} serd convergente,
es decir

lim nfr=n,

==
para cierto ni {rp,} puede elegirse, a su
vez, una suhsucas:én {y,,,} para ln GH.!I

lim yiFi=n,
Py=w

para cierto nimero ny. En este caso, como hasta ahora,
lim nfPsl =,

Pymo
Continuando este praceso, eligimos en la sucesién {y,} tal subsuce-
sion {up,} que existiran los limites
lim nifs’ =, (53.5)
Py
para cualesquiera k =1, 2, ..., n. De acuerdo con {53.4),

L)
iml =1 (3.6)
De la con denada se d la ia en
norma, por lu cual, !as correlaciones limite (53 5) significan que
lim |4y, —yli=0, (53.7)

Pa-os

donde

n
= llﬂ:l hexe
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El vector y no debe ser nulo en virtud de (53.6), Por otro lado, se
tiene

'ﬁ’...ﬂ L]
12, 1= T" —+0.
P

puesto que la sucesion {:..,,,,") estd acotada en norma, y la subsu-
cesinn {U'Wn} es infinita creciente. Por consiguients de (53.7) se
desprende que || ¥ || = 0, es decir, ¥ es un vector nulo. La contra-
diccion obtenida demuestra la validez de la afirmacidén del lema.

TEOREMA 531, En el espacio normalizado de dimensidn finita, de
ln convergencia en norma se infiere la convergencia coordenada.

peEmosTRACION. Sen dada la sucesidn de vectores {T,} gque con-
verge en norma al vector r,. Es evidente que basta examinar el caso
on que #p = 0 y en la sucesion {z,} no haya vectores nulos. Repre-
sentemos los vectores o, en forma de los desarrollos (53.1). La suce-
sidn de vectores

1
e —
B = 5m

serd acotada en norma y, de acuerde con el lema 53.1, deben ser
las las i de

75
we= I
para cualesquiera & = 1; 2, ..., n. Puesto que ||z, || =0, este
es posible sdlo en el caso en que E™ — 0 para todo k. Pero esto es
precisamente testimonio de que tiene Jugar la convergencia coorde-
nada de la sucesion {zrn} al veclor z,.

La convergencia coordenada se emplea con toda la eficacia en las
investigaciones fedricas, mientras que ln convergencia en norma
es mucho méas comoda para utilizarla en las aplicaciones prdcticas.
Esto se debe, principalmente, a que en la investigacién de los espa-
cios lineales de gran dimensién resulta dificil operar con un elevade
namero de i | las. A no siempre =e conoce
aunque sea una sola base. Pero, si incluso sabemos la base, el
empleo de la misma nos conduce, en la mayoria de los casos, a cél-
culos voluminosos ¥ no justificados.

Ejercicios,

1. Cuande se demuestra la equivalencia de dos tipos de conve 'y
¢serd importante el requisito de que un espacio sea de dimensién finita?

2, Demudstrese que si un conjunto de vectores de un espacio de dimensidn
finita esté acotado en una norma, estari acotado también en cualquier otrn

2.
3. Demuistrom que 5 en un espacic de dimensidn linita 2, — x en una
DOTIA, EDLONCes I, -z en cunlquier olra norma.
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§ 54. Completitud de los espacios

normalizados
Los espacios normalizados de
di idn finita rep anespacios en los cuales tienen lugar varias
1 de las afir i lacionadas con el pto de limite

en los conjuntos de nimeros, He aqui algunas de estas analogias.

LEMA Sidte De toda sucesidn acotada de vectores de‘un espacio nor-
malizado de dimensidn finita s¢ puede elegir una subsucesidn conver-
gente en dicho espacio.

DEMOSTRACTON. Sea {r.} una iGn ark fa en
norma. Representemos los vectores x,, en forma de los desarrollos
{53.1). De scuerdo con el lema 53.1, las sucesiones (5™} serin aco-
tadas para cualesquiera £ =1, 2, ..., n. De un modo semejante
al usado en la demostraciin del lermn 53.1, elijamos en la sucesién
{fm} una subsucesion {fm,}, pera la cual existen correlaciones
limites 5™ - 5 para todo k. De aqui se deduce que la subsucesion
{Zmn} converge al vector (53.2).

El lema demostrado es una analogia del lema de Bolzano—Weiers-
trass que es conocido en el curso del andlisis nmtemauw El lema
es de mucha importancia en las investi de espa-
cios normalizades de dimensién finita. Ilustrémoslo demnstrande

algunas afirmaciones.

TEOREMA 3.4 Todo espacio normalizado de dimensidn finita es
completo.

DEMOSTRAGION. Sea {In} una ion fund tal Esl.li d
Elijamos en ella una sub idn convery {tma} ® q
con xy Su limite. Entonces

N tm— 2o I Il £ — Zim, N+ 1 2, — T |I-

Tomemos un nimero arbitrario & > 0. Ya que la sucesién [3,,%
es fundamental, existe un nimero Ny tal que || @y — Tyl < &,
cuando m, m, >> N,. En vista de que la sucesién {znm,} converge
a T4, existe un numem N. tal que |r.r., — 2y | << /2 cuando

m, > N, 8i N es el miximo de los nimeros N, N, entonces,
siende m = N,

lom =z << e

El nimero € es arbitrario. Por lo tanto, la sucesion fundamental
{zm} converge en norma al vector z,.
Lema w2 Todo subespacio de dimensidn fintta X, de un espacio
normalizado X es un confunto cerrado.
DEMOSTRACION. Considereros en el espacio normalizado X un
pacio de di ion finita X,. § que el veotor z € X
€5 un punto limite para X,. Esto q\um decir que existe una suce-
sién de vectores {5} de X,, mo coincidentes con x, tal que

1
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|l 2w — = || = 0. La sucesion {z.} es acotada y, por ende, podemos

elegir de la misma una subsucesidn (%} que, por ser X, completo,

converge a cierto vector 7, £EX ;. Ahora lenemos
1=y il 2= Il 4 [ 2, — 50 1| =+ 0,

es decir, = x,.

LEM 548 Sea X un espacio normalizado y sea X, su subespacio
de di finita no coincidente con X. Existe un vector normalizade
¢ X, tal que ||z — =, || == 1 pora cualquier vector z, € X,.

oEmosTRACION. Como que X, no coincide con X, existe un vector
2’ § Xo. Puesto que X, es cerrado, tenemos

inf [l — 2y ||=d>0. (54.1)
EX,
Por definicién de la cota exacta inferior, en X, habré un vector =,
para @] cual

ISz = 1< 720

La sucesitn {z{") es acotada. Elijamos en la misma una subsucesién

{2,7 } que converge, en virtud de que X, es complato,  cierto
vector x, € X,. Para este vector, evidentements,

Il =z i =d. (54.2)

Hagamos
x= é (z' —z).

Estd claro que || x || = 1. Adewmds, si 1, € X,. entonces, de acuerdo
con (54.1), tendremos

“I_;‘,||=]|%;'_%:;_,,||= e~ dm >4 a=1,

puesto que el vector z; 4+ dr, pertenece a X,.

Hemos demostrado al mismo tiempo que In cota inferfor (54.1)
se logra por lo menos en un vector z, € X,. En la correlacién
Il = 2, Il = 1 la igualdad sa consigue a cisncia cierta para z, = 0.

emos, como conclusién, que el lema 54.1 que desempedin
un papel tan importante en los espacios de dimensién finita, no es
vilido en ningin espacio de dimensidn infinita, A saber, es valido

LEMA 54t Sien cada sucesion acotada de vectores del espacio nor-
malizado X se puede elegir una subsucesidn convergente, entonces el
espacto X es de dimensin finita.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario. Sea X un espacio de
dimensién infinita. Elijamos un vector normalizado arbitrario E
¥ designemos con L, su cépsula lineal. De acuerdo con el loma 54.3,
oxiste un vector normalizado z, tal que ||z, — z, || = 1. Designe-
mos mediante L, la cipsula lineal de los vectores r,, z,. Continuando
los i: hall la ion {r,} de los vectores nor-
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malizados que satisfacen las desigualdades || z, — = || = 1 para tode
k= n. Por igui de esta i6n no se puede elegir ninguna
subsucesién convergente. Esto contradice la hipdtesis del lema, por
lo cual, la suposicion acerca de que el espacio X es de dimensidn

infinita era errfnea.

Ejercicios.

1, Demuéstrese que un plano en el espacio normolizado de dimensién finita
es uD conjunto cerrado.

2. Demuéstrese que el conjunto de vectores = de un espacio de dimensifn
{inita quo satisfacen ln condicién ||z =@, e un conjunto cerrado.

3. que en un acotade cerrado. do vectores de un
espacio de dimensién finita existen unocs vectores en los cuales so logren tante
Ia cota infarior como la superior de loo valores de conlquier norma.

D que para iy dos normas || = iz, || = [r1 en un
espacio de dimensién finita evisten tales nimercs positives &, B que
allzlistzln<plzi

para todos los vectores z. Los nimeros o, B mo dependen do =z

§ 55. Limite y procesos de célculo

En un espacio métrico complete
el concepto de limite es de amplio uso al comstruir y argumentar
los més diversos procesos de céleulo. Consideremos, a titule de
ejemplo, uno de los métodos de
resolucion de los sistemas de ecua-
clones algebraicas lineales.

Sea dado un sistema de dos ecua-
ciones con dos incégnitas. Conven-
gamos en considerar que el sistema
es compatible y tiens una sola solu-
cién. Con el fin de simplificar la
exposicién, supongamos que todos
los coeficientes son reales, Cada una
de las ecuaciones

ap® + = fi, Fig. 96.1.
auT -+ anl = fs
del sistema define en el plano una recta. El punto M, donde se
cortan estas rectas, determina la solucién del sistema (fig. 55.1).
Tomemos un punto arbitrario M, que se halla en el plano fuera
de las rectas mencionadas. Tracemos desde este punto una perpen-
dicular a cualquiera de las rectas. El pie M, de la perpendicular
queda més proximo al punto M gie al punto M;, puesto que uns
proyeceion es slempre menor que una oblicua. Tracemos a continua-
citm una perpendicular desde el punto A, a la otra recta. El pie M,
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de esta nlnma perpendmular 50 encontmré ain mds proximo a la

iom, una vez a una
cecta y otra vez, a la otra, obtendremos una sucssion {My} de puntos
n el plano la cual converge al punto M. Merece subrayar que la con-
vergencia de la sucesidn construida tiene lugar para cualquier ubi-
cacion inicial del punto M,

Este ejemplo Snguzre cbmo w0 pusdo coueruu- el proceso de eil-
culo para Iver un sist de braicas lineales en
la forma general (48.2). Sustituyamos el ||rnblema dado por uno
equivalonte que consists en la bisqueda de los vectores de la inter-
seccion del sistema da hiperplanos ?46.9}, Supongamos que los hiper-
planos contienen por lo menos un vector comin ¥y convengamos en
considerar, para simplificar, que el espacio lineal es real.

Elijamos un vactor arbitrario v, y proyectémoslo sobre el primer
hiperplano. El vector obtenido vy lo sobre el |
hiperplano, ete. Este proceso determina cierta sucesion {vp}. Investi-
guémosla.

El elemento principal de un proceso de cdleulo consiste en proyee-
tar cierto vector vy sobre un hiperplano definide por la ecuacidn
(46.8). Esté claro que el vector vy, satisface esta ecuacidn y estd
ligado con el vector v, mediante la igualdad

Ppay = Up + 0

para cierto nlimero t. Al sustituir vy 4, en la ecuacidn (46.8), hallare-
mos £ De aqui oblenemes que

Bp—{n, vp)

De esta formula se desprende que wdoe los mtores de la snr.o-
sién {vp} se disponen en un plane ob
miento de una cipsula lineal L (ny, ne. ..., ny) al ved.or vy. Poro
todos loa vectores pertenecientes a la interseccidn de los hiperplanos

{46.9) e ubican en otro plano, obtenido por d iento del com-
plemento ortogonal L4 (my, ng. . . ., R). Existe un {inico vector 2y
que_pertenece a ambos planos.

8i que una suk i6n de {vp}, cualquiera que sea,

converge a clerto voctor perteneciente a los hiperplanos (48. 9}
entonces, por sar &l plano cerrado, dicha sucesién convergerd precisa-
mente a z,. En ests caso al veetor 3, convergerd también toda la
sucesitn {up}

Para cualquier r los vectores 2, — v, 4y, Up4y — ¥, 500 Ortogo-
nales, por lo cual, de acuerdo con el teorema de Pitigoras,

P (200 U} = P (2o Vra) + P% W0y Vrprde
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Sumando las igualdades obtenidas respecto de r, desde 0 hasta
p — 1, hallamos
p=1
P (200 va) = 0 (30, 5} + 3 07 (v v0i).
Por consiguiente,

=1
2 0 v ) 07 0, v,
de donde concluimos que
P {¥ps vpaa) =0, (55.1)
D diante H . el hiperplano en la r-ésima fila (46.9).
Esté claro que la distancia del vector v, hasta H, no es superifor a la
distancia entre v, y cualquier vector de H,. De acuerdo con la cons-
truccion de {vy}, entre cuslesquiera k vectores sucesivos suyos hay
sin falta un vector pertencciente a cualquiera de los hiperplanos.
Haciendo use de la desigualdad triangular y lacién limite
(55.1), obtenemes
P (py He) < p (Upe Vpsa) + P Oty Vpta) + -0
v P Wpgkens Vpa) =0 (85.2)
para todo r=1, 2, ..., &
La i

{va} s, evid . la. Elijamos de ella
una subsucesion convergente. S ue la sub con-
verge al veetor z;. Pasanda al limite en (55.2). encontramos que

ol H)=0
para todo r =1, 2, ..., k. Pero, como ya se ha ohservado més

arriba, el vector 3, debe coincidir con z,. Por consiguiente, la suce-
sién {vp)} comverge a z.

Ejereicios.

1. (Se han usado en su esencia los conceptos de completitud y de cardcter
cerrado en lo investigaciin realizada?

2. yComo s p n hallar otras soluciones del sistema, =i existen?

3. (Cudl es el comportamiento del proceso, si el sistema os fncompatible?




PARTE Il OPERADORES LINEALES

CAPITULD 7 MATRICES Y OPERADORES
LINEALES

§ 56. Operadores

El slemento principal en la crea-
cién de los fundamontos de] endilisie matemdtico consiste en la
introduccion del Da con la definicién,
gam prefijar una I'u.ncuin as preciso indicar dos conjuntos X, Y

e nimeros reales y enunciar una regla, segin la cual a todo nimero
2 €'X se le pone en correspondencia el nimero finico § € Y. Esta
regla representa precisemente una funcién univoca de ln variable
real x, definida en el conjunto X.

Al realizar la idea general de la dependencia funcional, no es
totalmente obligatorio exigir que X, ¥ sean unos.conjuntos de nime-
ros reales. Entendiendo por X, ¥ los mis diversos conjuntos de
elementos, llegamos a la siguiente definicidn que generaliza el con-
coplo de funcién,

La rogla, de acuerdo con la cual a tndo r!menlo z de clerlu con-
junto no vacio X se le pone en nico Pl
del conjunto no vaeio Y, se llama operador. E1 mu.ltadoy de la apli-
cacién del operador A al elemento = 50 designa asi:

y=4Afz), y=4z (56.1)

¥ se dice que el operador A actidfa de X en ¥ o bien aplica X en Y.
El conjunto X se llama campo de definicién del operador A. El
alemento ¥ da [56 1) 50 danomms imagen del elemento x v el propio x,
a totalivad T', de todas las imigenes

s llama mmpu de valores {o tmager) del eperador 4. En el caso cuan-
do cualquier elemento y € ¥ tiene preimagen y ésta es la tinica, la

* En algunas obras se emplen el término cimagen reciprocas. (N. del Tr)
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regla (56.1) so llama biunf El operador se d inn, ademds,
aplicacton, transformacién u operacion.
En lo que sigue idi en lo ial los

8si llamados operadores lineales. Las peculiaridades distintivas de
estos filtimos consisten en lo siguiente. En primer lugar, el campo
de definicién de un operador lineal es siempre cierto espacio lineal
o subespacio. En segundo lugar, las propiedades del operador lineal
estdn Inti lacionadas econ las operaci sobre los vec-
tores de un espacio lineal. Al estudiar los operadores lineales supon-
dremos, g 1 que los espacios se dan sobre un campo de
reales o plejos. Por operador se entenderd en lo suce-
sivo un operador lineal, siempre que no haya especificaciones especia-
les. En la teoria general de operadores los operadores lineales desem-
pefian un papel de la mismes importancia que una linea recta y un
plano desempefian en el anflisis mateméatico. A esto se dehe, de
hecho, la idad en uba in gacion detallada de ellos.

Sean dados los espacios lineales X, ¥ sobre un mismo campo P.
Consideremos un operador A, cuyo campo de definicién constituye
el espacio X y el campo de valores es cierto conjunto de ¥. El ope-
rador A se llama lineal, si

A (ou 4 fr) = edu + Bd (56.2)

para cualesquiera u, v € X y cual i i a, fEP.
Nos hemos encontrado, va mds de una vez, con los operadores
lineales. De acuerde con (9.8), como operador lineal sirve la magni-
tud de un segmento dirigido. Su campo de definicién representa en
si el conjunto de todos los segmentos dirigidos de un eje, el campo
de valores coincide con el conjunto de todes los nimeros reales.
Segin =¢ deduce de (21.2), una correspondencia jsomorfa entre dos
espacios lineales también serd un operador lineal. Fijemos un subes-
pacio L en un espacio lineal provisto de un producto escalar, Obten-
dremos dos operadores lineales, si a todo vector del espacio le asigna-
mas o bien su proyeecion sobire el subespacio L o bien la perpendicul
trazada desde este vector o L, La validez de esta afirmacién se des-
prende de (30.5), (30.6).
Un operador que a tode vector r del espacio X pone en corres-
gondrntia el veetor nulo del espacio ¥ es, evidentemente, lineal.
& llama operador nulo ¥ =¢ denota mediante el simbolo 0. Asi pues,

0 == Oz,

4

Pond €0 COTTes] a todo vector x € X ol mismo
veclor z. Se obtendrd un operader lineal £ que actia de X en X.
Este operador se denomina idéntico w operador unidad. Por defini-
cifin,

£ = Er,
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Sea un operador lineal A que actiia del espacio X en el espacio V.
Construyamos un operador nuevo B, conforme a la inseripeion B =
= —Az. Bl operador obtenido B es también un operador lineal
que actin de X en ¥. Se llama oporador opuesto al operador A.

Fijemos, por fin, un nimero arbitrario @ y a tode veetor r £ X
le pondremos en correspondencia ol vector ax € X. Un operadar cons-
truido de este modo serd, por supuesto, lineal. Se llama operador
escalar. Cuando ¢ = 0 obtenemos un operador nnlo, cuando o =1
obtenemos un operador idéntico.

A continuaeitn expondremos al método general para obtener ope-
radores lineales, pero ahora demos a conccer algunas de sus pecu-
liaridades caracteristicas. Segiin se deduce de (36.2), la correlaciin

P J_|
Al S'I o) = Y o de
(= [ B
tiene lugar para cualesquiera vectores z, y los niimeros &, De aqui
se deduce, en particular, que todo operador lineal A transforma un
vector nulo en vector nulo, es decir,
0 = A0.

El campo de valores ', del operador lineal A es un subespacio
del espacio Y. 8i z = Au, w= Aw, enlonce el vector az -+ fher
serd, a ciencia cierta, la imagen del vector e -+ fiv para cualesquiera
nfimeros m, B. Por consiguiente, el vector ez + pw pertenace al
campo de valores del dor A. La di on del subespaci
T, % llama range del operador y se indica con ry.

A la par con T, examinemos un eonjunto N, de vectores s € X
que satisfacen la igualdad

Az =1,
Este conjunto es también un subespacio y e denomina micleo del
operador A. La dimension ny del nicloo se denomina defecto del
operador 4. . .

El rango y el defecto no son isticas pend del
operador lineal 4. Sea un espacio X de dimensién m. Descompongi-
moslo en la suma directa

N=Nat My, (56.3)
donde N4 es el nicleo del operador A y M, cualquier subespacio
complementario. Tomemos un vector arbitrario x € X y representé-
moslo en forma de una suma

T = zy ok Ean
donde £y € Na, za € M4 Si g = Az, en vivtud de la linealidad
del operador A v de la condicién Ary = 0, ok que

¥ o= Axyy.
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Por consiguiente, todo vector de 7', tiene por lo menos una preima-
gen de M ,.

Esta preimagen en M, es en realidad i#nica. Supong ue
para un vector y £ T'y tenemos dos preimigenes zy, 3y £ M. %’a
3ue M, es un subespacio, entonces xp — 3 € M. Pero en vista

o que zy ¥ =i son preimégenes de wn mismo vector y, se tiene
Ty — 2 € N 4. Sélo el vector nulo es comin para los subespacios
My vy N, Por esta razén zj — 23y = 0, es decir, iy = 15

De este modo, el dor A establece una correspond, biung-
voca entre los vectores de los subespacios T, ¥ M 4. En virtud de la
linsalidad del operador esta pondencia es un isomorfismo, Por
esta razdn, las dimensiones de T, y M, coinciden y son iguales
8 4. De ln descomposicién (56.3) se infiera que

FaF Ry = m. {56.4)

Hemos de notar que el operador lineal A establece una corres-
pondencia isomorfa entre el subespacio T, y cualquier subespacio
M4 de X, el cual en la suma directa con el nicleo del operador cons-
tituye todo el espacio X. Por esto podemos considerar que todo ope-
rador lineal A geners toda una familia de otros operadores lineales.
En primer lugar, se trata del operador nulo definido en el niicleo & ,,
es decir, del operador que actia de N en 0. En segunde Iugar, esto
&5 un conjunto de operadores lineales que actiian de los subespacios
M 4, complementarios al micleo, en el subsspacio T 4. Una ci
tancia de gran importancia es que cada uno de log nuevos operadores
coincide en su campo de definicién con el operador A. 8i N, =0,
entonces M, = X y todo el segundo conjunte de operadores coincide
con el operador A. En cambio, siN , = X, entonces 4 es un opera-
alior oulo. Estas cuestiones las analizaremos nuevemente més ade-

ante.

Ejercivios.

D que los i ! son lineales,

i. En un espacio Jineal X viene duda vna base. El aperadar A asigoa s todo
veclor z € X su coordenadn de nimern fijado.

2. En un egpacio X provisto de un producto escalar se fijs un vector x,.
El operador 4 aaig"na a todo vector x £ X el producto escalur {r, z,).

En vn espacic Vy e fija un vector #,. El operador 4 asigna a todo vector

= € Vy el producto escalar [z, =),

4. El es‘gacio X esté formado por unes polivomios de coeficientes reales,
El operador 4 asigoa 2 todo polinomio su Msfmn derivada. Este operador llevy
ol nombre de opered Ly P rority

5. En el espacio de los polinomios dependientes do In variable ¢ ol operador
A asigna a todo polinomio P (1) un polinomio ¢ P (1,

6. El espacio X esti descompuesto on la suma directa de los subespacios
& y T. Nopreseptemos todo vector =z £ X en forma de uoa suma = = u + p,
donde u & 5, v & T. El aperador A asigna al vector = o] vector u. Este operador
llova el nombre de operador de proyecciin sobre ¢l subespacio & paralalamente
sl subeepacio T




CAP, 7. MATRICES ¥ OPERADORES LINEALES 108

§ 57. Espacio lineal
de los operadores

Fijemos dos espacios linoales
X. Y sobro un mismo campe P y examinemos el conjunto o xy de
todos los operadoras lineales que actdan de X en ¥. En el conjunto
@ xy e pueden introducic operaciones de adicitn de operadores y de
Itiplicacién de un operador por les nil de P, transformando
da este modo @ xy on un espacio lineal.,
Dos operadores A, B, que actian de X en ¥, son iguales, si s
cumple la igualdad

Az = Bz

pera todo vector = ¢ X. Es facil comprobar que la razén de igualdad
de los operadores es una razdn de equivalencia. La igualdad de los
operadores se designa de tal modo:

A =28,
El operador € 6 llama suma de los operadores A, B que actiian
de X on ¥, =i se verifica la igualdad
Oz = Az + Bz
pora todo vector = £ X. La suma de los operadores se indica
C=4+B.
Por definicion, se pueden sumar cualesquieca oporadores que
actian de X en V. 8i A, B son unos operadores lineales de o xy,

su sumy serd también un operador lineal de @ gy. Para cualesquiers
vectores &, ¥ £ X y cualesquiera nimeros o, fi € P so tiene

C {ow + pr) = A fou 4+ o) + B (au + fv) =
= gdu 4+ fide + wbu 4+ fBe =
= g (du + Bu) + p (dv + Bu) = alu 4+ BCu.
La operacidn de adieién de los operadores es una operacidn alge-
braica. Es, ademds, nsociativa. En efecto, sean A, B, € tres opera-

dores lingales arbitrarios de o yy. Entonces, para todo vector z € X
se verifican las igualdades

(A+B)+C)z=(A+B)z+Cr=4r+ Bz + Cz =
=dzt Bzt Cr)=dz+ B+ C)a={d+(B+CNz
Pero esto significa que
A+B)+C=4+(B+C0n

La operacion de adicién de los operadores ez conmutativa. Si
A, B son unos operadores cualesquicra de wxy ¥ 2 05 un vector
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de X, entonces
A+ Bz=Az+Br=Bz+Az=(B+ A)z

es decir,
A+ B=8+A.

Ahora es facil mostrar que el conjunto w yy con la operacién
de adicién de losoperadores introducida es un grupo abeliano. Este
cunjunto tiene por lo menos un elsmento nulo, por ejemplo, el ope-
rador nulo. Todo elemento de @ yy tiene por lo mencs un elemento
opuesta, por gjemplo, un operador inverso. Todo lo demdés proviens
del teorema T.1.

Segin 5o deduce del mismo teorema, la operacién de adicidn de
los eperadores tiene su inversa. Llamémosl v én y h
uso de los simbolos y las propi p

El operador C se llama producto del operador A, que actia de X
en ¥, por el nimera i del campo P, si se verifica la ignaldad

Czx = h-Ax
para todo veetor £ € X. Este producto se designa con
C=hd.

El produeto de un operador lineal de w yy por un nimero es tam-
bién un operador lineal de w xy. En efecto, para cualesguiera veo-
tores u, v 6X y cualesquiera nimeros &, fi € P tensmos

C (au + o) = A4 (zu + Pr) = 4 (@du + pdo) =
= o (hAu) 4 B (Rdv) = alu 4+ Plv.

No es dificil convencerse de que en la operacién de adicién de
los operadores y en ln de multiplicacion de un operador por un nime-
ro se cunmplen todas las propiedades que determinan un espacio
lineal. Por consiguionte, el conjunto @ gy de todos los operadores
liceales, que actdan del espacio lineal X en el espacio lineal ¥,
forma un espacio lineal nueve, De aqui so infore que desde el punto
de vista de las operaciones de multiplicacién de un operador por un
niimero, de adicién y sustraccidn de los operadores, s cumplen todas
las reglas para las transformaciones equivalentes de las oxprestones

lgebrai T ionales. En lo ivo dichas reglas ya no serdn
un objeto de especificacion especial.

Hemos de notar que nunca usamos la relacién mutna de los espa-
cios lineales X, Y. Pueden ser tanto dif) como coincidentes,
El conjunto @ xx de los 0}’1‘ cadores lineales, que actian del espa-
cio X en el mismo espacio X, serd uno do los fundamantales objetos
de nuestra investigacion, Los operadores citados se llamarin ope-
radores lineales en X.

T, tod.
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Ejercicios.

I. Demuégtrese que sl multiplicar un opersdor por un nimere oo sulo,
el rungo v ol defecto del gperador po varfan.
2. Demugstrese quo el rango da |a suma de unos nperadum T €5 SUpPETior
& ln a\mn do rangos de los sumandos,
3. Domuésirss que un conjunio de ogeradnm lineales de ayy, coyos
u“!pva da ulom B UD mismo Torma de por &f un subes-

4. Dannéelmae que un sisteme de dos operadores no nulos de wyy, cuyos
campos de valores son distintos, es linealmente independiente.
5. Demudstroese que un espacio de operndores lineales que octian en ¥y,
unid[mndnnnl

§ 58, Anillo de los operadores

Consideremos tres espacios linea-
les X, ¥, Z sobre un mismo campo P. Sea A un operador que actia
de X en ¥ y sea B un operador que sctia de ¥ en Z.

El operador € que actiade X cn Z se llama producto del operador
B por el operador A, si se verifica la igualdad
Ce = B (4x)

ara todo veetor = € X. El producte de los operadores B y A s
esigna por

¢ =BA.
El producte dn los oparndnm linealos es tnmhuén un operador
lineal. Para 1 u, vEXy quiera

a, f € P so tiene
C (mu + pr) = B (4 (au + pr)) = B (adu + fdv) =
= af (Au} + BB (Av) = alu + plv.

La multiplicacién de los d no es una operacién alge-
braica, dado gue ol producte no esté definido para tode par de opora-
dores. No obstante, siendo factible, la itm de multiplicacion

de los operadores pn!aa unas propisdades bien naturales. A saber:
1) (AB) C = A (BC),
2} L {AB) = (AB) A = B (A4), (58.1}
3) (4 + B)C = AC + BC,
4 A(B+C)= AR + AC
para cualesquiera operadores 4, B, € vy todo nimero & de P, si,
por sup las exp & tee estan definidas,
La demostracion de todas estas pmpmdndu se efectia de una

maners igual, razén por la cual nos limitaremus a estudiar sola-
mente la primera de las propiedades. Sean X, ¥, Z, U unos espacios
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lineales fijados y sean A, B, € cualesquiera operadores lineales, de
los cuales A actia de X en Y, Facttade Yen Zy C, de & en U,
Observemos ante todo que en la igualded 1 estin delinidos ambos
operadores, (AB) € y A (BC). Para todo veclor = € X lenemos

((AB) €}z = AB (Cz) = A (B (C)),
(A (BC) z = A (BCx) = A (B (Ca)),

de donde se deduce la validez de la jgualdad 1.

Consideremos otra vez el conjunto @ ¢ x de los operadores linea-
Jes que actian en el espacio X. Para cualesquiera dos operaderss de
wx x se han definide tanto la suma como el producto. De acuerdo
con las propiedades 3, 4, ambas of 1 estin relacionadas por
una ley distributiva, Por esto el conjunto w x x de operadores linea-
les representa en si un anillo, En lo sucesivo mostraremos que el
anillo de los operad €8 no tative. Desde luego, por casua-
lidad puede ocurrir que para algin par de operadores 4, B se cumpla
Ia correlacion AB = BA. Estos operad se 1 i bl
En particular, un operador idéntico es copmutable con cualquier
operador.

En el anillo de los operadores lineales, al igual que en todo otro
anillo, el producto de cualquier operador por un operador nulo es
también un operador nulo. La ley distributiva relaciona con la mul-
tiplicacién 1o sélo la suma de operadores, sino también la diferencia
entre éstos. Un anillo de los operadores lineales es a la vez un espacio
lineal, por lo cual, para la diferencia entre los operadores resulta
licita la férmula

A—B=A+ (-1)B. '

La propiedad 2 de {58.1) muestra la relacion entre la multiplicacion
de los operadores en un anillo ¥ la multiplicacién por un nimero.
Desde luego, quedan en vigor también todas las correlaciones que
provienen de las propiedades de los espacios lineales.

Ejereicios.

1. diaate D el operador de dif i T, o
operador de mn‘mgﬂlruién por t, en un espacio de polinomics que dependen
de la varieble ;. Demuéstrese ?e DT = TD. Hillese el gperador DT — TD.
2, Fijemos cierto operador & del espacio w y x. Demuistrese que el conjunte
de los operadores A, para los cuales BA = 0, fo
3. Demuésirese que cl rnngl: de un producto de los opora
rior al rango de cada uno de los [aclores.
4. Demuéatrese que el defecto de un producto de operadores no es inferior
ol derecto de cads uno de los fectores.
4 5. Demuéstrese que en ol anillo wy e de operadores lineales huy divizores
@ cero.

rme By p Un subespacio.
ioma no os SUpes
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§ 59. Grupo de operadores regulares

Los operadores lineales que acti
an en el espacio X forman un grupo abeliano de adicién. Poro entre
tales operad pueden indi unos conj que
on si los grupos de multiplicacién. Estos grupoes estin ilgados ot
los llamados operadores rogulares.

Un operador que actda en un cspacio lineal se llama regular, s
su nicleo consta silo de un vector nulo, Un operador no regular s
llama degenerado. Serdn regulares, por ejemplo, el operador idénticc
y ol operador escalar, si no es nulo, A veces, con ol operador A, que
actla en el espacio X, se puede ligar cierto operador regular, inclusc
cuando A sea degenerado. En efeclo, sea T, el campo de valore:
del operador 4 y-sea N4 su nicleo. 8i Ty yAN_,‘ no tienen vectore:
no nules comunes, entonces, de acuerdo con (56.4), tenemoy

X=Ny4Ta

Como ya se ha obsorvado, el operador A eugandru un cnn]u.nw de
otros operadores que actiian de 1
tario al nicleo N,« en el subosp:mn do valores TA En el caso con-
siderado el op A dor que actia de I'y on T,
Esta oporador serd ﬂ!gular. puestu que transforma en cero silo el
vector nulo de T,.

Los operadores regulares poseen una serie de peculiaridades

bles. Para los dores de eate tipo el defecto es igual a cero,

por lo ¢ual de la formula- -(36.4) se infiers que el rango del operador
rogular coincide com [a dimensién del espacin. 8i un operador
vogular 4 act@a en el espacio X, el campo de valores T, coincide con
X. De este modo, todo vector de X es una imagen de ciecto vector
de X. Esta propiedad del operador regular es equivalente a su defi-
nigién.

Una propiedad umportante dol operader regular consiste en la
unicidad de la preimagen de todo vector del espacio. Efectivamente,
supongamos que para cierto vector y existen dos preimégenss u, v,
Eato significa que

Au =1y, Av =y

Pero en este caso
Afu—vp=0.

Por definicién oo operador regular, el nicleo se compone sélo dal
vector nulo. Por esto, u — v =0, esto es, u = v. La propisdad
demostrada es también equivalents a la definicién de operador regu-
lar. Esta propiedad ya se ha mencionado, de hecho, en el § 56.
Un Pmdm:to do cualquier ndmero finito de uperudom! lt‘gula.rss
un dor regular. Evid , basta d L
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esta afi ién para des d. Sean 4, B cualesquiera opera-

dores regulares que actian en el mismo espacio X. Consideremos la
ecuacidn

BAz =0, (59.4)
De do con la definieidn de la multiplicacién de operadores, osta

ecuacitn significa que
B (4z) = 0.

El operador B es regular, por lo cual de la Gltima ecuacibn se deduce
que Az = 0. Pero 4 es también un operador regular y de aqui pro-
viene que z = 0. Asi pues, la scuacién {59.1) sa satislace solamente
por ol vector nulo, es decir, el operador BA es regular.

Una suma de oporadores regulares ya no serd obligatoriamente
un operador regular, 3i A es un operador regular, lo serd también el
operador (—1) A. Pero la suma de estos operadores es un operador
nalo que es degenerado.

Examinemos el conjunto de operadores regulares que actfian
en un mismo espreio lineal. En dicho conjunto la multiplicacién
de los operad @3 una op ién algebraica y, ademi iati
Entra los oparad 1 figura bién el operador idéntico E,
que dessmpedia el papel de la unidad, Efectivamente, es ficil com-
probar que para todo operador 4 que actia an el espacio X sa verifica

AE = EA = A
Si probamos quo para todo operador regular A existe un operador
regular que, siendo multiplicado por A, da un operador idéntico,
esto serd el testimonio de que el conjunto de fodos los operndores
rogulares forma un grupe de wultiplicaeitn.

Sea A un operador regulac. Como se sabe, para todo vector y € X
existe un vector, y silo uno, x £ X, relacionado con y mediante la
Bxpresiin

y= Az, (59.2)

Por consiguiente, a tode vocior v € X se puede poner en correspon-
dencia el dnico vector © £ X, para ol cual y es una imagen suya.
La correspondencia construida es un cierto operador. Se llama ope-
rador {averss del operador 4 y so desig diante el simbolo A~L,
8i se wverifica la desigualdad (59.2), entonces

z=A"y. (59.3)

Demoatremos que el operador inverso es lineal y regulir.

El producto estd definido para cualesquicra operadores, no sblo
para los lineales. Por osto, de la definicion de operador inverso se
desprende que

A = AA-t = E. (59.4)
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Para deriostrar estas igualdades, basta aplicar a ambos miembros
de (59.2) el operador A=* y a cada uno de los miembros de (59.3),
el operador A.

Tomemos unos veclores cualesquiora ¥, v € X ¥ cualesquiern
nameros &, fi € P y consideremos un vector

2= A" {au + fv) — xd-Tu — fA-tp.
Apliquemos abora 8 ambos miembros de la igualdad el operador A.
Tomando en consideracién Ja linealidad del operador 4 y las corre-
laciones (38.4), concluimos que Az = 0. Puesto que el operador A
s regular, esto quiere decir z = 0. Por consiguiente,
A fau + o) = od w4 f4 -,
es decir, el operador A=' es lineal.

Es fécil mostrar gue el operador A=! es regular. Para todo vec-

tor y del micleo del operador A4-* tenemos
A=y =0,

Apliquemos a ambos miembros de esta igualdad el operador 4.
Como A es un operador lineal, entonces A0 = 0. Teniendo presentes
las correlaciones (59.4), concluimos que ¥ = 0. Asi pues, el niicleo
del operador A-' se compone solo de un vector nulo, es decir, A4-*
es el operador regular.

De este modo, el conjunto de operadores regulares representa en
sl un grupo de multiplicaciém. Un peco mas adelante mostraremos que
este grupo es no conmutative,

Con ayuda de los operadores regulares pueden construirse también
unos grupes conmutativos. Sea A un operador arbitrario que actiia
en el espacio X. Para cualquier niimero positivo entero p hallemos
el p-fsimo grade del operador A mediante la igualdad

—
A=d.A4. .4, (59.5)
donde en ¢l segundo miembro estin contenidos p factores. En victud
de la asociatividad de la op ién de multiplicacion, el operador 4%

s¢ define univocamente, Desde luego, este operador es lineal.
Parn evalesquiera nlimeros positivos y enteros p, r de (59.5) se
deduce que
APAT = govr, {59.6)
5i so considera, por definicién, que
A'=E

para todo operador A, entonces la fdimula (59.6) tendrd lugar para
cualesquiera nimeros no negativos y enteros p, r.

Supongamos que A es un operador regular, entonces para todo r
no negative serd regular también el operadar A’. Por consiguiente,
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pora él existe un operador inverso. Do acuerdo con las formulas (7.2),
(59.5), tenemas

(At (AT =ATtdt L A7 (99.7)
Consideraremos también, por definicién, gue
A~ = (AN

Teniendo en cuenta las formulas (59.5), (59.7) y tomando en consi-
deracion que A4 = 4-'4, no es dificil demostrar la correlacion

APA = ATAP

para cualesquiera p, r no negativos y enteros. Esto signilica que la
formula (59.8) es vilida para cualesquiera nimeros enteros p, r.
Tomemos ahora un operador regular 4 y formemos el conjunto
@, de los operadores del tipo A" para todos los p enteros. En este
conjunto la multiplicacién de los operadores es wna operacifn alge-
braica y, como se dednce de (59.6), conmutativa. Todo operador A7
tiene su inversa, igual a A=". En el conjunte w, figura también el
operador idéntico E. Por gui [ junte w, rep
en si un grupo tative de multiplicacién. Este grupo se denomi-
na ciclico, generado por el operador A.

Ejercicios.

4, Demuéstress que si para dos operadores lineales A, B de wy x vo veriflca
1a correlacién A = E, entonces ambos oparadores son regulares.
2. Demuasstrose que para que los operadores A, B, dv o ¢ ¢ sean regulares,
i fiei ue SeAn loz_op BA

¥ qus .
3. Demudstress que si el operador A ex regular y el ndmero ay'g& 0, entonses

ol operador ad es también regular y (x4)- —-;— A
4. Demuéstress que T, = N, cuando, y sblo eunndo, A* = 0.
5. Demu: que para cualquier op A #a cumplon_lns cormlnciones

NaSNLuENpen TazTu2T,...

6 D que el operador P ez un dor de cuando,
¥ sblo cuandp, P = P. (Qui rep on 3i log sub foa W, y T?

7. Damuéstrese que si P es un ox:rador de proyeccidn, entonces B — P
e también un operador de proyeccion.

B que =i el oparad i la igualdad A™ = 0 para
algin nimero positivo entero m, entonces el operador @E — A serd regular
para cualquier nimero o o 0.

. Demuéstrese que el operador lineal A, pars el cnal B 4= agd 4+ agd® + ...
cre o d® =0, es regular,

10. Demuéstrese que 8i A es un operador regular, entonces o bien todos los

eradores en el grupp eiclico @, son distintos o bien cierta potencia del opera-
or A coincide con el operador idémtico.

£,
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§ 80. Matriz del operador

Demos & conocer un método gene-
ral para construir el operador Hneal que actia dol espacio m-dimen-

sional X en el espacio n-di 1 Y. Supong que a los vee-
tores de la baso ey, ey, . . ., ey del espacio X les estin asignados unos
vectores fy, fa, « . ., fm del espacio ¥. En este caso existe un opera-

dor lineal A y es, ademis, dnico, que actia de X en ¥ y que transfor-
ma Ludu vector e, en el veetor ommond)enlr I

que el d do A pxiste. Tomemos un vee-
tor arhnrurio 7 €X y representémoslo en forma de un desarrollo

T=he At et .4 Enne

Entonces

Ar=4 (i Ekea)‘:ng Enday = i Enfa-

El do miembro de las correlaci se determina unfvocamente
por el vector z ¥ Ias imégenas de la base. Por eso la igualdad obtenida
la ' A, sl bste existe. Por otra parte,

o definir el op ' A P te mediante esta igualdad,
o8 decir, poner

A= 3 nf
=i

El aperador obtenido, como es ficil de comprobor, es un operador
lineal que actiia de X en ¥ y transforma, o la vez, lodo vector e,
en el vector correspondients f. El campo de valores T, del opera-
dor A coineide con la cdpsula lineal del sistema de vectores f;, fy, ...
wag s

Ahora pod, iar una deduccién im te: el operador
linecl A que actiia del espacto X en el espacio Y estd enteramente de-
finido mediante la totalidad de imdgenes

Aey, Aegy vy Aey

para eualguier base fijada

2 B30« n vy Em

del espacio X.
Fijemos en el espacio X la base ¢y, €a, . . ., &m ¥ en &l espacio ¥,
la base gy, §g, - « -y Gn. El veclor g; se transforma por el operador A

en cierto vector A¢; del espacio ¥, el cual, como todo vector de este
espacio, puede ser desarrollado por vectores bésicos

Ag = ayg; + ange + Gnaln-



§ 80. MATRIZ DEL OFERADOR 207

Andlogamente,
Aeg = a1 + Gasf2 + + + = Gandne

Atm = Sy + Ggmfs + - o o+ Gamilns

Los coeficientes ay, de estas correlaciones determinan una matriz
A g, de n filas y m columnas

Byye + + By
&ﬂ,l Bgylgg. « - Bym

Bpylpge s« Bpm

que s6 denomina matriz del operador A en bases eligidas.

Como columnas de la matriz del operador sirven las
de los vectores Asy, Ae;, . .., Aey respeclo de la base gy, Guy -« «
v+ G- Con el fin de determinar el elamento ayy de la matriz del
operador A hace falta aplicsr el operador al vector & y tomar la
{-ésimn coordenada en la imagen Aey. Si, para abreviar, designamos
mediante %}. la i-ésima coordenada del vector x, entonces ay =
= {Ae;};. En lo sucesivo haremos uso del método descrito para de-
terminar los elementos de la matriz del operador.

Considersmos un vecter arbitrario z € X y su jmagen y = Az,
Aclaremos de qué modo se expresan las coordenadas del vector y en
términos de las coordenadas del vector  y los elementos de la matriz
del operador. Sea

. 4

n n
x= N ke, y= X N (60.1)
Ju=1 (=)

Caleulamos
<

Ar=A(Dee)= 2 BAy= 28 2 el = 2 (Zteu)a
Al comparar el segundo miembro de estas igualdades con el desa-
trollo (60.1) para el vector y, concluimos que deben cumplirse las
igualdades
< i
=) agbr=mn
pare £=1, 2, ..., n, 08 decir
agk +aukt oot OpEn ="
ank o and b Ganbm = {60.2)

Gt @nalat oo G =T
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Do este modo, todo operador lincal genera, cuando estin fijadas
las bases en los espacios X, 17, las correlaciones {60.2) que relacionan
entre =i las coordenadas de [n imagen ¥ las de [a preimagen, Con el
fin de determinar las coordenadas de la imagen sogin las coordena-
das de la preimagen, basta caleular toq prlmems miembros die estas
correlaciones. Para determinar las coord de la preimagen segin
lns coordenadas conoeidas del vector y hemos de resolver el sistema
de ecuaciones algebraicas lineales (60.2) respecto de las incognitas

E Egv oo oy Eme La matriz de este sistema coincide con la matriz
del operador.
Las lagi (0.2} establ una relacién profunda entre

los operadores lineales y sistemas de ecuaciones algebraicas lineales,
En particular, de (60.2) proviens que el rango del operador coincide
con ol de la matriz del operadur y la dimensién del nicleo wlnclde
<on el cimero de soluciones fi ales del sist: h
radocido. Do este hecho se deduce trivialmente la férmula (56.4)
v una serie de otras férmulas,

A la relacidn existente antro los sist de i Igebrai
cas lineales v los operad les vaol con fr i
Pero primeramente demostremos quo entre los operadores y las
matrices que, da hecho, detorminan los sistemas del tipo (60.2) existe
una correspondencia biunivoca. Ya hemos mostrade que todo opera-
dor A determina cierta matriz 4 ., siendo fijadas las bases. Tomemos
ahora una matriz arbitraria 4 ., de dimensiones n X m. Siondo fija-

das las bases en los X, Y, las corral 60.2) a todo vee-
tor x € X le ponen en currespnndene:a cierto vector y €Y. Es ficil
bar que esta cor es un eperador lineal. Construya-

mos la matriz del operador dado en las mismas bases. Todas las coor-
denadas del vector e, son nulas, a excepeion de la j-fsima coordenada
que es igual a uno. f)n (60.2) =0 deduce qye las coordonadas del vee-
tor Ae; coinciden con los elementos de la j-ésima columna de la
matriz A g, v, por ends, {Ae;}; = ay. Por lo tanto, la matriz del
operador Construido coineide con la inicial Age.

Asi pues, toda matriz # X m es una roateiz de cierto operador li-
neal que actda del espacio m-dimensional X en el espacio n-dimensio-
nal ¥, para las bases fijadas en dichos espacios, De este modo se esta-
blece una correspondencia biunfvoca, para unas bases fijadus cualesguiera,
entre los operadores lineales y las malrices rectangulares. En este caso,
tanto los espacios lineales como las matrices se consideran, desde
luego, sobre el mismo campo P.

He aqui algunos de los ejemplos, Sea 0 un operador nulo. Tenemos

{Oes}y = {0}, = 0.
Por consiguiente, todos los elementos de la matriz del operador nulo

son iguales a cero. Tal matriz se llama nula y se designa por el sim-
bolo 0.
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Tomemos ahora un operador idéntico E. Para este operador en-
contramos

i, 8 i=j,
0, si is=f,
Por esta razén la matriz del operador idénticnl tiene la h;rma siguien-

te, Es una matriz cuadrada en cuya di prineip 3
1as unidades, mientras que los demés lugares son ceupados por ceros.
idénti i

{Eeghy={eg)= [

La matriz de un op =0 ina matriz unidad y se
designa con la letra E.
Nos fr te con un tipo mia de matrices.

Sean Ay, Ay, . . -y o Unos ndmeros arbitrarigs del campo P. Cons-
truyamos una matriz cuadrada A la que tiene dichos nimeros dispues-
tos por la diagonal principal, mientras que en los restantes lugares se
disponen ceros, es docir,

Ay 0
o .

0 A
Las matrices de tal indole se llaman diagonales. Si todos los el t
diagenales son iguales entre si, la matriz se denomina esealar. En
particular, la matriz unidad es escalar. Ll también diag
les las matrices rectangulares, construidas de modo andlogo. Si nos
reforimos a las lact (60.2), establ fécilments chmo

actiia el operador lineal con la matriz A. Esto operador “estira” la
i-6sima coordenada de eualquier vector A, veces para todo f.

Ejercicios.

I. En un espacio de polinomios de grade no superior a n se halla fijadr
In base f, ¢, (%, ..., ™ ;Qué forma tiene en esta base la matriz del operadoa
do diferenciacidn?
2. En el espacio X se halla dado el operador P de proyeccién sobre el
yeap i, paralel b io 7. Fijamos en X cualquier base
formada como ln rounign de los subespacios § ¥ T. ;Qué forina tienen en dicha
base las matrices de los operadores P ly E—
3. Supongames que el operador lineal A actin de X en Y. Designemoa modian-
te A paclo en X, pl io al n v ¥ mediante f,
un subespacio en ¥ complamentario a T,. iCémo variard la matriz del opera-
dor 4, & al elegir las bazes on X, ¥, empleamos las bases de vnos o de todes
log subespacios indicades®

§ 61. Operaciones sobre las malrices

Ya se ha mostrado que, siendo
fijadas las bases en los espacios, todo operador lineal se define uni-
vecamente por medio de su matriz. Por esto, las operaciones con los
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operadores examinadas mds arriba conducen a las operaciones bien
determinadas sobre las matrices. En los problemas que actualmente
son de interés para nosotros, la eleccién de una base no juega ningin
papel, razén por la cual los operadores v sus matrices se designan
mediante las mismas letras, omitiendo todos los indices concernien-
tes a las bases.

Supong que dos op dores iguales sctian del espacio m-di-

1 X en el espacio n-di jonal ¥. Puesto que los operado-

res iguales se ponen de manifiesto de una manera igual, cualquiera
que sea la situacidn, tendrdn una misma matriz. Esto nos ofrece
un fond para jar la sigui definicid

Las matrices 4, B de dimensiones iguales » > m con los elemen-
tos ayp, by se Uoman iguales, si

ay = by
para i=1,2,...,n1 j=1,2, ... m La igusldad de las
matrices se indica del modo siguiente:

A =B,

Supongamos ahora_que del espacio X en el espacio ¥ actiian dos
operadores 4, B. Consideraremos el operador € = A + B. Desig-
nemos los elementos de las matrices de estos operadores eon ¢y,
ayy, by, respectivamente. Con arreglo a lo dicho anteriormente,
oy = (Ce_.}[, Tenjendo presentes la definicién de la suma de opera-
dores y las propiedades do las coordenadas de los vectores respecto
a las operaciones sobre ellos, obtendremos

ey = {Cesty = {(4 -+ B) eshy = {Ae; + Beg)y =
= {Ae)i + {Bejh = ay + by
Por esta razbn:
So llama suma de dos matrices A, B de dimensiones igualesn % m

¢on los elementos ayy, by una matriz € de las mismes dimensiones con
los elementos ¢y, 51

ey =ay + by
parai=1, 2, ..+, n,§ =1, 2, ..., m La cuma de Jas matricos
5o designa con
C=A4+B.
Se llama diferencia de dos matrices A, B de dimensiones iguales
n % m con los elementos ay,, byy una matriz C de las mismas dimen-
siones con log elementos ey, si
ey = &y — by
para im=4,2 ....,m J=1,2 ..., m La diferencia entre las
matrices se indica con
C=4—H.
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Consideremos un operador 4 que actia de X en ¥ y el oporador
C = )A para cierle ntmere k. Si ay, ¢;; son los elomentos de las
matrices de dichos operadores, entonces

ey = {Cepdy = {Me)y =k {Aeghy = hay,

' Tefiniei

T a la sigui
Se llama producto de la matriz A de dimensiones n % m con los
elementos ay por el niimero & una matriz € de las mismas dimensio-
nes con los elomentos eyy, si

24y = bty
para i emd, 2, ..., f=1,2, ..., m El producte de una ma-
triz por un nimero se designa

C = 4.

Sean dados un espacio m-dimensional X y un espacio n-dimensio-
nal ¥ sobre un mismo campo P, Segiin lo demostrado mds arriba,
siendo fijadas las bases en X, ¥, entre el conjunto wyy do todos
los operadores que actiian de X en ¥ y el conjunto de todas las matri-
] d?dimens.iom n % m con los elementos del campo P tiene lugar
una correspondencia biunivoca. Puesto que las operaciones sobre
las matrices se introd el dancia con las of i sobro
los operadores, el conjunto de las matrices n X m, al igual que el
conjunto yy, representa en si un espacio lineal.

Es fiicil mostrar una de las bases del espacio de matrices. Esta
serd, por ejemplo, el sistema de matrices A™ para k =1, 2, ...
coomp=1 2 ... m, donde los elementos af}" de la matriz
AP} go definen por las siguientes igualdades:

1, si i=k, j=p,
V! *
offf 0 en todos los demds casos,

En el esraciu wyy de base sirve un sistema de operadores con
matrices A", De aqui concluimos que un espacio lineal de operado-
rés que uctian de X en ¥ es un espacio de dimensidn finita y su dimen-
sidn es igual al producto mn.

Supongamos dados tres espacios lineales X, ¥, Z, con Ia parti-
cularidad de que el operador A actiia de X en Y, el B, deY enZ,
Sean las dimensiones de los espacios citados m, m, p, respectivamen-
te. Convengamos en considerar que en X, ¥, Zestdn fijadas lns bases
€1y« ov Emy @1y« s o0 Gay Fao+ oo Tpe El operador A tiene la matriz
n %X m con log elementos ayy y

"
dey= ¥ a4,
=



GAF 7. MAYRICES ¥ OPERADORES LINEALES 22

El operador B tiene la matriz p X r con los elementos by ¥
»
B?.“h;}l Bualne
Al investigar la matriz del operador C = BA, llegamos a la conclu-
sidn que debe tener dimensiones p X m, y sus elementos son como
signen:
n

eyy={Ces}y={BAe}= (B {g‘ aygdli=

n n B
={:',;I ﬂc,-BQan:{Z_u“ “-JE’ bparili=

" n M
“-1';'.-5 (33’ Budasd = 2 buay.

La férmula obtenida nos dicta la siguiente definicion.

El producto de la matriz B de dimensiones p x n con los alemen-
tas byy por la matriz A de dimensiones n X m con los elementos a;y
o9 la matriz € de dimensiones p X m con loz elementos ¢y, si

cu= Z buty (61.1)
parai=1,2, ..., p,j =1, 2 ..., m El producto de las matri-
cas 50 designa con

C = BA.

De este modo, el producto se ha definido sélo para aquellas matri-
ces, en las cuales el nimero de columnas del factor izquierdo equivale
al nimero de filag del factor dereche. El elomento de la matriz del
producto que se dispone en la interseccion de la {-ésima fila y la
f-Esima columna es fgual a la suma de productes de todos los ele-
mentos de la i-ésima fila del factor izguis:d.u por los elementos corres-
pondientes de la j-fsima columna del factor derecho.

Becordemos una vez més que entre los operadores lineales y las
matrices tisne lugar una correspondencia biunivoca, Las operaciones
sobro las matrices se introducian conforme a las operaciones con los
operadores. Por esta razon, la multiplicacién de matrices esté ligada,
mediante la correlacién {58.4), con la sumacién y la multiplicacién
de la matriz por un ndmero,

Ya se ha observado que el anillo de operadores y el grupo de todos
los operadores regulares, que actiian en un espacio linesl, son no

ivos. Para d trar esta afi i6n es suficients, eviden-
temente, hallar dos matrices cuadradas A, B tales que sea AB == BA.
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Tomemeos, por ejemplo,

() o)
w0, ma=(t))

y el cardcter no conmutativo de la multiplicacion queda d d

Ll operacién de multiplicaciin de las matrices permite anotar
t laci del tipo (60.2). Dsmgnunas mdﬁi

Caleulamos:

Iu
Ia matriz de d mox 1, P por las
vector z, y mediante y, la matriz de d axi,
por las aonnrdmaﬂas g 1 vector y Enlonm, las wrmlaulonos (80.2)

serin equi 8 ung
I (61.2)
8o llama igueldad denad: pondiente a la igualdad opera-
clonal
Az == g,

Dicha igualdad liga, en forma matricial, las coordenadas de la prei~
magen con las de la ilms::n a través de la matriz del operador.
Resulta importante observar que desde el punto de vista de la

L las i ¥ PAreCen ser com-

1 # andlogas, siempre que, desde luogo, e omitan los indi-

ces, mientras que el simbolo Az se entiende como el producto de A
por z. Puesto que las i v las dades de las of

nes sobre matrices y operadores cotnnlden. cuﬁlqular transformacidn
de una igualdad operacional lleva o la misma transformacién de la
igualdad coordenade. Per esto, formalmente no importa de qué
correlaciones se trata: de las matriciales o de las operaciomales.

En adelante, da hecha, no haremos distinciones entre las igual-
dades oper ¥ das. Mis aln, todos los comceplog
¥ hechos nuevos referentes o los operadares, los extenderemos sin reservag
a lag matrices.

Ejerciclos.
1. Demudy que las i sobro lns matrices estin vinculadas
s ln of ién de posiciér di (1] Jaci
{ed) = ed’, A+ B =4+ 8,
(AB) |= B'A", (A7) = 4.

2. Demuéstreze quo tedo operador lineal de range r puede representarsa
en forma de una sumn de r optuggns lineales y no em ] Fnzmlur?e en forma
de una sume de un ndmere menor de cperadores de {

3. Demuéstirese que una matriz do d:mcwwnu " X m es de rango 1, s,
y &blo =i, puede wpmmlnlse en forme de un producto de dns matrices no nules
He dimensiones a % 1 ¥yIxm
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4. Supongamos que para las matrices fijadas A, B se cumple la igualdad
AC = BC

para_cualguier matriz €. Demuéstress g = B,
5. Halless la forma %umaral de una matriz cuadrada que eonmutable con
uns matriz diagonal dada.

6. Demudstrese que para que uoa matriz sea escalar, es necesario y sufi-
ciente que sea conmutable con todas las matrices cuadradas,
7. La suma de elomentos diagonales de una matriz 4 se denomina frasa
de ln matriz 4 y se designa con tr A, Demufstrese quo
trd = trd’, tr jzd) = e-tr A,
A +B=uwd4+uB, tr (BA) = tr (A8),

8. Demuéstross que una matriz real A es oula, si, y sélo =i, tr (447) =0,

§ 62. Malrices y determinantes

Las matrices desempefian un pa-
pel ial en la in gacién de los operadores lineales. Como
medio auxiliar en las investigaciones se utiliza con frecuencia un de-
terminante. Consideraremos ahora algunas cuestiones relacionadas
con las matrices y los determinantes.

Supongamos que un operador regular A actia en el espacio X.
Su rango coincide con la dimensién de X. Segin se deduce de las
formulas (80.2), esto significa que el rango del sistema de columnas
de la matriz del operad ingide con su Esto es posible
cuando, y s6lo cuando el determinante de la matriz sea distinto de
cero. Asl pues,

Un operador que actiia en un espacio lineal serd regular cuando,
y 6lo cuando, el determinante de su matriz sea distinto de cero,

La propiedad obtenida del operador regular sirve de base para
las definiciones siguientes.

Una matriz cuadrada se llama regular, sisudeterminante es dis-
tinto de cero y s llama degenernda, en el caso contrario. p

o e Ay Eaidiee: e lag e A

de los operadorses regulares, se puede decir, por ejemplo, que un pro-
ducto de matrices regulares es, nuevamente, una matriz regular;
todas las matrices regulares forman un grupo de multiplicacidn;
cada matriz regular engendra un grupo ciclico, ete. La conexitn exis-
tente con] los operadores regulares permite afirmar que cualquier
matriz regular A tiene, y ademds, una sola matriz A~ tal, que
474 = Adt = B, (62.1)

La matriz A~ se llama inversa de la matriz 4.

Empleando el concepto de d inante, pod indicar la
forma axplicita do los elementos de la matriz inversa a través de Jos
menores de la matriz 4. Sirven de base para la resolucién de este

blema las formulas (40.5)—(40.9). Teniendo presente la férmula

1.1} para un elemento del producto de dos matrices, concluimos que
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8 las ecuaciones (62.1) les satisface la matriz

Ay A 4
11 L
d"" d "t d !

Aqui d es el determinante de la matriz 4; A, el complemento alge-
braico de su elemento ;. Debido a la unicidad de la matriz invers,
éstn, puede tener solo esta forma. .
Introd unas desi i abreviadas para los menores
de uns matriz arbitraria A. El menor, dispuesto en las filas 7,
Lys o ooy dp ¥ en las columnas . fy, . . fp, 30 desigonard mediante

A (":- !‘.a‘ sy ‘.a) :
Tie Javeeendp
Consideraremos, ndemds, que la eoincidencia de algunos indices
en la fila superior (inferior) de la designacién del menor significa que
son coincidentes las filas {eolumnas) del mismo menor.

TEOREMA 024, (férmula Binel—Cauchy). Supengamos gque una
matriz cuadrada C de orden n es igual al producto de dos matrices rectan-
gulares A y B, cupas dimensiones son n X m ym ¥ n, respectivamente,
con la particularidad de gue mZ> n. Entonces

1300 1 2...n kiky ... k
PR I SR ) sy
1i2...n IShches | chysm 1A - L [k e |

(62.2)

DEMOSTHACION. Denotemos con ay, by, ey los elementos de las
matrices A, B, C. Por definicién del producto de las matrices, tenemos

m
Cpp= 2 ﬂi-?’-p
=
Sustituyendo, los elemontos do la matriz O por sus expresiones y sir
viéndose de la propiedad de linealidad del de te en relaci
a los vectores columna, encontramos

m
Yaub 2 anbia. ..
"l =h

-laf-(r"'“c"' )cder. ............. B =
Cag oot Can

m
3 anby D LT
=1 =t
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.
Gy, by Z‘ b o E‘ B by n

e
Cnubuttubugc o X fns,bon

m ™ (TP AT TG DAY T
‘=EE...\1‘631 N AN A R =

<
Ht =t = BBy 1 On B2 oo B By n
LS 1 2...n
#3 Tooen Bl Joutia By (623
i P R ) o (62:3)
Cada uno de los indices s, 8, . . ., 8, no depende de los otros

y puede tomar cualesquiera valores desde 1 hasta m, por lo que la
expresién obtenida representa en si la suma de m™ sumandos. En
dicha sama serdn nulos aquellos sumandos cuyes valores ton%an
aunque sea dos indices iguales, puesto que serdn iguales a cero los
menores correspondientes de la matriz A. Todos los demds suman-
dos pueden dividirse sn grupos con nl sumandos en cada uno de ellos,
reyniendo en cada grupo todos los sumandos, cuyos valores da los
indices forman una misma totalidad de mimeros,
Designemos mediante ky, ks, . . .. k. la disposicién de los \rnslg-
]

res de los indices &, 5., . . -, &, ordenada en forma

B (8 S0 v uy 85) = (=1},
donde N es el nmero de transposiciones necesarias para transformar
la permutscibn g, &5, . . . 8 8 la Ky, kg, . oo Ky En este caso,
dentre de los limites de un grupo de los valores de los indices s,
85, + 4 oy &, la suma de los sumandos correspondientes de (ﬁz.é)
sord igual a

12...n
Delons ...s,M(,“h.‘_k“)b.‘.b..z...b.“ﬂ-—

Ay T )T s busbia b

By kg ky
| o UL by

De la corrolacion obtenida deducimos la férmula (62.2).
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coroLaRl0. El determinante del pmiucto de dog matrices cuadradas
ez igual al prod de los deter de los factores.

E:umn en la formula (62.2) constard, en el caso dado, de un
sumando, por lo cual

12...n 12...n p B PO
c(i 2.“_n)=A(l 2._,5)3(1 2...»)
o bien, lo que es igual,

det € = det A-det B.

COROLARIO. Supongamos que una malriz cuadrada C de orden n s
igual al producto de dos matrices rectangulares A y I cuyas dimensio-
nesson m X My m ¥ n, reziuct!mwnk con la particularidad de que
m<-n. En este caso, dot

En efecto, agreguemos & las matrices A y B n — m Gltimas colum-
nas nulas ¥, correspondientemente, n — m filas s cada una de las
matrices. Las matrices obtenidas se convierten en las cuadradas de
orden n, mientras que sus determinantes serdn nulos. El producto
de estas matrices nos da la matriz C. Por ello, de acuerdo con el pri-
mer corolario, det © = 0.

Ejercicios.

” “_ M_}ialt.ml que para coalquisr matriz regular 4 se verificaln Igualdad
2. Damuistrese cple para cualquier matriz regular A4 ey vilids la igusldad
det fg ) = (det )

I
In I%".ld&d dot (@A — o ot A,
Estrose .51 para lng mlnm cuadrﬂd-s A, B se verifica la
igualdad AB = E, on e regular y B = AL
3. Escribase In !6r|nnll l]el tipn {82 | para un mencr arbitrario del pro-
ductn de dos metnces
8. Demugstresa quo para walq)n!er matriz real A todas Jos menores prin-
ciplhﬂ de lag matrices A4 ¥ 44" 500 Do negativos,
emudstreso que el rango de un producte de motrices mo es soperior
&l nnm ds cada uno de los factores.
que en una opera de multipli
rsgulur el mango no varis.

matriz dn 4 de orden n se verilica

itn por una mALTE

§ 63, Paso a la ofra base

Siendo fijadas las bases en los

p , la g penmle investigar totalmente la

aceidn de un operador lineal, Evid te, cuanto més simple es

la forma de la matriz de un operador, tanto més eficaz serd la realiza-

cidn de dicha investigacién. Generalmente Jas matrices de los opera-

dores dependen de las bases v nuestra tarea inmediata consiste en
aclarar esta dependencia.

1dad 1 3
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Sean e, &, .. ¥ fio f2o ooy fin dos bases de un mismo
espacio m-d1mensiona'.| X Los vec!.om fis far «« o fra 50 definen
univ 5us8

fi="Pugi+ Putat ..+ Praslms
fo=Pueit Pueat ..+ pmzem, (63.1)

fon = Pimf1 4+ Pams+ o o o+ Prambm

segiin los vectores ey, €y, . . ., €y . Los coeficientes py; determinan
ln matriz

Pu Puoees Pim
p=| Pu P - D

Prt Pmz -« Pmm

la cual s¢ llama matriz de la transformacidn de coordenadas al pasar
de ln base ¢, &5, ..., ey ala base fi, fa, .. . foue

Tomemos un vector arbitrario x € X y descompongémnslo segin
los veetores de ambas bases. Sea

S &
&= 2’ Liei= i%i LT
De acuerdo con (63.1) tensmos
n & moom
‘2[ Biey= E, Nfi= E! ™ }2_.1 Pues=

='§r‘1 ('g“llpn :“.l— E TIIP#.')?:

ltl
Comparando los coeficientes de e; en el pri ¥y sog
de las correlaciones ebtenidas, encontramos
m
fi= 2 Pumy (63.2)
=1
para i =1, 2, ..., m. Estas firmules se denominan férmulas de

transformaciin de las coordenadas. Designemos, como hasta ahora,
mediante z, ¥ xy las matrices de dimensiones m x 1, formadas por
las coordenadas del vector z en las bases corresponrllent.ea Las
firmulas (63.2) muestran que

z, = Pry. {63.3)

La matriz de la transi ién de coordenadas debe ser regular,

puesto que en el caso contrario tendrd lugar la dependencia lineal
entre sus columnas y, por tanto, entre los vectores fi, f,, . »

Por supuesto, cualquier matriz regular s una matriz de cierta trans-
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i i6n de G A e igulldad{ﬂ:i:'!} Al
multiplicar a la izquierda la igualdad (63.3) pnr ]a matriz P-Y, obten-
dramos

zp = Pz,

Supongamos ahora que en el espacio lineal X vienen dadas tres
bases &, €3, -+« €ma fiv - - o fm ¥ Tis « « o1 Fme Bl paso de la pri-
mera base a la tercera puede realizarse con ayuda de dos procedimien-
tos: o bien directamente do ln primera a la tercera ¢ bien primero de
la ala da, y después de la segunda a la tercera. No es
dificil establecer Ja conexidn entre las matrices correspondientes de
la transformacién de coordenades. De acuerdo con (63.3), tenemos:

2, = Pzy, zy = Raz,, z, = Sz,

De las primeras dos correlaciones se desprende
= Pz; = P (Rz,) = (PR) z,,
de donde provione que
§ = PR.

De este modo, cuando las coordenadas se transforman de manera
eonsecutiva, la matriz de la Lransformacion resultante sech Igual al
pmducto de matrices de las transformaciones intermedias.

otra ves el operador lineal A que actia de X en Y,
Elijamos en el espacio X dos bases ey, . ... €n ¥ fiy -« oo [my ¥ €D
el espacio ¥ otras dos bases gy, . . . Ga¥ by y ty. En las primeras
dos bases a un mismo operador 4 le correspunde la :gua]dad coorde-
nada

ve=Aeia (63.4)
v en las otras dos bases, la igualdad
v = Ayzp (63.5)

En concordancia con estos pares de bases, para un mismo operador A
tenemos dos matrices A, ¥ Ay

Designemos con P la matriz de la t formacidn de coordenad
al pasar de la base L c...a!a basefy, .. . fm¥con @, la matriz
delau—u fi de dasal pasardeq., ..., gaily, ...

. Se tiene
z, = Pzy, Yo = QY (63.6)
5 ndo estas expresi para 7., ¥q en (63.4), obtensmos

Qui = AgPay,
de donde se deduce que
pe= (@4 PRIE
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Al P la igunldad obtenida con (63.5), lui que
Ay = QA 1P, (63.7)

Esto es precisamente la correlacién buscada que liga las matrices de
un mismo operador en diferentes bases.

Ejercicios.

1. Demuéstrese que ol pasar a otras bases el rango de la matriz del operador
no cambia.

2 e ol d de una matriz de un operador que
actin on_un epacio hnu] no drpende de cémo se shige la base,

[ R cor uede catabl entre unos operad reg'nll-
res, que acliian en "ol espacio X, ¥ las de d en el

mismo spacio?

4. Liamemos homdnimas dos bases de un espacio real, si el determinante
do #u matriz de la transformacién de coordenndas es pom!u Demuéstrese
uqe I.od.n Ias bases pueden ser repartidas entre dos clases de bases homdnimas,

Llamemos izguierda una clase de las bases homﬁn[mu y derecha, la
otra, E‘.ompimna- dichas clases con las descritas en el §

§ 64. Matrices equivalentes
y mafrices semejantes

A todo operador lineal 4 que ac-
tiia del espacio X en el espacio ¥ le corresponde un conjunto de sus
matrices que se define por la posibilidad de slegir diferentes bases
en X e Y. La estructurs de este conjunto puede ser sustancialmente
diferente en dependencia de si son o no coincidentes X o ¥,

Dos matrices rectangul Ay Bdedi i iguales se deno-
minan eguivelenies, si existén dos matrices cuadradas regulares f
¥ & tales que se verifique

B = RAS.

De (53.7) se deduce que dos matrices, correspondientes a un mis-
mo operador lineal, siendo diferente la eleccién de las bases en X
@Y, serin siempre equivalentes entre si. No es dificil ver que la afir-
maclén contraria a3 también cierta. A saber, dos matrices equivalen-
tes corresponden siempre a un mismo operador lineal en las bases
adecuadamente elegidas, De este modo, a todo operador lineal gue
aplica X en Y le corresponde una clase de matrices equivalentes.

TEOREMa 641 Para que dos matrices rectangulares de dimensiones
tguales sean equivalentes, es necesaria y suficiente que fengan un mismo
rango.

DEMOSTRACION, Al multiplicar una maltriz cualquiera por otras
matrices regulares, su rango no varia, razdn por la cual las matrices
equivalentes tienen rangos iguales. Supongamos ahora que dos matri-
ces de dimensiones iguales tienen un mismo rango. Demonstraremos
que estas matrices son equivalentes. Demostraren.os, ademds, que
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cada matriz de rango r es equivalents a la matriz

(10...00...0
J0 40060
IL=100...10...0].
00...00...0
100...60...0
e e

Sea dada una matriz rectangular de dimensiones n X m. Define
cierto operador lineal A que aplica el espacio X de base &, &, .. .
-+ em en el sspacio Y ds baaa Gir Gar oo q,, Dssignemus median-

te rel nit de entre las imé-
genes de los vectores dela hm Aey, Ae.. « oy Aegy. Sin perturbar la
que los-vect Agy, Aey, ..., Ay

son lmea‘.lmente independusntas, puesto gue se puede conseguirlo

o ln base. Los restantes
veotores, Aerqq, - - As,.., aa expresan linealments en términos
de los primeros

5
Ary= 2 epydey (B4.1)
j=1

pura k =r 4+ 4, ..., m. Defivamos la base nueva fy, fay + o o fim
en X de la manera siguiente:

€y k=1, 2,.0u1,

- 5 4.2

f e— 2 ety k=r+i,....m (64.2)
i=t

Ln este caso, en virtud de (64.1), tenemos

Afy =0 (64.3)
para k =r 41, ..., m. Hagamos, luego,

Afy =t (B4.4)
para f =1, 2, .. , r. Los vectores t;, fyy .y t, son, por hipdte-
sis, hnealmanw it dientes, Compl los con ciertos vectores
Lrgys o+ oy By hasta obtener una base en ¥ v examinemos la ma;m
del operador A on las bases nuevas fy, - .« fm ¥ by o .o by Los
coeficiontes de In k-ésima columna de dicha matriz coinciden con las
coordenadas del vector Afy en la base £y, . ty. Do conformidad con

las o}grrelaciones (64.3), (B4.4), la matriz “del opemior A coincidird
con 1.
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La matriz inicial y la 1, corresponden a un mismo operador, por
lo cual son equivalentes, Consecuentements, todas las malrices de
un mismo rangoe son equivalentes a la matriz £, y por esta razén son
equivalentes entre si.

En el transcurso de la demostracion del teorema hemos respondi-
do a una pregunta muy importante: “;Cémo se deben elegir las bases
en los espacios X e ¥, para que lo matriz del operador lineal tenga una
forma mds simple?” Ademds, hemos mostrado la forma explicita de
osta matriz mas simple.

La respuesta, tan sencilla y eficaz, resultd ser posible debido a que
las bases en X e ¥ podian fependi una de la
otra. Supongamos ahora que el operador A actia en 91 espacio X,

Por supuesto, podriamos derar nu las imag ¥ prei-
i on dif bases, no ok esto no parece ser natural
aqui, puesto que tanto las imé coma las preimig pertenecen

a un mismo espacio. El empleo de diferentes bases complicaria con-

siderablemente la investigacién del modo con que actia el operador

contra los vectores del espacio X. Si la baso es una, los matrices P

v @ en (63.6) id or igui a todo operador lineal

que actila en un tisp&cio lineal le corresponde una clase de matrices
laci por las laci *

B = p4p (64.5)
para diferentes matrices regulares P. Las matrices de tal indole se
lNaman semejantes y Ia matriz P se denomina matriz de la transforma-
cidn de semejanza.

La cuestion referente a las condiciones bajo Ias cuales dos matri-
ces pueden ser semejantes se resuelve con unas dificultades bastante

dos y la respuesta se obtendri més adelante. También es compli-
cada la cuestién acerca de la forma de la matriz mds simple entre
todas las matrices semejantes. Los dos capitulos siguientes estén de-
dicados preci a las investigaci de estos probl

Ejerciclos.

p 1. Demuéstress que ol criterio de equivalencia de las matrices y el criterio
" I e el

SO0 Unay o e 3
. 2. Demuéstrese que los matrices semejantes poseen una traze y un deter-
minente iguales,

3, Domuéstreso que en una misma trensformacion de semejapza un grupo
ciclico de matrices regulares pasn en un grupa eiclico.

4. Demuéstress que on una misma transformacién de semejanza un subespa-
cio lineal do matrices pasm en un subespacio lineal,

5. En un conjunto de matrices cundradas del mismo orden examinemos
un operador consistente en [ transformaciin de semejenza do dichas matrices
con ung matriz fijada do la fi in de j Damugé que
este_operador ed lineal,

6. Demutatrese que ¢l conjunto de todos los operadores de una transforma-
cién de somejanze definidos sobre un mismo conjunto do matrices cuadradas
del mismo orden forma wn grupe de multiplicacidn.




CAPITULO 8 POLINOMIO
CARACTERISTICO

§ 65. Valores proplos y vectores
propios

Supongamos que un operador li-
neal A actia en el espacio X. Esto significa que a todo vectorz € X
se'le pone en correspondencia un vector y = Az del mismo espacio X.
Puede ocurrir que para cierto vector no nulo x Ja imagen y la preima-
gen son colineales, Segiin veremos en lo sucesivo, una situacién
semejante permite simplificar considerablemente la investigacién
del operador.

El niimero & se denomina valer propio y el vector no nulo x, vector
propio del operador lineal 4, siempre que estén ligados entre si
mediante la correlaciin Az = hx

Hemos de notar que si x o3 un veelor propio correspondients al
valor propio &, todo vector colineal cr serd también un vector propio
para e == (. Si al valor propio & le corresponden dos vectores pro-
pios z, y, entonces todo vector no nulo del tipo ez - fiy también
sard un vector propio. Por definicién, el vector nulo no es propio.
Por esto el conjunto X, de tadas los vectores propios que son combina-
ciones lineales de 1 de propios dados, corres-
pondientes a un mismo valor propio A, no serd un subsspacio. En el
coso de amplisr X, al agregarle un vector nulo, X, se convertird
en un subespacio. Este ultimo se denominardi subespacio propio
del dor A di al valor propio A.

No es dificil wmprender que todos los vectores no nulos del espa-
cio X serin vectores propios de los operadores 0, E y aE. Cada uno
de estos operadores tiene s6lo un valor pmpm queesiguala 0, 1 y e,
respect] ¥ or lo menos un subespacio
propio que ceincide con todo el espacio g&' El operador proyector P
cuenta con dos totalidades de vectores propios: todos los vectorea
pertenecientes al campo de valores del operader P y todos los vec-
tores pertenecientes al campo de valores del operador £ — P, A la
primera totalidad de vectores propios le corresponde el valor propio
4 = 1; a la segunda, 8l valor propio & = 0. En efecto, como P* = P,
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1enemos
P (Pz) = P’xr = Pz = {.Pz,
Pl =P e)=(P=—P)a=(P—Plz=0=0:(E - P}z

Por consiguiente, el operador proyector tiene al menos dos subespa-
cios propios.

TEOREMA 654, ['n sislema de veclores propios Iy, &y, . .
del operador A que corresponden a los valores prapios distintos dosa dm
fay b oo hm es Linealmente independiente.

nEMosTRACION. Los vectores pmpio.'t son no nules por definicion,
razion por la cual el teorema es justo, a ciencia cierta, para m = {.
Supongamos que es vélido para cnalquier sistema de m — 1 vectores

propios y no es valido para los vectores z,, %5, . . ., Zm. En esle
caso el sistema de dichos vect seri 1 ind: diente, es
decir, para ciertos nimeros @, &g, . . -, @g, 00 iguales a cero simul-
témumaule. so verifica ‘la igualdad
Oy + ey £ gty =, (65.4)
Supongamos que ¢, 7= 0. Aplicando 4 a (65.1), obtendremos
bty + bty + oo Gphpta = 0. (65.2)

Al multiplicar (65.1) por Ay y al restarla de {85.2), hallamos
oy (g = hn) Ty oy (g = Rm) Ty 0 e
o Oy (Apeg = ) Zmoy =0,

Conforme a la suposicion inductiva, de aqui se deduce que todos lo
cooficientes de los vectores &y, xq, . . ., Zy-y 300 nulos. En particus
lar, &, (g — A} = 0, lo que contradice la condicitn & 5% An v la
suposicién @, == (. Por consiguiente, el sistema de vectores x,
o , Ty &5 linealmente independiente.

conovamo. Todo operador lineal que actia en un espacio m-dimen-
sional na puede tener mds de m valores propios distintos dos a dos.

Es de mayor interés el caso on que el operador A en un espacio
m-dimensional tiene m valores propios distintos dos a des. De acucedo
con el teorema 85.1, en este cazo podemos escoger una base del espa-
cio compussta inthramenw da los vectores propioe del operador A.

El operador A qui actia en el espacio m-dimensional X se llama
operador de estructura stmple, si tione m vectores propios linealmente
independientes.

El hecho de que entre todos los operad lineales d los
de estructura simple o explica de una manera sencilla. Estos opera-
dores, v sblo ellos, tienen en cierta base las matrices diagonales, Efec-
tivamente, sean I,, s, . . ., & los vectores propios del operador 4
linealmente independientes. Al tomarlos en calidad de los vectores
bisicos del espacio X, constrayamos eén la base citada la matriz del
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operador A. Tenemos

Ary=hyry,

Ary=1lszy,

Axpy = L,
Record que los el de las col de la matriz del ope-
rader coinciden con las denadas de las imd de los vect

de la base. Por eso, la matriz 4, del operador 4 tendri en la hase de
los vectores propios la forma siguiente:

M0...0

e 0 A...0

0. Gl .. v'ol B
Ahora, si el operador A tiene en cierta base zy, z,, ..., Tn una
metriz diagonal con ciertos nimeros Ay, Ay, ..., km (n0 forzosa-

mente distintos) en la diagonal principal, entonces z, y, .. ., @n
soran vectores propios del operador A correspondientes aius valores
propios Ay, Ag. ..oy

e gate modo, los oparnd.oms de estroctura simple, y solo ellos,
tienen en cierta base unas matrices disgonales. Bsta base puede ser

compuesta sol te delos propios del operador A. La aceién
de i:u,alqumr oparador de ostroctura simple se reduce siempre al
1 las denadas del vector en Ia base dada. Si

todos los operadores lineales tuvieran estructura simple, el problema
raferente a la eleccién de la base en la que la matriz del operador tenga
una forma mas sencilla seria resuelto por completo. No obstante, con
los operadores de estructura simple no se agotan todos los nporadores
lineales.

Ejercicios.

{. Supongamos gue el oparador A tiene un vector proplo z correspondients
al valor propie A Emuv’alm que para el operador

Ol ood + .. g AT,

donde oy, @y, ..., @, son ciertos namercs, el veolor & sera tambicn propic,
carmepondtmle. esta ver, al valor ympw @+ gk A+ . C L)

2. Demuéstreso que Jos oporadores 4 y 4 — af lnml Tos lmsma vectares
propios, cuslesquiora que senn ¢l operad Lel nimers .

3. Demuéstrese que L‘l operador A o5 regular cunndo, y silo enands, ne
tiene valores propics

4. Demuéstrese qna lm operadores A y A~ tienen los mismos vectores
propics, cualquiera qua sen al nperadar regular 4. ;De qué modo estén  rela-
cionados eatre &i Joz valores proplos de estos eperadorss?
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5. Demufstrase que sl ol oporador 4 es de estructurs simple, ol operador

D
es tampién de estructurn simple,
6. Demué: d

que un de difl que mello eo un espacs

de polinomios oo ex aperad simple. Hillonse los vectores propiea
¥ los valores propios de este operador.

dor de una i itn de i con la

dor o5 de simpla.

matriz dingonal. qua dicho op
Hillense todos sus vectores propics y valores propics.

§ G6. Polinomio caracteristico

Ne tode operador linea! tiene
aunque sea un solo veetor propio. Supengamos, por ejermplo, que un
operador actiia en el espacio V, y realiza ol giro de cada segmento di-
rigido alrededor del origen de coordenadas a 90° en el sentido con-
trahorario. Es evidente que en este caso lu imagen y la preimagen nun-
ca seran colineales y el operador no tendrd ni un solo vector propio.
Pare investigar la cuestion de existencia de los propi
deduzcamos primero una ecuscion lo que satisfacen todos los valores
propios del operador lineal.

Supongamos que el operador lineal 4 actiia en el espacio m-dimen-
sional X prefijado sobre ¢l campo P. 51 el aperador dispone de valor
propio A, correspondicute al vector propio r, entonces, por defini-
citm, queda cumplida la correlacién Ax = Jz, o bien, lo que es igual,

(AE —A)z =0 (66.1)

El vector r es no nulo, por lo cual de (86.1) se deduce que el operador
1E — A es degenerado. Do este modo, los valores propios del opera-
dor A son aquellos nimeros & de P, y sélo ellos, para los cuales el
operador AE — A es degonerado.

Fijemos en el espacio X cierta base ¢, &5, . . ., €n ¥ designemes
mediants A, la matriz del operador A en dicha base. El operador
#E — A es degenerado cuando, ¥ sblo cuando. sea degencrada su
matriz AE — A,, es deeir, cuando

det (AE — A,) = 0. (66.2)

La determinacién de valores propios no ha sido ligada con la elec-
cién de la base en ¢l espacio X. Por esto los ndmeros & del campo P,
que satisf la id .2), tampoeo deben depender de Ia base.
En realidad, no depende de la eleceidn de la base ol primer miembro de
(66.2), cualquiera que sea 4, sunque formalmente esta dependencia se
ha obgervado. Supongamos que en cierta otrn base {,, AR
¢l operador A tiene la matriz A;. Conforme a (64.5), las matrices
A, y Ay estén ligadas entre si mediante la eorrelacién

Ap=Q7A0
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donde ¢/ oz una matriz regular. Ahora, con cualgnicr & de P encon-
tramos

det (\E — A;) = dot (AQ~EQ — Q4,0) = det (0~ (\E — A,0) =
= det (* det (WE — A,) det @ = (det Q) det (\E — A,) det @ =
= dot (AE — 4,).

Al tomar en consideracién la expresitn del determinante de
la matriz en términes de los elementos de ésta, es ficil entender que
el primer miembro de (66.2) puede ser representado en ln forma:

dot (AE — A,) = ag + b + . o + Gmod™ @i (86.3)

Los coeficientes aq, . . ., ap 5 calculan de tal o coal manera segln
los elementos de Ja matriz A, ¥ no dependen de A La potencin mai-
xima de & =6lo figura en ol producto de los clemenlos disgonales de
Ia matriz LE — A, y, por ello,

= 1.
He agui la expresién explicita para dos coeficientes mis, A saber,
= (—1)" det A,, Aoy = —tr A,

Se puede suponer, en general, quc al representor ol determinante

det (,\F ..-l,} on potencias do &, emplesndo para eflo difere'nlau
lng expresi de un tipo avdlogo al seg

miernbm liu (E\I‘ 3}, mas con drslmtos coelicientes a;. Sin embargo,
en lo que sigup se mostrari que 18 suposicidn citada no tiens luger.
Los coeficientes en el sepundo miembro de (66.3) no dependen de
como se realiza su calevlo, Teniendo en ceentn que el determinante
det (LE =— A.) no deponde de 1a base, legamos o gun todos fos coefi-
cienles g, o o oy Gmoy 501, 80 realidad, las carscteristicas del opera-
dor A. La funeién

Fl) s gy ahf .o A {Hif.4)

se denoming polinomio caraclerfstico del operador A,

A todo operador lineal se le atribuye un polinomio caracleristico.
Lo reciproco es también cierto, Todo pelinomie del tipo (f6.4) ca
caracteristico para cierto operador lineal, A titulo del dltme puede
sorvir, por cjemplo, un operador cuys matriz A, tiene on alguna base
la forma siguiente:

— gy =fpeg e =8y =i
1 0 ... 0 0
A=l 0 t w00 (636.5)
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Es ficil convencerse de esto por comprobacion inmediata, recurriendo
al teorema de Laplice para calealar el detorminante det (AE — A ).
Las matrices del tipo (66.5) se llaman matrices de Frobenius.

Para que ¢l wimero & del campo P sea ¢l valor propio del opera-
dor A, es necesario v suficiente que satisfaga la ecuacidn

Ge a4+ ...+ au A" A" =10,
es decir, que sea una raiz del polinomio caracteristico. Mo en cual-
quier campo P ni muche menos, todo polinomio con los coefi
de P tiene aunque sea una sola raiz de P. Como ejemplo puede indi-
carse ¢l polinomio 1* 4 1, que no tiene raices ni en el campo de ni-
meros racionales ni on el campo de nimeros reales.

El campo P se llama algebraicamente cerrado, si todo polinomio
con los coeficientes de P tiene al menos una raiz de P.

Asi pues, si un operador lineal actiia en un espacio dado sobre un
campo algebraicamento cerrado, tiene sin falta por lo menos un solo
vector propio. Pueden construirse los diversos ejemplos de los campos
algebraicamente cerrados, no obstante, el mayor valor prictico lo
tiene solo uno de ellos, a saber, el campo de ndmeros complejos.
Nuestras investigaciones mds proximas estan dedicadas a la demaostra-
cién de que dicho campo es algebraicamento eerrado.

Ejercicios,
1. Hilless el polinomi i para los of nuly e idéntica.
2. Hillese el polinoml ico para el operador de di iacio
m&r‘ sefial de igualdad de operadores ln coincid de los pol i
caracteristicos?

4. Domuéstrese que los operndores con las matrices A y A° tienen poling-
mios caractoristicos guales.
5. Supongamos que en ciertn bese el operador Liene la matriz (86.5). Hillen-
se pn Ja misma buse las coordenadas de los vectores proplos.
. Demnéstress que un oporador con la matriz (86.5) liene estructura simple
zuemin.dy stle cuando, ol polinamie caracterietico cuenta con m raices distintas
oz o dos.

§ 67. Anillo de polinomios

En algunos cjercicios v ejemplos
ya hemos atraido la atencién del lector a las propiedades algebraicas
de los polinomios. En relacién con el estudio del polinomio caracte-
ristico estas investigaci seran continuad

Sea dado un campo arbitrario P. Consideraremos un conjunto de
polinomios, es decir, de funciones del tipn

fiE)=ag+az+ ...+ a3", 671}
dependientes del argumento z, que toma los valores de P, ¥ que tie-

nen los coeficientes a,, . . ., 4, de P, Convengamos en que f (z) s un
polinomio de grado n, siempre que a, <= 0 y los coeficientes de niime-
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ros mayores sean nulos. El (inico polinomio que no tiene grado deter-
minade es agquel enyos coeficientes son todos iguales a cero. Llamé-
moslo polinomio nule y lo desi) con el simbol
Dos polinomios se mnsiderarﬂn [gm:fas. 31 snll tguaIas lodos sus
ficientes da los
Sean dados, ahora. los polinomios fiz) y 4 {s) de gradosn y &
tivamente.

fl)=ag+ a4 ... 82" + ad",

g =by + bz ...+ b2t + b
¥ SUpOngamos, para concretar, que rx; 5. Se denomina suma f (z) 4+
-+ g (2) de los polinomios { (z) ¥ g (z) el polinomio
fiRy gl =codoz+ ... 4 cnym™t + e,

donda ¢; = a; + b, para todo i< s, ¥ ¢; = a; para todo { > s,
La pelencla de la suma de los polinomios es lgunl an, sin>s,
pero serd infovior a n, para n = g, siempre que b,

Se llama producte | (z)-g (z) de los palmmintf (s} y g (z} el poli-
nomio

fle)gle) =dy+dha+ ...+ duuary?®™'t + dy ™,

dende

(67.2)

di= ¥ apb
P g Y

parai =0, 1, ..., n+ & El coeficiente d; es la suma de productos
de aguellos coeficientes de los polinomios f (z) v g (2) cuyos indices,
siendo sumados, dan §. Por ejemplo,

dy = apby, Oy = apby.

De la 0ltima igualded se desprende que d, 4, == 0. por lo cual la
pnlencm del pmdu:lo de polinomios no nulos s igual a la suma de
P ias de los fact Por . el producto de los poli-
nomios no nulos es un polinomio no nule,

Coma caso particolar del producto de los polinomios interviene
el producto «f (2) del polinomio [ (z) por ef nimers ., puesto que un
nimero no nulo puede considerarse como un polinomio de grado nule.

El conjunto de polinomios con las operaciones introducidas mas
arriba reprosenta en si un antllo conmutative. No nos detendremos en
la comprobacién de la validez de todos los a:mmas

TEOREMA 870 Para cualquier pol i)y fi
nulo g (z) pueden hall 1oz finicos polinomios g {z) )' 7 (z) tales qua
se verifica la ecuacidn

flel =g @ gl +r) 67.9)
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con la particularidad de que el grade de r (z) es inferior al de g (z)
o bien r(z) = 0.

108. § que los f{z) ¥ g (2} son
de grado iy 5. Sin << 50 bien f (z) = D. antonces en la descomposi-
cibn (67.3) podemos hacer g (z} = 0, 7 (z) = [ (z). Supongamos, por
esto, que nZ= s,

Rap los poli ios f {z) y g (z) conforme a (67.2) y haga-

mos
fle)—3= "2 () =1 (a). (67.4)

Supongamos que el grado del polinomio f; (z) es igual a ay, ¥ su coefi-
ciente mayor s a. Es obvio que n, << n. 8i n, > &, hagamos

iy
1) —F- g (1) = Fa 2). (67.5)

Designaremos mediants ny el grado y mediante ayy, el coeficients
mevor del polinomio f, (z). él ny == £ hogames om oz

f =B e = Fa ) (67.6)
e,
e Los grades de los polinomios fu {2}, fo (2)s . . . van decreciendo.

Por ello, realizados un nimero finito de pasos, llegaremos a la igual-
dad
(h=1)

fret (5= =7 (5) = S (2, (67.7)

en la cual el polinomio f; (z) o bien es nulo o bien su grado ny es infe-
rior a 5. En este momento el proceso se para.

Sumando ahors todas las igualdades del tipo (67.4) — (67.7)
obtendremos Loci)

fo— (e B neer 4 B ) g )= (-

Esto ¢s testimonio de que los polinomios
all? afk-1)
gla) =27+ -3;—!""'+ i -.u---';l— 21T p (g ==y (2)

satisfacen ia igualdnd {67.3), con la particularidad de gue o bien
r (z] = (), o bien ol grado del polinomio r (z) es inferior al grado
(z).
mostraremos ahora que los polllmmlns g (z) ¥ r (=), que satis-
facon la condicidn del teorems, son finicos. Supongamos que existen
ademas los polinomios ' (z) y #* (2), para los cuales

[E =g &g @+ @,
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con la particilaridad de que o bien r* (z) = 0, o bien el grado de
r' {z) es inferior al grado de g (z). Entonces

ERG@E - MN=r—r@. (67.8)

El pol io en el do miembro de esta igualdad o bien es

nulo o bien su grado es inferior al grado de g (z). Mlentras tanto, el

polinomio en el primer miembro tiene, cuando g (z) — ¢’ (s) 5= 0,

un grado que no es inferior al grado de g (z). Por esta razén, la igual-
dad (67.8) se verifica sélo en el caso en que

g (@) =g () rE) =" ()

El teorema gueda demostrado por completo.

El polinomio g (z) se denomina cociente de la division de f (z)
por g (z), ¥ r (s} es el resto de la divisién. Si el resto es igual a cero,
diremos que f (3) se divide por g (s) y el propio polinomio g (z) s
Uamaré divisor del polinomio f (z).

Considararomos la divisién de un pelinomio arbitrario no nulo
{ (z} por un polinomio de primer grado £ — a. Tenemos

1@ =(E—aqg@E+re (67.9)

Puesto que el grado de r (s) debe ser inferior al grado del polinomio
z — a, entonces r (z) es un polinomio de grado nulo, es decir, una
constante, Esta cnnslnmo puede determinar con facilidad. Susti-
tuy en el lo miembros de la correlacién (67.9)
Zemgy encontramos que r {zJ = f {a). Asi,

fla) = —a)g iz +7la). (67.40)

Para que el polinomio f(z) se divida por el pelinomio z — a,
&s nacesario y suficiente que § (z) = 0. Los ndmeros a, para los cua-
les f {a) = (0, suelen llamarse raices del polinomio f (z). De sste moda,
la bisqueda de todes los divisores lineales del pelinomio es equiva-
lente a la bisqueds de todas sus raices.

El empleo de la férmula (67.10) permite hacer la siguiente deduc-
cién. Para tode niimero @ de P un polinomio f (z) de grado r puede
ser representado de un modo (nico en forma de la descomposicitn
en potencias (z — a):

f)=Ag+ A (= a) .o Apey 5 — a4
4+ A4, (5 —a)", (67.11)

donde Ay, . .., A, son los nimeros de P,

La oxistencia e aunque sea una sola descomposicion (67.11) se
establece de un modo relativamente sencillo. Al dividir f (z) por
(z — a), obtendremos el cociente g, (z) y el resto A4, relacionados
mediante la igualdad

J{@ =@F—a)g (2 + 4, (87.42)
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Si el grado de g, (z) es nulo, la descomposicion (67.11) queda obteni-
da. En cambio, si el grado de g, (z) es distinto de cero, entonces al
dividir ¢, (z) por (z — a), tendremos

Bl =(—ag @)+ 4 (67.13)
Reuniendo (67.12), (743}, encontramos

@ =(—afg@+4c—a+A4.

Cuando ses necesario, dividimes otra vez g, (z) por (2 — a), ete.
Como los grados de los coclentes g, (z), gy (=), . . . decrecen de manera
sucesiva, el proceso se parach dentro de n pases, dando por resultado
la descomposicién (67.11).

Supongamos ashora que la descomposicién del mismo tipo se
ha ebtenide de algiin otro modo y Liene los coeficientes A, . . ., Ap.
Al designar

gilz) = A+ Ajsy (2—a)+ ... + Ap(z—a)™t
para i =0, 1, ..., a. Concluimos que
7 (3= (3 —a) giss () + M. (67.14)
En este caso, nuluralmanlfe' 7 (2) —I{x) Lomprnnd(r (B'.l‘ 12j y
(67.14) para L =0, ¥ en n la
ciente y del resto, llegamos a la conclusidn de quezl, = A, 0 (:)

= g, (z). De modo andlogo se demuestra que los otros cosficientes
son también iguales,

Ejercicios.

1. Demuéstress que en el noille de polinomios no hay divisores de ecero,
2. Supongamos qua para ciertos polinomios se verifica la Igun]dad fleip(s) =
-g[:] (z). Demucstresa que si ¢ (z) % 0, entonces 7 (3) = g (g).
I?amnmm que los polinomios nn ‘nulos f (1) y ¢ [:! = dividﬁn uno
por otro cunndo, ¥ sélo cuando, [;'n af (z) para el nimere & no
4. Supongamos quo cada uno e loa pol mumwl t‘gx}. Ly {t"] 58 divide

Damudat el pol i
gm 3 o {zh m i ;:T:J qsﬁ: unnguplonl‘i’zl‘;{gs‘ ‘;lb‘;ltrulou. también s[:] rvk!’a
por @ (g). )
que en Ins descomposiciones (67.1), (67.41) pars un mismo
linomin f (z) los 2y A

§ 68. Teorema fundamental
del dlgebra

Procedamos & demostrar una de
las mds importantes afirmaciones, es decir, el teorema acerca do
ue el campo de nimeros complejos es algehraicamente cerrado.
Esw teorema es de amplio uso en las mas diversas ramas de les mate-
méticas. En particular, en este teorema estd basada toda la teoria
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ulterior de los operad lineales. Confe a la tradicién establ
cida, se llamard feorema fundamental del d&lgebra.

Asi pues, hemos de mostrar que tode polinomio de grado n =1
con coeficientes complejos tiene al menos una raiz que es, en el caso
general, compleja. Consideraremos al principio unos polinomios del
tipo especial. A saber,

fey=a—a" (68.1)
BRepresentenios Jos nimeros complejos 2 en la asi llamada forma
triangular
£ = r(cos g + isen )
Aqui, r es un ndmero no negativo, llamado médulo del nimero 2,
¥ ¢ es un nimero real llamado argumento del niimero z. Estd claro
que para todo nimero 2 el médulo estd definido uni te. Parn
los nameros = no nulos el médule estd definido, salvo un niimero
miltiple de 2x; para 2 = 0 el argumento no estd definido. Formando
el producto de das nimeros complejos
3 =r {tos g + 1 sen g}, v=p (cosy + i sen ),
encontramos
s o= rp (cos g -+ 1 sen g) {cosp 4+ § senp) =
= rp {eos (g + W) -+ i sen (g + §))

De aqui deducimos que
z* = 1™ {cos nyp <+ | sen ng).
Esta igualdad lleva el nombre de Moivre. Permite hallar con

facilidad las raices de la ecuacitn (68.4). En efecto, supongamos que
el niimere complejo a esti representado en la forma triangular

a = g {cos B + i-sen 8).
La ecuacion
a—z"=10
respecto de z es equivalente a la ecuacidn
a {cos 8 + 1 sen @) = r* (cos ng + i sen ng)

respeclo de ry q. Mas, Ia nitima ecuacion tiene, a ciencia cierta,

tales soluciones para k =0, 1, 2, ..., n —1:
= _B42m
=+ 5, g===
Por consiguiente, los niimeros complejos
a, = +ya{m .u_'izﬁ‘_q {sen B___+:kn) (68.2)
son las raices de la itn (68.1). Ll estos nlimeros raices

de n-ésimo grade del nimero a y las designaremos mediante el sim-
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bole general
=,

Ahora, sea dado un polinomio arbitrario f (z) con coeficientes
complejos. Considerarémoslo como una funcién compleja del argu-
mento complejo 2. Para tales funciones, al igual que para las fun-
ciones reales de un argumento real, puedsn introducirse las nociones
de continuidad, derivada, etc. Do dstas no todas las nociones las
necesitaremos en una medida igual, pero todas ellas se basan en el
empleo de la completitud del espacio de niimeros complejos.

Una funcién compleja uniforme f (z} del argumento complejo z
se llama continua en el punto z,, si para todo ndmero & =0, tan
pequefio como se quiera, existe un & > 0 tal que para cualquier nime-
o plejo # que satisface la designaldad

lz—z | <8

tendremos
e —f ) | <e

La funcion f {z), continua en todo punto del campp de definicidn,
se denomina conttnua en tode punto o, simplements, continua.

LEMa 081, El polinomio f (z) con coeficientes complejos es una
funcién continua del argumento complefo 3.

DEMDSTRACION,
fl)=a+amz+...+ m" (69.3)
¥ supongamos que 2, es un ndmero complejo arbitrario fijado. Desig-
nemos h o=z — z,. M que para cualquier ndmero & > (),

tan pequefio como s quiera, se puede hallar tal § = 0, que, siendo
| h | <8, se cumpla la desigualdad | f {z) — f (s} | << &.

(Al desarrollar el polinomio dado f {z) en potencias de (z — z,),
obtendremos

T =do+ A1 e~z)+ ...+ 4, -z
Puesto que A, = f (3) ¥ (s — 2,) estd designado con h, resulta
Tlaa+h) —fle) = Ah + ... + 4,40 (68.4)
De aqui proviene que
1fa+h)—fE 1A | |hl+...
oot A TIRP =A(A]. (685

La funcién real A (| & [} es un polinomio con coeficientes reales
| Ay | respecto de la variable real 1 & |. Segin se sabe del curso del
snélisis matomitico, 4 él A |} es una funcién continua en todo punto
v, on particular, cuando |k |=10. Como 4 (0} =0, por e>>0
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dado se puede hallar tal & = 0 que para
|h|=<8& (68.6)

Ak <e.
T do en deracidn la designaldad {68.3), Tui que si
se cumple (68.6), se cumplird también Ia desigualdad
I f(sg +h) —flz) | <e

conoranto. El médule de un polinomio es una funcidn continug.
Dicha afirmacion se deduce inmediatamente de la siguiente co-

rralacion:
1) =1 f ) = | f () — 1 (50) )

coROLARIO. Si una sucesidn de nimeros complefos (2.} converge a 25,

para tode polinomio f (z)
‘li‘m flead = f{z0).

1EMa 882 Si el polinomio f (z) de grado n = 1 no sz anula cuando

z = 1,, entonces slempre existe un nimero complejo h tal, que
[ fizg + R 1< 1f(z) [
pEMOSTRAGION. Examinemos nuevamente el desarrollo (68.4).

tendremos

Supongamos que entre los coeficientes A,, A,, ..., A, el primer
coeficiente distinto de cero ns .4. Tomemos
h=t V “"’ (68.7)
donde a titulo de raiz de la k-ésima p s¢ toma qui
de los valores de este coeficiente y
[~ - (68.8)
Designaremos

L T i)\
=ty (/-TE)
Ahora, teniendo en cuenta (68.7), (68.8), de (68.4) encontramos
1f (a4 B) | = [ f (5 — £ () + " Byy + ... + "By | <
SIA—Nf@)+ " | Baal ...+ B | =
== )|+ O B | e+ P B | =
= |flead |+ (=1 Fz) |+ ¢ Baga |+ .-
4| By ) = S (z0) |+ B (1),
En definitiva tenemos

| flze + R) [ << I f (=) | + B (8).
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La funcién B (t) es un polinomio con coeficientes reales y el argu-
mento real £ Es una funcién continua. Pero, B (0) = —| f {z,) | <
<2 0, razén por la cual, en virtud de la continuidad de B {f), existe
tal ¢, dentro de los limites 0 <Z £, << 1, que B (¢} serd también
negativo., Para el ndmero complejo b, que se determina mediante
el nimero £, de do con {68.7) obtendremos

1 (2o + BYISS1f (20l | 6158 (to) << | (50)]

LEMA 683 Para todo polinomio [ (z) de grado n =1 y toda suce-

stdn infinita de nimeros complejos {2, ) s verifica ln corvelacidn limite

Hm 1fi{z)] = +eo. (68.9)

1ox Consideraremos el polinomio (68.3). Para cual-
quier 3 %= 0 encontramos

(21 == ey 12" (4=
Puesto que la sucesién {z;} es infinitamente creciente, entonces
lim |25) = + oo.

ko

%:—!F’I""— Y _[":_;uhﬂ-l)_ (68.10)

El segundo miembro de la correlacién (68.40) es una funcién real,
por lo cual caleulamos
lim {1_|:_:]|z.|-"—...—J—L‘:: fm[--]-i,

fepl=o0
Pero, para el owro facter de (68.40) tenemos
lim Ja,||zi|" = + e,

[ENEE

Por consiguiente, la correlacion (68.9) es valida.

TEOREMA 881 (teorema fundamental del digebra). Todo polinomio
f(z) de grado n =1 con coeficientes complejos tiene por lo menos una
rais, que es, en el caso general, compleja.

pEMosTRACION, Consideraremos up conjunto de toda clase de
valores del médulo del polinomie f (z). Puesto que |f(s) | =0,
este conjunte esti acotado inferiormente. Del curso del andlisis
matemético sabemos que coalquier conjunto no vacio de nimeros
reales, acotado inferiormente, tiene la vota inferior execta. Supon-
gamos que para el conjunto de valores | f (z) | esta cota es I, Esto
significa que para cualquier nimero natural & se puede hallar tal
niumero complejo 2, que

O | () | =t 2-h
De aqui se deduce que
,‘1.5_2 Hde) | =L (68.11)
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8i suponemos que la sucesidn sx,.l no estd acotada, se podria ele-
gir de olla una subsucesidn infinitamente grande y, de acuerdo
con el loma (88.3), la correlagién (68.11) no podria verificarse. Por
esta razén la sucesion {z,) es acotada, Elijamos de ésta una subsu-
cesién converg a4 ¥ supongamos que

lim 2y, = 5.
l“-”

Conforme al corolario del lema 68.1, el méduale de un polinomio
s una funcion continua. Por consiguiente,

(sl = M If ()] =1

Si {20, del lema 68.2 se desprende que existe tal nimero z,,
para el cual | f (z;) | < L Bsto contradice a que ! es la cota inferior
exacta de los valores del médule del polinomio, razén por la cual

1w

Asi pues, hemos probado la exi ia de un nd plezo 2,
tal, que | f(z) | =0, 6, lo que es igual,
f za) = 0.

Esto significa que 7, es la rafz del polinomio f (s).

Ejercicios.

{. Demuéstrese que el conjunto de todas las raices de n-fsimo grado del
pimero complajo § forma uo grupo conmutative de multiplicacidn.

2, Demufstrese gque pars que una sucesién de nimeros complejos (s}
2en acotads, es necesarlo y sufliciente que ln sucesién {f (s,}) =ea acotada por
1o menos para un polinomio f (s} de grado n 2 1.

3 q P fiz) de grado n = 1 ¥ lodo
niure:? !u;mpleju 5, existe un pdmero complejo & tal que | J (s + h% | =
=11 .

4. ;bamuéau-esa que tudus las ruiees del polinomio (86.3) se hallan dentro
del anillo

o
an |} ‘

5. Rigifndoss por o) mismo esquems que se ha usado para los ndmercs
complajos, tritese dp «demastrars que el campo de nimeros reales es algebrajca-
mmonte cerrado. JBn qué lugar la «d ifny no tiens lagi

(t+asg| ) stis(orpe

§ 69. Corolarios del teorema
fondamental

Del teorema fundamental se de-
duce toda una seria de corolarios. Consideraremos los mis impor-
tantes do ellos.
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El polinomio f(z) de grado n =1 con coeficientes eomplejos
u?.nn por lo menos una rafz z;. Por esto, / (z) puede ser descompuesto
asl

fle) = (2 —z) g (=)

donde ¢ (z) es un polinomio de grado n — 1. Los coeficientes del
polinomio ¢ (z) son, como antes, nimeros complejos. Por consi-
guiente, ¢ (z) tiene la reiz 2, (siempre que n = 2) v

@ {2} = fz — 2} ¥ {3,
de donde se deduce que
fle) =z —2) iz — z)y (=)

Continuando este proceso, la d
nomio en un producto de factores lineaes:

fA=bl—n)—2)...0E—2)
donde b e up cierto numem Abnendu los paréntesis en el segundo
[l

hand

del poli-

el d mmpsrsndn loa r.osﬂe.lm-
tes de las p ias con los coefi n,é fo f (), 11
a la conclusién de que b = .
Entre los ndmeros z,, 24, . . ., %, pueden haber nimeros iguales.
Supongamos, para simplificar. que z,, ..., 3, son distintos dos

a dos, mientras que cada uno de los nimeros #,4y, . . ., 2, 08 igual
# uno do los primeros. En este caso sl polinomio f (ﬁ) puede escribirse
en la forma:

fla)=a, (z—z)h (z—sh ... (2—a ) (69.1)
donde z; % z; cuando { 5= j, v, ademds,
btk +...+k=n

La descomposicién (69.1) se denomina descomposicidn candnica del
polinomio f (3) en factores.

Para ol polinomio f{z) la posicid dnica es dnica,
salvo el orden en que se disponen los f En efec
que o la par con la descomposicion (69.1) existe otra descomposiﬁidn
candnica, por ejemplo

fa)=an (z=vy) {z—vefr .. (3t
En este caso serd veridica la igualdad
LR S L RSP L PR UY PR S R LY

(69.2)
Ohservemos que la totalidad de los nimeros z,, . . ., z, debe coin-
cidir con la de los nimeros v, . . ., vy. 5i, por ejemplo, z; no es

igual & ninguno de los niimeros vy, . . .. by, entonees, al sustituir
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2 = z; en (68.2), obtendremos ero en el primer miembro de la igual-
dad, mientras que en el segunde miembro, un nimero diferente de
cero. Asi pues, si existen dos descomposiciones canénicas del poli-
nomio f (), Ja igualdad (68.2) sélo puede temer esta forma:

(r— 2z (a— ). (2 g e (2 2 (=) (B2

Supungamos, per ejemplo, que ky = L ¥ sea, para concretar
k= L. Al dividir ambos miembros de la tltima igualdad por el
mismo divisor (z — 3,), llegamos a que

(z—g-tg—gihe ... (f—g)hr=(s—z... s —2)"

Otra vaz, al sustituir agui 3 = 5, vemos que en el primer miembro
de la igualdad figura cero y en el segundo miembro, un ndmero
diferente de cero, De este modo, la unicidad de la d faid

i ndi d 3

Si en la descomposicién canénica (68.1) k, = 1, entonces la raiz 2
se llama simple; en cambio si k; > 1, entonces la raiz 5, so denomina
miltiple. El nimero &, lleva el nombre de muléiplicidad de la raiz 5,.
Ahora podemos enunciar una deduecién muy importente:

Todo polinomio de grado n =1 con coeficlentes complejos tiene
n raices, si cada upa de las rafces se cuenta tantas veces cual es su mul-
tiplictdad.

Un polinomio de grado nulo no tiene raices. El (nico polinomio
que tiene un nidmero tan grands como se quiera de rafecs distintas
dos a dos es el polinomio nulo. Haciendo uso de lo citado, podemos

iar la deducci igniente:

81 dos polinomios f (z) y g (2) de grado no superior a n tenen valores
iguales para mds de n diferentes valores del arguments, todos los coefi-
cientes correspondientes de dichos polinomios serdn iguales entre si.

En efecto, el polinomio f {z) — g (z) tiene, por hipotesis, mds de
1 raices. Pero su grado no es superior a n, por locual f (z) — & {z) =0.

Asi pues, un polinomio f (2}, cuye grado no es superior a nr, 3o
determina completamente mediante sus valores para cualesquiera
n +1 diferentes valores del argumento. Esto permite restablecer
¢l polinomio por medio de sus valores. No es dificil sefialar la forma
explicita de este polinomio “restaurador”. Si el polinomio f (z)

toma, para los valores del argumento ay, . .., @y, log valores
Jilay) .. f%asy). entonces
ntt
o g —y) oo (5 Cimg ) (2—Ehar) oo (B—Gnag)
f(z) 2 T T — 7)< oe (B —Gig) (B —Fhag) « oo 4 —Cng)

i1
Esté claro que el grado del polinomio en el segundo mismbre ne
es superior a m, ¥ en los puntos 2 = e, el polinomio toma los valo-
tes f (@). Un polinomio construido de esta maners se denominm
polinomio de interpolacidn de Lagrange.
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E:

ahora un poli io f (z) de grado n y supongames
que I, 2, ..., 3, 50D Sus rafces escritas tantas veces cual es la
multiplicidad de cada una de ellas. En este caso

TR =anle—5) e —2) ... (e —2)
Multiplicando las expresiones encerradas entre paréntesis que figu-
ran en el segundo miembro, reduciendo los términos semojantes y com-

parando los coeficientes obtenidos con los de la expresisn (65.3),
podemos deducir las siguientes igualdades:

o glay=—=(3+5+... +2,),
Bpalt, =+ (Bt aes b .. Fnz . g, 1),
L CIEC TR TN S S e ST N
ayfag =(— 1" am ... Zeg b 08y E)
Bfan = (1) 2155 ... 3,.
Estas igualdades se llaman fdrmulss de Vidte y expresan los coefi-
cientes de un pelinomio en términos de sus raices.

En el segunds miembro de la k-ésima ignaldad figura la suma
de toda clase de productos de k raices tormada con el signo més o el
signo menos, en dependencia de si es par o impar el nimero k.

En lo sucesive nos serdn itiles algunos corolarios del teoroma
fundamental del dlgebra referantes a los polinomios con coeficisntes
reales, Supongamos que el polinomio

fl)=ag+az+ ...+ a2

con coeficientes reales tiene una rafz compleja v (pero no real), es
deeir,

gptay+...Fag" =0

La dltima igualdad no se violard, si todos los nimeros en ella se
sustituyen por los ni plej jugados. No obstante,
los coeficientes ay, . . ., a, ¥ el nimero 0, siendo nimeros reales,
quedarin en esta sustitucidn intactos. Por ello

Gybag-b ... +an =0,
es deeir, f (@) = 0.

Do este modo, si un nimers complejo (pero no real) v os una
tafz del polinomio / () con coeficientes reales, entonces ol nimero
complejo conjugado v también serd raiz de f (z).

De aqui se deduce que el polinomio f (z) se dividird por un tri-
nomio de segundo grado

(g} = (2= 1) {z— 1) = 8 — {0 + P} 2 + B,
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cuyos cosficientes son roales. Haciendo uso de este hecho, demostre-
mos que las raices v ¥ v son de la misma multiplicidad.

Supongamos que la multiplicidad de ellas es & y I, respestiva-
mente, y, por ejemplo, k= l. En oste caso f (z) se divide por el
Idsimo grado del polinomio ¢ (z), es decir,

f@) =gj(z)-q ().
El polinomio g (z), fo en si un i de dos polino-
mios con cooficientos reales, tiene también coeficientes roales. Por
hipétesis, el nimero v debe ser la raiz do multiplicidad (& — 1) de
este polinomio que no tiens raiz igual a v. Do acusrdo con lo demos-
trado anteriormente, esto no es posible, razén por la cusl k = L
De ests modo, todas las rafces plejas de cualqui linomin de
coeficientes reales son complejas conjugadas dos a dos. Da la unicidad
de la descomposicidn candaica proviene la siguients deduccién.

Todo polinemio con ceeficientss reales puede ser representado,
salve el orden en qae se disponen los factores, de un modo dnico en
forma del producto de su coeficiente mayor y los polinomios con
coeficiontes reales. Los dltimos polinomios tienen sus coafici
mayores equivalentes a uno y son linealss, si corresponden a las
raices reales, y cuadriticos, cuando corresponden a un par de raices
complejas conjugadas.

'or fin, viene la deduccién mis importants, en aras de la cual,
en esencia, so d aba el fund tal del dlgobra.
Supongamos que el operador lineal 4 actia en un espacio complajo.
Los valores propios de este operador, y solo ellos, son las raices del
polinomie caracteristico. Conforme al teorema fundamental, el ope-
rador 4 tiene por lo menos un valor propie A. Por consiguieate,

Todo operador lineal que actda en un espacie complejo lineal tiene
por lo menos wn vector propio.

Ha de ser observado que si el operador 4 actia en un espacio
real y racional dicha deduccidn ya no es justa.

En relacidn con los valores propios se ampleard la misma termi-
nologin que se ha aplicado respecto a las raices del polinomio En
particular, un valor propio se llamard simple, si es una rafz simple
del polinomio caracteristico y se denominara miltiple, en el caso
contrario. Se llamard multiplicidad del valor propio A la multipli-
cidad de A, al intervenir éste en calidad de raiz del polinowio carac-
teristico.

Ejercicios.

1. Demuéstrese que si ol numero complejo a 7= 0, para tode nimere natu-
ral i- solo existen n ndmercs complejos distintos, cuya r-ésima polencia es
igual & a.

2. ¢De qué modo estin ligadas entre si las raices de loa polinomios f (3)
¥ f{z — a), donde a es un numore compleo?
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3. & ' ue el poli realds, de grado

B superior 8 n toma los valores igu nn n+ 1 distintos yalores del argo-
:nnw Damuéureaa que 1(z) s nu pu nomio de grado nulo.

de grado Impar, con couficiontes

ma]ea, mmn ar lo meuos una Taiz real,
G D strese que al polinemio [ {z) tiene por lo menos une raiz en cada

uno de lns dm lominion
(BT ]/ | L]
n

6. Demuéstrese que m o mlor A u de estructura simple, cunndu. y sdlo
cnando. & todo nlar pm]v o le corresponden L{nlu valores propios linealmento




CAPITULO 8 ESTRUCTURA
DEL OPERADOR LINEAL

§ 70. Subespaclos invarlantes

Las investigaciones que
se realizardn bajo el sup de que el linosl viene dado
en un espacio complejo X. Como ya se ha indicado antes, dicha supo-
sicién assgura que para cualquier operador lineal existe al menos un
veclor propio.

El subespacio L de un espacio lineal X se denomina invariante
respecto del operador A, si para todo vector x de L su imzgen Az
pertenece también a L.

Todo operader lineal tiene sl menos dos subespacios invarisntes
triviales: ol subeapacio nulo ¥ todo el espacio X. Significacién esencinl
a6lo tienen los subespacios invariantes no triviales. A lo! subespa-
cios jantes por lo, los sub propios.
Cormo en un eepacio lireal complejo cualquier operador tiene, a cien-
cia cierta, por lo menos un vector propio, cuslquier operador en tal
espacio tiene obligatoriamente al menos wn subespacio invariante
no trivial.

Es fécil comprobar que para todo operador A el campo de valores
T, v el ndeleo N, serén subespacios invariantes. Estos subespacies
son triviales cuando, y sélo cuande, el operador 4 sea regular o nulo,

8i L es un subespacio invariante, existen varios métodos per
medio de los cuales se puede construir un subespacio complementa-

rio M tal que X = L 4+ M. Sin embargo, entre estos subespacios
complementarios puede mo haber ninguno que sea invariante. En
cambio, 8i existe sunque sea un solo subespecio complementario
invariante, podemos hablar sobre la descomposicién del espacio
en upa suma directa de subespacios invariantes.

El conocimiento de algiin subespacio invarisnts y més ain, de
la descomposicién del espacio en una suma directa de suhespacios
invariantes permite construir una base en la cual la matriz del ope-
rador tenge la forma més simple. S que el op A
tiene en el espacio m-di jonal X un subespacio invariante L
de dimensién ». Elijamos en X una base e, &, ..., ¢y de tal modo

180
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que sus pri n veot port a L. En este caso las {ma-
gones deg, ..., Ae, de los vectores &, ..., &, pertenecerdn a L
v st podri descomponerias segin los veclores e, ..., €,, conside-

rando los dltimos como vectores de la base L. Por consiguients,
Agy = aye; + aygy + - -+ Gt

Aty = gty + G183 + o oo+ Gt

Record que los el de las col de la matriz de
un op Inciden con las lenadas de las imé de los
vectoreg de la base. Por ello la matriz 4, del operador A en la basa
&, &, ..., & tendrd por expresion:

By oee Byn ia‘_ SRR . Py

A= Brn | Fa, ntt Bnm
Gy, ptd oo s Bnet,m

B bl wnce, g

Por regla general, las matrices de este tipo so eseriben en la as
llamada forma celular. A saber,

A= ('45: j:) ‘ (70.4)

Aqui, A, o2 una matriz cuadritica de orden n, Ay 25 una matriz
cuadrdtica de orden m — n, 0 es unn watriz nula de dimensiones
{m —n) % n, v Ay, la matris de dimensiones n ¥ (m — n).
Supongamos ahora que el espacio X estd descompuesto en suma
directa do los subespacios invariantes L y M. Elijamos en X una
base &, &, . . ., & de modo tal que los primeros n vectores de la
base pertenezean a L y los demds m — n vectores pertenezcan a M.
En este caso las imégenes Ae, .. .. Ae, pueden descomponerse
s6lo segin los vectores e, ..., €, mientras que las imégenss
Alnsys o . -0 A, s6l0 sogn los veolores g4y, « . . #m La matriz
Ay en (70.1) serd, evidentemente, nula. Por esta razén la matriz 4,
del operador A en la base considerada tendrd una forma afn mis

simple. A saber,
4 Ay 0
'“(9 Azy

Sup que la operacién del operador A se investiga stlo
en los dal subespacio i i L.Siz € L, se tiene Az € L.
Por iguie pod id que ol operador A genera en L
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otro operador 4 | L definido por la igualdad
(A | L)z = Az

para todo z € L. El operador 4 | L se denomina operador inducide,
generado por el operador A. Con relscidn al operador A | L, el ope-
rador 4 se llama generador, Por ser el operadorA Iinoel el opamdur
indnr.ido seré también lineal. El op A | L eoi

n el A en el sut fo invariants L y
eef.é definido fuera de L. De este modo, dichos operadores so dli‘n-
rencian, principalmente, por el campo de definicifn.

A pesar de que la introducciée del operador inducido parece ser
algo ertificial, éste representa en & un _aparato auxiliar muy nﬁrmmio
en la ejecucién de las més diversas in Por &)
un operador inducido, al ignal que eualquier otro operador lineal,
tiene por lo menos un vector propio. Pero, como dicho operador coin-
cide con el operador generador en su campo de definicidn, esto signi-
fica que:

Todo operador lineal tiene en Iy besg Envari par
lo menos un vector propio.

Si un espacio esté descompuesto en una suma directe de r subespa-
cios invariantes, el operador lineal tiene por lo menos r vectores
propios linealments independientes.

Esta claro que tode valor propio ¥ todo vector propta de un ope-
rador inducido son, el valor propio vy el vector
propio del operador generador. Resulta menos evidente el

TeOREMA T0.0. El polinomic caracteristica de un operador inducido
engendrado en un subespacio no trivial es el divisor del polinomio carac-
teristico del operader generador,

DEMOSTRACION. Supongamos que el operador inducide 4 |L
esti definido en el subespacio invariante L. Elijamos nusvamente
an el espacio X una base ¢;, . .., én de tal modo que los vectores

.+« &y compongan la base en L. 5i la matriz del operador gene-
mdor os A, de (70.1), la matriz del operador inducide 4 | L es 4,,
de (70.4). o polinomio coracteristico para el operader A es l%unl
adet (AE — A,); para el operador 4 | L el mismo es igual a det (L.

— Ayy). Aplicando el teorema de Laplace para el desarrollo del deter
minante det (AE — A ) por las primeras n columnas, encontramos

ME—A — A
ae;.;u..,q,}=det[ 5 s ‘A')-der.(lﬁ — Ay %

% det (AE— 4y),
La igualdad obtenida significa precisamente la validez de la afirma-
cidn del teorema.

La determinacién de todos los valores propios del operador A
se reduce & la bisqueda de todas Jas raices del polinomio caracte-
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ristico. Si el operador 4 tiene un subespacio invariante no trivial,
entonces, de acuerdo con el teorema 70.1, la tarea puede ser reducida
a la bisqueds de todas las rafees de dos polinomios de grados infe-
riores. Si el operador inducido tione por sf mismo un sn.bsapmo

invarlante no trivial, el proceso de d I dal poli
caracterfstico en fact puede ser inuado.
Ejercicioa.
1. Domufstreso quo la sume y ln interseceltin de los subsspasios invariantes

gon unos subespacios invl&anlu
Inducido o8 umb[én rosul.a

3. D quo & ea do
pmdal Industdo ] lalnhl&n de aeruu‘m mnplo.

4 ¢
nlmp!.e urﬁ}l suma directa de los subespacios mpl.ns!

Demufstross qua si aunqun sen uno de :Im subespacios Invnrinm dul
mrldor A eath privado d
yueda sor operador da mmewrl mple,

Demudstrean que si ol operador 4 es de estrustura a!mple. el campo deo
wlnm ol mml.ao estén privados de vectores oo nulos comun

emudst: ml“ sl un subespacio es invarionte respecto dwl opmdw A
sach anm-nw también respecto del operador apf 4 md 4 .. . + apd®

A oa regular, dquier opored

simple,
dor de

§ 71. Polinomio operacional

Uno de los métodos més impor-
tantes para construir subespacios invariantes de un nparador Jlneal
consisto en ol empleo de los polinomios con coefici

que el op dor lineal 4 actia en el espacio com-
plejo X. Elijamos un polinomio arbitrario

@ () =8z + .+ 3P

con ici plejos ¥ i un dor lineal
(4} = aef + ad + ...+ apd”

Eate operador actia en el sspacio X y so denomina polinomio ope-
racional o polinemio del operador A.

Fijamns al uperador Ay r.nnalruynmos el conjunto de todos los

ue den de 4. Puesto que el conjunto

de todos los pohnomies 83 un anillo conmutative, lo sord también
el conjunto do todos los polinemios operacionales. En particalar,
de agui se deduce que

g{A) A = A (4)
para cualquier polinomio g {z). La lad de un anillo de
" I

1y fia un papel exclusi te importante
en todas tas invcmgmonn a seguir.
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Es fécil mostrar que ol campo_ do valores Ty de todo polinomio

operacional  (4) es un para &l op A.

En efecto, sea z £ T',. Esto sigmlim que = = ¢ (A} y para cierto
yeX. Por sor A v ¢ {4} conmutables, tenemos

Az = Ag (A) y = o (4) (4p).

Por consiguients, el vector Az es el resultado de aplicar ol operador
¢ (Aél al voctor Ay € X, es decir, Az € T.

1 nicleo N, del pullnmmo peracional ) es también un
subespacio invariante para ol operador A. Si z € Ny, entonces
@(d)z =0, pero en este caso

7 (A4) {4z} = A (g (4)z) = 4 (0) = 0.

Ya 8¢ ha obsorvado aoteriormente que cualquier subespacio
invariante contiens por lo menos un vector propie del operador.
Ahora podemos enunciar una afirmacion més exacta. A saber,

8 el valor propio del operador A es (no es) una rafz del polinomio
@ (5), todos los vectores propios del operador A, correspondientes a dicho
valor propio, pertenecen al nicleo (campo de wfm'us) del operador g ().

Efectivamente, sea = un vector propio del operador A correspon-
diente al valor propio A. En los ejercicios del § B5 se subrayaba que
el vector = es también propio para el operador ¢ (4), pero corres-
ponde al valor propio @ (). Por consiguiente, ¢ (4)z = ¢ () .
Si & es una rafz del polinomio g (), entonces g (A) = 0 y el vector z
pertenece al niicleo del operador g (4). En cambio si ¢ (A) 40,
el vector @ () = serd no nulo y el vector = pertenecerd al campo o
valoras dal operador @ (4).

No podemos demostrar que cualquier subespacio invariante del
operador 4 es o bien un campo de valores o bien un nicleo de cierto
polinomio operacional. Esta nflrmacmn. por lo gsneral no es cierta,
lo cual se afirma en el o) del Cunlquisra
que sea el polinomio @ (z), so tiene P (E) = @ (1) E, por lo cual al
operador ¢ (E) es o bien nulo o bien regular. Por consiguiente, el
eampo de velores y el nicleo para @ (E) representan siempre unos
subespacios triviales. En cuanto al su io invariante del ope-
rador E, lo constituird cualquier subespacio. Con todo esto, cada

i te del dor A estd ligado de modo determi-
uado o los polinomios operacionales de A. Es vilido el

TEOREMA T14. Sea L un subespacio invariante arbitrario del ope-
rador A, Si todos los valores proplos del opemdor‘ indueido sobre L,
son las rafces del poli, P {3}, L es o en los ndclzos
de los operadores g (A) pam todas las patmcms k, enteras positivas
y suficientemente grandes.

pEMOSTRACION, Designaremos medisate Ty, Ty, ... los campos
de valores de los operadores inducidos sobre l: con ayuda do los poli-
nomios operagionalss ¢ (4) para k=1, 2, ... . El operador
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¢ (A) es degenerado en L, puesto que en su nicles estdn contenides
por lo menos todos los vectores propios del operador 4 pertenscien-
tes a L. Por ello, 7, = L, dim T, << dim L. El subespacio T, s
invariante respecto do 4. Si T{ es no nulo, entonces, de acuerdo on
el teorema (70.1), el pohnomlo caracteristico del operador inducido
sobre T, con ayuda de A4 es el divisor del polinomio caracterstico
del operador inducido sobre L con ayuda de A. Por consiguiente,
todos los valores propios del oparador, inducido sobre I), son tam-
bién las rafces del polmomm g (z). Paro de agui se desprende nue-
vamente que T, = T, dim T, < dim T}, etc. Las dimensiones de
los suhespeclos i }", R pueden decrecer ilimitadaments.
Por esta razén, a partir de cierto ndmero &, dichos subespacios irin
quedando nulos lo que es testimonio de la validez de la afirmacién
del teorema.

Las investigaciones efectuadas permiten éstablecer un hecho
muy importante iente & la exi de los subespacios inva-
riantes no triviales.

Teonema 712 Tedo operader lineal A, que actifa en el espacto com-
plejo m-dimensional X, tiene por lo mence un subespaclo invartante
de dimensién m — 1.

pemosTRACIoN. Bl operador A tiene por lo menos un vector pro-

o z. Supongamos que dicho vector corresponde al valor propio A.
E}e acuerdo con lo demostrado, &l campo de valores T, del operador
A — AE representa un Suhespac!o invariante del operador 4. Perc,
puesto que el operador A — AE es degenerado, Ja dimensitn del
subespacio Ty no es superior a m — 1.

Consideraremos shora cualquier subespacio L de dimensién
m—1 en el que esti integramente contenido el subespacio T,.
Todo vector del espacio X se transforma por el operador 4 — AE
en cierto vector de 7. Por eso todo vector de L pasa a ser, de nueve,
un vector de L. De este modo, L es el subespacio invariante respecto
de A — LE, y, por supuesto, invariante respecto de 4. El teorema
queda demostrado.

Ejercicios

l Sea A un cq:arador de diferencincién que setia en un especio real de
nomios, dimensién finite. JQué ragrmmn en s el oparador g (A} para
al polinomm (:} con_coeficientés o .

del
&“lerw:ﬂ" °: Al S e ¥
niiclen del o mw T clar snerny £itive.
3. Dom Pﬂ si de %:1 or A son las

o) loz valores propios
nlcu dal polimmm 7 {1). entonces gh (A) = ( para cierlo k entero y positivo.
éstrese que un enillo de P par

un ap cnalqulsm tIel!e d!vism-ea de eem.
almple el operader

.‘1
g4 ueré rambién Su estrugtura ulmp!a ,‘..em clerta la afirmacion inversa?
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§ 72. Forma triangular

Ahora podemos resolver el pro-
blema de reduccitn de la matriz de un operador & una de las formas
més sencillas, esto es, a la asl lamada forma triangular.

TEOREMA 724, Para cualquier operador lineal A que actiia en un
espacio m-dimensional X eristen tales subespacios invariantes Ly de
dimensién p, p=0,1, ..., m—1, gue

Dol owe @ g = T

108 La exi de los sul i08 Ly y L 0s evi-
dente. Conforme & lo demostrade més arriba, el operador 4 tiene
subespacio inveriante L., de dimensién m — 1.

Consideraremos en el subespacio Ly, un operador inducido.
Al igual que cualquier otro operador prefijado en Ly _;, el operador
inducido tiene el subsspacio invariante Ln._, de dimensién m — 2,
Pero un subespacio que es invarisnte para el operador inducido serf
también invariante para el operador generador 4. De este modo,
la existencia del subespacio L., esté demostrada. Al considerar
un operadar inducido en el subespacio Lp.g, veremos que de mode
aniilogo se d Ta exi ia del subespacio L, ete.

Este teorema es interesante, en primer lugar, por su interpreta-
elén matricial. Copstruyamos la base ¢, e, . . .. &, del espacio X,
haciendo uso de los subespacios invariantes Ly, A tftulo de vector e,
tomemos cualquier vector no nulo de Ly, o titulo de vector ¢, tome-
mos cualequier veetor no nulo de Ly, no perteneciente a L;, ¥, en
general, a titulo de veetor e, tomemos cusiquier vector no nule de
Ly, no pertencciente a Ly_,. Consideremos la matriz 4, del opera-
dor A en este basa, Puesto que ¢; pertenece a L;, mientras que L;
es invariente respecto de A, entonces el vector 4e; debe representar
una combinacién lineal solo de los vectores g, €. ..., €. Quiere
decir que en la descomposicién

Aey = ape; + gy + oo o o+ P,

el coeficiente de ¢, debe ser igual a cero para cualesquiera @ > j.
Por consiguiente, la matriz del operador A tiene la forma

By Ogg o vo Bymat Hm
0 8y eeBymy B

Bl sonFiren s Do oo
0 u A nIﬁ'l—l.]"-l an—l.m
00 ...0 o

donde a;; = ( para { > j.
Una matriz, todos los el tos de la cual, disp por debajo
(vor arriba) de la diagonal principal, son nules, se denomina matriz
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triangular derecha (izquierda). En el lenguaje de las matrices el resul-
tado obtenido significa que toda matriz cuadrada es semejante
a una matriz telangular derecha,

La forma triangular de une matriz es de amplio uso en la dejnos-

tracién da los mds diversos hechos ientes a los
lineales. Esto se debe, principalmente, a la sig propiedad
de la misma:

Si el operador A tiene en cierta base [a matriz trisngular A4,
los elementos diagonales de la matriz A, coinciden con los valores
propios del operador 4 ineluso cuando so toma en consideracidn la
multiplicidad de éstos.

En efecto, al aplicar el teorema de Laplace, encontramos que el
polinomio caracteristico de la matriz A, es igual a

asr (1849 =[] O—au),

de donde proviene que la afirmacién enunciads es cierta.

Una parte considerable de la ulterior teoria de los operaderes
linsales so dedica al perfeccionamiento del resultado reeién obtenido '
acerca de la reduccion de la matriz de un operador a la forma trian-
gular. La forma més simple que pusde tener la matriz de un operador
s diagonal. Como se sabe, & esta forma pueden reducirse sélo las
matrices de los operadores de estructura simple. No obstante, para
los operadores de estructura no simple la forma triangular tampoco
es Ja mis sencilla.

Ejercicios

quier matriz cuadenda es i a una matris

1. Ir' ; i i quo
trinngular izquierda,

?"-\ & n conjunte de i de un mismo
orden y de una misma denominscién forma un anille.

A que un conjunto do matrices wgull

mismo orden y do In misma denominacién forma un gmrfu.

4. Sean Ay, Ayy -« oy by los valores propios dal oparader A escritos por
orden tomands en su multiplicidad. D que, tomp
en consjderacién la multiplicidad, los nimetos @ (&), @ (e, .- 0 @ %)
sorén valoras propios dal operador g (A}, cualquiera que sea el yoiinnm{n @ (z)

& trose que si todos los olomentos disgonales de una matriz U
gular A de orden m son nulos, enlonces A™ = . 3

6. Supongames que una matriz triangular es semejante a lu disgonal.
Demuéstrase quo la matriz de la transformaciin de semejanza puede ser
telongular de la misma denominacién.

§ 73, Suma directa de los operadores

Un operador lineal cuyos valores
propios son todos iguales es, en cierto sentido, una exclusién. No
batant que todo operador lineal puede ser compuesto
precisamente de operadoras de este tipo.

de un
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Supongamos ?ua ol espacic X estd reprosentado en forma de la
suma dinecta de los subospar.ios L ¥ M. Fijemos en ol subespacio L
clerto en el M, el C. Para todo
vector x £ X tleue lugar la dssuompnsmén “finica

T =2+ 2y a.4)

donde zp, EL, 25 E M.

Un operador A, definido mediante la igualdad

Azx = Bzy + Cxzyyy

se llama suma directa de los operadores B y €. Si uno de los subespa-
cios L, M es trivial, la sums directa se denomina también trivial.

Es ficil comprobar que 4 es un operador lineal en X. Sefial
que dicho operador puede ser mpmentado de un modo dnico en for\-
ma de la suma directa de los op idos en los sub
L y M. En efecto, para todo vector x £ L 36 tiene 4z = Bz. Por
analogia, Az = Cz para mdu z £ M. Esto significa que el opera-

dor € eoincide con el op ducido A | L y el oporador € coin-
uda con nl A M.
ahora un d bi A en el espacio X.

Si X queda ﬂmmpuesw de tal o cual mansera en la suma directa
de los subasy Ly M, iu p del dor 4, enton-
ces el propio operador A puede ser descompuesto en suma directa, Efec-
tivamente, construyeamos los opecadores inducidos 4 |L y A | M.
Al dnsc.cmpono: una vez més el vector arbitrario x € X en forma de
la suma (73.1), obtendremos

Az = (A | L)zp + (A | M) xpe.
En este caso, en virtud del teorema 70.1, el polinomio caracteristiso

del operador 4 es igual al producto de los polinomios caracteristicos
de los operadores inducides A4 |L y A | M,

dor 4 puede descom en una suma directa con
ayuda de cualquier polinomio operficional ¢ (). Desig con Ny,
el niicleo del operador g" (4). Esto es un subespaciu invariante res-
pocto de A y, evidentoments, N « + . Demostremos pri-

meramente que si Ny == N4, para clerlra k, sm.onm Ny =Ny
pm todo p > k. En efacto, elijamos cualquier vector z € Ny, nnmn-
_L }z = 0. Al escribir esta igualdad en la forma g+t (4) x
K (g1 (4) 2} = 0, concluimos que sl veotor g™*=! (A} T € Ny4q.
En virtud de la igualdad ), = Ny4,, este mismo vector pertenace
a Ny. Por consiguionte,
o (4) (Pt () 2) = ¢ (A) 2 =0,

ea docir, el vector z € ¥,;. La validez de la afirmacién enunciada
so establoce ahora por induccién segin p.

El espacio X, donde actiia el dor 4, es de di i6n FHinita,
por lo cual las di de los subespacios Ny no pueden crecer
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ilimitademente, Sea g un nimero positivo entero minimo, para el
cual Ny = N4, Designemos mediante Ty el campo de valores
del operador ¢* tA v examinemos cualquier vector comiin z de los
subespacios Ty y Ny, Tenemos g ld)r =0y z =g (4) y para
cierto vector y € X. De aqui proviene que ¢ (4) y = 0, es decir,
y € Ny, Pero, de acuerdo con lo demostrado, se verifica la igualdad
Ny = R’". Por esta razém y € N, es decir, z = g (4} y = 0.
Asi pues, para los subespacios 7?q ¥ N sdlo el vector nulo resulta
sar comin, En virtud de la fermuls (56.3), esto significa que X =

= T, 4+ N, Puesto que los subespacios T,y N, son invariantes,
la posihilidad de d P ol operador queda establecid

Segiin se ha observade anteriorments, todos los vectores propios
del operador 4 deben encontrarse en los subespacios Ty y Ng. Ade-
més, en N, se encuentran aquellos de los vectores que pond
a los valores propios, coincidentes con las raices cualesquiera del
polinomio ¢ (Iz). mientras que en T, se hallan aguellos vectores
propics, para los cuales los valores propios correspondientes no coin-
ciden con ninguna de las rafces de ¢ (z). Puesto que a todo valor pro-
pio le corresponde aungue sea un solo vector propio, de estos razo-
nemientos se deduce que:

Cada una de Jas reices (ninguna de las rafces) del polinomio carac-
teristico de un operador, inducido sobre N, (T,), €3 (no es) la raiz
del polinomio g (g).

La caracteristica definitiva de las desmmsnsiciﬂnes de un ope-
rador en una suma directa, obt]enidn con ayuda de los pelinomios

peracionales, la proporciona e

TEOREMA 7131 Supongamos gue el poltnomic caracteristico f (s}
del operador A estd descompuesto en el producto de los polinemios ¢ {2}
¥ % (z) que no tienen rafces comunes. En este easo el operador A puede
descomponerse del modo tinico en ln suma directa de los operadores B y C
con polinomios caractersticos ¢ (z) ¥y (z).

scion, Consid la descomposicién del operador 4
en una suma directa, obtenida con ayuda del polinemio ¢ (z). Como
el producto de los polinomios caracteristicos de los operadores, que
definen la suma directa, coincide con el polinomio caracteristico
1 (z), entonces la existencia de al menos una descomposicitn se
deduce de las investigaciones realizadas mis arriba.

Supongamos ahora que el espacio X estd descompuesto de uno
u otro modo en la suma directa de los espacios invariantes N v T.
En este caso el operador inducido tiene en N un polinomio caracte-
ristico ¢ (z) v el operador en T, el polinomio 4 (z). Segin el teore-
ma 711, N = N, para cual iera k sufici des, por
Io cual N = N . El operador g (4) es regular en T y, por consi-
guiente, el junto de imé de los de T resp de
¢ (4) coineide con T. Fero esto precisamente significa que ' = Ty,
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para todo b. Los subespacios N, T', como también N, T, forman
en suma directa el espacic X. Por ello, las inclusiones Ve N
T = T, pueden tener lugar s6lo en al:san coquelN =N, T =T,
El teorema estd demostrado.

Sea un operador A que actiia en el espacio m-dimensional X.

Representemos el polinomio teristico f (z) del dor A4 en
forma de la descomposicién canbnica
Hay= (=)™ s=R)™ ... (a—hn), (13.2)
dunde gy gy« » o hy 500 unos valores propios distintos dos & dos
y + }e .. =+ k, = m. Examinemos los polinomios

(E=Ad", =A™, o (s —)T

Estos son los divisores del polinomio enrlutarriﬂiw f@&)y nmgﬁn
par da ellos tiene raices De -4,
existen los subespaeios invariantes Ry, Ry, .. ., R,. tales que

X=R +R+...+Rn

En estas cl fas ladi ién del subespacio A, es igual a ky
y el operader inducido en R, tiene el polinomio caracteristico
& — m.

El lsubospac]o R, se llama subespacio radical del operador A,

correspondiente al valor propio A, Los vectores de un subespacio
radical s8 denominan radicales. De lo dicho se deduce que todo ope-
rador _puede ser descompuesto en la suma directa de los operadores
i idos en los subesp radicales.

El subespacio radical R, ceincide con el nicleo del operador
((4 —1,3}*‘}' para cierto g entero y positive. Probemos que en el
caso dado siempre se pusde poner ¢ = 1. Examinemos los opera-
dores (4 — A.(E%“ para p =1, 2, ... Sea p; un nimero minimo
para el cual el nieleo dol operador (4 — AE)™ coincide con-el
del operador (4 — A, EVi+1, En este caso ol subespacio radical R,
coincidird con el aGeleo del operador {4 — A,E)™. Como las dimen-
siones de los nicleos de los oparadore& (A —_ ?.,E}" parap = 1,2,
crecen de modo 6 ¥ la di del pacio R, ez lgunl
a Ky, rosulta que p; < k4.

De este modo, Ry, correspondisnta al valor propio A; de multi-
plicidad k,, coingide, a ciencia cierta, con el nicleo del operader
(4 — wEY™.

TEOREMA T83. (teorema de Cayley—Hamilton). St f (z) es un poli-
nomio caracteristico dc! operador 4, entonces 7 (A} es un eperador nulo.

pEVOSTRACIGN. Hepr el io caracteristico en
forma de la descomposicién candnica {?3 2). Puesto que el poline-
mio operacional [ (4) contiene el factor (4 — L E)M v cualesquiera
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polinomios de un mismo operador son permutables, f (d)x, =0
para todo vector z; de R, Elijamos ahora un vector arbitrario z
¥ representémoslo en forma de la descomposicién z = 2, + x, + . ..
...+ z,, donde z; € R,. Ahora esté claro que f (4) z = 0, es decir,
:‘{Aé es un operador nule.

sta vez tembién ropresenta un interés considerable la interpre-
tacion matricial do los resultados obtenidos. F la base de
un espacio como ién sucesiva de cualesquiera beses de lossub
pacios radicales Ry, Ry, ..., R,. Los subespacios radicales son
invariantes y la suma directa de ellos coincide con X. Por esta razén,
1s matriz 4, del operador A tendrf on la base dada la asi llamads

forma cast dingonal
(A" {1
Az, ) (73.9)
5.,

A rr

Toda matriz 4 tiene el orden &, y representa en si una matriz del
perador inducide sobre el subespacio H,.

Ejercicios.

1, ¢Se podrk descomponer en una suma directn no trivial wn aperador
de diferenciaciin dado en un espacio de polinomics de dimensién finita?

2, Demuéstreso que un sistema de veclores radicales, que correponden
dos n dos & los dilerontes valores pivs, es lineslmente [ndependiento.

8, Demutstrese qua si el operador 4 es regular, entomces 4! = g (A)
pore ciorto polinemio g (z).

4. Un operndor A o denomina ailpetente, $i AP = 0 para ciorto p entgro
¥ positive, Demuésiress que vo operador es nilpotente cuando, y silo cunndo,
todos sus valores propios son ishu'les B CETO,

5. Sea g {z) un polinomio de grado inferior, para el cual md) = 0 De
muéstrese que g (2} es un divisor para ol polinomio caracteristico operador 4.

§ 74.  Forma de Jordan

La simplificacién ulterior de ln
matriz de un operader en comparacién con la forma casi disgonal
(73.3) puede llevarse a cabo sblo a cuenta de la construceién especial
de las bases de cada uno de los subespacios radicales. Por sup y
las beses radicales se pueden escoger de un modoe tal que cualguier
matriz 4y, en (73.3) sea triangular. No obstante, esta forma de la
matriz de un operador tempoco es la més sencilla.

Volvamos al estudio més detallado de la estructura de subsspa-
clos radicales. Si es que z € l,, entonces (4 — % B\t = = 0. Pero
gaﬂ cada vector concrato x es muy posible que se verifigue la igual-

ad (4 — 4 EY™ z = 0 también con m << k,. En particular, si r es
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un vector propio correspondiente al valor propio miltiple A, enton-
cos (4 — &E) x = 0, aunque k= 2.

Se llama altura del vector radicel z un ndmero entero minimo
no negativo m, para el cual (4 — LE"z =0

Tados los vectores radicales correspondientes al valor proplo &y
tienen alturas no superiores a la multiplicidad de A, Sin embargo,
recordemos que en el caso general Jas alturas de los vectoree radicales
¥ las multiplicidades de los valores propics son dos conceptos dife-
rentes. Asi, por sjemplo, para un operador de estructura simple
no axi.st,en, en general, vectores raﬂiea!cs cuya altura sea mis que

uno, indep te de las multiplicidedes de los valores pro-
pios.

Sea R, un subespacio radical pondiente al valor propio A
de multiplicidad & i mediante ¢ la altura méxima de

s
los vectores radicales de R,. Esti claro que ¢t = k,. Si el vector z
os de altura k, el vector {4 — A,E) z tendrd la altura k — 1. Por
gllo, en el subespacio R, hay vectores radicales de cualquier altura
desde 0 hasta 1.

Para todo k = ¢, designemos con H, la totalidad de todos los
vectares cuyas alturas no son superiores a k. Es fdcil mostrar que Hy
s un subesprcio en Ry Si z, y € Hy, entonces (4 — LE)' z =
= (4 — 3Ef*y = 0, Pero en este caso con cualesquiera pameros
a, p tenemos (4 — L EM (ur + By) = 0, es decir, ax + By € Hy.
Luego, es evidents que

0=HycHc...clliucH =H.

Las dimensiones de estos subespacios se designard diante my,
0 =my=<my<"...<< My <m; =k
Sean fy, .« . . fp, UNOS Vectores aréttm’iﬂs linealmente inde-

pendientes de H ¢ cuya cipsula lineal da’ H,y en la suma directa
con H,_,. Estd cloro quo éstos serén los vectores radicales de altura ¢,
Py = Ry — My, ¥ 0o existe ninguna combinacién lineal no nula
di

e los veclores fy, . .., fp, que pertenczea a H, ;. Consideraremos
una totalidad de los vectores
fis on fo
(A=WME} 1y oy (A=ME) fp,
A—MEP o (A= EP fyn, (74.4)

(AmhEY ooy (A=W BV fy

Probemas que estos vectores son linealmente independientes. En
efecto, formemos su combinacion lineal e igualemos ésta a cero,
Aplicando a ambos miembros de la igualdad obtenida el operador
{A — 3EV-Y, lleg: a que la binacién lineal de los vectores
fur o« oy fp, 5@ transforma por el operador {4 — AE)'~* en un vector
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nulo, es deeir, dicha combinacién es un veetor de H ;. Por consi-
guiente, los coeficientes de estos vectores deben ser nulos. Aplique-
mos ahora a la misma igualdad el operador (4 — 3 E)t-t. De manera

dloga nos de que los coefici de los vactores dis-
puestos en Ia mgundn fila de (74.1) deben ser nulos, etc.
Hemos de notar que por ser elegidos los vectores fy, ..., fa,

no existe ninguna combinacién lineal no nula de los vectores dis-
puestos en la i-ésima fila de (74.1) que portonezea a Hy_

Completemos los vectores (A — ME) fr, .. ., (4 — :\.,E) f;, con
tales vectores fy,.q, - .., fp, de Hy, que toda esta totalidad sea
linealmente independiente ¥ que su cipsula lineal dé Hy.; en suma
directa con H,_,. Esti claro que dstos serin vectores radicales de
altura ¢t — 1, pg = my_y — my_y, ¥ Do existe ninguna combinacidén
lineal no nula go los vectores dados que pertenezca a Hy_,. Construya-
mos nuevamente una totalidad de veclores

Fottr oos fs.
(A— 1-‘3”;1.4-1-‘ ,(A —E) fpun (14.2)

(A—=AEY fpass ooy (A—1gE)' Iy,

Con relacion a la totalidad de los (A —ME)V fyy oo
o (A — ME) for, fp#ry « - o0 fa, Dueden demostrarse las mismas
afirmaciones que se han demostrado respecto de la totalidad de los
vectorss fy, . . ., fp,, al sustituir, por supuesto, Ipor t — 1. Pasando
del mismo modo a los subospacios H, o Hi-g - ..o Hy, obtendre-
mos un sistema linealmente ind e ky pertena-
cientes al subespacio radical R,. Las tablas del tipo (T4.1), (74.2)
terminan con una tabla de una linea

fogwte woen fpp (74.3)

Estos vectores pertenecen a [, es decir, son propios, py = my — nig.

Dispondremos las tablas del tipo (74.1)—(74.3) sucesivamente
de izquierda a derecha, nivelando sus Gltimas lineas e introduciendo
las desi mas para todes los vectores, En este
<caso obtendremos la slgulcnte tabla:

(1] Ar1

e’y oot
ft=1y |-lr t=1] =1y

BT vy B By v B (74.4)
t ' 0 1 o

A Bl el e R
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Los vectores que sé hallan en la primera linea de esta tabla tie-
nen la altura t, los vectores de la siguiente linea tionen la altura
t — 1, ete. Los vectores de 1a altima linea tienen por altura 1, es
decir, se transf por el operador 4 — A E en un vector nulo.
Cada columna de la tabla determina un subespacio invariante del
operador A — ME ¥, por consiguiente, del operador A. Estos subes-
pacios se llaman efelicos. Los pri Py sub iog ciclicos tienen

a1

i6n ¢, los sigui Ps— P T tienen una dimen-
sién t — 1, ete. Las (ltimas columnas determinan los subespacios
feli idi ional el sub io radical R, es la suma

directa de los p, subsspaclos ciclicos 1 fical
Escribamos la matriz de un operador inducido en un subespacio
ciclico. Supongamos, por ejemplo, que como base so han tomado los

veetores e}, &%, ..., at=1, & Puesto que
Al=nB) eV =0, (A—nE) e =d”, ..., (A—1,E) e =ol",
tenemos

A el A = ngel® el o, Al =R e

Por consiguiente, la matriz del operador inducido tendré la forma

Mm10...00
0 A 1...00
0o lfl,‘.lll
000...0 %

Las matrices de tipo semejante se denominan cafas candnicas de
Jordan.

Construyamos shora la base de un espacio como reunidn sucesiva
de las bases de los subespacios radicales Ry, Ha, ..., R,. Como
base de cada subespacio radical R, los del tipo
{74.4) ordenados por turno de abajo a arriba y de izquierda a derecha.
La base del subespacio construida de la manera indicada se denomina
base radical.

En una base radical la matriz J del operador A adquiere la asi
llamada forma candnica de Jordan. Es una matriz casi diagonal com-
puesta de las cajas de Jordan. Primeramente van dispuestas las
cajas de Jordan que corresponden al valor propio by, con la parti-
cularidad de que sus dimensiones, segin las cuales estin ordenadas,

no erecen. Liego, en el mismo orden se disponen las cajas de Jordan
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correspondientes a k,, etc. Asi pues,

/

TS

=
i

(74.5)

0

Naturalmente, en el caso general algunas de las'cajas de Jordan de
drdenes inferiores pueden faltar.

La definicién del operador en un espacio lineal determina la clase
de matrices semejantes, El resultado oblenido significa gque cual-
quier matriz cuadrada puede ser reducida, por medio de una trans-
formacién do semejanza. a la forma candnica de Jordan. Evidonte-
mente, dos matrices cuadradas de un wpisme orden son semejantes
cuando, ¥ solo cuando, ambas tienen lak formas de Jordan iguales,
Por ello, con la base fijada:

Dos matrices cuadradas de un mismo orden delerminan el mismo
operador en un espucio complejo cuando, y silo cuando, tHenen iguales
las formas de Jordan,

Ejercicios.

1. Sea = un vector radical de altura v, correspondiente al valor propio Ay
dal operador A. Demuéstresa quo si Ay es una rafz de multiplicidad p del poli-
nomlo @ (s), ol vector v =g () z serf un vector radical de nltura r=
= mix {0, v — p} correspendiente al mismo velor fmpio . %Quﬁ podrh
docirse acorca del vector v, sl A, no ea la rajz del polinomio  (z)

2. Sea r un vector no nulo arbitrario y sen g (z) un polinomio da grade
minimo, para el cual g (4) = = 0. Demuéstrese que g (s) es el divisor del poli-
pomio caractorfatico del operador A.

3. Demuéstreso que tods matriz cuadrada puede ser reducida, salve una

utacidn de las cajas de Jordan, o In forma canénies da Jordan de un tipe

ieo.
& Demuéstreso que si una malris es semejente a la matriz J de (T4.5),
serfi también semefante a ln matriz J'.
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5. Demuéstress que lag matrices cundradas 4 3 A' son matrices do un mis-
mo operador,

6. Sea J unn matriz candnica de Jordan. (Qué forma tendrd In matriz J»
para los niameros culores positives p?

§ 75. Operador conjugado

Ahora pasamos a la investiga-
cién de los operadores lineales que actGnn en un espacio unitario. Por
supuesto, todos los resultados obtenidos snteriormente respecto de
los operadores en un espacio complejo tienen lugar también en al
caso dado. Por esta razén esl.nd:aremus aqui s6lo las pmplbﬂhdes

di les de los of ionadas con el de orto-
gonal:dnd En algunos casos id bién unos d
qlue actian de un espacio unitario en otro espacio uniterio. E1
papel principsl en nuestras investi 1o P el asi
lNamnde operador conjugade.

Sean swos dos espacios unitarios X, Y. Un operador A*, que
actia de ¥ en X, se llama conjugade del operador 4, que octin de
X en Y, si para cualesquiera vectores x € X, y € ¥ se verifica In
iguaidad

Az, ¥) = {z, A*y). (75.1)
TEOREMA 781 Para tede operador lineal A exisie un operudor con-
jugado A% gque es, ademds, tinico.
pemosTRActoN. Elijamos en X una boase ortonormelizade
£y, €3 - -y o1 £ Recordemos que para todo veslor x € X tiene lugsr
la descomposicitn

:=*§ {z, exden. (75.2)
Si el operador 4* existe, entonces, de acuerdo con esta [drmula,
para cualquier vector y € ¥ tenemos
=
Aty=T (4%, e e
[~
o bien, tomando en consideracién (75.1),
i m "
Aty 3 G AW o= 3 [e D =2 (v, o) e (15.9)

Esto precisamente signilica que n el n]'-erndur A“ L\-xnm ex 8l tinico.

Ahora, con en In 1 {75.3) como defi-
nicidn del opcrndor A*, Es fieil compmhar que o] operador A*,
eonstruido de tal medo, es lineal. El operador satisfuce tombiin la
igualdad (75.1). En efecto, tenieado en cuenia el cariclor ortonor-
malizado del sistema e, &, ..., £y ¥ tomando en consideracién

17
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(75.2), (75.3), ob para lesqui X, yeY
(4, )= (435 0 e ns 9) = 5, 22 ) e, 0,
(o A =(Z n aders T @ de)on) =
=2 (= (i Ao =2 (x, ea) (dey, 0):

El teorema queda demostrade.

El operador conjugado A* estd relacionado con el operador 4

por ciertas correlaci He aqui alg de éstas:

{A-)l =4,

(A4 4)*=A*+ B,

(oA} =ad*, (75.4)

(AB)* = B*4*,

(A¥) = (A",
La raya por encima de @ significa aqui la conjugacién compleja.
Todas las correlaci e d ran signiendo el misme esquema.
Por ello investi detallad te solo las propiedades j
¥y segunda.

Consideraremos un operador arbitrario 4 y un operador A*,
conjugado de A. A su vez, para el operador A*, el operador conjugado
serd (A*)*. Ahora, para cualesquiera = € X, y € ¥ tenemos

(yy (A7) 2) = (A*y, 7) =z, A%) = [Az, §)= (v, Az).
El primer mismbro es igual al segundo para cualquier vector y
Por consiguiente, (4*)* z = Az. Pero, como la igualdad dada es
varidica para todo vector z esto es testimonio de que (A*)* = A.
Supongamos ahora que el operador A actiia en e} eu[:tasio X yos

regular. Demost , al principio, que el op
s regular. Sea A*y = 0. Conforme a (75.3}, proviene que

.Z:I (4, Aeg) ey =0.

El sistema do vectores e, . . ., &n consliuye una base, razdn por

la cual
(g, Aey) =0 (75.5)

para cualesquiera k =1, 2, .. ., m. El operador A es regular y,
por lo tanto, toda base se transforma por ¢1 en otra bazo. Pero, en
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este caso el sistema de los vectoras dey, . . ., Aep, serfi también una
base y de (75.5) se deduce que y == 0. De este modo, el nicleo del
u'per?dor A" s6lo contiene un vector nulo, es decir, este operador es
regular

Tomemos unos vectores arbitrarios z, y € X. Exlsten los tinicos
vectores u, v, para los cuales

Au =z, Aty = y.
Encontramos, luego,
(z, (A% y) = (A7%, ) = (u, A%) = (du, v) = {z, (4*)7 ).

El primer miembro es igual al segundo para todo vector z. Por
consiguiente, (4-Y)* y = (4*)~* y. Por ser y arbitrario, esto signi-
fica gue (4-1)* = (4",

Muchas propiedades conjuntas de los operadores A y A* pueden
establecerse en el proceso de invastlgaclén de las matrices de dichos
operadores. Supongamos que en el espacio X so ha elegido una base

ortonormalizada &, €, . . .. € v en el espaalo Y una haao orto-
normalizada gy, gz, . . .y Gu- Si X il £MO8
coincidentes también sus ham Supongamos ga 11 matriz A 5, con
los ¢l t0s @y COTTRSP este coso
dey=3 & e
Por esto, de acuerdo con (75.2) concluimos que
ay = (dej gi) (75.8}

Supongamos, luego, que al operador A* en las mismas bases lo
corresponde Ia matriz A%, con los elementos afj. Conforme a la for-
mula (75.6),

aly=(d*qy, &)
Comparando los el tos agy, afy ¥ t
encontramos

aly= (4%, £)=Te;, A%q))={de;, a) =ay,.

Esta férmula nos permite enuncier la siguiente definicidn.

La matriz A* de dimensiones m X n con los elementos gl se
denomina conjugada de la matriz 4 de dimensiones n > m con los
elementos a,y, siempre que afy = d; para cualesquiers i, j.

De este mndn en cualesquiera bases ortonormalizadas, a los ope-
radores les len unas matrices conjugadas, Las
matrices conjugadas satisfacen, evidentemente, todas las correla-
ciones (75.4). La matriz conjugada A* estd hgada con la matriz A
por laz operaciones de posicion y leja. A saber,

A% = ()= (d)". (75.T)

q

en ideracion (75.1),
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Aqui Lo raya sobre la 4 y A’ significa que todos los slementos do la
matriz se sustituyen por los conjugados complajos.

El rango del operador colncide con el range de su matriz. Por
ello, de In Térmula (75.7) proviene que los operadores 4 v A*® tienen
eangos iguales.

Designemos mediante N X, N* e Y y TV, T* < X los
wiicleos y los campos de valores de los operadores 4 y A*, respectiva-
mente, Si £ £ N, enlonees 4z = 0 y (1, A*y) = 0. Esto significa
que &l compo de valores del operador A* es un subespacio ortogonal
al nicleo del operador A. Naturalmeate, el campo de valorea del
operador A es también ortogonal ol nicleo del operador A*. Por ser
iguales las d i de los subespacios T, T* v las correlaciones
{96.4), concluimes que

X=NgT*, Y=N*ta@T (75.8)
La bmse by, Mzy - o -0 Y del espacio unitario X se denomina dual

sou relacién a In base w25, ..., 2w del mismo espacio, si se
verifica

para 1= |,
para t—j.

La base duul se usa con [recucncia para la investigacitn de las
propisdades conjuntas de los operadores A y A% que actdan en un
mismo espacio, Demostremos, al prineipio, que toda base dispone
de una base dual que es, ndemids, dnica. Sea =, 73, ., ., Zm una
base arbitraria. Para cualquier j ol vector y, debe ser ortogonal
B log vectores Xy, . . .. Sy, Zpgg o .o ¥, ¥, por lo tanto, orto-
gonal a lu chpsula linesl f., construida sobre estos vectores. De agqui
8o deduce que ol vector i 3e halla en un subespacio unidimensional
L} . La coudicién de normalizacion (r;, y;) = 1 lo determina de un
modn finico.

Eg obvio que una base serf dual con relacién a si misma cuando,
'y sblo cuando, sea ortonormalizada. La relacién de dualidad de las
hases es simétrica, por lo cual resulta razonable hablar de un par de
bases mutuamente duales. Las bases mutuamente duales se llaman
biartonormalizadas.

TeOREMA 32 81 el operador A tiene en wna base la matriz J,
entonces, en In base dualcon relacidn a ln dada, el operador conjugado A*
tiene la matriz J*,

DEMOSTRACION. Supongamos que en la base ortonormalizada
€y 84 - - ., &y los oporndores A y A* tienen las bases respectivas

Xy )= { r:

A, vy A7, mientrus que en la base 2, xy, ..., T el operador 4
tiene la matriz J. Designemos con P la matriz de la transformacion
de coordenadss al pasar de la base e, e, ..., &y a la base z,
Ty o ovy I B de rdo con la férmula (64.5), t

J o= p-tg.p,
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Tomando una conjugacién matrieial de los miembros primero y se-
gundo de esta igualdad, encontramos
Fe=Prag (p~)*
© bien, lo que es igual,
= (PR ) A2 ((P)).
La correlacién obtenida muestra que el operador conjugado A®

tiens la matriz J" en Ia base Y1 v - - oy Hne PR 1a cual la matriz
de la transf al pasar de la base &, &, ...

o €, €8 (PY)R, Seglin Ia férmula (63.3), las coordenadas de los
vectores T, Ty, . . -, T oen la base g, ey, . . ., &y son, en realidad,
los elementos de las columnas de la matriz P; 1as coordenadas de los
veclores Uy, Ug, - -+, Y¥m o0 la base ey, &, . .., &y no Son otra cosa

que los elementos da las eolumnas de matriz [P"‘)‘ El cdloulo de
los productos escalares do dos en dos de los vectores, pertenecientes
a la base 7y, 7y, . . ., Tm, y de los vectores, pertenccientes a la base
1o Hay + o Um, €8 equivalente al cilealo de los elementos de la

matriz P (P-1)*, Pero

PP =P (P) = P (P) = (P'P) = E.
Por cousi.gu.iellle la hase 1, a0 « + oy ¥m €8 dual respecto a la base
Tyy gy e -

EI l.eorsma denmstrado permite enunciar muchos corolarios. Si,
por ejemplo, J es una matriz candnica de Jordan, entunoes en su dia-

gonal se disponen los valores propios hy, Ag . . ., Ay, Mas, los
valores propios de la matriz J* son Ay, Ay, -« oy Am For e!la todos
los valores propios del operador A* son ,_' res-

pecto de los valores propios del operador 4. Si ol ope.rndur A e3 de
estructura simple el teorema 75.2 permite afirmar que el operador
conjugado A* es también de estructura simple. En este caso los
sistemas bdsicos de los vectores propios de los operadores 4 y A*
pueden elegirse do tal modo que sean biortonormalizades, ete.

Ejercicios,

1. o las denadas de los vectores de cierta base de un
espacio eucliden, d as &0 la base ortonormalizada fir 40 ooy fm, foTmAD
columnas de la matriz A. que las de los vectores
de la base dual, dadas en !n misma base ey, g, . . ., €y, forman columnas de
In matriz A=

2. iDe q\li modo estin hgados entre si los polinomios caracteristicos de
los oporadores A y A*?

3. QU atiis; b io ea i m‘pmtu del operador 4,
I respecto de

4. Demuéstreso que Ioda vector propio del opand correspondienta
al valor pmpio A, #3 oriogonal a cualquier vector propia d.e] upsrldor A* corres.
pondiente al valor propio p=t A
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5. Damuéstrese que cualquier vector radical del dor A correspondiente
al valor propio 3 es annml a todo vector radical del operador A* corres-
pondients al valor propio p ==&

§ 76. Operador normal

El hecho de que en un espacio
existen una base ortonormalizada y una base f da por los vec-
tores propios del operador lineal, es de mucha importancia para rea-
lizar las més diversas investigaciones. Por esto, nuestra tarea pré-
xima consistird en estudiar una clase de operadores que tienen en
un espacio unitario sistemas bdsicos ortonormalizados compuestos
da vectores propios. Operadores de tal indole existen a ciencia cierta.
Por ejemplo, entre ellos figuran todos los operadores escalares.

TEOREMA 76.1. {teorema de Schur). Para todo operador lineal en un
espacio unitario exisle una base ortonormalizada en la cual lo matris
del operador es triangular.

oEMosTRACION | Examinomes, por ejemplo, el caso de una matriz
triangular derecha. De acuerda con el teorema T2.4, para todo ope-
rador A existen los subespacies invariantes Ly, p =1, 2, ..., m,
tales que la dimensién de L, es iguel a4 p v eunlquier subespacio de
indice menor figura en todos los subespacios de indices mayores. La
base buscada se construird de la manera siguiente. A titulo de vee-
tor ¢; se tomard cualquier vector normalizado de L. A titulo de e,
se tomard un vector normalizado de L, ortogonal al subespacio Ly,
etc. A titulo de vector eq, se tomard un vector normalizado de Ly,
que sea ortogonal al subespacio Lp,_,. La base e, e, ..., &y 08
ortonormalizada v, como se ha observado en el § 72, ﬁa matriz dal
operador en tal base es triangular derecha.

El operador lineal A se llama normal, si es permutable con su ope-
rador conjugado, es deeir, si

A4* = A*AL

Prob que los operad normales, y solo ellos, tienen en
un espacio unitario sistemas basicos de vectores propies nrtonnr-
malizados.

Para el estudio de estos operadores resulta Gtjl Ja siguiente obser-
vacion. Si una matriz triangular es permutable con su matriz con-
jugada ésta es diagonal. En efecto, sea, por ejemplo, la matriz B
de orden m triangular derecha y supongamos que B*F = BB*,
Desi diante by; los el de la matriz B, La condicion
de que los elementos diagonales de la matriz B*B8 — BB* son igua-
les a cero nos proporciona el siguiente sistema de ecuaciones res-
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pecto de los elementos no disgonales de la matriz B:

— b | =1bu | — b P = =B * =D,
PP =il P — b —oo. =1l |2 =0,
[bis|® + b 1? =18 |F —-oo — [ bym I* =0,

La tni¢a solucitn de este sistema es una solucién nula, por lo
que s¢ demusstra precisamente ls validez de la observacién enup-
ciadn.

TEOREMA 162 Pare que un operador en un espacio unitario sea
normal, es necesario y sufictente que tenga un sistema bdsico de vectores
propios aortenormalizados.

nEMosTRACION Sea A un operador normal. Elijamos, de acuerdo
con el teorema 76.4, una base ortonormalizada en la cual ln matriz
del operador sea triangular. En la misma base al operador A% le
corresponde una matriz triangular eonjugada. Por hipdtesis, el
operador A es normal, por lo cual las matrices de los operadores.
Ay A* en la base elegida deben ser conmutables. Conforme a la
observacién enunciada anteriormente, estas matrices son diagonales,
Asf pues, hemos constraido una base ortonormalizada en la cual la
matriz del operador tiene una forma diagonal. Esto significa que la
base dada estd p integ: te de los propios del
operador.

Supongamos ahora gue el operader 4 tiene un sistema bizice
de vectores propios ortonormalizades. En este caso la matriz del
operador A en la base compuesta de los vectores citados serd diage-
nal. Mas, en la misma base, al operador A* le corresponde una
matriz conjugada, la cual, evid , serh también di 1
Las matrices diagonales son siempre conmutables y, por lo tanto,
son copmutables tambidn los operadores A y A®.

Enel t de la d tracion del teorema hemos probadoe
que =i el operador A es normal, entonces, en una base compuesta de
vectores propios ortonormalizados no sblo la matriz del operador A4,
sino también la matriz del operador A* seré diagonal. Esto nos lleva
al

conoLanio. St el aperador A et normal, todo sistema ortonormalizado
de vectores propice del operador A es un sistema ortonormalizade de
vectores propies del operador A*, y viceversa,

comoLARIo, St el operador A es normal, los valores propios de los
operadores A y A*, correspondientes al veclor propto comain, sor com-
plejos conjugades.

Efectivamente, si Az = kz y A%z = pr, entonces, de acuerdo
con {75.1), para todo veclor propio normalizado z tendremos

=, 1) = (Az, 7) = (2, A%2) = (2, p) =P



CAF. %, ESTRUCTURA DEL OPERADOR LINEAL 266

Este hecho es justo, por supuesto, para cualquier operader 4 que
tiene unos vectores propios con el dor A*. El card
oormal dal operader A garantiza le presencia de los vectores comunes.
Le significacién de los operad normales en la teoria general
s dicta por dos circunstancias. En primer luger, esta clase de opera-
dores es més simple en un espacio unitario. En segundo lugar, la

in 6n de un operador arbitrario normal sa reduce frecuente-
mente & la investigacidn de los operad normales,
Ejercicios.

i. Sea A un operador lineal arbitrario v =, f unos ntmeres uomrlajos
iguales en midulo. Demufstrese que el operador @4 + PA* e normal,

2, Sea A un operader normal. Demuéstrese que para todo polinomic p ()
ol ogeur:iw @ (A) serd normal.

que pare un operador normal cualquisr operador inducido
werii normal.,
4. Demuistrese que el operador 4 s normal cuando, ¥ sblo cuande, para
rl?dn bespacio i i I el pl 1 L' es también inva-
ante.

5. Sea A un oporador de estruotura simple en un espacio complejo. De-
muéstrese que al prefijar de modo adecunda un producto escalar en un espacio,
ol operador A puedg siempre hecerse normal,

§ 77. Operadores unitario
¥ hermitiano

Entre los operadores normales
son de mayor empleo los operadores de dos lipos: unitarios y hermi-
tianos.

Un operador lineal [/ se llama unitario, si el operador conjugado
U* coincide con el inverso /-1, es decir,

UU* = U0 = E.

TEOREMA 710, Un operador normal U es unilario cuando, y sdlo
cugndo, todos sus valores propios son iguales en médulo a la unidad.
acton. Sea U un operador uniterio. Elijamos cualquiera
de sus valorés propios A y un vector propio normalizado x que corres-
ponde a A. Tenemos
1=(z, 2)=(z, UMz)= Uz, Uz)= (hr, hr) =" % (z, 2) = | A |2
Supongamos ahora que todos los valores propios del operador
normal I son iguales en médulo a la unidad. Designemos mediante
Iy, ..y Ty lo8 vect propios grtonormalizados del operador U
ymediante &y, . . ., Ay, sus valores propios. Por hipétesis, |4, | =1
para todo {. Recordemos que para el operador conjugado ['* los vec-
tores x, ..., I siguen siendo propios, pero corresponden a los
valores propios Ay, . . ., Ap. Tomemos un vector arbitrario x y des-
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componghmoslo segiin los vectores propios del operador I/
=y + .o T CmTme

Ahora calculamos

Utz =U* ([Uz)=U* {2k 7+ oo o F BT =

= @hghiTy e CrbmbeEn = 0Tt T =2
Puesto que z es un vector arbitrario, esto significa que U*U = E.
De modo andlogo se demuestra que U* = E.
recrema T2, EL operador U es unitario cuendo, y silo cuando,
para cualesquiera dos vectores el producto escalar de éstos s igual al
producto escalar de sus imdgenes.
DEMOSTRACION. Sea [/ un operador unitario, entonces para cuales
quiera dos vectores z, y tenemos

(, ¥) = (z, U*Uy) = (Uz, Uy). (77.1)

Supongamos ahora que para cierto operador [/ se verifican las
igualdades (77.1), cualesquiera que sean los vectores z, y. De aqui

e deduce que
(x, (U*U —E) p) =0,

Puesto que los vectores x, y son arbitrarios, esto significa que oy =
= E. El operador I/ es regular, dado que en el caso contrario la igual-
dad U*U = E seria imposible. Por consiguiente, al operador o
existo. Al multiplicar la igualdad U'*U = £ a la izquierda por el
operador U yala derecha, por el operador I/~!, obtenemos otra igual-
dad: UU* = E. Do este modo, el operador I es unitario.
conoLaRto. £l operador [! es unitario cuando, y s6lo cuando, o bien
UU* = E o bien U*U = E.
conoLanio, Tedo operador unitario transforma cualguier sistema
ortonsrmalizado de vectores en ofro sistema, también ortonormalizado.
conoLario, Si el operader Mneal U transforma una base ortonorma-
lizada en otra base ortonormalizada, entonces U es un operador wnitario.
En efecto, 86a 1, . .., T, una base ortonormalizada, Uz =
=y, ® Y v oy U también una base ortonormalizada. Tomemos
dos vectores arbitrarios x, p. Si

AEy, !!"'IS‘BrIn

entonces
m

(z, )= > aBu

Por ser lineal el operador I, tenemos

Uz= {% Gyl Jy "él By
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Por eso, tenemos nuevamente
WUz, Upp= T by

Asi pues, las igualdades (77.1) son vilidas para cualesquiera vecto-
Tes z,

Hemos de notar que podriamos definir el operador unitario como
operador isométrico, es decir, un operador que conserva invarinhles las
longitudes do Lodos los vectores, Esta proviene del teorema 77.2 y de
la siguiente correlacién, ficilmente comprobada:

| xg Bl —p |2t | 2 fdy i) 2—iy |3
5 v

(z, ¥}=

& I

Un operader lineal /i so d hermiti o

si coincide con su operador conjugado, es decir, si
H = H*,

TeoREMA 172, Un operador normal H es hermitiano cuando, y silo
cuando, fodos sus valores proplos son nimeros reales,

DEMOSTRACION. Sea H un operador hermiti T cual-
quier valor propio A de este operador y un vector propio normalize-
do z que corresponde a A. Tenemos

h=(hx, 2)={Hz, 2) =(z, H*2) =(Z, Hz)w=(z, ha)="h.

es decir, ) es un nimero real. Supongamos ahora quo el operador nor-
wal A tiene valores propios reales, E , en la puest
los veet propios ortonormalizados del operador /T las matrices
de los operadores i y H* coincidirdn, Por iguiente, son también
coincidentes los operadores, es decir, H es un operador hermitiano.
El operador hermitiano  se llama no negativo (definide positive)
&i para todo vector (no nulo) z se verifica la desigualdad

(Hz, £)2 0 (= 0).

TECREMA 174, El operador hermitiana H es no negative (definido
Ppositive) cuando, y sdlo cuando, todos sus valores propios son no negati-

vos (positivos),
pemosTRactoN, Elijamos una base ortonormalizada compuesta
de los veclores propios z,, .. -+ I, del operador hertmitiamo H.

En este caso, de la descompasicién
T=53 + o e
se desprende, pura un vector arbitrario z, que
(Hz, 2) =24 |§ P+ ... +hn [ Em [P
De aqui se deduce que si todos los valores propios del operador her-

mitisno son no negativos (positives), entonces el mismo operador
también es no negativo (definido positive). Al hacer z = z;, obtene-
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mos
(Hzw xi) = bt

para todo i Por ello, todos los valores propios de un operador no ne-
gativo (definidoe positive) son no negativos (positives).

De Jo dicho so infiere que un operador definide positivo es regular
no negativo. Entre todos los operadores hermitinnos los operadores
no pegatives y definidos positivos d fian un papel de especisl
importancia. He aqui alg de sus propiedad

Si H y § son unos operadores definidos positives, el operador alf <+
4 P8 serd definido pesitive pera cualesquiera mimeros mo negativos
a, B, no iguales a cero simultdneamente.

Efectivamente, el operador af + BS es hermitiano, cualesquiera
que sean los nlimeros reales a, fi. 51 estos niimeros son negativos y no
iguales a cero a la vez, entonces

{{all + BS) z, 7) = = (Hz, 2) + B (82, 2) =0

cuando x == (.

Su el operador H es definido pasitive, el operador H™' serd tambidn
definido positive.

En efecto, como H = H®, entonces H' = (H*)" = (H)*,
ea decir, el operador H-! es hermitiano. Los valores propios del ope-
rador ! son magnitudes inversas respecto a los valores propios del
operador H. Por ello son positivos y el operador H~" es definido posi-
tivo.

Si H es definido positivo y A es un operador regular arbitrario,
entonces los operadores A*HA y AHA® son definidos positives.

Es fheil probar que estos operad son hermitianos., En vir-
tud de que el operador A es regular para cualquier z == 0, tendremos
Az 70y A%z % 0. Por esta razén

(A*HAz, )= (HAz, Az) >0, (AHA®z, z) =~ (HA*z, A%2) >0

para z 5= 0. De aqui se deduce, en perticular, que para todo opera-
dor regular A los operadores A*4 v AA* son definidos positives.
Si 4 es un operador deg do, los operadores A*4 y AA* son no
negativos

Para todo operador no negative H existe un operador nonegative
8 tal que §* = H.

En efecto, sean Ay, . . ., Am los valores propios del operador H
¥ Tiy o v oy T lo8 vect propios ortonormalizad pondi
tes, En esbe caso Hiz; = Az, para todo i. Definamos el operador §
medianto las ignaldades Sz, = }'Az,. El operador § es no negative,
puesto que tiene un sistema bésico de vectores propios ortonormali-
zados 7,, . . ., ¥ Que corresponden a los valores propios no negati-
vos Vi, ... Vi Ademds, %, = Hz, = hzy. Do este modo,
los uperad S yoHf coinciden sobre los de la base z,, . . .
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< vy Xy 8 consecuencia de lo cual ellos coinciden también sohre
todos los vectores, es decir, §* = H.

El operador no negativa § s d ina raiz {a ar
de un operador no negative M, si §* = H

Merece subrayar que todes los vectores propios de los operadores

8 y H coinciden. Efectivamente, SUpOngamos que Ay, ..., Ap
¥V fys « - .y V E, son todos valores propios distintos de los operado-
res B y 8, respectivamente. Designemos mediante X, (¥)), i =
=1, 2, ..., r el subespacio propio del operador & (5) que con-
tiene todos los propios correspondientes al valor propic
A (V' E). Las sumas directas de los subespacios propios X,, . . ., X,
8 ¥y, ..., ¥, coinciden con todo el espacio. Por esto

dim X, 4 ... L dim X, =dim Y, + ... +dim ¥, (7.2

Esti claro que para todo i se tiene ¥, — X,, es decir, dim ¥,
= dim X, Por consiguiente, la igualdad (77.2) puede verificarse
sblo cuando para cuslquier ¢ se cumpla la igualded dim ¥, =
= dim X,, es decir, evando ¥, = X,

Asi pues, los valores propios y log vectores propios dal operador §
se determinan unfvocamente por el operador H. Puesto que § es
un operador hermitiano, la raiz aritmética del operador # puede
ser solo inica,

Ejercicioa.

1. Demuéstrese que ¢l conjuntoe de todos los operadores unitaries en un
espacio uniterio dado forma un grupe de multiplicaciGn.
2. Demuéstrese que el conjunto de todos lox operadores hermitianos en un
espacio unitario dado forma un gropo de adicién
] ! hermiti ol operador B es defi-

g que el op s ¥l

wido po]m{vo. Demuéstrese que los valores propies de los operaderes 84 y 5-14
son Teales, .

4, Demuéstrese que ai A, B son unos oporadores definidos positives, todos
los valores propics del olpmdnr BA som positivos,

5. Demuéstrese que sl 4, F eon wnos operadores definidos positives conmu-
tables, ol operador BA serd también definide pesitive,

8. Demutatrese que si 4 es un operador definido positive en um) espacio
unit.]aﬂo, la funeifn (z, y)o = (42, y) satisface todey los axiofnas del ucto
escalar.

§ 78, Operadores A*4 y 44*

Si el operador 4 actia de un
espacio unitario X en otro espacio unitario ¥, entonces en X queda
definido el operador 4*4 y en Y, ¢l operador AA*. En lo que sigue
estos operadores desempefiarfn un papel considerable, por lo cual
nos dedicaremos, ahora, a su estudio.

De las propiedades primera y cuarta (75.4) se deduce que los ope-
radures A*A y AA* son hermitianos. Mis afin, son no negativos, por-
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que parz cuslesquiera vectores z € X, y €Y tenemos

(A*Az, z) = (Az, A5) =0

(A4%y, §) = (4*y, A*1)= 0.
Por eso en ¢l espacio X existe un operador no negativo G y en el espa-
cio ¥, un operador no negativo F tales que

A*A =G, AA* =P
Los operad G y F que satisf estas correlaci son dnicoes.

Cualquiera que sea el operador 4, el operador A*4 tiene un siste-

me or lizade de los ! Propios z, Ty, .+ .y Tme
sistems s transforma siempre por el operador A en un sistema orfo-
genal. Efectivamente, sea

X*dzy =plzy,  pp=0 (18.1)
para todo k=1, 2, ..., m. Entonces
(Azy, Ax))=(A*Azy, x)=pk{zy, 7) =0
para k =& I Ademis, para todo k
| Azy | = pas

por lo cual el vectar Az, es distinto del vector nulo cuando, y sélo
enando, el valor propio p}.del operador 4*4 no es nulo.

El vector no nulo Az, es un vector propio del operador AA* y co-
rresponde al valor propio pi. En efecto, de acuerdo con (78.1)

AA* (Az)) = A (A% Az,) == A (phxy) = pRAZ,.

De este modo, todos los velores propios no nulos del operador
A*A son valores propios del operador AA*. Serh cierta también,
por supuesto, la afirmacion inversd. Por esta razén los valores pro-
pios no nulos de los operadores A*A y AA* siempre coinciden.

Los valores propios de los operadores A%4 y AA* se designarin
mediante p?, pi. .. En este caso puade considerarse, sin limitar la
general{dmi’ del “razonnmiento

p=en=...2e>0,

mientras que los demés valores p} son iguales a cero. Es evidents que
los valores propios de los operadores 4*4 y AA4* se diferencian s%lu
en la multiplicidad del valor rmpie nule. La multiplicidad del ope-
rador 44 es (m — ¢) y la del operador A4*, (n — t).

Se llaman nimeros singulares (principales) del operador A los va-
lores aritmétricos de las raices cuadradas de Jos valores propios comu-
nes de los operadores A*A y 44"

Haciendo use de los vectores propios de los operadores 4*4 y
AA*, se pueden construir en los espacios X e ¥ unas bases ortonorme-
lizadas con ayude de las cuales se describe y se investiga con facili-
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dad la accitn de los operadores 4 y A*. Tomemos por base en el espa-
cin X un sistema ortonormalizado r, . . ., 3., de veclores propios
del operador A*4. Segiin se deduce de (75.8), los vectores z,, . .., 2,
forman una base en I'*, mientras que los vectores ..y, ..., ¥p
forman una base en N. La base ortonormalizada ¥, . . ., y, en el
espacio ¥ se construird de ln manera siguiente. A titulo de gy, .. ., ¥
se tomardin los vectores obtenidos despuds de normalizar Az, ...
vy Azy. Estos vectores forman una base en T. Por yraq, - 00

se tomard cualquier base ortonormalizada en N*. Estd claro que lns

VeCtoTes Iy, . . .. lls 501 propios para el operador 4A* y forman
una base en ¥. Tomando en consideracién que | Azy | = py, dedu-
cimos que
Prline R 3y
an={ "0 k50 @52
Al multiplicar estas igualdades por ol dor A* y teniendo en
cuenta (78.1), obtenemos
v paty k=t i
R R (783

Las bases ortgnormalizadas en los espacios X, ¥, ligadas con los

adores 4, A* mediante las correlaciones (78.2), (78.3), llevan
el nombre de bases singulares.

&1 log espacios X, ¥ son diferentes, en las bases singulares puede
escribirse la matriz del operador 4. Designémosla con A. Conforme
a (78.2) esta matriz tione la forma

M

]
A= N, } (78.4)
1

Silos fos X, ¥ colociden, las bases singul por regla general,
no se usan, para la notacion de la matriz del operador. Sin embargo,
las correlaciones (78.2), (78.3) quedan en vigor.

Ejercicios.

1. Demuéstreso 1un loa nicleos do los oporadores A, A%A (4%, AA47)
colmlden, E.mo umh én son coincidentes los campos de valores de los operado-
res A 1

3 Damu%l.ma qua si dim X > dim ¥ {dim X < dim ¥), ol operador
A%A (AA': o3 degonerado,
Demufatresn qua los nimoros singulares no varian cundo ol oporador A
por
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4. Supongamos que ¢l operador A actia on el espacio X gaquu todos sus
nitmeros dos a dos. D @ las bases singulares
se d i uni salvo la ién de cada une de los vestores
por un nomers que en médulo es igual a la unidad.

5. Demuésirese que los nimeros singulares de un oppradar normal colnciden
con los médulos do los valores propies.

6. Demuéstrese quo los nimeros singulares del operadoer 4-! son inversos
o los miimeros singul dal dor 4, mi que las bases singulares de
nmhu}: gpamioms eoim:iiien, e st e :

. Supongamos que e operador A sctia en un espacio unitario m-dimensio-

nal X. D%:ngmm mediante Ay, ., by sus valoces propios y mediante
Pis = «or Py lo® ng Demué qué

Sinre 3o ]"i lm-ﬁm_
L ki Aesl (]

8. Demufstress que s1 | Ay | = py para todo k=1, 2, ..., m, cntonces
el operador es pormal,

§ 79.  Descomposiciones
de un operador arbitrario

Una de las circunstanéias que
determina la significacién de los operadotes unitarie y hermitiano
consiste en la posibilidad de representar, sirviéndose de estos opera-
dores, un operador lineal arbitrario.

Supongamos que un operador lineal arbitrario A actia en ol
espacio unitario X. Mostremos que dicho operador siempre puede
ser representado en la forma

4 =H, + illy, (79.1)

doude H, y H, son unos vperadores hermitianos. Efectivamente, si
esta posicion existe,

A" = |, — iy,

Pero, en este caso
Hi—t(A4a%,  Hy=g-(A—47).

Las [ormulas obtenidas determinan preci nte la d T
cion (79.1). Puesto que

Hyllo— HoH, = 5 (AT A— A4%),

entonces del hecho de que el operador 4 es normal proviene la conmu-
tatividad de los operadores i, If,, y viceversa.

Sea Iy, . . ., Ty un sistema ortonormalizade de vectores propios
del operader A*4. De acuerdo con (78.2), existe un sistema ortonor-
malizado gy, . . ., Jm de vectores propios del operador AA4* lal que
para todo ¥ e verifica

Az, = prife (79.2)
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Definamos ahora los operadoves lineales F y U en el espacio X
mediante las siguientes igualdades en los sistemas bisicos de veeto-
ros:

Uy =y Fun = padine (79.3)

Las correlaciones {79.2), (79.3) significan que se ba obtenido la des-
composicion

A= FU. (79.4)

Aqui F es un operador lisrmitinno no negativo, puesto que tione
el sistema bisico ertenormalizado de vectores propios y,.g

< -+ U ¥ los valores propios no negativos py, pe, .. .
rador I ¢s unitario, puesto que transforma el sistema arto narmnh:a rJo

de vectores Iy, T., ..., £, en otro sistema ortonormalizado yy,
Ysu +« o Ue Haodo ser notado que de (79.4) se infiere
A% = P2, (79.5)

es deeir, F os la raiz cuadrnda antmética del operador A4*%.
La descomposicion {79.4) so llama drsrwnpmcidn polar del ope-
rndor A. Como gue Ja rajz aritmética e @nica, el operador F en la
icion polar serd siempre Gnico. El operador U serd dnico
sélo en el caso en que ¢l operador A sea regular. En este caso U7 =
=14,

Otra vez ohservamos 1 relacién dirceta existente entre el caricter
nomal del operadnr A yla wnmntulwldad de los componentes de

una descomposicion polar. Efecti sea UF = FU para cierte
operador A, entonces

A*A = U*FOFD = FYUUF = F2,
le que, junto con (79.3), es testimenio de que el operador A es nor-
mal.

Snponﬁe oz ahora que el operador 4 ¢s normal, es decir, A*4 =
= AA"* acuerdo con (79, f:; tenemos A = FU. Por consiguiente,
A* = U*F. La condicion de que el operador es normal conduce & la
igualdadad U/*F*lJ = F? o bien

PU = UF,

Ti do en ideracidn la da de las correlaci (79.3),
obtenemos

F2(Uys) = pk (Uw)

para todo k = 4, 2, ..., m, es decir, los vectores Uy, son propios
para el operador "1, Gomo 8o ha obssrvade anteriormente, los opera-
dores F* y F tienen los mismos vectores propios, por lo cual

(FU) yp = F (Ugn) = px (Unn)



# 80. OPERADORES EN EL EAPACIO REAL 275

para todo & =1, 2, . . ., m. Por otra parte, conforme a la segunda
de Ins correlaciones (79.3),

(UF) gy = U (Fi) = U {paya) = pa (V).
_ Las igualdades abtenidas muestran que los operadores FI/ y UF

m el hisico de Vis Ygo « o oy Um- Por
consiguiente, UF = FU.

Ejercicios.

1. Demuéstreso que si un operador ¢s normal, los volores propios del oparne «
:ur Hy (Hy) de)'('m.‘l] son lns partes roales (fmagluarias) do los valores propios

operador 4.

2. Domuestrese que =i el operador 4 es nurmal, los valores propios dal
oparador F (nrﬁuman de los valores propios del operador 0} de :75,-9} 00
Iu:] mﬂdulﬁs da‘ os valores propios {argumentas de los valores propios no nulos)

oparador "

. Demucstresa que si ol eperador A os normal, entonees ambos operadores
on Ia descomposicion I}7!!-1) tienen los misms vortores [Il\l]]\lﬂs fue ol oparador A,
Qué puede decirse ocerca de los vectores propios e

s Senitoe ot s componeties do la
escomposicién (70,

§ 80. Opermdores en el cspacto real

Al investigor los operadores li-
neales que actiian en un espacio real nos encomtramos con olgunas
dificultad dicionales. Estdn relacionadas principalmente con ul
hecho de que no todo operador lineal tiene en el espacio real siquiera
un solo veclor propio.

Naturalmente, s ol polinomio teristico de wn operador o
un espacio real tiene silo rafees realus, subsiste la analogin completa
en la teoria. Varfa, de hecho, sélo la terminologia. A saher, los pala-
bras acomplejo, unitario, hermitienos se sustiluyen respeclivamente
por las palabras ereal, ortogonal, simétricos. Si, en cambio, el poli-

nomio terfstico tiene, ademis, unas raices phejns, la inves-
tigacién de tal operador se hace més complicada.
Sen dado un espacio real R. Consid un conjunte de toda

clase de pares (z; y) de vectores z, y, de R. Definamos las operacio-
nes sobre dichos pares. Convengamos en considerar quo

(m2 ¥+ (uy v) = (2 + ui y 4+ 0)
para cualesquiera dos pares, y para el nfmero eomplejo § + in
y ol par (z; y)
(& + i) (= v) = (Ez — g mz + F0)

Es ficil comprobar que el conjunto de todos los pares de vectores
pertenecientes a R, después de roalizados Ins aperaciones du la manera
indicads, representa en si un espacio complejo C.
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El sspacio construido C es de la misma dimensidén que el espacio R.
En efacto, soa &, &, . . ., £ una base en R. Para todo par de vecto-
res u, v de R tenemos

U=yfyt e T Enfs ]
v=fei+ ... +Pafm

donde 2;, B, son los nimeros reales. Pero de aqui proviene que

(80.1)

s 0 =T (op+ i) (eai 00 (80.2)

El sistema (e; 00, - ... (e, U es lincsimente independients, por
lo cual la dimension del espaciv C es igoal a m.

Para toda baso ey, . ., £y en el espacio B y cualesquiern ndme-
ros realos gy, .., o 50 cumple la igualdad

m m
uS| {on 4 40) {ea; = [..\JI ayey; 0).

Por consiguiente, entre todos los veelores u de R y todos los pares
del tipo (u; 0} de C oxiste una correspondencia binnivoca. Mis ain,
esta correspondencia es un isomorfismo, i nos limitamos a las opera-
ciones con ndmeros reales.

Si todos los pures del tipo fu: 0) se identifican con los propios vec-
tores u de R, entonces de (80.1), (80.2) se desprende que el espacio ©
puedo considererse como nn conjunto de elementus

w=u -+ iv,

donde u, ¢ £ B. En esle caso s¢ dobe recordar, por supuesto, que en
realidud log elemontos u, v son los pares {u; 01, (03 0) y la multipli-
caciém por ol mimero ¢y la adicion se realizan conforme a las defini-
clones introducidas anteriormente. Cuando v = 0, obtenemos los
elamentos del espacio R. Es natural considerar este espacio como cier-
o junto da C. Los el del tipo w + 0 se {lamarin reales,
mientras que los elementos del tipo u + & y u — Iv se denominan
complejos conjugados.

El espacio C so llama extensin complefa del espacio real R.

En la resolucién de los diversos problemas en un espacio euclideo
podemos extondor dieho eapacio, de modo anflogo, hasta obiener

espacio unitario. Examinemos la extension compleja C del espa-
cio euclideo R. Para coalesquiera dos vectores

2=+ i w4 i

de G, con on iderar, por definicion, que

(z, o) = ({z, u} + (v, ¥})} + ¢ (v, ) = (=, V)



§ 80. OPERADORES EN EL ESPACIO REAL 277

No es dificil establocer que el espacio C dotado de tal producto esca-
lar se hace unitario. Ademads, el producto escalar para cualesguiera
dos vectores de R se conserva.

Supong que el dor A actha en el espacio R. Construya-
mos un operador nuevo A que sctila en el espacio C ¥ coincide con el
operador A sobre los vectores de R. Para esto hagamos

Afudiv)= Au+iAv.

Esté claro que el operador A es lineal v Au = Au para todos los
vectores u £ R.

El operador A lleva el nombre de extensién del operador A en el
espacio complejo C.

Ahora, en vez de estudiar el operador A en el espacio real R pode-
mos considerar el operador A en un espacio complejo C e investigar
su operacion en R, considerando este dltimo como conjunto del es-
pacio C. Esto esun procedimiento mds usado, si para algnna situacidén
en el espacio complejo no existe analogia correspondiente en ol espa-
cio real.

Supengamos que en ¢l espacio complejo € se ha clegido una base
real. En esta base la matriz delf operador dilatado 4 seri real y coin-
cidird con la matriz del operader 4 en la misma base. De agui se
infiere que el polinomio caracteristico del operador A coincide con
ol polinomio caracteristico del operador A ¥y, por consiguiente, tiens
coeficientes reales. Es evidente que

Si el polinomio earacteristico del operador A que actia en un espacto
real R tiene raiz real, esta dltima es un valor propio del operador A y le
corresponde al menos un vector propio real.

Consideraremes ahora una raiz compleja A del polinomio caracta-
ristico del operador 4. Es un valor propio del operador A y le corres-
ponde cierto vector propio w. Dado que los coeficientes del pelino-
mio caracteristico del operadar 4 son reales, el operador citado ten-
drd también un valor propio conjugado complejo . El operador A
transforma t conjugados complejos en veclores conjugados
complejos, por lo cual de Aw = Lw proviene Aw = Lw. Por consi-
guiente, a los valores propios conjugados complejos del operador A

les ponden unos t jugados complejos.

Si & =& X, entonces los vectores w, o seran lincalments indepen-
dientes como propiog pondientes a los dif valo-
res propios.

Consideraremos los vectores z, ¥ que se determinan del modo
siguiente en términes de w, w:

Fog el oy alw—m. (80.3)
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Es ficil comprobar que dichos vectores son reales. Ademds, no es
difical establecer que sl & = p + fv, entoncos

Az = px — vy, Ay = vz + .

Par ella, una edpsula lipsal constrwda sobre los vectores (80.3)
en el espacio I8 os nn subespacio invariante del operador A. La matriz
del operador inducido sohre esto subespacio en la base (80.3) es la

siguiente:
(=i
—v )’

Por consiguiente, ¢l polinomio varacteristico del operador inducido
esigual a (2 — pf 4 v’n bien. lo quo es igoal, 2 — (& +h)z g AR
Observemos que en el suhespacio invarinnte tdn al

no tions ningiin voclor propio cuando v = 0. De este modo, hemos
obtenido una deduceién importanto. A sabor:

81 un poliromio caracteristico del operador A, que achia en el espa-
cio real R, tiens una raiz complefa (ino reall), a esta ralz lecorrespande
en el espacio I\ un subespacio invariante bidimenstonal del operador A
qué no coniiéne veclons propios

Esta deduecion juegs o mismn papel para investigar los opera-
dores en wn espacio real gque desempeiia la existencin por lo menos
de un dnico veclor propio para la investigacion Jdo los operadores en
un espacio complejo. Fligiendo de un modo adecuado las bases en ol
espacio R, 38 puede roducir ln matriz del operador 2 ona forma
semejanle, en cierte sontido, o bien a la diagonal, o bien a la triango-
lar, o bien 4 la forma candniea de Jordan, Tal procedimiento de inves-
tigucion del operador es de uso relativamente raro, puesto que los
formas candnicas reales estin privadas de muchas ventajas que po-
sean Ios formas candnicas complujas. Es waocho mis ficil y fructifera
11 investigaeiGu de I dilatacién de un operador en un espacio com-
plejo.

Ejercicios.

f. Demuiistrasa ?‘W el campa o valores (el nuelwl del operador Aesla
lfllalll'.uhl complejo dol campe de valares {del odcloo) del
% .‘iupnnﬁnmm qua nl eporador dilatada A eado aunwlun sunple J:Iamw‘a-
treso que en ol wepacio N so poede ologir tal base en la Tﬂe 1s matriz del apora-
dor A sea do forma casl diagonal con las matrices en la disgonal de primere
¥ ee&mdu drdanes,
Domuéntress quo wn ol e.cpmn na] I de dimensién m todo operador
I.iann un_sub do m—1dm 3
Qus nnﬂlm tene oo un espaeio real el teorema 1'2 17
emudatress qie todo operador lineal que actis en un espacio real
do dunounun digd dess par lo monos un vector propio,
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§ 81.  Matrices de tipo especial

Hemos considerado algunos ope-
radores de tipo especial. Serd natural suponer que las matrices de
dichos operadores deben poseer ciertos rasgoes especificos.

Una matriz compleja cuadrada U se llama unitaria, si la matriz
conjugada U™ coincide con la inversa /-1, es decir, st

UU* = U =E.

Recordemos que en una base orwnnrma.llzsdu al operader conju-
gado le corresponde una matriz jug Por la ma-
triz de un operador unitarlo en la base ortonormalizada es unitaria,

Sean dadas en un espacio unitario des bases ortonormalizadas
cualesguiera. Construyamos la matriz de la transformacién de coor-
denadas al pasar de una de estas bases a la otra. De scuerdo con la
formula (63.3), las col de la matriz estén compuestas por las
coordenadas que tienen los vectores de Ia segunda base respecto de
la primera. Mas la misma forma tiene también la matriz del opora-
dor lineal que transforma los vectores de la primera hase en los de la
segunda. Conforme al segundo corolario del teorema 77.2, este ope-
rador es unitario. Por esto

La matriz de la transformaeidn de coordenadas al pasar de una base
ortonarmalizada a otr base ortonermalizada es unttaria,

Llamaremos dos matrices semejantes unitariag, i son semejantes
¥ la matriz de la formaciin de J es unitaria. De las
propiedades del operador unitario se deduce que toda matriz unitaria
e5 semejante unitaria res Iperl.u de una matriz diagonal de elementos
diagonales que, en médulo, son iguales a la unidad.

Se escriben con facilidad las correlaciones que definen los elomen-
tos de la matriz unitaria. Supongamos que la matriz U es de orden m.,
Designemos mediante uy; sus elementos. Entonces, de la igualdad
UU* = E se infiere que

. = 0, si istj,
Eﬁ‘"“ﬁ{i. si i=j.
Anil te, de la igualdad U*0 == E obtenemos:
& T =[0. si bekf,
= M 4, i {==],
De cste modo, los sist de vect 1 ¥ vect fila

de cualgquier matriz unitaria representan en si sisternas ortonorma-
lizados.

La matriz unitaria real U se denomina orfogonal. Esla matriz
s determina por las siguientes correlaciones:

UU'=UU=E.
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Todas las propiedades de las matrices ortogonales se deducen de
las propiedades de las matrices unitaras

lina matriz compleja cuadrada M so llama Aermitiane o auto-
conjigada, si coincide con su invirsa, es deeir, si

H=H*
De este modo, la matriz do un aperador hermitiano en la base ortonor-
malizada es hermitiana, De las propiedades del operador hermi-
tiano se desprende que cualquier matriz hermitiana es Semejante
unitaria respecto a la matriz diagonal real, Si fiy; son los alementos
de una matriz hermitiona £, entonces

Jryy= h}l
para cualesquiera s, j. De aqui obtenemos, en particular, que los ele-
mentos diagonales de cualquier matriz hermitiana son reales.

Una matriz hermitiana real 4 se denomina siméfrica. Esta matriz
se determina por la correlacién siguiente:

H=H.

Observemos que toda matriz simdtrica es somejante ortogenal
respecto de la matriz diagonal real. Una matriz cuadrada se [lama
normal, i es conmutable con su inversa.

De acusrdo eon esta definicién, una matriz de un operador normal
en la basa ortonormalizada es normal, Teniendo presente las propie-
dades del operader normal, es ficil comprender que toda matriz nor-
mal pleja es jante unitaria respecto de la matriz diagonal,

Las matrices de tipo especial son de mucha importancia en la cons-
truceidn de los mis diversos algoritmos de cdleulo, No obstante, no
serdn objeto de estudio detallado. Todas las propiedades de estas
matrices son, de hecho, la reflexion de las propiedades andlogas de
los operaderes correspondientes.

Ejercicios.
1. Demuéstress gue toda matriz compleja es semofante unitaria respecto
de la motriz trisngular.
. SRAT fy, Bay « - oy dey b8 valores propios de la matriz A, con la parti-
cularidad do que cada valor propic se ha cserito lantas veces cual es s mulu-
plicidad. Demuéstrese que

FoihEg i (dArAn (BL.1)

i=
3. Demudgtrese que [a ignaldm en In correlacién (81.1) tiene lugar cuando
y =blo cunndo, la matriz A es notmal,

4. liaciendo wso de la farmula de Hinet—Cauchy, demudstrese que para
cualguior matriz A los menores principales de Ja matriz A*4 son no negativos.

. Demuéstreso que la suma de cuadrados de los midulos de todes los
monores do unp matriz unitaria disp en lesquisra filss o col
fijados es fgual a la unidad.

. Demuéstrese que toda matriz gular A puede ser
la forma 4 = Q A 5. dondo (¢, § £on unas malzices unilarias ¥ A es una mwatriz
disgonel de elementns 1o negativos,




CAPITULO 10 PROPIEDADES METRICAS
DEL OPERADOR

§ 82. Continuidad y acotaciin
del operador

Hemos introducido el concepto
de operador lineal como cierta generalizacién del concepto de fun-
citn, 5i suponemos que en los espacios se ha definide cierta métrica,
podemos ohservar la analogia con la acotacion de una funcién, la conbi-
nuidad de una funcién, ete. Al estudiar estos problemas, partiremos
siempre de que un operador actia del espacio normalizado m-dimen-
sional X en el espacip normalizado n-di ional ¥. 8i X no coineid
con ¥, las normas en ambos espacios pueden ser introducidasinde-
pendientemente la una de la otra,

Un operador A que actim de X en Y se denomina continuo en el
puntoz, € X, si de la condicién 2, — z, s desprende que Az, — Az,
para cualguier sucesion {r,} de X. Si el operador e8 continuo en todo
punto del espacio X, se llama continuo en tode punto o, simplemante,
continuo.

TEOnEMA 821 Un operador lineal que achin en unos espacios nor-
malizados arbitrarios de dimensién finita es continuo.

peosTRacioN, Tomemos un vector arbitrario z, € X y elijamos
en X upa base cualquiera &, ¢, . . ., &y Tencmos

ry=8M+... +Een.
Supongamos que Ty —= I, ¥
X
= +... + 8.
En conformidad con el teorema 53.1, de la convergencia en porma

proviene la convergencia de coordenadas. Por ello, &Y — £ pars
todn 5. Pero

Arg = BMe 4 ...+ 50 ey,
¥, ademas,
Any=1Mde 4+ .. 4046,

Ahora, de la convergencia " — 5* para todos los £ so deducird la
convergencia Az, — Az, en norma del espacio ¥,
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El operador 4 e Nama acotado, si existe una constante M tal
que [ Az [|<< M ||z || para todo vector r £ X,

TEOREMA 822 Un operador lineal que actun en unos espacios nor-
amalizados arbitrarics de dimensién finite es ccotado.

peMosTRActox. Supongamos que en cierto caso el operader A
no es acotado. Entonces, existe wna sucesién de vectores no nulos

{zx) tal que
Hdzy 1= k|| 2 Il
Examinemos una sucesion de vectores

1
L b Ty e
Esta sucesion converge a ceto, puesto que

i i
[F'S ||=m||-¢n ll=——+0.
Por otra parte, 2

1Ay = [ Ana 1321

Esto es testimonio de que la sucesién {Ay,} no converge a cero, ea
decir, ol operador 4 no es continuo en cero. La contradicién obtenida
con el teorema 82.1 da por terminada la demostracion,

Resulta natural plantear 1a cuestién acerca de la constante mi-
nima de todas las t M que satisf: ln dicidn || Az || <
= M || z || para todes los vectores . Puesto que el conjunto de estas
constantes estfi acotado inferiormente por cero, la constante minima
existe a ciencia cierta. Se llama norma del operador A y se designa
con &l simbolo jf A ||. Por definicién, la norma de un operador poses
las siguientes dos propiedades:

1) para todo vector x del espacio X es vilida ln desigualdad

Az =11 A =iz lls (82.1)
2) para todo nimero & = 0 existe tal vector 7, £ X que
Il Aze 12 (1 All~ed [z || (82.2)
Demostremos que
li4ll= sup |l 4z (82.3)
llr 24

o bien, que es lo mismo,

All= i 82.4
Nag=sup; (82.4)

si, desde lucgo, dim X = 0.
Tomemos un vector arbitrario = que satisface la desigualdad
Il z {l=< 1. Entonces, de {82.1) se deduce que

lidzll< T4z 1AL
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Por consiguiente,
Hﬂllgl‘l‘-"-l|€||ﬁ|f- (82.5)

Luego, tomemos, de acnerdo con (82.2), un vector cualquiera z, y
construyamos el vector
1
Y= e
En este ceso

400 Il = A 2y (A=)l lI= 1l Al
Como || ys Il = 1, resulta
sup || 4z (|l A =] All—e.
I==L

Por ser e arbitrario, se obtiene que
oy Az li=N Ay (B2.6)

Ahora, de (82.5), (82.6) se desprende la correlacién (82.3) gue se
trataba de ostablecer.

M a conti que la norma de un operador desem-
peila un papel excepeionalmente importante al intreducir una métrica
en los espacios de operadores lineales. En ese coso serd esenclal que la
norma del operador tenga una forma explicita (82.3).

Ejercicios.

1. Demubstress que en un conjunto cerrado acotado de vectores se alcanzan
las cotas superior e inferior do las normas de los valores operador lineal.
D e un operador lineal I todo conj cermdo
acotado en otro conjunto cerrado acotado.
3. gSerd cierta la alirmacion del ejercicio anterior, sl woe se requiere la
acotacién del conjunta?
4, Demudstrese que en la formula {Bz.sg la cola mipwlur = alcanza en un
«copjunto de vectores que satisfacen la condicidn [ = || = 1, siempro que dim X =

5. Supongamos que un opsrador A4 actiis en ol pspacio X. Demuésiress
que A es ru:ﬁ:r, gi, ¥ slo =i, existe tal nimero m =0 que Az | = m =z
para todo = € X,

§ 83, Norma del operador

Un junto @ yy de operadores
lineales que actiian de X en ¥ es un ospacio lineal de dimension finita.
Si este espacio es lineal o complejo, se lo puede transformar en un

pacio métrico plete, introduciendo en el primero, de tal 0 cual

maneéra, una norma.
La introduccién de la norma en un espacio de oporadores lineales
se pfectha mediante los mismos procedimientos que se wsan en cual-
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quier otro espacio lineal. Noobstante. en el easo dado el mayor inte-
rés lo represontan sélo aquellas normas en o xy que estin relacio-
nadas, de una manera suficientemente estrecha, con las normas en
los espacios X, ¥, Una de las clases mis importantes de normas de
egte pénero la constituyen las 1) das normas

8i para Lodo operador de w gy se verifica la desipualdad

[ = U

cualguiera que sea 2 € X, la norma de los operadores s¢ denomina
concordada con las normes vectoriales en los espacios X, ¥,

La ventaja de las normas c rdadas se ve cl te en el
igui jemplo. Supong que # es el valor propio del operador
A qua actda en el espacio X, ¥y x, un vector propio correspondients
a L. En este caso Az = iz, v, por lo tanto,

[ A elle =Nl = || Az =< 1A DI+ ] = Il

Por consiguiente, | & |< || A |I. Asi pues, hemaos obtonido una dedue-
cifin muy importante:

Lus modulos de los valores propios de un operador lineal no son supe-
riores a cualquiera de sug normas concordadas.

El ejemplo citado muestra que para obtener las mejores estima-
ciones, es descable emplear la maenor de las pormas concordadas.
Estd eluro que todas las normas concordadas estin acotadas infe-
riormente por [a expresion (82.3). 8i probamos que estd expresion
satisfaco los axiomas de la norma, ella serd preeisamente la menor
de las noymas concordadas, Do este modo justificaremas tanto la de-
nominacion de la expresién (82.3), como su designacidn.

Evidentements, para cualquicr operador A la expresién || 4 || es
no negativa. 8i || 4 || = 0, es decir, si

sup || Az || =0,

Iilst
entonces || Az || = O para todos los vectores x cuya norma no es su-
perior a Ia unidad. Pero, en este caso, en virtud de la linealidad del
operador, 4x = 0 pars cualquier z. Por consiguiente 4 = 0. Para
todo operador A y un nimero A se tiene

fhd|l= sup ||hdsij=|h] sup |dz|l=]5%]|-] Al
= = (LS

Y, por fin, para cualesquiera dos operadores A, B, de wxy
lA+8il= sup || Az+Bz||< sup (| Az]l+ || Bz |h=
= It x|t

< sup |[Az||+ sup |[Bz|l=|l4l+]IB .
it e list

Todas estas corralaciones significan que la expresién (82.3) representa
en si una norma en ¢l espacio de operadores lineales. La norma (82.3)
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se denomina norma del operador subordinada a las normas vectoria-
les en los espacios X,

La norma subordinada posee también una propiedad muy impor-
tante con relacién a la operacién de multiplicacién de los operado-
res. Supongamos que el operador A actia de X en Y y el operador B,
de Y en Z. Entonces, como se sabe, queda definido el operador B4,

la dancia de las normas subordinadas, en-

GD]'ILI‘EI'DQS
1BA||= sup [||(BA)z||= sup || B(Az)|I<
i et 3
= Sup, W2 N-EA= ) =121t \up, lAzli=| B[l K-

De esto mud.o c.ualqmer norma auhordmada del operador posee
las cuatro prop principales. Para cualesquiera
operadores A, B y todo nimero &

) A>0,8 0£0; )0 =0,
=104l

HNA+BUSIAN+ BN
A UBAN<NBN-1AN

Como propiedad adicional indiquemos que para un operador idén-
tico E es valida la igualdad
B NE| =1.
Esta se desprende de (82.3), puesto que Ex = z para todo veetor =.
En ¢l caso general, la norma subordinada de un operador depende
tanto de In norma en el espacio X, como tembién de la norma en el
espacio ¥. 3i los dos espacios son unitarios, a titulo de norma en ellos
puede servir la longitud de los vectores. La correspondiente norma
subordinada del operador se denomine norma especiral y so designa
con el simbolo || |[;. Asi pues, para todo operador A que sctia de X

en 17 so iiene
14 H;=‘ .'mp‘=I {Ar, Az). (83.2)
X, T

Investignemos algunas propiedades de la norma espectral.

La norma espectral ne varia, cuando el operador se multiplica por
cualesyuiera operadores wnitarios.

Sean V, U7 los operadores unitarios arbitrarios que actban en los
espacios X, ¥, respectivamente. Consideraremos el operador 8 =
= UAV. Tenemos

118 1;= su%b (Br, Br) = sup {UAV: UAVr)=
= sup (dVx, U'UAL;}— sup (AVz, AVr)=

1=, =t

=  sup (AVr, 4V1j= sup (dw, Av)=| 4[f,
(e, st

Ve, ¥l

(85h1)
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La definicién de unn norma espectral en la forma de (83.2) per-
t ingul. del operador 4.

mite esteblecer su i6n con los singul o
Sean ,, %y, . . ., Tn U0 sistema ort lizado da los pro-
pios del operador A®A y sean pd, p}, . . . ph los valores propios
de dicho operador. Sin limitar la g lidad de los i
supogamos que
PP 2 pall (83.3)
Representemos el vector £ €°X en forma de la descomposicién
Pl e T o T 0 (B3.4)
entonces
i 2,
(@ a)=3 la
Segiin se ha observado en el § 78, el sistema 2;, 74, .+ . -y T 50 trans-
forma por el operador A en un sistema ortogonal, siendo en este caso
(Axyy Ay =-pl
para todo i Por consiguiente,
m
(Az, A= ¥ | =, |2ph,
=
que da
A= . Fop El la {#pl (83.5)
3 st

Esti claro que bajo las condiciones {83.3)
4 1E<p}
Pero, para el vector x, el segundo mismbro de (83.5) toma e] valor
p1. Por ello :
A 3= pi.
De este modo,
La norma espectral del aperador A es igual al nimero singular méd-
Timo.
Recordemos que para un operador normal A los nlimeros singula-
res coinciden con los médules de los valores propios, Por consiguien-
te, la norma espectral del operador unitario es igual a la unidad, la

norma espectral de un operador no negativo es igual al valor propio
méximo.

Ejercicios.

1, Demuéstress quo para cuslquier valor propio A del oparndor A se veri-
fica la desigualdad
1 !.!o:iglwnlf*,
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2. Sen ¢ (z) cunl poli con no negativos. Demuéstrese
ue

Imdl =40

3. Domuéstrese que (|4 || = | A= ra todo operader lar A.
sCudndo tendri Iugn‘r' 1n ugmﬂliad para tl!l] ceg'o de ung ugmu upm?

& B4, Normas matriciales
del operador

La norma espectral es, en esen-
cia, la tnica norma subordinada del operador el céleulo de la coal
no esta relacionade explicitemente con las bases. En cambio, si en
los espacios con operadores dados se han fijado algunas bases, en-
tonces la posibilidad para introducir las normas operacionales se:
hace mucho més amplia.

Asi pues, consideraremns una vez mis los operadores lincales quo
actiian del espacio X en el espacio Y. Supongamos que en X estd fija-

da la base e, eq, - . o € ¥ en Y, la base g, g4, . . .. g, Descom-
pongamos un vector arbifvario z £ X segin la base y oblendremos
T=o6+ ...+ Tnem B4.1)

Ahora, la norma en el espacio X puede introducirse, por'ejemplo, de
acuerdo con la formula (52.3) o por cunlqme: otro méLndn sirvién-
doze de los i de la descomy De modo anilogo puede
ser introducida también una norma en el espacio ¥,

Las més usadas son las normas del tipe (52.4). Por ello, investiga-
remos las normes de los operadores subordinadas 'y concordadas pre-
cisamente con las del tipo (52.4). Mds ain, convengamos en conside-
rar que en.ambos espacios X e ¥ se han introdueido las normas de un
mismo tipo. Es evidente que las normas corresp del d
A han de ser ligadas de tal o cual manera con los elementos a.; de la
matriz del operador en las bases elegidas.

Demos & conocer, al principio, las expresiones para las normas de
los operadores subordinadas a las 1-normas y ec-normas de (32.4).
Tenemos

1Al = slnp ll Azl = sup (zl aynyl)<

=l il

ufle.ﬂ:(f lf_!Ilﬂui |’:|1<- sup (ﬁ IXJIE lagy )<

=| mix Is sup |lx —-mﬁx Yla
(mix T 1ay1)(sup f1zL) ,_J lay]-
Mostremos ahora que para clerlo veclor x que ail:a!'nca ]a condicién
llz [[< 1, || Az ||, coincide con el segundo miembro de la correla-
cién obtenida.
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Supongamos que ¢l valor miximeo en el segundo miembro se al-
canza enando j = L En este caso todas lns desigualdades s convier-
ten en igualdades, por ejemplo, para £ = ¢. Asi pues,

Al = mix ey
taiam
Anilogamente se investiga también la otra norma:

m
Alle= sup || Az||lm= su mix | Y ayr|l<
e u:nfqll I Iixlla.PG! tliiﬁnlftl # :l)

iy Y lag el

< i (ks 2 Vot l)

= sup ((mix Y ey |)(mix |z )=
1790 4 B £ - =1} 1igm

m n
= mix ¥ |a su Z I} = mix Y "
(mix X oy )( sup llzlhe)= mix 3 lay]
Supongamos que el valor méximo en ol segunde miembro s alcanza
para { = 1. Tomemos wn vector r cuyas coordenadns son r; =
= | ay |y siay; 7= 0y 1; = 1, 5t a; = 0. No es dificil comprobar
que paru dicho vector todas las designaldades se convierten en igual-
dades. Por consiguiente,

m
Ndllo= mix 3 Jayl.
Lign =l

Con el objeto de hallar la norma del operador subordinada a las
2-normas de (52.4) procedamos de la manera siguiente, Por arra]o‘gﬁ
con (32.1), introduzeamos un producto escalar en los espacios X, ¥,
Entonees ln 2-norma de (52.4) coincidird con la longitud del vector.
Por ello, la norma subordinada no es otra cosa que la norma espectral
del eperador, correspondiente al producto escalar dado. Elegidos les
productos escalares, las bases se convierlen en ortonormalizadas,
razén por la cual en astas bases al operad jugado le |
ré una matriz conj Al desi 1i Ay, In matriz det
operador A, obtendremos de lo dicho la siguiente deduccidn.

La norma de un gperador subordingda a los 2-normas es igual al
niimero singular mdrima de la matriz A,

Las normas examinadas son ciertas ‘Tnncmnas de la matriz del
operador. Mediante un procedimiento semejante pugden construirse
no silo las normas subordinadas, sino también las concordadas. Una
de las mis importantes normas concordadas es la llamada norma
enclidiana. Dosignarémosla con el simbolo |-z Si el operador A
tiene en las hases olegidas la matriz A g, con elementos ey, entonces,
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por definicion,
(3T Jay 2
I Alz=(2 % 1eu?)
El do miembro de esta expresifn es una norma en el espacio
n oK m-d ional de d lineales. Por ello, el cumplimien-

to de las primeras tres propiedades do (83.1) no causa duda alguna.
Es de mucha impoertancia el hecho de que para la norma euclidiana
se cumple también la cuarta propiedad de (83.1). Para demostrar
esto haremos uso de la desigualdad de Cauchy — Buniakevski del tipo
27.5).
¢ f‘} lineales X, ¥, Z de dimensiones res-
pectivas m, n, p. Supong que el operador 4 actia de X en ¥,
y el operador,B, de ¥ en Z. Designemos mediante agy," by los eleman-
tos de las matrices de estos operadores on 1as bases elogidas, Tenemos

m M Eom . 2018
nmnw(g 2,12 e ) <(Z 3 (F 1501 1ay 1)<

log

o m .
<, ZAZ 15 (S 10y )=

P n oot
=U2 2 100 1(Z 2 100 ) =1 Blls-ll Al

En el caso general la norma evclidiana no es subordinada. El hecho
de que ella esté compatible con las 2-normas se demuestra del mismo
modo que el utilizado para d ar la propiedad que b
de considerar.

La comprobacién directa permite establecer una fdrmula de impor-
tancia para Ja norma euclidiana. A saber,

14 Jlg = tr (AZeAgy) = tr (Age A} (84.2)

Ahora podemos enunciar las signientes deducciones,

A una matriz conjugada en las bases ortonormalizadas le corres-
ponde un operador conjugado. Al introducic en los espacios X, V
los productos escalares por analogia con (32.1), convertiremos las ba-
ses elegidas en las ortonormalizadas. Dado que la traza de una
matriz ed igual & la suma de sus valores propios de (84.2) se deduce

que:

El cuadrado de la norma euclidiang de un operador es igual a la
suma de los trados de sus ni ingulares.

Al introducir productos escalares en X, ¥ podemos hablar de los

d ios. Con refs ia a pstos operad itarios re-

sulta ficil mostrar que:
La norma euclidiana ne varia al multiplicar el operador por cuales-
quiera operadores unitarios.
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En efecto, como ya se ha indicado en los ejercicios del § 78, los
nimeros singulares no cambian cuando s multiplican por los opera-
dores unitarios, mientras que la norma evclidiana se expresa solamen-
te en términos de los niimeros singulares.

En In mayoria de las aplicaciones relacionadas con las normas
resulta importante no tanto la definieién explicita de la norma del
operador, como el limiento de las propiedades (83.1). Por esta
razén la norma de un eperador puede definirse aziomdti te por
intermedio de su matriz. Elijamos en los espacios, donde estdn fija-
dos unos operadores, algunas bases; entonces a todo operador corres-
ponderd cierta matriz. A toda matriz pond en cor denci
un nimere denotado por el simbolo [|- || y supongamos que en este
caso quedan cumplides como axiomas las condiciones (83.1). El
nimero ||+ || se llamard norma de la matriz, Si shora a todo operador
se le pone en correspondencia la norma de su matriz, serd obvio que
do este modo en el espacio de operadores se introduce una norma. Es
evidente que las condiciones (83.1) se cumplen también para los
operadores. Lo reciproco es también cierto. Toda norma del opera-
dor engendra, con bases fijades, una norma de Ja matriz. Estas normas
de las matrices se designarin mediante simbolos andlogos |||l
Il Il s, ete. Por lo visto, la concordancia de la norma también puede
exigirse axiomfticamente.

0s ejemplos examinados muestran que la realizacién prictica
de la definicién sxiomitica de una norma del operador en términes de
la norma de la matriz es posible. En lo que sigue, el hablar de las
normes de las matsices y de los operadores, siempre supondremos su
concordancia ¥ el cumplimientd de las condiciones (83.1).

Efercielos.
1. Demuistress que con loda porma parm Ia matriz unidad ee verifica In
deaigualdad
WEW 1. (84.3)

2. Sean Ay, - .oy Dy Jos valores propics de ia matriz 4, Demuéstrese quo
inf [ B4Blg= 3 | ha %
B (=)
Compéiress esta Igualdad con (81.1).

§ 85. [Ecuaclones operscionales

Uno de los més importantes pro-
blemas del &lgebra iste en la lucidn de los si de ecua-
ciones algebraicas lineales. Ya nos hemos encontrado mis de una vez
con este problema en el transcurso de nuestra narracién. Ahora lo
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consideraremos desde el punto de vista de la teoria de operadores
lineales.

Supongamoes que #sti dado un sistema (60.2) con elementos del
campo P de ndmeros reales o complejos. Tomemos un espacio m-di-
mensional X y un espacio n-dimensional ¥ sobre un mismo campo P
y fijemos en ellos unas bases cualesguiera. En este caso les correla-
ciones (60.2) serdn equivalentes a una igualdad matricial del tipo
{61.2) ¥ la dltima es, a su vez, equivalente a la igualdad operacional

Az =y, (85.4)
Aqui, 4 es un operador que actiia de X en ¥ y tiene en las bases elo-

gidas la misma matriz de que se dispone el sistema (80.2). Las coor-
denadas de los vectores z € X e y € 1 en las bases elegidas son, respec-

tivamente, (B, .+« o Fmd ¥ (N0« 0 o0 M) i
De este modo, en lugar de los sistemas de ecuaciones algebraicas
lineal d id las (85.1). El probl con-

siste en hallar todes los vectores = € X que para el operador 4 y el
vector § € ¥ dados satisfacen la igualdad (85.1). Una ecuacion del
tipo (85.1) se denomina operacional, al vector y leva el nombre de
segundo miembro v el vector x es la soluctén. Desde luego, todas las
propiedades de los si de i se extienden sutomdtica-
mente a las 1 P ionales, y vi

El de K K Capelli ia la condicié i
v suficiente para que el sistema sea resoluble en términos del rango
de la matriz. Esto no es muy cémodo, porque no permite observar
una relacién profunda que existe entre los sisternas y las ecuaciones
de otros tipos,

Sean X, ¥ unos espacios unitarios, entonces queda definido el
operador A*. La ecuacién (85.1) se llamara ecuacidn no homogénea
fundamental ¥ la ecuacién

A*u =u,

noh £ jugada. Si los ! jembros son nulos,
las ecuaciones correspondientes se denominardn homogéneas, Resulta
licita la siguiente afirmacion:

@ bien la ifn no hemogénen funde tal tiene solucidn, cual-
quiera que sea el segundo miembro, o bien la ecuacién homogénen conju-

tiene por [o menos una solucidn no nula.

En efecto, designemos con r el rango del operador A. El mismo
rango tendrd también el operader A*. Pueden observarse dos casos;
© bien r = n, o bien r << n. En el primer caso el campo de valores
del operador A tiene dimensién » v, por lo tante, coincide con el
espacio Y. Por eso la i6n no homogénea fund 1 debe tener
solucidn, cualquiera que sea el segundo mismbro. En el mismo caso
el defecto del operador conjugado es igual a cero, razée por la cual el
nicleo no Liene vectores no nulos, es deeir, la ecnacién homogénea
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conjugada no tiene soluciones no nulas. 5ir << n, el campo de valores
del operedor 4 no coincide con ¥ v la ecuacién no hopogénea fun-
#nmental no puede tener solucidn, cualquiera que sea el sagundo
miembro. En esta eircunstancia el micles del operador conjugade
se compons no silo del vector nulo, u consecuencia de lo cusl la
ecuacidn conjugada homogénea tiene soluciones no nulas.

La afirmacién demostrada es de significacién especial cuando
los espacios X, ¥ mlnudan Eu aste caso la e:tlatoncia de una solu-
cién de la ién no h iera_que sea
el segundo miembro, s.LgnIIu:n ?ua al operador A o3 regulnr Par ello,
en ¢l caso dado es vilida la asf llamada

ALTERNATIVA DE FREDHOLM, O bien la ecuacidn no homogénea
fundamental tiens siempre solucibn y, ademds, dnica, cualquiera
que sea el segundo mlembro ¢ blen la ecuactén homogénea comju-
gada tiene por lo menos una solucién no nula.

TEOREMA UE FREDROLM. Para gue la  ecuacidn no  homogénea
Jundamental sea resoluble, es necesariv y su,ficu.nk que w segun,do
miembro sea orlogonal @ toda las soluci de la
conjugada.

neMostRAcIoN. Designamos con N* el nicleo del operador A*
y msdmnte T, el campo ds vnlures dal operador A. 8i la ecuacidn

tal es ol segundo mism-
bm vET. De ncuarﬂn con (75.8), se infiere que yJ._N‘, 03 dulr'
(¥, uy=0 para todos los u yue la

A*u=0. Sea ahora (y, #)=0 para los mismos vectores u, entonces

¥ L N* y, conforme a (75.8), y £ T. Mas, esto significa que existe
un veetor z £ X tal que /1:=y, as decir, la ecuscién no homo-
génea fundamental es resoluble.

Ejercicios.
1. Demuéetrese que la ecuncitn A*Az = A*y es resoluble.
2. Demufsirege qm l: ecum:ih’im (A%A4)P z = {A'd}i v e rasoluble para
y Ll
i nn:om;us"fa ovdtri de la al iva y del teorems
o Fredbolm.
§ 86, Seudosoluck ¥ un operad
seuduinverso
La definicién arbitrarig del ope-
rador 4 y del I guado ¥ pusde ducir & que la
{Bﬁoir}mywnga ing lucitn. Evid asto so debe silo
a qué se entl 1 te por solucidn de una

Tomemos un vector arbitrario £ € X y consideremos el vector
r = Az — y, llamado restduo del ‘vootor x. Para que z saa I solueifn
do ln ecuacién (85.1), es necesarlo y suficiente que su residuo sea
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nulo. A su vez, para q]ue un residuo sea nulo, es necesario y sufi-
ciente que sea nula su longitud. De este modo, todas las soluciones
de la ecuacuén (85.1), y sblo ellas, satisfacen la igualdad

|4z —y P =0,
il Dado que el valor pulo de la longitud del rasidu.o es el minimo,

de las soluci de la {85.1) puede consi-
derarse como.el probl de la biisqueda de los vect z, para los

cuales la expresién
o, (=l Az —y I* 86.1)

1 su valor mini do mismbro do esta expresid
s6 denomina funcional del mi&m La bisqueda de los vectores que
minimizan la funcional del residuc tiene también sentide en el case
cuando las soluciones de la ecuacién (85.1) no existan. Esto sirve de
base para la siguiante defininién

Se llama seud 0 solueld) ltzada) de la 16
(85.4) todo vector z £ I. para el cual la funcional dal residuo alcansa
su valor minimm. La seudosolucién de longitud minima recibe el
nombre de seudosolucién nermal.

Mostremos que la soudosolucién normal exists siempre y es,
ademés, {inica. En los espacios X, ¥ fijemos las bases singulares
Tyy v oop T B Pay o+ oo Yoo Sen

m n
F E. STy, Y- ’Z\‘ Ba¥p- (B6.2)
T do en ideracitn las laci (78.2), obt

m n
Az—y= 3 paatn— 2 Ba¥p.
A=t i

Convengamos en consideraj, como hasta ahora, que los niimercs
singulares p,, . . ., p; #on distintos de cero, mientras que los nime-
ros restantes son nulos. Puesto gue las bases singulares son ertonor-
melizadas, tenemos

t n
Do(z)= 3 Ima—PyI*+ 2 |Bsl%
(=] peat |

Es evidente que el valor minimo de la funcional del residuo se conse-
guirf para aquellos vectores x, en los cuales las dltimas m — ¢ coor-
denadas oy son arbitraries, y las primeras ¢ coordenadas se determi-
nan por la férmula

= Bll’ﬂp- (86.3)
La seudosolucién normal seré

w=3 Ba. (86.4)
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Recordemos que los veclores Ty4y, . - -, Ty forman la base del
niicleo N del operador A. Por eso el conjunto de todas las seudosolu-
ciones represents en si un plano en el espacio X cuye subespacio
director coincide [con el nicleo Nyel vector dn desplazamiento

ide con La donormal es
el dnico vector, arwgonci a N, de este plano,

Haciendo uso de las r.orreilar.mms (78.2), ITB 3), as fdeil mostrar
que las seudosoluciones, y sélo ellas, satisfacen la ecuacion

A*Axr = A*y. (86.5)

En ofecto, escribamos los vectores z, ¥ en forma de las descompo-
siciones (86.2). Tenemos

'
4'*‘-"— Pﬁﬂ-nxm A%y = 3 ppfipzp.
=

De agui se deduce que Ins soluciones de la ecuacién (86.5) serin los
veetores z, ¥ s6lo ellos, para loa cn.ales las prlmorns t coordenadas oy

se caleulan segin (86.3) v las il m—t das son arbit
rias,

De este modo, 5i la rmlnbmdad de {a muxcidr: [85 1) no es garanti-
szada, siempre pod lar de d dn por la

resolucidn de la ecuactén (B6.5). En esle caso se mgum la minimizacidn
de la funcional del residuc para la ecuacidn (85.1).
E! operador inverso ju.m un papel importants en muchas investi-
P No fue definido sélo para un oparndor regular
y por ahora no disp del anél jpondiente para un
operador degenerado y un operador que actia de un espacio en otro.
Dicho anélogo puede ser construido sobre la base de seudosoluciones.
el dor A actiia del espacio X en el espa-
cio ¥. En este caso, a todo vector y € ¥ podemos ponerle en co-
rrespondencia un dnico vector £, € X que represanta la seudosoluciin
normal de la ecuacién (85.4). Dicha eorrespondencia determina cierto
operador A*, ol cual actia de Y en X y lleva el nombr de operador
{0 tnverso generalizade) del operador 4. Por
sogln la definicidn,

Ty = A%y (86.8)
para cualquier y € Y. Estd claro que si ol operador 4 es regular, el
T con el inverso. Investiguemos las pro-

pledades dol v 3
Supongamos que a la par con (BG 6) disponemos de u, = A*v
para ¢ cierto mw: v € ¥. Consideremos un vector ay -+ pv para cua-
a, p. Al 1o en calidad de ssgundo mismbro

de la ecuscién (85. 1). al vector ar, -+ Pu, satisfard, a ciencia cierta,
une ecuaclén correspondiente del tipo (ﬁs 5) ¥ por estn razbn serd
una seudosolucidon. Puesto que z,, 4, son ortogonales al micleo del
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operador A, seré tambidn ortogonal al nicleo del vector az, + fu,.
Por lo tanto, dicho vector es la seudosolucién normal. De este modo,

la linealidad del inverso queda bl
Lns pmpladades del operador seudoinverso pueden ser ficilmente
astal amos su accibn sobre los vectores de las bases
singulares. De acuerdo con (86.4), tenemos
PRty k=i,
Aty = [ Bt (88.7)

De aqui se desprende que:
El campo de definicion, el micieo y el campo de valores de los opera-
dores seudoinverse ¥ conjugado co
Con ayuda da [ns Iormulas (1'8 2) 178 3), (85 7} s pueden nhtener
que los A, A%, A,

He aqui nlguna! de a]Ias
1) (A*%)* = (A4,
2) (4% =4,
3) (Ad%)* = AA+,  (AA*) = 442,
4} (ArA)* = A*d,  (A*4P = A4,

5y AAtd = A,
Estas correlaciones se demuestran seguu el mismo esquema, razbn
por la cual a titulo de ejemplo ideraromos detallad shlo

las correlaciones primera y tercera.
Comparande (78.2) y (86.7) elijamos, en calidad del operador 4,
el operador conjugado 4*. Puesto que para este iltimo se wrifu:a

(78.3), resulta

PRt k=t
- =
(any "l 0, k>t
Ahora, partiendo de (36.7), apl una correlacion, andlogs
a (78.3), al operador (4')*. En este caso
oty k=t,
)& -
Ay 0, k>t
Do este modo, los operadores (A¥)* y (A*)* coinciden sobre la base
Zy, + ..y Fmy ¥, POr tanto, son iguales.

Al tomar en consideracion (78.2), (86.7), concluimos que para el
aperador AA* son vilidas las correlaciones
Lo kst

0, k=t

Esto significa que el operador 44+ tione un sistema ortonormalizado
de vectores propios iy, . . ., ¥.. asi como también los valores propios

Adry, = (86.8)
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reales-1 y 0, es decir, es hermitiano. De este modo queda establecida
la primera de las correlaciones del tercer grupo. La segunda igualdad
se desprende, evidentemente, de (86.8).

Efercicios.
o sl un operador que s soud, respecto al ope-

1. ¢(iu6
rador aul?

2. Supongemos qua los espacios X, ¥ son distintes. Esceibuse la matriz
de un eperador seud en las bases singul ¥ camip duta oonx;T&;}.

5 U, ¥ unos operadores unitarios que sctian en los espacios X e ¥,
respectivamente. Domuéstrese quo

(VAT)* = UrA*Ve,
4, Demuéstrese que existen toles operadores K en X y L en ¥ que se verifiea
A* = KA® = A*L.
Degcribase la mccifn de los operadores K, L.
& D & ue un cperad: i
las condiciones

oo defing par

Adtd =4,
At = KA® = AL,
6, Demutstrese que todas lag seudosoluciones, y sélo ollus, sirven de solu-
clones para la eeuacién
Az = dd*y.

7 Bl el sentido g ico de las deaoluci

§ 87. Perturbacién y regularidad
del operador

Hemos subrayado més de una
vez que una variacién peguefia de una base, las coordenadas de un
vector o de los elementos de una matriz, ete. puede tener por resulta-
do el cambio de varias propiedades relacionadas con la nocién de
dagendsnm lingal. Esta nocién desempefin un papel decisive en
toda la teorfa de operadores lineales, a consecuencia de lo cual resul-
ta muy importante investigar la influencia de la pequefia variacidn
de loa operadores en las propiedades de log mismos.

En la resolucién de los més diversos problemas hemos de utilizar,
como wn medio auxiliar, un operader prézimo al operador idéntico,
Por este término se entenderd un operador que actiia en el espacio X
¥ tione la forma £ + A, donde || A || << { para una de las normas,

Si & es un valor propio cualquiers del operador A, entonces
1 + & seré un valor propio del operader E + A, Dado que |4 | <
< || 4 ||, entonces, en virtud de la condicién || 4 || < 1, todos los
valores propios del operador 4 son inferiores en médulo a la unidad
Por consigulente, todos los valores propios del operador £ + 4
son distintos de cero v esta operador serd regular.
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De este modo, al cumplirse la condicién | A || << 1, existe ol
operador (E <+ A)™'. En cambio, si ¢l operador E + A es degenerado,
entonces || A || = 1 para cualguier norma.

Para ¢ ufer nimero o, cuye midulo es inferior a la unidad,
s vélida la correlaciin limite

(4o t=lima,
Pece
donde
=3 x
%p *1;0( @)t
Mostremos que una correlacién anéloga tiene lugar tembién para
el operador (E -+ A)?, si || 4 || <<1. Examinemos una sucesién
de operadores {4;)

4= (=2,

Es ficil comprobar que
(E+ A)dp = E — (—Ap,

Il (E 4 A) Ap — E || = || A2+ ). 87.1)
F e osta igualdad es veridicn también para p = —1,
siempre gque se considere A _, = 0

Luego, se tiene

I {E + A) Ap — E || = l[{4p — (E + A)™* + A{d,—(E+A) N>
=y —(E+A)— A ) Ap— (E+4) | | =
=0 =144 — (E+ 4)" |

Ahora, teniondo presente (87.1), obtenemos, para p = —1, la estima-
cién de la norma del operador (E 4 4)-%, es decir

IE -+ <2l
Para quier norma subordinada se verifica la igualdad || E || = 1,
por consiguiente, en este caso

IE+4) h <=7 (67.2)

Cuando p = 0, obtenemaos la estimacién pera la desviacién del opera-
dor A, del operador (E + A)-'. A seber,

4~ B+t <42 87.3)

En virtud de le condicidn || 4 || == 1, esto significa que la sucesién
{Ap} convergeré al operador (E + A). Si el operador 4 se consi-

por lo cual
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dera como aprozimacidn hacia el operador (E 4 4)Y, la férmula
{87.3) nos ofrece la estimacidn de la eractitud con que se realiza lu
aprozimacidn.

Sea A un operador regular cualquiera, Consideraremos el operador
A + e,, donde g, es un operador arbitrario, Llamaremos &, per-
durbacidn del operador A, v A + &4, operador perturbado. Aclaremos
en qué condiciones, impuestas sobre la mognitod de la norma de
perturbacién, el operador perturbade serd regular. Nos serin de
interés en este caso silo los valores peguerios de la norma de pertur-
bacién.

El aperador 4 os regular y por eso existe el operader A -1, Por
consiguiente, se verifica la igualdad

Ade,=A(E+ d-%,).
De aqui se desprende que el operador A + &, serd regular, si, y solo
si, es regular el operador E 4+ A-'e,. Esta condicién se cumple
4 ciencia cierta, siempre que
HA-e, 11

para una porma cualquiera, Se cumple con mayor razim, si
HA N e ll <1,

Do suerte que un operador perturbade serd regular con todas pertur-
bactones que satfsfacen lo desigualdad *

leall<sIr4-tj-t (87.4)

Cuando el operador 4 es per fo en ey, ol op Inverse
A~ recibird una perturbacién iguala (4 + £,)"* — AL, Designemos
mediante

sa=tfal,  panLATME SO g

las magnitudes de las perturbaciones relativas de los operadoras A
y A-% Al cumplirse las condiciones (87.4), el operador E 4 A-le,
serh regular ¥ por eso

A+e)t—Ar=(A+ e ) A—E)A1 =
= (A" (A + eA))? — E) A7 = ((E+A e ) —E) A4
De acuerdo con la formula (87.3), para p == 0, encontramos que

o BAte, |- 4= ] F el

Ahora, teniendo presontes las desigoaci {87.5), ob Ta
signiente estimacitn:

84
id S L (87.6)
onae
Va =140 A |l (87.7)
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El niimero v, se denomina nimero de condicionalidad del opera-
dor A. Aunque este ndmero depende de la norma elegide, nunca
pueda sor muy pequeiio. De la igualdad

E = A-A

lni; do en ideracion (B4.3), que
A<IENS 1A NA N = v4e

La lﬂrmulu (87. 6] muestra que la pequefia perturbacién relativa del

a un fia perturbacién relativa de A-t
sblo en al caso en quo ol nume:o de condicionalidad del operador A
no es grande an on con la unidad. Con este ni-

mero nos encontraremos también resolviendo otros pmhlsms.
Supongamos que con un operador regular A se resuelve la ecua-
cién operacional

Az = . (87.8)

Examinemos una ecuscién perturbada

(Ate)z=y+e,. (87.9)

Si sa cumple la licién (87.4), la ién perturbada (87.9) v la
oxacta (57.8) tendrin las dnicas soluciones x ¥ z. Evaluemos su
diferencia.

A]s par con (87.5), (B??: introd las desi i co-
P para las perturk lati en z, y, es deeir,
nz=.J_’-'_=l‘ §=tel
« (3] Ivl "
Tenemos

a=aty,  Tm(Adeyte).
De aqui encontramos

Tz ={(E A7) = E) Aty +(E 4 Ale,) A7le,
y luego
lle— 2 NS (E+ A ea) = Ell » ll ||+ 1l (B -+ A% 1%
X LA™ = Il il

Convengamas en considerar que se emplea la norma subordinada.
en ideracidn las estimaci (87.2), (B7.3), como
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también la designaldad ||y || < || A II-)l = ||, obtendremos

= A - Jleall- izl A7 |-feg]l
IIr—xl‘Isl—r-Lrl—rl_, el T T=1 A T2y

patprag Lt A 1 ppardeel "
=4 g ar e t—fam gy bead™

De do con las designaci aceptadas esto significa que
azs;i-_—:_:sr (64 -+ By). (87.10)

La férmula obtenida muestra nuevamente la significacién del
niimero de condicionalidad y esta vez también es importante, desde
el pupto de vista de estabilidad, que este nimero sea no demastado
grande,

Ejercicios.

1. Demudstress :Itue un nimero de mndmomll:dam-do en forma
espectral s igual a la razén entre e nimero singular udy el minimo.
2. Existen los operadores cuyo nimero de condicionelidad es minimo.
{Qué en sl eatos i si 80 emplea la morma espectral?
. Demué 1uaslnn..‘sn',‘pnr, d i
su nimero de condicionalidad, expresado en ln norma espectral o suclidiana,

no varia.
que para

4.
1n desigualdad ::
By |A—B
Ereeudizi!.

qué redica la razdn por la gque el sistema de vectares descrito en ol
uy inestable? Evaltiese el nimero de condicionalidad de un oporador
a5 columnas de la matriz cainciden con Jas coordenadas de los veoto-

1 : 4, 1

A, B sa verifica

5. (E:

-
v
L
a
ge

FE]
.;.,2-
B

§ B8, Solueién estable
de las ecusclones

La férmula (87.10) muestra que
para un operador, préximo a un operador degenerado, pueden obser-
varse grandes perturbaciones de la solucion, ineluso cuando las perturba-
clones en el operador y en el segunde miembro son pequefigs. Pueds
parecer que este hecho s6lo se debe a que la propia solucién no siempre
existe. Sin embargo, la situacién es andloga en el caso en que se defi-
nen las seudosoluciones,

Efectivamente, supong, que un operador actla en un espacio
bidimensional. Supongamos, ademés, que en cierta base ortonormali-
zada, a la ecuacién (85.1) le corresponde un sistema de ecusciones
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algebraicas lineales del tipo siguiente:
1.1, + 0oy =1
Oy 4 Doy = 1

Es facil determinar que la seudosolucién normal u tendrd las si-
guientes coordenadas:
ug = (1, 0).

Es muy posible que la ecuacién perturbada conducird en la misma
base al sistema

Loy + 0oz = 1,

Q- 4 2oy =1,

donde el nimero &, aunque pequefio, serd, sin embargo distinto de
cero. Ahora la seudosalucién normal uw{® de la ecuacién perturbada
tiene las siguientes coordenadas

ulf = (1, e,

Cuando & son paquefios, los vectores u, y uf® no sélo son muy dife-
rentes, sino que son casi ortogonales.

Si una ecuacion tiene mas de una seudosolucién, en el caso gene-
ral, las perturbaci pequedas en el operador y en el segundo miem-
bro siempre causarin grandes perturbaciones en la seudosclucidn
normal. No obstante, mostraremos que a pesar de que muchas noctones

lacionadas con las i yperacionales son inestables, la seudoso-
Iucién normal puede ser definida de una manera estable.

Supong que el operador 4 actiia del espacio X en el espacio
Y ¥ que, ademds, se resuelve la ecuacién (85.1). Por analogia con Ia
funcional del residuo, consideraremos la asi llamada funcional de
regularizacidn

O, (@=wlzl+1dz—y (88.1)
donde o = 0. Esti claro que para o = 0 esta funcional coincide
con la del residuo ¥ alcanza su minimo en las seudosoluci de la

ecuacisn (35.1). Aclaremos, en qué vectores alcanza el minimo la
funcional de regularizacion para &= 0. Haciendo uso de la descom-
posicion (86.2), encontramos
s " n
afz)= 3 (@lon 1+ | prea—By e X fanlt+ X B 1%
=i [r=ra) pei+l

De aqui se deduce que para aleanzar el minimo, es necesario tomar
los valores nulos de las Gltimas coordenadas @yqy, . . . Ty ¥ mini-
mizar, para todo k << ¢, la expresién

afen *+ | pacy — Ba [
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Esto nos da, para k = f,
pafin
a+ph”
De suerte que, el valor minimo de la funcional de regularizacitn
(88.1) se alcanza para todo & = 0 en el dnico vector

I
Ty E{ ﬁ% Hys (88.2)

hy =

La comparacion de las formulas (86.4), (88.2) permite establecer
ciertas correlaciones que ligen z, ¥ z,. Para p, @ = 0 tenpmos
1BI* _ pIB1? 1B2at+2 |6 |tapt
= R [CETd

2 1B 1% (5 +62) wifip
SRR =

por lo cual se desprende que
12a P |2 P |24 P 4 2002, (88.3)

g bt
=2

donde

A continuacién encontramos

t
- L3
;-.—:,_uE‘ Pty ™

de donde concluimos que

| T — 2a | < &y, 188.4)

'e’=i‘, '—%}-'—’

donde

For consiguiente,

lim x,=z,

et
De este modo, cuando los valores de & son pequefios, el vector z,
puede servir de ap idn & la seudosolucién normal z,.

D los vect 2o ¥ Ty seglin las bases singulares,

por analogfa con (86.2). Por comprobacién directa es ficil convencorse
de que T, satisface la ecuacion

(A*A 4+ aE)a, = A%y, (88.5)
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Para & = 0 el operador A*A + o es definido positive, por lo cual
existe el operador (A*A 4+ E)), es decir,
2o = (A%A + aB)1A%Y. 88.6)
En el vector z, e alcanza el valor minimo de la funcional .1;,
por consiguiente, @, (z.) =< O (z,). Teniendo presentes (88.3),
(88.4), obtenemos
| Azg—y P<<| Azp—y |2 4a(| 7 |* — 1 7 )<
<| Azg—y |2+ 2™ (88.7)
Ademis, @, (x.) =< O, (0), de donde se infiere

ENEE 2

Junto con (88.6) esto es testimonio de que pura cualquier operador 4
y todo vector y se tiene, para & >0,

| (%A + o)t Ay | <L (88.8)

En la resolucién préctica de la ecuacién (85.1) el operador A4
v &l segundo miembro y se fijan, corrientoments, de mahera inexacta
¥ nos vemos ohligados a considerar, en lugar de ellos, el operader
perturbado A y el segundo miembro, también perturbado, y. Si en
los espacios X, ¥ se emplea a titulo de norma la longitud de los
vectores, entonces a éste Gltima le gueda subordinada la norma
espectral de los operadores. Por esta razén supondremos que

NA—Ak< 0 Ny—ill < (88.9)
La d inacidn de la solucién aproximada %, partiendo de A

e § perturbad duce a una ion de tal indole:
(A% A+ aB) 7= A%y, (88.40)

De (88.5), (88.10) encontramos
(A% + aB) (Fo—2a) = A% (Azg—y)— A* (Aze—y) =
= (A= A} (Aza—y) — A* ((A— A) 2a— (T~ 1))

Esto significa que la diferencia ;‘, — z o8 la soluciin de la ecuacién
con el operador (A*4 + «E) y el segundo miembro del tipo z =
=u + A*p, donde

u= (A—A)* (A —p),
b= — (A= A) 2, — T —1).
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Por eso
;a —_— = {1‘3 +akltut [:4":{+ af) ;{‘m
Evaluemos abora las normas de ambos sumandos en esta igualdad.
Los valores propios del operador A*4 + oF no son inferiores
a a. Por consiguiente, loa valoras propios del operador (4*4 + aF)1
no som superiores & &', Para un operador definido positive la norma
espectral coincide con el valor propio méximo, es decir,
(A% A +aky |, <o
Teniendo presentes (88.7), (88.9), tendremos
(A By | < (AT 4 BY e +II<
<2 gy A Ay y P4 200

Para sstimar nl undo sumando, haromos use de las férmulas
(88.3), (88.8), (88.9). Encontramos

(@A ot Awi<Lol < b G +5).
Asi pues,
22—zl <A (1 Az —y P+ 2% —fr Gl 70l14-)-
El error total de la seudosolucién caleulada 7, es
||=o—§,n€nq—x.||+||?=—:¢1-'s
<oy — IR+ 20t

+T;rtgallx.ll+?,). (88.11)

El segundo miembro de esta desigualdad no contiene ninguna
informacién referente a los perturbados A, y' dados Por cllo existe
tal &, para el cual el migmbro citado al i Este valor
de @ asegurard la aproximacién casi mejor de Z, a la seudosolucion
normal exacta z,.

Supungamos que e, ¥ e, 500 unas magnitudes de orden e y el

propio & es Si la ién exacta {85.1)
tiene solueibn, entonces Ax,—y‘—ﬂ En este caso &l segundo miem-
bro de (88.11) es, a juzgar por el cardcter de dependencia de «
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v . nna funcion del tipo
ot e+

Cuando @ = #*7, esta funcitn toma un valor de orden ¢**, En cam-
bio, si la ecuacion exacta uo tiene ninguna selucion, entonces Ary —
— y==0. Ahora el segundo miembro de (88.11) es una funcién del
tipo
8, €
a+ CRarT
Coando @ = ', ¢lla toma un valor de orden e,

De este modo, si los datos de entrada de la ecuacidn (85.1) estdn
prefijados con una exactitud del orden &, la seudesolucidn normal puede
hallarse con o eraciitud del orden #%%, 5i la ccuaeidn exacta es soluble,
¥ con una exactdiud del orden &'/, en el caso contrario. "

El parametro a. que asegura la aprox imac;ég necesaria de .,
no puede ser determinado, partiendo solo de A e 7 perturbados.
Esto se debe, principalmente, a que las condiciones (38.8) no garanti-
zan o ¢ {ad de la seudosolucién normal en el campe dado de
variseion del operador ¥ del segundo mismbro. Con ol fin de deter-
minar el parimetro o se usa, habitualmente, una informacién adi-
cional acerca de la solucion. En alg prubl no Se FeqUIers una
proximidad garantizada a la seudosolucién normal, sino que se
considera suficiente la definiciin estable del minimo de la funcional
del residuo. En los problemas de este tipo la determinacién del pari-
metro resulta algo mds simple. Aungue todas estas cuesliones son
muy importantes, no nos detendremos ante ellas, pnesto gue salen
de los mirgenes de esie curso

Ejercicios.
1. Demutstrese que 1 en lo estimacién (#8.3) es la loagitud do la solucion
normal de o ecusciin
AvA (A4 = A%y
2, Damauéalrese que y en la estimacién (88.4) es |n longitud de la solucidn
normal de la weuaciin
(A%AY z = A%y,
3. Demuéstrese que la diferencia za — zy satilace la ecunciin
(A*A + aE} (A*A 4 PE) {zo — z5) = (P —=a) A%y
4. Comparense (B8 1) y {8?.[0],&0:&4;!&60 decirse sobre la estimagiin
e HE

{88 11) en el coso de un operador A
5. (Con qué i puede o

in normal, s A = 07




CAP 10 PROPIEDADES METHICAS DEL OPERADOR 306

§ 89. La perturbacidn y los valores
propios

La perturbaciin de un operador
conduce, generalmente, a la variacién de todos sus valores propios
¥ vectores propios. Siendo muy compleje la investigacidn de dicha
dependencin, nos limitaremos & ilustrarla con unos ejemplos. TResulta
mids cémodo describir el probloma dade en términos de los matrices
de los operadores en vez de considerarlo en términos de les propios

aperadores.
Sea B una matriz arbitraria de estructura simple y sea H una
matriz tal que
H-'BH = A, (89.1)
donde A es 1a matriz diagonal de los valores propios &, &gy - .0 Rm

Consideraremos una matriz perturbada B + ey v alguno de sus
valores gmpiun % La matriz B + 5 — »E es degenerada, por lo
cual sera degenerada también la matriz
H(B + eg— ME) H = (A — ME} + H'epf.
Se presentan dos posibles casos:
1) & = )y para cierte i,
2) )= A, para cualquier valor de &
En ¢l segundo caso la matriz A — AL es regular, por consiguiente,
(A — AE) + HegH = (A — AE) (E + (A — AEY'H e yH).
La matriz, que interviene como segpundo factor, es dpﬁenelndn.
Esto significa que toda norma de la matriz (A — RAE)” H-Ye gl
debe ser no inferior a la unidad. En particular,
(A = AE)"HepH Il = 1.
De aqui se deduce que
mix | (=2 H [l ealla )| H 21
tisn

o bien
min [ h—=A 1< B o]l e llall 1l
fe=r=t

En el primer caso esta desigualdad se verifica también, por lo
cual
[h—=A|l=vuliesls {89.2)
por lo menos para un valor de . Aqui
v o= LH 1 H Tl

ss ol ntimero de condicionalidad de la matriz H expresado por la
norma espectral.
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La correlacian obtenida quiere decir que cualguiera que sen la
perturbacion & de la matnz &, para tedo valor propio & do la
mairiz perturbada £ + & 5 existe 1al valor propio &, de la matriz &
que =e verifique la desigualdad (39.2) Cabe notar que en nuestros
tazonamienlos nurca hemos requeride gue lus perturbaciones e p fueran
pegquerias, La correlaeién (89 2) puede ser interpretada de una manera
algo dilerente. A saber

Los valores propios de una mairis perturbada se disponen en un
deminio que representa la unidn de todos los clrewlos de radlov y |l eg |l
y centros en by,

Las columnas de la matriz J representan en si los vectores pro-
pins de la matriz B. Por ello, de (89.2} se infiere que como medida
general de la sensibilidad de los valores propios a la perturbacidn
de una matriz puede, evidentomente, servir ef nimero de condiciona-
lidad de la matriz H compuesta de los veclores propios (ino de la
matriz B1). La malriz /. que satisface (39.1), no es aniea, puesto
que los valores propios estin definidos, salve unos faclores arbitra-
ring, Convengamos en considerar que la matriz so elige siempre de
tal manera gue el valor v, queda minimo. Recordemns que en todo
caso vy == 1.

Si B ex upa mairiz normal y, ademas, hermitiana o unitaria,
entonces H siempre puede clegitse unitarin. En este caso vy =1
¥. por lo tanto,

I =2l leg e B9.3)

Examt miz detallad te el caso de una matriz hermitiana B
con la perturbacitn hermitiana e, Ahors podemos mosirar gue

En todo cireulo con el centro en kg, de radio || e g ||; estd contenido
por lo menos un solo mfnr propio de la matriz perturbada.

Efecti convencicralmente la matriz B +
-+ £p COmMO n'xaﬂan y la matrizx B = IB L gpl — £y, como eper-
turbadas cuya pecturbacion es 1gual a —e .. Bepitiendn textualmente
todos los razonamientos, nl:iclldrames na formula. andloga a la
189.3) von la particularidad do que en la primera los valores propios
e las matrices B y B + £ ; cambian sus papeles. Esto significa que
para toda valor propio A de la matriz sperturbadas B existe infalible-
mente por lo menes un solo valer propio A de la matriz sexactas B -
+ &g, para el cual la desigualdad (89.3) tiene lugar.

St los valores propios de la matriz B son simples, entonces siondo
la perturbacién &, suficientemente pequefia, todos los eirculos
se separan y todo circulo contendrd uno, y séle un valor propio de la
matriz perturbada.

La formulg (89.3) muestra que los valores propios de las matrices
vormales poseen una estabilidad comsiderablo a la perturbacion.
No obstarrle, en el problema general de la definicién de los valores
propios este fendmenn o< i< hien una excepcién que una regla,

u*
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A titulo de ejemplo consideraremos un caso, slimites en cierto
sentido, en que la matriz B se compone de una sola caja canonica de
Jordan. Se puede considerar convencionalmente gue todos bos vecto-
res propies de tal matriz son colineales, la matriz de vectores propios
es deg da y, por consiguiente, su nimero de condicionalidad es
tgual a sinfinitos. Asi pues, supongamos que la matriz B de orden m
tione por expresidn

(Ao 1 0

0 [ |
| ho

Es evidente que su polinomio caracteristico es (A — k™.

Tomemos ahora tal matriz de perturbacion €5 en la cual solo
un el to, disp en posicidn (m, 1) es diferente de cero ¥ es
igual al nilmero &. El polinomio caracteristico de Ia matriz perturba-
da e igual a (b — ko)™ — e, Por elle, los valores propios de la matriz
perturbada se encuentran a la distancia de | & [V™ de los valores
propios de la matriz exacta, Si, por ejemplo, m = 20, & = 10-'* y &,

e orden uno, entonces no se puede hablar de ninguna estabilidad
préctica.

Es importante comprender que la inestabilidad de los valores
prapios no esté ligada obligat alap ia de valores
ropios miltiples y tampoco, con la mayor razom, a la presencia de
as cajas de Jordan. Examinemos una matriz de orden 20

(20 20 0 \
19 20
18 20
B= L .

0 ! 2 20
1

Es una matriz triangular y, por eso, sus valores propios se consti-
tuirin de elementos diagonales. A primera vista, estin suficiente-
mente bien saparados y pareceria que no hay ninguna razon de esperar
la inestabilidad. Pero, agreguemos la ]po:t.urhacién e al elemento
nulo dispuesto en Ma posicién (20.1). El término independiente del
polinomio caracteristico variaré en este caso a una magnitud de 20V e.
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Dado que el producto de los valores propios es igual al término
independiente, los mismos valores propios deben alterarse en un
grado considerable.

Unos thler.qas, mas complejos ain, surgen al estudiar la estabi-
lidad de los vectores propios. Esti claro que si un valor propie &
de la matriz # es inestable apte una perturbacion, entonces el vector
propio x, que corresponde a dicho valor, no puede ser estable a cien-
cia cierta, puesto que B, A, z estén ligados entre si mediante la
correlacion lineal Hr = hr, -

Sin embargo, resulta importante subrayar que si incluso los valo-
res propios no varian como resultado de una perturbacion, los vecto-
res propios no solo pueden ser inestables, sino que su nimere puede
variar. Por ejemplo. la primera de las matrices

Z 0 0y 2 0 0
01 OJ ‘ (0 1«
[UR A | 00 1
tiene \res vectores propios linealmente independientes y la segunda,
dos vectores, aungue los valores propios de estas malrices son iguales,
Desde e} punto de vista tedrico, este fendmeno estd relacionado silo
con el hecho de presencia de valores propios miltiples de Ta matriz
inicial. Pern, cuando una matriz s¢ da aprorimadamente, es dificil
y frecuentemente imposible decir cudies valores propios deben considerar-
se muiltiples y cudles, simples.
Los problemas referentes al estudio de la estabilidad de los valo-
res propios, los veclores propins v radicales aparecen como los mis
complejos en los apartados del dlgebra relacionados con los cilenlos.

Ejercicios.

1. Supungamos que una matriz 8 es de estructurs simple, pero Lene valores
propios maltiples, Demuéstrese quplf.m cualquier nimero £ = 0, tan  pequedio
como se quiers, existe tal perturbacion ey, lo cual satisface 1o condicién
lleg b= » que la matriz B + ey ya 0o serd de estructora simple.

2, Supengamoes que ung matrit B Uene valores propios distintos dos a dos
y que d =0 e I distancia minima entre los valores propios. Demuéstress
que existe 1al baclin £g, ia cush face fa cond Weg lle = d,
que la matriz B+ £q no serd do estructura simple.

3. Supongamos ahora gue ls matriz B es hermitiana, Demuéstrese quo si
una perturbacion hermitiana &, satisface la condicitn || eg [y < &2, la matriz
B gy tiene valores propies distintos dos o dos

4. Supongamos, par fin, que la matriz B no ea herm_llllnn y tiene valores
Fropios s a dos. Dy i que existe el nimern r, ¢l cual satis-
ace la condicin 0 < r< d, que lu matriz B + ey tiene estructura simple,
siempre que || £q || sir.

5. Tratese de osinblecer una relacin mis estrecha entre los nimerus r yd




PARTE III VFORMAS BILINEALES

CAPITULO 11 FORMAS BILINEALES
¥ CUADRATICAS

§ 90. Propiedades gonerales
de las formas bilineales
y oumdriticas

Veamos las funciones numéricas
g r, y) de dos argumentos vectoriales x, y de cierto espacio lineal
K, dado sobre un campo numérico P; r, ¥ toman los valores de P.
Una funeion ¢ (z, ) s llama forma bilineal, si paca cualesquiera dos
voctores x, y, 2 € K, v todo nimers o £ P se verificdn las correla-
ciones

wie+z v =gz, y) + @z yh @lez, g = ap iz, g,
glz, y+a=gls, y-+plz+z gl ay)=agiz, y. (90.4)

Las primeras dos correlaciones de (90.1) significan la linsalidad de la
forma (Ps:. 1) respecte del primer arg . las des alt fa
linealidad respecto del segundo arn;umenlo

Es [acil comprobar que la suma de dos formas bilineales, como
también el producto de una forma bilineal por un ndmero serd nue-
vamente una forma bilineal. Por esta razdn, el conjunto de todas las
formas bilineales, definidas sobre un mismo espacio K, que toman
los valores de un mismo campo numérico P sorf un espacio lineal.
En este caso el sceros del espacio dado serd la forma bilineal 0 (z, y),
para la cual 0 {z, y) = 0, cualesquiers que sean z, y. 0 (z, y) se
denomina forma bilineal nula.

Anteriormente ya nos encontramos con una funcién de tal indole.
Comparando (27.1) v (90.1) , se nota con facilidad que un producto
escalar en un espacio sud|dee e una forma bilineal. Recordando el
papel lmperumls quo P el producto escalar al diar los

¥ tos doras lineales que actiian en los mismos,
pm]ienws suponer que ol estudio de las formas bilineales serd tambida
uti
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Entre las formas bilineales las isimétricas
atraen un interés singular. Una forma hllineal' np (.z. y) se llama
sumétrica, si pora cualesquiers veotores z, v € K, se verifiea la
degignaldad

§(z, ¥ =y, z).
En cambio, si para cualesquiera z, y € K,
¥z, ¥ = —q {y, =)

la forma bilineal se demomina antlsiméirica.

Tods forma bilinesl antisimétrica @ {z, y) se anula, & los argu-
mentos coinciden. En efecto, como ¢ (z, ) = —¢ (2, z), entonces
@ (z, 7) = 0. Algo sorprendente parece el otro hecho, vinculado con
los valores de una forma bilineal dtrica al idir los arg
tos. A saber, cada forma hlineal s1méf.nca up {z ) se define univo-
camente por sus valores, siendo s Efecti-
vamente, sean z, y cualesquiera vectorss ds K“ Tomando en consi-
deracion la simetria de la forma ¢ (z, ¥}, tenemos

Glz+y sty =yln 2 +oly -+ 20 (202
de donde se desprende que

qlz. y};—--:;-{'? (e g, 24y —plz, D—gly, w)).  (90.3)

La férmula obtenida d tra que la afirmacid ia es justa,
puesto gue el segundo miembro de la correlacion es una forma bilineal
simétrica.

Una forma bilineal se descompone unlvocamnnw en la suma de
lag formas bilineales simétrica y anti trica. Esta d p
puede eseribirse explicitamente

9l 0 =5 {8 (5 1) -9 DN+ 00— 0l ). ©0.4)

Es ficil comprobar que los primeros dos sumandos en ¢l miembro
derecho dan una forma bilineal simétrica y los dos dltimos, anti-
simétrica. i se admite la existencia de alguna otra descomposicitn,
entonces, al sustituir los argumentos igvales, habremos de hacer
una dednecién sobre la univocidad de la definicidn de la parte si-
métrica de la d iom ¥, te, de la d
cién en total.

Si una forma hilineal no es simétrica, en lugar de (90 2) tendremos

lrtmestw=e 2oy +el )+ el .
Por consiguiente,

%!v(—n_ WHeln D=3 o ltn st —e (s D= w)
(0 5)
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Comparando s correlacién obtenida con (80.3), concluimos que para
la forma bilineal antisimétrica su parte simétrica se define univoca-
mente por los valores de la forma, siende coincidentes los argumentos.

A la par con las formas bilineales consideraremos también las
asi llamadas formas cuadriticas. Sea « (z, ) una forma bilineal
en el espacio K. Se denoming forma cuadrdtica la funcién numérica
¢ {x, x) de un =olo argumento vectorial r € K, la coal se obtiene
de la forma bilineal g (z, §) sustituyendo ¢l vector y por el vector z.

En general, partiendo de la forma cuadrdtica, no se puede resta-
blecor nnivecamente fu forma bilineal que la ha engendrado. Pero,
segin so deduce do la formula (80.3), existe una forma bilincal simé-
trica y solo una de la cual puede ser obtenida la forma cuadritica
inicial. Esta forma bilineal se llama polar respecto a la forma enadra-
tica dada. E] conjunto de todas las formas bilineales que engendran
una misma forma cuadritica prede ser obtenide por sumacion de la
forma bilineal polar con una forma antisimétrica arbitraria. Es por
eso que al utilizar formas hilineales para estudiar las propiedades
de las formas cuadriticas resulta suficiente Limitarse s6lo a la consi-
deracion de las formas bilineales simélricas.

El hecho de que una forma bilineal no puede ser restablecida se-
gin ln cuadratica se debe a que la ullima no proporciona mpguna
informacion sobre la parte antisimétrica, cualquiera gue sea la forma
bilineal.

LEMA 01 Las formas bilineales antisimétricas, y solo ellag,
s anulan, cuando todos los argumenios cownciden.

pEMosTRACIAN Yo hemos sefialado que si g (z, ) es una forma
antisimétrica, entonces ¢ (x, x) = 0 parn cualquier x. En cambio,
si g (x, 2} = 0 para tode z, entonces de la correlacién (90.5) se
infiere que para todos los wvectores z, y se verifica la igualdad
¢z y) + @y, 2) = 0, es decir, la forma bilineal ¢ (£, 1) es
antisimétrica,

paracitn de las propiedades que poseen el producto escalar
¥ las correlaciones (90.1) muestra gue en un espacio unitario el
producto escalar no es, estrictamente, una forma bilineal. En un
espacio complejo las formas bilineales hermitianas estdn estrecha-
mente vinculadas con el producto escalar. Lo funcién numérica
¢ (z, y) se lama forms bilineal hermitiana, si para cualesquiera
vectores x, ¥, 3 € K, ¥ todo ndmero = del campo de nimeros comple-
jos P se verifican las correlaciones

Gty =pizy 56, § faz, y) = aq {2, ¥},
@iz, y+z)=ql2, g+ (. 2, g lr, ay)=ay (z, ¥).

La raya significa ayui una conjugacion compleja.
En este caso también la suma de dos formas bilineales hermitia-
nas y asimismo el producto de una forma bilineal hermitiana por un
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nimero serd una forma bilineal hermitiana. Por esto el conjunto de
todas las formas bilineales hermitianss que estin definidas sobre un
espacio complejo y quo toman valores complejos es un espacio lineal
complejo.

La forma bilineal hermitiana se denomina simétriea hermiliana,
si para cualesquiera vectores z, y € K, so liene

g fx. w)=piy, 1)
Si para cualesquera =, y € K,

G (x, ¥ = — 9y, 2),
la forma se llama anttsumétrica hermitiana. En log vectores coinci-
dentes la forma antisimétrica hermitiana toma valores imaginariog
puros, mientras que la Jorma simétrica hermitiana, valores reales.
Ahora, toda forma bilineal hermitiana ¢ define univecamente por
sus valores si los argumentos son coincidentes, Pero, en ver de (90.3),
es licita Ja eorrelacion

Rla o) =0 (e 4 v 24 Y —pr—y. 2— 1) +
il g, c ) — g {r—iy. r—iy))  (H0.6)

De esta correlacién se infiere, en particular. que

Entre las formas bilineales hermitianas la forma nula, y sélo elln,
tama los valores nulos cuande todos los argumentos coinciden.

En este caso también la forma bilincal hermitiana puede ser
univocamente representada como una suma do la forma simétrica
hermitiana y la antisimétrica bermitiona, con la particularidad
de gque

qlr, ) == E{{rptaz CIERdtS r:)-i— {ple, ) —itw. o). (90.7)

Las demostraciones de los hiechos enunciados para las formas hermi-
tianas casi no se difl de las d traciones correspondientes
para las formas bnlineales

Se llama forma coadritica hermitiana la funeidn numérica ¢ {(x, =)
de un solo argumento vectorial z £ &, la cual se obtiene de la Inncion
weal hermitiana ¢ (z, ¥) al sustituir el vector ¥ por el veclor z.
A diferencia de las formas cuadriticas, a base de una forma cuadré-
tica hermitiana se restablece uni Ia forma bilineal hermi-
tiana que engendra la citada forma cuadrética hermitiana, Este
restablecimiento se realiza de acuerdo con la férmula (90.6) v la
correspondiente forma bilineal se lama también polar respecio a la
forma cuadritica de partida

La posibilidad de restablecer univocamente una forma hilineal
hermitiana sobre la base de la forma cuadratica hermitiana en-
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gendrade por la primera se explica por una estrecha relacida que
existe entre las formas bilineales simétricas hermitianas y antisi-
métricas hermitianas.

LEMAa %2 Si gz, ¥) es una forma bilineal siméirica (anti-
simétrica) hermitizna, entonces ) {z, ¥) = iy (z, ¥) serd una forma
bilineal antisimétrica (simétrica) hermitiana.

bEMoSTRACION. Sea, por ejemplo, ¢ (z, ¥} una forma simélrica
hermitiana. Entonces, para todos los vectores z, y se tieme

Vir, )=l ) =o(ix, W=9{y. i) = —ig@{y, )= =y, *)

s decir, P (z, ) es una forma antisimétrica hermitiana. El caso de
la forma antisimétrica hermitiana ¢ (z, y) se considera de modo
andlogo.

En lo que sigue trataremos frecuentomente las formas cuadriticas
hermitianas engendradas por las formas bilinealss simétricas harmi-
tianas .

1eMa w3 Entre las formas bilineales hermitionas las simétri-
cas, y solo ellas, engendran formas cugdrdticas hermitianas reales.

DEMOSTRACTGN  Anteriormente ya se ha observado que ls
formas simétricas hermitianas toman valores reales cuando coinciden
1os argumentos. Supondremos ahora que una forma cuadritica hermi-
tiana @ (z, z) toma sélo los valores reales. Conforme a (80.6), para
la forma bilineal polar ¢ (z, y) tenemos

W2} = oW+, y+ D) =g fy—a 1—a)+
gyt iz, g+ x)—ip{y—iz, y—iz)) =
=1 {0 l+y 240 =0 la—y, 2—y) + i (c— Iy, T—iv)—

— i (r-ty, r+ay}}=%{w(«r A bt TR TR U

TIQ(T W 3 A Wiz — w2 — )} =0z y)

comoLario  Entre las jormas bilineales lermitianas las anti-
simétricas, y sblo ellas, engendran jormas cuadrdticas hermitianas
imaginarias puras.

coroLamio. Ninguna forma bilineal antisimétrica hermitiana
puede engendrar una forme cuadrdtica hermitiana real.

Segiin se deduce de las propiedades de linealidad de las formas
bilineales y bilineales hermitianas resp de cada
@ (0, 0) = 0 para cualquier forma cuadritica ¢ (z, z}. Sin embargo,
en el caso general pueden existir también los vectores mo nulos z,
para los cuales @ (z, =) = 0. Tales vectores se llamarin isftropos.
El concapto de isotropia estd ligado sélo con la forma cuadrética.
Por ello, unos vectores, isitropos para una forma cuadrdtics, pueden
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no serlo para otra forma cuadritica, y viceversa. En particnlar, el
loma 90.1 significa que para una forma cuadritica engendrada por
una forma bilineal antisimétrica, todos los vectores del espacio K.,
salvo el nulo, son isdtropos.

D las formas reales hermitianas y ordinarias son de mayor use
aquellas que toman los valores de un mismo signo para tados los
argumentos vectoriales. La forma cuadritica real ¢ (z, z) se denomi-
pa definida positiva, si ¢ (z, z) > 0 para todo == 0. La forma se
llama no negativa, si para todo z 350 se cumple la designaldad
¢ iz, =) = 0. Andlogamente e definen las formas cundrticas no
positivas y definidas negativas.

Como regla, solamente las formas cuadréticas definidas positivas
v definidas negativas se llaman de signo constante. Pero, a veces,
asi g¢ llaman también las formas cuadrdticas no negativas y no
positivas. Con el fin de evitar tada clase de equivocaciones, las for-
mas cuadriticas definidas positivas y definidas negativas se llama-
rdn, cnando sea necesario, estrictomente de signo constantie,

Si una forma cnadrdtica real es de signo constante, la forma
bilineal Lermitiana u ordinaria que la engendra se Hlamard también
dofinida positiva, no negativa, ete.

Si una forma enadritica real ¢ {x, ) es estrictamente de signo
constante, no tiene vectores isdtropos. En ol caso de las formas
bilineales reales v bilincales simétricas hermitianas g (z, y), las
correspondientes formas cuadraticas serdn rozles ¥ para ellas resulta
cierta la afirmacion reciproca A saber, tieno lugar el

TEOREMA 901 Supongamos que una forma cuadritica g (zr, z)
estd engendrada por la forma bilineal real o bilineal simétricg hermi-
tiena ¢ (x, v} St iz, ) no tiene veclores wxdiropos, es estriclamente
de signo constante

DUMESTR AL 10N Como ya se ha indicado, la forma cuadritica
@iz, ) es real. En ambhos casos toma en vectores colineales los
valores de misme signe. Supongamos que § (2, ) no es estricta-
mente de signo constante. En este caso existen tales veclores lineal-
mente independientes w, ¢ que ¢ (w, u) =0y v, &) << 0. Pam
todo mimero real o

§lu 4 oo, u o+ oarh =g, w - (e, v g v e+
Lolfq i, v (90.8)

E! segundo miembro de esta ignaldad es un polinomio de segundo
grado respecta de . Sus coeficientes son reales, lo que se determina
por ol cardcter real de la forma cuadritica ¢ (r, x) v el lema 90.3.
Puesto que g (1, =) ¥ (v, ) son de signos opuestos, ¢l polinomio
(90.8) tendra dos raices reales. Sea ey una de ellas. Esto significa
que i+ zer, 1+ o) = (. Sin embarge, el vector um + agw
es no nulo por ser fos vectores u, v linealmente independientes, por
lo enal, la anulacwon en él de 1o forma cuadritica no es posible por
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hipotesis del Leorema, La contradicerén obtenida da por terminado
In demostracion del mismo.

No s casual que en el teorema Y001 nos limitamos a la considera-
cion de las formas cuadraticas engendradas sblo por las formas
bilineal real v bilineal simétrica hermitiana. Ninguna otra forma
bilineal pucde conducir a una forma cvadritica real. Nos quoda
considerar, de hecho, s6lo wna forma bilineal en un espacio complego.
Pera tal forma hilineal no puede engendrar una forma cuadritica
real que no sea wdénticamente 1gual a cero. Stopara cierto veclor
una forma cuadrética toma ol valor real g (i, &) que no es igual a ce-
ro, enlonces o e, ai) = oty (4, u) sera un nimern complego,
eualguiera que sea o complejo con las partes imaginana pura y real
no nulas. Asi pues,

Para los formas cuadrdticas reales la condeidn necesaria y sifi-
clente de que estas formas no tengan vectores isitropos consiste en el
manterumiento eslricio de signe constante.

La forma hilineal complejn genera siempre una forma cuadri-
tica, que Liene vectores igotropos, siempre que esté definida en un
espacio lineal cuya dimensidn gs superior a uno. En efecto, i supo-
nemos que esto no es asi, se hallarin siempre unos vectores lineal-
mento independientes u, v, para los cnales g (u, u) == 0. ¢ (v, v)
s 0. Pero, de conformidad con (0.8}, ol veetor 4 + e serd isélropo,
elegido de manera adecuada el wimero complejo . La forma comple-
ja bihmeal lhermitiana puede generar una forma cuadratica que no
tiene vectores isdtropos. Segln se doduce de nnestras investigaciones,

Para que una forma cuadrdtica engendrada por la forma bilineal
hermitiana no lenga vectores tsbtropos. es suficlente que la parie real
(0 imaginaria) de lo forma cuadritica wa estrictamente de signo cons-
lanle.

Ejercicios.

1. Demuéstrese que pars toda forma biboeal @ (v, ¥ se Yprrl’wln ['T)
desigunldades q [0, y} = 7 i, 0y = 0, coalesquiera que sean x,

2. Determinense ln dimension ¥ la bage de un espacta lineal Ee fortas

BI

que los conj de formas bikineales si ¥ anti-

a{mdlr[us forman subespacios en un vspacio lineal de todas las formas bllmenln

4. Demuéstrese que un espacio de todas las formas bilineales 5 la suma

directa de log subespacivs de las formas lineales mumétricns 5.

5. Demuéstrese que un conjunto de todes las formas cuadriticas forman un
espacio lineal, Determinense su dimension v ln Lase.

¢Farmardn los linenles lus sip j de formas
cundritioss:
{ormns i da signo Land
formas que toman los valores reales,
Tormas que no tiennn veclores 1sotropos,
formas para las cuales todos 1as vectores del conjunto dada

500 1shlropos?
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7. Demuéstrese que para toda forma cuadritics, dada en un espacio norma-
lizade, existe tal numers o que para tode x
Tde, o | =20

& Supongamos que b forma cuadrdtica g {z, ¥) es estrictamente do signo
Irdtien  {«, z) o8 i, Demud que exista

vy la forma
tal numero fi, que para todo =
L gz, £ | = By (2, 2

9. Dpmuéstrese goe una forma cundritica no o8 estrictaments de signo
constante cusndo, ¥ solo cunndo, el conjunto de vectores isftropos y el vector
nulo forman un subespacio  lineal.

10. Examinense los ejorcicios 1—9 para las formag bilineales hermitisnas
y las A et Serdn verid todas las al i i das?

11. Supongamos que en el espacio complejo K, un subespacio [ silo consista
de los veetores 126tropos de 1a forma bilineal hermitiann g (z, y) ¥ o} vector
milo. Demuéstrase que @ (v, v} = 0 parn cunlesquiern veclores u, v € L.

§ 01, Matrices de las formas
bilineales ¥y cuadriticas

Investiguemos una forma bilineal
i (. i) definida en el espacio K,. Elijamos en &, dos bases fijadas

G fy o fy ¥ Qi n Y oSER
= Ve v Dy
1 § F=t

En victud de las propiedades (90.1) tenemos
wt:.yi=fl-(_‘_7". g ‘\_“ M9 = E: N glen gty (A1)
i~ = V=i 4=t

Designemos, como antes, con 7, & j, las matrices de dimensiones
n # 1, compuestas por las coordenadas de los vectores x y ¥ en
las bases correspondientes, y mediante G,q. la matriz de orden n

con los elementos g7 — q (g, ¢, La correlacion (81.1) significa
que

iz ¥ = 2l 191.2)

De este modo, siendv fijadas las bases en el espacio K, la forma
bilineal puede ser representada on la forme matricial (91.2).

Geq se llama matriz de la forma blineal v con las bases fijadas se
define univocamente. 51 suponemos que para la forma @ (2, y)
existe, ademds de (81.2}, olra representacion andloga con cierta
matriz F, ., entonces, al poner £ = ¢, § = q, oblenemos en seguida
que fii" = g (e, q), o= decir, Foy = Gop

Cabe sefialar que ol segundo miembro de (91.2) define, para coal-
quier matriz G, cierta forma bilineal. El cumplimiento de las
correlaciones (90.1) se infiere directnmente de las propiedades co-
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rrespondientes de las operaciones matriciales. Asi se establece, con
lss bases fijadas en K,, una correspondencia biuniveca entre las
formas bilineales y las matrices cuadradas.

Al cambiar las bases en K, la matriz de la forma ilinesl, desde
luego, varia. Sea P una matrix de lat formaciin de coordenad
al pasar de la him iy Eyy ala fj. v yeea Qla
matriz de la macidn de ¢ Senud nf pasar de gy, gq. o s
ceey g 8 by te, L. by De seuerdo con (63.3)

I, = Pz, g = Quy, (91.3)
por lo cual de (91.2) se desprende que
{2y ¥) = 2Geqliy = 21 Gy Oy
Pero, por otra parte,

ple, yh=siGuye.
Por consiguiente,
Gy = P'ts, Q. (.4)

Como las matrices P y @ son rr-g\rlan:s‘ enlonces, de acverdo
con la terminologia introducida en el § B4, las matrices Gy ¥ G,
s¢ llamarin equivalentes. Segin se ha sefialade anteriormente, las
matrices equivalentes de un mismo orden, y s6lo ellas, tienen rangos
iguales. Esto es testimonio de que el rango do una matriz de la forma
bilineal no depende de los bases elegidas y es una caracteristica de la
misma forma. Llamémosle rango de la forma bilineal Una forma
hilineal ge llamard regular, =i es regular su matriz. Como cararteristi-
ca de una forma bilineal sirve también Ia diferencia entre la dimen-
sién del espacio K, y el rango de la forma. Se llamard dicha caracte-
tistica defecto do la forma bilineal.

De los resultados del § 64 se desprende que todas Jas matrices de
un mismo rengo son equivalentes a [a matriz diagonal con los ele-
mentos 0 y 1. En el lengnaje de las formas bilineales este hecho
atestigua que para una forma arbitraria de rango » siempre pucden
indicarse tales bases fi, fgu + . . Jn ¥ fyo fay - . .o tp, € Jas cunles
la formg tendrd una expresién mis .5|mph= A saber, si

™ "
z= 3 7f;, ¥= 2 v,
=1 =1

entonces
@z, )= ‘2"‘ Ty

La elecciin separada de las bases para todn forma bilineal va-
riable se renliza raromente. Con mucha més frecuencia se uliliza
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uns base comin. Sea ey, €5, . ... €, cierta base de K, ¥
" i
5 .
= 2: Loy v=1}1 TiEs
1= -

En este ¢aso, por analogia con {91.1), obtenemos la siguiente repre
sentacion do la forma bilineal:

3 ler e Ervs

je=i

LN L

o, en la escritura matricial,
G, i) = £yl (94.5)

Aqui G, es una matriz con los elementos gff = @ (ei¢;). En lo suce-
sivo la matriz G, se llamaré siempre matriz de la forma bilineal.
3i, de nuevo, P es una matriz de la transformacién de coordenadas
al pasar de la base ¢, ¢, . ... &, ala fy, for - - oy [, enlODCES las
matrices G, ¥ Gy de la misma forma bilineal @ (z, y) estarén ligadas
entre i, de acuerdo con (94.4), por la correlscion

Gy = P'GP. {91.6)

Las matrices G, ¥ Gy, ligadss mediante la correlacion (91.6),
siendo regular la matriz P, se denominan congruentes. Las matrices
congruentes son siempre equivalentes. Lo reciproco, desde luego, en
ol caso general mo es cierio.

Todo lo dicho acerca de las formas bilineales puede ser aplicado
con cambios insignificantes a las formagz bilinesles hermitianas.
Toda forma hermitiana se representa univocamente en forma matri-
cial

@ (x 0) = 2i6eaber
siendo lijadas las bases e, €3, - . -, €1 ¥ 1y @3- - - - o Al pasor
& las otras bases fy, far » - o fo ¥ fo tae - - o0 oy €0 lugar de (91.4)
tendremos
=P Gual

Si los argumentos de la forma bilineal hermitiona estdn dados en
una misma base, la anotacién matricial de la forma es andlogn a
(94.6). A saber

@ lx, §) = 7iGly (1.7

Al pasar a la nueva base, las matrices de la forma quedarén ligadas
entre si por la correlacion

G,=PGP
¥ se dird que estas malrices son congruentes segin Hermile,
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Ahora se puede establecer la relacion entre la expresion de una
forma bilineal y la de su matriz. 1 la forma es simétrica, para cual-
quier bose e, ., ..., 8, 58 lLiens

= plege)=gle, ) — £
donde 6, = ) y la matriz G, de la forma ¢ (r, y} es simétrica. En
eambio, si la forma es antisimétrica, entonces

fi

g =glen o) — —qleg o) = — g
es decir, G, = — G.. En este caso la matriz G, se llama también
antisimétrica.

La afirmacién reciproca es asimismo cierla. Si on una base la
matreiz de la forma es simétrica (anUisimétrica), la forma bilineal
que la genera serd también simétrica (antisimétrica). Sea G, = G,
enlonces

§ (Y 1) = feGete = (Yeliely) - F.G00y = G ele = (£, 1)
8i, en cambio, &, = —G,, entonces

Gla, y) = 0iGere = (Wixe) = 1w, — — tliche = — 47, 4)

Las alir al b bién respeclo de la
relacion existenfe entre la forma bilineal hermitiana y su matriz.
§j la forma hermitiana 88 simétrica. entonces

g = nlen o) = wlen en =g
ez decir, G, = G4 y la malriz G, do la forma ¢ {2, y) es hermitiana.
Si la forma o5 antisimétrica hermitiana, entonces
B9 = len e = —wley. e) = —gils
donde 6, = —G2. En este caso la matriz G, se denomina antihermi-

tiana.
Son ciertas también las afirmaciones reciprocas. Sea G, = G2,
entonces para unn forma bilineal hermitiana generadora tenemos

Gy, 2) = Y67, = (UG =76y, =

o= 26 e = ® (1, )

76
Para el caso en gue G, = —G! encontramos
Py, 2) = YiGxy = (WGTY = TCipe=

== 1

—— e

= — 2= — {2, ¥).

La matriz de la forma bilineal nula sdlo se compone de elementos

nulos, es decir, 89 una matriz nula. Esta es la dnica matriz que al

mismo tiempo es simétrica y antisimétrica, al igual que la forma
nula.
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Ya se ha notado que existe una relacién estrecha entre las formas
bilineales simétricas y las cuadréticas. Esta relacién se observa
claramente en el nivel matricial. Para una forma bilineal o (z, y)
es vilida la correlacién matricial (4.5). Para la forma cuadrdtica
correspondients  tenemos

Gz, 7) =167, (91.8)

Siendo fijada la base &, ey, ..., &, cada anotacion del tipo (91.8)
define, para cualquier matnz G,, cierta forma cuadritica. La matriz
Gy en (91.8) ya no se llama matriz de la forma bilineal, sino matriz
de la forma cuadrdtica.

Si para las formas bilineales existe una correspondencia biunivo-
ca entre las formas y las matrices de éstas, siendo fijada una base
en K,, en las circunstanciss que se describen tal correspondencia ya
no existe, Cada forma cuadritica puede ser definida por un conjunto
de sus matrices, Dicho conjunto contiene una sola matriz simétrica
y la diferencia entre cualesquiera dos matrices del conjunto dado es
una malriz antisimétrica.

De este modo, cualquier forma cuadritica ordinsria puede ser
definida siempre por una matriz simétrica. Al pasar a otra base,
las matrices de la forma cuadritica varian de conformidad con
(#1.6) Por esta razon concluimoes otra vez que los problemas de
investigacion de las formas bilineales simétricas v de las cuadriticas
estin estrechamente entrelazados. Para las formas cuadriticas hermi-
tianas ya no ee asi, puesto que entre éstas y las formas hilineales
hermilianas existe una correspondencia biunivoca y la misma co-
T i 56 ti entre sus

Por analogia con las formas bilineales, se llamard range de una
forma cuadritica el rango de su matriz en cualquier base. Si la
matriz de una forma cuadritica es regular, la forma cuadritica se
denominard tembién regular.

El estudio de las formas bilineales significa, en esencia, el estudio
de sus matrices en diferentes bases o, lo que es igual, el estudio de la
clase de matrices congruentes. Por ello, las investigaciones que siguen
quedardn relacionadas con el examen de las clases de las matrices
wn% Tuentes y congruentes segin Hermite.

'ara las clases de este género pueden indicarse shora mismo toda
una sm'm de propiedades que provienen de los resultados obtenidos
anterd i por ejemplo, una matriz congruenta dn la ai—
métrica (antisimétrica) as mente {ant
En partlcn]ar, una matriz congruente de la matriz diagonal seré
simétrica, De agui concluimos que una matriz simétrica no nula
nunca serd cong te de la antisimétrica, aunque puede ser equiva-
lente a ella. Una matriz antisimétrica no nula nnnca puede sor
congruente de la diagonal. Una matriz, congruente segin Hermite
de una matriz hermitiana (antihermitiana), es obligatoriamente
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hormitiana (antihermitiana). Entre las matrices diagonales, como
matriz hermitiana (antihermitiana) puede intervenic silo la que
tiene el reales (] ios puros).

En coneordancia con las dmmpn&monm (90.4), (90.7) de las
formas bilincales y bilineales semin Hermite, obtenemos unas des-
compesiciones de una matriz arbitraria en la suma de las matrices
simétrica vy antisimétrica, asi como también de las matrices hermi-
tiana y antihermitiana. Estas descomposiciones pueden ser escritas
en la forma explicita:

A=FA+a) 43 (A=),

= (A4 A7) 5 (4—A4%).

Si A es upa matriz de la forma bilineal, los primeros sumandos de
los segundos miembros son matrices de las partes simétricas de la
forma bilineal v los segundos, las matrices de las partes antisimétri-
cas de la misma forma.

Eu lelante h extender fr te, sin explicaciones

di leg, la terminologia introducida para las formas bilineales

¥ cuadratieas a las matrices. Por ejemplo, llamemos una matriz
definida positiva, diendo por ello que es una matriz de una forma
definida positiva, ete.

Uno de los problemas més importantes relacionados con la forma
bilineal es la determinacién de la expresion mas simple a la que pusde
sor reducida la matriz do la forma citada cuando varia la base y la
busqueda de la base correspondi Este probl lleva el nombre
de transformecidn de la forma bilineal o de reduceidn de la forma
bilineal a una expresién més simple.

En la interpretacién matricial el problema de transformacion
puede enunciarse de la manera siguiente:

Dadu lz matriz A, hdllese tal matriz regular P que la malriz

C = PAP, 919
congruente de A, tenga la forma mds simple.
Esto nos da, de hecho, une descomposicién de la matriz en facto-
res, puesto que de (91.9) se deduce que
A= (PY CP-L
Por supuesto, para las Inrmaa bilineales hermitianas, en lugar de
91.9) fi

aremos lag t

C=P'4PB. (21.10)

Desde el punto de vista de los célculos es importante que la
matriz P en (9{ ), (M '10) sea 0o muy compleja. Esm so debe a que
al buscar las nuevas coor de los en t de las
antiguas, conforme a (63.3), nos vemes obligados a resolver un siste-
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ma de ecuaciones algebraicas lincales con la matriz P y es menester
que la resolucién se realice lo suficientemente ripido. En algunos
cazos, en lugar de la matriz P resulta mis comodo buscar la matriz
p-1

Ademés de las formas consideradas de cseribir las formas bili-
neales y cuadréticas, se usan lambién algunas olras. A veces las
defini axplicit t

53
@ = Byl gy

[~
n n
P=3 ¥ apza. (91.14)
fm] gl

Estas anolaciones pueden ser simplificadas. Sea, por ojemplo, real
un espacio, entoncos reales serin también tanto la propia forma
bilineal como la matriz 4 compuesta por los coeficientes ay. Intro-
duzcamos el espacio R, cuyos elementos son los vectores columna

=Ty Lo oo Zn)s ¥ = (U Bre oo B
y supongamos que el producto escalar se ha introducide como una
suma de productos de las-coordenadas tomados dos a dos. Ahora
podemos escribir
© = (4z, y), F = {dz, 2). (M.12)
Para las formas bilineales hormilianas, anotadas como

n oo non
o= 3 Byl F=73 3 apzay,
(== 1= 5=

se verifica también (91.12), si, desde luego, el producto escalar se
introduce como una suma de productos de las coord las del pri-
mer vector por las coordenadas comjugadas complejas del segundo
vector.

Ejercicios.

1. que ¢l d i de una matriz hermitiana eg un nime-

To real.

2. §Qué pimero es el determinante de una matriz antibermitiana?

3. E’amuéstmae que el rango de una matriz antisimétnica es un nimero par.

4. Las formas bilineales @ (z, y) ¥ ¥ (3. #) son, en general, diferentes.
i0uné puede decirse sobre sus matrices?

5. Demuéstress que el rengo de la suma de unas formas bilineales no es
superior a la suma de los rangos de los sumendos.

6. Demuéstrese que se puede representar toda forma bilineal de range r
como suma de r formas hilineales da range .

Demuéstrese que se puede representar tods forma hilinesl ¢ (=, y) de
rango 1 como
oy =g (5 ag (b 9

para ciertos vectores o, b. iSerd dnica tal representacidn?
21
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4 92, Reduecién a una forma canbnica

Antes do empezar a investigar
las diferentes esferas del empleo de las formas bilinealos v cuadriti-
cas, consideraromos un método general de la transformacién, con-
grueate o congruente segin Hermite, de las matrices a una forma
sencilla.

Sea dada una matriz cuadrada 4 de orden n y se necesita hallar
tal mateiz regular P que la matriz f,' = P'AP tenga una forma
te sencilla. Realizénd. At formacion
te segun Hermite, una forma sencilla ln dehc poscer la mstl‘i‘a &=
= P'AP. Expondremos shora un método general de la transforma-
cién que serd atil para todas las matrices A. La diferencia entre
las transformaciones congruente y congruente segin Hermite serd
ingignificanto. Por ello, para concretar, convengamos en considerar
que se realiza la transformacion congruente de una matriz.
El método consiste en construccién de una sucesién de matrices
Ap =4, 4;, Ay, ..., 4, en la que cada matriz consecutiva sea
congruente de la anterior, es decir,

Anar = Praa Ay Pusy

para cierta matriz Py .. Puesto que la relucion de congruencia es
transitiva, la dltima matriz A, serd congruente de lo matriz inicial
4. El principio de censtruecién de la sucesidn de matrices 4,
estd fundado en que para todo & se oblengan en la matriz 4,4, mas
elementos nulos que en la matriz A,. Mas ain, cada vez, al caleular
la matriz Py, segin la 4,, exigiremos que en la matriz 4, ., no
slo aparezcan nuevos elomentos nulos, sino que se guarden todes
los elementos nulos obtenidos en todas las etapas antecedentes.

La transformacitn de una matriz Ay on la A, 4, s llamari paso
principal del método. Cada paso principal puede consistir en varios
pasos auxiliares, Todos ellos se reducirdn a la ejecucién de las opera-
ciones elementales: la permutocién de las columnas (filas) de una
matriz, la adicién a una columna (fila) de otra columna (fila) multi-
plicada por un nidmero, la multiplicacion de una columna (fila) por
un nimero. Describiremos los pasos auxiliares en términos de las
transformaciones de la matriz A en ofra matriz, congroente de ella,
C = P'AP, omitiendo, para simplificar, al indioei

A. En la matriz A ol elomento a,, 5= 0. Existe una matriz regu-
l P tal que para los elementos de la primera columna de la matriz

= P'AP se verifican las correlaciones

ay, }j=1,

0, j=t1. (92.4)

Ciym
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La matriz P difiere de la matriz wnidad sélo en su primera fila, con
la particularidad de que

1, j=1
p.,—{ i, | (92.2
Lt

La multiplicacion a la izquierda de la matriz 4 por P’ no altera la
primera fila de la matriz A v convierte en cero lodos los elementos
de la primera columna de la matriz P4 dispuestos fuera de la diago-
nal. La multiplicacién a la derecha de la matriz P'4 por £ no cambia
la primera columna de la matriz P'A.

Hemos de sefialar una ia mis. L1 principales
& todos los menores de la matriz dispuestos en la esquina izquierd
superior. Como la matriz P es triangular derecha y todos los ele-
mentos diagonales de ella son iguales a la unidad, de todos los meno-
res dispuestos en las primeras # columnas serd distinto de cero sélo
el menor principal: es igual a la unidad. Por esta razén en las matri-
ces A vy C coincidirin todos los principales. En efecto,
haciendo uso de la formula Binet—Cauchy, oblenemos

B T e - R
c[l 2,.Ar)= 2 F[k.k,...k,]"

Tk chy <l e

2 e
x.dP(k' ky k,.)_Ap(l. r)=

i 2...r 1 2...r

£ 2 ar iy k,...k,)
= 2 "(k,k,..,k.)"’(i P

ish<hy . chogn
i 1 2. r)
B¢ R o
Esta observacion la emplearemos més adelante,

B. En la matriz A el elemento a;, es igual a cero, pero cierto
elemento ay es distinto de 0, j > 1. Existe una matriz regular P
tal que para la matniz € = F'AP el elemento ¢, = a;; es diferenta
de cero. La matriz P se diferencia de la matriz unidad silo en cuatre

1 disp en ln i de las filas y las columnas
con nimeros 1, j. En estas posiciones la matriz P tiene por expresion

1
(i D] . La multiplicacién a la derecha de la matniz A por P permu-

ta en la matriz A las columnas con los niimeros 1, j. La multiplica-
citn de la matriz AP a la 1zquierda por la matriz P permuta en la
matriz AP laz filas con los nhmeros 1, j.

C. En la matriz 4 todos los elementos diagonales son nulos, pero
hay tales indices j, 1, donde j << I, que ay + a;; 5= 0. Existe una
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matriz regular P tal que para la matriz € = P'AP el elemento
ey = ttyy + ayy s distinto de 0. La matriz P se diferencia de la
matriz unidad en el elemento py; = 1. La multiplicacion a la derecha
de la matriz A por P agrega a la j-fsima columna de la matriz A
su l-ésima columna. La multiplicacién a lp izquierda de la matriz
AP por P' agregn a la j-6sima fila de la matriz AP su -ésima Tila.

D. La matriz A es antisimétrica no nula, el elemento a,, es
igual a 0, pero cierto elemento a;; es distinto de 0, donde j << I
Existe una matriz regular P tal que en la matriz antisimétrica =
= P'AP el elemento ¢,, = ay es diferente do 0. La mateiz P viene
representada como el prodocto P = P,-P,. Las matrices F,, P,
se diferencian de las matrices unidad sélo en cuatro elementos dis-
puestos en la interseccidn de Ias filas y las columnas con los niime-
rog respectivos 1, f v 2, [ En estas posiciones las matrices Py y Py

tienen por expresion Lol Como ya se ha dicho, la multiplicacion

a la derecha por estas matrices conlleva la psrmul.scién_da las co-

lumnas, la multiplicacién a la izq la p de las
filas.
E. La matriz del menor principal de tercer orden de la matriz 4
tieno por expresidn
dyy By Ay
( 0 0 az,] ‘ (92.3)
0 gy 0

donde los elementos a,y, ;5 ¥ €4, son distintos de cero. Existe una
matriz regular P tal que en la matriz € = P'AP serdn diferentes
de cero los pri tres rincipales. La matriz P se dife-
rencia de la matriz unidad en un elemento py el cual puede ser
cualquier niamero, salvo 0, —ay,05' ¥ —aya;;. La multiplicacitn
a la derecha de la matriz 4 por P agrega a la primera columna de la
matriz A su tercera columna multiplicada por py,. La multiplicacitn
a la izquierda do la matriz AP por P’ agrega a la primera fila de la
matriz AP su tercera fila multiplicada por py.

F. La matriz 4 es antisi jea, el el 4,5 @5 distinto de 0.
Existo una matriz regular P tal que para los elementos de las pri-
meras dos eolumnas do la matriz € = P'AP se verifican las correla-
ciones

[—Glzn i=2, S i=1,
EL 0 jee2 L0 gt
Puesto quo en una traosformacién congruents una matriz antisi-

métrica se transforma en otra, también antisimétrica, las correla-
ciones anélogas tendrdn lugar tamhbién para las primeras dos filas
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do la matriz €. La matriz P se rep mo ducto P =

€omo un p
= P, P,. La matriz P, 5o diferencia de la matriz unidad slo en la
segunda fila, siendo, ademds,

0 -1,
py=1{ b I=2
=, >

112

La matriz Py se diferencia de la matriz unidad solo en la primera
fila, verificdndose en este caso.

1, j=t
b= 0, {=2
- =2
By
La multiplicacién a la izquierda de la matriz A por Py no altera las

primeras dos filas y la segunda columna de la matriz 4, convirtiendo
en ero todos los elementos en la primera columna de la matriz P4,
a oxcepcién de los dos primeros, La multiplicacién a la izquierda
de la matriz P;A por P; oo altera las primeras dos filas y la primera
columna de la matriz P4, convirtiendo en cero todos los elementos
de la segunda columna de la matriz P'4, a excepeion de los dos pri-
meros. La multiplicacién a la derecha de la metriz P'A por P no
cambia las primeras dos columnas de la mdtriz P'A.

G. Supongamos que la matriz A tiene, realizada cierta particidn
en células, la siguiente estructura

% (-‘inifhz) 2.4

~(oTa) )
donde Ay, Ay, son células cuadradas, Si Py, es una matriz regular
cuyo orden es igual al de A,,, entonces la matriz

5 (A“i APy )
’ (URTA P
s congruente de la matriz A. En este caso € = P'AP, donde

AR
P= T 5
(inn)

La comprobacién directa de todas Jas afirmaciones enunciedas
al discribir los pasos auxiliares no representa alguna dificultad singu-
lar ¥ por esto proponemos que el locter mismo se convenza de su
veracidad lo que puede hacerse en calidad de ejercicios.
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El método, en total, se realize del modo siguiente. En el primer
paso principal la matriz 4 se reduce a la forma (92, 4} donde 1},,
es una matriz regular de orden uno o dosz Si la matriz 4., k =1,
Liene la forma (92 4), entonces, al roalizarse o] segundo paso prmcn-
patl, la matriz en la esquina inferior derecha se reduce también a la
forma {f2.4) y se lleva a cabo la transformacién congruente gencral
de conformidad con el paso G. Lo matriz 4,4, puede, nuevamente,
representarse en la forma (92.4), pero la célula en Ia esquina izquier-
da superior para A, o no silo sera regular, sino tendra el erden mayor
on comparacion con el de la matriz A, El proceso so repile hasta
que, realizado alpio paso, en la representacion (92.4) de la matriz
A, aparezca una cflula nula en la esquina inferior derecha o bien
el orden de ln célula en la esquing superior izquierda se haga igual
& n En este caso, la matriz de la transformacion resultante serd
igual al producte de izquierda a derecha de las matrices do transfor-
maciones de todes los pasos.

La forma de lo matriz A, depende de si 02 0 no la matriz 4 anti-
simétrica. De esto mismo depende también de qué modo los pasos
auxiligres forman parte de les pasos principales del método.

Cualquiera que sea el paso principal, su finalidad consiste en
abtener una porcion seguida de ceros en o matriz o transformar. Si
la matriz inicial.no es antisimétrica, los ceros se obtienen siempre
con ayuda del paso auxiliar A, mientras que los pasos B — € silo se
necesitan para preparar A. En cambio. si la matriz inicial es antisi-
métrica, los ceros s obtienen con ayuda del paso F, mientras que D
os ¢l paso anxiliar, Describamos también el paso prineipal del método
on términos de la transformacién de la matriz 4 y empecemos con
la matriz ne antisimétrica A

En el primer paso prineipal, la matriz que se transforma no es
aulisimélrica. Si el elemento gy <= 0 y todos log elementos extradia-
gonales de la primera columna son nulos, entonces nada varia y con-
suderamos terminado el paso principal. A titulo de matriz de la
transformacion P tomamos, en este caso, la matriz unidad, En el
caso genoral realizamos el primero de los pasos auxiliares A — C,
que puede ser llevado a cabo. Si tal paso resulta ser B o C, después
de éste se cumple obligatoriamente el paso A o hien ambos pasos
B, A. A titulo de matriz de la tronsformacion P tomamos ol producto
de izquierda a derecha de todas las matrices de transformaciones de
los pasos suxiliares realmente realizades, Después de cumplir el
primer paso principal, en la matriz transformada A, todos los ele-
mentos extradiagonales de la primera columna serin nulos, e deeir,
la matriz A, serd de estructura celular del tipo (92.4).

La diferencia de todos los pasos restantes con respecto al primero
estd relacionada con el hecho de que ls matriz a transformar puede
resultar antisimétriea, 3i ésta no es antisimétrica, el paso principal
siguiente no difiere en nada del paso primero. En cambio, si la
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matriz que se transforma es isimétrica, ent Iquiera que
sea su transformacién congruente, queda antisimétrica y, sirviéndose
silo de esta matriz, no 2o pucde obtener un elemento no nulo en la
esquing superior izquierda. La salida de esta situacién esti basada
en la necesidad de transformear la.célula diagonal inferior ampliada.

Hasta que se encuentre una malriz antisimétrica, la célula en la
esquina superior izquiorda de la representacion (92.4) para las matri-
ces A, sera triangular derecha con el di les no nulos.
Si Jos elementos en las posiciones (1, 2) y (2, 1) de la matriz antisi-
métrica en la esquina inferior derechn son distintos de cero, entonces
para la matriz 4y, la siguiente en la i ién, sustituyamos
la rep & .4), disminuyendo en uno el orden de la célula
en la esquina superior izquierda. Ahora la matriz de tercer orden
en la esquina superior izquierda de la nueva célula disgonal inferior
tendré la forma (92.3) y e puede realizar el paso auxiliar E. Des-
gé& de esto podemos realizar tres veces consecutivas el paso A,

sctivamente, segiin lo ohservado, la ejecucién del paso A no cam-
hia los menores principales de la matriz. Por consiguiente, en el
caso dado, realizado el paso A, la nueva matriz en la esquina inferior
derecha tendrd diferentes de cero los dos primeros menores princi-
pales. Por ello, podemos, a ciencia cierta, hacer un paso A mis.
Los razonamientos anilogos demuestran que el paso A puede reali-
zarse también por tercera vez. Al retroceder un paso “atris” hemos
obtenido la posibilidad de avanzar tres pasos “adelante”. Cuando sea
necesario, antes de realizar el paso E, se lleva'a cabo el paso D.

De suerte, si la matriz A no es antisimétrica, el método que aca-
bamos de exponer permite construir una matriz regular P tal que la
matriz PAP, congruente de A, tendri la estructura siguiente:

MIiN
Prap— (T'E-—) . (92.5)

Aqui M es una matriz triangular derecha con los elementos diagona-
les no nulos, el orden de la matriz M es ignal al rango de la matriz 4.

Si A es una matriz antisimétrica, todoes los pasos principales
del métado, incluido el primero, se realizan siguiendo un mismo
esquema. Supongamos que ya s¢ ha obtenido la matriz A, del tipo
(92.4), con la particularidad de que en la esquina superior izquierda
se dispone wna matriz dingonal celular regular de células antisi-
metricas de segundo orden Dado que, al realizar una transformacidn
congruente, una matriz antisimétrica se transforma en otra antisi-
métrica, entonces la célula A,, en (92.4) sera nula. Primern se logra
que en las posiciones (1, 2) ¥ (2, 1} de la matriz antisimétrica la
esquina inferior derecha sea ocupada por elementos no nulos. Es
posible que para esto resulle necesario realizar el paso auxiliar D.
Luego realizamos el paso F, lo que adjunta a la diagonsl uns célula
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mis que es antisimétrica regular de {0 orden. A conti
pasames al signiente paso principal. En este caso también el pmcasn
contimia hasta que, realizade cierto paso, en la representaciin
(92.:3;39 la matriz A, aparezea una célula nula en In esquina inferior
, 0 bien el orden de la éélula en la esquina superior izquierda

se haga igual a n.

Asi pues, si la matriz 4 es antisimélrica, el método permite
construir una matriz regular P, para la cual la matriz P'AP serd
de la estructura siguiento:

MO
) (92.6)

b

Aqui M es una matriz diagonal celular con células antisimétricas
regulares de segunde orden. El orden de la matriz M es igual al
rango de la matriz 4.

En la transformacién congruente hermitiana el esquema general
del métode queda inalterable. Sin embarge, ol propio procese resulta
ser mis f4cil, comparado con la transformacidn congruente ordinaria,
si el paso muxilier C se sustituye por el siguiente.

C'. En la matriz A todos los elementos diagonales son nulos,
pero hay tales indices f, I, donde f <Z I, que entre los elementos
ayy, @y existe aunque sea ung diferente de cero. Existe una matriz
regular P tal que para la matriz € = P'AP uno de los elementos
diagonales ¢y, ¢y es distinto de cero. A saber, ¢ = a; + ay,
eqp =i (ay; — apy). La matriz P se diferencia de la matriz unidad
on dos elementos py,; = 1. py; = {. La multiplicacién a la derecha
de la matriz A por P agrega a la j-ésima columna de la matriz A
sn I-ésima columna y a Ia [-ésima columna, su j-Gsima columna multi-
plicada por —t. La multiplicacién a la izquierda de la matriz AP
por P' adjunta a la j-ésima fila de la matriz AP su l-ésima filayala
l-ésima fila, su j-ésima fila multiplicada por .

Ahora no hay necesidad en los pasos D — F del método general,
‘puesto que nunca sobrep el paso C'. Ademis, las formulas
(92.2) quedan intactas.

De oste modo, si A es una matriz no nula, el métedo hace po-
sible construir tal matriz regular P que la matriz P'AF, congruente
de A segin Hermite, serd de la siguiente estructuras

P'AP £
( 00 ) (92.7)
Aqui, M es una matriz trisngular derecha con clomentos diagonales
no nulos. El orden do la matriz M es igual al rango de la matriz 4.

Los tipos de las matrices {92 5) [92 7) se denomman formas
candnicas para las op congruente. Se
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llama candnica también cualgquier base en la que la matriz inicial
tisne la forma indicada. Las propias matrices del tipo (92.5), (82.7)
llevan el nombre de trapezoidales derechas. De modo andlogo se defi-
nen las matrices trapezoidales izquierdas.

Demos a algunas deducci i tes que provienen
de las formas candnicas de matrices, Ya hemos dicho que en una
transformacion congraente se conserva el carficter simétrico y antisi-
métrico de la matriz. Si una de estas propiedades la poseia la matriz
inicial, debe quedarse vilida para la forma canbnica. Por esto, en
adicién a lo dicho pedemos concloir que

Una matriz simdtrica &5 congruente de la malris diagonal.

Una matriz hermitiana es congruente segin Hermite de la mairiz
diagonal real.

Una matriz antihermitiana es congruente segin Hermite de la
matriz diagonal imaginaria pura.

En todos estos casos la reduccitn a una forma candnica se efectia
con una facilidad singular, puesto que no puede surgir la necesidad
de llevar a cabo aunque sea uno solo de los pasos auxiliares D — F.

Sobre las matrices de la forma candnica del tipo (92.5), (92.8)
so puede realizar una transformacién congruents con la matriz
diagonal mis y guir que los el tos no nulos que determinan
la regularidad de la célula M sean iguales a +1 o hien a —1. Esta
forma candnica de ln matriz y la basa qus le corresponde se denomi-
nan normales. Esté claro que la multiplicacion a la derecha (a I
izquierda) por una matriz diagonal conduce a la multiplicacidn de
las columnas {filas) por los elementos dingonales de la matriz de la
transformacién. Describamos te esta formacitn en
términos del cumplimiente del paso auxiliar con lo matriz 4.

H. Una matriz real no antisimétrica A de rango r es de la forma
candnica (92.5). Existe una matriz diagonal real P tal que los ele-
mentos diagonales no nulos ¢y de In matriz C = P'AP son iguales
a sign ay. Ademds

_,{ (aysignay) ™", j<r,
iy 1, i=r

Una matriz real (compleja) antisimétrica 4 de rango r es de la
forma canfnica (92.6). Existe una matriz diagonal real (complsja) P
tal que los el oo nulos di por arriba de la diagonal
de la matriz € = P'AP son iguales a 41, ¥ los elementos no nulos
dispuestos por debajo de la diagonal, iguales a —1, En este caso

{ 1, j es impar,
Ba @iy, 4 1 ee par.
Una matriz compleja no antisimétrica 4 de rango r tiene 12 forma

candnica (92.5), Existe una matriz diagonal compleja P tal que los
elementas diagonales no aulos ey de la matriz € = P'4 P son iguales
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a uno. En este caso
P ={ ;' g,
” T
La transformacion congruente segin [Termite con unn matriz
diagonal se efectiia raras veces, puesto que con su ayuda sdlo pueden
cambiarse los médulos Jde los elementos que determinan la regulari-
dad de la célula M en (92.7), pero no e puede hacer reales los ele
mentos dragonales complejos.

Ejercicios.
1. D ue 91 la reduecién a In forma cané di la mnln:

q
P se electin sepin el miétodo descrite més arribs, entonces det P ow
2 ,ngué significa, desde el punto de vista de la forma candnica, la !mlaldnd

(DG <J=(F ) ey

3. (A qué forma puede reducirse une matnz ne aptisimétrica con ayuda
de una l.nmlomu:ifm congruente, s se excluye el paso auxiliar E?

ué foroa tiens In matriz P de una transformacion, si cada paso prin-
clpal del método mns arr:hn in solo en el paso auxiliar A7
5. Demuéstrese gque toda matri: lar derecha de la

matriz !mngnlnr izquierda. ;Cuil es Iu forma mas snmple 30'%a Faatriz da una
mnslurg:c oo 4
B. Demuéstrese que toda matriz lar do orden impar 2 congruente de
In matriz triangular derecha i m L
7. Sea  upa matriz de una ormu bilineal definida positiva. Demuéstress
que para sus elementos i3 8¢ venfican las correlaciones
>0, (80 + &1 < Spudsp
wnlesquuerl que sean i,
o G una matriz de uni If.u'ma Iul:nu] dthmda negativa. Demuestrose
que pars sus e
<0, (o + R,u!' < dguin
cn-]aaquiaranzius £e0n 1, f.
g matrices de todas las formas blﬂm]&i smMeLTieas
definidas pomh-s negativas) son congroentes entre s mi
10. Demuéstrose que para que C sea upa matriz de la Iema hiliuul da
signo varlnhle o que entre sus haya el
de signog distintos.

§93. Cong y d
matriciales
El método general de la transfor-
macidn congruente de una matriz a la forma canénica no siempre
permite decir de antemano, cuél serd la matriz de la transformacién
de coordenadas al pasar a la base candpica. No obstante, con ciertas
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restricciones adicionales impuestas en la matriz inicial, para dicha
pregunta existe una respuesta bien determinada.

Supongamos que la matriz A tiene distintos de cero todos log
mengres principales, a excepeion, quizds, del menor de orden supe-
rior, es decir, del determinante de la matriz A. Probemos que tal
matriz siempre puede rep en forma del producte

A = LDU, (93.1)

donde L es una matriz triangular izquierda con elementos diagonales
unidades, D @5 una mar;l:iz d{a‘gonal ¥ U7, una matriz triangular

ha con el es decir,
i dy 1 thyz... by,
PEN (S de 0 L ooty
Ly .'{“,,.,i 0 i \D o

I[gualando entre sf los elomentos de la matriz A ¥ del producto LD/
obtenemos
(I 1}
ay= 2 lyplppityy (93.2)
=l

Ahora, de (93.2) hallamos de manera ucesiva tpdos los elementos
desconocidos de las matricos de la descomposicion (93.1). A saber,

dyy = gy,

“11-‘-‘5‘%‘- fu=‘t:‘f‘l“- =L
i=1
dy=ay— :12;' Lppplip, i1,

=1
L 3! Ypdppup)
EEPUE .
by rm ' (93.3)

i-1
afi— 2\ Lipdpptp

IR L
Ly - 7 PO &% PR b= A

Apliquemos a la correlacién (93.1) la férmula de Binet—Cauchy.
HRecordemos que entre los menores de la matnz trirngular 1zquier-
da L. dispuestos en las primeras r filas, sélo el menor principal es
diferente de cero: es igual a la unidad. Los razonamientos analogos
tienen lugar también para la matriz U, al cambiar entre si, por su-
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puesto, las filas y las columnas. Por elle

AIZ.,.r L1 2‘,,r]
(i 2...!‘): (;«‘ e ko)

Leshychy . chpsn

ok _DU(l 2.,,1-)_ .
>‘W(i ... r)" 12... )" G0dn-ecdin

De aqui concluimos que

dy =y, dy = . (93.4)

Por hipétesis, los menores principales de la matriz A son distintos
de cero. Por consiguiente, serin distiutos de cero todos los elementos
diagonales dy, en (93.4), salve, quizds, el iltimo elemento.

T) con Ir in las d iciones {#3.1) para las
matrices simétricas y hermitianas. Si esta vex también lg matriz A
tiene sus menores principales distintos de cero, a excepcitn. qui-
zds, del iiltimo, entonces la matriz simétrica sismpre puede ser re-
presentada en forma del products

A = 8'DS§, (93.5)
y la matriz hermitiana, en forma del producto
A=8'DS, (93.8)

Aqui § es voa matriz triangular derecha cuyos elementos diagonales
son iguales a uno, D es una matriz disgonal, s decir,

1 85...5, dyy (1]
85— 1.“""‘ Py d“.
0 1 0 a,
En concordancia completa con (93.3) lendremos ahora
dyy=ay, "ﬂ"":'ﬂ'n 1>1,

i1
du*‘“u“’}}l ppspin 11, (93.7)
i-1
s 2.[‘?9’?!‘9:
#yy -T+ v 1=,
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para la descomposicién (93.5) y

dyy = ayy, 3u"'%"'—. 1=>1.
i
=1
dy=ay— 2 dpplsp I3 i1,
=]

i=1 ~
ayy— Y dppipisps
py e >,

para la descomposicién (93.6). En este caso las férmulas (93.4) si-
guen siendo vélidas.

Las descomposiciones (93.1), (93.5), (93.6) son de amplio uso en
la resolucitn de los més diversos problemas del dlgebra lineal, En lo
que se refiere a las Lransformaciones congruentes de una matris,
los datos de la descomposicién conducen a las siguientes correla-
ciones:

(L) ALV =DUL-Y,  (LV)' AL = DUL,
51 A5 =D, SVATA=D.

Las matrices DUL™Y y PUL™Y zon triangulares derechas, las D
son di les, con la particularidad de que en sus diagonales prin-
cipales solaments ol dltime slemento puede ser nulo. De suerts que
oten vez hemos obtenido los tipos ya conocidos de las matrices en
una transformacién congruente. Sin embargo, ahora se puede afirmar
que las matrices de la transformacién de coordenadas, al pasar a Ia
Tase: casbng 1 1

sern tri has, puesto que lo on las
matrices LY, §-1 Las d posici examinadas proporci
las matrices L', § do las transk i de denadas, al pasar

de la base canénica a la inicial, las cuales asimismo serdn triangula-
res derechas.

En ¢l caso de una matriz simétrica el proceso descrito de descom-
posicién estd b te relacionudo con el asi llamado algoritme
de Jacobi de la transformacién de una forma cuadratica en la forme
candnica. La diferencia silo consiste en que el algoritmo de Jacobi
tiene determinada la matriz 8-, en Jugay de la matriz §. Ha de se-
fialarse que la matriz § se halla de un modo mis simple que 5%

Las transformaciones congruentes con una matriz triangular de-
recha son las més sencillas, no obstante lo suficientemente generales
todavia para que puedan ser aplicadas a una clase amplia de matri-
cos. Por esta razdn causa un interés determinado la descripcion de
aquella clase de matrices que pueden reducirse a la forma candnica
con ayuda de una transformacién con la matriz triangular derecha.
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LEMA 831 81 wna matriz far A estd repr ln en la
Jorma celular
Bi
s ( -.—G) : (93.8)
\R|T

donde B es una matriz cuadrada regular de orden r, entonces el rango de
la matriz A es tgual a r, si, y sélo s,

T = RB-'Q. (93.9)
neEmosTRACIoN  Multipliquemos la matriz A a la izquierda por una

malriz celular regolar
( E | U)
V= —1,
—RBE

donde las células correspondientes tienen las mismas dimensiones
que en (93.8). Entonces

(=)
Va={————|.

07— RE1Q

Las matricos 4 y VA son de un mismo rango el cual serd ignal a r
cuando, v sblo cuando, T — RB-'Q = 0.

Ahora podemos describir la clase buscada de matrices Fesulta
estrechamente relacionada con las matrices del tipo (93.8), (93.9).

TEOREMA 931 Para que una matriz no anlisimétrica pueda ser
reducida a la forma candnica mediante la transformacién congruente
con ung matriz triangular derecha, es necesario y suficients gue el
numero de los primeros menores principales no nules de la matriz A
sea igual a su rango,

DEMOSTRACION, NECESIDAD Supongamos que una matriz ne anti-
simétrica A se reduce, con ayuda de la matriz triangular derecha P,
4 la forma candnica (92.5), Es evidente que el nimero de los prime-
ros menores principales no nulos en la matriz 4 no ‘puede ser superior
al orden de la célula M. Aplicando la formula do Binet—Cauchy y
teniendo presente que en las primeras columnas de la matriz P el
menor no nulo estd ansente, salvo el principal, obtenemos

P 1 2,..8{P 1 2...;)3 1 2,8
P R L PRt | P 2.4
para todo # no superior al orden de la matriz M. Como los menores
fm‘n:ipalsa de la matriz M y P son distintos de cero, el nimero de
08 primeros menores principales no nulos de la matriz 4 es ignal
& 3u rango.

SUFICIENCIA  Supongamos que el nimero de los primeros menores

principales no nulos de la matriz 4 y el rango de ésta son igualesa r.
Representemos la matriz 4 en la forma celular (93.8), donde el or-
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den de la célula B es igual a r. Puesto que todos los menorss princi-
pales de la matriz B son distintos de cero, entonces, de acuerdo con
lo dicho mds arriba, se la puede representar en la forma B = LDU,
andlogamente a (93.1). Construyamos una matriz celular

P=(L;'t|—a;'3')‘

La comprobacitn directa que
DUL™ | LY (— BB VR +Q
P'AP=( )

0| 0

La matriz DUL-Y es triangular derecha regular, la matriz P es
triangular derecha regular v, por lo lanto, la matriz 4 se reducea la
forma canbnica de un modo adecuado,

Para la transformaciin congruente de una matriz antisimétrica
y la transformacién congruents hermitiana de una matriz arbitraria
las afi i pondientes se d te y
aqui nos limitamos s6lo a enunciarlas.

TEOREMA 032, Para que ung matriz antisiméirica A de rango r
pueda ger reducide a la forme candnica medianie lo transformacitn
congruente con una maitriz irlangular derecha, es necesario y suficiente
que &l ndmero de los primeros menores principales no nulos del orden
par de la matriz A sea igual a r/2.

TEOREMA 13, Para que una matriz A pueda ser reducida a la
forma candnica mediante la transformacidn congruente hermitiana con
ung matriz triangular derecha, es necesario y suficiente que el nimero
de log primeros menores principales no nulos de la matriz A sea igual
al rango de ésta.

Las transformaciones de una matriz, tanto congruentes como con-
gruentes seglin Hermite, no 2on, en el caso general, transformacio-
nes de semejanza. No obstante, si pora cierta clase de matrices P
sa verifica uno de los grupos de las correlaciones

PP'=P'P=E, PP* = P*P = E, (93.10)

ran andl

entonces, en oste caso la transformacién de congruencia se convierte
en la de semajanza y para realizer las investigaciones sa pueden utili-
zar los resultados obtenidos anteriormente refersntes a la semejanza
de matrices. Como ya sabemos, las matrices ortogonales reales satis-
facen al primer grupo de las correlaciones en 593.10]. las matrices
unitarias complejas, al do grupo de i Por esa, al
recordar los resultados de los §§ 76—81, referentes a las semejanzas
unitarin ¥ ortogonal, concluimes que son licitas las afirmaciones
siguientes,
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Toda matriz real, siméirica o antistméirica, s¢ reduce @ la forma
tnladr;im mediante la fransformacién congruente con una matriz erio-
gonal.

Toda malriz compleja se reduce a ln forma cantnica por medio de la
transformacidn congruente hermitiana con una malriz unitarie.

Estas afirmaciones son, en lo principal, de interés tedrico, dado
que en I.l'l practica resulta muy dificil hallar matrices unitarias y

Tiog de la t formaciin, sobre tode cvando n = 5.
Ejercicios.
D ] que s las descomposi (3.1}, (83,5, (93.0) existen,

son

5.
2. Demuéstrese que si todos Jos menores {a excepeiin, quizéy, del menor
e orden superior) de la matnz 4, dispuestos en la esquina inferior devechn,
son distinlos de cero, emlonces exis . ademds, 26lo una descomposicion
A= LDU, donds [ es uns matriz triangular derechs, U, unn matriz triangular
da oon el di les igumles n uno, D, unn matriz diagonal.

3. D quet | 108 d,; de la matriz I que figura en ol
eercicio 2. son valides las correlaciones

I S o PR n)
Littl.. .n
g =t dyy= (I-H.H— _n}, f<n
1, t4+2,. o
4. ¢En qué factores triangul pueds d I e una matnz, s son
distintos de cero sus menores disp en la esquina izq) inferior (derecha
superior?

5. Supongamos que pars loa elementos o)) de la matriz A se verificas las
correlaciones
app =0, k<j—d)—t<l (9341
para ciertos nimeros < k. Tal matriz se llama matnz de cinte. Demuéstrese
qua =i para ues mateiz de cinta A tiens luger In descomposicifm (§3.1), entonces
Ly=0, p—t<i, by =0, j=t>k
6. Uns matriz A se Mlama tridiegonal, i el las el (93.11)
cupndo k= 1, { = —1. ¢Qué forma tignen las férmulas (93.3), {P3.7) para
1o matriz tridiagonal?
. Una matriz A 2o llama casi rigngular derecha (fsquierda), si satisince las
condiciones (83.11) para k= n, I = —1 (k =1, | = —n}. Qué forma tienon
los Sormulss (93.3) para las matricss casi trinngulares?
4. (Qué cantidad de i i i 1 lpura difaren-
tipos-de matrices cuando o obtiensn Jas descomposiciones dal tipo (93.1)7
laomnn deben splicarse las descomposiciones (92.1), {93.5), (33.6) para
la resolucith da los sistemas de ecunciones algebraicns lineales?

§ 94. Formas bilineales simétricas

Al examinar las formas biline-
ales v cuadrticas prestibamos mis de una ver especial atencidn
tanto a las formas bilineales simétricas como a las bilineales que

dran formas jriticas reales. Sélo dos tipos de las formas
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bilineales satisfacen simultineamente ambas condicienes: la forma
bilineal simétrica real y la forma bilineal simétrica hermitiana. Las
matrices de estas formas son en cualgquier base simétrica roal o ber-
mitiana, respectivamente. Ambos tipos de las matrices se reducen,
por medio de una transformacién congruente, a la forma normal
real diagonal.

Segiin hemos visto, una misma matriz puede reducirse a la forma
canénica mediante diferentes transformaciones congruentes. Por
es0, en el ¢aso general, la forma candnica no es uni delini-
da. Surge natoralmente una cuestién {qué tenen en comin las dife-
rentes formas candnicas a las cuales se reduce una misma anrlz? -‘:ve
sabe que ol rango de una matriz no d de de la i
razbn por la cual, cualquiera que sen ol procedimionto de reduceion
a la forma candnics, el nimero de las iltimas filas nulas serd ol mis-
mo. Para las matrices simétrica real y hermitiana podemns decir
mycho més. La forma candénice de estas matrices puede ser descrita
por el niimero de sus términos positivos y negativos. Tiene lugar el
siguiente teorema importanis

TEOREMA i (ley de inercia de las formas euadrdlicas). Il nimero
de los términos positives y el de les términos negativos en la forma cand-
nica de una matriz simétrica real, en la trunsformacidn congruente ordi-
narta, y de una matriz hermitiana, en la lransformactdn congruente
hermitiana, no dependen de cdmo se realiza lo reduccidn.

DEMOSTRAGION  Supongamos que una matriz A satisface las candi-
ciones del teorema, Consideremos la forma coadritica £ con la ma-
triz A de rango r de las variables z,, x., . . ., 2, ¥ Supongamos que
dicha matriz 2e ha reducide 4 la forma normal mediante dos proce-
dimisntos

Fegituit. . uf—pia—phae—... —pi=~
=Rt dE o b —tha = =25 (1)
Puesto que el paso de las varisbles zy, 2, . . ., 7, a las variables
#1r Yar « + o Yo 5@ ha realizado mediante una transformacion lineal

regular, las segundas variables se expresarin linealmente en térmi-
nos de las primeras, con la particolaridad de que el determinante de
la matriz de la transformacion inversa serd diferente de cero. Asi
pues,

i = by ooobyp
vi= 3 bura dct( R .);&0. (94.2)
ol Ungose ban
Analogamente
fad By 444 gy
= Z e del( ------ ]qt: i {44.3)
frest Cat s+ Can
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Supongamos k <2 [ y escribamos un sistema de ecusciones

== === =5 =00 (944

Si los primeros miembros de estes igualdades se sustituyen por sus
expresiones de (94, l. (94.3), se obtiene un sistema de n— /4 k
i lineales T con n incognites #,, Ty, .. . Zp.
El niimero de ecuaciones en este sistema es menor que el ntimero do
incbgnitas, a consecuencia do lo cual la solucidn del sistema.es real
no nula @y, ey .0 o0 Tne
Sustituyamos ahora, en la igualdad (94.1), todas las variables
por sus expresiones de (94.2), (84.3) y & continuacion en lugar de
las variables z,, #y, ..., %, escribamos los niimeros e, a,, ...
v v .y By Si, realizada tal sustitucion, designamos, para brevedad,
con g (=) ¥ 2y (=) Jos valores de las variables y,, zy, entonces, te-
\lijor:idn en enenta (94 4), la correlacidn (94.1) se convierte en la igua-
A

) — . = (= (@) e o ().
Da agqui se desprande
Hlae)= ... =zla)=0 {84.5)
Por otra parte, por la propia eleccion de los ndmeros oy, @, . . .
ey Oy tenemos
splE= ... =g =... =z =0 (946
De este modo, el sistema de n i lingales homogé
3 =0, t=1, 2 i a0
con n incognitas 1, s, . . ., T, Uene, en virtud de (94.5), (94.0).
una solucitn no nula @y, @y . . .0 @, 8 docir, el determinante de
esta sistema debs ser igual a cero. Esto contradice a (84.3). A una
liceién andloga llog al sup 1 << k. Por consiguien-

te, I="F y el teoroma queda demostrade”

Toda forma cuadrética real ordinaris (hermitiana) en un espacio
lineal real (complejo) tiene en cualquier base ung tinica matriz simé-
trica real (hermitione coraploja). Estas malrices satisfacen las condi-
ciones del teorsma 94.1. Cualquisra %ue seu 1n base el nlmero do
términos positivos y negativos de la forma canbnica de una matriz
&5 un invariente para la forma cuadrética y se denomina, respectiva-
mente, su indice de Inercia positive y negativo. La diferencia eatre
¢l indice positive y el negativo se denomina signatura de la forma
cuadratica. Ahora se pueden enunciar algunos corolarios dtiles del
teorema 94.1.



§ f4. FORMAS BILINEALES SIMETRICAS 341

goROLARIO. [na forma cuadrdtica es definida positiva (negaﬁm}
cuande, y sdlo cuando, el indice positivo (negativo) de inercia es igua
2 n.

coRoLARIO. [Tna forma cuadrdtica es de signo constante cuando, y s6-
lo cuande, uno de los indices de inercia es igual o cero.

La ley de inercin permite dar cierta clasificacidn de las formas
cundriticas reales. Llamemos dos formas cundrilicas equivalentes
afines, si para cade una de ellas se puede elegir tal hase que las ma-
trices de dichas formas cuadriticas se hagan iguales. En este caso
diramos también que con ayuda de una transformacidn regular una
forma cuadritica se convierta en la otra. Es ficil comprobar que la
equivalencia efin de las formas cuadriticas es una relacidn de equi-
valencia ¥ dos formas iriticas son equival cuando, ¥ sélo
cuando, sus matrices en una misma base son congruentes. Por eso,
de la ley de inercia proviene que todas las formas cuadriticas reales
&n @l espacio lineal K, pueden dividirse en clases disjuntas en cada
una de las cuales entran formas cuadriticas equivalentes afines y sdlo
ellas. La clase se caracteriza por el rango y la signatura. La citada
divisitn en clases se denomina clasificacidn afin de las formas cuadri-
ticas reales.

Para cualquier rango prefijado r de las formas cuadriticas en una
clasificacién dada siempre existen dos clases sexiremass, las de sig-
naturas +r y —r. La primera clase consta de todas las formas cua-
driticas no negativas de rango r. A la segunda clase pertenecen todas
las formas cuadraticas no positivas de rango r. Ambas clases juntas
contienen todas las formas cuadréticas de rango r de signo constante
y solo dstas.

La eapacidad de una forma cuadritica de congervar su signo cous-
tante se cstablece, ge I to, por gu reducciin a la forma cani-
nica, sirviéndose de uno de los métodos deseritos. Sin embargo, en
algunos casos son de gran interés loa criterios inmediatos de la capa-
cidad de conservar los signos constantes. Al tomar en consideracién
la gran importancia que tienen precisemente tales formas cuadriti-
cas, realizaremos para @stas unas invegligaciones adicionales, limi-
tindonos, principalmente, a la consideracién de las formas cuadré-
ticas en un espacio real. Esta vez también consideraremos que la
matriz de una forma cuadrdtica es siméirica real. Pars el caso de
un espacio complejo los resultados serin los mismoes, mientres que
las d i aa dif iarin en pequefios detalles.

TEOREMa 942 (Criterio de Sylvester). Para que una forma cuadrd-
tica sea definida positiva, es necésario y sufiziente que todos lbs menores
principales de la matriz de esta forma sean positivas,

DEMOSTRACION, NECESIDAD. Supongamos que una forma cuadrati-
ca con la matriz A es definida positiva. En este caso existe una trans-
formacién reguler con la matriz P que reduce la forma a unas suma
de cuadrados. Conforme a (91.9), esto significa que E = P'AP
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o bien A = (P-')' -, Haciendo uso de la formula Binev—Cauchy
abtenemos

Ay s 3 ex

ST <kymn
1 2..,:)P‘(k, k:...k,)
x(k, By ook, t 2...8)"

L T AT
e Ay ] il 4
-2 (=03R)
Tahhys  han
Como la matriz P es rogular, en las primeras s columnas hay al menos
un vector distinto de cero, Por consiguiente, para tode s el segundo
miembro de la igualdad obtenida es positivo.

surciENcia. Supongamos ahora que todos los menores principa-
Tes de 1a matriz 4 de cierta forma cuadritics son positives. Con ayuda
de una transformacién, determinada por las formulas (93.7), reduz-
camos esta forma al tipo canénico. De acuerdo con [a hipétesis del
teorema y las férmulas (93.4), todos los coeficientes del tipo cand-
nieo sern positivos, es decir, la forma cuadrdtica es definida posi-
tiva.

conouaRlo. Para que una forma cuadrdtica sea definida negativa,
es necesario y suficiente que todos los menores principales de orden impar
sean negativos y todoes los menores de orden par, positivos.

La demostracifn se deduce del criterio de Sylvester y del hecho
de que si A es una matriz de la forma cuadrética definida negativa,
entonces —A serd una matriz de la forma cuadritica definida posi-
tiva.

TEOREMA 043 (eriterio de Jacobi). Para que una forma cuadritica
sen definida positiva, es necesario y suficiente que todos los coeficientes
del palinomio caracleristico de la matriz de la forma sean distintos de
cero y tengan signos allernades,

DEMOSTRACION. NECESIDAD. Segiin se ha ohservado, por medio de
una transformacién de las variables con una matriz ortogonal, una
forma cundrdtica dada puede ser reducida al tipo candnice cuyos
cooficientes serdn los valores propios A, A4, . .., Ay de la matelz
de la forma. De acuerdo con las condiciones del teorema, los valores
propios dehen ser positives. El polinomio caracteristico f(A) es
igual a
f = =) h=2)eee (Amhy) =2" + Guad™* + ...

ven Pl F oy
siendo Lodos los coelicientss Suyos no nulos con signos alternades, lo

que se desprende directamente de las formulos de Vidte para los
coaficientes a;.
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pong qua los coefici del polinomio carac-
teristico son distintos de cero y tienen signos alternados. Las raices
do este polinomio, como valores propios de la matriz simétrica, gerdn
reales y nos resta por sefialar que son positives. Supondremes que
estn afirmacién estd demostrada para todos los polinomios de grado
n— 1. Ya que todos los coeficientes j° (A) son distintos de cero y
lienen signos alternados, entonces, por hipdtesis, /' (1) tiene n — 1-
rafces positivas. Del curso del andlisis matemdlico se conoce
que si un polinomio sélo tiene raices reales, dstas se dividen por las
raices de la derivada. Por eso f (A) Lione por lo menos n - 1 raices po-
gitivas. La altima raiz serd lambién positiva debido a que es posi-
tivo el producto de todas las raices.

Los criterios para las formas cuadréticas no negativas y no posi-
tivas son mucho mds complejos v esto se debe, en lo principal, a
que en estos casos las matrices sun degeneradas. Uno de los métodes
que se usa para investigar ¢l cardcter constante de los signos de una
forma cuadritica estd vinculado con la reduccion de su matriz a la
forma simétrica (93.8), (95.9) como también con ol estudio de esta
altima forma. En virtud de que las matrices de signos constantes estin
pstrechamente enlazadas ontre si, nos limitaremos a la considera-
cion de las matrices no negativas.

Llamemos a la malriz i matriz de conmutaciones, si cadn una de
sus filas y cada columna contienen sélo un elemento no nulo y todos
los alementos no nulos son iguales a la unidad. Evidentemente, al
multiplicar una matriz arbitraria 4 a la derecha por la matriz de
conmutaciones &, en Ja matriz 4 se cambian entre si sus columnas
v al multiplicar a ta izquierda, se cambian entre si las filas.

LEMA 960, Para ung matriz regular arbitraria A eriste tal matriz
de commutaciones H que en la matriz AH todos los menores principales
son distintos de eero.

pEMOSTRACION. A es una matriz regular. Por consiguientc, su
Frimera fila contiene por lo menos un elemento no nulo. Al colocar
a columna correspondiente en lugar de la primera, haremos no nulo
el menor principal de primer orden. Supongamos que mediante la
: tacién de las col hemos logrado que lodos los menores
principales de orden hasta & no son iguales a cero. Ahora, si al per-
mular las altimas # — k columnas no so puede conseguir que al
menwr principal de orden (k 4 1) sea no nulo, esto significa que en
Ias primeras & + 1 filas de la matriz A no existe un menor no nulo de
ordon & + 1, es decir, la matriz 4 debe ser degenerada. La conira-
diceion con la hipdtesis del lema significa que el altimo estd de-
mostrado.

qroreMa st Para gue una forma cuadrdtica de rango rcon la
mairiz A sea no negativa, es necesario y suficiente que exista una matriz
de conmutaciones H tal, para la cual en la matric H'AH los primeros
r menares principales gean postlivos.
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DEMOSTRAGION. NECESIDAD, Supongamos gque la forma cuadritica
de rango r con ln matriz 4 es no negativa. En este caso existe una
malriz ragular P tal que 4 = (P~ £ P, donde £, es una matriz
diagonal cuyos r primeros elementos son iguales a uno y los demds,
a cero. Do acverdo con el lema 94.1, existe una matriz de conmuta-
ciones M, para la cual todos los menores principales de la matriz
P=Mf son distintes de cero.

Haciendo wso de la formula de Binet—Cauchy, encontramos
para 1 <5 <r

T 12. ‘s)
2 (1 2...8/7

- AR ]
1] .
- 3 (P14 (k P ] b4
Ihchae A pEn

* (&, P1H) (;:‘ kz‘k)_
3 {cP-*:m["’;ms]}>

L= -0 LW
. (1 B s)r 5
S{eemn(y 5]t >0

SUFIRTENGIA Supongamos que para la forma cuadritica de rango r
con la matriz A existe una matriz de conmutaciones f tal que en
lo matriz H'AH los primeros r menores principales son positives. La
matm: Al pusde redumrsn, de acuerdo con el teorema 93.1, al

§ Ia ion con una matriz l.nangu]ar
De confurm\dad con (93, 4}. los cosficientes no nulos del tipo candni-
co de la matriz H'AH v, por tanto, de la matriz A serdn positivos,
es decir, In forma cuadrdtica es no neggtiva.

En cuanto a las formas cuadriticas de signo no constante, con-
viene decir que para ellus no existen analegos completos de los leo-
remas 34.1, 94.4. S6lo tiene lugar el

TEOREMA 0b. ST una forma cuedritica tiene una matriz simétrica
A del tipo (93.8), (93.9), sus indices de inercia coinciden con log de
inerela para la forma cuadritica struncaday que s¢ determing mediante
la matriz B de (83.8).

actox Do do con el b 93.1, la matriz A puede
ser reducida a la forma candmica mediante la transformacién con
una matriz triangular derecha, con la particularidad de que para
los coeficientes no nulos del lipo candnico se verifican las correla-
ciones {93.4). Pero la matriz B de la forma cuadritics struncadas sa-
tisface también las condiciones del teorema 93.1 y para los coefi-
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cientes de su tipo candnico se verifican ssimismo las correlaciones
(83.4). Por eso, los indices de inercia de las formas cuadriticas, de-
terminadas por las matrices 4 y B, coinciden.

El singular interés respecto s las formas cuadréticas de signo
constante se debe al gran campo de sus aplicaciones. Una de Jas
aplicaciones més importantes es la introduccién de una métrica en
un espacio lineal. Toda forma bilineal, polar respecto a cierta forma
cuadritica definida positiva, puede id como P v
escalar y, por lo tanto, con su ayuda podemos convertir un es acio
lineal en un espacio euclideo o unitario. El cumplimiento de los
axiomas para estos espacios es obvio. Una signifieacién no menos im-
portante para introducir uns métrica, especial en los sub
cios, tienen también las formas no negativas. Como ejemplo de la
utilizacién del carécter constante de los signos demostremos que es
vélido el

TEGREMA 040, Para que wna forme bilineal hermitiana regular sea
reducible a la forma diagonal, es suficiente que su parie simétrice
(o antisimétrica) sea estri de signo 1

pesosTRACIoN. Consideraremos el caso en que la parte simétrica
es definida positiva. Sea A una matrig de la forma bilineal, enton-

ces -;: (A 4+ A*) serd la matriz de la parte simétrica. Puesto que la

parte simétrica es definida positiva, la marr[z% 4+ A*) es con-
gruente de la matriz wnidad segiin Hermite. Por consiguiente, existe
una matriz regular § tal que
78 (A+ 4 = E. (94.7)
Mostremos que la matriz 5' A5 ps normal. De (94.7) tenemos
58 =2(A4 A"
Por ello
(87 A5) (8" AS)* — (5" AS)* (5" A5) = §" (AFS' A* — A58 4) =
=38 (A(A A% AT — A (AL AN 1 A) T =
=28 (A% (A A% AT = (AL (A A% A 5w
= 28" (A A — (AL AT = 0.
Siendo normal, la matriz §'AS se reduce a la forma diagonal media-
nte la transformacion congruepte segin Hermite con una matriz
unitaria.
De este modo, la matriz A de la forma bilinesl hermitiana es con-

gruente segin Hermite de la matriz disgonal, lo que se trataba de
demostrar. Todos los casos restantes se examisan de modo andlogo.
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Ejercicios.

Denméurese que & Bi | Imlnn Joa menoves principales do wna matciz simétrica
o cero, entonces el nimero de mw
valom Eropioa positivos ¥ mgllivus eoincide mspuuvamenm con el
inoa pasitivos 'y negativos de la sucesion (93.4).
2. ‘Dnuméamese quo 51 una matriz es defimda positiva, todo monor dllm!l

o2
p;“Demue_llm que una matriz simétrica de rango r siempre tieng un measr
diagonal, aunque saa (nico, de rango r, distinte de cere.

4. Demuéstrese quo el elemento miximo do una matriz definida positiva
se encuentrn en o diagonal principal.

5. Demuéstrese que la matniz A es definida positiva, si pars Lodo ¢

HUTR S' [

B. Demudstress que para toda matriz sumitnes A de raoge r exisle una
matnz de conmutaciones & tal que catre los pnimeros r menores prinelphles
e In matriz Ji'A T oo hay des adyacontes que sean nules, con In particularidad

que el menor de rémmo orden s distinto de cero.

7. Demuéstrese que la matriz A°A K del ejercicie € pusds ser representads
en la formn H°AK = $'DS, domde 5 es una matrz trinngular derechs con
elementos disgonales Jsulla @ uny, D es una matriz diagonal celular cuyes
eélulag son de primero y segundy drdenes.

8. Demud, que toda matriz no negativa de Tango r punde ser repre-
sentada come In suma de ¢ joatrices oo negativas de ra

9. Senm A, B los matricka dohnldas positivas con elemum: agy, by
Demuéstrese quo la matriz € con los elementos ey == @b,y ea también -hliﬂtfn
posativa

§ 95, Hipersuperficies de segundo
grado

Con el estudio de las formas
cuadraticas reales estd estrechamente relacionada la investigacidn
de otros abjelos, a saber, hiparsuperficies de segundo grado, Desean-
do subrayar el cm‘icmr genmémw de muchas propiedades de las

ficies, en 1 a los vect casi sismpre
pnnm del especio R,.
Se d perficie | de do grado en el espacio R,

un conjunto de puntos cuyas coordonadas z,, £y, .+ . .y %y satmhctn
la ecuacidn
& & 5
;% ages—2 X bagte=0, (95.4)
{ml el =

«donde ay, by, ¢ son unos nimeros reales.

Simplifiquemos la anotacién. Al igual que en el caso de las for-
mae cuadriticas, supondremos que la matriz 4 con los coeficientes
.ay es simétrica. Designemos con b un vector con las coordenadas
by, byy o o oy by Introduzeamos en el mpacin R, un producto escalar
ACOmMo Suma da prod de las dos dos a dos.
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Ahora, la hip perficio f de segundo gradoe en el espacio R, pueds
considerarse como un conjunto de los puntos z del espacio suclideo
R, que satisfacen la ecuacidn

(Azy ) —2(b, ) +c=0 (95.2)
o bien, por ser la matriz 4 simétrica, la scuacién
{z, AZ) — 2({b, z} + e =10.

La investigacién de las hipersuperficies de segundo grado la
empezaremos con el estudio de la disposicién conjunta de estes su-
perficies y de lineas rectas. Tomemos una recta arbitraria en el
espacio R,. Supongamos que esta recta pasa por el punto z, y tiene

un vector director . Los puntos r de dicha recta se definen
mediante la igualdad

T=zx,+ It (95.3)
para cualesquiera nimeros reales . Al sustituir la expresion dada
para x en (95.2), obtendremnos
(AL ) — 20((h, B — (AL 20y +

+ (Azg, 3) — 2 (b, zo) + € = 0. (95.4)

De este modo, los puntos de interseccién de la recta (95.3) con
a hip perficie (95.2) se d pordas raices de la ecuacién
cuadratica (95.4).

Diremos que la recta (35.3) con ol vector director | ss de direc-
cidn no asintética (asintftica) respecto de la hipersuperficie (95.2), si
(4L, B30 ((AL, ) =0).

Consideraremos una recta cualquiera que tisne la direccidn no
asintética [ y atraviesa la hipersuperficie. Los puntos de interseccion
determinan en cada una de estas rectas un segmento al cual llama-
remos, por analogia con la geometria el tal, cuerda. Desig
con L el eonjunto de puntos medios de todas las cuerdas. Si los extre-
mos de una cuerda son contraides a un punto, éste se considerard
también como punto medio de la cuerda. Probemos que L pertenece
a cierta hipersuperficie.

Los extremos de cualgquier cuerda se determinan por los valores
del parimetro ¢ eoincidentes con las raices de la ecuacidn (95.4). Por
ello ¢l punto medio de la cuerda se determina por el valor de ¢ ignal
a la semisuma de las raices. De confirmidad con las férmulas de
Viéte esto nos da

oomelth (95.5)

<z, 85 el punto medio de la coerds, entonces

(b, D=—(Al, 74}
to= s+ IR
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Ahora tenemos

(AL, ) = (Al g4 LBl )

o (B Ty —{Ab, x)
={dl, z) TmT&f’n—c{Ai’ H=(bd 1.

Asi pues, los puntos medios de todas las cuerdas satisfacen la ecua-
cifn

(Al z) = (b, D {95.6)

Comn el segundo miembro de la ecuacién no depende de z,, enton-
ces, de acuerdo con la formula (46.8), esta ecuacién determina un
hIparlp]nuo cuyo veclor normal es igual a AL

El hiperplana (95.5) se llama hiperplano diametral conjugado de
Ia direccién [ respeeto a la hipersuperficie (95.2).

La forma explicita de la ecuaciin del hiperplano dinmetral per-
mite establecer toda una serie de propiedades importantes que posesn
las hipersuperficies de segundo grado. Sea A wna matriz regular.
Entonces, paru cual iera vectores linealmente independi
L, &y, . . .y I, serdn tawbién linealmente independientes los yectores
Al Al .. Al Supondremos luege que todas las direcciones
b, by o .., L, son no asintolicas. Esto tendrd lugar a ciencia cierta
on of caso, por sjemplo, euando la forma coadritica (Az, z) es defi-
nida positiva. Por consiguiente, se peede construir un sistema de n
hiperplanos diametrales conjugados de las direcciones boby ooy bye
Los hiperplanos tendrén un vinico punto comin £*. Ahora, de la fér-
mula (95.6) se desprenden las igualdades

(Az* — b, L) =10

para ¢ =1, 2, ..., n En virtud de la independencia lineal de los
vectores Iy, esto significa que Az* — b = 0, es decir, ol punto z*
no es]olm cosa que la solucitn del sistema de ecuaciones algebraicas
lineales

Az =b. (95.7)
Le solucitn del sistemn con una matriz regular es finica, razén por la
cual el punto ido z* no depende, en realidad, de como s
escogen los vectores L, Iy, , .., I
Unos céleulos si.mpllea mugstran que para todo punto z* es valida
la correlacién
Az, ) —2(b, a) +e=(Ad(x — 2%, 2 —2*) 4+
+2(Az* — bz —2*) 4 (Az*, 2% - 2(b, %)+ (95.8)

8, en camhbio, * s la solucién del sistoma {95.7), entonces respecto
de tal punto la hipersuperficie (95.2) posee la propiedad importants
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de simetria. A saber, cualquiera que sea z, el primer miembro de
(95.2) toma vilores iguales on los puntos

z=z f(z—z", T =2c(z—2%). (05.9)

De aqui se deduce, en particular, que ambos puntos, z, z', se
ubican o no se ubican en la hipersuperficie (95.2) simultAinsamente.
La igualdad

.\"'—:-%-(:-4-;'}

gurmite llamar al punto z* centro de simetria de la hipotsulparﬁcis.
i en la hip perficie (94.2) se disp. sungue sea un solo punto
de Ry, el centro de simetria se denomina real. En el caso contrario
se llama tmaginario.

Sea, ahora, * un centro de simetria, es decir, para todo z el
primer miembro de (95.2) toma valores iguales en los puntos z, z'.
Por consiguiente,

(Az, 2y —2(b, 2) 4 c = (A, ') —2(b, 2V 4+ c.

Die acuerdo con (95.8), (95.9), esto es posibla sélo en el caso en que
para cualquier =

[Az* — b,z —z*) == (1.

Mas, la 4ltima identidad es vélida cuando, y sdlo cuando, Az* —
— b =0, es decir, cuando el punto z* seala solucidn del siste~
mia (95.7). Cabe sefialar que aqui nunca suponiemos la regularidad
de la matriz A, ni tampoco la presencia de otras sus singulari-
dades, salve la gimetria, Por esta pazdn:

Para que el sistema Az =15 tenga solucién, es necesario y sufi-
crente gue la hipersuperficie (95.2) cuente con un centro de simetria,
El conjunto de todas las soluciones colncide con el comjunto de
fodos los centros de simetria.

Do este modo, so pone de manifieste nna relacibn muy pro-
funda entre los sistemas de ecuaciones algcbraicas lincales y las
hipersuperficies de segundo grado. Esta relacién se utiliza amp-
liamente al construir los més diversos algoritmes de cilculo. En
particular, en la construccién del sistema de hipersuperficies dia-
metralos se basa un gran grupo de métodos que forma parte del
grupo de los 1l | dtodos de direccl conjugadas. Estos
métodos se tratardn en el iltimo capitulo de la obra,

En el easo general la investigacion de las hipersuperficies de se-
gundo grado puede fundarse en la reduccion de ellas a la forma cané-
nica, casi por analogia completa con las formas cuadréticas. Pero en
este caso, ademis do las fi i regulares lineales de las
variables, se exigirin las op i de despl iento.
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G d una t cualguiera de las variables
= = Py que reduce la forma cuadrética {4z, z) a la forma normal.

En términos de las variables gy, g5, . . ., ¥a la ecuscién de la hiper-
superficie tendrd por @xpresion
yf'l'--- +§:—Ni+|—---_33"‘

=2y~ 2y =2 ggrig— o — 2y A o= 0.

Realicemos ahora el desplazamiento de las variables de acuerdo con
las formulas

¥o+dy, k+isigy,
' r4i1=i=n,

En términos de estas variables la ecuacién toma la forma

{yl“d;- I{abgk.
ap=

Hr bR == =2 23— ... — 25, p=0.
Supongamos que uno de los nimeros d, 4y, . ., d,. por ejemplo d,,
es distinte de coro. Hagamos

r 2 i<p,
V= :
=1 desiZrss+ ... +dozy, i=n,

¥ & continuacién realicemos un despl

10 i<in
ioe]

u;-—-,:; Bl

Ahora, la ecuacién de la hipersuperficie adquiere la forma:
sulkuix. . tul—Du, w0, 1<r<a—1. (05.10)

8i entre los niimeros d, 5, . . ., du, p no hay ninguno que sea
igual a cero, I in de la hi ficie toma la forma si-
guiente:

+uizuiz . xul=0, 1<r<a (95.11)

Y, por fin, si los nimeros d, 4. . . .. d, son nulos, mientras que
p =0, entonces, al poner u, = z,/| p |¥* para todo i, obtendremos
una forma mds para la itn de la hip perficie. A saber,

tuldult... zuwl+1=0, 1<r=n (95.142)

En virlud de la ley de inercia de las formas cuadréticas, las su-
perficies definidas por diversas cevaciones del tipo (95.10)—(95.12)
no pueden convertirse la una en la otra con ayuda de la transfor-
macién lineal de las variables y un desplazamiento. En este caso
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deben considerarse diferentes las i que no puaeden ser trans-
formadas la una en la otra multiplicindoles por (—1) ¥ biando la

de las coordenadas. Tgual que en el caso de las formas
cuadraticas, esta vez obtuvimos tamhién una particion de todas las
hipersuperficies de segundo gradoe en clases disjuntas.

Al reducir las hipersuperficies de segando grado a la forma cand-
nica so utilizan con frecuencia sélo lag operaciones de traslado y
transformaciones lineales do las variables con matrices ortogonales.
Esto s debe, principalmente, a que ambos tipos de las trapsforma-
ciones indicadss no bion las distancins entre los puntos. En
este caso las formas candnicas serfin un tanto diferentes, aungue en
total se obtienen del mismo modo que las anteriores. Por ejemplo, en
el caso del espacio Ry, la hipersuperficie de segundo grado puede ser
reducida 36lo a uno de los signientes tipos:

Lo+ g +ao=0,
IL pap® + bex = 0, (95.13)

1L dy2* 4 a, = 0,

v en el caso del espacio My, a uno de los siguientes tipos:
Loz + 2 + At +ap =0,
1 42 + dpy® + oz = 0,
I Agat + Ag® +ay =0, {95.14)
W, At + b =0,
V.o gz 4+ a, =0,

En todas las ecuaciones (95.13), (95.14) los coeficientes de las
variables escritas son distintos de cero. El términe independienta
puede ser igual a cers, De do con la terminologi plada, las
hipersuperficies en el espacio R, se llamardn lineas de segundo orden
y en el espacio Ry, superficles de segundo grado. Tomando on conside-
racidn los intereses de los diferentes apartados de las matematicas,
estudi mis detallad te las lineas y las superficies de se-
gundo grado segin sus formas canonicas (95.13). (85.14),

Ejercicios.

1. Sea A una matriz definida positiva. Demufstress que en la snlu'cnin el
sistemn Az = b la expresién (Az, z) — 2 (b, z) aleanza su valor minimo.

2, Sea A nna matriz definida positiva. Demuésirese que en la recta (95.3)
la expresidn (Az, x} — 2 (b, 2) alcanza su valor minimo para el valor de
tomada de (855

3. Demudstress que para que una "‘

id lquiern sen Do Bsioli
fic que la forma cuadritica

para la hip .2}, B8
{Az, z) sea definida positive o negativa,
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&, pQué propiedad de simetris poses un ki lano diametral conjugado
de la direceién I, #i [ es un vector ;mpln de llP:lr!PIﬂ'i A, cwmpqndlu}:lg: al

valor prople no nule? .
fatresy que el sistema A = b 5o tiene solucitn cuando, y sdlo

5. Demu ']
cuando, el hiperplano (85.2) #e reduce a lo forma candnica (95.10),
§ 96. Lineas de segundo orden

Estudiaremos las lineas de se-
(9 Supong que la

gundo orden mediante las
ecuacién de una linea tiene por expresiin

Mz + Ay + ap = 0. (96.1)

1.4, El nimero a, no es nulo; los nidmeros by, kg, son de signos

iguales, contrarios al signo de a,. Bscribamos (96.1) en la forma si-
guienta

IS
(V-2 (V-2
¥y designemos o -
ey —ft. b=}/ - (96.2)

Segiin la condicién, los nimeros a y b son reales, por lo cual la ecus-
cion (36.1) es equivalente a la ecuacién

=, 0 "
=t (96.3)
Una linea, descrita por esta ecuacion, se denomina elipse (fig, 96.1)
¥ la propia i6n sa llama bn cand. de la elipse. Domos

a conocer algunas propiedades de la elipse. Una elipse es una linea
acotada. Como se deduce de Ia ecuacidn
(96.3), para todos los puntos de la elipse
se tiene: | z| =< a, | y| =" b. La elipse
coenta con dos ejes de simetria: ol
eje Oz y ol eje Oy, como también un

T centro de simetria que es el origen de
coordenadas. Esto se deduce del hecho
que a la par con un punto de coorde-
nadas (z, y), a la elipse pertenecen los
puntos que tienen las coordenadas

Fig. 06.1. Sx. —g) (=2, g}y (—7, —p). Los ejes
o simetria se llaman efes principales
de la elipse; el centro de simetrfa es a lo vez centro de la elipse.

Si a = b, entonces Oz lleva el nombre de eje mayor de la elipse y

Oy, eje menor de la elipse. Los puntos de interseccibn de los sjes

principales de la elipse con la propia elipse se llaman wériices de
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{a elipse. Cuando & = b, la ali})u se convierte en una circunfe-
rencia de radio @ ¥ centro en el origen de coordenadas. Suponga-
mos, para concretar, que & = b y designemos

= af — bt (96.4)

Los puntos F,, Fy con las coordenadas (—e, 0), (+¢, 0) se denominan
foces de la elipse.
TEOREMA 084, Lo suma de las distancias desde cualguier puntode la
elipse hasta sus focos es una magnitud constante, igual o 2a.
peMosTRACION. Para todo punte M (z, y) de la elipse tenemos

Para este mismo punto caleulamos

oM, F) = (=P )t = (F—2zet a2 — ) =
(1)) " = (B ) =

n([ —% z+¢)B]m = —% r--a.

La dltima jgualdad es vilida, puesto que —é z 4+ a >0 porque

|z|<ay ca<<{ Luogo,

(M, F) = ((z+eP+0) 1= (2 e ot 4 12— 2
= (= [1—-4’:) + 20 at) = H‘:l‘l+zu +a!}”‘ =

' ([ o)) mgete

e _

En definitiva tenemos
(M, F)+p(M, P)=—LztatZzte=2a

1.2. El nimero ag no es nulo; los nimeros by, Ay, a, son de signos
iguales. Designemos

=}/ 2, é:-]/%. (96.5)
entonces la ecuacitn (96.1) es equivalente a la ecuacién
kS P (96.6)

Esth claro que no hay ningfin punto del F‘lann que satisfaga (96.6).
La ecuacin (96.6) suele tratarse como la ecuacidn de una elipse
imaginaria.
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1.3. El nidmere ay es nulo; los nibmeras &y, hy son de signos iguales.
Designemos
1 Y
z= l/m' b=V 1

en esle caso la ecuacion (96.1) es equivalente a la siguisnte:

Eid ¥
2+ =0, (96.7)

Esté claro que solamente el origen de coordenadas satisface la ecua-
cién (96.7). La ecuacion (96.7) suele tratarse como la ecuacién de
una elipse degenerada. ;

L4, El numero ay no es iguel a cero: los nimeros Ay, by son de
signos contrarios. Por introduecion de los nuevos coeficientes andlogos
a (96.2), (96.5), la ecuacién (96.1) se reduce, salvo la redesignacidn
de las varinbles, n una ecuncién equivalente

et (96.8)

Una linea, descrita por esta ecuacion, se llama hipérbala (fig. 96.2)
¥ la propia idm, ié iea de la hipérbol Agiferan—
cin de la elipse, la hipérbola es una
linea no acotads. Igual que en ol
caso de una elipse, los ejes de simetria
de la hipérbolason los ejes de coordena-
das y el centro de simetria es el origen
de coordenadas. Los ejes de simetria
so denominan efes principales de la
hipérbola; el centro de simetria, centro
de ta hipérbola. Uno de los ejes prin-
cipales (0x) se interseca con la hipér-
bola en dos puntos llamados vértices do
ia hipérbola, Este eje se llama ejo real
de la hipérbola. El otro eje (Oy) no tiene puntos comunes con la
hipérbola y se llama, por eso, eje imaginaric de la hipérhola.
Designemos

Fig. 9.2,

&= a® 4 b5

Los puntes F,, F,, cuyas coordenadas son {—¢, 0), {+¢, 0) se deno-
minan focos de la hipérbola.

TEOREMA 882 La magnitud absolute de lo diferencia entre las
distancias desde cualquier punto de la hipérbola hasta sus focos es
constapte & igual a %:

pemostrAcioN, Para todo punto M (z, y) de la hipérbola se tiene

Bt

P=—0+—0.
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Para 6l mismo punto calculamos
P UM, Fy) = (g — e+ )7 = (£ = Zoc 43— b4

b:.:‘ }IN-

=[:1 ('I +§]—2xr+uz}m=(-‘:-‘i-—-hc+ n'}m=

~((2e=e)) =[5 2e].
Luego
p M, Foy=((z+ P+l =
=(24 2ot G a—t) (2t (1 4 F ) 2 a2 "
= (84 (£ )} | oea].
gara todos los puntos de la hipérbola tenemos |z | =a y da>1.
'or esto

< z—a para todo 20,

pLM, F)=¢ °
' { —=z+a para todo r<0,

§z+u para todo x>0,
piM, Fy)=

—T‘x—-a para todo r<=0.
En defenitiva,
| o (M, Fy) —p (M, Fy) | = 2a.
Consideraremos la parte de la hipérbola dispuesta en el primer

cuadrante. Para esta parte £ == a, y = (. La ecuacitn (96.8) en el
primer cuadrante es equivalento a la siguiento

y:%V:’—ﬂ“
si, naturalmente, s considera que b =0, a = 0. Es fiicil conven-

cerse de que esta funeifn puede ser representada en la forma si-
guiente:

b ba
L e (86.9)
A la par con la funcién (96.9) examinemos la ecuncién de una recta
Vetz {96.10)

Designaremos mediante M (z, y) y M' (z, y’) los puntos de la hipér-
bola (86.9) y de la recta (96.10) que tienen una misma abscisa z.

2a%
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Al crecer ilimitadaments =z, la diferencia

¥ ba
¥y P
va do de manera b dando positiva, y tiends
hacia cero. Por consiguiente, los punwn M y M’ van acercindose,
pero ol punto M de la hipérbola queda siempre por debajo del punte
M’ en la recta (96,10
Una propiedad andlogs tiene lugar también para las otras partes
de la hipérbola, Una de las rectas

y:.%;, y:—%: (96.11)

desempeiia el papel de la recta (96.10). Estas rectas so llaman asinto-
tas de la hipérbola.

Observemos que hemos tratadd (96.8) como la ecuacién de la
hipérbola. Sin emhbargo, del curso escolar se conoce otra ecuacifn
que también se denomina eeuactdn de la hipérbola.

Teniendo presenta (96.11), realicemos siguiente cambio do
coordenadas

P=2-4,  y=E4i
De (96.8) tenemos
2 F [
(F-4) (F+5) =t

+Por lo tanto, en ¢! nuevo sistema de coordenadas (no rectangular,
on el caso general) la ecuacitén de la hipérbola tiens la forma

2y =1 (96.12)
0 bien

' 1

y=a.
Esta ed : la i ida del curso escolar. La
unmhin (96.12) 5o denomina ecuacitn de la hipfrhola respecto de
sus asintotas.

1.5. El ndmero a, es igual a cero; los mimeros Ay ﬁ son de signos

contrarios. Al efectuar el cambio habitual de los ntes, obten-
dremos la ecuacidn

t]
2 %o (96.13)

equivalents a la ecuacién (88.4). De esta scuscién oblenemos

() (2 +4)-0
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o bien

y=2z g=-—i=z (96.14)

De esta modo, la ecuacién (‘38 13) es la ecuacion de una linea que
se descompone en dos rectas (96.14) que se cortan.

Consideraremos shora la segunda ecuscién de (95.13). Esta tiene
la forma

Ay 4 bz = (. (96.15)
116, Ambos ndmeros Ay, by son di de cero. Desi
Zp= — L0,
Ahora, la ecuacitn (96.15) resulta equivalente & la siguiente:
¥ = 2pz. (96.16)

Ln linea descrita por esta ecugcidn o denomina pardbola
{!151. 96.3) ¥ 1a propia ecuacion eva el nombre de ecuacién candnica
de la pardbola. Sin restringir la generalidad, se
puede considerar que fa)- (), puesto que para
g-{ 0 se obtiens una linen simétrica respecto

el eje Oy. Andlogamente a la hipérbola, la
parfbola e una linea no acotada, Tiene
solamente un eje de simetria, el eje Oz,
¥y no tiene centro de simetrfa. El punto de
interseccién del oje de la parébola con ln
misma parfbola se llama vértice de la parabola.

El punte F cuyas coordenadas son %. 0 Fig, 96.3.

so denomina foco de la perdbola, La recta L definide por la
ecuaci

1= (96.47)

g0 llama dmtﬂ}‘:e la punbola.

entre de una pardbola
y la direciriz ez igual a la distancia entre dkfw _nu.rxtu y el foco de la
pardbola.

acioN. Para cualguier punto M (z, y) de la paribola
tenemos

plL M =xtd,
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¥y luego
080 =((o= ) )= (34 2] "
= {..:‘—p.t{—‘i—’ + Zp:) W {;’--l— p:+f“.)m=
(= 4)) "= 4
puesto que z =0 y p =0,

Consideraremos, por fin, la tercera ecuacitn de (95.13). Fs dela
forme més sencilla:

Mgt +ap = 0. (96.18)
IL7. El mimero a, no es igual a cero; el signo del ndmero A, et
contrario al de ay. Dosignemos

P p—

i’
entonces la ecuacitn de la linea (96.18) serd equivalente a la ecuacion
) P —at=0 (96.19)
o bien
z=a, = —a (96.20)

Por consiguionte, la ecuacién de la linea (96.19) es la ecuacién de
una linea que so descompone en dos rectss paralelas (96.20).

I8, El nimero a, no es igual a cero; el signo del numero A,
colncide con el de a, Designemos

3_ G
@ T. .
entonces la ecuacién (96.18) serd equivalente a la ecuacién
2+ e =0 {96.21)
Esté claro que no existe ningin punto del plano cuyas coordena-
das satisfagan esta ecuacion. De (96.21) suele decitse como de una
ecuacion que define dos rectas imaginarias.

T1L9. El nimero a, es igual a cero. En este caso (96.18) es equiva-
lente a la ecuacién

2=0, (96.22)

Por analogia con la ecuacién (96.19), suele decirse que la ecuacidn
(96.22) dofine dos rectas coineidentes, cada una de las cuales se deter-
mina mediante la ecuacién

z=0.



§ 9. LINEAS DE SEGUNDO ORDEN 359

Ha de sefialarse que para todos los puntos de una elipse o una
hipérhola tienen lugar las signientes igualdades:

p(M, F)==|z—2|, (96.23)

o, Fy=<latL)].
Las rectas @, (i = 1, 2), definidas por las ecusciones
=20, 4L, (96.24)

8o llaman directrices de la elipse y de la hipérbola, Atribuiremos a la
directriz ¥ al foco idénti si se disy en un mismo
semiplano definido por el eje Oy. Ahora podemos mostrar que:

La razén entre las distancias p (M, F{) y p (M, @) &5 una magni-
tud constante pare todos los puntos M de la elipse, hipérbola y pard-
bola.

Para la paribola esta afirmacién se deduce del teorema 96.3.
Para la elipse y la hipérbola, de las ecuaciones {96.23), (96.24). La
razon

T pLM. F)
P, o)
se denomina ezcentricidad. Se tiene

para la elipse:
pedale-E] ey

a?
para la hipérbola:

sudafrp s By,

para la pardbola:
& =1,

Ejercicios.

1. aaQué ropresenta en gi up hiperplano diametral conjugado de una diree-
cién dnda parn las lineas de o

2, Eseribanse las ecuasciones de una linea tangente pera una elipse, una
hipérhola ¥y upa paribola.

3. Demuéstrese que un rayo de luz, que sale de un foco de la elipse y s0
refleju de ln tangents, pasa por el segundo "

Demuéstrese quo un rayo de luz que sale del foco de una lpuéboln ¥ =

reileja de la tangente, pasn paralelamenie al oje de la paribola.

3. Demuéstrese que un rayo de Juz que sals de un foco de la hipérbola y so
reflepn de la tangento, aparsce esliente del segunde foco.
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§ 97.  Superficies de segundo grade

Pasemos ahora al estudio de las
suparficies de segundo grado, dadas en forma de las ecuaciones
(95.14). Consid primero la i

Mzt 4 Ay + A + gy = 0. (7.4)

114, El nimero ag es distinto d¢ cero; los signos de todos los nui-
meros hy, by, by son idénticos y contrarios al signo de a,. El cambio ha-
bitual de los coeficientes nos da

&

A (97.2)

La superficin descrita por estn ecuacidn se llama elipsoide
{lig. 97.4) y la propia idn (97.2), id dnica del elip-
soide. De la ecuacidn (97.2) se deducs
= que los planos de coordenadns son pla-
nos de simetria y ol origen de coordena-
das, el centro de simetria. Los niime-
ros a, b, ¢ se denominan semiefes del
elipsoide. Unelipsoide es una superficle
limitada, encerrada dentro de un para-
lelepipede. |z j=<a, |y|=¥b,
|2 |= e La linea de intarseccion del
elipsoide con cualquier plano repre-
Fig. 07.1. senta una slipsa. En efecto, tal Ig-m
de interseccitn es una linea de segundo
grado. Por sor el elipsoide una superficie limitada, esta linea también
seré limitada, pero la finica linea limitada de segundo orden es
una alipse.
L2, El nimero a, és distinto de cero; los signos de todos los nuii-
meros hy, hg, Ay, g son idénticos. La sustitucidn habitusl de los coefi-
clentes da

A=t (97.3)

No hay ningtn punto del espacio cuyas coordenadas satisfagan esta
ecuacién. De (9{3) suele decirse como de una ecuacién de un elip-
soide imaginario.

1.3, El nidmere a, es igual a cero; los signos de fodos los niEmeros
Ay Ay Ay son idénticos. Tonemos

?‘:.4. .&"‘l+ ;;nu. (97.4)

Esta ecuacitn se satisface sélo por el origen de coordenadas, Suele
decirse que (97.4) es la ecuacién de una elipse degenerada.
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1.4. El nifmero a, noes igual a cero; los signos de by, &y coinclden g
son contrarios @ los de Ay, 8, La mtiLuc(in habitual de los coofi-
clentes nos da

3 iy
:xr.‘.%r__%,:i_ (97.5)
La superficie descrita por esta itn so llama hiperboloide de

una hofa (fig. 97.2) y la misma ecuacién, ecuacién candnica del hi-
perboloide de una hoja. De la ecuacion (97.5)
se deduce que los planos de coordenadss son los
de gimetria y el origen de coordenadas es el
centro de simetrfa. Examinemos las lineas L,
de interseccién del hiperboloide de upa hoja
con los planos = = h. La ecuncién de la pro-
yeceién de tal linea sobre el plano Ozy se ob-
tiene de la ecuacién (97.5), si ponemos enésta
£ = h. Ea ficil ver que esta linea es una elipse
21 ¥

= h
donde

a*=al 1+ h¥e?,

b =bY T i,

con la particularidad de que sus dimensiones Fig. 97.2.
crecen ilimitadamente cuando b — 4 oo, Las
secciones que e obtienen al cortar el hiperboloide de wna hoja por
los planos Oyz y Oxz rep en si las hipérhol

De este modo, el hiperboloide de una hoja representa en i una
superficie compuesta por una hoja ¥ Semejante & un tubo. Dicha
superficie se extiende ilimitad en las direcei positiva y
negativa del eje Oz

L.5. El nimere aq no es igual a cero; los signoe de 3y, Ay, a, coin-
elden y son contrarios al de 1y, Por analogfa con (97.5), tenemos

P £y ']
F+wa_lF'_"' (97.6)

La superficie descrita por esta ecuacién se denomina hiperboloide
de dos hojas (fig. 97.3) y la propia ecuacién, ecuscidn candnica del
hiperboloide de dos hojas. fos planos de coordenadas son planos de
simetria y el origen de coordenadas es el centro de simetria, Las lineas
de interseccién L, del hiperboloide do dos hojas con los planos s = b
representan elipses cuyas proyecciones sobre el plano Oxy tienen por
expresidn

%

yl
i =1,
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donde
a*=al — 14 R¥c?, b =bY =1+ R,
De aqui se infiere que el plano secante z = h empicza a cortar el

hiparboloide de dos hojas sélo cuande [k | = ¢ En la capa entre
los planos 2 = —¢ y 2 = -}-¢ no hay puntos de la superficie en con-

sideracin. En virtud de la simetria respecto del plano Ozy, la su-
perficie consta de dos hojas dispuestas fuera de la capa citada. Las
secciones obtenidas como resultado del corte del hifwholoida por los
planos Oyz ¥ Ozz representan en si unas hipérbolas.

1.6. El nimero a, es igual a cero; los signos de Ay, Ay coinciden
y son contrarios al de by Tenemos

i;_*.%:_:_:aﬂ. (97.7)

La superficie definida por esta ecuacion se llama cono elfptico
{fig. 97.4) ¥ la propia ecuacidn, ecuacién candnica del cono eliptico.
Los planos de coordenadas sirven de planos de simetria y ol origen de
coordenadas es el centro de simetria. Las lineas de interseccion Ly
del cono eliptico con los planos z = h representan on si elipses. Si el

unto M (g, ¥e, %o) 8 dispone en la superficie del cono, entonces
a8 coordenadas del punto M (fzg, tye, fz), para todo nimero ¢,
satisfacen la ecuacidn (97.7). Por consiguiente, toda la recta que pasa
por el punto M, y el origen de coordenadas se halla integramente on
la superficie dada.

Pasemos ahora a iderar la segund ion de (95.14). Te-
nemos

Mgt A Aoy 4 gz = 0
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11.7. Los mimeros by, A, son de un mismo signo, Sin limitar la
generalidad, podemos considerar que b, tiene signo opuesto, ya que
al eoincidir los signos de b, ¥ Ay, Ay obtenemos una superficle dis-
pussta simétricamente respecto del plano Ozy. El cambio habitual
de los cooficientes nos da

L]
imir e ©1.8)
La superficie descritn por esta idn se llama paraboloide elfp-

tico (fig. 97.5) v la propia ccuacién, ecuacidn candnica del parabo-
loide eliptico. Para esta superficie Ozs y Oys son los planos de si-
metrfa, el centro de simetria no existe. El paraboloide eliptico se

Fig. 97.5. Fig. 87.6.

dispone en ol semiespacio z 2= 0. Las lineas de interseccién Ly del
paraboloide eliptico con los planos z = h, h = 0, representan en si
unes elipses cuyas proyecciones sobre el plano Ozy se definen por la
ecuacion

AL
v =t

donde a* = al'k, b* = b}/ k. De aqui se deduce que al crecer k,
las elipses aumentan ilimitadamente, es decir, el paraboloide elipti-
co representa en si una taza infinita.

Las secciones que se obticnen al cortar el paraboloide eliptico
por los planes y = k y = = &, representan en si unas paribolas. Por
gjemplo, el plano = = k interseca la superficie a lo largo de la pa-
rihola
i s
1—y= e
dispucsta en el plano r = h.

118, Los niimeros hy, h, son de signos diferentes. La superficie tipo
para este caso se determina por la ecupcion
Fa el

=T
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La superficie descrita por esta ecuacién se llama paraboloide
hiperbélico (fig. 97.8) y la propia ecuscidn, ecuacidén candnica del
paraboloide hiperbélico. Los planos Ozz y Oyz son los plancs de
simetria, el centro de simetriz no existe. Las lineas de interseccitn
del paraboloide hiperbdlico con los planos 2 = h representan en si,
para k>0, las hipérbolas

P g
P
donde a* = a}'k, b* = bV'K, v, para h < 0, las hipérbolas

z* [
—gtpr=t

=1,

donde a* = a}/ —h, b* = b} —h. El plano z = 0 corta el parabo-
loide hiperbélico a lo largo de dos rectas

y-=:b%3:.

Todas las superficies definidas por las ecuaciones 11—V de
(85.44) no dependen de 2. Por ello, las proyecciones do las lineas de
i én de dichas superficies con los planos s = A sobre el plane
Ozy tampoco dependen de h. Las superficies de tal género se llaman
eilindros, afiadiéndose la definicién eliptico, hiperbdlico, etc., segin
sea la forma de la proyeccién de la superficie sobre el plano Ozy.

TEOREMA 074, Por todo punto del hiperboloide de una hoja y del
paraboloide hiperbslico pasan dos rectas diferentes, dispuesias Entegra-
mente en las superficies indicadas.

actoN. Exami un hiperholoide de una hoja definido
por 0 ecuacidn candnica
T
':"'_+F_.:_—‘_=1‘ (87.10)

Con cualesguiera o, P distintos de cero a la vez, un par de planos
a(F+2)b(1=F).  B(E-3)=s(1+4) @0

determina cierta recta T'. Es facil comprobar que lo recta dada I' 86

dispone integramente en la superficie (97.10). Més adn, por tode

pun'rI.‘o de esta superficie pasa una rects pertencciente a la familia
2

En efocto, consideraromos (97.11) como un sistema de dos ecua-
ciones
a(3+2)-p(1-4) -0

b
a(1+§)—B(F-F)=0

)=
}=
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D dea, f. El d inante del si o5 igual a cero cuando,

s6lo cuando, el punte M (z, y, ) se dispons o el hiperboloide
97.10). Ademdés, el rango de la matriz del sistema es igual a uno
a clencia clerta. Por consiguiente, @ y P se determinan, salve la
roparcionalidad. Pero, esto significa precisamente la unicidad de
?a recta I' que pasa por todo punto del hiperboloide.

Del modo andlogo nos convencemos de que por todo punto del
hiperboloide pasa una {inica resta I'*, definida por los planes

£ 3 - z L o il
v(FHi)=r(14g), A(E3-2)=v(-4)-
Las rectas I' y T'* son distintas. Los mismos razonamiontos muestran
que un hiperboloide hiperbélico
P gt
=TT
esté cubierto por dos familias diferentes de rectas IT y I1* las cuales
vienen definidas por los planos

wp(3+f).  p=a(3-)

wer(E-f). A-v(3+4).

Ejercieios.

1. 3Qué rep en sf un biperplano di i do de uoa direc-
<idn d:ﬁ.‘, r{lu las suparficies de segundo grado?

i & dEse Mn:& las ecuaciones de un plano tangente pare diferentes super-
icles do ndo

rado,
3. Invaest gumueei!smpmpindldﬂ dpticas de las superficies de segundo grado.




CAPITULO 12 EXPACIOS BILINEALES
METRICOS

§ 98. Matriz y determinante de Gram

Supengamos que en un espacio
lineal K, definido sobre el campo numérico P se ha introducido
cierta forma bilineal ¢ (z, ¥). El espacio K, se llama bilineal métrico,
si a cada par de vectores_z, y de K, se le ha puesto en corresponden-
cia un namero (z, y) de P denominado producto escalar, con la par-
ticularidad de que

(= ¥) = g (2, 0)-

Si una forma bilineal en el espacio complejo K, es hermitiana, &,
so llama espacio bilineal métrico hermittano. En estos casos diremos
t.s.mhiién que én el espacio lineal se ba introducido una métrica bi-
lineal.

Puede observarse cierla analogia entre los espacios bilineales
métricos y los espacios euclideos y unitarios, considerados ante-
riormente. No obstante, indiquemos ahora mismo algunas diferen-
cias sustanciales. Al comparar las defipiciones del producto escalar
en los espacios euclideo y unitario con la definicién de la forma bili-
neal, oo es dificil advertir que en los espacios bilineales métricos el
mencionado producto escalar puede no ser, en el caso general, simé-
trico y definido positivo.

El estudio de los espaci lideos y uni se redocia a la
investigacién de las propiedades adiclonales tanto de los propios
espacios como de los operadores que actian en los espacios y surgen
con relacién & las formas bilineales las cuales determinan los pro-
ductos escalares. El problema de estudio de los espacios bilineales
métricos es el mismo. La idad de i dueir una definicid
debilitada del preducto escalar es debida al hecho de que no siempre
las funciones bilineales, estudiadas en conj n los vect del
eapacio y los dores, posesn la propiedad de simetria y de defi-
picidn positiva,

Muchas definiciones y hechos serin iguales tanto para los espa-
cios bilineales métricos ordinarios como para los hilineales hermitia-
nos. Por esta rasén, siempre cuando no heya lugar para equivoca-
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ciones, omitiremos en lo sucesivo la palabra shermitianos y realiza-
remas log célculos correspondientes 86lo para los espacios bilineales,

b diendo tici que para los espacios hermitianos los
caleulos se efectfian de manera anélogs.

El procedimiento principal para investigar cualesquiera espacios
lineales iste on la descomposicién de un vector segin ¢l sistema
dado de vectores ¥ en el estudio de dicha descomposicién en funcidn
de diferentes factores. En un espacio linéal general no existe un ins-
trumento, con avuda del cual se podria encontrar la descomposicion,
pero resulta que en el espacio bilineal métrico como tal instrumento
actia el producto escalar.

Tomemos un sistema orbitrario de veclores T, %4, - -+ Ty del
espacio bilineal métrico K, ¥ un vector £ € K,. Veamos qué nos da.
la presencia del producto escalar para investigar la posibilidad
de descomponer el vector T

R L TE M TR . (98.1)
segiin un sistema dado. Al multiplicar escalarmente la igualdad
(95.1), de manera sucesiva a la derecha, por 2y, Z,, . . %, Ty, obten-
diemos, para delerminar los coefici d idos e, @y, ...

eyt de la descomposicidn (38.1), un sistema de ecuaciones alge-
braicas lineales

@y 2y, To) 2 (g, Tih 4 oy (T, T = (2, 1),

g7y, 8)) b g (o) T}t oo A O [Ty Za) = (2, W)y (98.2)

@y (24, Tm) + 3 [Ty Taa) = o oo F o (T T} = (2, Tm)-

La matriz , que es una matriz transpuesta de este sistema, liene la
forma

(zo 24} (2w} oo (T4 o)
O (30 3q) (g ) oo (Fay ) (98.3)

(Zme 21) {2y 22} <o o (E Zm)
y s¢ denomina matriz de Gram del sistema de vectores z;, %y, ...
.y Ty El determinante de esta matriz G (%, T, . .., Tn) llova

el nombre de Gram. De este modo, el problema de investigacion de
las descomposiciones (98.1) estd estrechamente vinculado con el
probl de lueitn de los sist .2).

Si los vectores z,, T3, + . ., I forman una base del espacio, la
matriz de Gram serg. para ellos, matriz de la forma bilineal prin-
cipal (z, y). Las matrices de Gram para diferentes bases son congroen-
tes y, por tanto, tiemen rangos iguales, El rango de las matrices
de Gram es un invariante del espacio bilineal métrico y se llama
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rango da dicho espacio. La dif ia entre la di ion y el rango
del espacio se denomina defecto del espacio. Si el defecto es distinto
de coro, el espacio bilineal métrico se llamard degenerade. La regu-
laridad de la forma bilineal principal implica la regularidad dr:?us
matrices de Gram para todas las hases. En este caso el espacio bili-
neal mételco se denominard regular, Para un espacio regular el sis-
tema (98.2), donde z,, ..., T,, &5 la base, tiene siempre una solu-
cidn tinica, puesto que la matriz del sistema serd regular y e obticne
Ia posibilidad de investigar los coeficientes de la d ici
{98.1) como solucién del sistema (98.2).

Supongamos que para ciertos vectorss z, i de un espacio bilinsal
métrico K, se verifica la igualdad (z, y) = 0. En este caso el vector
y se llama ortogonal a la derecha respecto del vector z, y el vector z,
ortogonal a la izquierds respecto del vector y. En los espacios bili-
neales métricos hemos de distinguir las ortogonalidades a la izquierda
y & la derecha, puesto que en el caso general {z, ¥) = (y, ). Si, en
cambio, {z, y} = (y, ) = 0, los vectores se llamarén simplemente
ortogonales, Teniendo en cuenta la linealidad del producto escalar

p de cada arg to, es fAcil probar que le ort lidad
del vector y a la derech to de los o Ear + 0 or B
origina su or lidad a la derech pecto de su cual combi-
nacion lineal. Lo mismo puede decirse respecto de la ortogonalidad
a la izquierda. De aqui proviene, en particular, que para que un
vector del espacio K, sea ortogonal a todos los vectores del subespa-
cio lineal L, es necesario y suficiente que sea ortogonal a los vecto-
res de una base cualguiera del subespacio L.

1EMa 084 Si la matriz de Gram del sistema de vectores T,, Z,, . . .
v+ .y Tm €5 degenerada, entonces existen fales veclores u, v (que son
combinaciones lineales no triviales de log vectores xy, Ty « . .\ Tl
que u es ortogonal o la derecha y v, a lo isquierda respecto de lodos los
vectores de la cdpeula lineal de los vectores 2, Ty, - . ., Tre
Si la matriz de Gram es degenerada, sus filas

DEMOSTRACION.
son lineal dep tes. Por guiente, existen tales ni-
8108 Y11 Yar « - -1 T, 00 todos iguales a cero, que la combinacién

m T1r Ya
lingal de las filas sord nula, es decir,

Talm 349 (20 2)+ - Y (e ) =0,
W@ 2+ 7 (F B oAV (T 7} =0 (98.4)

Vi (Zey Tm) + 42 (720 Tmd+ 2 oo+ Y (T Tm) =0
Si designamos

L)
v= 3 5
=t
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las correlaciones (99.4) significan que (v, z;) = 0 para todo j. El
vecwr v es una combinacién lineal no trivial de los vectores z;,
4o+ + o1 Ty 8l mismo es ortogonal a la izquierda respecto a
cualqulern de los vectores citados, por lo cual es ortogonal a todo
vac!.or de su cipsula lineal. El vector u se construye anilogamente,
i tiendo de la d dencia lineal de las columnas de

a matrlz de |Gram.
Gono.mmo. 8t la matriz de Gm.m pﬂm un sistema de vectores li-

te independiente es la forma cuadrétice (x, z)
tiene un vector isétropo que perfems ala cépsula lineal del sistema
dado y es ortogonal a la derecha (a la izquierda) respecto de todos log

vectores de esta cdpsula.

Efectivamento, en virtud de que los vectores del sistema son
linealmente ind: los u, o serdn no nulos; ade-
mis, (4, u) = [D, v) = 0.

En varios cases de importancia el determmanla de Gram sirve de
medio muy cémodoe para establecer el hecho de dependencia lineal o
independencia Imeal de un sistema de vectores.

LEMA 983, Para todo sisteme de vectores linealmente indepen-
diente el detsrminante de Gram es {gual a cero.

acioN. Sea un sist 2y, %4, . . .y T linealmente de-
endiente En este caso podemos representar el vecter nulo z en
a de una combinacién li{:eal no m\rial de los vectores z,, z,. . . -

v+ v Zm. Pero, ent @ géneo (98.2) debe tener
una solueién no nula. Por igui el d inante de la matriz
de este sistema, es decir, el determinante de Gram del sistoma
Zy, Ty - - oy Ey ek igual a cero.

TEOREMA #8.1. St une forma cuadrdtica (z, x) no tiene veclores
tsfiropos, el determinante de Gram no es nulo, cuando, y sflo, cuando,
su sistema  de vectores es iimchmue independiente.

DEMOSTRACION, b que el dater da
Gram del sistema de veclores 31 Eyy ooy Ty N0 68 ;g‘m{l a caro. Si
sup qua este si

de acuerdo con el lema 98, 2, al demrmmanu: do Gram debe ser nu-
lo, lo que es impumbla par h:pélasw
que el ai de vect @2 linealmen-
e mdepandlenl& Si ol determinante de Gram es nulo, entonces,
conforme-al corolario dol lema 98.4, debe existir un vector isitropo.
Pesto que esto dltimo es impusihla segin la hipdtesis, el determi-
nante e Gram no es igual a cero.
coroLARIO. Si una forma cuadrdtica (z, z) es estriclamente de signo
constante, entonces el determinante de Gram es igual @ cero cuando,
y sélo cuando, el sistema de vectares es linealmente dependiente.
COROLARIO. ST una forma bilineal (x, z) es siméirica y la forma
cuadrdtica (z, x) es estrich te de signo para cua-
lesquiera dos vectores x, y se verifica !a desigualdad de E‘auc!ay—Bum-
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Kovski
Wz, 9)F < (2 2) (v, ¥ (98.5)

con la partieularided de que la igualdad se aleanza cuando, y sile
cuando, los vectores z, y som linealmente dependientes.

A condiciones de esta afirmacién el determinants de Gram para
los vectores linealmente independientes z, y seré pesitivo, de con-
formidad con el eriterlo de Sylvester o corolario del mismo, e igual
& cero, para los linealmente dependientes, de do con
ol lema 98.2, En ambos casos la desigualdad (98.5) tiene lugar. Si,
en cambio, en (98.5) ze alcanza una igualdad, los vectores z, y se-
rin linealmente dependientes, en concordaneia con el corolario
anterior, puesto que serd nulo su determinante de Gram.

Consid Ig propiedades del determi de Gram
que son sencillas, pern bastante importantes, Estas ;')mpiedudas ne
sblo generan larios, sino permiten [ b t
akribuirles una clara interpretacion geométrica.

proPigoAD 1. El determinante de Gram no varia, al cambiar de
lugar cualesquiera dos vectores en el sistema Ty, Ty « o o0 Tpys

En efecto, =i en el sistema z;, Zy, . . ., Tm cambiamos de lugar
cualesquiera dos vectores 2, ¥ z;, en el determinante de Gram cam-=
biarin de lugar entre si la i-ésima y la j-ésima columnas, como tam-
bién la i-ésima ¥ la j-fsima filas. Ademds, el determinante de Gram
cambiari de signo dos veres y, como resultado, quedard inalterable.

pROPIEDAD 2, El determinante de Gram no veria cuando a un vector

cualquiera del sisiema 2y, Ty, « . -y T 8¢ le adiciona cualquier combi-
nacion lineal de los demis vectores.
Evid te, es safiei idh un taso en que varia el

vector T,, puesto qua todos los casos restantes se reducen, teniendo
presents la propledad 1, a este primer caso. Supongamos que al vec-
tor z, se le agrega ol vector cyry + ... + onEe. Supongamos
ademés, que la forma bilineal (z, y) es ordinaria. Es ficil comprobar,
que ol nuevo determinante de Gram se obtiene del inicial, sumando
& la primera fila la fila segunda multiplicada por oy, etc. hasta 1a
filtima fila multiplicada por &, v a la primera columna la columna
segunda multiplicada por mg, etc., hasta lo Gltima columna multi-
plicada por &, Como resultado de tal procedimient n e sabe,
&l determinante no varia. 5i la forma bilineal {z, y) es hermitiana,
las colomnas se multiplican por @g . . . @;e

PROPIEDAD 3. Si un vector del sistema Ty, 2y, . - ., T &€ multipli-
cargor el numero o, enfonces el determinante de Gram queda multipli-
cade por o, siempre que la forma bilineal (z, y) sea ordinaria, y por
| @ |t st la forma {z, y) sea hermitiana.

Esta vez también resulta suficiente considerar el caso de varia-
¢itm del vector z,. Pero la multiplicacion del vector z, por el nimero
@ conduce a la multiplicacién de la primera fila y la primera colum-
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na del determinante de Gram por el nimero o 36lo en el caso en que
la forma bilineal (z, y) ses ordinaria. En cambio, si la forma (z, y)
es hermitiana, entonces la primera fila del determinante do Gram
queda multiplicada por el nimero a, mientras que la primera co-
lumna, por el nimero a. De agui precisamente proviene la propiedad
enunciada.

PROPIEDAD 4 Si cada uno de los vectores 2y, Tq, . . ., Ty €5 oriogo-
nal a la izquierda (a la derecha) respecto de todos los vectores que le ante-
ceden, entonces para el determinanté de Gram se verifica la igualdad

G(Zyy gy v ues :,,,):-IDI [T AN (98.8)

Efectivaments, la ortogonalidad a la izquierda (a la derecha)
de cada uno de los vectores del sistema =z, z,, . . ., Z,, respecto de
todes los vectores antecedentes lleva a que la matriz de Gram serd
triangular derecha (izquierda). Pero el determinante de una matriz
triangular es igual al producto de los elementos disgonalesi-de donde
so infiere (98.6).

Son de mayor interés las propiedsdes de la matriz v del determi-
nante de Gram en aquellos casos cuando la forma bilineal (z, y)
interviene como simétrica real o simétrica hermitiana y es definida
positiva. Desde lvego, estos cesos significan nada més que el espa-
cio bilineal métrico K, es, de hecho, euclidiano o bien, correspon-
dientements, wnitario.

En un espacio euclideo y unitario la matriz de Grom serd, para
cualguier sistema bdsico, una matriz definida positiva de forma cua-
dritica (x, z). De acuerdo con el criterio de Sylvester, todos. los
wenores principales de la matriz de Gram serén positivos, Puesto
gue todo sistema de vectores linealmentd independiente puede ser
construido de modo que se obtenga una base, de aqui se deduce que
serd vilido el

LEMA 082 En un espacio eucﬂd'za ] uu!!arw el determinante de
Gram para cualg sistema 1 de vectores es
positive.

En un espacio euclideo el doterminante de Gram tiene una inter-
pretacién geométrica muy simple. De esto nos dice el

TEOREMA 982 En un espacio euclfdeo el determinante de Gram
G {2y, 2ay . . ., Ty) del sistema de vectores x;, Zy, . . oy Ty €5 lgual
al cuadrado del volumen V*(z,, z,, ..., Zn) de dicho sistema de
vectores.

pEMosTRACION, Examinemos una funcitn real G'2(z,, ..., 7.}
de m argumentos vecloriales x,, T., . .., Ty. La funcién satisface
las propiedades A, B de (36.3), conforme & las propiedades 2, 3 del
determinante de Grlm. En un espacio euclideo cada veclor de cual-
quier sist or de es ortogonal a todos los
e

L
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dentes del si Por esto, en concordancia con
(98.6), la funcién G V? (z,, 74, . . ., Tn) satisface también la condi-
cién € de (36.3). Pero ahora del teoroma 36.1 se desprends que esta
funcién coincide con el vol del sist de vector
conoLARIO. Para todo sistema de veclores z,, Ty « ..y Tm 0f UR
espacto euclideo se verifican las desigua

06 (z 2y + o0 ) < [ (00 20,

con la particularidad de que la igualdad a la izsquierda se alcanza cuan-
do, y s6lo cuando, el sistema de veciores es linealmente dependiente,
mientras que la tgualdﬂd a la derecha, cuando, y sdlo cu , bien el
sisterna de vectores es ortogonal bisn contiene el vector nulo,

La validez deo esta njlrmcnén proviene del primer lario del
teorema 98.1 y de la iedad del vol dal de
deserita por la desiguaidad de Hadamard (36.1).

COROLARIO. Para cualguier sistema de vectores z;, T, - - -, T €

un espacio euclideo se verifica la deslgualdad

Glzyy +« o1 Ty Tpday - - -0 Tm) =

6z 0z G (s 0 Zn)
con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando, y sélo
cuando, o bien los confuntos de vectores Zy, . . o, Ty Y Tppns « + +r Fm

son ortogonales o bien uno de los conjuntos citados representa un sistema
linealmente dependiente.

La domostracion se basa en un analls!s muy sencillo de la fir-
mula {35.4). R d silo lo sig Si L, = Ly, donde Ly, Ly
son unos subsspacios cualesquiera, entonces |ort px [ = |ort L2 |
para todo vector z. Con ello, la igualdad tiens lugar sélo en el caso
cuando = | Ly

Ejerclcios.
1 i3erin oquivalentes bl d.olu" dz de las d posicl
l yhanlnuléndn Iosetausmn
da ln solucidn dol sistoma (9 2 s[elmmrznummmah

cipeu]a peal de loa vostores zy, . .
3, ¢Como se representn ln matriz de d'nm (8.9 o
wocores 2y, . . .x,,.annorwsunnlesﬁun
cada uno do I.os vectores rwunnal u ia Isquiudn {a la dere-
cha) respecto do todos los veel.om IM
cada uno de los vectores 2, .., Ty, 08 nrt.ngnnnt B |l iﬂ‘nilrda {a ln dare-
cha)trespecto do todos lm vectares posteriores (antecoden E
cadn uno de los vee b P Y ormgonal a la izgtiorda (a la
demeha] wspanm de uda uns é“iae voctores z
. ¢CAmo varfa la matriz da Gram cuando aﬁ' nmam- da V¥eotores so somote
a lns "transformaciones olemantalos?
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5 Dmuéal.mnnl[ue el e un upam htlusul métmo ordinario do la condi-
é‘\ﬂﬂol’ gue slempre TINH producto escalar
o por eualguier lomu bilin stémm o entislmétrica,
i ? i cierta la afirmacién 5 para un cspacio bilineal métrico hermis
tiang

7. Sen G una matriz de Gram para cierin base en un espacio bilineal métri-
ca K., regular itiano, Demu que pars ol operador & con la matriz
G en In misms base se verifica la Igualdad

(Uz, Us) = (z, ),

mlenqu!ora sean los vectares z € K.
g'lm para cu niemn dor linaal A que actia on ol espacio
em:lidm o nnimla q? In aurr%]qm aa $ : .
G (Arye ooy Azm)
k(A) = e—tii M
A= o 2m)
no depende de los vectores . 0w igual al producto de los coadrados
de mfdulos de los valores z]‘lro oo y % i
9. Demuéstrese que para to llslma nen!munw independiente da vectores
? Iguai ? de un espacio euclidea o unitario y todo vector = so verifics ln
s

G =, « Fou x)‘f.'::, siay anani Z]
(Fea eorn Tm) GlTyy veny Tmag)

§ 99, Subespaclos regulares

Todo subespacio lineal L de X,
puede considerarse como espacio bilineal métrico respecto del mismo
producto escalar que se ha introducido en K,.En el caso general,
de la regularided de X, no proviene la mgn]anﬂad de L, y viceversa,

TEOREMA 004, Parg que en el espacio K, sean regulrx.ru todos sus
subespacios, es necesario y suficiente que la forma cuadrética (z, ) no
tenga veclores isbtropos.

DEMOSTRACION. NEGESIDAD. Supongamos que en N, todos los
aulmpncios s0n regulares, Entonces, serdn regulares también todos
los unidi les. Pero las matrices de Gram para
los vectores no nulos z coinciden con el producto escalar (z, z), el
cual debe ser distinto de cero, puesto que los subespacios unidimen-
sionales son regulares.

SUFICIENCTA. Supongamos que (z, z} == 0 para todo r == 0. Con-
sideremos un subespacio cualquiera L y una base en él z,, 2, . . .
+ 4y Trye Do conformidad con el teorema 98.1, el determinante de
Gram para este sistema es distinto de cero, es declr el subespacio L
es regular.

CORDLARTO, Para que en un espacio bilineal métrico K., sean regula-
res todos sus mbupacm es necesario Y suficiente que todos sus subespa-
eiog i

i;::nmmo. En cmx!quizr mmc!o bﬂlm! m’mm erdinario complejo
ezl

F CE
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Para demostrar esta afirmacidn es suficiente recordar gque en un
espacio hilineal métrico ordinario complejo toda forma cuadritica
tiene vectores isdtropos.

Cuande ona forma cuadritica tiene vectores isotropos, en el espa-
cio bilineal métrico vxistirin tanto subespacios degenerados como
rogulares. Si la forma bilineal (z, y) es de rango r, esti claro que no
puede haber subespaci gul cuya di i6n sea superior a r.
Pero, los subespacios 1 de di i6n r existen. Como ejemplo
podemos indicar el subespacio tendido sobre aquellos vectores de la
base candnica, para los cuales la matriz de Gram coincide con la
matriz M de (92.5).

Diremos que el conjunto de vectores F de un espacio bilineal
métrico K, es orfogonal a la derecha, a la izguierda o simplemonte
ortogonal al conjunto de vectores G de K, si para cada par de vecto-
res z, y, donde z € F, y £ G, 58 cumple una relacidn aniloga de orto-
gonalidad. Esta claro que la totalidad de todos los vectores del espa-
cio K. ortogonales a la derecha (a la izquierda) respecto de cada
uno de los voctores del conjunto F, es un subespacio. Se denomina
complemento ortogonal a la derecha (a la izquierda) del conjunto F y
se designa con FL (LF).

En los espacios gnclideo ¥ unitario los subespacios L K, y £} coin-
ciden y se componen silo de un vector nulo. En los espacios bili-
neales métricos estos subespacios pueden ser dif y no es obli-
gatorio que se compongan sélo de un veetor nulo. Los subespacios
LK, v K se denominan subespacios nulos en K, izquierdo y dere-
cho, respectivamente.

Cabe notar que para todo conjunto de vectores F son siempre justas
las inclusionss K3 = Fi, +K, = LF, y para cuslesquiera vectores
de 1K, o K} las matrices de Gram resultan nulas.

TEOREMA %9.2. Las di de los pacios nulos izquierdo y
derecho coinciden y son iguales al defecto de la forma bilineal (z, ).
pemostractoy. Elijamos en K, una base x,, 25, . . ., 2, Tome-
mos un vector arbitrario rde Kt y témoslo en forma de 1na

descomposicién segin la base, por analogia con (88.1). La condicién
de pertenencia del vector z al subespacio K/ es equivalents a las

di de ortogonalidad a la derecha del vector z respecto de
cada uno de los vectores de la base. Pero estas condiciones conducen
2 la resolucifin del sistema homogéneo del tipo (98.2) con el fin de
hallar los coeficientes de la descomposicin. Se sabe (véase § 48)
que el j de soluci de dicho sist es un subeonj
cuya dimension es igual al defecto de la matriz de Gram o, que es lo
mismo, al defecto de la forma bilineal (z, y). La demostracién para
el subespacio nulo izquierdo se realiza de manera andloga.

‘coroLamto. Para que el espacio K, sea regular, es necesario y sufi-
elente que los subespacios derecho e lzquierdo se compongan sélo del
vector nulo.
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En los espacios enclideo y unitario todo subespacio es ortogonal
a su pl to ortogonal y d ina la d posicién de todo
el espatio no s6lo en una recta, sino incluso en ln suma ortogonal de
eatos subespacios. En los espacios bilineales métricos no siempra
tienen lugar los hechos andlogos.

TEOREMA 903, Sea I un subespacio en K,. Para que exislan las
descomposiciones

Ky=Lti*=L3tL, (99.1)

es necesario y suficiente que el espacio L sea regular.

DEMOSTRACION, Supong que las d T
(99.1) tienen lugar. Consideraremos L como un espacio bilineal mé-
trico con ol mismo producto escalar que figaraba en K, La intersec~
cién L1 L+ es el subespacio nulo derecho en L. Puesto que las
sumas (99.1) son di eate sub io solo i el vector
nulo. De acuerdo con el corolario del teorema 99.2, esto significa
que el subespacio L es regular.

suriciancra. Si el subespacio L es regular, entonces la intersec-
¢ién L{jL* contendrdsélo el vector nulo y resta por sefialar que
todo vector = € K, puede ser representade en la forma r = u + v,
donde u € L, v € L+, Elijamos en L una base ;, T, . . ., T, Para
que exista la descomposicién buscada z = u + v, es necesario y
suficiente que en L se encuentre tal vector u que x — i Sea orlogonal

a la derecha respecto de los vectorss z,, 24, . . ., Ty, Esta vez lam-
bién obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con la
matriz de Gram para d inar los coeficientes de la d i
cién del vector u segiin los vectores £, Ty, . . ., Ty, La matriz cite-

da es regular y el sistema tiene solucién, es decir, el vector u existe.

Deade luego, todo lo que hemos dicho respecto al subespacio L+ es
valido por completo para el subespacio L.

conoLanto. St un subespacio regular L tiens dimensidn m, entonces
la dimensidn de los subespacios L+ y *L es igual & n—m,

Con miras a demostrar esta afirmacién resulta suficiente hacer
uso de la igualdad {19.1) y recordar que la dimensitn de los subespa-
cios L ] L+ y L LL es ignal a cero.

coroLARIO. §¢ un subespacio regular L tiene dimensidn mézima,
entonces L4 = K}, ‘L = *K,.

En efecto, sea r ¢l rango de la forma bilineal (z, y). Como ya se
ha observado, el subespacio L serd de di idm r, mientras que los
subespacios K4 v LK tendrin la dimensién n—r. Pero los subespacios
K} y +K, tienen también esta misma di ién n — r, y, ademds,
Ki=Li, 1K, = LL. Poreso, K} = Li, 1K, = LL,

En cuanto a las descomposiciones del tipo (?ﬂ.'l} en sumas orko-
gonales, cabe notar que del teorema 99.3 proviene el
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coroLanio. Sea L un subespacio regular de di i6n mdzime. Las
descompostciones (99.1) serdn ortogonales cuando, y s6lo cuando, los
subespacios nulos izquierdo y derecho coinciden.

Efacti te, g las d ici (99.1) som ortogonales,
entonces L+ es ortogonal a L no sélo a la derecha sino también a la
izquierda, es decir, L+ = LL. Por analogia, tenemos tL < L., Por
consiguiente, L+ = Lt. El hecho de que L es de dimensién mixima
significa qua K4 = 1K,. En cambio, si los subespacios nulos coin-
ciden, de aquf se infiere que L+ = LL, es decir, los subespacios L. y
* L son ortogonales a L tanto a la derecha como a la izquierds y las
descomposiciones (98.5) son ortogonales.

Ahora pod dar la respuesta a la preg sobre la relacid
existente entre la d posicion (98.1) y la solucién del sist
(98.2). Supongamos que los vectores 7, . . ., T, forman la base de

un subespacio regular L. Do acuerdo con el teorema 99.3, tienen lugar
las descomposiciones directas (99.1). Por ello, tode vector z del espa-
¢io bilineal métrico K, puede ser representado de manera finica en
la forma z = u + v, donde u € L, v € +L. Recordemos que el vector
u s llama proyeccién del vector z sobre el subespacio L paralela-
mente al subespacio L L. 8i resolvemos el sistema de ecuaciones alge-
braicas lineales (98.2) y componemos el vector

U= oy T BTy oot EmTmy (99.2)

precisamente este vector serd la proyeccién de & sobre el subespacio L
paralelamenta al subespacio 1. Efectivamente, el vector u perte-
nece a L, mientras que la diferencia £ — u, de conformidad con
(98.2), es ortogonal & la izquierd p de los e
+ ey & Por lo tanto, z — u portenece a LL. Estd claro que para
proyectar e] vector x sobre el subespacio I paralelamente a LL, es
necesario tesolver ol siguiente sistema

2y {2y, T) %y (21, T2 oo A O (B Tm) = (20 2),
oy (Tgy ) 4% (230 B o oo Gy (B T = (2, T)s (99.3)

@y (T 1)+ 0 (Zmy T2} oo+ B [Ty Tm) = (Zms 7)
¥ después calcular la proyeccién buscada seﬁu.n (99.2). En el caso
de un espacio bilincal métrico hermitisno los coeficientes «; on
(92.2) se sustituyen por ;.

Ejercleios.
1. Deserib todos besp gul dimensién mixima.
2, Demuésirese que para todo conjunto [ tiemen lugar los inclusiones
L=t (1Y), L=t

{En qué casos se aleanzan las igupldades on estas ftrmulas?
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8. Demuéstress que s L es un subesp regular da di ém mézime
en ol ospacie K,, entonces

ML) = (ALM = K.

& D & que =i un 4 m].urtmi dade medisnte unn forme
biltneal o imtri ! F se veri-
fiew 1 1:&'- =:i:1i¢nrl i la desca iclé la

qué modo es as entre &f la m n 1 lu-
cién da{ gistema (08.2), =i In matriz de Gram del mma x;.(ﬁ. ] .y" t::

B g?uadn existir on un especio regular une base compuesta por los vectores

rn 3 ﬂeﬂim sobre un pmdncto escalar, e Jos p
ulsuhny(-zzio :g Lpa me Hay Lotmlden nnt ;;liunvmm?
ub pusde decirse sobre un um ones
cctor fjado fobrs todos los subespacios L parelelamgnte a l‘}."yummlam
9. Sen L un subespacio regular dal mpnnlo bnlinu} m rlcn Iwmlmnn
K, dul rango r < n. do las sl

1L es do dimensitn n<r,
el subtspocio L es de dimensidn n—r'
ol subespacio L es de dimensitn r,

Yoe sk LL y K& col 1k

los

v bea LT incid

K
al subespacio 11 uyoomma do los vectores Istropos y el vector nulo,
el sobespacio L1 se compone de los veclores h&lmpﬂs y &l vector mulo,
nlpmducl.u escalar en el subsspecio 4L es igusl & cero,
producio escaler an el subespacio L1 es igual a eero.
a_Oaua forma tendrd la m u?l:. de Gram las bases compuestas por
lns bnm e un subespacio regular L y un su Kapuio LL(LLy?

§ 100. Ortogonalidad en las bases

En los espacies bilineales métri-
cos las bases no son de igual paridad. Entre tales espacios hay algu-
nos, para los cuales los sistomas (98.2) se resvelven y se utilizan con
una facilided singular. Por ejemplo, en el caso en que la parte con-
siderable de la matriz de Gram se compone de los elementos nulos.
Segiin el tipo que tengan lag matrices de Gram, consideraremos verias
¢lases de bases en los espacios bilineales méiricos.

Las matrices més sencillas son disgonales. Las matrices diagona-
les de Gram aparecen cuande, ¥ sblo cuando, las bases se componen
de vectores ortogonales dos a dos. Tales bases se denominardn orte-
gonales. Un sistema de vectores que forman una hass ortogonal en
su cfipsula lineal se llamaré sistema orfogonal. *

Las bases ortogonales pueden definirse de diferente medo. Le
definicién mediante la ortogonalidad dos a dos no siempre es cémoda
pera la comprobacién, sobre todo en los cesos en que los vectores de
1a base se copstruyen sucesivemente, a partir del primero. Por eso,
resulta a veces til emplear la siguiento definicion.

Una base e, €y, ..., ¢, 5 lama ortogonal, si ceda uno de sus
vectares es ortogonal a todos los veclores antecedentes.
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La matriz de Gram para los vectores que satisfacen esta definicion
es diagonal, por lo cual ambas definiciones son equivalentes, General-
mente, on la base pueden haber tanto vectores no isdtropes, como
isitropos. Los vectores de una base ortogonal siempre pueden con-
mutarse de modo tal que los vectores no isdlropos vayan primeros
y log isitropos sean Gltimos. La forma diagonal de la matriz de
Gram en este caso gueda, natucalmente, inalterahle.

No todo espacio bilineal métrico o espacio bilineal métrico her-
mitiano tiene las bases orlogenales. Si existe aunque sea una sola
base ortogonal, esto e testimonio de que la matriz de la forma bili-
neal (z, ¥) es disgonal en la base dada, Por consiguiente, la matriz
de la forma bilineal (z, y) en cualquier otra base debe ser congruente
de la diagonal. Por supuesto, la afirmacion inversa es también eierta.
Por esto )

Parg que en un espacio bilineal métrice o en un espacio bilineal
métrieo harmitiano exista una base ortogonal, es necesarlo y suficiente
que la matriz de ln forma bilineal (x, y) sea congruente de lao matriz
diagonal. En este caso el confunto de todas las bases ortogonales coincide,
salve la permutacidn de los vectores, con el conjunto de las bases candni-
cas de la forma-bilineal {z, y).

Ahora, apoyand en las investigaci efectundas anterior-
monte de las formas bilineales. podemos decir que entre los espacios
bilineales métricos ordinarios tienen bases ortogonales aguellos espa-
cios y s6lo aquellos en los que la forma bilineal bisica (z, ¥) es simétri-
ca. Eatre los espacios bilineales métricos hormitianos tienen bases
ortogonales aquellos gque cuentan con una forma bilineal bisica
(z, y) hermitiana o antihermitiana, como lambién con la forma
bilineal (z, ¥) que tiene la parte real o imaginaria de signo
de ln forma cnadritica (z, ).

Indiquemes ahora misme una distincidn de principio que existe
entrn los espacios bilineales métricos con hases ortogonales, ordina-
rios y hermitianos. En un espacio bilineal métrico ordinaric K,
la presencia de una base ortogonal lleva tras de si la simetria del
producto escalar (z, y) v esto ltimo asegura, a su vez, la existencia
de una base ortogonal en cualquier subespacio de £,. En un espacio
bilineal métrieo hermitiano, del hecho de que en el mismo existe una
base ortogonal a AL no sa d en el caso general,
la existenscia do una base ortogonal en cualquiera de sus sul i
No obstante, si el producto escalar estd dado mediante una forma
bilineal simétrica hermitiana o antisiméirica hermitiana, este coro-
lario sigue siendo vélido.

Consideraremos una base ortogonal cuslquiera e, ey, ..., €,
del espacio bilineal métrico K. l%n osta base hay tantos vectores
isitropos ¥ tantos no isdtropos cuales son el defecto v el rango, ros-
pectivamente, del espacio K,. Tomando en considersciin la lay de
inercia de las formas cuadriticas, concluimos que i la forma bilineal
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{z, ¥) es simétrica real o simétrica hermitinna, entonces toda base
ortogonal tendrd el mismo niimere de vectores con valores positivos
v nogativos de las magnitudes (e, ¢;). Bstos nimeros son invariantes
para todas las bases ortogonales en K. Con arreglo a esto, hablare-
mos del indice positive y negativo, como también de lu signatura de
los espacios con la forma simétrica (r, y). En el caso de los espacios
bilineales métricos con la forma asimétrica (z, ), se tratardn silo
el rango y el defecto de los espacios.

81 el espacio K, es regular, cada base ortogonal e, &y, . . ., &
estd privada de vectores isStropos. En este ceso para todo vector
z & K, es vilida la descomposicidn

"
(z. &)
r= ‘E‘ W_tfﬂ' 2. {100.1)
Efectivamente, al multiplicar sucesiva y sscalarmente la igualdad
T =t + Gy ... Gty (100.2)

a la derecha por los vectores ey, e, . Obtendremos

(=z, ey
(e £}
para todo j. Los vectores de la base ortogonal en un espacio regular
pueden normalizarse obteniéndose la base ortonermalizada. Para
la base ortonormalizada e, e, . . ., & se cumplen las correlaciones
| ee € | =1, cualquiera que sea [.

n {os espacios degenerados entre Jos vectores de cualguier base
habri i isitropos. Por esta razém, la repre-
sentacion (100.1) para la descomposicion (100.2) de log vectores del
sspacio ya no serd valide. No obstante, en estos esp tambié
las bases ortogonales resultan ser bastante Gtiles. Como cjemplo de
su empleo probemos que es licito el

TEOREMA 1001, Si en un espacio proviste de un producto escalar
existe una base ortogonal, los subespacios nulos derecho ¢ izquierdo coin-
ciden.

pesostRACoN. Supongamos que en el espacio K. de rango r
axiste una base ortogonal &, &y, . . ., &. Convengamos en considerar
que los vectores e, . . ., & son 0o isétropos, mienlras que e 4y, . . .
v+ . &, So0 isbtropos. Tomemos acbitrariamente un veetor x € K,

d gamoslo de do con (100.2), Haciendo uso de la

representacion (100.2) y do en ideracion la ortogonalidad

de la base ¢ isotropia de los vectores .4y, . . ., &, es Heil establecer

que (e, &) = (2, =) =0 para r<_j= n. Por consiguiente, los

veelores €,4q. - o o &, figuran simultineamente tanto en el subes-

paeio nulo derecho como en ol lluio izquierdo. Paro los vectores
o

Erigy oo oer 8 50D 1 pend como de la

Gy
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e s "

bage, y su nimero equivale a la de los
por lo cual ambos subespacios nolos coinciden.

coRoLARIO. Si en un espacio bilineal métrico el producto escalar
viene dado por una forma bilineal simétrica o siméirica hermitiana, los
subespacios nulos derecho e izquisrdo coinciden.

COROLARIO. £n loda base ortogonal los vectores isdtropos, y sblo ellos,
forman una base del subespacio nulo comuin.

COROLARIO. Si en un espacio provisto de un produclo escalar existe
una base arfogam!, el espuuo puede ser dmn’mpwio en una suma
ortogonal de io regular de di on mdzima y un
subespacio nulo,

El iltimo corolario significa, de hecho, que el estudio de cuales-
quiera espacios degenerados ¢on bases artogonales se reduce al estu-
dio por separade de log subespacios regulares con bases ortogonales
¥ de los subespacios, donde el prod escalar es igual a cero.

El conocer la base ortogonal en un espacio permite no sélo indicar
la base ortogonal en el subespacio regular de dimensiin méxima,
aino también obtener la descomposicién explicita de la proyecciin
ortogonal de cualquier vector sobre dicho subespacio segin la base
ortogonal de éste. En efecto, sea &, &y, . . ., &, una base ortogonal en

nulos,

K,.sean e,. « o o €, 108 vectores no iSOLIOPOS ¥ #r4q, - « 4 €, i80LTOpOS.
D n I el subespacio tendido sobre los vectores gy, . . ., &y
Esté claro quﬁ L o5 regular, tiene la dimensién méxima, L = LL
¥, ademis,

Kn=L@ L,

Todo vector r de K, puede ser representado univocamente en
forma de la suma z = w + v, dondew £ L, v € L4, Aqui, u se llama
proyeccifn ortogonal izquierda del vector x zobre el subespacio L,
mientras que v, perpendicular izquierda a dicho subespacio. Escriba-
mos para z la descomposicidn (100.2) segin la base &, &, . . ., &,.
La férmula (100.1) ya no es valida. No obstante, conviene notar que
los primeros r sumandes en (100.2) forman el vector 4 ¥y log Gltimos
n— r sumandos, el vector v. Al multiplicar la igualdad (100.2)
sucesiva y escalarmente a la derecha por e, . . ., &, llegamos a que

,
(=, )
=2 ey o
La proyeceion v del vector z sobre el
una manera mis simple
e e iz g
V=R 2 T en F

Lo dnico que no se puede hmr nlwra es hallar la descomposicitn
del vector v segiin los vectores &,44, . - ., €,, haciendo uso del products
escalar, pese & que la propis descomposicién existe.

io nulo se d ina de
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Como ya se ha dicho, las bases ortogonales existen no en todo
bilineal métrico o espacio bilineal métrico hermitiano, Esta
circunstancia nos obliga a buscar otras clases de lus bases que sean
mds comodas desds el punto de vista del producto escalar prefijado
en al espacio. La solucién se dicta por la sxprasion candnica para la
matriz de la forma bilineal.

La hase ¢, &, . . ., &, ¢ denomina seudoortogonal, si cada uno de
sus vectores es ort 1 a la izquierd p de todos los vectores
antecedentes y cada uno de sus b s ort lala

izquierda rospecto de todos los vectores de la base, Un sistema de
voctores que forman la base seud gonal on su capsula lineal se
llamard seudeortogonal.

Hemos de notar que en la definicidn dada la ortogonalidad de
los vectores a la izquiorda respecto do todos los anteriores pusde
sustituirse por la gonalidad de los a la derecha respecto
de todos los vectorss posteriores. Esto determina las mismas con-
diciones.

La matriz de Gram para los vectores de una base seudoortogonal
as br idal derecha. Si los de la base se permutan de modo
tal que los vectores no iadtropos vayan primeros y los isétropos sean
dltimos, entonces la matriz de Gram no sélo queda trapezoidal
derecha, sino adquiere, ademds, la expresién canénica (32.5). Las
investigaciones realizadas anteriormente, reforentes a la reduccitn
de la matriz de una forma bilineal a la expresién candnica, nos pro-
porcionan la respuesta completa a la pregunta sobre las condiciones
de existencia de una base seudoortogonal.

base seudoortogonal existe en cualquier espacio bilineal métrico
hermitiano, como tamblén en todo espacio bilineal métrico ordinario,
a ercepecidn de los espacios con la forma bilineal antisiméirica (z, y).
El conjunto de todas las bases sendoortogonales colnclde, salvo la permu-
tacidn de los vectores, con el confunto de las bases candnicas de la forma
bilineal (z, y).
ase gonal es seudoortogonal, En un espacio bilineal
métrico ordinario no pueden existir a la vez una base ortogonal y una
sendoortogonal que no sea ortogonal. Esto se debe a que la existencia
de aungue sea una sola bese ortogonal lleva trés de si la simetria de
todas las matrices de Gram. La matriz trapezoidal derecha puede
ser simétrica sdlo en el caso, si es diagonal. En un espacio bilineal
métrico hermitiano pueden existir simultineamente una base orto-
gonal y una seudoortogonal que no sea ortogonal. Esto significa que
la matriz loj pezoidal derscha puede ser-congruente segin
Hermito de la matriz diagonal, lo que se confirma también por el
ejemplo (92.8).

Si el espaclo K, es regular, toda base seudoortogonal no tieoe
vectores isStropos, puesto que la matriz trapezoidal derecha puede
ser regular 36lo en el caso enando respresenta en sf una matriz trian-
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gular derecha con elnmentos dmgonn]ea no nulcs En un espacio
regular para los coeliciontes oy de 1ad P (100.2) del vector
x segin los vectores de la base seudoortogonal e, €, . . ., &, obtenemos
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con una watriz trian-
gular izquierda. En efecto, multiplicando sucesivamente la igualdad

(100.2) a la derccha por e, ey, . . ., &, enconiramos que
ayley, &) =(z, &)
4 {e1, €2) + Balen &) —[z. 9:) (100.3)

ey ey, €n) oty (e, €n) oo g lEny e,.}=-is' 9u)-

De aqui determinamos sucesivamente a,, @, . . ., &g, Por supuesto
en el espacio regular s puede normalizar los, vectores de la base
seudoortogonal ¥ de este modo obtener Ja bases seudoortonormalizada,
para la cual | (e, ey | = 1, cualguiera que sea j.

Cabe notar que el proceso de resolueitn del sistema (100.3) da
mucho mis que si o la d posicién del vector x segln
Ia base ﬁeudwrlunofmallzada £, €1y .+« €. Podemos calcular de
paso, sin esfuerzos adicionales, todos los vectores

Py = oy - gty .. e

Los vectores u, forman una sucesiém de proyecciones de un mismo
vector z sobre los subespacios encajades uno demtro del otro

Lehc.l.sl,

donde Ly es la c.ﬂpsnla lineal de los vectores ey, ey, . . ., &. Si con-
sideramos wy como “aproximacién” a la solucién r, la ortogonalidad
o la izquierda del “error” vy = z — & respecto del suhespacio Ly
significa en realidad la ortogonalidad de v, a la izquierds respecto de
Uy, Ug, . . -, Hy. Todas estas cuestiones las tocaremos de nuevo més
adelante.
Si el espacio K, es d d t en el caso general, la
mmncia de una bm seudoormj:onul na smre de garantfa para que
los P nulos e izquierdo y, por tanto, no
sa puede esperar que el espacio se descomponga en la suma ortogonal
de sus subespacios. Pero el saber a base sendoortogonal permite cons-
iruir con oficacia la descomposicién del espacio en la suma directa

99.1).

Supongamos que en el espacio K, de rango r existe una base seudo-
ortogonal &, &y, . . ., &. Convengamos en lerar que los vecl
£, - .+ «, € SO0 N0 isbtropos, mientras que e,4q, . - -, &, Son vectores

igttropos. En la base soudoortogonal los vectores isétropos son erto-
gonales a lu m(unerda respecto a todos los vectores de la base y,

les a la izquierda a todos los veetores del
espacio K,. Pero esl.u s:g'mhca que los vectores isdtropos de la base
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seudoortogonal forman una base del subespacio nulo izquierdo LK.
Designemos con L la cipsula lineal de los veetores &, . . ., &. De
4

acuerdo con el lari del ¢ 9.3,

Ko=L + 4L =L+ +K,,

con la particularidad de que para ambos subespecios L v + K, las
bases son idas. Para el subespacio L la base &. ..., € serd
seudoortogonal,

Asi pues, el estudio de todos los espacios degenerados con une
base seudoortogonal se reduce al estudio conjunto de los subespacios
regulares con una base séud gonal y los sul ios, donde el
producto escalar es igual a cero.

Todo vector de K, puede ser representado de modo finico en forma
de In suma r = v + v, donde u € L, v € 1 K,. Si para el vector z
escribimos la descomposicién (100.2), con miras a determinar los

fiei oy, obtend otra ver el sistema del tipo (100.3),
perc ya no con una matriz trinnﬁular izquierda regular, sine con una
matriz trapezoidal izquierda. No ohstanfe, haciendo uso de este
sistema, s¢ pueden determinar los primeros coelicientes e, . . . o,
v llegamos a que

U= oty + Ry -0 Beer

es decir, la proyeccidn del vector z sobre el subespacio L se halla
por completo, si #lo se sabe la hase sendoortogonal en L. Nuevamen-
ter = r — u, y tampoco podemos hallar la descom posicidn del vector
v sogin los vectores é,4y, . . ., &n, Fecurriendo al producto escalar.

La base seudoortogonal es un tipo bastante general de bese,
puesto que existe casi en todos los espacios. Como ya sabemos, no
existe s6lo en los espacios bilineales métricos ordinarios con la forma
antisimétrica (x, y). Para éstos (ltimos espacios el tipo mas comodo
de la hase ps evidente y es, por supuesto, la base candnica de la matriz
de Gram. Hablando en general. se puede introdueir un tipo de ln base
que eubra todos los tipos de base considerados arriba y que exista
en cualquier espacio dotado de un producto escalor. Sin embargo,
estn introduccidn ofreca pocos bechos nuevos y per ahora no nos
detendremos en este problema.

Ademés de una hase ¢on tales o cuales relaciones de ortogonalidad
entre sus vectores, nos encontraremos a veces con los pares de bases

andlogas.
Una base fy, fou - - - [n 50 llama base dual {zquierda {derecha) para
1o base &, &g, - . ., &, 8 (fy, &) =0 (5:,, fi) = 0) pard i £ §, v, en
este caso, (f;, e) ({e;, fi)}) es igual » 1 6 0 para cualquier valor de I
Una base fi, fa, .. f, se llama dodual izquierda (derech

para ln base e, €5 . ., &, si (f, &) = 0 ((e;, f) =0 Pt;l'a todo
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i <0 :(?uando (f1, &) = 1 ((er, fi) = 1) ¥ para todo j cuando (f, e/} =
= e = ().

Es f:irl:ill ver que la matriz do la forma bilineal (z, ) on un par
de bases duales es dlugonnl y en un par de bases seudoduales, trape-

zoidal derech ). Las de exi i ywnst.ruwlén
de las bases dualas ¥ doduales estdn estrech

con las t q ivalentes (91.4) de la matriz de Ia forma
bilinsal (z, ), como bién con la d de dicha matriz

en factores. Recurriremos a la lnvasngaelén detaliada de las bases
de tal tipo sélo cuando sea necesario. Aqui nos limitaremos sélo
a una hreve exposicitn de las cusstiones citadas.

TEOREMA 1002 En todo espacto regular cada base tieme las bases
duales derecha e ltg.u!mia v dstag son dnicas.

ACION, d una base e, s, . « «, & en &l espacio
regular K, ¥ sea G, la matriz de la forma bilineal (z, ¥) en dicha
hasa. Sogtin (9.4), eI problema de bisqueda de Ja base dual izquisrda
{derecha) para &, €y, ..., #; €8 equivalente a la definicién de la
matriz P (px. para ln cual P G (G42) serd una matriz unidad. Enton-
<es, P () serd una matriz de la transformacién de coordenadas al
pasar de Ja basa ¢, &,, . . ., &, a una base dual. Puestd que el espacio
-#5 regular, s matriz &, también serd regular y existe la linica solu-
cibn: P = G;‘éo = G;').

conoLARIO, En todo espacio regular cualguier base tiene las bases
duanles izquierda y derecha.

Efﬁclwamsnls, cldn haw dual ml\uerda (derecha) es a la vez
una_base

Tomando en consideracién la expresién para la matriz de la
forma bilineal (z ‘. , 1), es fdcil establecer que sl en un espacio regular
se pasa d¢ una base dua] i:qule.rda (deracha} a otra hasn que cuenta

con una matriz tr da de la formacidn de coorde-
nadas cuyos el di les son unidad t la base
nueva serd ssudodual izquiorda (derecha).

Ejerciclos.

Sal atnémco un producto escalar, En el caso de las bases no ortogonales
« «y &, invarisntes del o do w.wu que tienen valores

modo ge pueds convertir un ol giueal complejo o real en
nupu:iu noal méuloo dotado de un pmda:?m escalar simétrico oo el cual

so han pnl'jado ¥ In signatura?
3. La b ulgo on un espacio regular no tiens vectores isfiropos.
ql’odr& e:lau;' on espacio una base de los mwm isfitropos?

tress que una sccién_orto, una perpendicular, siende
hmnlanequlus vectores dannp:gncln Illnn}n“ o.:onp :[ml 'mm
5. aQué forma_ tiene la matriz una hase mudmrwgml sl

los subespacios mules derecho o ilqnlﬂdo wrn
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6. Demuésiress que ea todo espacio bilineal métrico ordinario o hermitiano
existe ung base en la cual la matriz de Gram es triangular celular derecha cuyas
células en In diagonal son de primero y segundo drdenes.

7. 4D qué modo s hallan los coeficientes de ln descomposiciin ds un
vectar segiin la bass, para la cual s conoce mlguna base dual o seudodual?

8. Demuéstresa que en un espacio regular In matriz de la transformacidn
do coordenadas al pasar de una base, seudodanl mspecln do In dada, & cuslquier
otra hasp de ln misma

§ 104. Operadores y formas bilineales

8i en un espacio bilineal métrico

ordinario o hermitiano actia un dor lineal, dasde

luego, todos los resultados obtenidos anteriormente respecto de los

psrndnms en un espacio real o complo)u siguen siendo vélidos. Por
%0 aqui silo les de los op

1 des gon la en el espacio de un producto escalar,

Uno de los objetos més importantes ¢s ol operader conjugade. En
los espacios euclideo y unitario el operador conjugade se introducia
mediante un producto asc.alnr, mas en la investigacion de sus pro-

jedades se usaba amp el hecho de existencia en &l espacio
de una base ortonormalizada. Ahora no podemos seguir este camino,
pues en un espacio h:lmem] métrico genenl puﬁ no haber nin-
guna hase 1 i fin en un
espacio bilineal métrico hermltlann Los c.amhioa para el espacio
bilineal métrico ordinario son muy simples,

Un operador A* (*A) que actia en el espacio bilineal métrico
hermitiano K, se llama conjugado derecho (isquierdo) para el operador
A que actia en K, si para cualesquiera vectores z, y £ K, se verifica
la igualdad

Uz, §) = (& A%) (@ AY) = (Az, g).  G0L1)

Tomemos una base arbitraria e, &y, . . ., &, en K, y sea 7, la ma-
triz de Gram parn dicha base. Designemos con A, la matriz del opera-
dor A en la baso e, €y, . . ., &, vy mediante A} y *A,, las matrices de
los operadores A* y *4, siempre que existan.

TEOREMA 1044, Para todo operador lineal A que actiin en un espacio
bilinegl métrico hermitiano regular existen los dnicos operadores con-
jugados A* y *A, con la particuloridad de que

A =00'AR,  tA,=6IVAG (101.2)

acton. Si el dor A* existe, con arreglo &
la formula (104.1) v teniendo en cuonta las anotaciones matriciales
del tipo (61.2), (94.7), resulta

(Az, ) = (A}, G e = 54 (AG.) Uon
(7, A% = 26, (AP)e = 126, A2) k.
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Los dos miembros de estas laciones deben coincldir para
todos los veclores z,, U, lo cual A6, = G,A%, de donde se
desprende la primera igualdad de (101.2). Por analogia,

(2, Ay) =G, (Ay)e = (God) U
(*Az, vy =(*Ax); G oo = 2 (*4iG) Y,

¥, por eso, G A, = *A.G, y oblenemos la segunda igualdad (104.2).
Las igualdades (101.2) significan que si los operadores conjugados
existen, son (nicos. Ahora conveng en id estas iguald
des como forma para definir los operadores conjugados derecho e
izquierdo. Es fdcil comprobar inmediatamente que los operadores
construides de tal modo son lineales y satisfacen las correlaciones
(101.1).
con}m.‘mm Si una forma bilineal hermitiana (z, y) és simétrica o
antisimétrica, los operadores confugados derecho e izquierdo coinciden.
En efecto, en estos casos las igualdades G, = =G, se verifican,
cualquiera que sea la hase e, ey, ..., €. En concordancia con
{101.2), concluimos que Af = *A..
Do este corolgrio se deduce que los op
¢ izquierdo coinciden en un espacio unitario. Se puede establecer
también este hecho de otro moda, Si en un Ezpnuio unitario tomamos
5

A 1os di h

r‘d‘nu"

1a hase ortonormalizada e;, ea, . . ., £,. para ésta tiene lugar ln igual-
dad G, = E y ob las igualdades bien das A} =
=*4,= A,

Loz operadores conjugados estin ligados con el operader A por
unas correlaci determinadas. Demos a algunas de ellas,
por ejemplo, para el operador conjugado derech

(A4 BY* = A"+ B*,
(@A) =ad®,  (AB*)=B'4A%, (A"t = (A% (101.3)
Para ol operader conjugado izquierdo las laci son

Todas las correlaciones se demuestran siguiendo el mismo esquema,
empledndose las representaciones (101.2) para las matrices de los
operadores conjugados. Por esto nuestro intento es sblo demostrar

la validez de la Gltima propiedad. Se tiene

AN = G (A (G =G (A B (A7)

Comparande las firmulas (75.4), (101.3) se puede advertir la
ausencia en (401.3) del andlogo de la primera correspondencia (75.4).
Ahora dicha correspondencia tiene la forma:

(PAY = *(A*) = A. (104.4)



4 101 OPERADDAES Y FORMAS BILINEALES 387

Con el objeto de demostrar que es veridico, recurrimos otra vez a
las representaciones (104.2) v oblonemos

(") = G (ALY 6= 03 (G ALY §,= 55,406, = 4,

AN =6V (AN Gi= 67V (TG Gi= 6TV GIAGT Gl = A,
es decir, las correlaciones (101.4) son realmente justas.

TEOREMA 101.2. Si en un espacio bilineal méirico hermitiano regu-
lar el operador A tiene en cierta base lo matriz J, entonces en la base
dual derecha (izquierda) el operador A* (*A) cuenta con la matriz J®,

acioN. Sup que el operador A tiene una matriz
Jenlabaseey, e, . . . &, Examinemosla baso dual derocha f,, fy, . . .
« + + fa- Designemos medianta £7,, Gy ¥ Gy = E las matrices do la
forma bilinfal (2, y) en las bases correspondientes, Si P es la matriz

de la t de das, al pasar de la primera hese a
la sepunde, resulta

=GPt =P, Gi=PG,y=P,
v luego, al tomar en consideracitn (63.7), (104.2), obtenemos
Af = 67 GGy = G (PTPY Gy= 876 J'G3'C = J*.
En cambio, =i el operador 4 tiene la matriz J en la base f,, f,, . . wf

n
entonces, para dicha base, ln base ¢, e,, . . ., ¢, serd dual izquierda
y #hora lenemos

"Ae=G G =6 TPAPTY Gl =G GG 6= e,

El teorema demostrado es de la misma significacién al investigar
los operadores conjugados en espacios bilineales métricos hermitianos
que el teorema 75.2 en los espacios unitarios. En particular, de este
teorema se infiere que los operadores conjugados derecho ¢ izquierdo
A% y *4 poseen los mismos valores propios complejos conjugados
respecto de los valores propios del operador A_y que los operadores
conjugados derecho e izquierdo A* v *A son de estructura simple,
siempre que tenga la misma estructura ol operador 4. ete.

Ademds del producto escalar (z, y), en un espacio bilineal métrico
hermitiano pueden definirse también otras formas bilineales hermi-
tianas. Consid » por ejemplo, las funci del tipo (dz, y)
¥ {x, Ay), donde A es un operador linesl arbitrario. No es difieil
convencerse de que estas funciones son unas formas hilineales hermi-
tianas. En cuslquier espacio regular K, los diferentes vperadores
definen formas distintas. En efecto, si A, B son operadores diferon-
tes, por lo menos para un solo vector z se verifica la desigualdad
Az = Bx. Supongamas que para toda y € K, se verifica la igualdag
(Azx, y) = (Bz, y). De aqui s¢ desprende }“ A—B)x, y)=10
para todo y € Ky, es decir, (4 — B)z € 1K,. Pero, en un espacie
25%
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regular el subespacio +K, sblo se compaone del vector nulo y, por
os0, Az = Bz,

TEOREMA 101.3. En un espacio bilineal métrico hermitiano regular
K, cualquier forma bilineal hermitiana ¢ (x, y) puede ser representada
de un modo nico como la expresidn

@z, y) = (dz, y) = (z, By),

donde A, B son ciertos operadores lincales que actian en K.

pemosTRAcIoN. Elijamos en el espacio A, una base ¢, €5, . . .,
v sea (G, 1a matriz de Gram en dicha base y @,, la matriz de la forma
¢ (z, ¥). Tenemos

G (7 1) = 20,0 = 2D G Gl =

= (6 Oz, Glie = 26,67 O =260 (67 ot)-
Ahora las matrices 4., B, de loz operadores buscados se determinan
mediante las igualdades

A, =G 0, B, =G, (101.5)

La unicidad de los operadores A, B se ha demostrado antes.

Un operador conjugado se define en términos del producto escalar.
Por esto, si en un espacio lineal se introducen productos escalarcs
diferentes, entonces un mismo operador lineal tendrd diferentes
operadores conjugados. Supongamos que en un espacio lineal, junto
con el producto escalar prefijado por la forma bilineal {z, y), se intro-
ducen, ademds, unos 1 prefijados med las
formas (Mz, y), (x, Mi—r). Indiquemos con M, al poner este indice
abajo a la izquierda (a la derecha), los operad gados referen-
tes al producto escalar (Mz, y) ((z, My)).

TRoREMA 1004 Para cualguier operador A y ur operador regular M
tienen lugar las correlaciones

WAt = (MAMY,  SA=M1(A) M,
A= M1AM, Ay =t (MAM-),

(101.8)

pemosTRACTON. Elijamos una base cualquiera &, €y, ..., €
y soan G, y M, las matrices de la forma bilineal (z, y) y del operadar
M en esta base, respecti De do con (101.5), la matriz
de la forma bilineal (Mz, y) es igual a M'G,. Ahora, de conformidad
con (101.2) pncontramos
At = (TG K (MG, =Cr ' (Mo 4edd ) G, =
=G5 (MAMY Go= (MAMYE.
BA, = (MG A (MG = MGV AGIM =
= MG VARG My= M7 (A M.
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Les igupldades matriciales obtenidas demuestran la validex del
primsr g—mpo da lgualdades operacionales (101.6), El segundo grupo
del pri 5i 58 toman en consideracion
la 1g1111dad (:, My) = (* Mz, y) y lag correlaciones {1(4.2).
En un espacio bilineal métrico hermitiano se consideran diferen-
tes tipos de los operadores. El operador A se llama hermitiano o
, i para cuelesquiera z, y € K,
(A=, y) = (=, Ap),
y antthermitiano o anticonjugado, si
(dz, ) = — (=, Ay).
Die agui provienen las igualdades respectivas
A =A% =174, A= —A* = —*d.
El operador A so denomina fsométrico, si para cualesquiera x, y € K,

se tiene
(Az, Ay) = (=, ).
Esto nos conduce a las igualdades
*AA = AvA.

En un espacio bilineal métrico ordinario los andlogos de los
operadores hermitiano y antihermitiano se llaman siméfrico y antisi-
métrico, respectivamente. En lo que sigue nos encontraremos més de
una vez con los operadores que se definen mediante la igualdad

A* = aF 4 f4 {104.7)
para ciertos nimeros @, f.

No todas las propiedades de los operad del tipo especial, ni
mucho menos, se pueden transfarir de un espacio unitario a un espacio
bilineal métrico hermitiano, aunque tienen algo en comfn. Aqui
pasamos por alto las investigaciones de todas estas cuestiomes.

Ejercicios.

1. (Do qué modn estin ligades entre i loe polinomics caracterfsticos de
los operadores A, As, A o P

q:uo ol respecto dol dor A.
B:ﬁ;:ﬂiﬂm que el auhu-pmu L.J. (u; [ in\m-imle ma'puf.to aif’“

emuéstrese que cunlquier vector propio del operador A, correspondi
al \ralm' propio A, 2 omgon‘i ala iwuwrﬂ.:p(a In dmcha} 2 todo veetor pmp!o
del operador A* (*4) que corresponde al nlm'-lu:p I.

4. Demuéstresa que coalquier vector radic » COTTESpOD-
diente a} valor propio A, es ortogenal a la izquierds (s ]l dcrel:hn) # todo vector
ra,dicul dal opmdnr A" *A) corresponde al valor propio p st

ll‘lam propics de un operador bermitiane (anti-
hurmll.\am). oouﬁpnndmnlea a los vectores 'pmplos no isbtropos, son reales
(imaginarios puros),
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B. Demufstress que los médulos de los valores propivs de un opemdor iso-
méll;llr. correspondientes & los vectores propios no isotropos, son igunles a la
unidad.

_ 7. Supongamos que en un espacio regular el producto escalar es simétrico
segin Hermite. Damuésirese que si el operador A es hermitiado (antibermitiano),
entonces ln forma bilineal (Az, y) s simétrica {anliaimélrica] seglin Harmite.

8. Bupongamos que en un espacio regular el produsto escalar es simétrico
segln Hermite, Demuéstrese quo &i ln forma bilineal (dz, ) es simétrica {anti-
simétrica) segin Hesmite, ol operador A es hermitiano (antihermitiano),

9. iDe qué modo cambian las afirmacionss de los sjarcicios 7, 8, si el
producto escalar es antisimétrico segin Hermite?

0. Demuistrese que ¢i al operador 4, que satisface la condiciin (104.7),
tiens par lo menos dos valores propios distintos, entonces | B | = 1.

§ 102,  Isomorfismo bilineal métrico

Al investigar los espacios eucli-
deps v unitarios hemos demostrado que existe, salvo un isomorfisme,
un solo cepacio de cada dimensiin n. Para los espacios bilineales
métricos las cosas resultan ser mds complejas.

Introduzcamos @l concepto de isomorfisme. Diremos que los
espacios ordinaries o bilineales métricos hermitianos sobre un
mismo campo numérico son somorfos, si son isomorfos come espacios
lingales, con la particularidad de que los productes escalares de los
pares de vectores correspondientes son iguales entre =i

Die esta definicién se deduce que en los espacios isomocfos las
matrices de Gram de los sistemas de vectores correspondientes coin-
ciden. La afirmecifin reciproca es también justa. Si en los espacios
bilinsales métricos sobre un campo numérico comin existen bases
con matrices de Gram coincidentes, estos espacios son isomorfos.
Efectivamente, al establecer la correspondencia entre las bases con
matrices iguales de Gram, aseguramos la coincidencia de los pro-
ductos escalares para cualesquiera pares de vectores de las bases y,
consecuentements, para coalesquiers pares de vectores.

TEOREMA 102t Los espacios bilineales métricos ordinarios (hermi-
tianosos) sobre un mismo campo numérico son isomorfos, si y sélo si, las
matrices de Gram de las bases arbitrarias de estos espacios son congruentes
(comgruentes segiin Hermite).

DEMOSTRACION. NECESTDAD. Las matrices de Gram de todas las
bases de un mismo espacio son congruentes, y coinciden en las bases
correspondi de unos espacios difs Por ser transitiva la
relacion de congruencia, las matrices de Gram para las bases arbitra-
ring de los espacios isomorfos serin congruentes.

surICIENCIA. Si las matrices de Gram para las bases arbitrarias de
los espacios bilineales métricos son congruentss, existen en diferen-
tes espacios unas bases, donde las matrices de Gram coinciden. Mas,
en este caso los espacios son isomorfos.
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El teorema demostrado dice que el problema de clasilicacion de
los espacios bilineales métricos es equivalente al problema de clasi-
ficacion de las formas bilineales, salvo 1a congruencia, Examinaremes
algunas clases de los espacios bilineales métricos.

Un espacio bilineal métrico real X, se lama seudoeuclidiano, si
el producto escalar viene dado por una forma bilineal simétrica
regular.

Para una base arbitraria de un espacio seudoeuclidiano la matriz
de Gram es real simétrica y, como ya sabemos, congruente de la
matriz diagonal con los elementos 1. Esto significa que en todo
espacio seudosuclidiano existe una bage en la que ol producto escalar
{r. y) de los vectores , y, cuyas coordenadas son &, . . ., & ¥y . o o

v s M, 58 da mediante la formula

o ) =5 + - 4+ B — G — - - - — Eathe

Los espacios seudoeuclidianos se determinan, salvo un isomerfisme,
por sus dos coracteristicas: la dimension y la signatura, los indices
posilive ¥ negativo, ete. Enire los espacios seudoeuclidianos es de
mayor interés para la fisica un espacio cuadridimensional de indice
positive Igual a uno. Este es el asi llamado espacio de Minkowski.
Hepresenta en si un espacio de sucesos de la teoria especial de la
relatividad.

Un espacio bilineal métrico real K, se denomina simplictal, si
el producto escalar viene dado por una forma bilineal antisimétrica
regular. :

La matriz de Gram para cualguier espacio simplicial es antisi-
métrica y, debido a esta circunstancia, es congruente de la matriz
celular dingonal con células del tipo (_? ;) . Por esta razfn la
dimensién de un espacio simplicial es siempre par y existe, salvo
un isomorfismo, un solo aspacio simplicial de dimension par prefijada.
En tal espacio existe una base en la que el producto escalar de los
vectores r, ¥ con las coordenadas &y, . . ., E, ¥y My, . . M, 03 de la
arma

9 =5 — Bt o Bl — Bl

Un espacie bilineal métrico complejo K, se llama euclidiano
complejo, si el producto escalar viene dado por una forma bilineal
simétrica regular,

Para cualquier base la matriz de Gram es simétrica compleja y
congeuente de la matriz unided, Existe, salvo un isomorfisio, un
aolo espacio euclidiane complejo de cada dimensidn. En todo espacio
euclidiano complejo existe una base en la que el producto escalar de
los vectores x, y es de la forma

Eoyy=Em + EMat oo+ Bl
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Un espacio bilineal hermiti plejo so denoming seudo-
unitario, si el producto escalar viens dado | por una forma bilineal
simétrica hermitiana regular,

La matriz de Gram para todo espacio seudounitario és hermitiana.
Es congruente segiin Hermite de la matriz diagonal real con los ele-
mentos =1. Por esta razin, existe siempre una base en la que el
producto escalar de los veclores x, ¥ tiene por expresién

(2 ) =EM+ oo+ EMe— erifars— - —Enllns

donde &, . .., §u ¥ Tas - s Y SO1 las coordenadas de los vectores
z, y. Esta vez también, un espacio seud ario se determina uni-
vocamente, salve un isomorfismo, mediante dos caracteristicas
suyas: la dimensién y la signatura, los indices positivo y negativo,
ate,

Efercicios

1. Demuéstrese que en los espacios i fos, & las bases (sem-
dmnognn-lu du]es anududu ules) les corresponden unes Dbases wlngomles

£ 1 n 1,

; 2. Demumuu qm m los espacios | y 8 los
&5 P
“8‘? Dsmum.me qul ln los aapa?:iu isomorfos une )m'pmdiuular ¥ una
proyeccién pasin & una
4. Domufatrosn q:un en I'ol espacios isomorfos lo detorminantes de Gram
de los slstemas correspondientes de vectores son iguales.




CAPITULO 13 FORMAS BILINEALES
EN LOS PROCESOS
DE CALCULO

§ 103. Procesos de ortogonslizacibn

Uno de los conceplos mds im-
portantes relacionados con cualquier espacio bilineal métrico es ol
de ortogonalizacion. Ya mos i més de ung vez cudn im-
portante es el papel que d pefian los sist ortogonales de
vectores y sobre todo las bases ortogonales en el estudio de los espacios
euclidianos y unitarios. No es menor el papel que los bases con vec-
tores ortogonales desempefien en otros espacios. No obstante, la
mayor parte de ientos ha sido iada hasta ahora
con la d acitn de la exi in de tales si ¥ Do con los
procesos de su construccitm. Cierta poidn rep 1
¢l método general de la transformacién de matriees de las formas
bilineales a Ja forma candnica y la construccifm de las bases candnicas
vinculada con la transf 6n citada, En vista de que los sistemas
ortogonales, d gonales y otros snélogos son muy esenciales
en la construceién de los més diversos algoritmos de céleulo, exami-
nemos ahora un proceso general que tiene por objeto 1o construceién
de semejantes sistemes en un espacio bilineal métrico.

Supongamos que en un ‘espacio Jinea) complejo K, viene dado,
con ayuda de una forma bilines] hermitiane regular, el producto
escalar (z, y). Consideraremos uns base g, &y, . . ., & ¥ trataremos de
construir otrs base fy, fy, . . ., fn que poses las siguientes propiedades:

1) las cépsulas lineales Ly de los vectores e, e, . . «oex ¥ frofase o -
.+ . fu coivciden para todo k=1,

2 a base fy, - - .. f s soud L Supongamos que (g, &) 5
5= 0 y hagamos f, = &,. Sea ya construido el sistema de los vectores
seudoortogonales fy, . . ., fu, ton I particularidad de que las cipsu-
las lineales de estos v do los vectores e, . . ., & id
¥ (fi, 11) 5= 0 para 1 < i = k. Buscaremos el vector fy, en Ia forma

h
frar=tnns T‘E_-'; Sy il 1 (103.1)
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donde ayp4p, « o o0 Syn4q 500 unos cosficientes desconocides. Las
condiciones ds nrtogonahdnd del vector fy.y a la izquierda respecto

a los voctores fy, . . ., fi ofrecen, para determinar &y p.iy. . . o By pe,
un sistema de ec\laciones algebraicas lineales
2y, i lfan fo) = —(en+ns fili
g, s (Fio fod o+ o6, (Fa fo) = —{e+1 f2h
@y s U o) 2 e o fd oo 0t waa (e fa) = = (e, o)
(103.2;
La matriz de esto sistema o5 tri izquierda. Por h , Sus

elementos diagonales se difieren de cero, dehldﬂ alo que ei sistema
(103.2) tiene la dnica solucién. Estd claro que el vector f, 4, construi-

do de tal modo, junte con los vectores f, . . ., f, forman un sistema
seudoortogonal y su capsula lineal coincide con la de los vectores
£, « - €4aq. Bl sistema de voclom ,I’,. “ e hﬂ ey lineslmente
ind di pussto que | dup es el sistema

hy oo fuoe

Seguimos adelauln el proceso. Si resulta gque las magnitudes
i !.?30“ distintas de cero para { cuslquiera, entonces el sistema
obtenido de vectores fy, . . .,-f, serii precisamente la base seudoorto-
gonal buscada. Desde luego, podemos shora normalizar los vectores
fiv « -« fn ¥ obtener una base ortonormalizada.

Do la formula (103.1) so desprende un corolario de importancia.
Escribamos la igualdad (103.1) bajo la forme

\
Erp = (— L2 wiafeh + Fasee

El voctor entre parvédntesis pertenece a Ly, el vector fy., perte-
nece & LLy por coustruccién, por lo cual la solucién de los siste-
mas (103.2) nos da, en.realidad, la descomposicién de cada vector
4,4y o0 una proyeccién y la perpendicular izquierda respecte del
subsspacio Ly.

I proceso descrito se simplifica de modo considerable, si el
producto escalar viens dade por una forma bilineal simétrica hermi-
tiana. En tal caso las wndlcionss (1, f) = O para j < i llovan con-

el limi e las (s 1) =0 para js5 i
Por ello, ol sistema (103 2) so convierte en un sistema con una matriz
diagonal y se tiene

S =GR
para todo £, La base construida f, fg, « « +, fp serd no sélo seudoorto-
gonal, sino también ortogonal.
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La finica causa por la cual puede obst 1a
de la base ssudoortogonal f, . . ., fo, a partir de la base ey, . . ., &,
consiste en la anulacién de uno de los productos escalares (fy, fi),
i << n, Tal situaci6n se llamard deg ja. La situacién d d
no viene o ciencia cierta, si la forma cuadratica (z, z) no tiene vectores
isétropos, por ejemplo, si esta iltima es estrictamente de signo cons-
tante. Efectivaments, en este caso Ia igualdad (f,, f;) = 0 es posible
solo cuando fy == 0. Mas, f, #= 0 para { cualguiers, puesto que los
vectores fy, . - ., f; son linealmente independientes. Por consiguionte,
ahora el proceso es realizable, cualquiera que sea la eleccién de la

basa e;, . . ., .
Existen muchos problemas en los cuales no hace falta conservar
los lazos de la nueva base fy, . . ., f, con la base inicial ¢, . . ., &n,

puesto que se necesita sblo construir en el espacio una base seudo-
ortogonal. En este caso, cada vez que aparezca la igualdad {fy, /i) =
= (), sa debe sustituir el vector e, por otro y caloular de nuevo el
vector f,, repitiendo este procedimiento hasta que se cumpla la
condicion {7y, fi) 7 0. Los vectores fy, . . ., fi-; quedan invariahles.

Uin vector necesario para sustituir e, siempre existe. Supongamos

ue la igualdad (f,, f;) = 0 se verifica para eualquier veclor ¢.
g’uestoqueelvectnrhea gonal a la izquierd i a los
vectores &, . . . &, esto significa que el subespacio LL;., estd
compuesto sblo por los vectores isbtropos y el vector nulo. Mas, el
subespacio Ly, es regular, por lo cual 1Ly, = +K,. La fltima
igualdad no puede tener Jugar para i — 1 <n, puesto que, por ser
K, regular, el subespacio +K, silo consta del vector nulo.

Al proceder del mismo modo, podemos construir también una
base que sea seudodual para la dada. Supongamos otra vez que
£ €3, -« oy €, 05 la base dada y es necesario construir una base que
sea seudodual para la base dada, por ejemple, la izquierda. Tomemos
una base mAs: g, Ga, « - 0 G- SeB (g1, &) 54 0 y pongamos & = G-
Admitamos que ya se ha construido un sistema de vectores &y, . . ., &
tales que su capsula lineal coincide con la cdpsula lineal de los
vectores gy, . . ., gx ¥ se cumplen las condiciones (t;, &,} 55 0 para
{i<ky (t;, ¢ =0 para j<<i. Buscaremos el vector f.;
en forma

L3
Byt = Grat T '}:; Pr. natis (108.3)
donde Pyasrs - - o B a4y S0n unos cosficientes desconocidos. La
condicién de ortogonalidad del vector fy4, & la izquierda respecto de
los vectores &, . . ., & nos ofrece de nuevo, para determinar Ba. ks oo

o+ s B, k4 un sistema de ecuaciones algebraicas linea les provisto
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de una matriz triangular izquierda:

Py, wia (ts: &) = —(qu+1, £1)
ﬂu. K {1;- £g) + fy, weg (20 23) = ={gn+rr €2)
ﬂ: R (‘l- )+ By, woa (o ea) + o By o (s &) = —(Gess )
(103.4)
De acuerdo con la suposici a los el di les,

ol sistema tiene la solucion dnica. Si, ul continuar el proceso, resulta
que las magnitudes (t;, e;) son distintas de cero para i cualgquiera,
entonces ol sistema obtenido de vectores serd, siendo normalizadoe
adecuadamente, la base seudodual pare &, e - Cabe notar
que esta vez el preceso no se simplifics, si el pmduclo escnlar viene
dade medisnte una forma bilineal simétrica. El empleo de la base
auxiliar gy, go0 . . o0 G ite evitar la deg ion del proceso,
sustituyendo en al momanto apropiado uno de los vectores g y repi-
tiendo Jos cdleulos de] vector ¢;. En el caso dade tampoco cambian
los vectores f,, . . ..

Tadaes ]ns procesos dmnms y los procesos anélagna se 1Ismarén,
con mayor fi de § t

procesos de ort lizacién. No obstante, a vec.es nos veremos obliga-
dos a construir, en Im m:smu espacio bilineal mém‘m K. unas suce-
siones de , art o geud les con relacién a las

diferentes formas bilineales, Se considerarin sélo las formas de] tipo
(Rz, y), donde A es un operador lineal en X,. Para poder distinguir
dﬂmutea sucesiones una de la otra, dlIEBJIOI qus so treta de la A-

&

la R-seudoor

Muchaa propiedades y per.nhar]dades de 105 pmwws de ortogo-

ién pueden hi do su i matri-

nis]en Sunongamus que un pmdm:lu esealar Bn X v{em dado por la

forma bilineal hermi (z, y). La idad de la bese

fus fas « « o Jy significa que {j',, f} = () para | < 1, 83 docir, |a matriz

de Gram G, de la forma hllinoai (z, y) en la base fy, fa, . . ., fo seré

triapgular éerechs Conforme al proceso de construccién ds la nuevs
base, las chipsulag lineales de los vectores fy, ..., fa ¥ -

coincidan, Por consiguiente, al tomar en consideracién (103 1), con—

cluimos que

ey =fy
s=—asfi+h {103.5)
‘n=“3l<uh"’c‘: wla= . =@ t..-fu i+ f
donde ey son 11 6 so calcul

portiendo de los sistemas (ma 5} Por elln la nmri: A de la trans-
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formacién de coordenadas al pasar de la nuove base fi, foy + - - fu
& €4, €5, -oes £, 88 trisngular derecha cuyos el di les
son iguales & la unidad. Dado que la matriz de la transformacién
de coordenadss al pasar de la base sntigue a ls nueva coiucide
con A1, se tliene

Gy =A"V6, A

De aqui proviene la igualdad
Gy= A'G,A, (403.6)
Es ffcil anpml:af que la matriz GA es trianguler derecha ﬁ Fus

con os d o la
matriz Gj.
Designemos con E, (F) una matriz cuyas columnas estdn repre-
sentadas por las coordenadas de los vectorea &y, . . .. & (fiy o - o fa)
en la base gy, - . ., gn. Las corralaci (103.5) tran que

Eg=Fe, (108.7)
¥, por supuesto, ademds,
6y = FiligFq. (103.8)

Asi pues, el procese considerado de cqnstruccidn de una base

i 1 resulta h te relacionado con la d posi
cién de la matriz de Gram en factores triangulares y con la descom-
posicidn (103.7) en £ de la matriz de las coordenadas.

TEOREMA 1034, Para que el proceso (103.1), (103.2) de conatruecidn
de la base seudoortogonal fy, fay - - ., fo partiendo de la base g, &,, . . .
+ + -y En, 860 realizable en un espacio bilineal métrico regular Ky, es nece-
sario y suficiente que la matriz de Gram del sislema &, &, . . ., e, lenga
menores principalss no nulos.

ACION AD, Supong que el proceso es reali-
zable, es decir, tiene lugar la correlacién (103.6). La matriz G; es
regular, puesto que representa la matriz de Gram do la forma bilineal
regular (z, y) para la base. Por esta razin todos sus elemuntos diago-
nales son distintos da cero. Aplicando la férmula de Binet-Cauchy,
obtenemos que para todo r

L e o i f1 2 ¥ 12 ..or
G‘({ 2 ... .-)“‘G"i (1 2 ... r)‘G'(i 23 r)‘*o'

pong que log principales de la matriz
de Gram @, son distintos de cero. Por lo tanto, en concordancia con
(93.1), existe una descomposicién G, = L.D,U,, donde L, o9 una
matriz triangular izquierda con elementos diagonales unidad, I, es
une matriz diagonal con plementos no nulos, U/, es una matriz
triangular derecha con elomentos diagonales unided. Es fécil ver
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que In matriz
G,=T;"¢U =U: LD,

es trinngular izquierda cuyos el d con
los elementos diagonales de la matriz I,. Ahora, si a titulo de la
matriz A tomamos s matriz triangular derecha /., con el t
dirgondles unidad, entonces para la base fy, fa, . . ., fx 80 cumplirin
las corral (108.5). Preci esta base serd construida
conforme al proceso (103.1), (103.2), de lo que es ficil convencerse
por comprobacién inmediata.

Si el producto escalar estd dado por una forma bilineal lermi-
tiana simdtrica, la matriz G, serd hermitinna, como lo seré también
la matriz ;. Pero de aqui se deduce que la matriz G, serf diagonal.
Este hecho ya se ha notado. Comparande (93.5), (105.6}, concluimos
que ol proceso de ortogonalizacién en el caso dado coineide completa-
mente con el de la ob ion de la d posicion (93.5).

Si el espacio K, es unitario, el proceso de drtogonalizacion deter-
mina no sblo la desecmposicion de la matriz de Gram en factores
triangulares, sino también la descomposiciin de la matriz de las
coordenadas en un producto de los factores unitario y trisngular
derecho. En efecto, elijamos una base ortonormalizada g;, g4, . - ., ga
e indiguemos con D, una matriz diagonal formada de las longitudes
de las columnas de la matriz Fy de (103.7). Ahora tensmos £, =
= (FeD3") (DyA). La matriz DA es triangular derecha. Pero las
matrices G, ¥ G, (D'} son matrices unidad. Segin (103.8), en el
cago dado (F 07 (FD7W) = E, es decir, la matriz e
unitaria,

El hecho de que ia base ¢, 1y, . . ., ¢, es seudodual izquierda para
la base ¢, e, . . ., e, testimonia que para la forma bilineal (x, y),
que determina el producto escalar en &, se cumplen las condiciones
{.l.. e) = 0para f<<iy (f, e = 1 para cualguier /. En otras pala-

ras, eslo significa que para of par de bases &y, ey, . . . € ¥ b, g, . . .
«« v by la matriz Gy, de la forma bilineal (z, y} es triangular derecha
con elemontos diagonales unidad. De aqgui concluimos que la matriz
Q7 dalat i6n de das, al pasar de la base inicial
Gis Gav < - -2 Go @ la base #;, 4, .. ., t,, es triangular derecha. Sin
embargo, en este caso los elementos diagonales no serdn iguales d uni-
dades, puesto que los vectores 4, ts, . . ., t, 5 han sometido a la nor-
malizacién. 8n tione

Gie = QG ou

Goe = Q'Gy,.

El proceso de construceién de la base, seudodunl respecto a la
dada, resulta tembién estrechaments ligado con la descomposicitn
{93.4) de una matriz en factores triangulares.

y luego
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TEOREMa 103.2, Pare que sea realizable el proceso de construccitn

(103.3), (103.4) de lo base &y, ta, ..., by, icquierda seudodual para
&, 8y, . .« .. &, a partir de la base gy, s, . . ., §a, €5 necesario y suficiente
fa matriz G g, de la forma bilineal (z, y) tenga en las bases gy, 4o, . . .
Ca G Y8 Ea ey los menores principales no nulos.

La acién de este t se omite aqui, puesto que es
casi la repeticién textual de Ia demostracién del teorema n.utmnr
mlhrayamas como concl , que los p iderados de
ort li se il al caso de los espacios
Iu].maales métricos ord[narlns Camhian 56]0 algunos detalles rela-
dos con la comj en el caso dado

resulta mas dificil eliminar situsciones degeneradas.

Ejereicios.

Cudl es la interpretacion geomélma del proceso de ortogonalizacion?
uéstrese que & el proceso de oﬂegnusllmﬁn se aplica & un sistema
lineslments dependionte e, &, .. ., nees fy = 0 pars clerto k = n.

. Supongamos que I forma cuafriuu (=, =} et privada de vectares
Lsﬁunpou o 88 rmina la base del sistema dado de vectores con ayuda
dal de ortogonalizacitn?

Demuéstrese que sl un proceso de ortogonalizecidn se realiza en un
aqm.do euclideo o an \m aswlcio uniuno‘_‘la desigualdad III. 155 |y | 20 cum Ie
para e la igualdad se logra cua
¥ u’blo cuunﬂo. ol mhr £, B00 m-lnqoml a_los vectures e,

que las de los vectores e,
base orionormalizada de un ue’pncio wucliden 0 unitaria forman u
mmgular iComo varia la matriz do los después de real

:ﬂgcmn]luci
5 ;Sn podré construir una base dual con ayuds de un process de ortogonali-

?‘ iCémo se debe aplicar el process de ortogonalizacién para obtener uns
basa sendodual derec g

ue la én de una matriz regular complojn
en el producto de una mal.ris nulm]n y una triongular devecha es inica, si se
axige que Jos elementos diagonales de la matriz trisngular sean poa:tlwa

1o 9. {Cémoa emplen el proceso de nogonali én para In 1 de
10, Sea K,, un upn:lo deginmdo gmmo a0 construird la base seudooriogo-
nal de un regula idn méxima, empleando para ello el
de oﬂownaliznciﬁn?
11. iSe dmp!ll':cari la mmmc.-.m de los sistemns seudoortogonales de
wectores en un espacio i la forma [z, =) es de signo
constante?

§ 104.  Ortogonalizacién
de una sucesifn de potencias

En los procesos de ortogonaliza-
cién [a matriz de la trensformacion de al pasar de vna
base antigus a una nueva, es siempre trisngular. Sin embargo, si la
base inicial se elige de un modo especial, para la matriz de In trans-
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ht

1 ion de denades pueden UNEs repr
mucho mdis simpl serin mds illos son
los procesos de orlogonnllzscién

Supongamos que en un espacio bilineal métrico K, hermitiano
mgn]::r. se ha ]dadn un ?pa‘riurlor A. Tomemos un vector no nulo r y

a 8
x, Az, A%, ..., AV {104.1)

Tales sucesiones se llamardn sucesiones de potencias generadas por el
veclor .

En toda sucesion de potencias cierto ndmero de los primeros
veclores es linealmente independients. Supongamos que k es el
mayor de estos nimeros. Esto significa que existen tales nimeros

gy By . o ee %y, Siendo oy 2 0, que

anz+¢,/ls:-i-—“<—l-a.d‘z—ﬂ (104.2)
Designemos con p (h) = o) - @k 4 my el polinomio de
grado k. Por lo visto, la lgualdad {ﬂ}i 2] es rr{uwa]enle a la siguients
pld)z=0. 104.3)
Existen muchos pD]lnomios para los cuu!ea se verifican Ias corre-

Inciones del tipo (104.3). A tales poli per! , por ejemp
al istico del dor A. Pero entre ellos existe, a

ciencia cierta, un polinomio de grado inferior. Se denomina polino-
mio minimo que anula el vector z. Estd claro que su gradu as tgual al
nimero maximo de los primeros de la de

{104.1} que forman un sistama linealmente indepeadiente o, lo que
es igual, s inferior en una unidad al nimero minimo de los primeros
vactores que forman un sistema linealmente dependiente.

El grade del polinomic minimo resulta ser intimamente relacio-
nado con la descomposicion del vector x segin la base radical del
operador A, Ias alturas de los vectores radicales y el nimero de los
valores propios distintos dos a dos. A saber, es veridico el

Lema 104.14. El grado del polinemio minimo que amela el vector x
es igual a la suma de las elturas mdzimas de los vectores radicales del
operador A gue figuran en la descomposicidn del vector x segiin la base
radical y que wrmsponden a log valores propios distintos dos a dos.

ACION. el vector z en forma de la suma
z=u|+u. oot oty (104.4)
donde u,, ..., iy pertenecen o los subespacios ciclicos diferentes del

operador A. Puesto que los subespacios ciclicos diferentes no tienen
vectores comunes, salvo el nulo, entonces para que so compla la
igualdad (104.3), es ¥ el li o de la
igualdad o {4) u, = 0 para { cualquiera. Si u; es un vector radlnal
de altura m; y corresponde al valor propio A, eatonces la igunldad
¢ (4) #, =0 vendrd lugar cuando, y s6lo cuando el polinomio
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@ () se divide por (2 — 1), donde r = my. En este caso q (A) 1, = 0
no silo cuando § == i, sino parn todos los f, para los cuales los vetlores
uy corresponden A los valores propios, coincidentes con A, ¥ tienen
alturas no superiores a r. Sean Ay, . .., Ay, unos valores propios
distintos dos a dos que corresponden a los Uy, 2 by do
(104.4) ¥ sean m,, ..., My, las alturas miximas de los vectores
radicales uy, .. ., ug que corresponden a los valores propios y coinei-
den eon Ay, ..o llp. Entonces

G0y (o= h) ™ (R )

serd ol polinomio minimo que anula el vector z. El lema queda de-
mostrado.

Supongamos que los vectores & = A=z, para 1 =21 < &, son
linealmente independientes. Aplig a psle si el proceso,
deserito anteriormente, para ob un ai; d gonal de
vectores fy, considerando, por supuesto, que el propio proceso es
realizable. Si el operador A de ningln modo estd ligado con el pro-
dueto escalar, introducido en el espacio A, es dificil esperar que el
procesn se simplifique. Sin embargo, la situacién cambia Lirusea-
mente, si el operador A satisface la correlacidn (101.7), siendo, por
j lo, aut j do en un espacio unitario.

TroREMA a0 St el operador A satisface la correlaciin (101.7)
y i los vectores gy = A'"' x son linealmente independientes para
1 = ¢ = k, mientras gue los vectores fy, . . ., fu e han obtenido de los
vectores &y, . . ., & con uyuwde del proceso de sewdeorlogonalizacidin,
entonces tienen lugar los siguientes correlaciones

fim=x,
fa=Afi—aty, {104.5)
fim=Afi—ayfi=Bi-sfie >4,
donde
_4h 1) T .
bt /7w 2 T e e g i
ety iz P A1 V= (AT frm) e, 1) i.6)
' Uiy fame) e 1) t
i=1.

Para concrelar, la demostracidn se realizard en un cspaciv hili-
neal métrico hermitiano. Tomando en consideracion la forma de los
vectores g; v rigiéndonos por las férmulas (103.5), eoncluimos que

i-2
fr=Ate g Xy, Al
f=]

para ciertos nimeros v, De agui se desprende que ol vector
fe4n — Afy pertencee a la cépsula lineal de los vectores z, Arx, , . .
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o A1z 0, lo que es igual, de los vectores fy, fu, - + ., f1. Porello,

1
f:+|=rlh'i-,§-l Ly

para clertos nimeros Ey 44, Las dici de ortogonahidad del
vector f|+‘a la izquierda respecto de los vectums fis fo. ioni Iy
proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas lineales
para determinar los coeficientes £y 4,

Bl 1) =—(df, fi)
Eugar {Fa fa)"'E: to4 (fer fo) =—{4f,, fa)
Een (fr fim IH— ok Em.ru(f: r fia) =—{Afy fi-h
Eni U f) o B e w0+ B s (Tef )= — (Afy, Fo)-
(104.7)
Por hipétesis del teorema, el medur A satisface la condicién
104.7). Por eso, en la seudoortogonalidad

el sistema de vectores f;, tenemos para [ <Zi—1

(Al ) ={f0 Af) =y, (@E+BA) B =a(fy, fi) +Blfn Af) =
i _ !
=Pl fin— EIEJ. sf =B {{f1 frq)—gi o U £} =0

Entre loa segundos miembros del sistema (104.7) solamente los
dos Gltimes son distintos de cero. Por consiguiente, sblo £,y 14,
% 1+1 pusden ser distintos de cero, lo que demuestra la validez de
las correlaciones (104.5). El valor del coeficiente «, se halla, par-
tiendo de las condiciones de ortogonalidad del vector f, a la izquierda
respecto de fy, mientras que los valores para los coeficientes oy, fi; 4

sa obti de la dicién de ortogonalidad del vector fi4;, 2 la
fzquierda respecto de f;, fiy.
Asi pues, el proceso de o lizacién para una idn de

potencias resulta realmente mucho més simple que para una sucesion
de forma general, Si en cierto paso resulta que 5;, fi} = 0, pero
fi %= 0, entonces la degeneracién del proceso puede ser evitada por
eleccion adecuada del vector nuevo r.

“4-.-‘ que en una i6n de potencias se tienen n vectores

li nto independientes. Aplicando el proceso de ortogonaliza-
¢ibn, sa puede constroir una basa fy, f., . . ., f, del espacio X,. Esta
base posee la singularidad de que en ella la matriz 4, del operador 4
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tiens forma tridiagonal

(o P 0 3
1 oy By
i - : (104.8
0 1 aaey fac
1 o,

En efecto, como columnas de la matriz del operador actian las coor-
denadas de los vectores Af,, Af, . . ., Af, respecto de la base f;, f., . ..
vsay foo Pero, de acuerdo con (104.5),

Afy=a,fy+ 2
Afy= ﬁ"f. +aufz+fa
............ . (104.8)
A-an-l =Pa-afn-at%nafn-y 4 fas
Afy=Paorf-s+ Znfne
Sien una ion de potencias faltan n linealmente inde-
pendientes, entonces, aplicando el proceso de ortogonalizacion, lega-

mos a qué fre, = 0 para cierto r << n. Tomemos un vector nuevo u
y formemos el vector

r

v=u— 3

=
determi do los coefi 7y de las dici de ortogonalidad
del vector v a la izquierda respecto de les veclores fy, fa, . . .. fr

Construyamos una sucesion de potencias engendrada por el vector v,

Ls facil probar que todo vector de esta sucesion es también ortogonal

a la izquierda respecto de los vectores fy, fo, - . ., fr Dicha propiedad

la posee por construccién el vector v upongamos Jfue la hemos de-

mostrado para todos los vectores v, Av, ..., A". En este caso,

lenumdo presentes las correlaclones {(104.9} v la igualdad (101.7),
para el A

(Ao, )= (A, A%f) = (A'v, (@E4pA) 1)) =
=a (4%, i)+ F(A", Brsf o+ orfy  Frag) = 0.

Aplicando el proceso de ortogonalizacién a la nueva suoaﬂén cons-
trufremos wun sistema de vectores lineal i

Gus Qav - - -4 @ Que son seudoortogonales entre si y a la tol.ahd.nd de
los vectores fy, fa, ...y fr. Sir+4<Zn, continuaremos el proceso de
construccién de la base hasta que se haya construido la base de todo
el espacio. En este caso todo ol espacio se dividird en la suma directa

26
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de tog subespacios invarinntes, ¥ la matriz del oporador A en dicha
base serd de Toema celular diagonal con eélulas tridiagonales del
lipe (105.8),

Ejercicios.

1. Veweestress quo el pelinomio sunimo que anula el vector = e un divigar
1 covicleristico,

2 Sirese 1\&& el polinomio mimmo que anula el vector z es Gnico,
salvn un factor escalar

3. Duemnnistrese que <l ¢ oporader A es heemitiane v el espacio K, unita-
i, entonees las formulas (104.8) adquicren la Turma:

— )
=T
By (A frayd (e Afia)  {li by >0,

BRTTY P Ry Py P 17

4. Domwistrese que en los condiciones del ejervicio 3 existe tal matriz
nal hl quee parn Lo mateis Ay de (W04.8) la santoz 0240 serd real simétrica

iagual.
Il i

que, lidas las d (101 7), las matrices de las
s (A, p), (z, :Ig-; en la base fy, .. ., f, son derechas cas trign-

Tormas laline
glnres.

6. Dpinucsirese que en las condiciones del ejereicio 3 las matrices de las
furmnns Lilineales (42, gb, (=, Ayhen Inbase §y, . .. £, son Bermitianas tridiage-

aniestrese quo s el espacio £, as degeneradoe, eutonces, con avuda de
{I04.5), (A0}, parede i ln base sewd e un
regular e dimesssin wdxoma,

sul o

105, Métodos de direcciones

conjugailas

La construcciin de los sistemas
de ortogonales, loorlogonales v olros, ialmente a la
base del empleo de las i de potencias, ofrece des posi-

bilidades en la elaboracién de toda una sevie de métodos numéricos
para solucionar las ecuaciones del tipe

Az = b, (105.1)

donde A es un operador que actia en el espacio lineal K, mientras
que b es un vector prefijado y z, el veclor buscado.

Ya nos lemos referido reiteradamente a los diferentes aspecios de
este problema, Ahora daremos a conocer un gran grupo de métodos
numericos para la resolucion de la ecuacion (105.1) a los que se ha
alribmido el nombre general de métodos de dirceciones conjugadas.
Todos ellos estin bngados en los procesos de orlogonalizacién de
sucesiones de potenvias. Con el fin de simplificar la exposicién, supon-
ganos que el operndor A s regular y, por lo tanto, la ecuacion
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(105.1) tiene pre la finica solucién. Con en iderar
que el espacio K, es complejo y el producte escalar en &l viene dado
mediante una forma bilineal hormitiana simétrica y definida positiva,
es decir, K, es un espacio unitaria,
Tomemos unos operadores regulares C, B cualesquiera y sea
B4y - - oy S UD S0 8 €A B-seudoort 1 deeir
(CABsy, &) =0, ({CABs, 5) =0, k<4

para todoi. Designemos con z, el voctor inicial y sea

T=a+ 3121 agsy,
i
% _:,-i-BJ-_,v! a8y, (105.2)
= Az — b
E de las laci
= 1y + a8y (105.3)
se infiere que
ry = riy + @ABs;. (105.4)

Es facil mostrar que para el sistema CA B-seudoortogonal sy, - . .
v+ s 8 lienen Iugar las igualdades

(Cryy m) =0, Ikt (105.5)
En efecto,
"
ry=An—b=Aly—1)=— 3 . a,ABs,
j=T
¥, ademds,

(Crov )= = 2} a;(CABs), s} =0
et

para cualesquiera k = t.
Ronatd

que el sist de 84 -+ -y 5, 858 construys

paralelamente cqn el sistema ry, . « ., Fuog, COD ayuda del proceso de su

£ A F-seudoortogonalizacién. Hagamos 5, = ry ¥ para todo i tendremos
1

S ="y +,§l Pa, pri8ne (105.8)

Las lici de CAB-ortogonalidad del vector $;4; & la izquierda

de los 8, . i como 8i un

P « oy § PIOP P
sistema triangular izquierdo para determinar los coeficientes fis 141-
En este caso, r, »5 una combinacién lineal de los vectores &, . ..
v+ 0 Sn4y. Por comsiguiente, el producto escalar (Cry, ry) es una
combinacitn lineal de los ndmeres (Cry, sy}, + « -1 (O, Suaa) ¥ €8 igual
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a cero, de conlformidad con (100.5) para k <= i, es decir,

(Cry, 1) = 0, ki, (105.7)
Esto significa que si (Cry, ry) = 0 para ¢ cualquiera, entonces la
ion de tores r; es C-seudoortogonal., En un espacio lineal

n-dimensional un sistema C-gendoortogonal no puede contener més
de n vectores no nulos. Por esta razén, en cierto paso del proceso de
cilculo uno de los residuos se hard nulo v obtendremos la solucién
exucta de la ecuacién (105.1).

Para realizar el proceso, es determinar los coefici
ay de (105.2) y B, ;i, de {105.6). Los coeficientes a; se hallan siempre
de un modo simple. Conforme a (105.4), (105.5), {105.7), tenemos

{CringTi=y) (Cre_y, 5}
=== {CARsy, rioy) auiar 1CABs;, 5,) ° (105.8)
En el caso general, los coeficientes By 4, 5o calenlan de una

manera mucho mas compleja. Sin embargo, si los operadares 4, B, €
estin ligedos entre si por la correlacion

(CABC-N* = aF - AR (105.9)
para ciertos miimeros a«, B, entonces entre lodos los coeficientes
PBa,p+1 9610 By g4y puede ser distinto de cero. Supongames que

S+ =y + bsie (105.10)

El coeficiente b, se determina wnivocamente de la condiciin de
CAB-ortogonalidad del vector £, a la izquierda respecto del vector
%, lo que nos da, al tomar en consideracién (105.9), (105.10)

{CABry, 55} 5 (Cry, ABsf)
by=— by = P (CABs, 1) (10541)

Supongamos que al ealcular la sucesion de Jos vectores s segin
las férmulas (105.10), (105.11), hemos mostrado que la sucesién
Sy« + +, % forma un sist € AB-seudoortogonal, Esto es justo, a
ciencia cierta, ¢uando i = 2. Teniendo presente (105.9), obtenemos
de (105.4)—(105.7), para k < {, que
(CABsy, ay) = (CABry, 5,) + by (CABsy, 5,) =

=((CABC™) Crisp) = (Cry, (CABC1)" 5,) =
=(Cry, (aE+BAB) sy)=a (Cry, ) + B (Cry, ABsy) =

= (i 2 (n—rned) = £ (Cri =y =0,

De este modo, si se cumple la correlacién (105.9), la resolucién
de la ecuacién operacional (105.1) puede realizarse a base de la
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siguiente sugestion:
Eym=Ty, 2
ri=ri+oABs;,
S =ry+bs, =
=24+ 0,82 (105.12)

Aqui, 7, es un vector inicial arbitrario y los coeficientes a,, b, se
calculan de acuerdo con (105.8), (105.11). Al designar u, = Bs,, sl
proceso  sera:

uy = Brg,
=Ty agdiy,
ey = Bry+ by,
= Ly T Ay
siendo para este caso
(Criey rim) __ (B™%Criy, up)

W T Ty i) T (B CAR, )
Ty _ABMCABr v _ & (Cry Aug)
L ST TR (B Aug, uyg) *

Estos procesos llevan el nombre de métodos de direcciones confugadas.

De las férmulas (105.4), (105,10} concluimos que los vectores
Ty, Frey Son combinaciones lineales de los vectores de una misma
sncesion de potencias

Fon ABry, ..o (ABY g (105.18)
Mis afin, se han obtenido de ésta con ayuda de C- y CA B-seudoortogo-
lizacion, respecti De este hecho se deducen unos coro-

larios de importancia excluvisa.
Si en la descomposicidn del vector ry segiin la base candnica de

Jordan del operador A5 no todos los p tes estin |
entonees la anulacidn del residuo sucederd antes que llegue el r-ésimo
paso. El p se termina con una rapidez singular, si el operador

AB es de estructura simple y tiene un gran nimero de valores propios
coincidentes. A saber, si en la descomposicién del vector ry segiin
los valores propios de la matriz 48 los componentes no nulos corres-
ponden a m valores propios distintes dos a dos, entonces ry, = (.
De acuerdo con el teorems 104.1, para los vectores 5y, ry deben
tener lugar las correlaciones de tres términos del tipo (104.5). Pueden
bt éstas direct de (105.4), (105.10). A saber,

s a ABs 4 (1 by) s — by sy, i1,
Fia=au Al + (14 .2!.:7_:.) " -L::t'- ry il

(105.14)
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De aqui pueden oblenerse también otras correlaciones, Por ejemplo,
Tray = Tjoy + Brgy (0B + 3 = 24),

donde w4y, @ son unos nimerns elegidos de modo adecuado,

En relacion con lo dicho respecto de la sucesion (105.13), fijemos
nuestes atencidn en la siguiente peculiaridad de la condicién (105.9).
A primera vista, se diferencia de las condiciones del tipo (101.7).
Sin embargo, al tomar en consideracién (101.6), resulta ficil mostrar
que la condicién (105.9) es, de hecho, también une condicién del
tipo (101.7) y, ademis, simultineamente respecto a dos productes
escalares (CABz, y) v (Cx, y). En efecto, observemos que el operador
conjugado en (105.9) estd ligado con el praducto escalar principal
del espacio unitarie, mientras que la ortogonalidad de los vectares
5, rp 58 asegura respecto de los productos escalaves (CARz, v) v
(Cx, y), respectivamente, Por ello

cam (AB)* = (CAB-AB-(CAB)™* = (CABC-')* = aE + BAB,
¢ (4B)* = (CABC™")* = aF + PAB.

La realizacién de los métodos de direcciones conjugadas puede
ser obstacnlarizads sblo por el hecho de goe uno de Jos productos
escalares, (CABsy, 50) 0 (Cry_y, ry-y), 56 anule antes dp que so reduzca
a cero el residuo. Si (CABsy, 3;) = 0, los coelicientes a;, & no pueden
calcularse. En cambio, 8i (Crq-y, ri4) = 0, esto tendrd por resultado
que el coeficiente @; serd nule, mientras que los residuos no nulos
Fi-py Fi coincidirdn y, como consecuencia, tendrd lugar la igualdad
(CABS1 4, 841) = 0. Se puede evitar esta situacion mediante la
eleccion del nuevo vector inicial z,. Si los operadores CAB v C
son definidos positivos, las degeneraciones citadas son imposibles ¥
el proceso fluye sin complicaci Si el operador CAB es definid
positive, los métodos de dir Jugad degi adici
mente unas nuevas propiedades interesantes.

Sobre @l grado en que el vector z se aproxima a la solueion de la
ecuacidn (105.1) podemos juzgar por la pequefiez del cuadrado de
una norma de la diferencia ¢ = r — z. Con este fin resulta cbmodo
utilizar las asi 11 das funcionales generalizadas de errores del tipo
(Re, ¢), donde R es cualquier operador definido positive, por ejemplo,
ol operador B-'*CA. El oparador dado seré definido positivo, puesto
que estd iado al operador CAB mediante la relacién B-'*CA =
= B~'* (CAB) B, Es vélido el

TEOREMA 1050, Si el operador CAR es definido positive, entre todos
los vectores del tipo £ = z, + Bs, donde 5 pertenece a la cdpsula lineal
de los vectores 5, . . ., &, el vector x; da el minimo de la funcional gene-
ralizada de errares

@ (2) = (B-1*CAe, ¢).
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pryosTRACIoN. Puesio que el operador CAB es definido positive,
el sistema de los vectores 5, seré CAB-ortoguna] Tepresentomos ol
vector z en forma de una d , por analogia con la des-
composicién (105.2) para el vector z:

1
=4 Egl.‘x,e,,
Tenemos
P (z) = (B"CA{r—3), r—2)=

—-(8"'Cdﬂ(§.: am—)‘: Rysy)s B(})‘i ap— é. k)=

E(CAB(ElRF: ;__-‘:_.!,], a8y — E‘h,s,)-—

- }:.;;I lag =l | (CABsy, 54+ +:T1u las|*(CABsy, 55).

Da aqui concluimos que el minimo de Ia funcional de arrores se alean-
za para hy = a;, j= i, s decir, para £ =z,

La funcional de errores no puede detorminarse en los cileulos
pricticos, puesto que depende do |a solucidn x que se desconoce. No
ohstante, dicha funcienal silo se diferencia de otra funcional en un
umando constante:

P (2) = (B-**CAz, 1) — 2Re (B-*Ch, 1)
que ya puede calenlarse. Fn efecto,
Gz =(B*CA (z —1), x =)=
= (B1%CAz, z) — (B-'"CAz, g} — (R2*CAz, z) 4
4 (B='*CAz, z) = {B'*CAz, 3) — (B™'*Ch, z) —
— (BI*Ch, 2} + (B'"Ch, z) =) (z) + (B'*Ch, 7).

Demos a conocer, on fin, algunas clases de los operadores, para

los cuales se cumplen las condiciones (105.9).

1. Todos los operadores A, B, € son hermitianng, siendo § = C.
La condicién (105.9) so cumple para e =0, f = 1:

(CABC=Y" = (HA)* = A*B* = 0.E 4+ 1. 4B.
2. Los operadores CAf y € son hermitianns. La condicién
{105.9) se comple para o = 0, f = 1:
(CARCY® = C'* {CAR* = CUWCAR = (L F + 1-AB.

3. El operador € se conmuta con A5 el operador 45 es normal
y sn espectro se halla en una linea recta. La dltima condicién signi-



CAF. 11 FORMAS BILINEALES EN LOS PROCES0S DE CALCULG 410

fica que 48 = £ + &N para cierto operador hermitiano . Ahora
hallamos

(CABCN = (CCAB)* = (AB)* = (yE+8H) =
e+ =BH g B g oy 4 MG E+348.
4, Representemos el operador A en la forma 4 = M+ N, donde
M = M*, ¥ = —N*. Si el operador M es regular, hacemos B=
= { = M- La condicion {105.9) se cumple cuande oz =2, fi =
= —1:
(CABE)® = (M~ (M + N))* = (M — M) M~ =
=2 — (M + Ny M e=2-E —1-48.
5. 8i el operador N en la d icion A = M = N es regular,

hacemos B = € = N-'. La condicién (105.9) se cumple para o = 2,

(CABCY* = (N7 (M + N)* = — (M — N} N =
=26 — (M + N)N-'=2.E — 1- AR,

Ejercicios.

I. Demuéstrese que ba matriz de la forma biliveal (CAS8z, y) es:

triangular derecha en la base #. . . . sy,

casi triangular dereche en la base rp, ...

trianpulur izquierde en los bases sp, o ..y £y ¥ Fap o 0 o Tpeny 51 8l operader £
ws hermibano.

9, Come varia la forma de una motriz de la forme bilineal (CABz, g)
en el ejarcicio 1, i el operador CAB es hermitiang?

3. ‘Denluéur.rm que o matriz do la forma bilineal (Cz, 3) es:

rinngular 8 o0 Tg .

triangular derecha cn las bases r, s

triangulur derechn en las bases ABa, .., ABs ¥ 5. 8y

casi triangular derecha en las bases Afiry, . ., AB
§. $Cémo varia la Igmncde upa matriz do lu forma

ey ¥ Fgo o o or Fucle
bilineal (Ez. ] en'fos
3, & ol op s
g que g lg dicidn (105.9) se por otra:
{CABCN* = agf + mdB + ... + &, (AB)P, p=t
ln correlagidn {105.10) tendri por expresién

fan =+ by bt e T Beprisiepe
6. Demutsirese que

e (Crioy,rizy)
) (CABs;, 1) *

7. Demuistrese que si los operadores CAE y C son hermitinnos, se verifica
ACry, ri)
b=t
- e * l‘;t-n Ty .
B. i que & Je CAB y C son hermitianos y, ademfs,
definidos positives, entonces g -< 0, &; = 0 para tode valor de ‘:
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9. Demuéstrese que ln matriz del ogamim- AB tiene en unn baso de los
veclores £y, . . ., fp ‘l Ty + » s Fney I8 forma tridiagonal.

10. Bﬂéﬁmn sa realizan los métodos de direcciones conjugades en el caso
cuande ol operador A es degenerade?

§ 106. Variantes principales

Consideraremos las varianies més

de los métodos de direcci conjugadas. En el aspect

tedrico todas ellas se encajan dentro del esquema descrito anterior-

mente (105.12). Sin embargo, los edleulos pricticos so efectiian, a
veces, a base de los algoritmos algo diferentes de éate.

Método de gradientes conjujados. En este caso ol operador 4
es hermitiano y, ademis, definide positivo; B = C = E; la condicién
{105.9) se cumple para o = 0, p = 1. Debido a que los operadores
CAR = A y € = E son definidos positives se garantiza la ausencia
de degeneraciones en el proceso de cileulo. En cada etapa del método
s¢ minimiza la funcional de errores provista de la matriz 4. El
ezquema de caleulo de este método es como sigue

By

ry=rpq+agds,
s =ry+bsy,

Ty =g 3y,

donde
o drpning) e w)
= T Ennis) Glara <0
Ay (rerdd
b= e s) — (Fimg Timad =0

Al aplicer el método de gradientes conjugados los vectores ry forman
un sistema ortogonal y los vectores s, un sistema A-ortogonal.

Método de It i Ad® imales. En este caso el operador
A es regular arbitrario; 8 = 4*, € = E; la condicién (105.9) se
cumple para @ = 0, p = 1. El hecho de que los operadores CAH =
= AA* y C = E son definidos positivos garantiza la ausencia de las
degeneraciones en ¢l proceso de cileulo. En cada etapa del método
58 minimiza la funcional de errores con la matriz A, es decir, el
cuadrado de la norma euclidiana del mismo error. El esquema de
célculo es como sigue

uy = A*ry,

Fe=r o duy,
= A'ry+ by,

Ty =g a4k,
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donde
S Y Y gy
7 7T i (TR ML
B /70, 71 RO (10}
b= (e )~ trariny) <0

Al aplicar el método de iteraciones A4 *-minimales los vectores
ry y up forman sistemass ortogonales.

Método de iteraciones A*A-minimales. En esto caso el operador
A es regular arbitrario; B = A*, € = AA4*% la condicion (105.9)
se cunaple para e = 0, p = 1. El hecho de qua los operadores CAR =
= (AA*)' y € = AA* son definidos positivos garantiza la avsencia
de las degeneraciones en el proceso de cileulo. En cada etapa dal
método se minimiza la funcional de errores provista de la matriz
A4, os decir, ol cuadrado de la norma euclidiana del vector del
residuo. El esquema de cdleulo es como sigue .

uy=A'rg,
ry=ri 4 apdu,
Bppym= A% Byuy,

Ty= Tt agly,

de dende
Aty A o A%y, Ay
S T T T gl

Al aplicar el método de iteraciones A*A-minimales log veclores
A*rp v Auy forman sistemas ortogonales.

Método de d leién hermiti En este caso
el operador A es regular arbitrario. Representémoslo en forma de
una suma A = M + N, donde M = M*, N = —N*. En el caso
en que M o N sea regular, ponemos B = C= Mo B = = N,
respecti La condicién (105.9) se cumple para e = 2, f = —1.
Si el operador M (o N} es de signo constante, el proceso se realiza
sin degeneraciones. Sea, por gjemplo, M >0 y B =C =M.
El operador C serd definido positive, por lo tante (Cz, z) =
= (M-}, 2, ) >0, para cuu'hiuler vector 3 no nulo. Consideremos
ahora el operador CAB = M*™! + M-'N M-, Para cualquier z 5= 0
lenemos

(CABz, 3) = (M™'z, ) 4 (M'NMz, z) 0,

puesto que el primer producto escalar del segundo miembro de la
igualdad es real y positivo, por ser definido positivo el operader,
mientras que el segundo producto escalar es imaginario puro, en
virtud de que el operador M-'NM~' es antihermitiano. Para el
caso en que B = C = M-, ¢l esquema de cilcolo del método es
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como sigue
Mu =Ty,
ry g apduy,
My =ry,
U =vyh by,
=t oy,
donde
o Arigau oy, Aug)
A= tgy ) " b= {Aug, uy)

8i B = C = N-1, el eaquema de célculo y las férmulas para los coe-
ficientes a;, by quedan en vigor, a excepeidén de que M se sustituye

por N.

Método de d posieién b i i leta. En este caso
el dor A es | definido positivo. Representémoslo en
forma de una suma 4 = M + N, donde M = M*, N = N*. Si
M es regular, ponemos B = C = M-'. La condicién (105.9) sa
cumple cuando e = 0, f = 1. Sl M ea un operador definido positivo,
el proceso se realiza sin degeneraciones. En cada etapa del método
s6 minimiza la funcional de errores provista de la matriz 4. Fl esque-
ma de clileylo queda el mismo que en el chso antecedente.

Aceleraciin del proceso de céleulo. Como ya 88 ha notado ante-
riorments, los métodos de d.uteccmnen conjugadas permiten hallar
la solucién con una rapid gular, si el dor AB cuenta con
pocos valores propios distintos dos a doa. Esta singularidad sirve de
%:lm! para diferentes proaadimlentos que t.wnan por nb;elo acelerar

a ién de la (105.1) 1y la sig idea.
5 ue el operador 4 p en forma de
una suma 4 = M + &, donde el operador M determina la parte

aprincipaly del operador 4 y admite, ademds, una resolucién sencilla
de las ecunciones del tipo (105.1) con el opsrsdor M en el primer
miembro. Ahora, en lugar de la ecuacién (105.1) resolveremes la
ecuacion

(E+ NM=t) ywmb, (106.1)

donde Mz = y. Si, en algiin sentido razonable, el operador A es
préximo al operador 4, entonces la mayoria de los valores propios
del operador N y, por tanto, del opezndor NM-" serén préximos a
cero o iguales a cero. La apli de los métodos de di
conjugadas a la ecuacién (108.1) conduce, en ol caso dado, & su
ripida resolucibn.

Ha de ser notado que precisamente eata ides es la base para crear
un método do descomposicién hermitiana incompleta, el cuoal ea
muchos ¢casos resulta més eficaz que el de gradientes en la variante
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clisica. Todo depende do cufin exitosa ha side la descompesicién
del operador A.

No es nuestra i ion detallad te en los esque-
mas de cilculo para los procesos de aceleracidn, pues dependen de-
masiade del empleo de unas u otras peculiaridades del operador 4.

Elercicios.

1, {En qué condiciones resulta conveniente aplicar una v otra variante
del métoda de direcclones conjugadas?

2. jQué nimero io iteraciones se deben cumplir, realizando diversss
varinntes de los métodos de direcclones conjugadss para un operador 4 del
tipn E 4 R, donde R es de rango o?

3. Considerands ol operader A una matriz, evaliese el nimero de urarn-
ciones aritmélicas quo s deben cumplir al resolver sistemas de las ecusciones
algebraicas lineales por los métodos de direcciones conjugndas.

4. La matriz del operndor 4 es hermitinnn y =o difevencia de la matriz

triangulor por su nimere pequefio de $Cnbl de les de Jos
m“:%ndl‘; direcciones conjugndas vs la mis conveniento pars el emples en el
Casm

'."..‘S:a Py t)y Py (1), « - . una sucesién de polinemios. Elijamos un vector
xy ]y construyamos una sucesion de vectores Iy, ¥, ..., rigiéadones por Ta
regla

Ty = 2y — BB (AB) (An, — B, k0. {106.2)

Chmo varfan las descomposiciones de los residuos rg, ry, ... segin la base
Enn&nmn de Jordan del operador AR, cuande™k erece an funcién de In eloccién
de lo sucesién de polinpmios?

6. jComo debe utilizarse ln sucesidn (106 2} con el fin de construir un vector
inicinl para los métodos de direcciones conjugadas el cual asegure 1a obtencién
de Ia solocién por una cantidad menor de iteraciones?

iCudiles nis los sistemns da voetores on cada unn do los varinnies concrotes
de los métodes de direcciones conjugados son, salve una normalizacitn,
A-seudodual?

§ 107, Ecuaciones jonales
¥ mdndnalmm

Los métodos de direcciones con-
jugadas no son finicos entre aquellos que se emplean para la resolu-
cién de la ecuncidn operacional

Az =b, (107.1)

v estin basades en la aplicacién de las formas bilinedles. Enormes
posibilidades para crear estos métodos ofrece la construccitn de los
1 da duoales o fodual T a cierta forma
bilineal, vinculada con el operader 4 de la ecuacitn (107.1).
Volvamos a considerar que el operador 4 o3 regular y actia en un
espacio unitario X,. Examinemos una forma bilineal (42, y) y supon-
gamos que parn ésta se han obtenido, de una u olra manera, los
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sistomas de vecloTes uy, iy, « . ., Uy ¥ Uy, Vg, « « oy Uy Gue Son A-seudo-
duales, salvo una normalizacion, es decir,

(A, o)) == 0, (Aup, p) =0, k<=1, (107.2)

para todo valor de i << n. Probemos que el conocimiento de los siste-
mas A-seudoduales de vectores permite construir un proceso de bis-
queda de la solucién de la ecnacidén (107. l}

Elijamos un vector arbitrario z. Como los sistemas 4-sendodua-
les son lineal dependientes, existe la descomposicién

= .t,J-JE! ajuy. (107.3)
Si

1
y -=37n‘|"’2-1 agiy,

entonces, por analogia con (105.3), (105.4), tenemos

Ty = Tp + Gt rpo= i + s A (107.4)
Luego,

A e B g
ri=An—bh=A(z,—2) J#“a_, uy

¥, en plena concordancia con las segundas condiciones (107.2), en-
contramos que

=— =
(revvn) 1 &y (Auy, v,) =0
para todo valor de k<C 1. Asi pues,

{re wn) =0 (107.5)
para k<t Esto nos permite determinar los coeficientes a; de
{107.4), a saber

_ frieg m)
4= m " {107.6)
De acuerdo con la primera condiciém (107.2), el denominador en el
segundo miembro de (107.6) es distinte de cero.

De (107.5) se deduce que el vector r, serd ortogonal ala i!,qumrdn
¥, por ser simétrico el producto escalar, simpl ort a
los lineal ) ind di ., v, es decir,
r, = (b, mientras que x, es la solucién de ln ecuar.ian [lD? 1).

Los métodos descritos de resolucién de la ecuacién (107.1) llevan
el nomhbre general de métodos de direceiones duales. ] nimero de
diferentes métodos es infinito en pleno seatido de esta palabra,
puesto que existe un nimero infinito de distintos pares A-seudo-
dnslcs de los si de v Los métodos de direcei con-

d

j iormente, forman parte de este grupo.
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En ol caso general, para los métodos de dirscciones duales mo
existe ningin andlogo del teorema 105.1, incluso cuando el operador
A sea definido positivo. La ley de variscién de los errores &, =
= ¥ — x, en estos métodos describe el teorema siguiente que, aunque
débil, es sin embargo @til,

TEOREMA w71 Sea Py un operador de proyeccidn sobre el subespacio

tendido sobre los veclores Wy, . .., Uy P te @ un
tendido sobre los vectores Myiq, ..., Uy. Entonces
& = (E — P}) g (107.7)

pEMosTRAcieN. De acuerdo con la férmula (107.3), tenemos la
siguiente descomposicién del vector inicial z, para el error e,

"
gg o L= ﬂs‘ @yl
o 0= 2 G

Pero, por definicién del opersdor de proyecciém,
A
Prege 2 .
hEp 2 a gy

El segundo miembro de esta igualdad no es otra cosa que , — x,.
Por esto
Py =2y — 2, = [t —2,) — (2 — ;) =¢, — e,
lo que demuestra la afirmacién del teorema,
nos resultados int es relacionados con los si A-
seudoduales pueden oblenerse, considerando la  interpretacién
matricial de los métodos descritos.

Consideraremos que el espacio &, no es stlo unitario, sino también
aritmético, que es admisible en virtud de que los espacios lineales
de dimensién finita son isomorfos. Todos los razonamientos realiza-
dos quedan en vigor, sdlo cambia la terminologia: la ecuacién
(101.7) pasa a ser un sist de i algebraicas lineales, los
operadores se sustituyen por matrices ¥ por vectores se entienden los

t 1 Desig mediante U7 (V) una matriz cuyas
columnas son los vectores g, ..., Uy {4, .. ., v,). En tales circuns-
tancias el hecho de que estos vectores satisfacen las correlacionss
(107.2) significa que la matriz}

C = VAU
es regular triangular izquierda. De aqui se desprende la siguiente
descomposicién de Ja matriz 4 en factores:
A = V-egu-, (107.8)

Asi pues, el hecho de que se cob los sl de s

A-seudoduales, salvo una normalizacidn, permite resolver el sistema

de scuaciones algebraicas lineales (101.7) con la evaluaci6n de errores
(107.7} ¥, por otra parte, obtener la descomposicién (107.8) da la
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matriz 4 en factores, entre Jos cuales hay uno triangular. Demostre-
mos que la afirmacién reciproca es también cierta. A saber, cu.al-
guier de lucidn de los sist de
lineales, basado en una descomposicién de la matriz en factores,
antre los cuales hay aunque sea un solo factor triangular, determine
ciertos sistemas de vectores, A-soudoduales, salve una normalizacitn.
Por consiguiente, al realizar estos métodos segin los esquomas
{107.3)—(107.6), se pueden utilizar les evaluaciones (107.7).

Exzaminemos la matriz P que se obtiene de una matriz unidad
intercambiando sus columnas o, lo que es igual, intercambiando las
filas ¢n el orden inverso. Es fécil comprobar que la multiplicacién
ala dereche de la matriz C por P r.nmhm de lugar en el orden inverso.
las columnas de ln matriz C; la mult ién a la izquierda de la.
matriz CP por P conmuta en el orden inverso las filas de la matriz
CP. Pur esta razén, los elementos fyy de la matriz F = PCP estén

con los el ¢y de ia matriz £ mediante una corre-

|M‘-!6L\ Tty = €n-t1 natre

De agui pueden sacarse toda una serie de corolarios Gtiles. Nume-
remos las disgonales de la matriz, paralelss a la princlpaI de abajo
arriba, una tras otra, con los ni&mprns —frn=1), —(n—2),.
Sy 0, caay (A — 2). (n — 1). La diagonel con el nimero 0 seri
principal. Aceptada tal numerscién, los elementos de la k-ésima
diagonal se determinen por Ia correlacién j — ¢ = k. 5i la matriz €
satisface las condiciomes ey = 0, k<j—1, =il
para ciertos nimeros { =k, entonces para la matriz F = PCP
se cumplirbn las igualdades fy =0, —l<<j—1, f—i<—k
Por en la transformacién de # = PCP I matriz
diagonal sigue siendo diagonal, la matriz trienguler derecha (izquier-
da) se convierte en triangular {aqmerdu (derecha) y la matriz bidi-
ogonal d i quierda), en gonal izquierda (derecha), ete.

Supongamos shora que se aplica cierto método de resolucién
del sistema de ecusciones algebraices lineales (107.1), basado en la
descomposiciin previa de la matriz A en factores:

A = QCR, {107.9)

donde la matriz C es lrlangujar. 8in restringir esencialmente la
generalidad, p gque C es triangul Irqu:ardn puesto
que de 16 contrario, en lugar de la d posicién (107
ramos la descomposicién
= (QF) (PCFP} (PR),

donde la matriz PCP debe ser triangular izquierda, de scuerdo con
lo dicho mAs arriba. Las matrices buscadas U, V, que determinan
los sistemas de vectores, A-seudoduales, salvo la normalizacidn,
Uyy o v on Up ¥ Vi o - oy Uy, Pueden definiree por las igualdades

U= R, V= Q-e,
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Hemos de notar que en la descomposicién (107.9), engendrada
por un método numérico, las matrices @ ¥ A, son como regla, sufi-
clentemente sencilles, Estas son, con frecuencia, matrices unitarias
o rectangulares y también las matrices que difieren de las triangula-
ros en que las filas y columnas estin permutadas. Por ello, las matri-
ces B-1 y (0™ so hallan sin dificultad. En todo caso, los esfuerzos
totales de cdleulo para su determinacién son iderabl
inferiores a uquellos que son necesarios para obtener la descomposi-
cidn (107.9). Estas propiedades las poseen tales métodos ampliamen-
te conocides como el método de Gauss, de raices cuadradas, de
Jordan, de ortogonalizacién, de reflexiones, de giro, etc.; los métodos
basados en la reduccion del sist a la forma bidiagonal con obten-
cidn da las descomposiciones normalizadas; los métodos de dirececio-
nes conjugadas, etc.

De este modo, la mavoria de los métodos numéricos que se em-
plean para la lueis las i ionales (107.1) en
un espacio de dimensién finita son, en realidad, métodos de cons-

do log sist A-ssudoduales de Pese a la diver-
sidad de las formas concretas de los propios métodos, todos ellos
pueden investigarse a partir de las posiciones generales, basindose
siempre en el teorsma 107.1.

Ejercicios.

1. Convengamos en considerar que un operador es una matriz ¥ los vectores
de un espacio, vectores columna. Demuéstrese que, aplicanda ol métode de
dig;ccinms dualeg, los errores consscutivos estén ﬂg»adou entre si por la correls-
<l

= (B e 5y} egas

donde
upohd
Sh= W‘:ﬁ . (107.10)
2D que log d 8y satisl lag igueldad

Sk Spy §i8x=0,
SU(E — 53) (E = Sy} «n . (E—= 8§ =0, [

3. Demufstresa que los oporadores Sy de (107.40) y el eperadar Py de (107.7)
wstin ligados entre si por ln eorrelacién

Pym (E — 5p) (B — Syaa) « oo (B — Sy
4. ¢Qué significan los operndores S,
i e ls & it (mf.nﬁ
5. iComo varian los errores e, para los métodos coneretos, determinados
por la descomposicién (107.8)7

6. pCudl de los métodos conocidos de resclucién de los sistomas de ecus-
clones algebraicas linsales no estd basado en la descomposicién (107.9)7

Py para los métodos concretos,




CONCLUSION

En &l gmmle manual al lector se le expone un material, sulfcientements
amplio, indispengable para comprender tanto la base \ebrica del dlgebra li-
nu , como los métodos numéricos de date. No obstante, debido a las peculiari-
dades de diferentes programas de estudio y a la escasez eventual del tiempo
ue se designa a los conferencias refecentes s este curse, algunos apartados
e esta libro pueden escaparse de la aleneiﬂn dol lector, Es. por esta razén que
dﬂimns a comocer aqui la carmcteristica general de tedo el curso en considera-
¢
El i bra lineal, como ciencia, estudia loa comjuntos de estructura es-
Fecia] como las }unclmlea que activm en dichos conjuntos, En general,
blemas andlogos se tratan tambidn oo otras ramas de las mneméhua.
0F @jem| 'lu' Bn el andlisis matemdtico. La caracteristica singular del dlgabra
]’[ 1] en que los conj son stempre especios lineales
de dim emién I.mnl.l 5 las Iunch\nan Inuwiwsn comn operadores lineslea,

g de los es ios linales
estin dedicados los 5§ 10, n-af las i de
l!nellu se examinan en los §3 56—01, 83—74. La informacion, qur st da en
"Erirr a8, pwzde oblenerse por varios métodos, inclusu direclamente sin
T medios de investigacion especiales, exceplo los mis
elmnuleg l’am m los conceptos adicionales merece una atencidn es-
pecial. Nos referimos al determinante.

Como funcién numérica, definide sobre loa sistemas de vectores, el de-

l.erm:mln o8 un ety rei;l.wam.uu mmll]o Sin embargo, pusee varias pro-
i £ i en
Ee lmpd.lo uso tsuu mum derabl ll i d.o it in-
emplea en In cons-
l.mr.cl d.o los mét.orlnn numéricos, ‘rodo esto noa obligh o &mur mucha
atencidn al cow eplo de denmina\m. al :omndeur en los §§ d4—a2, B2 sus
peométricas ¥ Com: de
I{ terminnoie se utiliza en el libro para danaer.ru las mis diversas afirma-
clones,

Otra funcién numérica de dos IIEum&ntna vectoriales —que es producto
escalar— determing las dos clases mis riantes de los espacios lineales,
llamados enclideos y unitarios. La nueva nnnﬁn fundamentsl en dichos es-
gacm es la de nrtogl-:uhdnd En los §§ 27—33 se estudinn las propiedades

e los espacios lineales, adicionales nspeem del pmiut.m mlar en loa
§575—31, las de los respecio del
pmduaw m ar.

85 de ecuaciones algebraicas lineales son de importoncian ex-

ehulva en t.odn la matemitica, oo séle en el algebra lineal. Al estudio de di-
ﬁfﬂm aspectos de los sistemnas mencionsdos estin dedicados los 3§ 22, 45,
la, ’6'0 el materiaf citade constitu, la base del curse del dlgebra

lineal al -:m afiade, como un ourso e el de la ana-
litica. En el presente manual la informacién 1ndispennblr propia al curso de
la geometria analitica se da no dé mode aislado, sino en conjunto con la infor-
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macién correspondiente del dlgabra lineal. La exposicidn semejante dal mate-
riul mos permitié Jograr ciertas ventajus, a saber, se redujeron muchas demos-
traclones de un mismo tipo en ambos CUrBO8, 58 consiguié subrayar ln inter-

i de tales T ! i b como ¢l espa-
cio lneal, ¢l plano en un espacio lineal, el determinante, sistemas de geuncio-
oes algebraicas limeales, elc.

Elg'élgoh-a lineal se enriguece en grado considerable con hechos nuevos,
sl en los espacios lineales so 0s moci sobre In di: entre
los vectores y limite do una sucesién de vectores, La necesidad de tal intro-
duccién estd dictada taumbidn por las exigencins de los métodos cog,
Las propiedades métricas de los espacios lineales se estudian on s 8 49—54,
lus de loa operadores lineales, on los §§ 82—84. Desde luego, todos estos pro-

emas s¢ dan i en el andlisis fi 1, pero, no se subraysn, come
regla, muchos resultados, muy importantes para los espacios lineales de di-

meneidn finita.

n 1 i de los probl del dlgabra lineal va scompafiada
cas! siempro de la aparicitn de los errores de redondec, Por esto el personal
encargado de dos cileulos debe darse cuenta de los cambios en lan propiedades
de diferentes entes del dlgebra lineal a que llevan lns pequedas variaciones
de los vestores y operadores, A la infl de Jas 7 Thirel
esliin dedicndos Jos §§ 33, 87, 80,

Les propiedades de muchos entes del slgnbra linesl pueden combiarse
por otrus contrarias incluso cuando las perturbaciones sean pequeiins. Asi 1pm'
ejemplo, un sistems linealmente dependiente de vectores puede convertirse
o un sistema independiente o aumentar su rango, un operador de estructura
de Jordan puede pasar o ser un operador de estructurn simple ¥ un sistéma
compatible de ecuaciones |]&abruim lingales, un sistema Incompatible, ete.
Todos estos hechos orlginan diticultsdes muy grandes en la resolu practicn
de los problemas,

Nuestra insistenie sugerencia es que el lector lea unn vezr més eon muchs
alencién el § 22 v analice el e'mTIo que alli se aduce. El lector debe también

Tt rai aohre b

[, al floal del rafo.
A pesar de ln inestabilidad de muchas noclones del bra lineal, sus
rohlemas en resolverse de modo bien estable. Con el de demostrar
al posibilidad, se ha iocluido en el Hbro la descripsién de wn método estable
de resclucién de los sistemas de ecuaciones algebraicss lineales, El fundamento
tedrico ¥ el esquema g]'enorul del método citado se dan en los §§ 85, 86, 88,
La parte final del libro viene dedieada o la 'descripeién o investigucién
de diferentes problemas referentes a las formas bilineales ¥ cusdriticas, Estas
Tunciones numéricas son de mucha importancia en el lgebra linea] y estén
estrechamente ligadas con lo construceifn de los métodos numéricos. En los
—04 se pledad les de las formon hilinealen v
s relacifn de sus tranaformaciones con las descomposiciones matriciales: on
los §§ 98—101, la ampliscién de la nocién de ortogonalidad; en los §§ 103—107
8¢ muestta cémo se dgben emplear las formas bilineales en low procesos de cdl-
o
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