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INTRODUGCAO

A presente monografia tem por objetivo desenvolver os funda-
mentos da geometria euclidiana com os métodos da dlgebra linear,

A geometria euclidiana pode ser apresentada axiomaticamente,
no ensino universitirio, quer através dos postulados que remontam
a Euclides, sob a formulagio devida a Hilbert, quer através da
geometria projetiva ou da algebra linear. Entretanto, o Gnico
metodo realmente vidvel, nos primeiros anos universitirios, é o
da algebra linear.

A dificuldade em apresentar a geometria pelos outros métodos
que mencionamos acima explica, a nosso ver, por que o ensino
X AR AT P A A
universitario da andlise matematica e da dlgebra é feito com bases
axiométicas, enquanto o da geometria recorre, ou pelo menos re-
corria até recentemente, a nog¢des intuitivas provenientes do curso
secundéirio,

O ensino da geometria através da 4lgebra linear é de tal modo
simples, pde tdo claramente emevidéncia a esséncia dos fendm

iz
ométri b

e
105 ge icos e contribui tanto para a formacdo matemética do
estudante que n3o faltamm hoje mateméticos que propugnam sua
adogdo mesmo no curso secundario. Por outro lado, a aplicacdo
da dlgebra linear & geometria facilita a compreensio e o dominio
da primeira teoria. Acreditamos que o emprégo generalizadodos
métodos da 4lgebra linear no ensino da geometria nocurso secun-

dirio é unicamente uma quest3io de tempo.

A compreensdo do texto pressupBe do leitor unicamente o
conhecimento dos fundamentos da algebra linear, que poderdo ser
adquiridos em qualquer dos livros mencionados na bibliografia.

Limitamo-nos a considerar aspectos fundamentais que interes-
sam imediatamente 2 geometria euclidiana. Ao leitor que deseje
ampliar seus conhecimentos, principalmente sob o aspecto algé-
brico da teoria, recomendamos o livro de J. Diéudonné, ""Algébre
Linéaire et Géométrie Elementalre" Hermann, Paris, 1964.



A origem desta monografia encontra-se nocurso que desenvol-
vemos na Escola Politécnica da Universidade de SZo Paulo em
1959 e 1960 e nas notas mimeografadas que ent3o publicamos. O
presente texto é baseado, em grande parte, no curso que minis-
tramos no Instituto de Pesquisas Mateméticas da Universidade de
S3o Paulo em 1964.

Desejamos apresentar nossos agradecimentos aos Srs. Jodo
Affonso Pascarelli e Alcilea Augusto pela colaboragio que pres-
taram na redacdo de parte do textoe 4 Professdra Elza F, Gornide
que leu os originais e contribuiu com valiosas sugestdes.



ESPACOS AFINS

Neste capitulo introduzimos axiomaticamente a nogdo de soma
de um ponto de um espago E com um vetor de um espacgo vetorial
V. Em seguida, definimos em E vérias nog¢Bes que generalizam
conceitos da geometria elementar. Assim, por exemplo, defini-
mos em E a nogdo de variedade linear (generalizag@io de retas e
planos), paralelismo de variedades lineares, semi-espagos, sim-
plexos (generalizagfo de tridngulos e tetraedros), etc,

Entretanto, n3o definimos distidncia de 2 pontos de E. Désse
modo, obtemos em E um modélo das propriedades da geometria
euclidiana que nio dependem da nog¢do de distdncia. Ao conjunto
dessas propriedades é que se denomina geometria afim. Estuda-
mos também um grupo de transformag¢®es naturalmente associado
a E: o grupo das transformacgdes afins.,

§1. Espagos Afins

Seja V um espacgo vetorial de dimensdo finita n sObre o corpo
dos nimeros reais R.

Definig%o 1,1. Um conjunto n3o vazio E diz-se um espagoafim
associado a V se for dada uma aplicagdo de V X E = E que a cada
par (¥, A) € V X E faz corresponder um elemento de E, denotado
com A +X, satisfazendo as seguintes condigdes:

1) A+ +7) = (A+X)+7 para todo A € E e quaisquer que
sejam X e Jde V.

2) Dados A, B € E, existe um Gnicovetor ¥ € Vtalque B = A +
+X.

Os elementos de E chamam-se pontos do espago afim; e os
elementos de V, vetores livres ou, simplesmente, wvetores. O
ponto A + ¥ denomina-se soma do ponto A com o vetor X. O Gnico
vetor ¥ tal que B = A +X¥ denomina-se diferenga dos pontos B e A
e sera denotado por B - A, Portanto, quaisquer que sejam A, B €
€EE, B=A+(B-A).



Dos axiomas 1) e 2) da definigdo 1.1 decorrem as seguintes
propriedades, validas quaisquer que sejam A,B,C €E e ¥ € V:

3) A+0 = A.

_ De fato, seja ¥ € Vtal que A +Z = A, _Entio, (A +Z)+0=A+
+0. Por outro lado, (A +X) + O=a+ x + 0) = A +X%=A. Logo,
A=A+0.

4) A-A=0.

Decorre de 3) e da definicdo de diferencga de pontos.

5) (A-B)+(B-C)=A-C.

Pois
C+[(A-B)+(B-C)] = [C+(B-C)]+(A-B) =B+ (A-B) =

6) A-B=-(B-A).

Basta fazer C = A em 5).

O vetor A + (-X) serd designado com A -X.

7) (B-A)+X¥=(B+X)-A=B-(A-%).

A primeira igualdade segue-se de

A+ [(B-A)+X¥]) = [A+(B-A)] +X% =B +X

e a segunda demonstra-se de modo semelhante,

8) Regra do paralelogramo: se B-A=C-D, entio B-C= A-
-D.

Com efeito, da hipbtese obtém-se B = A + (C-D). Logo

D+ (B-C)

D+[(A+(C-D)-C]=D+[A-{(C+(D-C))] =
D+(A-D) = A,

Como exemplo de espago afim, observamos que todo espago
vetorial V pode ser considerado um espago afim associado a si
mesmo (neste caso E = V), Basta definir a soma do ponto A € V
com o vetor ¥ € V como sendo a soma A + ¥ de elementos de V,
dada pela estrutura de espago vetorial de V.,



Vamos agora introduzir a nog¢do de variedade linear de um
espago afim que generaliza os conceitos de reta e plano da geome-
tria elementar.

Definig%01,2. Um subconjunto, nfio vazio, S de E diz-se uma
variedade linear se existe um subespaco vetorial de V, denomina-
do direg#o de S e designado a seguir com dir S tal que S é um
espago afim associado a dir S, em relagZo % operagdo (¥,A) €
€dirS x5 ~A+X, onde A +Xindicaa soma do ponto A com o vetor ¥
considerados como elementos de E e V, respectivamente.

A definig3o 1.2 implica que, tomado um ponto A € S, o conjun-
to dos vetores X- A, onde X percorre S, coincide com o subespago
dir S, Em particular, o conjunto dos vetores X-A, X €8S, nio
depende da escolha do ponto A € S.

Defini¢8o 1.3, A dimens@o de uma variedade linear S é a di-
mensdo do subespaco dir S. S denomina-se, respectivamente,
uma reta, um plano ou um hiperplano, conforme suadimensdoseja
um, dois oun-1.

O subconjunto formado por um tnico ponto A € E é uma varie-
dade linear cuja direg¢d3o é o subespago formado pelo vetor T; a
dimensZo da variedade linear A é zero, Oespagoafim E étambém
uma variedade linear cuja diregdo € V; a dimensZo de E &, por
defini¢Zo, a dimensdo de V. De modo geral, seja V, € V umsub-
espago vetorial e A € E um ponto qualquer; o conjunto S dos pontos
A + %, onde X percorre V, é, bbviamente, uma variedade linear de
direg¢do V,. Se A e B s3o dois pontos distintos de E, o conjunto
dos pontos X = A + A(B - A), onde A percorre ocorpo real R, é uma
reta que contém os pontos A e B e cuja direc¢do é o subespaco ge-
rado pelo vetor B- A, Esta é a (nica reta que contém os pontos
A e B, pois, se uma reta r contém A e B, sua direc¢3oV, --cuja
dimens3o é um-- contém o vetor B - A # 0 sendo, portanto, o sub-
espago gerado pelo vetor B- A, e, entfo, 7 é necessariamente o
conjunto dos pontos X = A + A(B - A).

Defini¢Zo 1.4, A variedade linear S, diz-se paralela & varie-
dade linear S; se dir S; C dir S; ou dir Sz C dir S,.

Da defini¢io decorre que, se S, é paralela a S;, entdio S; &
paralela a S;. Outra conseqiiénciaimediata é que duas variedades
lineares de mesma dimens3o sdo paralelas se t&m, e sbmente se
tém, a mesma diregdo. E essa propriedade que justifica a deno-

minag¢do direcdo dada ao subespago dir S associado a variedade
linear S.



Por um ponto A € E passa uma Gnica variedade linear T para-
lela a uma variedade linear dada S e de mesma dimensdo que S.
De fato, T é, necessariamente, a variedade dos pontos A + X, onde
¥ percorre dir S.

Se S;, S; e S3 sdo variedades lineares de mesma dimensdo e
S, é paralela a S; e Sy é paralela a S;, entdio S; é paralela a Sg.

Verifica-se imediatamente que a intersecio 2 S, de uma
1e1

familia S;, ¢ €1, de variedades lincares de E é uma variedade
linear cuja direg¢do é o subespago . ﬂl dir S;,. Em particular, dado
um conjunto F de pontos de E, a interse¢do H de tddas as varie-
dades lineares de E que contém F (existe pelo menos uma varie-
dade linear que contém F que é opréprioespagoE)é uma variedade
linear. E claro que H é a '"menor''variedade linear que contém F
no sentido de que H estd contida em qualquer variedade linear de
E que contém F. H denomina-se a variedade linear gerada pelo
conjunto F.

Definig&o 1.5. Um conjunto F = {A_, ..., A} de p+ 1 pontos
de E diz-se linearmente independente se a variedade linear gerada
por F tem dimens&o p.

Proposig2o 1.1, Se o conjunto {A,,..., A} dep + 1pontos de
E é linearmente independente, os vetores A, - A,..., A, _, -
= A, Ay - Ag,..., Ay - A s30 linearmente independentes qual-
quer que seja x4, 0< A <p. Reciprocamente, se existe um indice
k, 0<k<p, para o qual osvetores A, - A, ..., Ac_; - A, A,y -
- Ag,..., Ay - A sejamlinearmente independentes, o conjunto de
pontos {A,,..., A} é linearmente independente.

Demonstragfo. Seja F = {A,,..., A} e suponhamos que F
seja um conjunto linearmente independente. Suponhamos, por
absurdo, que exista um indice %, 0 < & < p, para o qual os vetores
Ay - Ayyeney, Apy = Ay, Apyy - A, .oy, Ay - Ap sejam linearmente
dependentes e seja V, o subespacovetorial gerado por &les. Entéo
dim V, < p-1 e a variedade linear S= {A, +X|x € V,} contém F
--logocontéma variedade linear Hgeradapor F-- e tem dimens&o

2

< p-1, o que é contraditério, ji4 que, por hipbdtese, dim H = p.
Reciprocamente, se existe 4, 0 S & < p, para o qual os vetores
Ay =Apyevey Agy=Ap, A=Ay, .., Ay - A sBolinearmenteinde-
pendentes, seja V, o subespacgo vetorial gerado por éles (dim V, =
= p) e ponhamos, como acima, S = {A, + ¥|x € V,}. J& que S
contém F, H C S donde dir H < dir S, e como dim S=p, tem-se



dim H < p. Por outro lado, se H contém F, dir H, certamente,
conterd os vetores

Ag = Ay evny Aoy = Ay Apy - Ay, eee, Ay - A
e, portanto, o subespago V,. Ora, dim V,=p, logode V, < dirH
segue-se dimH 2 p. As duas desigualdades ddo dimH =p e, con-
seqiientemente, F é um conjunto linearmente independente.

Observe-se que, unindo as duas afirmacgSes da proposigdo 1.1,
conclui-se que, se os vetores A, - A ..., A ~ A, A, -
-Ay,..., Ay - A, s3o linearmente independentes para algum %, 0 <
< %k < p, entdo o mesmo vale para qualquer %4, 0 <k <p.

Finalmente, como resultadoimediato, enunciamos uma propo-
sic3o a respeito da unicidade da variedade linear de dimensdo p
que contenha p + 1 pontos dados.

Proposig3o 1.2. A condig3io necessiria e suficiente para que
exista uma Unica variedade linear de dimensio p(p < n)que contenha.
D + 1 pontos dados A,,..., A, é que o conjunto F ={A,,..., A}
seja linearmente independente.

Demonstragdo., Condi¢3o necessiria. Se, por absurdo, a va-
riedade linear H gerada por F tivesse dimens3o < p -1, sendo
V, = dirH, seria possivel construir dois subespagos vetoriais V;
e Vy tais que: V, # V5, dimV,=p e V,<C V,, i =1,2. Pondo
S, = {A, +Z|® € V,}1 =1,2, terfamos construido duas variedades
lineares S, e S, distintas, de dimensdo p e contendo F, pois
ambas contém H. Isso contradiria a hipbtese de unicidade; logo,
dimH = p e o conjunto F € linearmente independente. Como es-
cdlio, conclui-se que H é esta finica variedade.

Condicdo suficiente. Suponhamos F linearmente independente,
isto €, se H é a variedade linear gerada por F, dimH = p e seja$S
uma outra variedade linear de dimensZo p contendo F. Provemos
que S = H. De fato, por defini¢do, se S contém F, H C S, donde
dir H C dir S; como &stes espagos vetoriais tém ambos dimensédo p,
temos dirH = dirS, mas He S, tendo pontos comuns e mesma
direg¢do, devem portanto coincidir.

Sejam (A,, ..., A,) uma seqiiénciade pontosde E e (Ao, ..., Ap)

P

uma segqiiéncia de escalares tais que A = z A # 0. Escolhido o
i=o

ponto 0 € E, definimos o ponto G do seguinte modo:



P
G=0+1% Z)\,(A‘-O) [1.1]

i=o

Aparentemente, o ponto G depende da escolha do ponto 0. Ve-
jamos que, na realidade, G n3o depende de 0. Para tanto, seja
0' € E um ponto qualquer, em relagdo ao qual definimos o ponto
G' como em [1.1]

2 AA -01)
Ay = 07)

2
[]
°
+
>
I [~

o
ou seja

P P
G' = 0+(0'-0) +3 z Ai(Ag-0) + $(0-0") z A=
i=o i=o
P
-0+ le(Al-o) = G.

t=o0

Isso significa que o ponto G depende sbmente das seqiiéncias
(Boyenes B5) € (gynney A

DefinigZo 1.6. G chama-se baricentro dos pontos A,,..., A,
afetados de massas g, e, Ap.

Observemos que se G é o baricentro dos pontos A,, ..., A,
afetados das massas Ao, ..., Ay, G serd tambémo baricentro dos
mesmos pontos A,,..., A, afetados de massas [,,..., H, que go-
zam da propriedade de ter soma igual a 1. Basta fazer

A .
Uy :—)\‘., i = 0,...,D.

Usaremos ¢ simbolo u A+ + 1 A para denotar o baricen-
Usaremos ¢ simbole g Ay + ... + U A para denctar o baricen
tro dos pontos Ay, ..., Aj afetados de massas g, ..., W, S€emMpre

1

Ao baricentro de dois pontos A, A, afetados de massas A, =
= A, =1, chamaremos ponto médio do par (A, A;). O ponto médio

do par (A,, A,) serd, portanto, o ponto %Ao +?A1,



Introduziremos, a seguir, a noc¢3o de sistema de coordenadas
de um espago afim.

Definig8o 1,7. O par (0,&,,..., &) formadoporumponto0€ E
e uma base (&,,..., &) de V denomina-se um sistema de coorde-
nadas de E. Diz-se que 0 é a origem do sistema de coordenadas.

Dados um sistema de coordenadas (0,&,,..., &) e um ponto
X € E, as componentes do vetor X- 0Oemrelagfo 2base (), ..., &,)
denominam-se coordenadas do ponto X nesse sistema de coorde-
nadas, Mais precisamente, a componente do vetor X-0 em rela-
¢3o ao vetor &, denomina-se i-ésima coordenada de X. Isto é, se
(%y,+.., *¥;,) 580 as coordenadasde X, entdo X -0 = X8y *oee X6,

ProposigZo 1.3. Sejam (Xy,..., ¥,) e (¥1,.+., Y,) @8 coorde-
nadas de dois pontos X e Y de E. O vetor X-Y tem componentes
(X1-VY1,++., %2 -Y,) em relaglo abase (;,..., &). Se i é o vetor
de componentes (Uy, ..., 4,), 0 ponto X + I tem coordenadas {x; +
FUpyeeny Xy tUyde

Demonstragfo. A primeira afirmacdo segue-se de:
7 = X-Y = (X-0)-(Y-0)

Logo, as componentes de U serdo vy, = X;-¥%; (L=1,...,n), isto
8, X-Y = (X, -Yryeeey Xn-Yn)e

A segunda é conseqiiéncia de:
X+i4=0+(X-0)+1a
e, portanto,
(X+T)-0 = (X-0) +1.

Isto é, as coordenadas de X + & s&o (X, + Uy, ..., ¥, tU,), € apro-
posigdo fica demonstrada.

Sejam (0,81, ..., &) e (0%, &!,..., &) dois sistemas de coor-
denadas de um espaco afim E. Um ponto X € E tem coordenadas
(%1, +e., X,) no primeiro sistema e (x{,..., X;) nosegundo. Vamos
investigar que relagfio existe entre as coordenadas (x{) e {(xy).

Para isso, seja [|a,ll a matriz de mudanga dabase (8y,..., &)
para a base (€{,..., &), isto &, 2} = Z @,,€,. Suponhamos ainda

1=1



que as coordenadasde 0'no sistema (0, €y, ..., &,)sejam (b, ..., by)e
Como

X-0 = (X'-0') + {(0'-0),

vem
n n n
%8 = zlegjn + Z b2,
1=1 1=1 1=1
donde
n n n n
leé, = Z Zxd'a” g, + Z b€,
1=1 1=1 \4=1 1=
Logo

=

X o= ) agx) + b (1.2]
J=1

que s3o as férmulas de mudanga de coordenadas em um espago
afim,

Seja S © E uma variedade linear de dimensio p. Vamos dedu-
zir as equagdes da variedade linear S em relagio ao sistema de
coordenadas (0,&,,..., &) de E. Denotaremos por V* o espago
dual de V.

Sejam V, a direc3io de S, W C V* o subespago anulador de V,

e (0y,..., Oy—p) uma base de W. Em outras palavras, sejam
Qyy--ey Qq—p, N -Pformas linearmente independentes que se anu-
lam em todos os vetores de V,. EntZo um vetor U de V pertence a
V, se, e somente se, a,(3) =0 paratodoi, t=1,...,7n-p.

Pbsto isto, se B é um ponto da variedade linear S, a condig3o
necesséiria e suficiente para que umponto X € Eestejaem S é que

o (X-B) = 0 i =1,...,n. [1.3]

As relagdes [1.3], escritas emtérmos de coordenadas, serio

as equagBes de S. Sejam, portanto, (x,,...,x,) as coordenadas
de Xe (by,..., b,) as coordenadas de B no sistema (0,&,,..., &)

e suponhamos que a(€y) =a, comi=1,...,n-pe j=1,...,7n;
entdo

u(X-B) = a,ey-b) +... tal,-8), 1<isn-p.



Fazendo @by + ... +aub,=¢, 1<i<n-p, asrelagdes [1.3]
escrevem-se Ccomo:

Qxy *eee t Xy = ¢, T =1,0..,n-p f1.4]
que s3o as equacgdes procuradas.

N2zo & dificil demonstrar que vale a reciproca no seguinte sen-
tido: dada a matriz |jay,||, (n-P) X n, tal que as formas lineares
definidas pelas linhas da matriz nabase (&, ..., &,) sejamlinear-
mente independentes?® ¢ uma seqiénciaden - pescalares (Cy,...,Cpp),
as equagdes [1.4] definem uma variedade linear de dimensdo p.

Exercicios
1) Demonstrar que (B-A) +¥=B-(A-X%).

2) Por trés pontos de um espago afim, n#o pertencentes a uma
mesma reta, passa um Unico plano.

3) Sejam S, e Sp duas variedades lineares tais que S; N Sz # 2.
Demonstrar que S; N Sz é uma variedade linear cuja diregfio é a
intersec¢fo das diregBes de S; e Sa.

4) Num espago afim de dimens3o 3, uma reta e um plano ndo pa-
ralelos tém um {nico ponto em comum.

5) Num espago afim de dimensZ3o 4, a interseg¢fo de dois hiper-
planos ndo paralelos é um plano.

6) Sejam S, e Sz duas variedades tais que dir S; @ dir Sz = V.
Ent3io S, e Sy tém um Gnico ponto comum.

7) Dois planos n3o paralelos de um espago afim de dimensfo 4
tém, em comum, ou um {nico ponto ou uma reta.

8) Demonstrar que, em um espa¢o afim de dimens¥o 4, existem
uma reta e um plano, nZo paralelos, que n&o tém ponto comum.

9) Uma condi¢3o necessdria e suficiente para que um conjunto de
p + 1 pontos (P < n) seja linearmente independente é que n3o esteja
contido em alguma variedade linear de dimensdo p-1.

t+ Isto equivale a dizer que a matriz tem pdston -p.
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10) Seja {A,,..., A} um conjunto linearmente independente de
p + 1 pontos, com p <=n. O lugar geométrico dos baricentros dos
pontos A, ..., A, afetados de massas arbitririas é a variedade
linear de dimensdo p que contém tais pontos,

11) Demostrar que 3 A, +3A; +44, =14, +24a, +3Az)=4aA, +

+43a, +4a,) = Las +2a, +44,). Aplicar éste resultadopara

demonstrar que, dados trés pontos de um espago afim, as trés
retas que unem cada ponto ao ponto médio do par formado pelos
outros dois pontos se encontram em um ponto.

12) Demonstrar que +A, +4A, +1a, +1a -1 +3da +1la,+
Fe T LT FHe T T3 Ty

1 1,1 1 1,1 1 1.1 1,1
TFA) = .. =7 (GA HTA) T3l AL +5A3)=3(7 A, +'%A3)+7('2‘A1 +

+%‘A3 =... Enunciar um teorema de geometria correspondente
a éste resultado, como foi feito no exercicio (11) (o teorema afir-
ma que 7 retas tém um ponto comum! ).

13) Sejam A, B e C, respectivamente, os pontos de coordenadas
(0,2), (4,0) e (2,4), em relagdo a um sistema de coordenadas de
um plano. Seja D o ponto de encontro das retas AB e CO0, onde 0
€ a origem do sistema de coordenadas. Escrever as equacgdes de
mudanga de coordenadas para um ndvo sistema, cuja origem seja
D e (C-D, A-D) a base,

14) Em relagfo a um sistema de coordenadas de um espago afim
de dimensdo 4, sejam A, B, C os pontosde coordenadas(1,0,0,0),
(0, 1, 0, 0) e (0, 0,1, 0). Quais s3oasequacdes doplano que passa
por A, Be C?

§2. Nogdes que Dependem da Relagdo de Ordem dos Nifimeros
Reais

No pardgrafo precedente, nenhum uso foi feito da relagdo de
ordem dos nlimeros reais e tddas as propriedades podem ser enun-
ciadas e sdoverdadeiras quando os escalares pertencem a um outro
corpo qualquer. Vamos, neste pardgrafo, estudar nogdes geomé-
tricas em cujas defini¢®es se faz uso darelagdo de ordem dos es-
calares. Comegaremos definindo p --simplexo que generaliza,
para espagos de dimens3o qualquer, as nogdes de segmento,
triangulo e tetraedro da geometria elementar.

Seja {A,, .. ., Ay} um conjunto de p + 1 pontos, linearmente
independente.



DefinigZo 1.8. O conjunto [A,,..., A,] dos baricentros A\, A, +
+eeo + A A, tais que \y 20, ¢ =0,..., p, denomina-se p-simple-

xo de vértices A,, ..., A,.

Quando p =1, o 1-simplexo [A,, A,] denomina-se segmento de
extremidades A, e A;. Um 2 - simplexo e um 3 - simplexo denomi -
nam-se, respectivamente, tridngulo e tetraedro. Para qualquer
subseqiiéncia (A, ..., Adk) da seqliéncia (Ag, ..., Ap), ok -simple-
X0 [AJQ, ceey AJk] denomina-se face do p - simplexo [Ao, oo, Ap].
Quando o p - simplexo é um tridngulo, as faces de dois vértices
chamam-se também lados do tridngulo.

Proposig8o 1.4, 0 p-simplexo [A,,...,A,]é digual ao con-
Junto K dos pontos P € E da forma

P = A, + (A -A) + ... + ap(A, - Ay,
com

0<gy=<1l, & =1,...,p e 0< ia,SI.

1=1

Demonstraggo. Seja P um ponto de [A,,..., A;]. Pela fér-

mulall.1], fazendo 0= A, existem escalares A\; 2 0, com Ay =1
1=o0
tais que
P
P o= Au + Z‘ Xi(Ai'Au)
1=1

P

Como 0=}y =1 e 0< Z X\ =1, vem P € K. Reciprocamente, se
1=1

P € K, a férmula

P o= A, + (A -4,) + ...+ 0p(A,-Ay)

mostra que P & o baricentro dos pontos A,,... , A, afetados de
P

massas 1 - Z Oy Xy yseey Oy, Cuja soma é 1 e que s3o tddas ndo
1=1
negativas.

Em particular, o segmento de extremidades A, e A, é oconjun-
to dos pontos A, + a(A; -A,), com 0 <g =<1,
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Suponhamos, agora, que a dimens3dode Esejan=1, SejaHum
hiperplano de E e chamemos de K seu complementar em E. To-
memos uma forma linear a # 0 pertencente ao subespaco anulador
de dir H; o é uma base désse subespag¢o. Dado um ponto 0 € H,
um ponto X € E pertence a H se, e somente se, a(X-0) =0. Se-
jam A e B dois pontos distintos de K, entdo a{A-0)# 0 e o(B-0) #
# 0.

Proposigio 1.5. O segmento [A, B] n3o encontra H se, e sd-
mente se, a(A-0) e a(B -0)tém o mesmo sinal.

Demonstragfo. Seja X=A +A(B-A), 0<X =<1, um ponto de
[A,B]. Como

X-0 = A-0+A[(B-0)-(A-0)] = (1 -1)A-0)+ r(B-0),

a(X-0) = (1-A) alA-0)+Aa(B-0). [1.5]

Ora, A e 1-) s3do ambos n3o negativos e ndo se anulam ao
mesmo tempo. E claro, portanto, que se: a(A-0) e a(B-0)tém
o mesmo sinal, a(X-0) é diferente de zero, ou seja, Xndoperten-
ce a H. Por outro lado, o segundo membro de [1.5] anula-se

- aflA-0
para A = GA-0)-u(B-0) "
contririos, &ste valor de A estard compreendido entre 0 el e o
segmento [A, B] encontrard H em um ponto.

Se a(A-0) e af(B-0) tiverem sinais

Vamos introduzir em K uma relagio de equivaléncia: dados
dois pontos A, B € K, dizemos que A é equivalente a B --e escre-
vemos A ~ B-- se A= DB ou, sendo A # B, o segmento [A, B] nio
encontra H, Da proposic¢do 1.5 segue~-se que A ~ B se, e somente
se, a(A-0) e a(B-0) tém o mesmo sinal. Isso implica, facil-
mente, que a relag3o definida é mna realidade, uma relagdo de
equivaléncia.

Mostremos agora que existem, exatamente, duas classes de
equivaléncia. De fato, sejaX¥ € V um vetor nio pertencente 2 di-
regdo de H. Os pontos C=10 +X e C'=0-% pertencem a K e ndo
s3o equivalentes, pois 0 pertence aosegmento [C,C']. Pela pro-
posic3o 1.5, todo ponto de K é equivalente a C ou a C'.

Defini¢3o 1.9, Cada classe de equivaléncia de K, pela relacio
de equivaléncia definida acima, denomina-se semi-espago deter-
minado pelo hiperplano H,



Quando a dimens3o de E for 1 ou 2 usaremos, respectivamen-
te, os térmos semi-reta ou semi-plano para designar um semi-espa-
Go.

Seja V um espago vetorial. No conjunto V- {0}, a relacfo
T =g, com A >0, é uma relagio de equivaléncia. Cada classe
de equivaléncia denomina-se semi-reta vetorial. E claro que toda
reta de V (subespago de dimens3o 1) contém duas semi-retas dis-
tintas, que sZo ditas semi-retas opostas.

Seja r uma reta de um espago afim E e ', uma semi-reta con-
tida em 7, determinada pelo ponto P € R. Dizemos, neste caso,
que r; € uma semi-reta de ortgem P. Seja Q € r; um pontode e,
portanto, distinto de P. Vamos mostrar que 7, é o conjunto dos
pontos X tais que X =P + A(Q-P), com XA > 0. De fato, sejaa # 0
uma forma linear da diregso de 7. Comodir {P}= {0}, o perten-
ce ao anulador de dir P. Paratodo X€r, X-P =A(Q-P). Por
outro lado, X €7, se, e somente se, a{X-P)e a(Q-P)tém omes-
mo sinal, ou seja, se, e sbmente se, A\ > 0. Logo r é o conjunto
dos pontos P + A(Q~P) com A > 0. O conjunto dos vetores X - P,
X €r) & evidentemente, uma semi-reta vetorial e denomina-se
semi-reta vetorial associada a ry.

Reciprocamente, dados um vetor B € dir r, B # 0, e um ponto
P € r, o conjunto dos pontos X=P + A3, A > 0 é umasemi-reta
cuja semi-reta vetorial associada & o conjunto dos vetores AT,
x> 0.

Retornemos 2 situagfio em que E é um espaco afim de dimen-
sdon, Hum hiperplano de E e K ocomplementar de H em E. Seja
a # 0 uma forma linear pertencente ao anulador da diregdo de H.
Se B € um ponto de H, segue-se da proposigfo 1.5 que o conjunto
dos pontos X € E tais que a{X-B) > 0 &€ um semi-espago. O outro
semi-espago determinado pelo hiperplano H é definido pela desi-
gualdade a(X-B) < 0.

Consideremos, agora, um sistema de coordenadas (0, &, ..., &,)
de E e suponhamos que a(g,) = a;. Sabemos, do pardgrafo 1, que

a(X-B) = ax, +... tax, -c,

onde ¢ = @by + ... +a,b, se (by,..., D) sdo as coordenadas do
ponto B e (¥, ..., %,) as coordenadas do ponto X. Ficou, portanto,
demonstrada a seguinte proposicgéo:

Proposig#io 1.6. Se a equagiio de H em relagdo a um sistema
de coordenadas é ayx; + ... t+a, %, -¢c = 0, cada semi-espago defi-
nido por H é o conjunto dos pontos cujas coordenadas satisfazem,
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respectivamente, a uma das desigualdades @y + ... +ax, -¢ > 0
ouax, +... tax,-c<0.

Finalmente, como Gltima decorréncia da rela¢io de ordem dos
nimeros reais, veremos a possibilidade de orientar um espago
afim E.

Seja V um espago vetorial de dimensa@on = 1 e denotemos por
B o conjunto de tddas as bases de V.
0. Umab & eouival

Definig¢fo 1.1 a e ase X, se
o determinante da matriz M,; de mudanga da base X, para a base

X, for positivo, Escrevemos entfo X, ~ Xy,

Proposigfio 1.7. A relagdo X; ~ X, é uma relagdio deequiva-
léncia stbre B.

Demonstragdo. Seja I, amatriz identidade n Xn. Que X, ~ X,
para tdoda X; € B vem do fato de que detI, =1 >0 e que I, é a ma-
triz da mudanga de base de X, para X;; que X; ~ Xyacarreta X; ~ X,
resulta do fato de que My = M;JI; logo, se uma tem determinante
positivo a outra também tem. Finalmente X, ~ X, e X;~ X acar-
retam X; ~ X pois M, = M;;M,,; logo, serd positiva se as duas
no segundo membro o forem.

Proposigdo 1. 8. E possivel dividir 8 de um Gnico modo em
duas classes B; e Bz sem elementos comuns de maneira que duas
bases pertengam a uma mesma classe se, e sbmente se, forem
equivalentes.

Demonstragdo. Como a classe que contém uma base qualquer
X, deve ser necessariamente o conjunto das bases Xy tais que
det M,y > 0, tal parti¢do s6 pode ser feita de um Gnico modo, Por
outro lado, se X, = (&,,%2,..., &) é uma base de V sejaXa=
=(-81,%5,...,8,). Sejam B, e Bg, respectivamente, as classes das
bases equivalentes a X, e Xp. Como amatrizde mudanga da base
X, para a base X tem determinante negativo, segue-se facilmen-

te que as classes B, e Bp satisfazem 2as condi¢des exigidas.

DefinigZo 1.11. Qualquer uma das classes B, ou By diz-se uma
orientagdo de V.

V possui, portanto, duas orientagdes.

Definig¢Zo 1.12. Um espaco vetorial orientado é um espago
vetorial associado a uma das suas orientac¢des.



DefinigZo 1.13. Se Vé um espago vetorial orientado, uma
base diz-se orientada positivamente se ela pertence a classe que
dé a orientagdo de V; caso contrdrio, ela diz-se orientada negati-
vamente.

Convém observar que o conceito de orientag3o depende essen-
cialmente da relagdo de ordem dos nimeros reais.

DefinigZo 1.14. Um espago afim E diz-se um espago afim
orientado quando o espago vetorial Vde seus vetoreslivres estiver
orientado.

Se E é um espago afim orientado, o sistema de coordenadas
(0,8,,..., &) de E seri dito de orientagdo positiva ou de orienta-
gdo negativa quando a base (€,,..., €,) de V{ér, respectivamente,
positiva ou negativa.

Exercicios

1) Um subconjunto H C E diz-se comvexo se, para todo par de
pontos A, B € H, o segmento [A, B]esti contido em H. Demonstrar
que um p-simplexo é um conjunto convexo.

2) Em um plano afim, se uma reta encontra um dos lados de um
triangulo e n%o contém nenhum dos vértices pertencentes a &sse
lado, ela encontra um outro lado do tridngulo.

3) Sejam A;, Az, A; os vértices de um tridngulo. Seja P, o con-
junto dos pontos da reta Ay Az e os do semiplano determinado por
AgA; que contém o vértice A,. Sejam P, e P, conjuntos construi-
dos de maneira aniloga, relativamente aos outros lados. Demons-
trar que o triangulo [A,, Az, A;] é a interseg8o dos trés conjuntos
Py, Py e P,.

4) Em relagdo a um sistema de coordenadas de um plano, sejam
A,, Az e A, respectivamente, os pontos de coordenadas (2,4),
(-4,4) e (2,-2). Escrever um sistema de 3 desigualdades do
primeiro grau que caracterize, em coordenadas, o0s pontos que
pertencem ao tridngulo [A,, Az, Ay].

5) Demonstrar que um p-simplexo admite um f{nico conjunto de
vértices, isto é, se [A,,..., A, ] =[B,,..., B,], existe uma per-
mutagdo do conjunto de indices {0,...,p} de tal modo que A, =
= Bg(1) para todoi=1,...,n.
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§ 3. Transformagdes Afins

Vamos, neste paridgrafo, definir aplicagdes entre espagos afins
que desempenham, nesta teoria, o mesmo papel que os homomor-
fismos na teoria dos grupos, anéis, etc.e as aplicag¢Bes continuas
na topologia.

Sejam E, e E; dois espagos afins associados, respectivamen-
te, aos espagos vetoriais V; e V; e T: E; » Eg uma aplicagfiode E,
em Ej.

Definig30 1.15. T diz-se uma aplicacdo afim se existe um
ponto A de E, tal que a aplicacgdo TY¥:V, = Va, definida por THX) =
= T(A +X¥)- T(A), ¥ € V,, seja uma aplicacgdo linear.

Proposigdo 1.9. Se T: E, -~ Ez é uma aplicagio afim, a apli-
cagio T é linear, qualquer que seja o ponto A € E,;. Além disso,
T n3o depende da escolha do ponto A, mas sbmente de T.

Demonstrag&o, Com efeito, tomado umpontoB € E;, fagamos,
para qualquer X € V;:

THE) = T(B +%) - T(B).
Temos:
TFE) = T[A+(B-A)+X]-T[A +(B-4)] =

= TLA+(B-A)+2]-T(A)- THB-4) =
= T{[{B-A)+2]) - THB-A)
e, pela linearidade de T¥, temos finalmente:
THX) = THE),
o que demonstra a proposigdo.

Como T} nio depende do ponto A, abandonaremos o indice A e
usaremos, simplesmente, a notagdo T*, A aplicagio T* denomi-
na-se aplicagdo linear associada a aplicagdo afim T. Tomado X €E
e fazendo-se, na definigZo 1.15, ¥ = X- A, vem:

T(X) = T(A) + T*X-A) [1.6]

Vamos examinar alguns exemplos de aplicagdes afins. Seja E

um espago afim associado ao espago vetorial V. Fixado um vetor
Y € V, & ficil verificar que a aplicagfio



XEE - X+ y€EE

é uma aplicagdo afim de E em E, cuja aplicagfo linear associada
é a aplicagio idéntica de V; esta aplicagio denomina-se translagdo
de vetor y. Em particular, a translagfo de vetor nulo, isto &, a
aplicag3o idéntica de E, é uma aplicagdo afim.

Fixados um ponto A € E e um nlmero real p, a aplicagio
XEE - A+p(X-A)€EE

é uma aplicagfio afim de E em E, denominada homotetia de centro
A e razdo p. A aplicag¢3o linear associada a esta é a homotetia
vetorial: ¥ € V - pX¥ € V.

Mais geralmente, dado dois pontos A e B de E e uma aplicagido
linear U: V - V, a aplicacdo de E em E definida por

T(X) = B+U(X-A)

é uma aplicag3o afim tal que T(A) = B e cuja aplicag@olinear asso-
ciada é U. Ainda mais, T é a {nicaaplicaggo afim que gozadessas
propriedades.

Para introduzir uma classe importante de aplicagdes afins --a
das projeg¢des-- vamos mostrar que, se S, e S; sdo duas varieda-
des lineares de E, tais que dir S, ® dir S; = V, ent@o S; e Sztém
um {nico ponto comum. De fato, sejam B, € S; e By € S;, entdo
B, -B, = Dy + U3, com B, € dirS, e Bz €dirS;. O ponto A =B, -
- B, = B, + v, pertence, portanto, a ambas as variedades S, e S;.
Seja A' um outro ponto pertencente aS; e S;. Ent3oA - A' € dir S,
e A-A' €dirS;, logo A-A'= -d, donde A = A',

Definiremos uma aplicagdo P: E - E do seguinte modo: dado
um ponto X € E, seja W a variedade paralela a S;, que passa por
X. A variedade linear W intercepta S; em um fGnico Y. Pomos
P(X) = Y.

Vamos mostrar que P é uma aplicagdo afim. Seja A o ponto
de encontro de S; e S,. Dado um vetor X € V, seja T=70, + T,
com o By €dirS, e B; € dirS,. E fécil ver que

P(A+X) = A+3; e P(A) = A,
Logo, P*(x) = B,. A aplicagfo linear associada P* &, portanto, a

projegio sdbre dir S;, paralelamente 2 dir S,. Verifica-se, sem
dificuldade, que a aplicagfio afim P satisfaz 2 condigdo P? = P.
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Essa aplicagdo P denomina-se projegdo sdbre a variedade S, pa-
ralelamente & variedade S,. Observe-se que a restrigcdo de P a
uma variedade linear S; de E é ainda uma aplicagdo afim de S; em
Sa.

Uma propriedade importante das aplica¢Bes afins, que se ve-
rifica facilmente, é que, se T: E, » E, é umaaplicagio afime S é
uma variedade linear de E,, entdo T(S) é uma variedade linear
de E,, cuja diregdo & T* (dir S). Em particular, as aplicacgles
afins preservam o paralelismo, isto é, se S, e S, sdo variedades
lineares paralelas, ent3o T(S,) e T(S;) também s3o paralelas.

ProposigZio 1.10. Uma aplicagdo afim T: E, - E, serd injetora,
sobrejetora ou bijetora se, e sbmente se, T* for, respectivamen-
te, injetora, sobrejetora ou bijetora.

Demonstragio. Vamos demonstrar que se T f6r injetora, T*
também o serid. As outras demonstrac¢des, anilogas a esta, s#o
deixadas a cargo do leitor. Sejam: A € E; e X, 7 €V, com X # 7.
Temos: T*¥) = T(A +¥)-T(A) e T*{@) = T(A + F) - T(A). Como
A +X#A+Y e, conseqiientemente, T(A +X) # T(A +7), vem que
TH(E) # THF).

Proposig8o 1.11. Sejam T:E, -~ E, e U:E; - E; aplicagdes
afins. A aplicagfio composta T o U é uma aplicagfio afim e

(T o U)x = T* o U*

Demonstragfo., Sejam A € E um ponto qualquer e X € V; um
vetor livre de E,. Ent3o:

(ToU)*X) = (ToU) .(A+X)-(T o UNA) =



TLU(A) + U*(X)] - T(U(A)) =

T(U(A)) + T*(U*(¥)) - T(U(A)) =
(T* o U*)(¥X).

1l

Como T* o U* é§ uma aplicagdo linear, fica demonstrado que
T o U é uma aplicagdo afim.

Proposig8o 1.12, Se T:E, - E, & uma aplicagfio bijetora,
entio T~ ! é também uma aplicagdo afim e (T7})* = (T*)™,

A demonstracio desta proposigZo fica a cargo do leitor.

Denotaremos por GA(E) o conjunto das aplicag¢Bes afins bijeto-
ras de E em E. Das proposigdes 1.11 e 1.12 resulta que, se
T,, T, € GA(E), entio T, o T, € GA(E) e T; € GA(E). Como a
aplicag3o idéntica de E pertence a GA(E), concluimos que GA(E) é
um grupo em relagfo & operagio de composicdo de aplicagdes.
O grupo GA(E) denomina-se grupo afim de E. Um elemento de
GA(E) é também denominado uma transformagdo afim de E.

Estudaremos, agora, o efeito de uma aplicagfo afim sbdbre as
coordenadas de um ponto X de E. Sejam T:E - E uma aplicagdo
afim e (0,&,,...,&,) um sistema de coordenadas de E.

Sejam (B, ..., By)y, (*1,...,%,) € (¥, ..., ¥,) as coordenadas,
respectivamente, dos pontos T(0), X e T(X). Se M = lagll, &, 5=
=1,...,n éa matriz da aplicagdo T*emrelagdoabase (CITA- AN
teremos que, de T(X)= T(0) + T*(X- 0); resulta imediatamente:

1

¥y = Eaikxk+bza t = 1,.c0,m, [1.7]
1

k=

que s3o as equagbes da aplicagdo afim T, no sistema de coordena-
das (0,8y,...,8,).

N . .
Reciprocamente, dado um sistema de equagdes lineares

1
Yy = zaikxk+bi: it =1,...,n
k=1
e um sistema de coordenadas (0,e;,...,€,) de E, a aplicagdo que
ao ponto de coordenadas (¥,,...,%,) faz corresponder o ponto de

coordenadas (¥;, ..., ¥,) € uma aplicagdo afim de E em E.
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Exercicios

1) Seja T:E - E uma aplicagfo afim talque T° & a aplicag@o idén-
tica. Demonstrar que T € uma projeco.

2) Seja G o baricentro dos pontos A, ..., A, afetados de massas

Aoy ++eyrp € T:E = E uma aplicagdo afim. Demonstrar que o ba -
ricentro dos pontos T(A,), ..., T(4,), afetados das massas ko,..., Ay,
é T(G).

3) Dada uma sequéncia de trés pontos (A;, Az, Ag)pertencentes a
uma reta 7 e tal que A; ¥ A, chama-se razZo simples da seqiién-
cia (A,, Ag, Ag) o escalar )\ tal que Ag- A; = A(A; - A;). Demonstrar
que, dada outra seqiiéncia (B, B, Bg) de pontos de uma reta stal
que B, # B,, uma condig¢do necessiria e suficiente para que exista
uma transformacso afim T tal que T(A,)=B, 1=1,2,3, é que a
razio simples de (8,, A, Ag) sejaiguald razdo simples de (B,, By, Bs).

4) A imagem de um p-simplexo de um espago afim E por uma
transformacg3o afim de E inversivel é um p-simplexo.

5) Num espago afim E de dimens&o n, dados dois conjuntos de
pontos {A,,...,A.} e {B,,..., B}, se o conjunto {A,,...,A,]} &
linearmente independente, existe uma Gnica transformacgio afim
T:E - E tal que T(A,) = B, parai=1,...,n.

6) Dados um ponto A € E e uma aplicagfo afim T: E ~ E, existem
uma Gnica translagio 7 e uma f{nica transformacdo afim T'
que deixa fixo o ponto A (isto é, tal que T'(A) = A) de modo que
T=J oT'

7) Se J é uma translag3io de E e T: E - E uma aplicag3o afim bi-
jetora, entfo T™* o J o T é uma translagio.



ESPACOS EUCLIDIANOS

§1. Espagos Euclidianos

Espagos vetoriais euclidianos s3o espagos vetoriais munidos
de um produto escalar, Introduziremos agoraaseguinte definig3o:

Definig%0 2.1. Um espacgo afimassociado aumespago vetorial
euclidiano denomina-se espago euclidiano.

Seja E um espaco euclidiano e A, B pontos de E.

Definigdo 2.2, Chama-se distdnciade A e B omddulo do vetor
B-A,

Usaremos a notagdo §(A, B) paradesignar a distdncia de A e B
e |B-~A| para designar o médulo do vetor B - A,

Propriedades:
1. 5(A,B) = &(B, A)
Demonstraggo,
8(A,B) = |B-a| = |[(-1)(a-B) = |-1]|a-B| =
= |A-B| = &§(B,A).
2. §(A,B) 2 0,

5(A, B) = 0 se, e sbmente se, A =B,
3. 58(A,C) = 8(A,B) +58(B,C) (propriedade triangular)
Demonstrago,
C-A = (B-A)+(C-B), donde

|c-A| = |B-a| +]|C-B]|
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Defini¢&o 2.3, O par (0,&,,...,&,) formado por um ponto 0
de E e uma base ortonormal (&,,...,&,) de V denomina-se um
sistema de coordenadas ortogonais de E.

Deduziremos, a seguir, a férmula da distincia em coordena-
das ortonormais.

Sejam (0,€,,...,8&,) um sistema de coordenadas ortonormais
de E e A e B dois pontos de E de coordenadas, respectivamente,
(@1, -v0yan) e (Dy, ..., D)

Temos:
[B-A] = [(hy-a1, B2-0G5,..., 0, -a,)]
donde
8(A,B) = [B-A| = +Abi-a)P + (b -0 + ... +(5,-0,0

Dado um subespago V, de V, denotaremos o subespago ortogo-
nal a V, com V. Se a dimensZo de V, & p, entdoc a dimensao de
Vi én-p.

Definig&io 2.4, Diz-se que a variedade linear S, é ortogonal 2
variedade linear Sz se dir S; O (dir S;)*, ou {dir S;)+ D dir S,.

Vamos demonstrar que se S, é ortogonal a S,, entfio S, é or-
togonal a 5. De fato, se, por exemplo, dir$S, D (dirS,)+, toman-
do-se o ortogonal de ambos os nlimeros, vem,

(dir S;)t © (dir Sy)+t = dir S,

Portanto, S, é ortogonal a S,. Esse fato nos possibilita dizer,
simplesmente, que S, e S, s3o ortogonais.

Defini¢Zo 2,5, Dizemos que duas variedades lineares sZoper-
pendiculares se forem ortogonais e tiverem interse¢do ndo vazia.

Proposig&o 2,1. Dada uma variedade linear S, de dimensfo p
e um ponto A de E, existe uma fnica variedade linear S,, de di-

2

mensdo n -p, que passa por A e é perpendicular a S,.
Demonstragfo. Seja V, = (dir S;)*. Temos

dimV, = n-p



Entdo a variedade linear S, = {A +X|¥ € V,} satisfaz as con-
dig®es do enunciado, pois é ortogonal a S, e dir S, ® dir 5, =V
(ver exercicio 6 do Capitulo 1, §1).

A unicidade decorre da imposic¢do de ser dim S, igual an -p.

Pela demonstrag3o acima, vemos que as variedades S, e S3
que satisfazem as condig¢Bes doenunciado possuem um Gnico ponto
B em comum. Esse ponto chama-sé projegdo ortogonal do ponto
A sébre a variedade S,. Observemos que se A n3o pertence a va-
riedade S,, a reta que passa por Ae B é alinica perpendicular por
Aa variedade S,.

Definig8o 2.6, Chama-se distancia do ponto A 2 variedade S
a distancia de A 2 sua projegdo ortogonal sdbre S.

Proposig8o 2.2. A distincia de A a variedade S é o minimo
das distancias de A aos pontos de S.

Demonstragio. Seja B a projegio ortogonal de A sdbre Se C
um ponto qualquer de S.

Temos:

C-A = (C-B)+(B-4),|C-AF= (C-A, C-A) =

{C-B)+ (B-4), (C-B)+(B-A)) =
|[B-AP+|C-BF+2((B-A), (C-B)
A

5 :

Sendo B - A ortogonal a C-B, vem

]

|c-aP = |B-AP+|C-Bf
Como |C-Bf¥2 0, temos
|B-AP = |C-AP

donde
|B-A] = |C-4].
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Exercicios

1) O lugar geométrico dos pontos de um espago euclidiano E que
equidistam de 2 pontos distintos A e B é um hiperplano perpendicu-
lar a reta que passa por A e B.

2) Dados quatro pontos distintos A, B, C e D de umespago eucli-
diano E de dimens3o 2, se §(A,B) = §(B,C) = 8(C,D) = §(D, A),
entdo a reta AC é perpendicular & reta BD.

3) Sejam A, B, C, D quatro pontos de um espago euclidiano E de
dimensdo 3, n3io pertencentes a um mesmo plano. Considerados
os pares de retas reversas (AB, CD), (AC, BD), (AD, BC), se dois
désses pares s3o formados por retas ortogonais, entfo o terceiro
também o é.

4) Seja (0,8, €,, ;) um sistema de coordenadas de um espago

euclidiano E tal que (@, 8,) = 4, (€,€;) = -2, (&,&) = 6,
(€2,€3) =2, (€5,83) =-5, (s Ea) = 14. Considere o leitor os

pontos A, B,C e D de coordenadas (1,1 -1), (2,0,0), (1,0,1),
(1,1,2) e calcule a distancia das retas AB e CD.

5) Seja E um espacgo euclidiano e S;, S; duas variedades lineares
de E. Seja p a dimens&o do subespaco gerado por dir S, e dir S,.
Supondo que p <7, mostrar que existe pelo menos uma variedade
linear U de dimensZo n - p, ortogonal a S; e S; e que encontra cada
uma dessas variedades em um {nico ponto. Além disso, se ¢ =
= dim (dirS; N dir S;), a reunifo de tédas as variedades U com as
propriedades acima é uma variedade linear de dimensfo n-p +gq.

§2. Transformagfo de Semelhanga
Seja V um espaco vetorial euclidiano.

Definig3o 2,7, Um operador linear T diz-se um operador de
gemelhanga se existe uma constante p > 0 tal que

(TE), TE)Y = p%%, ) f2.11]

quaisquer que sejam X, 7 de V. A constante denomina-se mdédulo
do operador de semelhanga T.

Como exemplo de operador de semelhanga, citaremos as homo-
tetias. Dado um niimero real o # 0, lembremos que _se chama
operador de homotetia de razdo o a aplicagio ¥ - a¥. E claro que
um operador de homotetia de razfo o é um operador de semelhanga
de médulo |a].



Se T é um operador de semelhanga mbdulo p, ent3o para todo
Xev,
IT@)| = ol
Vamos demonstrar que tdda aplicagdo T:V - V que satisfaz 2

equagio [2.1] é necessariamente lineare, portanto, é um operador

de semelhanga.

Proposig80 2,3, Seja T uma aplicagdo de Vem V. Se existe
uma constante p > 0 tal que
(TE), T@) = o*X, P
para quaisquer vetores X, Y de V, entdo T é umoperador de seme-

lhanga.

Demonstragdo. Sejam X e ¥ dois vetores de V. Temos:

|TE@+7) - TE@) - TP = |TE+DP+ [ TEP + | TD ] -

-2{TE+7), TE) -2(TE&+7), TE) -

-2(T@), T@) = ?|F + TP+ %X P + 0T

- 2T+ G, E) - 202F + G, Y - 20%H, P = 0
Portanto

ITE+7) - T - (@] = 0
e T(X + %) = T(X) + T(Y)
Por outro lado
| TOF) - ATEP = | TOR P + 22| @) -

- 2M(TOX), TE) = p°|AFP +oA3|Z -

- 20P0X, %) =0
Portanto

| TOX) - A TE)| = 0

e T(MF) = \T().
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Proposig&o 2,4. Todo operador de semelhanga & inversivel.
O inverso de um operador de semelhanga de médulo p é um ope-
rador de semelhancga de médulo% 5

Demonstrag&o. Para demonstrar aprimeiraparte basta veri-
ficar que todo operador de semelhanga T é biunivoco. De fato, se
T(X) = 0, entdo |T(x)| = p|¥| = 0. Como p# 0, vem ¥ = 0. Logo
T é biunivoco.

Quanto a segunda parte, observemos que:
(TT™HE), TTHE) = oXT7E), TG
pois T é operador de semelhanga. Mas
(TTE), TTHD) = &D
Logo:
(THR), T@) = 3243 D),
para todo par de vetores X, 7 de V.

Proposig3o 2.5. Sejam T, e T, dois operadores de semelhan-
¢a de mbdulos p, e pz, respectivamente. Ent3o T,T, é um opera-
dor de semelhanca de mddulo pyp,.

Demonstragdo.

(T\T2 @), ThTL(F) = p¥(T2(®), Tz(@) = o33, B).

As proposigBes 2.4 e 2.5 mostram que o conjunto dos opera-
dores de semelhanga é um grupo denominado grupo dos operadores
de semelhanga. Designamos &sse grupo com GS(V).

Da definigdo 2,7, resulta imediatamente que um operador de
semelhanga de mbdulo 1 é um operador ortogonal. O conjunto dos
operadores ortogonais 0(V) &, evidentemente, um subgrupo do
grupo dos operadores de semelhanga. O determinante de um ope-
rador ortogonal é igual a +1 ou -1, Chamaremos operador orto-
gonal proprio um operador ortogonal de determinante +1. O
conjunto dos operadores ortogonais préprios & um subgrupo de
0(V) que designamos com 0*(V)., Um operador ortogonal de deter-
minante -1 serd dito impréprio.



Proposig¢Zo 2.6. Todo operador de semelhanga T é o produto
de uma homotetia por um operador ortogonal.

Demonstragdo. Seja T o operador de semelhanca e p o seu
mbdulo. Seja Hp a homotetia de raz@o p e seja M =—%TT. E ime-
diato que T = MHp = HpM e que M é operador ortogonal.

Seja E um espago euclidiano associado ao espago vetorial V.
Vamos estudar as aplicacdes de E em E que multiplicam as dis-
tincias entre os pontos de E por uma mesma constante p > 0.

Demonstraremos adiante que essas aplicag¢des s30 as transfor-
magBes afins de E, cujo operador linear associado é um operador
de semelhanga:

Defini¢do 2.8. Uma semelhanga de médulo p > 0 é uma apli-
cacgdo afim de E em E cuja aplicagdo linear associada é um opera-
dor de semelhan¢a de médulo p.

Seja 0 um ponto de E e ¢ # 0 um nlimero real. A aplicagio
T: E - E definida por

T(X) = 0+ a(X-0)

A

Z . . .
é uma semelhanga cujo operador linear associado € o operador de
homotetia de razdo a. T denomina-se homotetia de centro 0 e
razdo Q.

Se 0 é um ponto de E e T um operador de semelhanga, existe
uma (nica semelhanca de E que deixa 0 fixo e cujo operador & T.

Teorema 2.1, Uma condi¢do necesséria e suficiente para que
uma aplicag¢sio T: E —» E seja uma semelhanga de médulo p & que

8(T(A), T(B)) = pb&(A,B),
quaisquer que sejam os pontos A, B de E.

Demonstragfo. Seja 0 um ponto de E e consideremos a apli-
cagdo T*:V — V definida por

T#(F) = T(0 + %) - T(0).

Basta demonstrar que T* é um operador de semelhanga de
mbdulo p. De fato:

2(THE), TP = (T*F), T*E)) + (TXF), THY) -
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-(T*E) - THT), T*X)-T*P) =
|T(0 + ) - T(O)F + |T(0 + ) - T(0)?-
ST+ -T0+DP =

= p?lZP + p?|PP - ?IZ- TP = 20%F, D).

Portanto, pela proposig3o 2.3, T* &um operador de semelhan-
¢a, e o teorema estd demonstrado.

Das proposig¢des 1.10, 1.11 do Capitulo1l, 2.4 e 2.5 déste ca-
pitulo, resulta imediatamente que:

a) tdda semelhanca é uma aplicagdo bijetora de E em E;

b) o conjunto das semelhangas de E é um grupo, subgrupo do
grupo afim de E; que designamos com GS(E).

Dados dois subconjuntos A e B de E, diz-se que A é semelhante
a B se existe uma semelhanga T tal que B é a imagem de A por
T. Do fato de o conjunto das semelhangas ser um grupo, decorre
que a relagdo ""A é semelhante a B'" & uma relagfo de equivaléncia
no conjunto dos subconjuntos de E.

§ 3. Movimentos Rigidos

Definig8o 2.9, Uma semelhanga de mddulo 1 denomina-se um
movimento rigido.

Da definigdo 2.7 e do teorema 2.1 decorre que uma aplicagdo
M: E - E é§ ummovimento rigido se, e sbmente se, M preserva a
distancia, isto &, §(M(A), M(B)) = §(A, B) para todo par de pontos
A,B de E. Uma semelhanga T é um movimento rigido se, e sd-
mente se, o operador linear associado a T f6r um operador orto-
gonal,

Das proposic¢Bes 2.4 e 2.5 decorre que o conjunto dos mo-
vimentos rigidos & um subgrupo do grupo das semelhangas, que
denotaremos com GM(E). O operador linear associado a um mo-
vimento rigido é um operador ortogonal e, portanto, seu determi-
nante é igual a +1 ou -1.

Definig3o 2,10, Um movimento rigido diz-se proprio ou
improprio, conforme o determinante do operador linear associado
f6r +1 ou -1.

Como o conjunto das transformagdes ortogonais de determi-
nante +1, como foi observado noparigrafoprecedente, é um grupo,



o conjunto dos movimentos rigidos prdprios é também um grupo,
subgrupo do grupo dos movimentos rigidos.

Exemplos. 1) Translagio. No Capitulo 1, pardgrafo 3, defi-
nimos translag3o de vetor ¥ como aaplicagio J: E—~E definida por
J(A) = A + %, para todo A de E. Toda translagfio é um movimento
rigido, pois

S(A+X% B+%) = |(B+%) -(A+¥%] = |B-A| = &(a, B).
O operador linear associado a umatranslagsio é aidentidade; logo,
a translac¢io é um movimento rigido préprio.

2) ReflexZo ao longo de um hiperplano. Seja H um hiperplano
de E. Dado o ponto A de E, seja A' a projecdo ortogonal de A
sobre H e consideremos o ponto A'' = A' + (A' - A). A aplicagio
T definida por T(A) = A'' §, por defini¢do, a reflex3o ao longo do
hiperplano H. Verifica-se, sem dificuldade, que tdda reflex3o ao
longo de um hiperplano é um movimento rigido impréprio.

Dada uma semelhanga T de mdédulo p e um ponto 0 de E, T é o
produto de uma translag¢3do J por uma semelhanga S de mddulo p
que deixa fixo o ponto 0. De fato, seja J a translagdo de vetor
T(0) - 0 e S a transformacg3o afim definida por S(X) = 0 + T*(X- 0).
S é uma semelhanca de médulo p (pois S* = T*) que deixa fixoo
ponto 0. Temos ainda

(TSHX) = J(S(X)) = J(0 + T*(X-0)) = 0+ T*(X-0) + T(0)-0 =

T(X).

Logo J e S satisfazem 2s condi¢Bes impostas. Por outro lado,
tdda semelhan¢a S de mddulo p que deixa fixo oponto 0 é o produto
de uma homotetia H de razfo p e centro 0 por um movimento rigido
M que deixa fixo o ponto 0. (Basta tomar M definido por M(X) =
=0 +%S*(X'0))- Concluimos, assim, que T = J.H- M onde J
é uma translagdo, H uma homotetia de centro 0 e razfio p e M um
movimento rigido que deixa 0 fixo,

Em particular, se T é um movimento rigido (p = 1), H é a
identidade, donde concluimos que, dado un movimento rigido T de
E e umponto 0 de E, T é o produto de uma translagdo por um movi-
mento rigido que deiza fizo o pontoO.

§ 4. Volume

Sejam V um espago vetorial euclidiano, (Zl ,«e., &) uma base
ortonormal de V e By,B,, ..., U,, n vetores de V. Suponhamos
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n
7, = Zakié’k l1sisn
k=1

o seja A a matriz ||a||. Diremos que A é a matriz dos n vetores
na base (€;,...,€,). Vamos mostrar que o determinante de A nido
depende, a n3o ser quanto ao sinal, da base ortonormal escolhida.
De fato, se (&{,...,8}) & outra base ortonormal de V,M = [[b,,]] &
a matriz de mudang¢a da primeira para a segunda base e

n

b = ) e

k=1

entdo
n

n n
v, = Zaé’= Za"‘z ZQ'I)E
1 1€y x1 €k k1 P3k€ y

1 k=1

Portanto,

Ay = ijkal('l

J=1

Logo A = MA', onde A' = [la,,].

Como detM = £1, vem que, ou detA' =detAoudetA'= -detA,
Caso o espaco V seja orientado, det A n3o dependerd da base or-
tonormal escolhida para definir a matriz A, desde que ela tenha
sempre orientac¢do positiva. Em qualquer caso, Idet Al n3o de-
pende_ da base ortonormal escolhida, e serd indicado com
A(D1, Day e eey U)o

P
E imediato que, uma condic3onecessaria e suficiente para que
os nvetores By, Da, ..., U, sejam linearmente independentes é que

A(Bly 32" 00 0% Bn) # 0

Seja T um operador ortogonal de V. A matriz dos vetores
By, 83, ...,0, em relacao a base (€, 85, ..., &,) éigual amatriz dos
vetoresT(V,), T(Ta),...,T(D,), emrelagdo abase (T(€,), T(Z;),..., T(E,)).
Pelo que vimos acima o determinante desta (ltima matriz é igual,
a ndo ser quanto ao sinal, ao determinante da matriz dos vetores
T(Z;), T(Dz). .. T(D,) em relagdo & base (&,,&5,...,&,). Deduz-se
imediatamente a seguinte:

Proposigdio 2.7. A(T(B,), T(B,), ..., T(B,)) = &(By, Bay « .., Ty ).



Consideremos o espaco euclidiano E associado a V e seja
A, A, ..., A] um n-simplexo de E. Seja A, um vértice qualquer
désse simplexo. Demonstraremos que o ndmero A(A,-A,,
A=A, e, Ay - AL Ay - AL, o, A - A) ndo depende do vér-
tice /% escolhido. De fato, basta demonstrar que

MAG-Agy oo A = AL A=A, oo AL -A) = MA -A,, LA -AY)
Mas:

MAG = Ay oea, Ay = Ay, Ay = Ay, oo, A - Ay) =
= MAG-Ay A=A Ay s AG A A e, Ay - AY) =
= MAC-Ay (A -A) - (A - A, oo, A -AL AL - A,
cooy A s A) = MA-AL A -A, Ll A - Ay A - A
ceoy A AN FMA-A, ~(A -A), L AL - A,
A=A oo, A=A

Mas, um determinante com duas colunas proporcionais € nulo;
logo,

A(Aa'Ak,"°7Ak—1'Ak;Ak+l'Ak, N N
= A(Ak"AuyAl_Ao: "'7Ak—1'Ak’ Ak+1"Akr"'yA'n'Ak)'

Operando de maneira aniloga com os outros vetores Ay-A, J#£K
obtemos:

MAG=Ay, ve ey A = A Ay = Ay, oen, Ay - A =

= MAL-AL AL -A L LA -AL A -A, LA -AY).

Como a troca de colunas nZo altera o valor absoluto do determi-
nante, vem, finalmente,

A(AO'AK’""Ak—l_Ak,Ak+l'Aky"‘7An"Ak) =

= AAy Ay ..., A -A A, - A

%) 000y

Defini¢%o 2.11. O nmero real ﬁl! MA,-Ay, ooy A - AL AL -
-Ay, ..., Ay - Ay), independente da escolha do vértice A,, denomi-
na-se volume do n-simplexo [A,, ..., A.].

Nos casos particulares em que n = 1 e n = 2 usaremos oS
térmos comprimento e idrea, respectivamente, em lugar de volu-
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i
me. E imediato que o comprimento de um segmento [A, A;] &
igual a distancia §(A,, A,).

Vamos demonstrar na proposigdo seguinte que o volume de um
n-simplexo é invariante por um movimento rigido. Lembremos
que a imagen de um 7n-simplexo por um movimento rigido & um

n-simplexo (ver exercicio 4 do § 3, Capitulo 1).

Proposigdo 2.8, Seja T um movimentorigido de E. O volume
do n-simplexo [A,, Ay, ..., A, ] é igual ao volume do n-simplexo
[T(A,), T(A), ..., T(A)].

Demonstrag8o., Seja T* o operador ortogonal associado a T.
Ent3o

A1 AT(A) - T(A,), ..., T(4,) - T(4,)) =
= ﬁlg A(T*(A1 - Ae)’ 000 T*(An = Ao))s

e, pela proposicio 2.7, @&ste dltimo ndmero & igual a ﬁl!A(Al-
-A, .., AL -A)).

Uma vez definido o volume do n-simplexo, pode-se estender a
nog¢do de volume a outros subconjuntos doespago E. Essa exten-
s3o € objeto da chamada '"teoria da medida''.

Observagdo. E possivel associar a n vetores By, ..., D, de um
espago vetorial euclidiano V o nimero A(Dy,...,5,) semlangar mao
de bases de V.

De fato, o produto escnalar de V estende-se can®nicamente a
um produto escalar de AV (produto exterior de V, n vézes).
A(Dy, -+, D) é simplesmente o mbdulo do n-vetor 0y Ay A. .. AD,.
Désse modo, pode-se definir o volume de um n-simplexo sem o
uso de bases de V.

7.
Exercicios

1) Seja E um espago euclidiano de dimensdon e A,,..., A, 0<
<ps<n, p+1 pontos linearmente independentes de E. Dados
outros p + 1 pontos B,, ..., B;, uma condi¢dio necessiria e sufi-
ciente para que exista uma semelhanca T de E tal que T(A,) = B,,
0 <{sp, éque exista uma constante p # 0 tal que &(A,, Ay) =
=pb(By, By), 0<12,/<p.



2) Demonstre que tdda reflexdo ao longo de um hiperplano é um
movimento rigido impréprio.

3) Dadas duas homotetias H;, e H, de um espago euclidiano E,
determine o leitor em que condi¢des HyH, = HyH,.

4) Dada uma transformacgfo afim T de um espago euclidiano E e
um n-simplexo [A,, Ay, ..., A, ], o volume do n-simplexo [T(4,),
T(A,), ..., T(A;)] é igual ao volume don-simplexo [A,, ..., A,] se,
e sbmente se, T for unimodular, isto é, se, e sbmente se, o md-
dulo do determinante da transformacfo linear associada T* for 1.

5) O volume de um n-simplexo [A,, ..., A;] de um espago eucli-
diano de dimens&o n é igual a 3 vézes o produto dadistancia de um
dos vértices a face oposta pelo volume dessa face.

§5. Angulos

Em todo é&ste pardgrafo, Vdesignard um espago vetorial eucli-
diano de dimensfo 2 e usaremos a expressio semi-retapara indi-
car as semi-retas vetoriais de V. Em cada semi-reta 7 de V
existe um Gnico vetor de mbdulo 1, que chamaremos vetor unitario
de .

Um operador ortogonal proprio de Vserd denominado rotagdo.
O conjunto das rotagBes € um grupo que designaremos com 0+ (V).
As proposigdes seguintes desempenhar&o papel fundamental neste
parégrafo.

Proposigdo 2.9. Sejam &, e €, dois vetores de mbdulo 1 de
V. Existe uma @inica rotagdo T tal que T(&,) = &5.

Demonstrago. SeJa hl um vetor ortogonal a e1 de mbdulo 1.
Existe um Gnico vetor g, de mddulo 1, ortogonal a &;, tal que as
bases ortonormais (&1, %) e (€2, P3) tem a mesma orientagdo. De
fato, se i # 0 é um vetor ortogonal a &,, qualquer outro vetor v,
ortogonal ad,, serd 3=\l Se |B|=|r| . |Z] =1, devemos ter

———-e ortanto ——_1.— ou)\=-—}—.—.
Ry |zl = P ;b Izl 1z

As bases obtidas tomando-se A = Iﬁllﬂ e A= I—'-ul.—‘ niotém ames-
ma orientag2o; logo, uma delas tem a mesma orientagZo que a ba-
se (&, ).

Seja T o operador linear tal que T(&,) = &5, Thy) = ha. T é
um operador ortogonal proprio e T(€,) = €;. Para demonstrar a
unicidade, seja S uma rotagio tal que S5(&;) = €,. Construa-
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mos 7, como acima. Entio S(hl)e ortogonala 2., pois 0 = (8, hy) =
= <S(51 S(hl » = <ez, S(hl e ls(hl)!

Por outro lado, as bases (2‘1, h1) e (B, = S(é’,_), S(hl))témames-
ma orientagdo. Logo S(h;) = hs , portanto, S =

Proposig%o 2.10. Seja (€,,€,) uma base ortonormal de Ve T
um operador linear. T & uma rotagdo se, e sbmente se, a sua
matriz em relagdo 2 base (&,,2,) é da forma

a -b

b a

com ag®+ »®=1. T é um operador ortogonal imprdprio se, e sb-
mente se, a sua matriz em relagfo 2 base {€,,8;) é da forma

coma®+ PP =1.

Demonstrag8o. Demonstraremos apenas a primeira parte.
A demonstrag3do da segunda parte se faz analogamente.

Seja
ayn AT}
Gz Qa2

a matriz de T em relagdo a base (€,,€,). Como detT =1, a ma-
triz de T

Qa2 =01z
-Gz, an

Como T é ortogonal, T™* = *T, logo,

Az -0z 21 Q12

-Gz an Q31 Qa2




Portanto, @y; = @z, € Q15 = -Gp.
2] = 2 2 _
Por outro lado, de |T(Z,)| =1, vem a$, + a3, = 1.
Reciprocamente, como se verifica facilmente, a matriz

a -b
b a

com a® + »® =1 é uma matriz ortogonal de determinante 1., Logo,
o operador correspondente na base ortonormal (&, &,) é uma ro-
tagdo.

Proposigsio 2.11. O grupo 0*(V) é comutativo.

Demonstrag&io. Pela proposigdo 2.10, o grupo 0*(V)éisomor-
fo ao grupo das matrizes

a -b
, a® + p® = 1.

b a

O célculo direto do produto de dois elementos déste ultimo

grupo mostra que &le & comutativo.

Convém notar que o grupo 0(V) de todos os operadores ortogo-
nais de V n3o é comutativo, como se verifica imediatamente pelo
célculo direto do produto de dois elementos convenientemente es-

colhidos.

Seja A o conjunto dos pares ordenados (r;,7;) de semi-retas
de V. Introduzimos em A a seguinte relagdo: (r, 72) é equivalente
a (r}, i) se existe uma rotagdo T tal que T(r))=r{ e T(rz) =rs.
Verifica-se, sem dificuldade, que se trata efetivarnente de um
relacio de equivaléncia. A classe de equivaléncia de (ry, I'z) serd
indicada com (7 7z). Seja & o conjunto gquociente de A por essa
relagdo de equivaléncia.

o

DefinigZo 2.12. Chama-se angulo da semi-reta7, comasemi-
reta 7, a classe de equivaléncia (ry;732).

Seja E um espaco euclidiano associado a V e 7 e 7, duas
semi-retas de E. Sejam 7, e, as semi-retas vetoriais associadas
ar, e Fa.
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Definig%o 2,13, Chama-se angulo das semi-retas 7, e 75 a
classe de equivaléncia (7y;72).

Proposigfio 2.12. Dados um dngulo o e uma semi-reta 7,
existe uma Unica semi-reta 7' tal que a = (7;7").

Demonstrag¢8o. Existéncia. Sejam s e 8' duas semi-retas
tais que @ = (g;7g') e seja T a rotagdio que leva 8 em . Fagamos
rt=Ts'). Por defini¢ao, (r;7r') = (¢;8') = a. Aunicidade decor~
re do fato de ser Gnica a rotago que leva g em r.

Proposigdo 2.13. Sejam 7, Iy, P, P4 quatro semi-retas de
V. Os angulos (r;r;) e (r{;ri) sdo iguais quando, e sdbmente
quando, os angulos (7,77]) e (7r,;74) sdo iguais.

Demonstrag8o, Suponhamos (77 72) = (r];7}), e seja U a rota-
¢¥o tal que U(r,) = r{ e U(ra) =r4.

Pela proposigdo 2.9, existe uma rotacdo T tal que T(ry)=rj.
Como o grupo 0*(V) é comutativo, temos

ry = U(T(ry)) = T(U(r)) = T(r).

Portanto, (ry;71) = (ra;7s).

Reciprocamente, se (r;7{) = (ry;7r}), entdodemonstra-se ana-
logamente, trocando r{ por r}, que (ry;7rz) = (r{;rh).

Dado um angulo a e tomado um representante (7, 7"g) de a, seja
T uma rotagdo tal que T(r,) = ;. T niodepende do representante
escolhido. De fato, se (rj;ri) = (r,;ra), pela proposigdo2.13,
(ry;ry) = (ra;rh). Logo, existe uma rotagdo que leva Iy em rg e
r{ em rj. Como T & aunica rotagdio que leva 7, em raz, deve=
mos ter T(r{) =r4. Da proposigfio 2.13, decorre ainda que a
aplicagdo h assim definida, do conjunto dos angulos no conjunto das
rotagBes € injetora, h é também, evidentemente, sobrejetora.
T denomina-se a rotag3o de anguloa, e o o adngulo da rotagdo T.
O angulo de uma rotagdo T &, portanto, o angulo (7,"T(r)), onde
r é uma semi-reta qualquer.



Por meio da aplicacdo bijetora A, transportamos a ¢¢ a estru-
tura de grupo abeliano de 0*(V). Denotando-se aditivamente a
operagdo do grupo v, segue-se imediatamente que:

(ryrty + {7ty = (r7rtt),
donde se deduz que
(ryr) = 0 e (r;r') = -(r';r).

Dada uma semi-reta r, denotaremos -7 a semi-reta oposta a
r. O angulo (r,”-r) n¥o depende da semi-reta 7, como se verifica
facilmente, e denomina-se dngulo raso.

No que se segue, suporemos V orientado. Seja T uma rotagdo
de V. A matriz ||M|| de mudanga de uma base ortonormal de V
orientada positivamente para outrabase ortonormal de Vorientada
positivamente é uma matriz ortogonal de determinante 1. Como o
grupo dessas matrizes é comutativo (proposigdo 2.11), resulta da
expressdo HMH_l['TH [|M|| de mudanga de base da matriz de umope-
rador linear que a matriz deT independe da base ortonormal com
orientagdo positiva escolhida.

Seja a um &ngulo e T a rotagdo de angulo a. Seja

a -b

b a

a matriz de T em relagdo a uma base ortonormal com orientacdo
positiva.

Definigsio 2,14, As aplicagBes cos: & =R e sen: @ — R, que
ao dngulo a associam respectivamente os nimeros reais a e b,
denominam-se co-geno e seno.

Da definigdo 2.14 resulta que a matriz da rotagdo de angulo a
em relag3o a qualquer base ortonormal comorientagdopositiva de

-

Ve

Ccos Q -sen Q

[2.2]

sen Q cos

Para todo angulo q, vale a relagfo

cos®q + sen®q = 1 [2.3]
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que se deduz imediatamente da ortogonalidade da matriz
[2.2].

Dados dois angulos g e B tais que cosq = cosB e senq = senpB,
da defini¢do das aplica¢des cos & e sen ¢, resulta que as rotagdes
de angulos & e B sdo iguais e, portanto, o = 8. Além disso, dados
dois nlimeros reais @ e b tais que a® + b° =1, existe um angulo q,
Gnico pela observa¢io acima, tal que cosg = a e senq = b, De
fato, a é o angulo da rotagdo, cuja matriz em relagdio a uma base
ortonormal com orienta¢3o positiva é

a -b
b a

Observemos que, se a matriz da rotagio T em relacgdo a base
ortonormal (&), €2) é

a -b
b a
entZo a matriz de T em relacfo 2 base (8,, -€2) é

a b

-b a

Portanto, cosa nio depende da orientagio de V escolhida mas
senq troca de sinal quando se muda a orientagdo de V. (Daf a
necessidade de orientar o plano para definir a fungdo trigonomé-
trica sen).

Seja (ry, I'z) um par de semi-retas tais que g = (7;;72) e & ek,
respectivamente, os vetores unitdrios de 7, e rz. Seja €, o ve-
tor tal que (é'l, €2) é uma base ortonormal de V com orientagdo
positiva. Se T é a rotagio de angulo a, entdo T(&) = ¥ e, pela
definic&o da matriz de um operador, temos

d
T2 7 = cosa- &, +senq- &z [2.4]
.
€2
% Dados dois vetores ndo nulos X e
A 7 de V, chamamos dngulo désses
e/ ry vetores o &ngulo das semi-retas

a que &les pertencem. O angulo
dos vetores X e y serd denotado
também com (¥,°7).




Seja o o angulo dos vetores nZo nulos ¥ e fj;_jndique_r.nos com

8, e U, respectivamente, os vetores unitdrios 1’_‘: l.%l e seja
- - = - 47 ¥ =
€2 o vetor tal que (€,, €») € uma base ortonormal com orientagdo
positiva., Pela férmula [2.4],

T = cosa - & + senq - &y,
logo
(€,u) = cosa
e, portanto,
@, = %l - 17! - cos(¥, 7). [2.5]

Sejam 7 e B dois angulos e T e U as rota¢gBes de angulo o e B.

Por definigdo de soma de dngulos, a rotagZo de &ngulo a + 8 §é
T. U, Tomada uma base ortonormal de Vcom orienta¢do positiva

e efetuando o produto das matrizes

cos a -sen cos B -sen B
sen o cos a sen B cos B

obtemos as férmulas de adi¢3o das fungBes seno e co-seno.

cos{a +B) = cosa cosB - seng senfB

[2.6]

sen(a + B) = sena cosB + cosq senB

§ 6. Medida de Angulos

Vamos construir, neste pardgrafo, um homomorfismo sobre-
jetor do grupo aditivo R dos niimeros reais no grupo oc dos &ngulos.
Supomos o espag¢o V (de dimensdo 2) orientado, de modo que as
aplicagBes cos e sen estdo definidas.

Seja h: R = ¢ uma aplicagdo sobrejetora e denotemos com f e
g, respectivamente, as aplicagBes cos oh e sen oh.

Proposigfio 2,14, Uma condi¢io necesséria e suficiente para
que A seja um homomorfismo é que f e g satisfacam as seguintes
férmulas de adigdo:
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flx +y) fee)f(y) - glx)gly)

2.
ole + 1) = F)aly) + F(y)gle) 2.7]

Demonstragdo. A condigfio é necesséria; defato, de h(x +¥) =
= hlx) + hy), vem:
flx +y) = cos(hlx +y)) = cos(hlx) +hly)) =
cos(hlx)) cos(hly)) - senlhlx))sen(p(y)) =
0e)fy) - glelg(y).

it

Analogamente, para a fungio g.
A condigdo é suficiente., Temos:

cos(hlx +¥) = flx+y) = fl)f(y) - glxlgly) =
cos(hlx))cos(h(y)) - sen(hlx))sen(h(y)) =

= cos(hlx) +hly))
Analogamente, a segunda equagdo de [2.6] conduz a
sen(hlx + y)) = sen(n(x) + h(y)
Logo, h{x + y) = hlx) + h(y).

Da anélise matemética sabemos que as fungBes de varidvel
real senx e cosx definidas pelas séries

3 5
senr:x—%’ +% - e
2 4
X X
cosx = l-—z—! +—4!—-...

satisfazem 2s condig¢Bes da proposic¢fio [2.7] e ainda cos® + sen®r =
=1, Pode-se demonstrar, sem grande dificuldade, a partir das
séries acima, que, dados dois nfimeros reais @ e b tais que a®+
+° = 1, existe x, € R tal que cosx,=a e senx, = . Além disso,
o conjunto dos nimeros reais que satisfazem essas duasequagdes
é o conjunto {x, + 241} onde % é um nimero inteiro qualquer.

Dado um nfimero real x, existe um Gnicoangulo atal quecosa =
cosx e sena = senx. Facamos a =hlx). A é uma aplicag3o so-
brejetora; de fato, pelo que foi dito acima, dado um angulo a como

sen®q + cos®a = 1, existe x, € Rtal que cosx, = cosa e senx, =



= senq. Como, pela defini¢do de h, cos x = cos(h(x)) e senx =
= sen(h(x)), pela proposi¢do 2.14 A é um homomorfismo.

Defini¢&o 2.15. Dado um angulo a, qualquer nimero real x tal
que h{x) = a denomina-se uma medida de q.

Pela observacdo feita acima, se x, é uma medida de a, as
outras medidas s3o os niGmeros x, + 247, E claro quese x e ¥y s3o
medidas dos dangulos a e B, entdo x + ¥ é uma medida de o + B.

Em questBes que envolvem medidas de angulos, freqiientemente
identifica-se um &dngulo com uma de suas medidas. E assim que
se fala do angulo I, =31 etc,

e o angulo =, =4

Observagdes., 1. Seja V um espago vetorial euclidiano de di-
mens3o finita n. Dados dois vetores X e z_j de V, n3o nulos e li-
nearmente independentes, entenderemos por dngulodésses vetores
o dngulo de ¥ e ¥no subespago de dimensdo 2 gerado por Xe 7.
Como o co-seno de um angulo independe da orientagdo do plano,

= A s . 2 :
cos(¥, 7) estd perfeitamente determinado, e, além disso,

@9 = 12| 17| cos@ D).

Entretanto, sem orientar o plano gerado por X e ¥, nio se
pode definir nem sen(¥;¥) nem a medida de (¥;7).

- = . .

Se x e Y, nio nulos, forem colineares, diremos que formam
dngulo nulo se pertencerem a4 mesma semi-reta e que formam
dngulo raso se pertencerem a semi-retas opostas.

2.* Como vimos acima, existe umaaplicagio candnica do con-
junto @ dos angulos no grupo 0*(V), a saber, a aplicagio que leva
o angulo o na rotagdo de dngulo a. Transportamos para &, por
meio dessa aplicag3o, a estrutura de grupo topolbégico de 0%(V).
Com a estrutura assim definida, & é um grupo topoldgico candni-
camente isomorfo a 0*(V), Por outro lado, pode-se demonstrar
que o grupo topolégico 0*(V) e, portanto «, é isomorfo ao grupo
R/Z, onde R é o grupo aditivo dos niimeros reais, munido da topo-
logia usual, e Z é o subgrupo dos niimeros inteiros. Ainda mais,

* Os resultados enunciados nesta observag¢donfios3onecessérios
para a compreensdo do resto do texto e podem ser deixados de
lado pelo leitor que nio conhega o conceito de grupo topolbgico.
Para a demonstrag¢do dos teoremas sdbre grupos topoldgicos
aqui enunciados, consultar N. Bourbaki, Topologie Générale,
livro III,
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existem sbomente dois isomorfismos de grupo topoldgico entre @
e R/Z. A orientac3o de V permite a escolha de um désses dois
isomorfismos, a saber, o isomorfismo que faz corresponder %
classe do nmero %(mod Z) o angulo de 2 vetores &, e €, tais que
(€1, €2) é uma base ortonormal com orientagdio positiva. Seja go
isomorfismo assim definido e j: R - R/Z 0 homomorfismo candni-
co. Para qualquer niimero real @, a aplicagiio x € R~ jlax) § um
homomorfismo continuo de R em R/Z; &sse homomorfismo é so-
brejetor quando a # 0. Reciprocamente, podese demonstrar que

qualquer homomorfismo continuo de R em R/Z é da forma x € R— .

- Jlax), onde @ € R. Portanto, os homomorfismos continuos so-
brejetores de R em & s3o da forma x € R ~ g(jlax)), a € R, a #0,

Denotemos com h, 0 homomorfismo correspondente ao niimero
@. Fixado @, qualquer nimero real pertencenteaclasse A, (a) de-
nomina-se uma medida do &ngulo q na base @. Quando a > 1, o
angulo h,(1) denomina-se unidade de dngulo na base ¢, Quando @ =
= 27 (observar que 21 é o perfodoprincipal das fun¢des sen e cos!)
o homomorfismo k, é exatamente aquéle que definimos por meio
das fungBes seno e co-seno. A unidade de angulo correspondente
denomina-se radiano. Outras unidadesusadas freqiientemente s3o
as que correspondem as bases o = 360 (grau) e a = 400 (grado).

Para finalizar, desejamos salientar que o conceito de medida
de angulo envolve de maneira essencial a nog¢Zio de continuidade,
isto é, a topologia da reta real R.

§ 7. Movimentos Rigidos no Plano e no Espacgo

Vamos agora estudar, de maneira mais detalhada, os movi-
mentos rigidos no plano e no espago euclidiano de dimensido 3.
Usaremos, neste pardgrafo, alguns resultados de 4lgebra linear
que serdo apresentados sob a forma de lemas,

Lema 2,1, Se V é um espago vetorial euclidiano de dimensio
2 e se T é um operador ortogonal prbprio, entdo +1 & valor pré-
prio de T se, e somente se, T é a identidade.

Demonstragdo. Se T =1, +l é valor préprio de T. Reciproca-
mente, suponhamos que +1 seja valor préprio de T. Certamente,
existe um vetor proprio de médulo 1 associado a +1, pois se T # [
é um vetor prodprio associado a +1, |—2— também o &, Seja entdo
2, um vetor préprio unitirio as sociadlz) a +l, e (&, 23 uma base
ortonormal de V. Como T(2,) =¥, e T(g2) & ortogonal a T(&,),
segue-se que ou T(Zz) = &5 ou T(Z2) = -Z,. Noprimeiro caso T =1
e o teorema é verdadeiro. Se ao contririo T(Za) = -52, ent3o na
base (&, 82) a matriz de T é



Izl =

e det T = -1 contra a hipdtese,

Teorema 2.2, Um movimento rigido préprio T de um plano

euclidiano ou é uma translag¢io ou tem um {nico ponto fixo.
Demonstragdo. Seja T* o operador linear associado a T.

lo, caso, T* & a identidade. Tomando o ponto 0, qualquer,
no plano, temos:

T(X) = T{0) + T*(X-0) = T(0) +(X-0) = X+ (T(0)-0)
para qualquer ponto X do plano. Logo, T é a translag@o de vetor
T(0) - 0.

20, caso., T*n3o é a identidade. Vamos demonstrar inicial-
mente que T* -I1&inversivel. De fato, dado ¥ # 0, T*(¥) # %, pois +1
n3o é valor préprio de T*, donde (T*-I)¥) = T*(¥)-X # 0. Logo 45
T*-1é& inversivel e em particular e sobrejetor. Dado, ent3o, o
vetor 0 - T(0), existe 7 tal que (T*-I){Z) = 0 -T(0). Fagamos M =
=0+ 1'2, e vamos verificar que M & ponto fixo. De fato,

T(M) = T(0) + THM-0) = T(0) + T*(@) = T(0) +T + (0-T(0)) =
= 0+% = M,

Falta demonstrar apenas que &sse ponto fixo é Gnico. Podemos
escrever:

T(X) = T(M) + THX-M) = M + T*X-M)
Se M' é outro ponto fixo,
T(M') = M+ T¥M' -M) = M!

donde M'-M = T*M'-M), Como +1 nZio & valor proprio de T¥*
vem que M'-M =0, ou M' = M,

Definig&o 2,16, Um movimento rigido prbéprio no plano com
um ponto fixo denomina-se rotagdo com centro nesse ponto.

Defini¢%o 2,17, Chama-se dngulo da rotagdo T o angulo do
operador de rotacdo associado T*,
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Lema 2,2, Todo operador ortogonalimpréprio T de um espa-
¢o vetorial euclidiano V de dimens&o finita admite -1 como valor
proprio.

Demonstrag&o. Suponhamos que V tenha dimens3o n e seja
Tl a matriz de T em relag3o a umabase ortonormal de V. Como
ITll é uma matriz ortogonal, A ol | I =1, onde 'l|TIl indica a
matriz transposta de T e I, a matriz identidade n X n., Portanto,
tHT”(”T“ +L)=1 + ‘”Tl . Tomando determinantes e lembrando
que detl| Tl = det*l|Tl| = -1, vem - det(lITI| + I,) = det(I, +*|TI) =
= det "I, + tIITll) = det(r, + | T[). Logo det(lITl + L,) = 0, isto &,
det(T +1I) =0, onde I é o operador identidade, Portanto, -1 é va-
lor préprio de T.

Lema 2.3, Todo operador ortogonal impréprio de um espago
vetorial euclidiano V de dimensdo 2 admite +1 e -1 como valdres
préprios,

Demonstragfo. Que admite -1 como valor préprio resulta do
lema 2.2. Seja ent3io &, um vetor préprioassociado ao valor pré-
prio -1, podemos supor ](?II =1. Seja &, um vetor unitirio tal
que (&, 22) seja base ortonormal de V. Temos:

o2 v = - ey _ 2 P b4
Ol€y) = -&, € wo\ég)] = €2 Ou -€2
Se S(€z) = -8z vem
-1 0
IIsll = e detS = 1
0 -1

contra a hipbtese, logo S(&3) = + €, e portanto +1 é valor préprio
de S.

Da demonstra¢do vemos também que os vetores préprios as-
sociados aos valdres prdprios +1 e -1 sdo ortogonais,

Teorema 2,3, Um movimento rigidoimpréprio T de um plano
euclidiano é o produto de uma reflex3o ao longo de uma reta 7 por
uma translagdo cujo vetor pertence a diregdo de 7.

Demonstrag8o., Seja T* o operador ortogonal associadoa T e
sejam &, e &, os vetores préprios unitdrios associados aos vald-
res proprios +1 e -1 de T*, Seja 0 um ponto qualquer do plano.
Podemos escrever:

T(X) = T(0) + T*¥X-0) = (T(0)-0)+ 0+ T*X-0)



Vamos decompor T{0)-0 segundo &, e &,; obtemos: T(0) - 0 =
= T, + Dz, onde D, = né, e Uz =uf,. Segue-se que

T(X) = 0+ D) + D2 + TXX-0) [2.8]
Tomemos o ponto 0' =0 +-2LD‘2 e a reta r por 0' tal que & €

€ dirr.

—

A€z
X%
i AN T(0)
o' i r
0 ¥ s >
vy \ €
X!

T(x)

Vamos demonstrar que T é o produto da reflex3o ao longo de 7
pela translagdo de vetor Uz. Seja Y a projegZo de X sdbre a reta
que passa por 0 e cuja diregfo contém 51. Temos

X-0

Il

(X-Y)+(Y-0)
TH(X-0) = THX-Y)+ T*Y-0) = (Y-X)+(Y-0)
pois T*(&3) = -8p e T*(&,) = &. Substituindo em [2.8] vem
T(X) = 043, + B+ (Y-X)+(Y-0) = Ty + (Y +(Y-X) +Ba).

Fagamos X' = Y+ (Y-X) +Bo= Y +48, + (Y +402 -X) e X' = ¥ +

+-%Z32 (projeg¢io de X sdbre r).

Obtemos X' = X'"' + (X'' - X). Logo X'é a imagem de X pela
reflex3o ao longo de 7.
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Mas T(X) = X' + 3,. Concluimos que T é o produto da reflexdo
ao longo de 7 pela translagdo de vetor v,.

Passaremos agora a estudar osmovimentos rigidos no espago,
Comecgaremos com o seguinte lema,

Lema 2.4, Seja T um operador ortogonal préprio de um es-
pago vetorial euclidiano V de dimens3o fmpar. Ent3o +1 é valor

préprio de T.

Demonstrag&o. Seja | Tl amatrizde T em relagdo a uma base

ortonormal de V. Como no lema 2.2 temos *| T/l . [Tl = I, ou seja,
Srlidih-1) = @-¢Th = - ¢l -1,

Tomando determinantes e lembrando que det‘l| Tl = detl/ Tl = +1,

vem

det (ITI -1,) = (-1)" « det(*IT]| - 1,).

Mas (-1)" = -1 pois n é fmpar, logo
det(| T -1,) = -det(*[ T/l -1,) = - Qet*¢ITI -1,) = - det(|TI| -1,).
Logo, det{]| Tl -I,) = 0, ou seja, det(T-I) = 0 e, portanto, +1 &

valor préprio de T,

Até o fim déste parigrafo, V designard um espago vetorial
euclidiano de dimens#&o 3.

Lema 2.5. Seja S um operador ortogonal proprio, distinto da
identidade, de V. Nessas condi¢des, o conjunto dos vetores fixos
por S é uma reta,

Demonstragio. Pelo lema 2.4, S sendo um operador ortogo-
nal préprio de um espago de dimens&o impar, admite +1 como
valor préprio. Seja entfio £, um vetor préprio unitirio associado
ao valor préprio +1 de S. Vamos demonstrar que o conjunto dos
vetores fixos por S é a reta 7 = {a%;|a € R}. Em primeiro lugar,
todos os vetores de 7 sdo fixos por S, pois S(a&,) = aS(g,) = a?,.
Falta demonstrar que todos os vetores fixos por S pertencem a r,
De fato, seja H o plano ortogonal a &,. Se ¥ € H, S(¥) € H pois

(8(x), 1) = (S(¥), S(,))) = (%&) = o,

Designemos entdo por S a restrigdo de S a H, e vamos verificar
que S' é um operador ortogonal préprio em H, distinto da identi-



e
dade. E imediato que S'é& ortogonal, pois S é ortogonal. Seja
(_éa,-e‘a) uma base ortonormal de H., Temos

S(ey) e,

Slez) = a&, + b,

Sles) = oy +d2,

donde
1 0 0f
sl =0 a ¢
0o » d
e
a c
”S'“ = (na base (éz, _és))
b a
logo detlls'll = detllsll =1 e, portanto, S' e operador ortogonal pré-

prio, Como S # I, entfio S'# I.
Seja % um vetor de V tal que S() = . Podemos escrever
7 =X+7, onde Y€r e JE€H

Temos: T =S()=SE)+S(P=2+S(Y) el=%x+7Ydonde ¥ =S(Y) =
= S'(7). Sendo S' um operador ortogonal préprio, distinto da iden-
tidade, de um plano, pelo lema 2.1 +] nZo é valor préprio de S,
logo ¥= 0 e, portanto, ¥ € r.

Definig8o 2.18, Um operador ortogonal préprio S de umespa-
¢co vetorial euclidiano de dimens3o 3 que deixa fixos os pontos de
uma reta 7 denomina-se rotagdo em tdérno de . r denomina-se
etxo de rotagdo do operador S.

Como é ficil ver, o conjunto das rota¢gBes em tdrno de um eixo
fixo de um espago vetorial euclidiano de dimensZo 3 é um grupo,
subgrupo do grupo ortogonal 0%(V),

Da defini¢fio 2,18 segue-se também que qualquer reta é um
eixo de rotacdo do operador identidade de V. Por outro lado, na
demonstragdo do lema 2.5, ficou estabelecido que se um operador
ortogonal préprio S de V admite um eixo de rotagdo , a restric¢io
S' do operador S ao plano H ortogonal a r € um operador ortogonal
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préprio. Justifica-se assim a introdugZo da seguinte defi-
nigdo:

Definig%o 2.19. Chama-se &ngulo de rotagdo do operador S
em tdrno do eixo 7 o dngulo de rotagdo do operador S'= S/H.

Suponhamos V orientado e seja S uma rotagdo em tdrno de uma
reta 7. Suponhamos r orientada e seja (&,) base ortonormal posi-
tiva de 7, Seja H o plano ortogonal a 7. Dados dois pares de ve-
tores linearmente independentes (€2, 23) e (‘e‘é,?ﬁ) de H, tais que
(21,2, 83) e (&), ¢4, @4) sdo bases de V com orientagio positiva,
ent3o as bases (2,,28,;) e (24,8}) de H tém mesma orientac3o.
Assim, a classe {(€, &;)} das bases ortonormais de H, tais que
(2,, €z, &3) tem orientagio positiva em V, definem uma orientacgdo
de H. Désse modo, quando V e o eixo de rotacdo 7 s%o orientados
o plano H tem uma orienta¢do natural e podemos definir a medida
do angulo de rotagdo de S como sendo a medida do dngulo de rota-
¢do de S'em H,

Teorema 2.4, Seja T um movimento rigido préprio, distinto
da identidade, de um espago euclidiano de dimens%o 3, que deixa
fixo um ponto. EntZo, o conjunto dos pontos fixos de T é uma re-
ta.

Demonstrag8io, O operador ortogonal T*associado a T é pré-
prio e distinto da identidade (pois T n%o é translac¢do). Pelo lema
2.5 o conjunto dos vetores fixos por T* & a reta {1\&,}, onde &, é
um vetor préprio associado ao valor préprio +1. Seja 7 a reta
{0 + 22}, onde 0 & o ponto fixo por T. Todos os pontos de 7 s3o
fixos: de fato, se X = 0 + A&,

T(X) = T(0) + T*(X-0) = 0+ T*2,) = 0+18, = X

Por outro lado, se X é ponto fixo por T, vem:

X = T(X) = T(0) + THX-0) = 0+ T*(X-0)
logo X-0 = T*(X-0), isto é, X-0 é vetor fixo por T¥* donde
X -0 = \&, e, portanto, X € 1,

Definig%o 2,19. Um movimento rigido préprio de um espago
euclidiano de dimens%o 3 que deixa fixos os pontos de uma reta
denomina-se rotagdo em tdrno dessa reta, A retafixa denomina-se
eixo de rotagdo.

Defini¢f#o0 2,20, Chama-se dngulo da rotagdo T o angulo do
operador de rotagdo associado T*,



Seja T uma rotagdo de eixo e T* o operador ortogonal asso-
ciado. Seja H o plano vetorial ortogonal a dir r, tomemos A € re
o plano T por A perpendicular a 7. E claro que H = dir m, Sabe-
mos que T* deixa H invariante e, como T(A)= A, T deixa o plano
mfixo. Portanto, arestriciode T a m é um movimento rigido T' em
m. Ooperador ortogonal (T')*associado a T'é arestrigfo de T* a
H, logo (T')* é operador ortogonal préprio, e, portanto, T'é& rotagio
de centro A, Oingulo de rotagfiode T'é o angulo de rotacdo de T.

Teorema 2,5. Todo movimento rigido préprio T num espago
euclidiano E de dimens3o 3 ou é uma translagdo, ou é o produto de
uma rotagdo por uma translacdo de vetor pertencente a direg3o do
eixo de rotag¢do.

Demonstragfo. Seja T* o operador ortogonal associadoa T e
0 um ponto de E.

lo, caso. T* é a identidade. Nesse caso, T é a translacfo de
vetor T(0)-0.

20. caso, T*ndo é a identidade. Seja &, vetor préprio de T*

associado ao valor préprio +1, e H o plano ortogonal a €,. Tome-

mos o plano ™ que passa por 0 e cuja diregdo é H. Podemos es-
crever TU{X) = {T{0Y-0)Y+ 0 + THX_-0)

v T(X) = (T(0)-0) + 0 + {X-0).
Vamos decompor T(0) - 0 da seguinte maneira:

T(0)-0 = T, +T, com B, €dirm e T,

pertencente ao ortogonal da diregdo de H.
Definimos a aplicagio
TYX) = T(X)-Ts.
T' & um movimento rigido, produto de T pela translacio de vetor
-B3, que deixa fixo o plano 1. De fato, temos (T')* = T* logo (T'p
deixa invariante H, Mas
TH0) = T(0)-Uy = T(0)-0+0-T, = 0+, €m
e, portanto, 7 é invariante por T',
Seja T a restriciode T'am, T é um movimento rigido pré-

prio, distinto da identidade, de m; logo T & uma rotag¢do., Seja M
o centro dessa rotag3o e designemos com 7 a retaperpendicular a
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mpor M. Como T'(M) =M e &, pertence adirecfio de r, T' é uma
rotagfio de eixo r. Chamando-se J a translagdo de vetor B,, vem
T=J o0 T' e oteorema estd demonstrado.

Teorema 2.6, Todo movimento rigidoimpréprio T num espa-
Go euclidiano de dimens&o 3 ou é o produto de uma reflexfo ao
longo de um plano por uma translagdo de vetor paralelo ao plano
de reflex@o, ou é o produto de uma reflex3o ao longo de um plano
por uma rotagfio de eixo perpendicular ao plano de reflex3o,

Demonstrag®o. Seja T* o operador ortogonal associado a T
e seja 0 um ponto qualquer de E. Temos

T(X) = T(0) + T*(X-0)
lo., caso. Suponhamos que +1 é valor préprio de T*, Como

detT* = -1 e, pelo lema 2,2, -1 é valorpréprio de T*, existe uma
base ortonormal (&, €,, €3) de V tal que

T#(&,) = -&
T*(Zp) = &,
T*(és) = &5

Seja M o ponto médio do segmento [T(0),0] e seja ™ o plano

que passa por M e cuja direc3o é o subespago gerado por &, e &,.
Vamos decompor (T{0) - 0) da seguinte maneira:

T(0)-0 = B, +B, onde B, €dirm e B, = A&,

Temos: T(X) =0 + 3, + B, + T*(X-0). Seja Y a projecio de X s5-
bre o plano m; vem:

T(X) = 0+3, +05 + TUX-Y) +{Y-M) + (M-0)) =
= 04T+ B+ (Y-X) +(Y-M) +47,-45, =
= 0+%0, +30, +B, + (Y-X) +(Y-M) =
= M+(Y-M)+(Y-X)+3, = Y+(Y-X)+7,
Mas Y + (Y - X) = X' & 0 simétrico de X em relagdo a . Logo

T(X) = X' +3,, isto §, T é o produto da reflexfio ao longo de Tpela
translacfo de vetor v;, que pertence 2 direc¢fo de m.



20, caso. Suponhamos que +1 nd3o é valor préprio de T*,
Neste caso, existe uma base ortonormal (&), 25, &) de V tal que

T*(al) = ‘?1
T*(E) = a8, + b8,
THE) = o8, + dd,

Podemos escrever: T(X) =0+ (T{(0)-0) + T*(x-0). SejaMo
ponto médio de [T(0),0] e 1 o plano que passa por M e cuja dire-
gdo é o subespago gerado por €, e €;. Seja ' o plano que passa
por 0 e é paralelo a M. Vamos decompor (T{0) - 0) da seguinte ma-
neira:

T(0)-0 Ty + T, onde B) €dirm e T, = A&,

[

T(X) = 0+7, +3Ty + T*X-0).

Seja S 0 movimento rigido cujo operador linear associado S¥*,
em relagfio a base (&, ;, &,), é dado por:

5%(8,) = -2,
5#(@;) = 25
SHE;) = 2,

e que deixa M fixo,
E imediato que S é uma reflexdo ao longo de .
Seja R o movimento rigido definido por:
R=T.5"
Lembrando que R* = T*(S™1)% = T*(S*)—l, temos:
R*(e;) = e,
R*(e,) = aeg + bes

R*(ey) = ce, +dey
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Vamos verificar que o plano ' & fixo pelo movimento rigido R.
De fato, se Z €', R(Z) = T(S(2)) = T(Z'), onde Z' é o simétrico
de Z em relagfio ao plano 1 e portanto Z'-Z = D,. Substituindo na
expressdo de T vem:

R(Z) = T(z") 0+ 73, +Bs + TH(Z'-0) =

1l
=]
+

Dy + 0y + THZ'-Z) + THZ-0) =

Dy +Ba +(Z-2") + THZ-0) =

]
o
+

U}
(=]
+

B, + THZ -0),
logo R(Z) € m',

Além disso, como as restri¢es de T* e R* 4 direcfio de m'
coincidem e n%o s3o a identidade, segue-se que a restrigio de R
2o plano é uma rotagdio. Seja A o centro dessa rotag3o. Conclui-
mos entfio que R é uma rotagfo em térno da reta r que passa por
A e &€ perpendicular am', Sendo T = R- S, o teoremaestidemons-
trado.

Observemos que T possui um Gnico ponto fixo, que & a inter-
secdo de 7 com .

o
Exercicios

1) Demonstre que dados um &ngulo ¢ e um inteiron 2 1, existem
n, e somente n, angulos 8, tais que a = n8,

2) Demonstre que o produto de duas reflexdes de um espago eu-
clidiano E de dimensdo 2, ao longo de duas retas concorrentes, é
uma rotagdo. Qual é o angulo de rotag¢do?

3) Seja (0,e,,e;) um sistema ortonormal de coordenadas com
orientagdo positiva, de um plano euclidiano orientado E. Seja T,
a rotagdo de &ngulo 1/2 com centro na origem e T, a rotagdo de
angulo 31/2 com centro no ponto (-1,0), Mostre que o produto
T,T, é uma translagdio. Qual é o vetor dessa translacio?

4) Demonstre que todo movimento rigido de umplano é o produto
de reflexdes em niimero nfo superior a 3.

5) Sejam T, e T, duas rotagdes de um espago euclidiano E de
dimens%o 3, em tdrno de eixos distintos e concorrentes. Em que
condi¢Bes T, T, = T,T,?



6) Seja Eum espacgo euclidiano orientado de dimens#o 3e (0,8,,2,,25)
un sistema ortonormal de coordenadas, com orientagfo positiva.
Seja T uma rotacfio de E que deixa o ponto 0 fixo e leva os pontos
de coordenadas (1, 0,0) e (0,1, 0) nos pontos de coordenadas (0,1,0)
e (0,0,1). Determine o eixo de rotag3o de T. Escolhaumaorien-
tagcdo para o eixo de rotagdo e determine o dngulo de rotag¢do de
T,

O,
(8,1
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(2)

(3)

(4)

(6)

(7)

(8)
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