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El programa de monografifas cientificas es un aspecto de la vasta
labor de la Organizacién de los Estados Americanos, a cargo del De-
partamento de Asuntos Cientificos y Tecnolégicos de la Secretarfa
General de dicha Organizacién, a cuyo financiamiento contribuye en
forma importante el Programa Regional de Desarrollo Cientifico y
Tecnolégico.

Concebido por los Jefes de Estado Americanos en su Reunién cele-
brada en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las deli-
beraciones y mandatos de la Quinta Reunién del Consejo Interamerica-
no Cultural, llevada a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el
Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolbgico es la
expresi6n de las aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado
Americanos en el sentido de poner la ciencia y latecnologia al servicio
de los pueblos latinoamericanos.

Demostrando gran visi6én, dichos dignatarios reconocieron que la
ciencia y la tecnologfa estdn transformando la estructura econbmica y
social de muchas naciones y que, en esta hora, por ser instrumento
indispensable de progreso en América Latina, necesitan un impulso
sin precedentes.

El Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico es un
complemento de los esfuerzos nacionales de los palses latinoamerica-
nos y se orienta hacia la adopcién de medidas que permitan el fomento
de la investigacién, la ensefianza y la difusién de la ciencia y la tecno-
logfa; la formacién y perfeccionamiento de personal cientifico; el
intercambio de informaciones, y la transferencia y adaptacién a los
pafses latinoamericanos del conocimiento y las tecnologias generadas
en otras regiones.

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa
de monograffas representa una contribucién directa a la ensefianza de
las ciencias en niveles educativos que abarcan importantfsimos secto-
res de la poblacién y, al mismo tiempo, propugna la difusién del saber
cientifico.

La coleccién de monograffas cientificas consta de cuatro series,
en espafiol y portugués, sobre temas de ffsica, quimica, biologla y
matemdética. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a pro-
fesores y alumnos de ciencias de los primeros afios de la universidad;
de éstos se tiene testimonio de su buena acogida.

Este prefacio brinda al Programa Regional de Desarrollo Cientifico
y Tecnolégico de la Secretarfa General de la Organizacién de los
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Estados Americanos la ocasién de agradecer al doctorx T.eopoldg

Nachbin, autor de esta monografia, y a quienes tengan el interés y
buena voluntad de contribuir a su divulgacién.
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PROLOGO

Este texto elemental sobre los fundamentos del dlgebra estd dirigi-
do a los estudiantes de primer afio de todas las universidades de Amé-
rica Latina, no s6lo en lo que concierne a matemaética, sino también a
campos donde el dlgebra tiene aplicaciones, a saber: fIsica, ingenie-
ria, informética, economfa, biologfa, estadistica, etc. También estd
dirigido a los profesores de escuelas secundarias y universidades que
quieran actualizar sus conocimientos en esta disciplina.

De modo particular quiero agradecer al matemd&tico peruano profe-
sor César Silva, de Williams College y de la Universidad de Rochester,
por la traduccibén al espafiol del manuscrito original de mi monograffa,
as! como al matemdtico peruano César Quiroz, también de la Univer-
sidad de Rochester, por su colaboracién en dicha traduccién. Agra-
dezco también a la Universidad de Rochester por elapoyo brindado du-
rante la redaccién de este trabajo.



CONJUNTOS Y FUNCIONES

Las nociones de conjunto y funcién desempefian un papel fundamen-
tal en la matemaitica de nuestros dfas, incluso en algunos de susas-
pectos més elementales. Ambas fueron introducidas en el siglo pasado
en una forma que, en esencia, es la misma que consideramos hoy en
dfa. Es interesante observar que fue la importante teorfa de las series
trigonométricas la que llevé a Cantor a estudiar sisteméiticamente la
teorfa de los conjuntos, y a Dirichlet a ampliar el concepto de funcién
formulado por sus antecesores y contemporédneos.

Los conjuntos y las funciones constituyen los dos elementos bdsicos
en términos de los cuales trataremos de formular otras nociones.

§1., CONJUNTOS Y ELEMENTOS

Una de las nociones primitivas de la matemé4tica es la de conjunto.
Con esto queremos decir que nos limitaremos aatribuiral término con-
Junto su sentido usual de coleccibén de objetos o elementos y no pre-
tenderemos definirlo a partir de otros conceptos matem&ticos. Por
conveniencia, haremos uso también del término coleccién como siné-
nimo de conjunto, a fin de evitar la repeticién poco elegante de este
dltimo en un mismo enunciado, El lector podrd cerciorarse de que
realmente posee la nocibén correcta de conjunto al estudiar los varios
ejemplos que se mencionan a lo largo de esta monograffa.

Ejemplo 1, Los siguientes ejemplos de conjuntos se encuentran en
las diversas etapas de generalizacién del concepto de nGmero de lama-
temdtica elemental:

N = conjunto de los nGmeros enteros naturales 0, 1, 2,...;
Z = conjunto de los nimeros enteros racionales..., -1, 0, 1,...;
Q = conjunto de losnfimeros racionales /¢, donde P y ¢ son ente-

ros racionales y ¢ # 0;

i

R

conjunto de los nlmeros reales;

C = conjunto de los nimeros complejos a *+ bi, donde @ y b son nf-
meros reales e L =/ -1,

Se mantendrin siempre las notaciones N, Z, Q, Ry C para desig-
nar a los conjuntos de nGmeros que acabamos de mencionar. En lo que
sigue asumiremos que el lector estf familiarizado con las propiedades
de estos nmeros.

Todo conjunto estf constituido por elementos o puntos. Indicaremos
que un elemento X pertenece a unconjunto £ por medio de la notacién de



Peano x € X, La relacibn entre punto y conjunto definida de este modo
tiene como nombre relacidn de pertenencia. Asf, en el ejemplo prece-
dente, tenemos que 2 € N, De acuerdo con una convencién general, un
sfmbolo atravesado por una raya indica la negacién de lo que serla re-
presentado por el sfmbolo sin la raya. En particular, para indicar que
un elemento ¥ no pertenece al conjuntod escribiremosx£ X, Por ejem-
plo, -2 ﬁ N. Si, en una determinada situacibn, fuera més c6modo afir-
mar que el conjunto £ contiene al elemento ¥, haremos uso de la nota-
cién £ 3 x. Esta convencibén, de invertir un simbolo sin alterar esen-
cialmente su significado, es muy fitil y serd empleada en casos anélogos,
sin m4s comentarios,

Si bien la teorfa general de los conjuntos no considera la naturaleza
de los elementos que constituyen cada uno de los conjuntos, sf tiene en
cuenta las relaciones posibles entre esos elementos y los conjuntos.
Algunos autores tratan de describir el objetivo de la teorfa de conjuntos
afirmando que ella estudia las relaciones entre el todo y sus partes, y
usan el nombre de conjunto abstracto para enfatizar la preocupaciénde
abstraer la naturaleza de los elementos pertenecientes a los conjuntos
considerados. Por nuestra parte, preferimos s6lo llamar la aten-
¢ibn del lector sobre este aspecto y no recurrir al calificativo abs-
tracto.

Los varios conjuntos a los cuales se aplican con ventaja las ideas
y métodos de esta teorfa general pueden estar constituidos no sélo por
nimeros, o por puntos en el sentido de la geometria elemental, como
un cuadrado o un ¢frculo, sino también por funciones o por otros con-
juntos, etc.

Ejemplo 2. Una buena parte del 4lgebra elemental se dedica al es-
tudio de las propiedades del conjunto de los polinomios. Los elementos
de este conjunto son las funciones de la forma

Go + Qyx +, .t QX

donde Go, G1,..., % ¥ la variable independiente X son nimeros reales
(o complejos, conforme sea el caso).

Ejemplo 3. En geometr{a elemental, un plano P se concibe como
un conjunto de puntos. Ademé&s de este conjunto F, también interviene
en las consideraciones geométricas el conjunto R de las rectas del pla-
no P. Este conjunto R posee laparticularidad de que sus elementos son
también conjuntos. Vemosasf que un conjunto puede aparecer de modo
natural como elemento opunto de otroconjunto: en este caso, cada rec-
ta del plano P es un elemento R de todas las rectas de P,

Desde ya se aconseja al lector a habituarse a considerar a los
conjuntos como elementos o puntos de otros conjuntos, pues en cons-
trucciones importantes (como las de espacio cociente, grupo cociente,
etc. ) que se encontrardn mé4s adelante, la falta de un recurso tan ele-
mental dificultarfa la comprensién de las mismas.

El signo de igualdad se utilizard siempre en el sentido usual dees-
ta nocibn; esto es, escribiremos X = ¥ para indicar que los sImbolos x



e Y designan al mismo elemento, También se hard uso de una flecha =
para indicar implicacién en el sentido de la 16gica. Asf, por ejemplo,
si X, ¥ y 2 fueran nGmeros reales, escribiremos

x<y=x+z<y+z

para indicar que la primera desigualdad implica la segunda. De acuer-
do con la convencibn de inversi6n de simbolos, podemos también es-
cribir

x<yextz<y+gz

para indicar la implicacién inversa. El empleo de la doble fecha per-
mitird indicar la equivalencia de dos proposiciones. Asi, resumiendo
las dos implicaciones anteriores, podemos escribir

x<yextz<ytz

A fin de amenizar el aspecto abstracto de ciertos raciocinios o de-
finiciones es muy f(til representar a los conjuntos en consideracién por
medio de figuras o porciones de la recta o del plano (y, en algunos ca-

sos, hasta por figuras imaginadas en el
espacio tridimensional) (Fig. 1). Queda
sobrentendido, entre tanto, que tales re-
presentaciones gréficas no deben interfe-
rir en las demostraciones y que tienen un
propésito meramente ilustrativo,

Con frecuencia un conjunto aparece
definido por una condiciéno grupo de con-
diciones que sus elementos deben satis-
facer. Se utilizar4 la notacién {x; ¢(x)}
para indicar al conjunto de todos los ele-
mentos X que satisfacen la condicién o
grupo de condiciones ¢(Xx) que involucra al
Fig. | elemento ¥. Por ejemplo,

{x; x €C, ¥-1=0]}

representa al conjunto de todos los nfimeros complejos que satisfacen
la ecuacibn ¥ - 1 = 0 o sea al conjunto de las raices quintas de la
unidad.

Un conjunto definido por condiciones que no pueden ser satisfechas
por ningQn elemento se dice vacfo y se representa por el sfmbolo ¢.
Por ejemplo, el conjunto siguiente

{x; x€2, 2x -1 = 0}

es vacfo, pues no hayningln entero racional X que satisfaga la ecuacién
2x - 1=0, EIl papel del concepto de conjunto vacio en la teorfa de con-
juntos es similar al del nGmero cero en aritmética.

Los enteros naturales 0, 1, 2,... sirven para contar los elementos
de los conjuntos finitos, esto es, los conjuntos con un nGmero finito de



elementos. El nimero 0 indica la ausencia de elementos pertenecien-
tes al conjunto; en otras palabras, un conjunto vacfo es considerado fi-
nito. Algunos autores hacen una distincibn 1l6gica entre un elemento x
v el conjunto que se reduce a ese elemento, estoes el conjuntoformado
por apenas el elemento X, y emplean el simbolo {x} para denotar este
conjunto, Nosotros, sin embargo, adoptaremos una actitud mds sim-
plista y utilizaremos el mismo sfmbolo para designar tanto un elemen-
to como al conjunto constituido por sélo ese elemento

§ 2, SUBCONJUNTOS

Dos conjuntos cualesquiera pueden ser comparados por la relacién
de inclusibn. Diremos que un conjunto X es una parte del conjunto I, o
que X estd contenido en ! o variantes similares, si todo elemento per-
teneciente a 4 también pertenece a 7Y,
Escribiremos, entonces, X CY y dire-
mos que X es un subconjunto de ¥ o que
Y es un superconjunto de X (Fig. 2).
Asf, en el ejemplo 1 del pArrafo prece-
dente, tenemosque NCZ, 2 €Q, Q R
vy RCC; tenemos también que Z £ N.
La relacién £ C Y entre dos conjuntos se Y
denomina relacién de inclusidn. Ella
goza, entreotras, delas siguientes pro-
piedades bdsicas: Fig. 2

Proposiciénl, Cualesquiera que sean los conjuntos X, Yy Z, se
tiene que:

) X <X
2) sifcY el CZ entonces X CZ;
3) sifCY¥ eY X, entonces X =7,

Demostracién. La primera propiedad es consecuencia directa de
la definicién de inclusién. Establezcamos la segunda propiedad. Para
mostrar que X ©Z, tenemos que probar que ¥ € X implica ¥ € Z, Ahora
bien, ¥ € X implica x € Y, puesto que X €Y, Adem4s, x €Y implica x € Z,
pues ¥ ©Z, como se querfa demostrar. La tercera propiedad es con-
secuencia directa del concepto de conjunto ya presentado, de la defi-
nicién de inclusién y del sentido que atribuimos a la igualdad en el pa-
rrafo anterior. QED

Las propiedades de la inclusifn, que acaban de establecerse, se
denominan (respectivamente) propiedad reflexiva,ley transitiva y cri-
terio de igualdad. Nbétese la evidente analogia entre esas tres pro-
piedades y las siguientes propiedades de orden entre los nimeros rea-
les:

1) x<x;

2) six=yey=< 2z entonces X = z;

3) siX¥x=Yely=x entonces ¥x=1Y



Como se verid mds adelante, existen ventajas en establecer tal pa-
ralelo entre la inclusi6n y el orden. Entre tanto, es necesario notar
que esta analogfa no se puede llevar demasiado lejos. Por ejemplo, en
el caso del orden entre nGmeros reales, sabemos que, dados Xe Yy o
XS yobien y<x. Enelcasode la inclusién no es cierto que, dados
dos conjuntos 4 e I, tenga que ser £ €Y oY C€X. Basta tomar X como
el conjunto de los enterosparese Y como el conjunto de los enteros im-
pares. Algunos autores expresan este hecho diciendo que la relacién
de inclusibn es un orden parcial.

Cabe notar que la propiedad 1) de la proposicién precedente expresa
que todo conjunto es parte de si mismo. Por eso, se dice que 4 es un
subconjunto propio de Y'siX CY, peroX#Y. Se escribe, entonces, X C 7.
Asi, en el ejemplo 1 del § 1 se tiene que N SZ. 7

7

Un conjunto vaclfo estd contenido siempre en cualquier otro conjun-
to. En efecto, para mostrar que una inclusién £ €Y es falsa, tenemos
que (por la definici6én de inclusi6én) exhibir un elemento X € X tal que
x €Y, Por lo tanto, si la inclusién ¢ 7! fuera falsa deberfa haber un
elemento X € ¢ tal que ¥ £ ¥, lo que es absurdo, pues ¢ es vacfo. Lue-
go » © Y. Tenemos aqul un ejemplo de la actitud que adoptaremos --tan
corriente en matemaditica-- y que consiste en considerar como ver-
dadera o satisfecha toda proposicién o condicibén cuya negacibn sea ab-
surda,

Todo conjunto 4 determina otro conjunto #(X), a saber: el conjunto
de todas las partes de £, Notemos que los elementos (o puntos) de &(X)
son las partes de X; o sea, ¥ € #(X) es sin6nimo det € X, Notemos tam-
bién que el mismo X y su parte vacla son elementos del conjunto @(X).
He ahf otro ejemplo de la necesidad, ya mencionada a propésito del
ejemplo 3 del § 1, de considerar conjuntos cuyos elementos son tam-
bién compuestos.

Ejercicio

1) Demostrar que si £ es un conjunto finito con 7 elementos, en-
tonces #(£) es finito también y tiene 2* elementos.

El estudio de las propiedades algebraicas de las operaciones de
unién, interseccibén y complementacién constituye la llamada dlgebra de
conjuntos, que posee notables analogfas formales con el 4lgebra de
ciertas operaciones usadas en la l6gica de las proposiciones y estudia-
das por Boole. M4s tarde volveremos sobre este punto. Por el mo-
mento nos limitaremos a abordar los rudimentos del {lgebra de con-
juntos, indispensables para el presente capftulo,

Lldmase unidn de dos conjuntos X e I (y se representa por A UY)a
la coleccién de los elementos que pertenecen por lo menos a uno de los
dos conjuntos £ e Y. La interseccién de X e I se define como la colec-
ci6én de los elementos que pertenecen alaveza { yal, y se represen-
ta por £ N Y, La diferencia X - ! es el conjunto de todos los elementos
que pertenecen a 4, perono a Y. Estas tres nociones son andlogas a



la suma, producto y diferencia entre nfimeros del 4dlgebra elemental vy,
por eso, algunos autores usan lasnotaciones X + ¥, XY y X - ¥ para de-
signarlas. Estas analoglfas, entre tanto, no son suficientemente fuer-
tes para imponer esta Gltima notacién. Adem$s, existe (comoveremos)
una cierta dualidad entre las nociones de unién e interseccibn, que va-
mos a intentar poner de manifiesto mediante el empleo de las notacio-
nes U y N

Ejemplo 1, Sean
X = (o x€R, 0sx<2}, ¥ = {x;x€R, 1 <x<3}
{segln la notacibén introducida en el § 1). Entonces

XuY = {x x»€R, 0=<x<3]}

xnry {x; x€R, 1<x<2]
X-V = {x;x€R, 0=xs 1}

Las nociones de unibn e interseccién se¢ extienden ficilmente al ca-

so de un nimero finito nonulo 7 de conjuntos X1, X, ..., ;. Se llama
unién de tales conjuntos al conjunto de los elementos que pertenecen
a, por lo menos, uno de los conjuntos Xy, X2, ..., X&. Estaunibn sere-

presenta por



Xl UXE PR UXDOU;‘=1X1 OUyX‘

Andlogamente, la interseccién es el conjunto de los elementos que
pertenecen a todos los conjuntos Xy, Az, ..., X;. Las siguientes notacio-

nes se utilizan para denotar la interseccién

X, 0xn nx
1 AN A

o N X, o N.X,
n O PRI AL O Ay

X2 Xz "
]

XN XN X3

En el caso particular en que ¥ © X, la diferencia £ - ¥ se denomina
complemento de Y con respecto de £, Cuando el conjunto 4 en relacibn

Proposicibn 1.

) XN (U2
Xuywnz

|1

2) Xy’
Any

3) XU (Yu2)
Xnnz

4) Y c X si, vy
XcC¥si, y

Yux,
Ynix,

conelcual se calcula este complemento que-
da sobrentendido, se acostumbra represen-
tar X - ¥ por CY. Por ejemplo, el comple-
mento del conjunto Q de los nimeros racio-
nales en relacién con el conjunto R de los
nGmeros reales es el conjunto de los nGime-
ros irracionales.

Se dice que dos partes son disjuntas
cuando no existe ningln elemento comGn a
las mismas, o sea cuando su interseccién
es vacfa, En el caso contrario, se dice que
las dos partes se intersecan.

Entre las propiedades mds fGtiles de la
unién y de la interseccifén figuran las si-
guientes:

Para cualesquiera conjuntos &, Y, Z, se tiene:

ANY)yu@Enz,
= (XuY)n(xu2),

(xuruz,
xnyynz,

s6lo si, UY = A&,
s6lo si, ANY = X,



Demostracién. Establezcamosla primera parte de la propiedad 1).
En virtud del criterio de igualdad (proposiciénl § 2), debemos mostrar
que

XnFuaycxnrnyy@dnz)y y XNy xnzycxnnz).
Demostremos, pues, la primera inclusibén. Si
texnul,

entonces t € X y t € (Y U Z), Esta Gltima parte puede desdoblarse en
dos casos: t €Y o t €Z, Fijemos ideas suponiendo que ¢ €Y, Como,
entonces, 1 €EXy ¢t €Y, vemos que t €EX NY, de donde

te@Ny)yu Xnz),

como querfamos obtener. El otro caso, t € Z, es perfectamente andlo-
go. Establezcamos ahora la segunda inclusi6n. EIl raciocinio es exac-
tamente el inverso del que acabamos de hacer. Si

teEANY)yU (X N2Z),

entonces t €EXNY ot €EXNZ Fijemos ideas suponiendo que t € X NY,
osea, t€Xyt€Y, Ahora, ¢t €Y implica ¢ €Y U Z, lo que con t € &,
resulta

tEXN (Y U2Z)

como querfamos. El caso en que T €4 N Zse trata de modo semejante.
Queda asY establecida la primera parte de 1), En la prdctica se puede
dar la siguiente disposici6n esquemitica del raciocinio hecho:

tEXN(YUZ) e tEX LEYUZ &

texX, tel « t€XNY
oS o te@Nny@ENnZz).
te€X, t€Z e t€EXNZ

El resto de la proposiciénpuede establecerse de modo perfectamen-
te andlogo y por eso se deja a cargo del lector. Observemos sélo
que para demostrar la primeraparte de 3) puede preferirse establecer
las siguientes relaciones Gtiles:

Xugua

]

XuYXuz

Xulryuz XuY¥uz
De igual manera, la segunda parte de 3) es consecuencia de

XnEnz =xnynz

““nihnz Anrnz. QED

La propiedad expresada por 1) se llama ley distributiva. La pri-
mera parte es la distributividad de la intersecci6n con relacién a la

I



unién y la segunda es la distributividad de la unién con relaciénala in-
terseccién. Recordemos a este respecto que en dlgebra elemental la
distributividad del producto con respecto a la suma se expresa por

XY +2) = XV +X oZ

de donde se deduce la primera parte de 1) mediante la sustitucién de +
por Uy de * por N, y la segunda parte sustituyendo + por Ny * por U.
De allf el nombre de ley distributiva. Las propiedadesexpresadas por
2) v 3) se denominan, respectivamente, ley commutativa y ley asociati-
va, de nuevo por analogia con las bien conocidas conmutatividad y aso-
ciatividad de la suma y del producto en4lgebra elemental. Finalmente,
4) toma el nombre de ley de absorcién, pues ella muestra c6mo, por
unién o interseccién, una parte puede absorber a otra.

Consideremos un conjunto universal / con relacién al cual se con-
venga en tomar los complementos. Entre las propiedades mds ftiles
relativas al complemento figuran las siguientes:

Proposicién 2. Para cualesquiera conjuntos 4, ¥ © I, se tiene:
1) CYut) = cxnclt, c(Xxnry)y = Ccxryct,

2) XNCX = ¢, Xucx = I,

3) C(CX) = &,

Demostracién, La primera parte de 1) puede establecerse esque-
méticamente del siguiente modo:

tECUAUY) e tEI tEXUY @
® t €I tEX tEY o
© tE€CX tECY o
® t ECXNCY.

El resto de la proposicién puede establecerse de modo perfectamente
andlogo y por eso se dejaacargo del lector. Las propiedades enume-
radas en la proposicién se denominan, respectivamente, ley de duali-
dad, ley de complementacidn y ley de involucidn. QED

Las propiedades de la unién, interseccién y complemento enuncia-
das en las proposiciones 1y 2 son, en cierto sentido, las propiedades
fundamentales de esas operaciones, o sea que no fueron escogidas me-
ramente al acaso., La formulaci6n exacta del sentido en el cual las re-
feridas propiedades son realmente fundamentales requerirfa nociones
de teorfa de reticulados y de 4lgebras de Boole que, por motivos meto-
dolégicos, preferimos discutir méds adelante,

No es necesario poseer un agudo espfritu de observacién para ad-
vertir, al examinar los enunciados de las proposiciones 1y 2, la pre-
sencia de una dualidad. Tal dualidad saltaa la vista tan f4cilmente que
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nadie vacilarfa en formularla en los siguientes términos generales:
"De toda igualdad vdlida entre conjuntosarbitrarios se deduce otra f6r-
mula también v4lida, siempre que se permuten los signosU y N, se per-
muten los conjuntos ¢ y I y se conserve el signo C''. No serfa tampoco
diffcil prever que ''de toda inclusién v4lida entre conjuntos arbitrarios,
se deduce otra inclusién tambiénv4lida, contal que se permuten los dos
miembrosy se proceda como en el caso de las igualdades'. No es nues-
tra intencién precisar los conceptos de igualdad e inclusibén v4lidos en-
tre conjuntos arbitrarios para luego demostrar los dos principios de
dualidad que acaban de ser enunciados --como serfa indispensable ha-
cerlo desde el punto de vista del rigor estricto-- pues los mismos son
lo suficientemente claros para que no dejen duda en cuanto a su aplica-
cién correcta.

Ejercicios

1) Establecer las siguientes propiedades:

Xug¢ = &, £Ng = o,
AUX = X, XnNXx = X,
Xcx uy ?, XNy c x,

XcZ, YcZ »« Xxyltcgz, ZCcX,ZcY o ZCXNY,

[

XcY = Xxyzclruz, Xxcr xnzcrnz,
AXN@EuY) = &, xu@Eny)y = x,

2) Establecer la siguiente ley de corte:

XUZ =Y UZy XNZ = YNZ equivalena X = Y,

3) Establecer las siguientes propiedades, en las cuales el comple-
mento se toma con respecto a un conjunto I,

Cop = I CI = ¢,

INY = ¢ » XCCY » YCCX,

AuY I &« CYcXx « Cxc?,
4) Demostrar la siguiente identidad:

XNnY)y U (XNCY) y (Cxnrtyuvu (cxnct) =1

demostrando también su significado en un gréifico de los conjuntos &, ¥
e I. Escribir la identidad dual.

5) Mostrar que la diferencia se expresa mediante la interseccién y
la complementacibn por £ - Y = A NCY,



§ 4, FUNCIONES

La nocibn de funcién --formulada por Dirichlet para satisfacer los
requerimientos de la teorfa de las series trigonométricas-- esla de
una correspondencia que a cada nGmero real le asocia otro ntGmero
real. En matemética, entre tanto, ocurren otros tipos de correspon-
dencia, en las cuales, por ejemplo, se asocian nGmeros reales a fun-
ciones o funciones a otras funciones, etc. La noci6n general de fun-
cibn, que asf se torna indispensable introducir, difiere de la nocibén
debida a Dirichlet, en que las correspondencias consideradas no se li-
mitan a asociar nmeros reales a nlmeros reales, sino que pueden ac-
tuar entre los elementos de dos conjuntos de naturaleza cualquiera.

Una funcién definida en el conjunto 4 con valores en el conjunto ¥ es
una correspondencia que a cada punto de 4 le asocia un punto de 7,
También se usan como sinénimos de ''funcién de £ en !'' los términos

aplicacién o transformacién de X en
Y. Si se designa una funcién me-
diante una letra, f por ejemplo, se
representarf por f(X), o simplemen-
te fx, elvalorde f en el punto x € 4;
f o sea, el punto de ¥ que correspon-
—— de a x por f. El conjunto & recibe
el nombre de dominio de la funcién
e Y es su contradominio. No se ex-
cluye el caso en que los conjuntos 4
e Y coincidan: enestecaso, f se lla-
X . ma una aplicacién de £ en s¥ mismo.
Si se desea indicar el dominio o
£ 6 contradominio de la funcibn, se es-
ig.
cribe f: 4 ~Y o0& =Y, Asimismo,
es muy cémodo indicar una funcién mediante el simbolo x + f(x) mos-
trando el elementode f(%) que corresponde a X. Observemos que la no-
cién de funcién f : X =¥ abarca dos conjuntos y una correspondencia.
Por tanto, de acuerdo con el sentido atribuido en el § 12 la nocién de
igualdad, dos funciones f : X =Y y f': X' = ¥' son iguales si, y s6lo si,
X=X, Y=Yy f(x)= f'(x) cualquiera que sea X € X,

Ejemplo 1, La correspondenciadada porx + x°, 0 sea la que aso-
cia a cada X € R su cuadrado ¥ € R, define una funcién con valores en
R, donde R designa el conjunto de los nimeros reales. De una manera
general, toda funcién con valores en R, definidaen R (o s6lo en un sub-
conjunto de R, como unintervalo), se denomina funcién real de varia-
ble real. Este es el primer tipo de funcibn que se encuentra en mate-
mética elemental. La coleccibénde todas lasfunciones reales devariable
real constituye un ejemplo importante de conjunto.

Ejemplo 2, Indiquemos con C el conjunto de las funciones reales

continuas en un intervalo cerrado acotado [a, ] de R. La correspon-

dencia que a cada funcibén f € C le asocia su integral fb f(x) dx consti-

tuye un ejemplo de funcién definida en C con valores en R. Para evitar

1



12

el uso de expresiones como ''laintegral esuna funcién de la funcibn in-
tegrada'’, que podria parecer confusa, se suele emplear el término fun-
eional en vez de funcibn para designar correspondencias que asocian
nGmeros a funciones. Asi, la integral es una funcional de la funcién
integrada.

Ejemplo 3, Consideremos el conjunto D de las funciones reales de
variable real, derivables en R, y el conjunto F de las funciones reales
de variable real. La correspondenciaf = f' que a todaf €D asocia su
derivada f' constituye un ejemplo de funcibn definida en D, con valores
en F. En este ejemplo y en algunas situaciones similares, se prefiere
usar el término operador en vez de funcibn para designar la correspon-
dencia considerada.

Se llama la atencién del lector al hecho de que se usaré el término
funeidén para lo que, en la terminologlfa de otros autores, se denomina
funeién unfvoca. Con esto no se excluyen las llamadas funciones plurf-
vocas, ya que, en realidad, éstas se re-
ducen a aquéllas, En efecto, sea f una
funcién plurfvoca de un conjunto £ en un
conjunto Y, esto es, una corresponden- T 1
cia que a cada X € X asocia varios pun-
tos ¥ €Y. Para cada punto ¥ € X repre-
sentaremos por f(X) al conjunto de los
puntos ¥ € Y que corresponden a X me- X0 —_—— dx
diante f. Entonces f(X) es un subcon-
junto de ¥ y la funcifén plurfvoca f puede
interpretarse como una funcién univoca
que a cada elemento X € & hace corres- ]
ponder una parte f(X¥) <Y, o sea un ele- X X
mento f(x) € #(Y), donde #(¥) designa el
conjunto de las partes de ¥ (véase el §

2). En otros términos, una funcién plu- .
rivoca de & en Y podréd ser definida co- Fig. 7
mo una funcién de X en &(¥).

Se dijo ya que todo conjunto X

- da lugar a otro conjunto, a saber,

-l a la coleccibn@(X)de todas las par-

T\ tes de £. En el caso de funciones,

~ - cabe una observacibn parecida. Si

~ X e ¥ designan dos conjuntos, pue-

b ~ - de ser Gtil en una situacién deter-

xQ — /T e minada considerar el conjunto de

- todas las funciones definidas en &

g con valores en V: este conjunto to-

~ tal de funciones se suele represen-

- tar por el simbolo ¥ (el origen de

X esta notacidén se indica en el sub-
+ siguiente ejercicio 1).

Se da el nombre de transfor-
Fig. 8 macién identidad de un conjunto X
y se representa por la letra I, a



la transformaci6n de 4 en s misma, que a cada punto X € X asocia el
mismo X, Por tanto, I : X = Xestalque I(x)= X, para todo x € X, Asf,
en el caso del conjunto R de los nfimeros reales, la transformacién
identidad de R es una funcién cuyo grdfico en el plano es la bisectriz
y=x,

Si X e Y designan dos conjuntos, toda funcién de 4 en ! que a todos
los puntos de 4 asocia un mismo punto de ! se dice constante. En otras
palabras, si b fuese un punto de Y, la funcién de X en ¥ que a cada pun-
to x € X asocia el punto b recibe el nombre de funcidn constante y se
representa por el mismo sImbolo b. Luego, b : X~ es tal que b(x)=
= b para todo x € X.

Ejercicio

1) Las funciones de un conjunto finito 4 de m elementos en otro
conjunto finito Y de 7 elementos constituyen un conjunto finito de n" ele-
mentos. (De aqui la notacibén ya indicada, )

§ 5, IMAGENES DIRECTAS E INVERSAS

Se acostumbra también dar el nombre de conjunto de definicién al
dominio £ de una funcién f : £ =Y, Se llama conjunto de valores de f a

Fig. 9

la coleccién de puntos iy € ¥ paralos cuales existe por lo menos un pun-
to x € X tal que f(X)= ¥; o como también se acostumbra decir, al con-
junto de los puntos de la forma f(x), x € X, El conjunto de los valores
es una parte o subconjunto del contradominio Y y puede coincidir o no
con este contradominio. Asf, en el ejemplo 1 del pdrrafo precedente,
la funcién ¥ = ¥° de R en R tiene como conjunto de sus valores al con-
junto R+ de los nimeros reales no negativos, que es una parte propia
del contradominio R, Por otro lado, el conjunto de los valores de la
funcién definida por la correspondencia descrita en el ejemplo 2 coin-
cide con el contradominio R: en efecto, todo nmero real # es igual a
la integral de, por lo menos, una funcién real continua en [a, b]; basta
tomar la funcién constante # / (b - @), siempre que a # D,

El hecho de que el conjunto de los valores de una funcién sea una
parte propia de su contradominio se traduce en que, en cierto sentido,

13
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el contradominio es innecesariamente amplio para el tipo de corres-
pondencia que define la funcibén. Asi, en el caso del ejemplo 1 ante-
rior, es perfectamente claro a priori que basta considerar la corres-
pondencia ¥ + X entre R y R+ en vez de entre Ry R. En el caso del
ejemplo 3 del pdrrafo anterior, un teorema de Darboux permite mos-
trar que el conjunto de valores de la operacién de derivacién es una
parte propia de ¥, més no es tan f4cil caracterizar a priori tal conjun-
to de valores. En los cursos de cdlculo infinitesimal se acostumbra
referirse a las funciones que pertenecen al conjunto de valores de la

operacién de derivacién como funciones que '"poseen primitiva'’,

Se dice que una funcibn f : X = ¥ es sobre Y o suryectiva o queJ es
una suryeccidén cuando su conjunto de valores coincide con el contrado-
minio Y; o sea, cuando para todo ¥ € ¥ existe, por lo menos, un X € X
tal que f(x)= y.

SiAC Xy f:X~Y es unafuncibn, se denomina imagen directa de 4
por f al conjunto de los valores que f toma en A, o sea, al conjunto de
los puntos ¥ € Y para los cuales existe, por lo menos, un x € 4 tal que
¥= f(x). Esta imagen directa se representa por f(4), Notemos que la

imagen directa f(X) de X coincide con el conjunto de los valores de f
definido anteriormente. Por lo tanto, la condicién de que f : X =1 sea
sobre Y puede expresarse por la igualdad f(X)= Y., Observemos asi-
mismo que f(4) © Y y también que f(4) < f(X). La imagen directa de la
parte de X reducida a un punto x € £ es la parte de ! reducida al punto
f(x); de ahf que al punto f(x) también se le llama imagen directa de x.

SiBCY, se da el nombre de Zmagen inversa de 5 por f al conjunto
de puntos ¥ € X cuyas im&genes directas f(X) pertenecen a 5. Esta ima-
gen inversa se representa por f’l(E). Notemos que siempre FNYy=X
dado que todo punto X € X tiene su imagen directa f(X) en Y., Observe-
mos también que B <X,

Una diferencia relacionada con el caso de las imigenes directas es
la siguiente. Si se considera una parte de ! reducida a un punto ¥, su
imagen inversa F(y), o sea el conjunto de los puntos x € X tales que
¥= f(x), puede ser vacfa o no y, en este Gltimo caso, puede consistir
de uno o m4s elementos. Para que f—l(y) no sea vacfa es necesarioy
suficiente que Yy pertenezca al conjunto de los valores f(X); en efecto, la



f-(B)

existencia de por lo menos un x € f'l(y) equivale a la existencia de por
lo menos un X tal que ¥ = f(x). A tftulo de aclaracién, se mencionan
los siguientes ejemplos. En el caso de la funcibn x + % de RenR, la
imagen inversa de cada ¥ € R puede dar lugar a los siguientes casos:
1) si ¥ > 0, esta imagen inversa consiste de dos puntos vy, +/¥; 2) si
¥ = 0, la imagen inversa consiste s6lo del nimero 0; 3)si ¥ < 0 su ima-
gen inversa es vaclfa. En el caso delejemplo 3del pidrrafo precedente,
si f designa una funcién que posee primitiva, esto es, si f pertenece al
conjunto de los valores de la operacién de derivacibn, cada funciénper-
teneciente a la imagen inversa de f por esta operacibn, o sea cada fun-
cibén cuya dﬂerivada es igual a f se denomina primitiva de f y se repre-

senta porj f(x)dx. Como es sabido, la imagen inversa de f consiste
I
de todas las funciones de la forma J f(x)dx + ¢, esto es, todaprimitiva

de f es la suma de una primitiva particular de f con una constante ar-
bitraria,

Asf como el estudio de las imigenes directas conduce a la nocidn
de funcién suryectiva, el estudio de las imigenes inversas lleva a la
nocién de funcién biunivoca, que pasaremos a definir. Existe una
cierta dualidad entre la nocibn de funcién sobre y la de funcibén biuni-
voca, pero no nos detendremos aquf para formularla explicitamente;
el lector atento podr4 ciertamente notarla (especialmente en los enun-
ciados de los ejercicios subsiguientes).

Se dice que una funcibn f : £ - Y es
biunfvoca o inyectiva, o que f es una in-
_________ yeceidn deden I si para todo par de pun-

0 & T tos distintos de 4 sus im&genes directas

son distintas. En términos de la nocién

de imagen inversa, la inyectividad de f:
¢ : X - Y se expresa diciendo que para todo

_________ y €7, la imagen inversa f -(¥) contiene a
X lo m&s un punto (esto es, o consiste
de un punto o es vacfa). En efecto, si
L f fuera inyectiva y ¥, X' € f (), en-
Y tonces f(x) = Yy, f(x¥') = ¥, de donde

Fig. 12 f(x) = f(x'), lo que implica que X = X,
o sea que f (¥) no puede contener dos

15
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puntos distintos. RecIprocamente, si cada f"l(y) contuviera a lo médxi-
mo un punto y tuviéramos x # X', entonces debiéramos tener f(x) # f(x'),
puesto que, en caso contrario, con}y = f(x¥)= f(x'), tendriamos %, ' €
€ 1), lo que exigiria que ¥ = %'.

Adviértase que la noci6n de funci6én biunfvoca o inyectiva como fue
definida aquf no exige que la funcién sea sobre su contradominio, a
diferencia de lo que acostumbran algunos autores. De acuerdo, enton-
ces, con la terminologfa que preferimos seguir, diremos funcién biu-
nfvoca sobre cada vez que tal fuera el caso. Una funcién biunfvoca de
X sobre Y se denominard también correspondencia biunfvoca entre X e
Y, Resumiendo, por razones de claridad, tenemos, por una parte, el
caso general de las aplicaciones biunivocas (o inyectivas) de 4 en
Yy, por la otra, el caso particular de las aplicaciones biunfvocas de &
sobre Y o, equivalentemente, las correspondencias biunfvocas entre & e

Y,

Asociada a toda funcibén biunfvoca f : X ~Y de X sobre Y existe su
funcibn inversa que pasaremos a definir. Dada una funcién f : £ -7,
hemos visto ya que f"l(y) contiene, por lo menos, un punto para todo
¥ €Y si, y s6lo si, f essobre I; y, ademds de esto, f"l(y) contiene a lo
méximo un punto para todo ¥ € Y si, y s6lo si, f es biunfvoca (o inyec-
tiva). Combinando estas dos observaciones vemos que f'l(y) se reduce
a un punto para todo ¥ €Y si, y s6lo si, f es biunfvoca sobre Y. De
acuerdo con una convencién general (§ 1), se representari por = )
al punto al que el conjunto 7' () se reduce; la funcién f~*:Y = X, que
a cada punto ¥ €Y asocia el punto f~*(y) € X se denomina funcidn in-
versa de la funcién dada. Esta notacibén sblo tiene sentido en el caso
de una funcién biunivoca sobre. La funcidn inversa f*¥):¥Y - X es
biunivoca de Y sobre X. En efecto, si ¥, ¥' €Y e ¥ # ', entonces
f7*w) # 71 W'), ya que si escribimos fl(y) =x y Tt (') = &' ten-
dremos ¥y = f(x) e ¥ = f(X') y, entonces, x = X' implicarfa y = ', luego
1 es biunfvoca (o inyectiva) en X, Ademds, dado cua,lﬂuier x € X, po-
niendo ¥ = f(¥) se obtiene un punto ¥ €Y tal que ¥ € fT(y), o sea x=
= f"l(y), luego ,f'l es sobre 4. Como toda funcién biunfvoca de su domi-
nio sobre su contradominio, Y% posee una funcibninversa (f"l)'lz
: X > Y, y no presenta dificultad alguna verificar que &sta coincide con
la propia funcién f : X =Y. Lasnociones de funcién biunfvoca y funcién
inversa son suficientemente conocidas en mateméitica elemental; por
ejemplo, la funcién exponencial x ~ €* definida de R sobre el conjunto
de los nGmeros reales > 0 y la funcién logaritmo x ~ log X definida de
este Gltimo conjunto sobre R son ambas biunifvocas sobre y una la in-
versa de la otra,

Se da el nombre de permutacién de un conjunto X a toda aplicacién
biunfvoca de X sobre sf mismo. A toda permutacién corresponde una
permutacién inversa, Una inmvolucidn es una permutacibn que coincide
con su propia inversa, Por ejemplo, la aplicacién de R en R definida
por ¥ — ax + b, donde @ # 0, es una permutacién de R. Su inversa es
la aplicacibn x = (x - b)/a., No presenta dificultad alguna verificar
que la aplicacién dada es una involucién s6lo en los dos casos siguien-
testa=-loa =1 d=0, Otro ejemplo: si I fuese un conjunto cual-
quiera, la aplicacién X = CX que a toda parte.d €I asocia su comple-
mento en I constituye una permutacién de @(I) que es una involucién.



El estudio de las imégenes directas e inversas hecho en este p4rra-
fo se repetird més adelante para el caso de los homomorfismos entre
grupos, anillos, etc,, donde se podrd obtener importante informacién
adicional dada la mayor riqueza de las estructuras.

1) Una funcibn continua f : R » R es sobre R si, y s6lo si, fes ili-
mitada (no acotada) tanto inferiormente como superiormente. Sif fue-
se el cociente de dos polinomios, esta condicién se verifica si, y s6lo
si, el grado del numerador menos el del denominador es un nGmero en-
tero impar positivo.

2) Sea f : X =Y una funcién. Probar que

AcAr = f(A)cf@AY, Bep = BB,

fAUAY) = fA)UfAY), IfBUB) = FTE)UTE).

3) Sea f : £ = Y una funcibn. Se tiene

BB = BN TE.
En el caso de las imégenes directas s6lo se cumple una inclusién:
FAANA)<fA)yN fA).
Para que la igualdad

FANAY) = f(A)N f(4")

sea vilida cualesquiera que sean A y A' es necesario y suficiente que f
sea inyectiva en &,

4) Sea f : X » Y una funcién. Se tiene
fCB) = C f7(B)
Para que
f(C4) = Cf(4)

sea v4lida para todo 4 es necesario y suficiente que f sea biunfvoca de
X sobre Y,

5) Sea f : X = Y una funcibn. Se tiene f(¢) = ¢ y, méds precisamen-
te, f(A)= ¢ si, y s6lo si, A = ¢. Se tiene también f"l(sb) =¢ y, mis
precisamente, f’l(E)= ¢ si, y sblo si, BN f(X) = ¢. Ademi4s de esto,
@) = 17BN f0)).

§ 6, FUNCIONES COMPUESTAS

Uno de los modos de combinar funciones, ya considerado en ma-
tem4tica elemental, consiste en aplicar una funcién después de la otra;
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de esta manera se introducen los conceptos de funcidn de funcidn o de
funcidn compuesta, segfin que lasfunciones consideradas sean de una o
més variables reales o complejas. Como se verid mdéds adelante en la
seccibn sobre los productos cartesianos, las funciones de variasvaria-
bles pueden concebirse como funciones de una variable, y tal distincién
entre los conceptos de funcién de funcién y de funcién compuesta, in-
troducida por motivos diddcticos, pasard a ser innecesaria.

Por otra parte, en la teorfa elemental de las permutaciones se de-
fine un producto de dos permutaciones del mismo grupo de letras efec-
tuando una permutacién después de la otra. Finalmente, en varias
situaciones geométricas es comf@n estudiar el efecto del producto de
dos transformaciones (o sea, la aplicacién consecutiva de las mismas)
sobre las figuras a fin de probar hechos, como: ''el producto de dos
transformaciones proyectivas es también una transformacién proyec-
tiva'l,

Algunos aspectos comunes a e€sos casos pueden ser condensados en
el estudio de la nocibén general de producto de dos funciones. Conside-
remos, en efecto, dos funciones f : X~» Y yg:Y = Z, tales que el con~
tradominio de la primera coincide con el dominio de la segunda., Por
la primera funcién, a todo elemento x € £ le corresponde el elemento
f(x) € Y. Adem&s, a todo elemento Yy € ¥ le corresponde por la
segunda funcién, el elemento g(¥) € Z; en particular, al elemento ¥ =
= f(x) € Y le corresponderd, por la segunda funcibn, el elemento g(¥)=
= g(f(x)) € Z. Haciendo corresponder directamente a todo elemento X €
€ X el elemento g{ f(x)}, definimos una funci6n de & en Z que se repre-
sentard por gf : X = Z. Esta funcién es tal que

(gf )x) = gl{f(x)} para x € X,

Obsérvese el aspecto de ley asociativa de esta ecuacién. Se dice que
gf : X = Z es una funcidén de funciones o, de preferencia, que ¢f es una
funcién compuesta o producto de f :X-Yyg:Y¥Y +Z en este orden,
cuando gf : £ » Z ha sido obtenidaa partirde f : X =Y yg: ¥ ~Z por el
proceso descrito antes.

En el caso particular en que £ =Z y, por tanto, f : X~V yg: V- 4X
actGan en direcciones opuestas, tiene sentido no sélo formar la funcién
compuesta gf : X + X, dado que el contradominio de f y el dominio de ¢
coinciden, sino que también puede formarse la funcién compuesta fg :
: ¥ =+ Y definida por

(fo)w)r = floy)} paray €Y

pues el contradominio de g y el dominio de f también coinciden. En
virtud del sentido atribuido a la igualdad de funciones (§ 4), es conve-
niente averiguar si gf :X =Xy fg ¥ - Y son iguales en el caso en que
X=Y, oseaenque f : X~ Xy g:X—~Xsonambas transformaciones del
conjunto X en sf mismo. Es necesario, por tanto, notar que gf : X ~ &
y fg : X » X pueden no ser iguales; esto es, el orden en que se efectlie
el producto puede afectar el resultado. Cuando gf = fg, o sea cuando

gif(x)} = flo(x)} para todo x € X,



Fig. 13

se dice que f y ¢ commutan. Es éste un primer y rédpido contacto con
los llamados sistemas no conmutativos, cuya consideracién por razones
de simplicidad se descuida en dlgebra elemental, pero que constituyen
un tema central de estudio en &lgebra moderna.

Ejemplo 1. Consideremoslasfunciones de R en R definidas por f :
rx o= i y g :% = €, Las funciones de R en R obtenidas por la com-

posicién de éstas en los dos 6rdenes posibles son gf : x + e” y fg:
1 X~ eax; luego, las funciones dadas no conmutan. En realidad, no es
necesario considerar las funciones exponenciales, etc., para dar un
ejemplo de no conmutatividad: la condicién para que dos funciones li-
neales ¥ max +p yx = bx +¢, de R en R, conmuten es que (@ - 1)¢ =
= (b - 1)P, y basta escoger cuatro coeficientes que no cumplan esta
igualdad para obtener el ejemplo deseado.

Ejemplo 2. Consideremos en un plano P, un punto fijo ¢. Dado un
dngulo a, -® < a < +=», consideremos la rotacién ¢, del plano P en tor-
no de ¢ con 4ngulo a, o sea la correspondencia que asocia a todo punto
X € P el punto y= C,(x) € P tal que ang(c_J.c, c—g;) = a y dist(e, x) =
= dist(c, y) six # ¢, y al punto ¢ se asocia el propio ¢. Cada ¢, es una
funcién de F en P, EIl producto de dos tales rotaciones C, y C,, en este
orden, es la rotacién C,+p, O sea CyCa = Cup, lo que en mayor detalle
significa que cb{ca(x)} = Capp(¥) para X € P, Permutando los papeles de

@ y b se tiene asimismo que C,C, = Cupy, lo que implica que C,C, = CyCa,

y = cCalX)

Fig. 14
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o sea que dos rotaciones del plano en torno a un mismo punto siempre
conmutan.

Ejemplo 3, Consideremos el conjunto 2 de las funciones reales de
variable real infinitamente diferenciables en R, A cada funcién f €D

asociemos la funcién g €D definida por g(x) = I: f(x) dx. Represente-

mos por U : D =D la correspondencia asi definida: 1(f) = ¢g. Angloga-
mente, a cada funcién g € D asociemos la funcién f € D definida por f(x) =

2

=dg(x)/dX. Representemos pord U =D lacorrespondencia asl definidas
d(g)= f. Entonces @l : D ~D es la transformacién identidad de D,
mientras que 1d : D -D es '"casi' la transformacién identidad de D,
pues a cada ¢ €D corresponde la funcién 1{d(g)} =/ talque J(x) =
=g(x) - g(0).

A continuacién vamos a establecer algunas propiedades bastante
sencillas de la nocibén de producto de funciones. Conviene observar que
no se excluiré el caso en que se tenga igualdad de los conjuntos que
constituyen los dominios y contradominios de las funciones menciona-
das, como seri realmente lo que sucede cuando se considere el grupo
de las permutaciones de un conjunto.

Proposiciénl, Sif:W~-4X,g:X~Yyh :Y ~Z son tres funciones,
entonces las funciones A(gf) vy (hg)f de W en Z son iguales.

Demostracién, Comencemos notando que los productos gf : W =V y
hg : X - Z tienen sentido, puesto que el contradominio de f es igual al
dominio de ¢ y el contradominio de ¢ es igual al dominio de h. Por
motivos similares, los productos h(gf) : ¥ =2 y (hg)f : W = Z también
tienen sentido. Estos dltimos productos poseen el mismo dominio y
contradominio, y para establecer su igualdad basta demostrar que

{higf)lw) = {(rg)f}w) para todo w € W.

Ahora,

{renNlw) = nlgHw)} = niglfw)ll

{lrg)lw) = agirwl = nlglrw)ll,

lo que establece la igualdad deseada. QED

La proposicién anterior expresa la llamada ley asociativa del pro-
ducto de funciones. Por ella es posible definir sin ambigliedad el pro-
ducto hgf : W = Z como la funcibn 2(gf) : W =~ Z o la funcibn (hg)f : W - 2.
La extensibn al caso del producto de un ndmero finito de funciones es
inmediata.

Proposicién 2, Sif :4 —Y es una funcibn e I: 4~ & es la trans-
formacién identidad de X, entonces fI = f, esto es, las funciones [ :
¢t XYy fI:X-Y soniguales. Andlogamente, si l:Y ~ Y es la trans-
formacién identidad de ¥, entonces If = f.

Demostracién. Como el contradominio de I : X = X y el dominio de
f:X~Y son iguales, tiene sentido el producto fI : X =Y, Ahora bien



(FI)x) = f{Ix)} = f)

para todo X € X, lo que prueba la igualdad f7= f. De forma aniloga se
obtiene la igualdad Lf = f. QED

La proposicién que acaba de demostrarse expresa, simplemente,
que las transformaciones identidad desempefian el papel de unidad en

relacién con el producto de funciones. Conviene entretanto resaltar
que, con el mismo sImbolo I, se indican las varias transformaciones
identidad; en particular, en las ecuaciones fI = f e If = f del enuncia-
do de la proposicién tenemos en realidad dos transformaciones distin-
tas, a menos que 4 = I,

Proposicién 3, Sif : X —~1 es una func16n biunfvoca de X sobre Yy
f7":Y - X es su funcibn inversa, entonces f~ if = Iy ff7 =1, esto es,
f“f : XXy ffP Y -Y son iguales a I : A2 Xel:Y =Y, respecti-
vamente.

Reciprocamente, si f : X ->Y y g :Y =X son dos funciones tales que
gf : X2 Xy fg:Y -Y son las transformaciones identidad de 4 e ¥, res-
pectivamente, entonces f : & » Y es una funcién biunfvoca de X sobre 7,
cuya inversa es iguala g : ¥ - X,

Demostracidén. Comencemos estableciendo la primera lparte del
enunciado. Es claro que tiene sentido efectuar el producto f~ X - X,
Tenemos

() = Hf )

para todo x € X, porla definicién de producto. Ahora, eslcribiendo f(x)=
=¥, vemos que, por la definicién de funcibn inversa, f~ (¥)=x. Luego,

) = x = I,
lo que prueba la igualdad f~'f=1. Lademostracién de la igualdad ff™ =
=1 es andloga.

Establezcamos ahora la segunda parte del enunciado. Es claro que
los productos gf : X ~ Ay fg: ¥ = 7 tienen sentido. Comencemos de-
mostrando que la funcién f esinyectiva en X, En efecto, consideremos
dos puntos cualesquiera X, X' € X, tales que ¥ # %'. Como, por hip6te-
sis, gf = I, tenemos

glree)) = x vy glfee)} = ».

Esto implica f(x) # f(x'), dado que f(x) = f(x') implicarfa x = x', loque
estd en contra de nuestra hipétesis. Luego, f es inyectiva en X. Pa-
semos ahora a mostrar que la funcién f es sobre Y. En efecto, consi-
deremos un punto cualquiera ¥ €Y. Como, por hipétesis, fg = 1, te-
nemos

flow)}

escribiendo, entonces, ¥ = g(y), obtenemos un punto ¥ € X tal que f(x)=
=Yy, por tanto, fes sobre !, Este mismo razonamiento muestra que

2



2

g= f"l, puesto que de f(X) =¥ y del hecho de que f posee una funcién
inyersa 7' : ¥ = X (pues f es biunfvoca de & sobre Y) concluimos que
f- (¥)=x, y como g(¥) = X, se tiene que g(¥/) = f" (¥)paratodo¥y €Y, lo
que concluye la prueba. QED

Notemos que en la segunda parte del enunciado de la proposicién 3,
los papeles de las funciones f y g son totalmente simétricosy, por con-
siguiente, es lfcito concluir que g : ¥ » XA es biunfvocade ¥ sobre X y tie-
neaf :X~Y comoa suinversa,

Esta proposicién muestra que las condiciones f—lf =ly ,f;f"1 =TI ca-
racterizan a la inversa f~ de f en el sentido de que las condiciones
gf = Iy fg= Iimplican que =% existe v es igual a g. Adviértase que
una sola de estas condiciones no basta para caracterizar a la inversa.
Asf, en el ejemplo 3 de este pirrafo, se tiene dl = I, pero 1d # I; en
este ejemplo ni @ ni ¢ poseen inversa, pues aunque ¢ sea sobreD, ¢ no
es inyectiva en D (dado que dos funciones distintas pueden tener la mis-
ma derivada) y, aunque ! sea inyectiva en ¥, ¥ no es sobre? (dadoque
el conjunto de los valores de ¢ estd formado por los elementos de D que
se anulan en el punto 0).

En lo que sigue tendremos varias oportunidades de emplear la se-
gunda parte de la proposicién 3, afin de establecer una ''identidad' en-
tre conceptos distintos, tal como la que existe entre los conceptos de
relacién de equivalencia y de particibén, etc.

Proposicién 4. Sean f : X~Yy g :Y = Z dos funciones. Si f y ¢
son inyectivas en £ e Y, respectivamente, entonces @f es inyectiva en
X. Anflogamente, si f y ¢ son sobre Y y Z respectivamente, entonces
gf es sobre 2.

Demostracidén, Supongamosque f y ¢ son inyectivas. Si ¥, x' € X, x #
# x', entonces f(¥%)# f(x'), dado que f es inyectiva en X. Se sigue que
glf(x)} #9{7(%")}, pues g es inyectiva en ¥, 0 sea (gf) (%) # (fg) (*'), lo
que establece la inyectividad de gf en 4.

Supongamos ahora que f y ¢ son sobre o suryectivas. Dado 2 €Z
existe por lo menos un ¥ €Y tal que g(¥)= 2, dado que g es sobre Z.
Obtenido este ¥ € ¥ existe por lo menos un ¥ € X tal que f(x) =y, dado
que f es sobre Y, Luego g{f(x)] = 2, o sea, (gf) (x)= 2z, lo que impli-
ca que gf es sobre Z. QED

Proposicién 5, Sean f : A~V y g : Y ~Z dos fu.nc1ones S1f
1Y =X y ¢t :Z~7Y existen, entonces existe (@fr*: 2z - Xy (gfrt

Demostracién. La inversa de una funcién existe s6lo en el caso en
que &sta sea biunfvoca sobre (§ 5).. En virtud de la proposici6én ante-
rior vemos que la existenciade f—lyg implica la existencia de (gf .
Ademi4s de esto,

x = (gfyNz) ® (@f) (x) = z @ glf(®)} = z = f(x) = g i(z) =

o x = gl o x = (F7gH (2)



lo que prueba que (gf ) ' = f"lg—l. QED
Ejercicios
1) Sea f : X = Y una funcién. Para todo A X, se tiene
Ac i@,
Para que la siguiente igualdad valga para todo 4
A=
es necesario y suficiente que f sea inyectiva en 4. An4logamente,
') B

para cualquier BCY. Para que sea vdlida la siguiente igualdad cual-
quiera que sea 5,

F7en = B
es necesario y suficiente que f sea sobre 7,

2) Sean A, Y y Z tres conjuntos.

a) Dadas dos funciones g : ¥ 2> Zyh : X = Z, para que exista por lo
menos una funcién f : X > Y, tal que A = gf, es necesario y suficiente

[
)

h(X) < g(Y).
Para que f sea (inica esnecesario y suficiente que f sea inyectiva en V.

b) Dadas dos funciones f : X =Y yh : ¥ = Z, para que exista por lo
menos una funcién ¢ : ¥ - Z, tal que A = @f, es necesario y suficiente
que

flx) = f(x') = h(x) = hix'),

esto es, si los valoresde f en dos puntos de X son iguales, entonces
los valores de h en los mismos puntos también son iguales. Para
que ¢ sea finica es necesario y suficiente que f sea sobre Y.

3) Sea f : £ = X una funcién, Definamos f° = I, = f, = ff, v
de un modo m4s general, f* = ff™Yn=1,2,...), donde I: X ~+Xesla
funcién identidad de X, Si existe un entero 7 = 2 tal que f" = I, enton-

ces f es unapermutacién de £ y f"1 = f"_l. En pa.rticular,a para que f:
: X » X sea una involucibn, es necesario y suficiente que f~ = I.

4) Sean f : A~ Y yg:Y - Z dos funciones y gf : X #Z su producto,
Cualesquiera que sean 4 C X y 0 C Z, se tiene

(@) (4) = glsr )}, (gryr* ) = o N O]
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§ 7. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

En matemdtica elemental se encuentran de modo natural varios
ejemplos importantes de 'relaciones binarias", esto es, de relaciones
entre dos elementos cualesquiera de un mismo conjunto tomados en un
cierto orden, que se distinguen por gozar de las propiedades reflexiva,
simétrica y transitiva. Mencionemos algunos casos que son familiares
al lector,

Ejemplo 1. Consideremos un conjunto £, La relaci6n de igualdad
X=Y, donde %, ¥ € F, es una relacibén binaria en £, esto es, una rela-
cibn entre elementos X e ¥ de £ considerados en este orden, que goza
de las siguientes propiedades:

X = x,
xX =Yy =Yy = x
X =Yy, Yy=2z=>2x=z

Ejemplo 2. Consideremos un plano euclideano Py el conjunto R de
las rectas de P. La relacién de paralelismo x // I/, donde X, ¥ € R, es
una relacién binaria en R tal que

x//x,
x/ly=yl/x,
x/ 1y, yllz=x//z.

Ejemplo 3, Consideremos un plano euclideano F y el conjunto § de
los segmentos orientados de P. Larelacién de equipolencia ¥ >}y, don-
de %, ¥ €5 (que se define como v4lida en los dos casos siguientes: 1) x
e ¥ no son nulos y tienen la misma direccién, el mismo sentido y la
misma longitud; 2) X e ¥ son nulos)constituye una relacién binaria en S

que posee las siguientes propiedades:

x = x,

X =Yy 2 Y =X,
X Y X =Y,y =z = x =2

Ademéds de esta relacibn en S, se acos-
p tumbra considerar también la relacibén de
equipolencia restringida (definida como
antes, saJvo que, en el caso 1, se sustitu-

Fig. 15 ye elrequisito deque X e J tengan la mis-
ma direccibn por la condicién de que X e ¥ tengan el mismo punto de
apoyo), la cual goza también de lastres propiedades anteriores. Estas
dos relaciones son indispensables, como se sabe, en lapresentacibn de
los conceptos de vector libre y vector deslizante.




Ejemplo 4. Consideremos la relacién de congruencia en el conjun-
to Z de los nmeros enteros racionales, ya estudiada enaritmética. Dos
enteros X, ¥ € Z son congruentes médulo P, donde P es un entero natu-
ral, cuando x - ¥/ es un mAGltiplo de p. Escribimos, entonces, X =y
(méd. p). Si consideramos un P fijo, la congruencia médulo p consti-
tuye una relacién binaria en Z, la cual, como es sabido, goza de las
propiedades siguientes:

Tl

wa s Z 3 -\
X (moba. pj,

X Y (méd. p) = y = x (méd. p),

X = Y (méd. p), ¥y = 2 (mbd. p) = x = 2z (mbd. p),

De esta manera queda definida una relacién binaria en Z para cada p.
La congruencia médulo 0 es la propia relacibén de igualdad. Dos ele-
mentos cualesquiera de Z son siempre congruentes médulo 1.

Los ejemplos que se acaban de mostrar justificarfan la introduc-
cibn de la nocibén general de relacién de equivalencia, aun si no exis-
tieran también otros temas en matemética donde las consideraciones
que haremos en torno de esta nocién encuentran aplicacién. Conside-
remos un conjunto £. Una relacidn de equivalencia en F esuna relacibn
binaria en £ que goza de las propiedades reflexiva, simétrica y transi-
tiva. En general, se hard uso del simbolo''~'" y se escribird x ~ }/ (leer
"% equivale a ¥'') paraindicar que los elementos ¥, ¥ € £ guardan entre
sT la relacién considerada. Las propiedades de la relacién de equiva-
lencia son las siguientes:

e, X ~ X,
e, X ~ Yy = Yy ~ X
e, X ~ Y, Y ~ 2 2 X ~ z.

En circunstancias especiales, como en los ejemplos indicados arriba,
se usan otros sImbolos, tales como =, =, R, etc., y otras denomina-
ciones, tales como congruencia, equipolencia, etc., para denotar una
relacibén de equivalencia.

La nocién de relacién de equivalencia nunca debe ser disociada de
la nocién de particibén, pues, como se verd més adelante, existe una
conexi6n simple, pero importante, entre las dos. Una particidn de un
conjunto £ es una coleccién P de conjuntos, cada uno de los cuales reci-
be el nombre de componente de la particién, tales que:

i

Do,

toda componente es un subconjunto no vacfo de 5;

p’a. todo elemento de Z pertenece a una, y sélo una, componente,
Nétese que p° implicaque dos componentes o son disjuntas o coinci-
den.,

Con el fin de aclarar de inmediato esta nocién se mencionan los
ejemplos siguientes.
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Ejemplo 5. Consideremos los conjuntos £, 4,, Aa,..., 4, (n=2 1)
que satisfacen las siguientes propiedades:

a. As#F¢{l=isn) b, E=A4A, 04U ... Ay c. A NA=¢(1si, Js
sml#J)

Estos conjuntos Ay, 4a,..., A, constituyen

una particién de F en N componentes, pues
pora. y b. todo 4, es un subconjunto no va-
cio de E, y por b. y c¢. todo punto de Z per-
tenece a un, y s6lo a un, 4,. Asf, si con-
siderdramos al conjunto de los enteros
racionales y estuviéramos interesados en

los varios residuos que la divisién por un
. v P 2 1 fijo pudiera dejar, nos inclinarfamos

a agrupar en un mismo conjunto Z; a los en-
teros de la forma #%p + 1, o sea, a los que
dejan residuo ¥ en la divisién por p (0 S ¥ <
£ p - 1). Los conjuntos Zo, Z1,..., Zp, constituyen una particién de Z
en P elementos.

Fig. 16

Ejemplo 6, Consideremosun plano euclideano P y una direccién fi-
ja d en P, La colecci6n Ry de todas las rectas de P que tiene direccién
d constituye una partici6én de P en una infinidad de componentes. En
efecto, cada una de tales rectas es una parte no vacia de P. Ademi4s
de esto, todo punto de F pertenece a una, y s6lo a una, recta de direc-
cién 4.

Pasemos ahora a establecer la conexién que existe entre los con-
ceptos de relacibén de equivalencia y de particién.

Proposiciénl, Dada una particién P de un conjunto E, si x~ Y se
define por la condici6n de que los elementos x e i de £ pertenezcan ala
misma componente de F, se obtiene una relacibn de equivalencia en Z,

Demostracién. Por definici6n, escribiremos x ~ Y paraindicar que
existe una componente 4 de la particién tal que x € 4, y € 4, Ahora,
dado ¥ € E, por p® existe una componente 4 de la partici6n tal que x € 4

y, entonces, ¥ € 4, x € 4 muestra que X ~

- ~ ¥, lo que prueba el Supongamos, ahora,

- que X ~ Y, esto es, que exista una compo-

V/ nente 4 talque ¥ €4, y €4, Como, enton-

ces, Yy €A, x €A, vemos que ¥ ~ X% vy, por

consiguiente, se satisface e®. Finalmente,

supongamos que X ~}yely ~ z,. ComoXx~Yy

existe una componente 4 tal que x € 4, y € 4,

Yy €como ¥ ~ z existe otra componente A' tal

que ¥ €A', z € 4', Si se observa que ¥ € 4,

) Y €A, apartir de p° concluimos que 4 = 4!,

Fig. 17 Luego z €A' =4y, entonces, x € 4, z € A
implica ¥~ z, lo que prueba e>. QED

A

m

De este modo queda establecido que toda particién de un conjunto
determina una relaci6n de equivalencia en elmismo, la cual se dice que



es asociada a la particib6n., Asf, en el caso de la particibén de Z indica-
da en el ejemplo 5, la relaciénde equivalencia asociada es precisamen-
te la congruencia mé6dulo p. En efecto, ¥ ~ Y significa, por definici6n,
que X e Y pertenecen a un mismo Z;, o0 sea que X e [/ tienen el mismo
residuo ! cuando son divididos por p, o loque es lo mismo, que X -
- ¥ es un mdltiplo de p, esto es X =y (méd. p).

Antes de enunciar la proposicibén 2, que es una especie de recipro-
ca de la que acabamos de establecer, vamos a introducir el concepte
de clase de equivalencia. Consideremos un
conjunto E y una relacién de equivalencia

en £, Llamamos clase de equivalencia de

un elemento x € £ alconjuntode los elemen-

tos ¥ € F tales que x ~Y. Usaremos siem-

pre las notaciones [¥#] o X para represen-

tar la clase de equivalencia de x. Notemos

que * € [x] pues, por e', X ~X. Notemos
también que X ~¥ si, y s6lo si, (x)= [y].

En efecto, supongamos que x¥~}y, Siz €

E € [x]), entoncesx~ z. Ya que Yy ~X y x~ 2,
se tiene que Y ~ 2, de donde se sigue que

z € [y], lo que prueba [x] ©[y]. De for-

ma andloga, [y] < [x], de donde [x]= fy].

Fig. 18 Reciprocamente, si [x]= [y], como y €
€ (y], vemos que y € [x], de dounde se tie-
ne £ ~Y.

Proposicién 2, Dados un conjunto £ y una relacién de equivalencia
en F, sus clases de equivalencia constituyen las componentes de una
particién de Z,

Demostracién, Toda clase de equivalencia [x] es, por definici6n,
un subconjunto de Z, el cual, ademé&s de esto, no es vacfo; esio Gltimo
resulta de que ¥ € [x]. Luego, P* queda satisfecha, Esta misma re-
laci6én x € [x] muestra que todo elemento x de E pertenece a, por lo
menos, una clase de equivalencia [x]. S6lo queda demostrar que cual-
quier clase de equivalencia [y] que contenga a x debe ser iguala [x].
Ahora, x € [y] significa que ¥ ~ X, lo que equivale a [x] = [y]. Luego,
p? queda satisfecha. QED

De este modo queda establecido que toda relacién de equivalencia en
un conjunto determina una particién del mismo, que se dice asociada
a la relaci6n. Asi, si pensamos en la congruencia médulo p 2 1 como
una relacién de equivalenciaen Z, laparticién asociada a esta relacién
es precisamente la descrita en el ejemplo 5. En efecto, ¥ =Y (mé6d.
D) es sin6énimo de que X e Y tienen elmismo residuo cuando se los divi-
de por p; o sea la clase de equivalenciade X es el conjunto de los ¥ que
tienen el mismo residuo que X en esta divisién. Como los residuos po-
sibles son 0, 1,..., P - 1, vemos que las clases de equivalencia posi-
bles son Zo, Z,, ..., Z,,.

E] caso del ejemplo 2 da lugar a observaciones mé&s interesantes.
En cursos elementales de geometrfa se define la direccién de una rec-
ta ¥ en un plano euclideano P como 70 que tienen de comin con ¥ todas
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las rectas del plano que le son paralelas. Es claro, sin embargo, que
la expresién''lo que tienen de comfGn''no pasade ser un recurso de len-
guaje que puede ser usado con éxito, en este caso y en algunos otros
andlogos, para transmitir una idea intuitiva como la de direccién. Em-
pero, si tuviéramos méds apego a la preocupacibén de formular los va-
rios conceptos mateméiticos en términos de las nociones de conjunto y
funcién, se vuelve necesario definir direccidén de otro modo. ;Qué
hay de comfn a dos rectas paralelas? La relacién de paralelismo es,
por sobre todo, unarelacién de equivalencia. Se dijo ya que en una re-
lacién de equivalencia dos elementos son equivalentes si, y sélo si,
ellos determinan la misma clase de equivalencia. En particular, dos
rectas de P son paralelas si, y s6lo si, mediante la relacién de parale-
lismo, determinan la misma clase en el conjunto R de las rectas de P.
Luego, lo que dos rectas paralelas tienen en comidn es su clase de
equivalencia. Por tanto, dentro del espfritu de economfa de los con-
ceptos primitivos de la matemdtica, se define la direccién de una rec-
ta X como su clase de equivalencia [x] en R:la direccién de una recta
es, entonces, un cierto conjunto.

Las observaciones hechas arriba pueden aplicarse también al ejem-
plo 3 de este padrrafo. En vez entonces de definir un vector libre como
lo que hay de comin entre un segmento orientado y todos los que le son
equipolentes, es mé&s adecuado definirlo como la clase de equivalencia
en el conjunto § de todos los segmentos orientados, clase &sta relativa
a la relacién de equipolencia. EIl vector libre deun segmentoorientado
x es, entonces, laclase [x] que X determina. Comentariosanflogos se
aplican a la relacién de equipolencia restringida a los vectores desli-
zantes,

Ejercicios

1) Dado el conjunto £, sean P(F) el conjunto de las partes de £ y
R(E) el conjunto de las relaciones de equivalencia en £. Las proposi-
ciones 1y 2 del § 7 definen dos aplicaciones 7 : P(E) —» R(E)y € : R(E) ~
- P(E). Probar quepr=Iyrp =1, esto es” yD son una inversa de la
otra.

2) Sea p(n) el ntimero de las particiones posibles de un conjunto fi-
nito con N elementos (o también, el nGmero de las relaciones de equi-
valencia posibles en tal conjunto). Hallar un método de c4lculo por re-
currencia para p(n).

Uno de los modos mé&s usuales de definir una relaci6n de equivalencia
en un conjunto %, cuando £ es el dominio de una cierta funcién, consis-
te en considerar dos puntos de £ como equivalentes siempre y cuando
la funcién asuma el mismo valor en ambos puntos. En efecto:

Proposicién 1, Dada una funcién f : £ = F, si definimos, dados X,
Y € E, x~Y cuando f(x)= f(y), obtenemos una relacién de equivalencia
en Z,

Demostracibén. Se tiene X ~ X, pues f(¥)= f(x). Six~Y, esto es,
si f(x)= f(y), entonces f(y) = f(x), y en tal caso ¥ ~x. Por Gltimo, si



x~Yely~z esto es, sif(x)=f(y)y fly)= f(2), entonces, f(x)= f(2),
y en tal caso X ~ z. Se sigue pues que la relacién definida en F es de
equivalencia. QED

Toda funcién determina, entonces, en su dominio, una relacién de
equivalencia, que se dice asociada a la funcién. Por ejemplo, si consi-
deramos el conjunto Z, un entero fijoP = 1y una funcién 7,:Z =N que
a cada X € Z asocia su residuo p(¥) cuando es dividido por P, entonces
la relacién de equivalencia definida por X ~ ¥, si I'y(¥) = rp(Y), es pre-
cisamente la congruencia médulo p. Otro ejemplo: si consideramos la
funcién de R en R definida por x + xz, la relacibén de equivalencia x ~ Y
en R, dada por X2 = ya, es aquella en la cual cada % # 0 es equivalente
s6loaxy a -%, yx =0 es equivalente s6lo a 0. Tercer ejemplo: si
consideramos la operacién de derivacidn (pag. 12), la relacién de equi-
valencia f~ g en D definida por f'= ¢' es aquélla por la cual dos funcio-
nes son equivalentes cuando difieren por una constante.

Cabe ahora naturalmente preguntarse sobre la validez de una pro-
posicién reciproca a la anterior. M4s explicitamente, dados un con-
junto Z y una relacibn de equivalencia en £, ; se puede siempre encontrar
una cierta funcién f : £ = F, cuyo dominio sea £ y cuya relacién de equi-
valencia asociada sea exactamente la dada? La nocibén bastante senci-
1la de espacio cociente, que se introduciri con el objeto de mostrar
que tal reciproca es verdadera, encontraré suaplicacién en varios pun-
tos importantes de la matemdtica, en especial en las construcciones
destinadas a establecer la existencia de determinados tipos de siste-
mas.

Examinemos un conjunto £, enelcualesti dadauna relacién de equi-
valencia R. Cada punto ¥ de £ determina una clase de equivalencia. Si
sehacevariar x en Fyse consideran todas las clases de equivalencia que
asi se obtienen, se tendr4, por laproposicibén 2 del parrafo precedente,
una cierta partici6én de £. Se denominard espacio cociente de F por la
relacién de equivalencia A al conjunto cuyos elementos son las clases
de equivalencia de E, Este espacio cociente se representars por Z/R,
Los elementos de Z/R son, entonces, ciertas partes de F, a saber: las
partes de EF que aparecen como clases de equivalencia de los elementos
de E; en otros términos, E/R C@(£). Por ejemplo, en el caso de la fi-
gura 19, si consideramos la relacién de equivalencia R que da lugar a
la partici6n de £ en las cuatro componentes indicadas, el espacio co-

ciente F/R consistird de cuatro elementos,
a saber: los conjuntos 4, 42, Az v A44. De
‘A, modo anilogo, el espacio cociente de Z por
la relacién de congruencia mddulo p 2 1
fijo consiste de P elementos, a saber: los
" Ay conjuntosZg, Zy, ..., Zpy, pues éstos cons-
tituyen las varias componentes de la parti-
ci6n asociada a la congruencia médulo p
E/R (pdg. 27). El espacio cociente del conjunto
S de los segmentos orientados por la rela-
cién de equipolencia (pdg. 24) es el conjunto

Fig. 19 de los vectores libres (pdg. 28) del plano.

Ay

‘A,

Es importante cuando se considera el espacio cociente, que se pien-
se en la llamada proyeceién natural de £ en E/R. Todo elemento x € E
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pertenece a una, VY sblo a una, clase de equivalencia X. Ahora bien,
por la definicién de espacio cociente, X es un elemento del mismo. Si
consideramos la correspondencia de £ en /R que a cada X € Fasocia
su clase de equivalencia ¥ € Z/R, tenemos definida una funcién T : £ —
—~ E/R, la cual denominamos proyecci6én natural de £ en el espacio co-
ciente. Notemos, explicitamente, que

m(¥) = ¥ para todo x € £,
Por ejemplo, en el caso de la figura 19, tenemos
™a) = A3, TD) = Ai, me) = A etc.;

andlogamente, en el caso de la congruencia moédulo? = 3 en Z, tene-
mos

m6) = Zo, T™8) = Zg, T(4) = Z,, etc.

Tras presentar los conceptos de espacio cociente y proyeccidn na-
tural, cabe ahora presentar como recIproca a la proposici6n 1 la si-
guiente:

Proposicién 2, Dados un conjunto £ y una relacién de equivalencia
R en E, la proyeccién natural m: £~ £/R es una funcién de £ sobre E/R,
que determina en % precisamente la relacién de equivalencia R.

Demostracién, Vamos a probar que T es sobre £/R, Todo elemen-
to 4 € E/R es, por definici6n, la clase de equivalencia ¥ de algln ele-
mento ¥ € E, o séa A4 = X = T(x), como deseibamos. Ademis, por la
definicién de relacién de equivalencia asociada a una funcibén, dos ele-
mentos X, ¥ € £ son considerados como equivalentes por la relacibn de
equivalencia en F.asociada a T, si T(x) = T(y), o sea, ¥ =Y, lo que sig-
nifica (p4g. 29) que X e ¥ son equivalentes segin R. Esto muestra que
la relacién de equivalencia determinada en E por la funcibén T coincide
con la relaci6n A dada. QED

Vamos ahora a establecer una tercera proposicién que, en cierto
sentido, relaciona las situaciones descritas en las dos proposiciones
anteriores y muestra cémo mediante una correspondencia biunivoca
i, bien determinada entre ¥ y Z/R, se puede pasar de f : E~Fam:
: E- F/R, Conviene recalcar que en la proposicién siguiente la funcién
f es sobre.

Proposicién 3. Dada unafuncién f : £~ F de E sobre F, considere-
mos la relacién de equivalencia R que f determina en Z y la proyeccién
natural ™ : £ —» /R, Existe, entonces, una, y sélo una, funcién ¥ : 7 -
~ E/R tal que = 1f, Tal funcién { esg biunfvoca de F sobre E/R y, pa-
ra todo ¢t € F, se tiene L(t)= ft),

Demostracién, Comencemos probando que si x € E, t €F yt =
= f(x), entonces X = f*(t). En efecto,

YEX @ x~y = f(x) = f(¥) ® t = f(y) & y € fNL)



lo que establece x= oY) Luego, para todo T € F, se tiene 7)€
€ E/R; en efecto, f es sobre F, entonces existe por lo menos un X € F
tal que ¢ = f(¥), de donde f—l(t) = x € E/R. Asi, es evidente que pode-
mos definir una funcién U : F - E/R escribiendo L(t) = f™X(t), para t €
€ I, Esta funcién es sobre E/R,

E F

Fig. 20
E/R &

De hecho, todo elemento 4 € E/R es unaclase de equivalencia X para al-
gén x € . Por consiguiente, si ponemos ¢ = f(X), vemos que 4 = ¥ =
= f~}t)= {(t), como querfamos. Adem&s, 1 es inyectiva en 7, pues si
t, t" €F, t #1', y tuviésemos ¥(L)= U(t'), esto es, oY) = oM
usando el hecho de que f es sobre Fy escogiendo un ¥ en &£ tal que f(x
=1, esto es

),
) =

X

€ 7Yty = N,

tendrfamos también f{x)= %', donde ¢ = ¢!, lo que contradice la supo-

sicibn.
Probemos ahora que M= 1%, Dado x €F c%alquiera y escribiendo
t = f(x), se tiene

Lif(x)) i) = X)) = X = n(x)

como se deseaba.

Resta probar la unicidad de © : F = E/R tal que = 1f. Para ello,
consideremos una funcién J : F - E/R tal que también 7= Jf. Dado t €
€ F cualquiera, existe por lo menos un x € F, para el cual ¢ = f(x) vy,
entonces, recurriendo a Vf = Jf, vemos que

s} = Jife) o (@) = J©)
lo que prueba realmente la igualdad entre © y J, como se afirmé6. QED

El proceso que consiste en pasar de un conjunto a su espacio co-
ciente por medio de una relacién de equivalencia recibe elnombre de
proceso de identificacion, ya que en virtud del mismo dos elementos
pertenecientes a una misma clase de equivalencia pasan a ser identifi-
cados con un Gnico punto del espacio cociente. Este proceso es muy
Gtil en geometria. A modo de ejemplo, se recordari que es posible
visualizar ciertas propiedades de unplanoproyectivo cuando selo supo-
ne como la superficie de la esfera en el espacio euclideano tridimen-
sional, en la cual todo punto es identificado con elpunto diametralmente
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opuesto. De este modo, laesfera resulta dividida en clases de equiva-
lencia que constan de dos puntos. El plano proyectivo es, entonces, el
espacio cociente de la esfera en virtud de tal relacién.

Ejercicios

1) SeanJ : £ ~F yf' : ' - F' dos funciones sobre F y F' que definen
la misma relacién de equivalencia en Z. Existe, entonces, una,y s6lo
una, funcién ¥ : F—~ 7' tal que /' = 4f. Tal funcién { es biunivoca de F
sobre f'. Ademé&s de esto, si 1! : F' = F fuese una funcién tal que S =
= {1f', entonces ¥ e ' son una la inversa de la otra.

2) Sean £ y F dos conjuntos, en cadaunode los cuales estid dada una
relacién de equivalencia. Si una funcién,/ : £~ F es tal que

X ~ yenZimplicaf(x) ~ F(y)enF,

entonces existe una, y sélo una, funcién g : Z/R =+ F/S, donde R y S son
las relaciénes de equivalencia dadas en £ y 7, tal que

mJS = g,
donde M :F - F/S y Tiz: £ - E/R son las proyecciones naturales (T = T).
§ 9. PRODUCTOS CARTESIANOS FINITOS

A Descartes se debe la introduccién y el empleo sistemé&tico de los
sistemas de coordenadas en el estudio de cuestiones geométricas y el
consecuente florecimiento de la geometria analftica. Aunque reciente-
mente ésta ha sido reducida a proporciones adecuadas a fin de ceder
lugar a los métodos invariantes, la idea de Descartes dej6 una huella
definitiva en matemdética, a saber: el concepto de producto cartesiano.
Como veremos, este concepto en su forma general constituye una
instancia méas de la nocién de funcién.

Si consideramos un plano euclideano Py un sistema de coordenadas
Oxy en P, todo punto de P determina y queda completamente determina-
do por sus coordenadas X e y; de ahf la costumbre de sustituir un punto

geométrico por el par ordenado (X, ¥)

de sus coordenadas y decir, por ejem-

x y) plo, el punto (X, y), etc. Se acostum-

y —__"'1’ bra, asimismo, llevar més alla tal

| identificacién entre los objetos geomé-

tricos y sus coordenadas para, invir-
- tiendo los respectivos papeles, emplear

estas Gltimas en la definicién de aqué-

llos. Asf, en anilisis matemaético,

después de definir el conjunto R de

los nGmeros reales a partir del con-

Fig. 21 junto Q de losnlGmeros racionales, por
los métodos de Dedekind o de Cantor,

se define un punto delplano euclideano

R® como un par ordenado (¥, ¥) de nGmeros reales X e , siendo enton-
ces R® el conjunto de tales pares ordenados. En forma maéas general,




se define también un punto delespacio euclideano R" de dimensién n co-
mo una secuencia ordenada (X%, X3,..., X) de n nGmeros reales X,
Xz, ..., %y, ¥, entonces, R" es el conjunto de tales secuencias. La no-
cién de producto cartesiano de un nGmero finito de factores se infiere
de forma similar a lo que se acaba de indicar para R? vy R" sin la res-
triccién de que las coordenadas tengan necesariamente un significado
numeérico.

Empecemos considerando dos conjuntos £ y F. Llamamos producto
cartesiano, o simplemente producto, de Epor F, representadopor £ X F,
al conjunto cuyos elementos son los pares ordenados (X%, Y), esto es,
los pares formados cada uno de ellos por los elementos X e ¥ con-
siderados en este orden, donde x € Fe y € F. Los conjuntos £ y F se
denominan factores; X es la primera coordenada del punto (X, V) e ¥ es
su segunda coordenada. Por consiguiente, de acuerdo con esta termi-
nologfa, el plano R® es el producto cartesiano R X R de R por sf mis-
mo. De manera general, se llama cuadrado cartesiano, o simplemente
euadrado, del conjunto E, y se representa por Z°, al producto £ x E. N6-
tese que, en virtud del sentido atribuido a la nocibén de igualdad (pag.
2) dos pares ordenados (X, ¥) y (X', /') son iguales si, y s6lo si, x = X'

ey=y.

Existen dos funciones
L
e x 9)
TTE:EXF-‘EYTTF:EXF"F ypr———————— —?

. . ExF |
asociadas al producto £ X F, que se defi- 3 <+
nen del siguiente modo. La primera, que *"E |
recibe el nombre de proyeccidn en E, es Et J J

X

la correspondencia que a todo punto (X, ¥)
de E X F asocia su coordenada x de 5, o

sea,
Fig. 22

ng(x: y) = X

la segunda es la correspondencia que a todo (¥, V) asocia su coordena-
da v,

1-rl’(xy y) =Y
de ahi el nombre de proyeccién en F.

La generalizacién al caso de un nfimero finito de factores es inme-
diata. El producto cartesiano de los conjuntos factores £, Z,..., L,
en este orden, es el conjunto que se representa por

B XEX ... XE, o Nin B, o IE,

y cuyos elementos son las secuencias ordenadas (X%, X,..., %), don-
dexy €5, x3€8,..., %.€E,. Cada X, recibe el nombre de 1-ésima
coordenada del punto respectivo. Para ser concisos, se acostumbra
representar el punto (X, Xz,..., X% )por(X,), donde se sobrentiende que
1 toma los valores 1, 2,..., n; o, aGn méas sencillamente, por la mis-
ma letra X que designa sus coordenadas:
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X = (xl) = (xl: Xzyeeny xn)’

En el caso de que todos los factores sean iguales a un mismo conjunto
E, el producto EXE X ... XE (n veces) se denomina Nn-&sima potencia
cartesiana de Z, y se representa, entonces, por E'. Se aplicatambién
a la nocién de igualdad de secuencias la observacién hecha en el caso
n=2.

Ademés, asociadas al producto I Z;, existen n operacionesde pro-
yeccibén

TT‘:E']_ XEBX--- xEn_'El (1"_' 1: 2:°'-r' n)l

donde T; es una versién simplificada de la notacién Te,» cada una de las

cuales se define como la correspondencia que a cada punto del producto
asocia su {-ésima coordenada:

nl(x) = Xy, si x = ('xl’ X2y 000, xn)-

Ejemplo 1, En la practica aparecen con frecuencia las siguientes
potencias cartesianas:

R" = espacio real euclideano de dimensién n;

C" = espacio complejo euclideano de dimensién 7n;
2" = reticulo de dimensién n (Fig. 23);
T" = toro de dimensién n, donde T es el conjunto de los nimeros

complejos de médulo 1. La denominacién "toro' tiene el siguiente ori-
gen. En el espacio euclideano tridimensional consideremos un eje £,

RN S e
| | ! |
£ BN s e

Fig. 23 Fig. 24

una circunferencia C' con centro en %, cuyo plano sea perpendicular a
E, y una circunferencia ("' en un plano que contiene a F y que intersecte
a C' en el punto O (Fig. 24). Mediante una rotacién completa de ¢'' al-
rededor de EF se obtiene la superficie S del bien conocido toro. Ahora
bien, todo punto (#', M) del producto cartesiano C' X (", donde #' € (!
y M € 0", determinaun punto # de S de la siguiente forma: # es el punto



al cual ¥ es llevado por la rotacién de (" alrededor de Z, cuando se
hace coincidir 0 con #'. Es claro que de este modo se establece una
correspondencia biunivoca entre el productocartesiano @' X (" y el to-
ro §. Conviene advertir ademds que si se representan a los nGmeros
complejos por los puntos del plano de Gauss (esto es, ¥ + yt, donde X,
¥ € R), T se representari por la circunferencia con centro en el origen
y de radio unidad. Deahf el nombre detoro dadoaT X T y, por exten-
si6n, a T". El propio T recibe el nombre de toro unidimensional.

La nocién de producto cartesiano permite que se formule el concep-
to del grdfico de una funcién J : £+ F, Se da este nombre al conjunto
G de los puntos del producto £ X F que son de la forma (X, f (X)), donde
X varia en £, Elgrafico de unafuncién de £ en Fes, entonces, un cier-
to subconjunto del producto £ X F. Por ejemplo, el grafico de la trans-
formacién identidad I : £ - £ de un conjunto £ es el subconjunto A del
cuadrado E® formado por los puntos de la forma (¥, ¥), donde X varfa en
E. Este conjunto se denomina diagonal del cuadrado ,

Se llama funcidén de n variables a toda
funcién/ : £ ~ F, cuyo dominio £esun pro-
ducto cartesiano de 7 conjuntos, esto es, G

f(x)
T/ x )

E = E XEyx... XE,.

Ex F

!
|
|

Six = (x, X,..., X) designa un punto de :
E, elvalor f(x) deJ en ¥ también seri in- )
dicado por S (%, ¥a,..., X.), como sugie- £ X {
re la notacién JX (pidg. 11) y no por
J((x, X,..., X%))como sugeririala nota-
cién S (x). Conviene de todas maneras no
perder de vista que una funcién de n varia-
bles no es més que una funcién de un elemento X de un producto carte-
siano de n factores. Es éste el sentido en el cual toda funcién de varias
variables X;, X3,..., X% debe ser pensada como una funcién de una va-
riable X = (¥}, X2,..., %). Un caso de funciones de dos variables que
va asurgircon frecuenciaes el de las composiciones binarias en un con-
junto E. Se da tal nombre a toda funcién definida en E® con valores en
E. Asi, por ejemplo, la correspondencia (¥, ¥) = X * y que a todo par
ordenado de nimeros reales asocia su suma, define una ley de compo-
s8icién binaria en el conjunto R de los ntmeros reales. An&logamente,
(X, y) = xy define otra composicién binaria en R. Otro ejemplo: con-
sideremos un conjunto £ y sea #(Z) el conjunto de las partes de £, La
correspondencia (X, ¥) = X U Y, que a todo par ordenado de subconjun-
tos de £ asocia su unién constituye una composicién binariaen @(£). Lo
mismo se aplica a la correspondencia(X, Y) » XA NY. Tercer ejemplo:
consideremos un conjunto £ y sea I el conjunto de las funcionesde % en
E. Sif :E-Eyg :F - Fdesignan dos de tales funciones, se puede
siempre formar la funcién compuestag/ : £~ £ y, entonces, la corres-
pondencia {f, g) ~ ¢f constituye una composicién binaria en EF,

Fig. 25

Las observaciones precedentes se refieren al caso en que el domi-
nio de una funcién es un producto cartesiano. Tratemos ahora el caso
de funciones definidas en un conjunto £ con valores en otro conjunto
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F = Fy xFy X,,, XF

n

que se presenta como un producto de 7 factores fy, Fp,..., F;. Si
fltE"Fl, ja:E"'Fg,...,fn :E_’Fn

designan n funciones, se puede, apartirde éstas, construir una funcién
S : E—F, a saber, la funcién que a cada punto X de £ asocia el punto

Unl(x)y fa(x), e ey fn(x)) € F;
o sea, se define[J por

F(x) = (F1(x), T2(x), ..., Talx)).

Tal funcién/ se denomina producto cartesiano de las n funciones dadas
y, entonces, se escribe

J =i XfaX... X[,

Cada J; recibe el nombre de componente de . Nétese que las com-
ponentes de J se expresan por medio de esta funcién del siguiente mo-
do:

Sy, =mf (L =1, 2,..., n),

donde T, : Fy X Fy X ,,, XF, »F, indica la proyeccién en F;. En efecto,
i (x)) = M), Fa(xX), ..., Falx) = Jylx)

para todo X € E, como se querfa. Reciprocamente, toda funciénf : £ -
- F es el producto cartesiano de n componentes. En efecto, definamos
fo=mS(L =1, 2,..., n). Notemos que si¥y = ({3, VYsz,..., UYs) designa

v Ly Ly Wi &

un punto cualquiera de F, entonces T (y) = y; y, por tanto,
v = (m) m=(yh..., W),
donde
F(x) = (MF(xX), Tl (%),..., Wl(X) = (1(x), Fa(x),..., Fa(x))

para todo X € £, lo que prueba J =J, X fa X... XJS,. En particular,
sean/ : R~ R y ¢ : R~ R dos funciones reales continuas de variable
real. Su producto cartesiano esla funcién/ X g de Ren R® definida por

t = (), g2), ¢ ER.

Tal funcién/ X ¢ constituye lo que se acostumbra denominar la repre-

. . . 2 .
sentacién paramétrica de una curva continua en el plano R®. As{, si
consideramos las funciones ¢ ~ cos ¢t y ¢ = sen ¥, su producto carte—
siano ¢ + (cos t, sen t) representa la parametrizacién de una circun-
ferencia en R,

Observacidén. Aunque se ha mencionado ya (pdgs. 1 y 28) que los
conjuntos y las funciones debieran ser los dos elementos basicos en



términos de los cuales se procurarfaformular las demés nociones, he-
mos fallado ya a este respecto en dos puntos, a saber: en la presenta-
cién del concepto de relacién binaria (pidg. 24) y en el de par ordenado
(p4g. 32)y, méis generalmente, en el de secuencia ordenada (pig. 33).
Es que, por ser las expresiones de relacién binaria, par ordenado y
secuencia ordenada muy expresivas, nos parecibé aconsejable dejarhas-
ta ahora los comentarios que siguen.

Dar una secuencia ordenada X = (%, X3,..., X,) consiste en indicar
su primer término %, su segundo término X3,..,, su 7-€simo término
X,. Si se representa por I, el conjunto finito

L - “a constituido por los enteros 1, 2,..., N, la se-
cuencia X puede serinterpretada como una fun-

2. - ¥ cién definida en elconjunto I,, funcién que pue-
de llamarse X y cuyo valor en el punto ¢ € [,

0 que se indica por X; y no por Xx(1), se denomina

{-ésima coordenada de X. En particular, un
par ordenado puede definirse como una funcién
cuyo dominio es el conjunto constituido por los
T AR enteros 1y 2, y cuyos valores de la funcién en
los puntos 1 y 2sonel primeroyelsegundoele-
Fig. 26 mento, respectivamente, del par ordenado.

Habiendo formulado los conceptos de par ordenado y secuencia or-
denada en términos de funciones, podemos definir un producto cartesia-

no finito.
ME, = By XEyX.,.. XE,

como el conjunto de todas las funciones X definidas en I;, cada una de
las cuales ests sujeta a la condicién de que su valor X; en el punto ¢ €
€ I, pertenezca al conjunto Z;. Un producto cartesiano finito entonces
pasa a ser un conjunto de funciones. Es importante que se sefiale des-
de ya que tal presentaciénde unproductocartesiano finito como un cier-

m

3

X4 Xn

X2

Fig. 27

to conjunto de funcionesno es fruto de una obsesién por los conjuntos y
funciones, sino méis bien, al contrario, constituye una necesidad, pues,
como se verid mis adelante, es en esta forma que el concepto de pro-
ducto cartesiano arbitrario --finito o infinito-- puede formularse de
forma natural.
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Pasemos ahora al caso de las relaciones binarias. Consideremos
el ejemplo 2 de la pigina 24. La relacién de paralelismo en el conjun-
to R de las rectas del plano P determina un subconjunto & del cuadrado
Ra, denominado grdfico de larelacién, asaber: el conjunto de los pares
ordenados (¥, ), donde X,¥ € R,y talesque X // y. Tal conjunto G, a su
vez, determina la relacién de paralelismo, pues dos rectas %, y € R
guardan entre si la relacién de paralelismo si, ysélo si, (¥, ¥) €G. En
vez, entonces, de pensar en que G queda definido por la relacién de pa-
ralelismo, podemos invertir los papeles, y suponiendo que G es dado,
definir la relaci6én de paralelismo como el propio conjunto ¢. Lo que
acabamos de indicar en el caso de la relacién de paralelismo se aplica
también a cualquier otra relacién binaria. Por consiguiente, se puede
definir una relacién binaria en un conjunto Z como un subconjunto G del
cuadrado £° y decir que dos elementos %, ¥ € F guardan entre sf la re-
lacién considerada cuando (X, ¥) € G. Una relacién de equivalenciaen el
conjunto E pasa entonces a ser definida como un subconjunto G del cua-
drado Z° tal que

e’ (x, x)€G,
ea. (‘x; y)EG:(y: x)eG:
e (%, ¥Y)E€G, (y, z2) €G> (x, 2) €C,

donde X, Yy, z € E (véase la pag. 25). MA4s atin, ademA4s de las relacio-
nes binarias en un conjunto Z, esto es, de las relaciones entre dos ele-
mentos arbitrarios X, ¥ en £, en las aplicaciones aparecen relaciones
entre elementos de dos conjuntos Z y F, esto es, relaciones entre ele-
mentos arbitrarios X € £, ¥y € F (el caso de las relaciones binarias en £
corresponde a £ = F). Ejemplo: larelaciénde paralelismo entre elcon-
junto de las rectas del espacio euclideano tridimensional y el conjunto
de los planos de este espacio. Por las razones que se acaban de men-
cionar, se puede definir una relacidn entre dos conjuntos £ y F como un

subconjunto de F X F,

Las consideraciones precedentes muestran cémo se pueden introdu-
cir los pares ordenados a partir de las funciones. Inversamente, el
concepto de funcién puede formularse por medio de conjuntos y pares
ordenados. En efecto, admitiendo estos dos Gltimos conceptos como
primitivos, el producto cartesianoZ X Fde dos conjuntosZ yF tiene sen-
tido (p4g. 33). Cabe entonces definir una funcién de £ enF como el sub-
conjunto ¢ del producto £ X F que goza de la siguiente propiedad: para
todo X € F existe uno, ysélo un, ¥ € Ftal que (X, y) €¢. La idea es cla-
ra: estamos definiendo una funcién por medio de su gréfico en vez de
definir éste a partir de aquélla, como se hizo en la pdgina 35. Resu-
miendo: se ha visto que es indiferente tomar como conceptos primiti-
vos los de conjunto y funcién, o los de conjunto y par ordenado. Los
autores que adoptan la segunda alternativa explican su preferencia afir-
mando que los conceptos primitivos de matemética son los de conjunto
y orden.

Ejercicios
1) E1 producto cartesiano FXFdedos conjuntos finitos de m y n ele-

mentos es también finito ytiene mn elementos. Similarmente, para E X
XEy %X ... XE,.



2) En 4lgebra elemental se establecen propiedades de suma, pro-
ducto y potencia:

X X

xy = yx, 27 = 22, (yz2y = 2, (&') = 2™

Si X e ¥ designan dos conjuntos, escribamosX =Y paraindicar que exis-
te por los menos una correspondencia biunivoca entre X e Y. Demos-
trar que

XXY = Y XX, 2% =~ 22 x 2", (Y xZ)* = Y*x2* (2 = 77,

donde X, ¥ y Z son conjuntosy, en la segunda relacién, £ e ¥ se asumen
disjuntos y X + ¥ representa £ U Y.

3) Sean Z, F y G tres conjuntos. Si A es una partede £ XF yDBes
una parte de F X G, definamos el producto ABcomo laparte de £ X G for-
mada por los pares (¥, Z) para cada uno de loscuales existe por lo me-
nos un ¥ tal que (¥, ¥) € A y (y, ¥) € B. Demostrar que este producto es
asociativo y que las diagonales (pdg. 35) actGan como unidad con res-
pecto a tal producto.

Adema4s de esto, si 4 es una parte de £ X F, definamos A" como 1a
parte de F XE formada por los pares (¥, X) tales que (¥, V) € 4. Demos-
trar que (BA)* = A7'F"!, donde el producto se entiende en el sentido
mencionado arriba.

4) Sea F un conjunto. Demostrar que una relacién de equivalencia
en Z puede ser definida como una parte & del cuadrado E? tal que

Ac@, ¢ = ¢, ¢eca,

donde A es la diagonal de Z° y @™, GG deben entenderse en el sentido del
ejercicio anterior.

§ 10, INDICES

El presente parrafo s6lo tiene por objeto mencionar un detalle de
notacién y terminologfa.

Considérese una funciénS : X =Y. En muchas situaciones es cos-
tumbre representar el valor de la funcién J en el punto x € X por Jy vy
no por J (%), como se ha hecho hasta ahora. Un caso tipico es aquel en
que el dominio & de la funcién considerada esté constituida por nGmeros
enteros. Cuando X es finito y consiste de los enteros 1, 2,..., 7, la
funci6én J : X = Y recibe el nombre de secuencia (véase la observacién
al final del pArrafo precedente), y entonces se representa por

Cflu fay-oovfn) o (fx)l;t—:l

Cuando X es infinito y estd constituido por los enteros 1, 2,..., 1,...,
la funciénf : £ » Y se denomina suceeidn y se representa por

Crs Fareves Sapens) 0 (Frdi=1

38



40

Ademés de los dos casos que se acaban de mencionar, existen otros
en que se prefiere lanotacién S, aJ (X) a fin de resaltar el papel mera-
mente auxiliar o enumerativo de X. En tales situaciones se acostumbra
dar el nombre de fndice al elemento X que varfaen 4, y al dominio X de
la funcibn se le llama el conjunto de tndices. La propia funciénf : X —
=Y recibe, entonces, el nombre de familia de elementos de F, y pasa a
ser representada por

Fedxex

o por otras notaciones como (fy) cuando no cabe dudade cuiles son los
conjuntos £ e . Por ejemplo, si a cada ntmero real ¥ le asociamos el
intervalo

A, = [-2°, &+ 1]

de la recta R, tendremos asfuna familia (Ax)’;:: de intervalos de R. En
general, se acostumbra emplear las letras 1, J, &, A\, etc. para las
variables escritas en la posici6n de Indice.

§ 11, UNIONES E INTERSECCIONES ARBITRARIAS

Las nociones de unién e interseccién presentadasen el § 3, piginas
5-10, para el caso de un nimero finito de conjuntos, pueden extenderse
sin dificultad al caso de un namero infinito de conjuntos,

Consideremos un conjunto £ y sea & una coleccién de subconjuntos
de E. Se llama uni6n de los elementos de &, o mis brevemente unién
de d, al conjunto de todos los elementos X € £ que pertenecen a por lo
menos uno de los conjuntos que constituyen la coleccién &. De forma
aniloga, lainterseccién de los miembros de &, o mAs brevemente la
intersecci6én de @, es la colecci6én de los elementos X € £ que pertene-
cen a todos los conjuntos que constituyend. La unién e interseccién de
d se representan por

ua, na.

Por ejemplo, dados un punto ¥ y unacurva ¢ en elespacio euclidea-
no tridimensional, la superficie c6nica de vértice I/ y directriz C es la
unién de las semirrectas con origen en I/ y que se apoyan en (. De
igual modo, dados tres puntos en un plano euclideano, la interseccién
de los circulos del plano que contienen a estos puntos en su interior es
el tridngulo determinado por los mismos.

Pasemos ahora a considerar un conjunto Z y una familia (X;);e, de
subconjuntos de Z, o sea una correspondencia que a todo elemento 1 de
un cierto conjunto I asocia una parte X; de Z. Se llama unién de la fa-
milia (43)ie1 a la coleccién de los elementos & € F que pertenecen a uno
de los conjuntos £ por lo menos. Laintersecciénse define como la co-
leccién de todos los elementos ¥ € E que pertenecen a todos los conjun-
tos Xy, Tales unién e interseccidn se representan por

Uiy v Niedy



o por notaciones similares, tales como UL y NyX,, siempre y cuando
no hubiese duda sobre cuil es el conjunto I de los indices. Por ejem-
plo, en el caso de la familia (4;), mencionada al final de la seccibénan-
terior, la unién U, es el propio conjunto R y la interseccién N4, es el
intervalo [0, 1].

Cabe naturalmente la siguiente pregunta ;cuédl es la diferencia, en

O v—Uuna 2 a—C O Qto a c a

siste en el hecho de que cuando consideramos una familia i)y de
conjuntos, no excluimos el hecho de que a dos indices distintos hetls
pueda corresponder el mismo conjunto, esto es, th = X,a o, como se
acostumbra a decir, una familia no excluye la repeticion de un mismo
conjunto entre sus miembros; al contrario, en el caso de una coleccién
todos los elementos son distintos. Esta diferencia, sin embargo, no
tiene mayor importancia en la formacién de uniones e interseccién en
virtud de que AU X=X y X NA =X
Ejercicios
1) Establecer las siguientes leyes distributivas:
X NUgesty = UgesdNYy)
Mg Xy NUse s = Ul e NY)

y sus duales que se obtienen permutando los signos de unién e intersec-
cién.

2) Establecer la siguiente ley de dualidad:
Clugadd = Ne(C4y,

y su dual que se obtiene permutando los signosde unién e interseccidn,
donde los complementos se toman enrelacién conun mismo conjunto E.

3) Establecer las siguientes propiedades:
Uie Xy ©Y equivale a X, CY paratodo L €1,
X CNysY; equivalea £ ©Y; paratodo J €J.
4) siJ<I, mostrar que
Uie e CUier &y, Mierds S Nieoky.
5) Si &, ©Y,, paratodo L €I, establecer
Use Xy S Userts,

y su dual que se obtiene sustituyendo U por N.

6) Demostrar la ley asociativa

Uier X = UsetlUies, X1,

4
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y su dual, donde (Ji)ier designauna familia de subconjuntos de I tal que
Ueer (Je) = I.

7) Sean &, Xz,..., &,,... una sucesibén de conjuntos. Se llama 1{-
mite superior de la sucesibn a la coleccién de los puntos que pertene-
cen a un nGmero infinitode miembros de la sucesidén {Xn}; llamamoslf-
mite inferior a la coleccién de puntos que dejan de pertenecer sé6lo a un
nimero finito de miembros de la sucesién. Establecer las siguientes
fé6rmulas

Wm sup &, = Mo {Usew 4,3,

n—'m
Ifm inf X, = Uger (N, XD,
n—

8) Seat : £~ F una funcién. Para cualquier familia (X,);c, de sub-
conjuntos de £ se tiene

J ULy = Ulf(xl)r f(n,_X;) <n f(Xx)~

En la segunda relacién se cumple la igualdad si, y s6lo si, la funcibn
es inyectiva. Andlogamente, para toda familia (¥;);cs de subconjuntos
de F, se tiene

ITHUAL) = U ST, SN0 = 0T
§ 12, PRODUCTOS CARTESIANOS ARBITRARIOS

El concepto de producto cartesiano de un nGmero finito de factores
puede ser ampliado alcaso de una familia arbitraria de factores del si-
guiente modo.

Consideremos una familia (£;);c, de conjuntos, o seauna correspon-
dencia que a cada elemento 1 €I asocia un conjunto F;,. Inspirédndonos
en la definicién de producto cartesiano finito indicada en la p4igina 37,
fijernos nuestra atenci6n en las funciones X definidas en el conjunto I,
cada una de las cuales estd sujeta a la condicién de que su valor X, en
el punto { € I debe pertenecer a &, para todo ¢ € I. La coleccién de
tales funciones se denominara producto cartesiano de la familiade con-
juntos (E()icy y se representars por

Tye &}

o por notaciones similares, tales como II,Z,. Cada &, recibe el nom-
bre de {-ésimo factor del producto. El valor Xx; de la funcién X en { €
€ I es conocido como 1-&sima coordenada del punto X del producto. Se
acostumbra representar un elemento X del producto por (X;);c1, o sim-
plemente por (X,), siempre que convenga mencionar sus coordenadas
X;. La igualdad de dos elementos del producto debe entenderse en el
sentido ya mencionado para las funciones (p4dg. 1l1), o sea dos elemen-
tos (x;) e (¥,) del producto son iguales si X, = ¥;, para todo 1 € I.



En elcaso particular en que todos los
factores £ sean iguales a un mismo con-
junto Z, el producto cartesiano Iljg &, se

X denomina potencia cartesiana Ide E. Re-
cordando la definici6én de producto, ve-
mos que un elemento X del producto es
una funcién definida en I, cuyo valor X
en L € I debe pertenecer a E; = E; o sea
un elemento delproducto es simplemente
una funcién definida en I con valores en
E. Ahorabien, lanotacién F' fue ya atri-
buida a lacoleccién de las funciones de I
en E (padg. 12). Resumiendo,

E;

-
o

Fig. 28
My, = E' si E, = E paratodot €1,

Por ejemplo, el conjunto de las funciones reales de variable real
definidas en un intervalo [@, b] es un producto cartesiano de un nGme-
ro infinito de factores, cada uno de los cuales corresponde a un ntime-
ro del intervalo y es igual al propio conjunto R de los nimeros reales.

La proyeceidn del producto e \Z; en un factor £, es la correspon-
dencia

T @ Te |E; e El
que a cada punto x delproductoasociasu t-ésimacoordenada X, o sea,
m(x) = %, L €1.
A toda funcién S definida en un producto cartesiano £ = ;¢ £, con
valores en otro conjunto ¥, se le da el nombre de funcidn de varias va-
riables. Conforme el conjunto I de los indices sea finito de N elemen -

tos o infinito, J/ recibe el nombre de funcidn de n ode infinitas varia-
bles.

Dado un conjunto £ y un producto cartesiano F = Il;¢ )}, toda familia
de funciones ()¢,

Fo:E-F, L€I,

permite que se defina una nueva funcién J ¢ £ = F, a saber: la funcién
que a cada punto X € £ asocia el punto

F(x) = (Fi(X))er € LyeFy = F.

Tal funcién se denomina producto cartesiano de las funciones dadas y
se representa por

S = e Jy.
Las componentes J, se expresan por medio deJ, del siguiente modo:

f: = ﬂ‘f,
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donde T, : 4 \Fy=F, es laproyeccién en Fy y, reciprocamente, uno pue-
de verificar que toda funcién J : £ - F es el producto cartesiano de las
funciones {f)ie, definidas por S, = W, /.

A fin de evitar malentendidos, conviene mencionar que, en el caso
del producto £y X By X ... X E,, la relacién de orden usual 1 <2<.,, <
<7 entre los enteros permite escribir ordenadamente

(X4, X2,..., %)

las varias coordenadas de un punto del producto. La misma observa-
cién cabe en el caso de un producto enumerable

[=<]
=18, = By XE; X .., xXE X...,
cuyos elementos son sucesiones

(xl: X2y ooy xn,...)

de puntos X%, € By, Xz € Bp,..., X, €,,... . Sinembargo, en el caso ge-
neral de ¢ £}, no se puede suponer ninguna relacién de orden en el
conjunto I de los indices y laactitud correcta consiste en pensar en los
elementos del producto exclusivamente como funciones, sin insistir en
ningdn orden de las varias coordenadas de los elementos de este pro-
ducto.
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GRUPOS

Los grupos tuvieron su origen en la teorfa de sustituciones debida
en parte a los trabajos de Lagrange. Sin embargo, el verdadero ini-
ciador de este capitulo del £lgebra fue Galois. El desarrollo de la
teorfa de grupos estaba en ese entonces condicionado a sus aplicacio-
nes a la teoria de las ecuaciones algebraicas. Md4s tarde, los trabajos
de Sophus Lie mostraron la importancia de los grupos en ciertos as-
pectos de las ecuaciones diferenciales y abrieron camino a la teoria
de los llamados grupos de Lie, y las ideas de Felix Klein, relaciona-
das con la conveniencia de considerar a la geometrfa como el estudio
de las propiedades invariantes por determinados grupos de transfor-
maciones, ampliaron el campo de aplicacién del concepto de grupo.
En su forma axiomadtica, la nocién de grupo fue introducida en el siglo
pasado por Cayley y abarca dos aspectos: los grupos aditivos y los mul-
tiplicativos. Los primeros constituyen (excepto por cambios de nota-
cibén) un caso particular de los segundos. Por motivos didAicticos, al
comienzo de este capitulo mencionaremos explicitamente los diversos
aspectos de la teoria en sus versiones aditiva y multiplicativa. Luego,
a partir de un cierto punto, nos limitaremos a formular los conceptos
y resultados en una de las dos notaciones, dejando la otra a cargo del
lector.

§ 1. GRUPOS ADITIVOS

En matemdtica elemental se encuentran varios casos de conjuntos
cuyos elementos pueden combinarse algebraicamente por medio de una
operacién de adicién, de modo que algunas de las propiedades usuales
sean satisfechas, a saber: la conmutatividad, la asociatividad, la
existencia del cero y la existencia del simétrico (inverso aditivo).
Mencionaremos algunos ejemplos:

Ejemplo 1, La operacién de adicién usual en el conjunto Z de los
nimeros enteros racionales es una funcién de Z X Z en Z que, a cada
par ordenado (X, Y), donde X, Yy € Z, asocia un elemento x + y € Z, de-
nominado suma de x e y. Tal adicién es conmutativa y asociativa:

x+y = y+x xX+(y+z = (x+y + 2z
Ademés, en Z existe un elemento cero, representado por 0, tal que:

x+0 = x

para cualquier x € Z. Finalmente, a cada X € Z corresponde un simé-
trico -x € Z tal que:

x+ (-x) = 0,
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Andlogamente, cada uno de los conjuntos Q, Ry C (pdg. 1) posee,
con relacién a la operacibén de adicién usual, las propiedades que aca-
ban de mencionarse respecto a Z.

Ejemplo 2. Consideremos un plano euclideano P, un punto 0 de P
vy el conjunto Sy de los segmentos orientados de P con origen en 0. Si
X, Y € So, definamos x + y de acuerdo con la regla usual del paralelo-
gramo, La operacién de adicién asi definida en S, es conmutativa y
asociativa como se demuestra en el c4lculo vectorial. El segmento
orientado, cuyo origen y extremo son iguales al punto 0, se repre-
senta por O y goza de la propiedad de que x + 0 = x para todo x € S.
Finalmente, a cada x € Sg corresponde un simétrico -X, obtenido por
simetrfa de x con respecto al punto 0, tal que x + (-x) = 0. Asf vemos
que a pesar de que sus elementos estdn desprovistos del cardcter nu-
mérico, el conjunto S, tiene, con respecto a la adicién mencionada, un
comportamiento idéntico al de los conjuntos del ejemplo precedente.

X+Yy

Fig. 29
Ejemplo 3. Consideremos el conjunto F de las funciones reales

de variable real definidas en un intervalo [a, b]). Sif, g € F, intro-
duzcamos la suma f + ¢ como la funcién definida por

F+g(x) = f(x)+gx)
para x € (@, »]. O sea, f + ¢ es la funcibn que en el punto X toma el

valor f(x) + g(x). La operacién de adicibén asi definida en F es conmu-
tativa, pues

F +g) (x) = f(x)+g(x),
(g +1) (%) = glx) +F(x),

de donde (f +¢g) (x) = (g +S) (x) para todo x € [a, b], oseaf +g=¢g +
+ 7. Andlogamente,

F+@+mlx) = fx)+(@+h) (%) =

J(x) + [g(x) +hix)],
 +g)(x)+hx) =

L +9) +h]

Fx) + g(x)] + Alx),



de donde [F + (g +h)]) (¥) = [(f +g) +h] (¥)para cualquier x € [a, 2], o
sea f+ (g+h)=( +¢g) + h Sirepresentamos por 0 a la funcién
idénticamente nula, esto es, la funcién cuyo valor en todo punto de
{a, b) es cero, es claro que f + 0 =f para todaf € F. Finalmente, a
toda f € F le corresponde una funcién -f definida por

(-F) (x) = -f(x),

o sea, -f es la funcibn que en el punto X toma el valor -f(x), tal que
F +(-f)=0. La analogla entre este ejemplo y los anteriores es evi-
dente. Conviene destacar que el hecho que las funciones en conside-
racién hayan sido definidas en un intervalo [@, b7 no influye en estas
consideraciones, que bien podrian repetirse para la coleccién de fun-
ciones definidas en un conjunto ¥ y con valores en R.

A

09+ 9(0 g0
|

|/T/;

| g(x)

I 1 Y

P

' T |

a: ‘ix ib -

m\‘_f

Fig. 30

La simple revisién de los ejemplos dados justifica plenamente la
introduccién del concepto de grupo aditivo.

Un grupo aditivo es un conjunto G, donde esti dada una operacién
de adicibn que satisface las condiciones siguientes:

1. La operaci6n de adicién es una funcién definida en G X G, con
valores en G, que a cada par ordenado (x, V), donde x, y €G, asocia
un elemento x + y € G, denominado suma de los elementos X e Y.

2. La adicibén es conmutativa, esto es,

x+y = y+x (x, y €CG).
3. La adicibn es asociativa

x+(y+z) = (x+y +2z (x, ¥, z €G).

4, En G existe un elemento, el cero de G (representado por 0), tal
que

x+0 = Xxpara todo x €G.
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5. A cada elemento x €G le corresponde un elemento denominado
simétrico de Xy representado por -x, tal que

x+ (-x) = 0.

Los varios ejemplos presentados constituyen, pues, grupos aditi-
vos con relacién a las operaciones de adicién mencionadas.

En virtud de la ley asociativa, podemos definir sin ambigiiedad la
suma de tres o mds elementos. Asf, por definicién,

X+ytz = X+ (yY+3) = (w+y)+ oz
Por el signo T se indicard en forma abreviada una suma
ntxpgt... tx, = ITin X,

Ademds, a semejanza de lo que sucede en 4lgebra elemental, las leyes
conmutativa y asociativa permiten cierta libertad en la inversién del
orden de los sumandos y en el empleo de paréntesis. El hecho de que
se sumen elementos de un conjunto G en vez de ndmeros no introduce,
desde este punto de vista, diferencia alguna. Lo que es esencial es
que se tengan presentes los axiomas de los grupos aditivos arriba
mencionados.

En un grupo aditivo G, el elemento cero estd perfectamente deter-
minado por ia condicién de que x + 0 = x cualquiera que sea x €¢. En
efecto, consideremos dos elementos 0 y 0' tales que

xX+0 = Xx x+0 = x

para todo x € (. Si se escribe X = 0' en la primeray x=0 en la se-
gunda, se obtiene 0' +0=0'y 0+ 0' =0, de donde 0 = 0' por la ley
conmutativa,

Ademds, el simétrico -x de todo x € G estd determinado por la
condicién de que su suma con x es cero, En efecto, sean -xy (~x)!
dos elementos de G tales que

ti
o

]

X+ (-x) 0, x + (-x)'

Tenemos, entonces,

It

() +x] +(-x) =

0
s
"
0
8
+
(=]
I

(-x) + L+ (-]

0+(-x) = -Xx
como querfamos. La unicidad del simétrico puede interpretarse asi:
x+y = 0=y = -x
La diferencia de dos elementos X, y € G se define por

X-Yy = x+(-y.



Esta diferencia es la dnica solucién 2z de la igualdad z+y= x. En
efecto, partiendo de z + y= x y sumédndole -y obtenemos (z + y) + (-y) =
=x+(-y), oz+(y+(-y)]l=x- yy, finalmente, z+0=x- Y, lo que
prueba que, si es que existe, la solucidén z estd dada por la diferencia
x - y. Es fdcil pues verificar que x - y es realmente la solucibn, ya
que (x- Y +y=lx+(-Pl+y=x+{-n)+yl=x+0=ux

La nocién de swma algebraica, tal como x - y + z, tiene el mismo
sentido que en 4lgebra elemental, y en este sentido se adoptan las
convenciones usuales. Asi, por ejemplo, -x -y significa (-x) + (-y) y
no -(x - y). Adviértase que 0 + 0 = 0, por la propia definicién de 0; de
allf que -0 =0y que 0 - 0=0.

Proposicién 1., En todo grupo aditivo G, se tiene:

1- '(‘x) = x:

2. —(x+y) =-X ‘y:

3. x+y x=y = 0,

4, x+y X+z=>2y=2
Demostracién, Dado x € G, se tiene X+ (-X) =0y (-X)+ X =0, lo
que prueba que -(-%) = X en virtud de la unicidad del simétrico.

Cabe notar ahora que(x + ) + (-x-y) = (x+ y) + [(-2) + (-1)] =[x+
+ (-x)]+ [y+(-y)] =0+ 0 =0, lo que prueba que -(x+ y) = (-x-y). De
un modo perfectamente andlogo veriamos que

{(x-y) = y-x
vy similarmente para otras sumas algebraicas.

Supongamos ahora que x + y = x. Entonces, (-X) +(x +y) =(-%) + X,
luego [(-x) +x]1+y =0, o también 0+ y=0y y =0, Conviene hacer
aquf una observacién. El elemento 0 fue caracterizado por la condi-
cién x + 0 = x para cualquier x € ¢. Lo que se acaba de establecer
muestra que el 0 es caracterizado también por el hecho de que la con-
dicién x + 0 = x sea satisfecha por, al menos, un x €G.

Consideremos, finalmente, la relacién x+ y = x + 2. Tenemos que
(<x) + (x + 1) = (-%) + (x + 2), de donde[(-X)+x)+ y=[(-x)+x]+2z o
0O+y=0+2zyy=2. Esta Gitima propiedad se denomina ley de can-
celacidn y desempefia, como se verd, un papel importante en Algebra.
QED

Todos los grupos aditivos mencionados en los ejemplos 1, 2y 3
son infinitos, esto es, formados por una infinidad de elementos. Va-
mos ahora a darunejemplofundamentalde grupo aditivo finito, esde-
cir, con un ndmero finito de elementos.

Ejemplo 4, Dado un entero p z 1, consideremos el conjunto, re-
presentado por Z/p, constituido por los enteros 0, 1,...,p - 1. Ad-
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viértase desde ya que este conjunto no es un grupo aditivo con respecto
a la operaci6n de adici6n usual entre los enteros porque la suma de
dos elementos de Z/p puede dejar de pertenecer a Z/p. Entretan-
to, vamos a definir una operacién de adicién en Z/p, con respecto
a la cual este conjunto serd un grupo aditive. Si x, y € Z/p, definamos
la suma mbdulo p de x e y como el residuo en la divisién por p de la
suma usual x + y. Usaremos el simbolo x ] y para designar la suma
médulo pde x e y. Como todo residuo de una divisién por p es igual a
uno de los enteros 0, 1,...,p - 1, vemos que la adicién médulo p en
Z/p verifica el primero de los axiomas de los grupos aditivos. Es
claro que la adici6én médulo p es conmutativa, pues x+ Yy e ¥ + X son,

regpectivamente, log residucs en la divisién por pde x+yecy+xvy

pectivamente, los residuos en la divisién por p de yeytxy
X+ y=y+x. Verifiquemos ahora que la adicién médulo p es asocia-
tiva, esto es

P P P P
X+ {y+2z) = (x+y +z

Para obtener Yy 41: 2z hay que dividir y + z entre p. Si se llama g al co-
ciente y r al residuo de tal divisién, se tiene

vtz =T, y+tz = pg+r.

» P P
Para calcular ahora x+ (y + z) = X + r, debemos dividir x + r entre p.
Si se indica con ¢' el cociente y con r' el residuo, se tiene

x+(y+z2) =71, x+r = pg'+r.

De ahi resulta

i

(x+7r)+(y+2) (pg' + ')+ (pg + 1)

x+y+z p(g +qg') +r.

El segundo miembro de la Gltima igualdad es la suma de un mdltiplo
de p con un entero 7', el cual, por ser el residuo de la divisién de x +
+ r entre p, s6lo puede valer 0, 1,...,p - 1. Si recordamos la defi-
nicién de residuo de una divisién, concluimos que 7' es el residuo
entre pde X+ y + 2, o sea

» »
X+ (y+ 2z = residuode (x+ y + 2) entre p

Un célculo perfectamente anflogo prueba que

P
(x+y) -\x: 2 = residuo de (¥ + y + z) entre p

lo que establece la ley asociativa de la adicién méd!}ﬂo p. Notemos
ahora que, para todo x=0, 1,...,p -1, la suma x + 0 es el residuo
de la divisién entre pde x+ 0 = x. Como tal residuo es X, vemos que
X+ 0 = x, lo que prueba la existencia de un elemento ceroen Z/p, a
saber, el propio 0. Finalmente, a todo x € Z/p le corresponde un si-
métrico 2x € Z/p tal que x-ql: (2x) = 0, En efecto, si x> 0 (esto es, 0 <
<x<po0<p-x<p), entonces p - X es un elemento de Z/py x-ﬁ (p -
- X) es el residuo de dividir x + (p - X) = p entre p, o sea es igual a 0.



Six=0, p- x=pno es un elemento de Z/p. Notemos, entonces, que
0+ 0 es el residuo de la divisién entre p de 0 + 0, o sea que vale 0.
Asi, queda probado que el simétrico ’x de x médulo D existe en todos
los casos y que

i}

p-x six 1, 2,...,p-1

0

0 six

Z/p constituye, pues, un grupo ag]itivo finito con relacién a la adicién
médulo p. Seutilizé lanotacidn x + ¥ para mayor claridad. Se acos-
tumbra emplear la notacién x + y en cualquier grupo aditivo, en parti-
cular para Z/p, y entonces es necesario tener presente si la suma
estd siendo calculada en el sentido usual o médulo p.

Ejercicios

1. Si el conjunto G posee uno, dos o tres elementos, entonces
existe una, y s6lo una, operacibén de adicién con relacibén a la cual ¢
es un grupo aditivo, salvo por permutaciones de sus elementos.

2. Sea G un conjunto y (X, y) — x + Y una operacién conmutativa
y asociativa de G X G en G tal que, cualesquiera que seana, b €3G, la
ecuacién @ + X = b posee, por lo menos, una solucién x. Mostrar que
G es un grupo aditivo.

3, Sea G un conjunto y (X, ¥) = X + Yy una operacién conmutativa y
asociativa de G X G en G tal que, cualesquiera que seana, b € G, la
ecuacién @ + x = b posee, como médximo, una solucién x. Mostrar que
G es un grupo aditivo.

§ 2. GRUPOS MULTIPLICATIVOS

Ademi4s de las operaciones de adicibén (X, y) » x + ¥y y de simetri-
zacién X ~ -X, también se consideran en ilgebra elemental las opera-
ciones de multiplicacién (x, ¥) = xy y de inversién X =~ X™* que gozan,
entre otras, de las propiedades descritas en los ejemplos que siguen.

Ejemplo 1, La multiplicacién usual puede ser efectuada entre nd-
meros racionales cualesquiera. Como sélo tiene sentido tomar el in-
verso de nimeros diferentes de cero y el producto de dos nimeros
racionales diferentes de cero también es diferente de cero, conviene
restringir nuestra atencién al conjunto Q* de los nimeros racionales
no nulos. En Q¥%, la multiplicacién usual es una funcién de Q* X Q* en
Q*, que a cada par ordenado (x, y), donde X, ¥y € Q¥%, le asocia el pro-
ducto xy € Q%, Son vdlidas las leyes conmutativa y asociativa.

Xy = yx, x(yz) = (xy)z.
Ademds, en (¢ existe un elemento unidad 1, tal que

xl = x

al
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para todo x € Q% Finalmente, a cada x € Q% le corresponde un in-
verso X' € (* tal que

Lo mismo se repite para los conjuntos R* y C* de los nmeros reales
y de los nGmeros complejos no nulos con respecto a la multiplicacién
usual.

Ejemplo 2. En 4lgebra elemental, una permutaciénde 1, 2,...,n
se define como una secuencia constituida por dichos nGimeros es-
critos en algln orden determinado. También se introduce el concepto
de producto de dos permutaciones. Para nuestros propbsitos, es pre-
ferible (padg. 37) pensar en una permutacidn (X, Xz2,..., %,)delos en-
teros 1, 2,..., " como una funcidén definida en el conjunto I, en el
sentido indicado en la citada pigina y, entonces, las permutaciones de
1, 2,..., n pasan a ser las aplicaciones biunivocas del, sobre s{ mis-
mo. Ese es el motivo por elcual definimos (pdg. 16) una permutacién
de un conjunto £ como una aplicacién biunivoca de Z sobre sf mismo.
Generalizando las permutaciones del dlgebra elemental, consideremos
un conjunto Z --finito o infinito-- y designemos con £! el conjunto de
las permutaciones de £, o sea el conjunto de las aplicaciones biunivocas
de £ sobre si mismo. SiJ : £ - Zy g :E - E fueran dos permutaciones
de Z, su producto ¢f : £ - £ es también una permutacién de £, como
resulta de la proposicién 4, pdgina 22, Asf, hemos definido una multi-
plicacién en el conjunto Z! que a cada par ordenado(g,J ) de elementos
de £! asocia el producto ¢/ € £! Tal multiplicacién es asociativa

hig?) = (hg) J,

como muestra la proposicién 1, pdgina 20. Ella, empero, no es nece-
sariamente conmutativa. Por ejemplo, en el caso en que E esté cons-

1, 2, 3 1, 2, 3
tituido por los nmeros 1, 2, y3y f = , g = ,
2, 1, 3 1, 3, 2
1, 2, 3 1, 2,
entonces g/ = y Jg = ; luego, gf #J9. Ade-
3, 1, 2 2, 3,1

méas, la transformacidén idéntica [ : # - £ es una permutacidén de
E tal que SJI = If =, para toda J € E! (véase la proposicién 2,
pdg. 20). Finalmente, a toda permutacién f : E = F le corresponde
una permutacibén inversa ™' : E - F tal que ff > = f7Yf = I (proposicién
3, pdg. 21). Asf, vemos que el conjunto E! de las permutaciones
tiene, con relacién a la multiplicacién de permutaciones, un compor-
tamiento andlogo al de los conjuntos Q%, R* y C* con relacibna la
multiplicacién de nimeros, salvo en lo que respecta a la conmutativi-
dad.

Antes de dar nuevos ejemplos de conjuntos en los que existe una
multiplicacién con las propiedades indicadas en los ejemplos citados,
formularemos el concepto general de grupo multiplicativo.



Un grupo multiplicativo es un conjunto G en el cual se encuentra
una multiplicacién que satisface las propiedades siguientes:

1. La operacién de multiplicacién es una funcién definida en G X G
con valores en G, que a cada par ordenado (X, ¥) en G X (G le asocia un
elemento xy € G denominado producto de los factores x e Y.

2. La multiplicacién es asociativa:
x(yz) = (xy)z (x, ¥ z €G).

3. En G existe un elemento, denominado unidad de G y representa-
do por €, tal que:

xe = e€x = x para todo x €G.

4, A cada elemento x € G le corresponde un elemento denominado
inverso de X y representado por x™%, tal que:

Conviene notar que la ley conmutativa no aparece en estos axio-
mas, pues nuestro deseo es definir la nocién de grupo conmutativo de
manera que englobe no sélo al ejemplo 1 sino también al 2. Cuando
Xy = yx, se dice que los elementos x e y comwmitan. El grupo multi-
plicativo G se dice commutativo o abeliano cuando xy = yx para cuales-
quiera x e ¥ en G. Por lo tanto, Q% R* y C* constituyen grupos
multiplicativos conmutativos con relacién a la multiplicacibén usual.
En E! tenemos un ejemplo de grupo multiplicativo no necesariamente
conmutativo: E! se designa con el nombre de grupo de las permuta-
ciones o grupo simétrico de E.

La ley asociativa nos permite definir, sin ambigiedad, el producto
de tres o mé&s factores. Asi, por definicién

xyz = x(yz) = (Xy)z.

Como en 4lgebra elemental, haremos uso del signo 1l para representar
abreviadamente el producto

XyXg o0 Xy = Hi.—.'l Xy

y, siguiendo el ejemplo del caso aditivo, supondremos que el lector
est{ familiarizado con el empleo (omisién e insercibn) de paréntesis
en los productos de tres o més factores., En el caso conmutativo,
también podemos permutar dos factores cualesquiera de un producto.
Nunca debemos olvidar, sin embargo, que el caso general no es tan
sencillo.

En todo grupo multiplicativo, el elemento unidad estd perfecta-
mente determinado por las condiciones xe =ex=x, x €G. En efecto,

consideremos dos elementos e, e' € G tales que

X = ex = X, xe' = e'x = Xx
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Demostracién, Como x(x) = (x) x = €, vemos que x es el ele-
mento de G que, multiplicado por x de los dos modos posibles,
produce la unidad. Luego, x = (x¥)™. Adem4s, para llegar a esta
conclusién, bastarfa usar xx! =€ y la observacién hecha al final de la
demostracién de la unicidad del inverso (pdg. 54).

Notemos ahora que

(xy) (Y™ = x(yyHxt = xex™ xxt = e,
lo que basta para probar que ¥y *x* = (xy)™, por la observacién men-
cionada, sin que haya necesidad de verificar también que (y“lx"l) (xy) =
=£.

Supongamos ahora Xy=X. Deahf que Xy = -x"lx, de donde €y =€ vy,
al final, y = e. Andlogamente para la segunda parte del punto 3. Aqui
cabe una observacibn semejante a la hecha en la pdgina 49 para el
caso similar de los grupos aditivos,

Finalmente, si xy = xz, entonces X "Xy = x'xz, donde ey =€z, o
sea ¥ = z. La propiedad que acaba de ser establecida se designa con
el nombre de ley de cancelacidn a la izquierda. La ley de cancelacién
a la derecha, expresada por la segunda parte del punto 4, se establece
en forma andloga. QED

La nocién de grupo multiplicativo puede ser formulada también de
una manera mis breve que la adoptada. En efecto:

Proposicién 2, Un grupo multiplicativo puede ser definido también
como un conjunto G que satisface las condiciones 1 y 2 de la pigina
53 y las condiciones 3' y 4' siguientes:

3'. En G existe un elemento unidad a la derecha € tal que
xe = x para todo x €G.

4'. A cada elemento x € G le corresponde un Znverso a la derecha
x tal que

xxt = e.

Demostracibn, Estd claro que si las condiciones 1, 2, 3y 4 dela
definicién de grupo multiplicativo son satisfechas, entonces 1, 2, 3'y
4' también se verifican. Reciprocamente, partamos de estas dltimas.
Comencemos probando que el inverso a la derecha x™* de todo elemen-
to x € G es también un inverso a la izquierda, esto es que xx=e.
Por 4', todo elemento de G posee un inverso a la derecha. En parti-
cular, no sélo x posee un inverso a la derecha x™ tal que xx* =e, sino
que el elemenio X tiene un inverso a la derecha (x)™ tal que
xNxY)t=e. Luego, por la ley asociativa, xx™* =e implica x*xx* =
= x%e, y por 3', obtenemos x"xx = x™*. De ahi que

e M) = XN

3%
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vy aplicando -76'—1(90—1)"1 = € en los dos miembros, queda xxe = €, de don-

de X "X = € por 3', como querfamos. Mostremos ahora que la unidad a la
derecha también actia como unidad a la izquierda. En efecto, como
e = xx* se sigue que €Xx = xx'lx, de donde €X = Xe€, pues x1x = €, como
acabamos de ver y, para terminar, €x = x por 3'. Vemos asi que las
condiciones 3 y 4 también son satisfechas. QED

La proposicién anterior no dice que una unidad a la derecha sea
necesariamente una unidad a la izquierda, o sea que la condicién 3'
individualmente implique 3; ni que todo inverso a la derecha sea un
inverso a la izquierda, o sea que 4', por s{ sola, implique 4. Lo que
la proposicién muestra es que, en presencia de la ley asociativa, el
conjunto de las condiciones 3' y 4' implica 3 y 4. Es claro también
que, ademds de la proposicién anterior, vale una dual con respecto a
las unidades y los inversos a la izquierda.

La dnica diferencia entre un grupo aditivo y un grupo multiplica-
tivo conmutativo se reduce a una cuestién de notacién. M4s precisa-
mente, supongamos que G sea un grupo aditivo, al cual estd asociada
una operacién definida en G X ¢ con valores en ¢. Si resolviésemos
representar el resultado de esta operaci6n sobre un par (X, Yy) no por
X + Yy, como en la condicién 1 de la pédgina 47, sino por X}, entonces
G pasarfa a ser a las claras un grupo multiplicativo conmutativo: la
conmutatividad y la asociatividad en la notacién aditiva se convertirian
en la conmutatividad y la asociatividad en la notacién multiplicativa,
el elemento de G que desempefia el papel de cero en la notacién aditiva
pasaria a desempefiar el papel de unidad multiplicativa y, por dltimo,
el simétrico de cada elemento de G se convertirfa en su inverso. Al
contrario, si G designase a un grupo multiplicativo conmutativo y re-
solviésemos representar por x + ¥y lo que estdbamos designando por
xy, es claro que G pasarfa a ser un grupo aditivo. Es éste el sentido
en que los conceptos de grupo aditivo y grupo conmutativo son idénti-
cos. Existen casos en los que cualquier persona, simplemente por
razones de hédbito, vacilarfa en hacer un tal cambio de notacién. Por
ejemplo, en el caso de Z, pocos aceptarfan representar la suma de
dos enteros como Xy. En el caso del grupo de traslaciones del plano
que mencionaremos en la préxima seccién, cualquiera de las dos no-
taciones parece aceptable: la multiplicativa es mds natural si pensa-
mos en una traslacibén como una aplicacién del plano en sf mismo y en
la resultante de dos traslaciones como un producto de aplicaciones;
por el contrario, la notacién aditiva es preferible si pensamos en una
traslacién como definida por un vector, caso en el que la resultante o
suma de dos traslaciones corresponde a la suma de los vectores
correspondientes.

En virtud de lo precedente, adoptaremos la siguiente convencién
de terminologia: designaremos por grupo a un grupo aditivo o multi-
plicativo indistintamente. Los grupos aditivos o multiplicativos que
son conmutativos serdn llamados colectivamente grupos conmutativos.

Ejercicios

1. Si el conjunto G posee uno, dos, tres, cuatro o cinco elementos,
toda operacién demultiplicacibén en relacién con la cual ¢ sea un grupo



multiplicativo es conmutativa. Si G posee seis elementos, entonces G
se puede convertir en un grupo multiplicativo no conmutativo.

2. Formular y demostrar los anilogos para los grupos multipli-
cativos de los ejercicios 2 y 3 de la p4gina 51.

3. Un grupo multiplicativo donde todos los elementos x son <nvo-
lutorios, esto es x = X"}, es conmutativo.

§ 3, SUBGRUPOS

Dos grupos, como dos conjuntos, pueden compararse mediante la
relacién de inclusién. Con ciertas excepciones, cuando consideramos
dos grupos G y H (los cuales supondremos aditivos, por ejemplo) tales
que 7 es un subconjunto de G, ambas operaciones de adicibn actdan del
mismo modo, esto es, dados X, Yy € H, cuando calculamos X *+ } obte-
nemos el mismo resultado que si, considerando a X e y como elemen-
tos de G, hacemos el cdlculo usando la adicién de G. Esto es lo que
sucede (para citar uno entre muchos ejemplos) en el caso de los
grupos aditivos Z y Q, donde Z € Q. En cambio, en el ejemplo 4 de la
pégina 49, tenemos que Z/p < Z, pero el valor de la suma de dos
elementos X, y € Z/p depende de nuestra decisién de considerarlos ya
sea como elementos del grupo aditivo Z/p o del grupo aditivo Z.

Decimos que un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G
cuando H es un grupo en relacién con la operacién (de adicién o de
multiplicacién) de G aplicada a los elementos de #; o sea, en el caso
aditivo, cuando H es un grupo con la correspondencia (X, y) » x + V,
donde X%, Yy €Hy x+ Yy se calcula en G. Se procede en forma aniloga
para el caso multiplicativo, con (X, y) » xy. Tenemos, entonces:

Proposicién 1, Para que el subconjunto H del grupo aditivo ¢ sea
un subgrupo de G es necesario y suficiente que:

1. 0 €H,
2. x, yeH=>x+yc<H,
3. X€H= -x €4.

Demostracibén, Supongamos, en primer lugar, satisfechas las
condiciones 1, 2 y 3. Por 2 vemos que la correspondencia (x, y) » x+
+y, donde x, ¥ € Hy x+ Yy, se calcula en el sentido de G y actda de
H XH en H. Se satisface, pues, el axioma 1, pdgina 47. Ademdés x +
+y=y+ xpara cualesquiera X, y € A, pues las sumas se calculan en
el sentido de G y la ley conmutativa vale entre dos elementos cuales-
quiera de G. 'Luego, se satisface el axioma 2, p&gina 47. Idem para
el axioma 3, pigina 47. Por la condicibn 1 de la proposicién, tene-
mos que 0 € . Como x + 0 = x cualquiera que sea X € / (porque la
suma se calcula en (¢, donde esta igualdad es verdadera), vemos que
K tiene un elemento que cumple el papel de cero (a saber, el mismo
cero de (); esto es, el axioma 4, padgina 47, también se satisface.
Finalmente, si x € #, entonces -x € por la condicién3 del enunciado,
y como X + (-x) = 0, se concluye que todo elemento de H posee un
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simétrico en H (el cual, por cierto, es el propio simétrico de x en G).
Por consiguiente, se satisface el axioma 5, pdgina 48. Esto prueba
que H es un grupo aditivo.

Reciprocamente, supongamos que H sea un grupo aditivo con rela-
cién a la correspondencia (X, y) = x + Yy, donde x, Yy €Hy x+ | se
calcula en el sentido de G. Por el axioma 1, pagina 47, esta corres-
pondencia debe actuar de # X Hen H, o sea que si x, ¥ € §, debemos
tener x + y € H, lo que prueba la condicién 2 del enunciado. Ademds,
H, como cualquier grupo aditivo, posee un elemento cero, Represen-
temos ese elemento por 0' a fin de evitar g priori su confusién con el
0 de G. Entonces, ¥ + 0' = X para todo ¥ € . Haciendo x = 0', te-
nemos 0' + 0' = 0"y, como la suma se calcula en G, concluimos que
0' = 0 (proposicibén 1, punto 3, pdgina 49). Ahora bien, 0' €H. Luego,
0 € A, 1o que establece la condicién 1 del enunciado y, al mismo tiem-
PO, muestra que no hay distincién entre los ceros del grupo y del sub-
grupo. Finalmente, a todo x € H le corresponde un elemento de H, que
representaremos por (-x)' para no confundirlo a priori con el simé-
trico -x de x en(G y tal que x+ (-x)' =0', o0 sea, x+ (-x)' =0. Como
la suma en cuestién es calculada en G, concluimos, por la unicidad del
simétrico (pdg. 48). que (-xj' = -x. Ahora bien, (-x)' € H, lo que
prueba que -x € J, como lo requerfa la condicién 3 del enunciado,
ademds de mostrar que no hay razén para distinguir los simétricos
del grupo y del subgrupo. QED

Es evidente que G es un subgrupo de sf mismo y que el conjunto
constituido s6lo por el cero de (¢ es también un subgrupo de G. Asf{,
pues, G es el mayor subgrupo de sf mismo y {0} es el menor de los
subgrupos de G.

Ejemplo 1, Cada uno de los tres primeros grupos aditives Z, Q,
R y C es un subgrupo del siguiente. Paramencionar otro grupo aditivo
de ntmeros, recordemos que un ndmero complejo x se dice algebraico
cuando satisface, por lo menos, una ecuacibn algebraica:

XAt +a, = 0

donde a,,...,Q, son nimeros racionalesym= 1. Es claro que el nd-
mero 0 es algebraico, Si

P rox . +a, =0, P by 4. +b, =0
fueran dos ecuaciones algebraicas, con rafces x, Xa ..., X%, € I,
Yas - » » » Yn» respectivamente, entonces, los ndmeros X, +y;(L = 1,...,m;
J=1,...,n) son las raices de una ecuacién

P A2 AL e, = 0

y, como se demuestra en la teorfa elemental de las ecuaciones, los
coeficientes (¢) se expresan como polinomios en los coeficientes (g) y
(b): en particular, aquéllos serdn nimeros racionales si éstos lo fue-
ran. Luego, la suma de dos nlimeros complejos algebraicos es tam-
bién un nimero algebraico. Finalmente, es claro que el simétrico -x
de todo ntimero complejo algebraico es también un ndmero algebraico.



En resumen, el conjunto de los ndmeros complejos algebraicos es un
subgrupo del grupo aditivo C de los nimeros complejos.

Ejemplo 2. Consideremos el grupo aditivo F de las funciones rea-
les definidas en [g, b] (pdg. 46). Afirmamos que el conjunto C de
las funciones continuas en [a, b] es un subgrupo de F. En efecto, la
funcién idénticamente nula en [a, b] es continua. Como se sabe, la
suma J + ¢ de dos funciones continuas f, g € F también es continua.
Finalmente, para toda f € F continua, la funcién -f es también conti-
nua, lo que prueba nuestra asercién. Otro ejemplo de subgrupo de F
es dado por el conjunto de las funciones reales derivables en {a, b1].

Para probar gue un subconjunto es un subgrupo, a continuacién se
expone una forma mds breve que la indicada en la proposicién I.

Proposicién 2. Para que el subconjunto # del grupo aditivo G sea
un subgrupo de G, es necesario y suficiente que:

1. 0 ¢€H,
2., x, YyeH=x-y¢€H

Demostracién, Supongamos satisfechas las condiciones 1, 2 y 3
de la proposicién 1. Basta probar la condicién 2 de arriba. Ahora
bien, x y € H implican x, -y €4, donde x + (-y) €H, osea x- Yy €1,
como querfamos.

Reciprocamente, supongamos satisfechas las condiciones 1y 2 del
enunciado. Tenemos que establecer las condiciones 2 y 3 de la propo-
sicién 1. Si x € H, como por hip6tesis 0 € H, concluimos que 0-x €f,
o sea -x € §, como requiere 3. Ademds, si x, y € H, entonces, por
lo que acabamos de probar, ¥, -V €f, de donde x - (-¥) €H, oseax+
+y €4 QED

Hasta aquf hemos considerado la suma x + Y de apenas dos ele-
mentos de un grupo aditivo. Vamos ahora a extender la nocién de
suma a las partes de G, lo que no sélo permitird una reformulacifn
interesante de las proposiciones precedentes, sino que también en-
contrari su aplicacibn en el concepto de grupo cociente. Definiremos,
pues, la suma X + Y de dos subconjuntos X, ¥ ©G mediante

X+Y = (x+y;x€X yerl,

o sea, X + 7 es el conjunto de los elementos de G de la forma X + ¥,
donde x varfa en X e Yy recorre Y. Notemos que, en particular, uno de
los dos conjuntos X e ¥ podrfa reducirse a un punto: por ejemplo, si X
consistiera solamente del punto X, entonces x + [ serfa el conjunto de
los elementos de la forma x + y, donde y varia en Y. Andlogamente,
definiremos X - Y y -X mediante

X-V = {x-y; x€X yery, X o= {-x; x €Y.

Con estas nuevas notaciones, las proposiciones 1 y 2 que preceden se
convierten en:
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Proposicién 1. Para que el subconjunto ¥ del grupo aditivo G sea
un subgrupo de G es necesario y suficiente que:

1. 0¢€H,
2, H+HCH,
3. -HCHh.

Proposicién 2. Para que el subconjunto # del grupo aditivo ¢ sea
un subgrupo de G es necesario y suficiente que:

1. 0 €4,
2. H-HCH.

En el caso de los grupos multiplicativos, las proposiciones anflo-
gas a 1y 2 son las siguientes:

Proposicién 3, Para que el subconjunto ¥ del grupo multiplicativo
G sea un subgrupo de G es necesario y suficiente que:

1. e €H,
2, X YE€EH=xy€H,
60 3. x€H=x" €H.

Proposicién 4, Para que el subconjunto 7 del grupo multiplicativo
G sea un subgrupo de ¢ es necesario y suficiente que:

1. e €H,
2, X, yE€EH=xyt€H.

Obsérvese que en esta proposicién se puede sustituir la condicién
2 por:

2. x YEH=xy€H.

Es claro también que G es un subgrupo de s{ mismo y que el con-
junto que se reduce a la unidad de G es también un subgrupo de G. Un
subgrupo de un grupo conmutativo es también conmutativo.

Si se introducen las notaciones:
XY = {xy; x€X, yer}, 17t = {5 x¢€kX},

donde X, ¥ € G, las condiciones de la proposicién 3 pasan a ser for-
muladas asfi:

1. e €H,

2. HH CH,
3. Hlch



v las de la proposicién 4 se convierten en:

1. e €4,

2. BF'CH.

Ejemplo 3. El grupo multiplicativo Q* es un subgrupo de R* y de
C*. De modo anilogo, R* es un subgrupo de C* (pdgs. 51-52). Los

conjuntos Qf Vi R,:‘.b de los nimeros racionales > 0 y de los n@meros
reales > 0 son subgrupos de Q* y R*.

p

xo/.y

o.v/

Fig. 31

Ejemplo 4. Sea P un plano euclideano. Consideremos un punto fi-
jo 0 v el conjunto S, de los segmentos orientados de P con origen en 0,
Dado v € Sy, designemos con ¢, a la traslacién de U en P, o sea, la
aplicacién t,: P =~ P de P en sf mismo, que a cada punto x € P le asocia
el punto y € P definido por la condici6n de que el segmento orientado Xy
sea equipolente a v. Toda traslacién en P es una permutacién del pla-
no. El conjunto de las traslaciones en P esunsubgrupo delgrupo mul-
tiplicativo de las permutaciones de P (ejemplo 2, pdg. 52). De
hecho, la transformacién idéntica I: P = P es una traslacién en P, pues
I =%, donde 0 es el elemento cero de Sy (ejemplo 2, pag. 46). Ade-
més, se verifica fdcilmente que

Lot Ty = Tytyrs

lo que prueba que el producto de dos traslaciones es también una
traslacién. Finalmente, el inverso de una traslacién es una trasla -
cibn, pues

(tv)_l = toy.

Por ello, el conjunto de las traslaciones en P constituye el grupo de
las traslaciones en P, el cual es evidentemente conmutativo. Conviene
destacar que este grupo no depende de la eleccibén del punto 0.

Ejemplo 5. Consideremos un plano euclideano Py un punto 0 de P.
Para todo 4ngulo @, indiquemos la rotacién alrededor de 0 en un dngulo
@ POr T'o,q ©, simplemente, por rq cuando 0 esté sobrentendido. Cada
una de tales rotaciones es una permutacién de P. Si se mantiene 0 fijo
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y se hace variar g, el conjunto de las rotaciones alrededor de 0 cons-
tituye un subconjunto del grupo de las permutaciones de P. Esto se
sigue de las relaciones siguientes:

I = ro TatTa = Tatg's (r‘a)"l = Tats
donde I: P - P es la transformacién idéntica.

Igualmente, si para todo punto 0 del plano y todo nimero realk # 0,
se indicara con hg,, (0, simplemente, ) la homotecia de centro 0y
razén %, vemos que cada una de tales homotecias es una permutacién
de P y que el conjunto de las homotecias relativas a un mismo punto 0
constituye un subgrupo del grupo de las permutaciones de P, pues

T = Ml = B, ()T = hy,

Los grupos de las rotaciones y de las homotecias de centro comdn
en un plano son obviamente conmutativos.

Ejemplo 6. Consideremos un plano euclideano P y un punto fijo 0
de P. En geometria elemental, se dice que dos figuras son semejantes
cuando es posible pasar de una a otra por medio de una rotacién alre-
dedor de 0, seguida de una homotecia de raz6n no nula y centro 0 y de
una traslacién. La semejanza de dos figuras no depende de la eleccién
del punto 0. Fijemos, pues, nuestra atencién en las transformaciones
del plano P en s mismo, que pueden obtenerse por medio de una rota-
cién alrededor de 0, seguida de una homotecia de razén no nula v cen-
tro 0 y de una traslacién. A una tal transformacién de P se le da el
nombre de semejanza en P:

semejanza = traslacién s homotecia * rotacién.
Una semejanza es una permutacién de P, pues es el producto de tres
permutaciones de P (proposicién 4, pig. 22). ;Por qué efectuamos
primero una rotacién, después una homotecia y al final una traslacién?
En realidad el orden no tiene mayor importancia. En efecto, es claro

h(x) th(x) r(x) tr(x)

h —1(V) v

Fig. 32 Fig. 33

que una rotacién y una homotecia con el mismo centro siempre con-
mutan, de modo que el orden entre rotaciones y homotecias no tiene



ninguna importancia. Por otro lado, es ficil verificar con ejemplos
que una traslacién no necesariamente conmuta con una homotecia.
Esta dificultad, empero, puede ser eludida del siguiente modo. Sit
es una traslacibén y h es una homotecia, entonces h™'th es una trasla-
cién. En efecto, llamando v al segmento orientado de origen 0 que
define 2 ¢ vy % a la raz6n no nula de la homotecia de centro 0, entonces
h™*th es la traslacién definida por el segmento h™}(v), obtenido some-
tiendo a ¥ a una homotecia de centro 0 y razén 1/%, como se verifica
ficilmente (Fig. 32). Andlogamente, si r es una rotacibn, entonces
rtr es una traslacibn, a saber: la traslacién definida por el seg-
mento r}(), obtenido sometiendo v a una rotacién de -a alrededor del
centro 0 de r, donde a es el dngulo que define a r (Fig. 33). Visto lo
anterior, supongamos ahora que s = tAr es una semajanza, donde ¢ es
una traslacién y % y r una homotecia de razén no nula y una rotacién,
ambas de centro 0, Escribiendo ¢' = h™'th, se obtiene una nueva tras-
lacién y, entonces, tenemos ht' = th, con 8 = ht'r, lo que prueba que
es posible permutar la traslacién con la homotecia, siempre que se
sustituya la traslacién dada con una nueva traslacién. Con un racio-
cinio perfectamente similar, es posible permutar la traslacifén con la
rotacién. Por tanto, una semejanza puede considerarse como un pro-
ducto de los tres tipos de transformaciones consideradas, tomadas en
algdn orden a nuestra eleccién. Afirmamos ahora que el conjunto S de
las semejanzas es un subgrupo del de las permutaciones de P. En
efecto, la transformacién idéntica I: P » P es una semejanza, pues [ =
=T+ I+ T el es tanto una traslacién (de segmento nulo), como una
homotecia (de razén uno) o una rotacién (de 4ngulo nulo). Adem4s, si
g =thrys' =t'h'r sondos semejanzas (donde la notacién obvia cual-
quier comentario), tendremos

s's™ = t'rrTRTT = (T (r T

pues la homotecia h™' conmuta con las rotaciones r"*y r'. Como r'r™
es una rotacién y ¢t~ una traslacién, existe una traslacién %, tal que

(rrieTt o= (),

donde

~1

s's t Rt .
De la misma forma, existe una traslacién tj tal que
(WA Nty = ta(W'RTY),

de donde se sigue

ste™ (tita) (MR (rir )

y, por tanto, s's™ es una semejanza. En virtud de la proposicién 4,
pigina 60, se concluye que el conjunto de las semejanzas es un sub-
grupo del grupo de las permutaciones de P. El grupo de las semejan-
zas €s un ejemplo importante, tomado de la geometria elemental, de
un grupo no conmutativo, Como se dijo ya, la eleccién del punto 0 no
influye en la naturaleza del grupo de las semejanzas. Este contiene,
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ademds, los grupos de las traslaciones, de las rotaciones alrededor
de un punto y de las homotecias de razén no nula relativas a un punto,
como sus subgrupos, puest =t s I oI, h=T shs Iyr=J¢«Ier,

De un modo general, se da el nombre de grupo de transformaciones
de un conjunto F a todo subgrupo del grupo de permutaciones de E.
Los ejemplos 4, 5y 6 constituyen, pues, grupos de transformaciones
de un plano. La geometria ofrece un gran nGmero de ejemplos impor-
tantes de grupos de transformaciones: el grupo de las afinidades, el
grupo de las homograffas, el grupo de las transformaciones confor-
mes, etc.

Ejemplo 7. EIl conjunto T de los ndmeros complejos de mdédulo
unidad es un subgrupo del grupo multiplicativo C* de los nimeros
complejos nc nulos (ejemplo 1, pdg. 51). En efecto lll =1;vy, si
luf =1y |v] =1, entonces Juv| = |u] . o] = 1.

Del mismo modo, el conjunto de las rafces p-ésimas de la unidad
es un subgrupo de C* y también de T. En efecto, 1> = 1;y siuf = ° =
= 1, entonces (Uv™H)? = uP(v*)™t = 1,

Finalmente, el conjunto de las raices complejas de la unidad (de
orden no especificado) es un subgrupo de C* y también de T. En efec-
to, 1*=1y, siu? =1, vi=1, entonces (WU} = ()% (DY)P = 1,

Antes de concluir esta seccién, conviene mencionar que un grupo
no puede considerarse completamente conocido hasta que no se haya
encontrado un modo de describir todos sus subgrupos, lo que no es
f4cil, aun en los casos corrientes. Entre los grupos cuyos subgrupos
pueden describirse explicitamente de modo simple figura el grupo
aditivo de los enteros Z.

Proposicién 5. Dado un entero natural p, el conjunto {np; n€ Z}de
sus miltiplos enteros constituye un subgrupo del grupo aditivo Z. Re-
ciprocamente, a todo subgrupo H de Z le correspondeuno, y s6lo un,
entero natural p, tal que Hes el conjunto de los mdltiplos enteros de p.

Demostracién, Dado el entero natural p, sea H = {np;n € Z} el
conjunto de los mdltiplos enteros de p. Es claroque 0 € H, pues0 =
=0p. Six, y€H estoes, six=mpyy=np(m n&z2), entonces X -
-y=(m-np, luego x - y €, lo que prueba que ¥ ¢s un subgrupo de
Z (proposici6n 2, pdg. 60).

Reciprocamente, sea F un subgrupo cualquiera de Z. Si H se re-
dujera al ndmero 0, basta con tomar p =0, y es claro, entonces, que
H es el conjunto de los mdiltiplos de p (y que no hay otra eleccién posi-
ble). Supongamos ahora que H contiene otros ndimeros ademiés de
cero. Entonces H contiene al menos un elemento mayor que cero: en
efecto, de la hip6tesis sobre H se sigue que A contiene al menos un
elemento x distinto de cero. Ox > 0 o bien x <0, en cuyo caso -x> 0,
lo que también prueba nuestra asercién, puesto que H es un subgrupo
de Z vy x € H implica que -x € #. Una de las propiedades fundamenta-
les del conjunto de los enteros naturales es, como se sabe, la de que
toda coleccibén no vacfa de enteros naturales contiene un elemento



menor que los demé&s en esa coleccién, Aplicando esta observacién al
conjunto de los elementos de Fque son > 0, designemos por p el menor
entero > 0 en A. Por definicién, p > 0. Como p € Hy H es un subgru-
pode Z, vemos que 2p =p+p €H, 3p=p +2p €, etc. Ademds, p €H
implica que -p € A. Luego, (-2)p = (-p) + (-p) €H, (-3)p = (-p) + (-2p) €
€H, etc. En resumen, np € H para cualquier n € Z. Ademds, todo
elemento x € H es un mualtiplo de p. Para comprobarlo, dividamos x
entre p. Tendremos que X = gp + 1, donde ¢ y r son el cociente y el
residuo. De ahf que r = x -gp pertenezca a 4, dado que x, gp €4.
Ahora, 0 < r <p, pues r es el residuo de una divisi6én entre p. Esto,
unido a r € H y a la definicibén de p, exige r = 0, donde x = ¢gp, como
querfamos. Luego, H es el conjunto de los miltiplos de p.

Supongamos ahora que py p' sean dos enteros naturales tales que
H sea tanto el conjunto de los mdltiplos de p como el conjunto de los
miltiplos de p'. Como p es miiltiplo de s mismo, vemos que p €X vy,
por tanto, p es mdltiplo de p'. Igualmente, p' es mdltiplo de p. Con-
clusién: p =p'. QED

El entero natural p que determina (y es determinado) por todo sub-
grupo H de Z, de acuerdo con la proposicién anterior, se denomina
generador natural de H.

Ejercicios

1. Sean ¢, H e I tres grupos talesque I CH C(G. SiI es un sub-
grupo de G y H es un subgrupo de G, entonces I es un subgrupo de A.

2. En las proposiciones 1 y 2, §3, se puede sustituir la condicién
de que 0 € # por la condicibén de que H no sea vacio. También se puede
sustituir la condicibn ¥ + # C Hpor H+H=H, -H<Hpor -H=HyH-
-HFCHpor H~H=H Lomismo para las proposiciones 3 y 4.

3, Sea G un grupo aditivo. Si d, V,... ©G, mostrar que
1. X+Y=Y+4%,
2. X+ (Y +2)=(X+1)+2,
3. XX, Yl =X X+Y X +7.

Andlogamente para el caso multiplicativo (limitando 1. al caso conmu-
tativo).

4, El conjunto &(G) de las partes de G no es un grupo con relacién
a la operacién (de adicién o multiplicacién) extendida a las partes.

5. La interseccién de un nimero finito de subgrupos deZ diferen-
tes de 0 es también diferente de O,

6. Dado el entero p = 2, si n = 1 fuera un divisor de p (digamos,
D =qn), entonces el conjunto constituide por 0, n, 2n,...,(q - I)nes
un subgrupo del grupo aditivo Z/p y, de esta forma, se establece una
correspondencia biunivoca entre los divisores n = 1 de p y los subgru-
pos del grupo aditivo Z/p diferentes de 0.
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7. Consideremos un plano euclideano P y un punto 0 de P. Toda
semejanza S en P puede ser escrita de un modo Gnico como un produc-
to & = thr de una traslacién ¢ por una homotecia h de centro 0 y razén
> 0, y una rotacién r alrededor de 0. Idem para las descomposiciones
en otros 6rdenes, como 8 = htr, etc.

8. Sea A un conjunto no vacio de enteros = 1 con la propiedad si-
guiente: m, n €4 implica mn € A (un ejemplo usual se obtiene conside-
rando un entero p y tomando el conjunto A formado por 1, p, p?
pa,. ..). El conjunto de los nGmeros racionales de la forma m/n,
dondem € Z y n €A, es un subgrupo del grupo aditivo Q.

9. Sea A un conjunto de enteros= lcon las siguientes propiedades:
1) 1 € 4, 2) sim, n €A, entonces m.c.m. (m n) € A (donde m. c. m.
denota el minimo comin midltiplo); 3) si m = 1 divide a n € 4, entonces
m € A. Entonces el conjunto de los ndmeros complejos z, tales que
z" = 1 para al menos unm € 4 es un subgrupo del grupo multiplicativo
de las rafces complejas de la unidad. Reciprocamente, todo subgrupo
de este grupo corresponde a un conjunto 4, y sélo a uno, del tipo indi-
cado.

§ 4, HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Cuando se estudian los conjuntos, las transformaciones que se
consideran entre los varios conjuntos no estin sujetas a restricciones.
Cuando, empero, los dominios y contradominios de las funciones son
conjuntos en los cuales estidn dadas ciertas operaciones algebraicas,
pueden destacarse de entre esas funciones a aquellas que respetan
esas operaciones. Asi, somos llevados a la nocién de homomorfismo
--o isomorfismo, en el caso de la biunivocidad-- que se definirj entre
grupos y, mas adelante, se repetiri entre otros sistemas algebraicos.

Sean G y H dos grupos, inicialmente supuestos aditivos. Un homo-
morfismo de G en H es una funcién f: ¢ = H, definida en ¢ y con valores
en H, tal que

Jlx+y = F(x)+7(y), (6 y&€a),

0, como es costumbre decir, tal que la transformacién de la suma sea

- Pt aar] a oo bunrmafawuiman ~iAamaa T atn ~mindlad R mite dafimas o 1aa
la suma de las transformaciones. L ra CONQidion, Jue daelliie a 10sS

homomorfismos, se denomina propiedad aditiva. Notemos que

J(0) = 0. Jf(-x) = -F(x)

para todo homomorfismo f. En efecto, escribiendo x=0e )y =0 enla
ecuacibn f(x + ) =S (x) +/(y), tenemos f(0) =7(0) +/(0), donde f(0) =
=0, por la proposicién 1, pigina 49. Ademi4s, JF(x) +J(-x) =S [x +
+ (-x)] = f(0) = 0, lo que prueba f(-x) = -f(x) (pdg. 48). Notemos
también que

J(x -y = JF(x)- L),
pues S (x - y) =Flx+ (-] =70 +1(-p) =F(x) + [-F(W] =7(x) - F ().



Por definicién, un <isomorfismo de G en H es todo homomorfismo
inyectivo de ¢ en H. Por analogia con la terminologia adoptada en el
caso de conjuntos (pdg. 16), cuando el isomorfismo f:G - H fuera
sobre, diremos que f es un isomorfismo entre G ¥y H o de ¢ sobre H.
La existencia de al menos un isomorfismo f: G- H entre G yH significa
que, desde el punto de vista algebraico, los grupos G y # se comportan
del mismo modo. Los dos grupos (¢ y H se dicen tsomorfos cuando
existe al menos un isomorfismo de (¢ sobre #. Se acostumbra decir,
entonces, que G y H son iguales salvo por isomorfismos.

De una manera m&s general, se dice que el grupo F es una imagen
homomorfa de G cuando existe al menos un homomorfismo de( sobre

H.

Nétese que, dados Gy H, la funcién 0:G - H (pag. 13), que a ca-
da elemento de G asocia siempre el cero de H, es un homomorfismo
llamado homomorfismo cero de G en A.

Ejemplo 1, Consideremos el grupo aditivo R de los nimeros rea-
les. Dado a €R, la funcién de R en R definida mediante x » a¢x es un
homomorfismo de R en R, pues f(Xx + y) =a(x +y) =ax+ay =J(x) +
+f(y). Sia = 0, es claro que f es el homomorfismo 0. Sia # 0, en-
tonces f es un isomorfismo de R sobre si mismo. Ademd&s, hay un
teorema cldsico de Cauchy, que afirma que toda funcidn f: R = R con-
tinua, tal que f(x+ y) = J(x) +f(y) para cualesquiera X, i €R, es de
la forma f(x) =ax. En otros términos, todo homomorfismo continuo
de R en s mismeo es del tipo x ~ ax.

Ejemplo 2, En el grupo aditivo C de los n@meros complejos, la
correspondencia 2 = Z que a cada 2z asocia su conjugado Z es un iso-
morfismo de C sobre s mismo. En efecto, como es sabido,

zFwW = Z+W, (z, w€C)

lo que prueba que la funcién z = ¥ e¢s un homomorfismo. Como ¥ = 2z,
es f4cil concluir que z + T es una permutacién (ademds, involutoria)

de C. Luego, z » Z es un isomorfismo de C sobre sf mismo.

Ejemplo 3, Consideremos el conjunto ¢ de las funciones reales
continuas en el intervalo cerrado acotado [a, b]. Recordemos (ej. 2,
pig. 59) que C es un subgrupo del grupo aditivo F de las funciones
reales en [a, b]. Por tanto, C es un grupo aditivo con relacibn a la
adicibn usual de funciones reales. La correspondencia de ¢ en R dada
por
b

J(x)dx

a

r

que a cada f € C le asocia su integral en {a, D], es un homomorfismo
de C en R, pues

" +amlax = j:ﬂx) dx + jb g(x) dx;

a a

este homomorfismo no es un isomorfismo.
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Ejemplo 4, Como se advirti6 ya (pdg. 59), el conjunto D de las
funciones reales derivables en [a, b] constituye un subgrupo del grupo
aditivo F de las funciones reales en [a, b»). En consecuencia, D es un
grupo aditivo con la suma usual de funciones reales. La correspon-
dencia de D en F, dada por

J ~df/dx

que a cada f €D le asocia su derivada, es un homomorfismo de D en F,

pues
—Ld +g) = —dj, + d_g
dx dx ax

Este homomorfismo no es un isomorfismo.

Ejemplo 5, Consideremos los grupos aditivosZ y Z/p, el primero
respecto a la adicién usual y el segundo respecto a la adicién mddulo
D, para un p = 1 dado. La funciénr:2Z - Z/p que a cada x € Z le aso-
cia el residuo de dividir x entre p, es un homomorfismo, esto es,

P

rix+y) = r(x)+ry), (x yecz).

En efecto, dividiendo X e y entre p, tendremos
X = gp+m y = ¢q'p+n,
donde ¢ y ¢' son los cocientes y m y m' los residuos. Entonces, r(x) =
=my r(y) =m'. Para calcular m i m', se divide m + m' entre p, lo que
da
m+m = q"p + mn,
donde ¢" es el cociente y m" es el residuo. De ahi, m" =m-ip- m'. Ahora,
Xx+y = (@+gip*t(m+m) = (g+g'+g")pt+m"

y, en virtud de la definicién de residuo de una divisién, se concluye
que

g P
rix+y)=mn" = m+m' = rx) *+ry),
como se deseaba.
Los ejemplos dados arriba ilustran la variedad de casos en mate-
mdética elemental en los que aparece la nocién de homomorfismo, El
dltimo es el Gnico que no se acostumbra a presentar como posible

candidato a ejemplo de homomorfismo.

En el caso de grupos multiplicativos G y A, un  homomorfismo es
una funcién f: G = H, que posee la siguiente propiedad multiplicativa

Jixy) = F(x) F(y), (x y€G).



Notemos que, entonces
fle) = e, Fxh = Ueal™

La demostracién es aniloga a la del caso aditivoy, por tanto, serd
omitida. La funcién que a todo elemento de ¢ le asocia la unidad de 7
esun homomorfismo que por eso se denomina homomorfismo unidad.

Ademds de los casos en que tanto G como H son grupos aditivos o
multiplicativos, podemos considerar dos casos mixtos: el de G aditivo
v H multiplicativo y el de G multiplicativo y # aditivo. En el primer
caso, un homomorfismo f: ¢ = F es una funci6n tal que

Jlx+y = Ff () (x, y €G);

v, en el segundo, una funcién f: G -~ ¥ para la cual

Flxy) = F(x) + 1), (%, y €G).

En cualquier caso, se define un isomorfismo de G en ¥ como un
homomorfismo biunivoco de G en H. A todo isomorfismo de G sobre 7
se le da el nombre de isomorfismo entre G y . Cuando existe al me-
nos un isomorfismo de G sobre H, estos dos grupos se dicen <somorfos
o iguales salvo por isomorfismos. De una manera general, se dice
que H es una imagen homomorfa de G si existe, al menos, un homo-
morfismo de G sobre A.

Es claro que
F0) = e, f(-x) = f(®Tofe) = 0, f(x) = -f(x)

conforme al caso considerado. También se emplean las denominacio-
nes de homomorfismo cero o unidad, segin sea H aditivo o multiplica-
tivo.

Ejemplo 6. Consideremos un plano euclideanc Py un punto ¢ de P.
A cada ndmero real ¥ # 0, asociemos una homotecia h, de P de centro
0 y raz6én k. Sabemos que

P! = P!

--0 h{kk") = h{k)h(Kk'), sihubiésemos empleado la notacién W(K) en vez
de h,-- o sea, la correspondenciak =~ h, es un homomorfismo del gru-
po multiplicativo C* (pdg. 52) en el grupo multiplicativo de las homo-
tecias de centro O (pig. 62). Es claro que esta correspondencia es
también un isomorfismo entre los dos grupos,

Ejemplo 7. Indiquemos con RY el grupo multiplicativo de los nd-
meros reales > 0 (pdg. 61) y sea a € R un némero real fijo. La
funcién f: R{¥ - R¥ dada por x » ¥* es un isomorfismo de R¥ sobre sf
mismo, pues f(xy) = (xp)* = ¥*1* =f(x)f(y). Cuando a =0, f es el ho-
momorfismo unidad. Si a # 0, entonces f es un isomorfismo de Rf
sobre s mismo.
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Ejemplo 8, La correspondencia z = Z, que a todo nimero com-
plejo z # 0 le asocia su conjugado, es un homomorfismo del grupo
multiplicativo C* (pdg. 52) sobre s{ mismo. Es lo que traduce la
propiedad conocida.

W = ZWw (z, w&CH).

Luego, de Z = z resulta que z ~ Z es un isomorfismo de C* sobre s{
mismo.

Ejemplo 9, La correspondencia x ~ lxl que a todo néimero real
x # 0 le asocia su valor absoluto, es un homomorfismo del grupo mul-
tiplicativo R* en el grupo multiplicativo R, puesto que

Ly} =l « Tyl (x, ¥ €R¥).
Anilogamente, la correspondencia de z + |z| que a todo nimero com-
plejo z le asocia su médulo es un homomorfismo del grupo multiplica-
tivo C* en el grupo multiplicativo R¥, pues

lzw| = |z| -+ |w (z, w €CH).

Ambos actdan sobre C+, pero no son isomorfismos,

Ejemplo 10, Consideremos el grupo multiplicativo S de las seme-
janzas en un plano P (pags. 61-63). Dada la semejanza s €5, escri-
bamos ¢ = thr, donde ¢ es una traslacibn, » es una homotecia de razén
%¥# 0 y r es una rotacién, Representemos con d{x, y) la distancia de
dos puntos X, y € P. Es claro que una traslacién y una rotacién no
alteran las distancias, esto es

dle(x), t(y] = dx, yydlrx, ry] = dix, ¥, (x y€P.

Por otro lado, toda homotecia altera las distancias en una razén cons-
tante > 0, pues

ath(x), vyl = x|« dx v, (x, y €P).

De ahi resulta

i}

althry(x), (hr) ] = drir)}, Rire)ll (xl « dlrx), ryl=

I} » d(x v)

"

Yy, por tanto,

ale{trryxl, titrin}] =

al(tar)(x), @Ehr)(y)]

alr e, rwl=k| «dix v,

O sea,

dls(x), s(y)) ||« dx, ), (x, y €P),



lo que muestra que toda semejanza altera las distancias en una razén
constante > 0. Esta razén constante, que obviamente estd perfecta-
mente determinada por s, se denomina razén de la semejanza s y se
representa por lsl, y estd caracterizada por la igualdad

dls(x), s(y)] = |s| » dx v, (x, y €P).

La correspondencia 8 = |s|, que a cada semejanza asocia su ra-
z6n, es una funcién de S en R+ y, mé&s que eso, es un homomorfismo.
En efecto

dl(ss")(x), (ss"(y)] = dls{s' (0}, s{s'(}) = |sf -

« dls'(x), '] = |s| -« || dix, ¥

lo que prueba que |ss'| = lsl s st (s, 8 €9).

Ejemplo 11. La funcién f: R -Rf dada por x » o* (donde @ es un
n@imero real > 0, pero # 1) es un isomorfismo del grupo aditivo R so-
bre el grupo multiplicativo R¥, pues f(x + y) = a7 = a*a? = (X)f(y) ¥
7 es biunivoca de R sobre R¥. La correspondencia inversa ¢g: Rf =R,
dada por x » log,X, es un isomorfismo del grupo multiplicativo R so-
bre el grupo aditivoR, pues g(xy) = log,(xy) = log,x + log,y = g(x) + g(y)
y ¢ es biunivoca de RY sobre R. El grupo aditivo R y el grupo multi-
plicativo R¥ son, pues, isomorfos.

Ejemplo 12, La correspondencia z + a* (donde g > 0 es un ndmero
real fijo) es un isomorfismo del grupo aditivo C sobre el grupo multi-
plicativo C*. Andlogamente, la correspondencia x + a'* es un homo-
morfismo del grupo aditivoR sobre el grupo multiplicativo T (pdg. 64).
Por Gltimo, la correspondencia x @®™* o5 un homomorfismo del gru-
po aditivo Q sobre el grupo multiplicativo de las ralces complejas de

la unidad (pdg. 64).

Ejemplo 13, I.a correspondencia a - r, que asocia a todo nimero
real la rotacién r, alrededor del punto fijo 0 es un homomorfismo del
grupo aditivo R sobre el grupo multiplicativo de las rotaciones alrede-
dor de O (p4dgs. 61-62).

A todo homomorfismo f: G ~ G de un grupo G en s{ mismo, se le
denomina endomorfismo de G. Lldmase automorfismo de G a todo iso-
morfismo de G sobre sf mismo. Los casos 1 (pag. 67) y 7 (pdg. 69)
antes vistos constituyen ejemplos de endomorfismos y de automorfis-
mos, sia # 0.

Obsérvese que la transformacién idéntica I:G = G es siempre un
automorfismo del grupo ¢. En todo grupo aditivo G, la corresponden-
cia x » -x es un automorfismo de G, pues -(x+ y) = (-x) + (-y) y esta
correspondencia es biunifvoca de G sobre si mismo. Lo mismo puede
decirse de la correspondencia x + X en el caso de un grupo multipli-
cativo conmutativo ¢. En la ausencia de conmutatividad, f: x - x no
es un homomorfismo de G en sf mismo, pues la igualdad que f satis-
face es F(xy) =S (y)f(x) y no f(xy) = (x)f(y). De ahf la siguiente defi-
nicién: Dados dos grupos multiplicatives ¢ y #, lldmase antihomo-
morfismo de G en H a toda funcién f: G - H tal que
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J(xy) = Fyf(x) (%, y €G).

Las nociones de antiisomorfismo, antiendomorfismo y antiauto-
morfismo se definen de manera similar. Asi, pues, Xx X es un
antiautomorfismo de todo grupo multiplicativo.

Proposicién 1, Sif: 3@ ~Hy g: H - I son homomorfismos entre los
grupos ¢, K e I, entonces gf: G = I es también un homomorfismo.

Demostracidén, Para fijar la notacién, supongamos que G, H e I
son aditivos. Entonces

@rHx+y) = glif(x+ 1y} = glf (%) +7(»]} glif ()} +gif(n} =

(@7 )(x) + (g Wy)
para X, Y € G, como se querfa.

Proposicién 2. Si f: G = H es un isomorfismo del grupo G sobre el
grupo A, entonces f}: ¥ = (G es un isomorfismo de ¥ sobre G.

Demostracién. Se sabe ya (p4dg. 16) que /™ es biunivoca de § so-
bre G. Resta probar que f~* es un homomorfismo. Para fijar las ideas
vamos a suponer que G y H son aditivos. Dados u, v € A, escribamos
x=r"Yu), y =7"*v). Entonces,

Slx+y = flx)+f(y) = uv+y,

lo que prueba que f™u + v) =x+y o sea, FHu + v) =L Hu) + V),
como se querla. QED

Ejercicios

1., Todo subgrupo diferente de 0 del grupo aditivo Z es isomorfo a

2. Para que un homomorfismo f: G = H, en el caso de grupos adi-
tivos, seaun isomorfismo, es necesario y suficiente que S (Xx)=0=x= 0.
De igual modo para el caso multiplicativo.

3. Todo endomorfismo del grupo aditivo Z es de la forma x ~ a.c,
donde @ € Z. En particular, todo endomorfismo diferente del endo-
morfismo 0 de Z es biunivoco. Z tiene apenas dos automorfismos, a
saber: X P Xy X P -X.

4, Todo endomorfismo del grupo aditivo Q es de la forma x +~ ax,
donde ¢ € Q. En particular, todo endomorfismo diferente del endo-
morfismo 0 de Q es un automorfismo,

5. La correspondencia dada por

x +~ exp(2nix/p)

es un isomorfismo del grupo aditivo Z/p sobre el grupo multiplicativo
de las raices complejas p-ésimas de la unidad.



6. El grupo multiplicativo de las rafces complejas p-ésimas de la
unidad posee p endomorfismos, a saber: x » X*(n=0, 1,...,p-1). El
endomorfismo x = x* es un automorfismo si, y s6lo si, nes primo
relativo con p. En particular, si p es primo, y solamente en este ca-
so, todo endomorfismo diferente del endomorfismo unidad es un auto-
morfismo.

7. El conjunto de las funciones x maz+ b (a, b, z €C, a # 0) es
un subgrupo del grupo C! de las permutaciones de C. El grupo cons-
tituido por estas funciones es isomorfo al grupo de las semejanzas de
un plano euclideano.

8. Sea f: (G — H un homomorfismo del grupo G en el grupo #. Para
todo subgrupo X C@F, f(X) es un subgrupo de H. En particular, f(G) es
un subgrupc de §. Para todo subgrupo ¥ ©F, f™XY) es un subgrupo de
G. SiG es conmutativo, el grupo f(G) es también conmutativo.

9. El conjunto de los automorfismos de un grupo G es un subgrupo
del grupo (! de las permutaciones de G. Lo mismo puede decirse del
conjunto formado por los automorfismos y antiautomorfismos de G.

10. Sea G un grupo multiplicativo. Todo elemento ¢ € G determina
una permutacibn f,: G -~ & de G, a saber: la permutacién dada por
X = ax. Demostrar que la correspondencia que a cada g € G asocia
Jo €G! es un isomorfismo de ¢ en ¢! En particular, todo grupo mul-
tiplicativo es isomorfo a un grupo de transformaciones de un conjunto
(teorema de Cayley). La correspondencia que a cada a € le asocia
la permutacién x = x¢ del conjunto G es un antiisomorfismo de ¢ en G!

11. Sea G un grupo aditivoe. Consideremos también un conjunto ¥
y una correspondencia de H X # en # que, a todo par (X, V), asocia el
elemento x + y. Sif: (G » A es una funci6n tal que f{x + y) = f(x) + F(y),
entonces el conjunto f{G) constituird un grupo aditivo (aunque H no sea
un grupo aditivo} en relacién con la referida correspondencia. Idem
para los grupos multiplicativos.

§ 5, MULTIPLOS Y POTENCIAS

Consideremos un grupo aditivo ¢, Dado x € G, las expresiones x +
+ X, X+*Xx+x ... se representarin en forma abreviada por 2x,
3x,... . De este modo, queda definido un producto nx de cada entero
n=z 2 por cada elemento x €. Se acostumbra extender la definicién
del producto nx a los valores restantes del entero n del siguiente mo-
do. Para n =1y n=0, se define lx = xy 0x =0 (el 0 del segundo
miembro designa al 0 de §). Para n < 0, sedefine nx = -[(-n)x] y se
observa que (-72)X tiene sentido (porque n <0 = -n> 0, que es un caso
definido ya). Asociada, pues, a todo grupo aditivo G, se tiene una co-
rrespondencia (n, X) + nx definida de Z X G en G, que a cada entero n
y cada x de G asocia el mifltiplo entero nx € G de x.

Proposicién 1, La correspondencia (n x) ~ nxde Z XG en G po-
see las siguientes propiedades:

1. (m+ njx=mx+ nx,

2. mx + y) = mx + my,
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Demostracién. Sim= 2 y n =2, el punto 1 resulta inmediatamente
de la definicién de mdltiplo. Si se examinan por separado los casos
m=0, 1yn=0, 1, es f4cil concluir la validez de 1, param= 0y n = 0.
Supongamos ahora que m =2 0 y n < 0. Podemos tenerm+n=20om+n<
< 0. Para fijar ideas, supongamos m + n = 0. Entonces,

menx+(-nx = ((m+n)+(-nlx = mx,

donde (m + n)x = mx + nx, como queriamos. De forma semejante se
completa la demostracién de los casos restantes. La demostracién de
los puntos 2 y 3 se deja a cargo del lector. El punto 4 figura en la
propia definicién de mdltiplo. QED

M4s adelante, cuando se estudie el concepto de médulo sobre un
anillo, se ver4 que la proposicién anterior expresa que todo grupo adi-
tivo es un médulo sobre Z.

Otras propiedades, que se infieren ffcilmmente de las ya indicadas,
son las siguientes:

Ox = 0, m0O = 0, (-1)x = -x (m- nNx=mx - nx,

mx -y = mx-my, (-mx = m(-x) = -mx, (-m(-X) = mx.

La nocién pertinente al caso de un grupo multiplicativo G es la de
la potencia entera. Si x € G, las expresiones XX, XXX,... Se repre-
sentardn en forma abreviada por X, X%, ...,etc. La potencia x" pasa,
entonces, a tener sentido para cada entero nz 2 y cada elemento x €.
La definicién se completa para los demds valores de n, escribiendo
Xlt=xy x* =ey ¥=(x"" para n<0, donde el exponente -1 repre-
senta el inverso. De este modo queda introducida una corresponden-
cia {(n, x}) = X* de Z X G en G, que a cada enteronya cada x €G le
asocia la potencia entera X € G de x.

Proposicién 2. La correspondencia (n, x) » xX*de Z X G en G po-
see las siguientes propiedades:

Lo o = 5o

2. (xy)* = X"yY*, sies que xy = yx,

La demostracién es aniloga a la de la proposicién precedente y
serd omitida. Adviértase solamente que el punto 2incluye la condicién
de que los elementos x e J conmuten. En particular, el punto 2 es v4-
lido para cualquier par de elementos de un grupo conmutativo. Se deja
al lector la tarea de enunciar las propiedades de las potencias que son



anglogas a las arriba indicadas para los mdltiplos. Notemos que x*
podria tener dos sentidos: la potencia de exponente -1 y el inverso
multiplicativo. Ambas interpretaciones coinciden.

Las nociones de miultiplo o potencia entera dan lugar al concepto
de orden de un elemento de un grupo. Como en matemiética elemental
se acostumbra mencionar este concepto explicitamente s6lo en su ver-
sién multiplicativa, comenzaremos introduciéndolo en el caso de los
grupos multiplicativos.

Sea (, pues, un grupo multiplicativo. Dado un elemento x € G,
examinemos el conjunto H de los enteros n tales que X* = ¢, esto es, el
conjunto de los exponentes n de las potencias de x iguales a la uni-
dad. Afirmamos que este conjunto 7 de enteros es un subgrupo del
grupo aditivo Z. En efecto, ¥’ = ¢, estoes, 0 €. Ademds, six® =¢
y X = e, entonces 3 = x"® = ge = ¢, esto es, m, n€EHF=>m+n¢€ H
Finalmente, si ¥® = e, entonces ¥ = (@) =¢* = e, estoes, mEH=>
= -m € H, lo que completa la demostracién de nuestra asercién, Apli-
cando la proposicién 5, pdgina 64, vemos que existe un entero natural
p, determinado por la propiedad de que H coincide con el conjunto de
los midltiplos enteros de p. Dicho p recibe el nombre de orden de x.
Resumiendo, el orden p de x es el entero natural caracterizado por
las dos propiedades siguientes:

1. X =e vy, de un modo mds general, X" =¢, para cualquier mil-
tiplom € Z de p.

2. six"=e, m€Z, entonces m es un miltiplo de p.

Otra forma usual de enunciar estas dos propiedades es como sigue:
dos potencias ¥ y »* (m, n € Z) coinciden si, y sélo si, m = n (méd. p).
En efecto, ¥ = ¥ equivale a X = g, que, a su vez, equivale a que
m - n sea un mltiplo de p.

El elemento x se dice libre cuando su orden p es iguala 0. En
otros términos, si x® = ¢ exige que m = 0; o, también, si x* = »* sblo
cuandom = n, Cuando el orden p es mayor que cero, X se dice perid-
dico y, entonces, también se acosturmbra llamar a p el perfodo de x.
En este caso, p es el menor entero > 0 tal que X’ = ¢e. EIl elemento
unidad € es peribédico de perfodo 1 y es también el dnico elemento con
esa condicién,

Ejemplo 1, Consideremos el grupo multiplicativo C*. TUna rafz
compleja p-ésima de la unidad, donde p = 1 es un entero, es por defi-
nicién un z € C* tal que 2P = 1. En otros términos, el conjunto de las
rafces complejas de la unidad, de orden no especificado, es el conjunto
de los elementos peridédicos de C*. Como es sabido, en £lgebra ele-
mental se define una rafz primitiva p-ésima de la unidad como cual-
quier z € C* que satisface la ecuacién z? =1y, en el caso p =2, no
satisface ninguna de las ecuaciones z*=1(n=1,...,p-1). En otros
términos, una rafz primitiva p-ésima de la unidad es un elemento de
perfodo igual a p en el grupo multiplicativo C*,
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Ejemplo 2, Dado un plano euclideano Py un punto 0 € P, la sime-
trfa 8: P - P que a cada X € P le asocia su simétrico s(x) (con relacién
a 0), goza de la propiedad de que s{s(x)} = x para todo x € P, o sea
gss =1, donde I es la transformacién idéntica. De una manera mé&s
general, sea f: £ - F una permutacién de un conjunto Z, tal que ,]"2 =7
(esto es, ff =I). La condicién /2 =TI es equivalente a f~* =/, de mo-
do que f es simplemente una permutacién involutoria de £. Ahora,
72 =TI nos dice que / es un elemento periédico del grupo Z! de las per-
mutaciones de £ y que su perfodo p es un divisor de 2, estoesp =10
p=2. Elcaso p =1 se verifica s6lo cuando f = I. En otros términos,
las permutaciones involutorias de un conjunto £, distintas de la trans-
formacién idéntica, son los elementos de periodo 2 del grupo £! En
matemaiatica elemental existen varios ejemplos, como las simetrias,
de transformaciones de perfodo 2.

En el caso de un grupo aditivo(, la nocién de orden de un elemento
X €G es introducida de manera similar a partir de la ecuacién nx =10
(en sustitucién de x* =¢e). EL orden p es el entero natural caracteri-
zado por las dos propiedades siguientes:

1. px =0y, de un modo méds general, mx = 0 cualquiera que sea el
miltiplo m € Z de p.

2, simx=0, m€&€Z, entonces m es un mdltiplo de p.

Los demds comentarios que se hicieron en el caso multiplicativo
pueden ser repetidos aquf con las modificaciones pertinentes.

Ejemplo 3, Consideremos el grupo aditivoZ/p y, para fijar ideas,
tomemos p = 6. En este grupo, el elemento I es peribdico de perfodo
e

6 (=]
6, pues las sumas 1+ 1, 1+1+1,..., son todas diferentes de cero
siempre que el nGmero de sumandos sea menor que 6. El elemento 2

6 & 6
es de perfodo 3, puestoque 2 +2=4#0, 2+2 +2=0. De igual for-
ma, 3 tiene perfodo 2, 4 tiene perfodo 3 y 5 tiene perfodo 6.

Las nociones de mdltiplos y potencias dan lugar a una categorfa de
grupos extremadamente simple, a saber: los grupos ciclicos,

Dados un grupo aditivo ¢ y x € G, el conjunto H de los mdltiplos en-
teros nx, n € Z, de x constituye un subgrupo de 6. En efecto, 0 = 0x €
€Hy si mx y nx son dos elementos de H, entonces mx - nx = (m - n)x
serd también un elemento de . El grupo A tiene la propiedad de con-
sistir de los mdltiplos de un cierto elemento x. Un grupo aditivo se
dice efelico cuando contiene al menos un elemento Xx, cuyos varios
multiplos nx, n € Z constituyen todo el grupo. Este x recibe el nom-
bre de generador del grupo.

Las consideraciones precedentes se repiten trivialmente para los
grupos multiplicativos. Se dice que un grupo multiplicativo es efelico
si contiene, por lo menos, un generador, cuyas potencias forman todo
el grupo. Obsérvese que un grupo multiplicativo ciclico es, por fuer-
za, conmutativo. En efecto, si y = ¥y z= Xx* son dos elementos del
grupo (donde x es el generador considerado), entonces yz = x"x* =
= ™ = P = %" = zy, como querfamos.



Vamos a mostrar ahora que losgrupos ciclicos pueden clasificarse
completamente salvo por isomorfismos, Para fijar la notacién, con-
sideremos el caso de un grupo aditivo G con generador x. Llamemos
p al orden de x (pdg. 26). Hay que distinguir los casos siguientes:

1. p=0. Comencemos por recordar quem, n€Z, m# n, impli-
can mx # nx, esto es, que los mdultiplos de x son distintos dos a dos.
Luego, ¢ es infinito (o sea, contiene una infinidad de elementos).
Afirmamos, entonces, que G es isomorfo al grupo aditivo Z. En efec-
to, consideremos la correspondencia f de Z en G dada por x = nx.
Observemos que f es un homomorfismo, pues f(m + n) = (m+ n)x =
=7F(m) +7(n). Ademi4s, [ es inyectiva, pues m # n implica mx # nx, co-
mo ya notamos (o sea, f(m) # f(n)). Por dltimo, f actda sobre ¢, pues
dado y € G, la hipb6tesis de ser ¢ ciclico permite escribir y = nx, esto
es, ¥y = f(n). Esto completa la demostracibn de que f es un isomor-
fismo entre Z y G.

2. p>0. Para comenzar, advirtamos que G consiste de los ele-
mentos (distintos dos a dos) siguientes: 0, x, 2x,...,(p - 1)x. En
efecto, todo y € G es (por la hip6tesis de ser G ciclico) de la forma y =
=nx, n€Z., Dividiendo n entre p y llamando ¢ al cociente y r al re-
siduo, tendremos n=¢gp +r, de donde ¥y =nx = (@p + r)x = (@P)x + rx=
=g{px) + rx = g0 + rx = rx y basta observar que O <r<p - 1 para
concluir que y es uno de los elementos 0, X, 2X,...,{p - 1)x. Ademids,
estos elementos son distintos dos a dos, pues si tuviésemos 0 s m <
<n<p-1y mx =nx también tendrfamos (n - m)x = 0. Por la defini-
cibén de orden p de x, la diferencia (n - m) debiera ser unmdltiplo de p,
lo que es imposible, ya que 0 <n-m=<p - 1. De ahi resulta, en par-
ticular, que G es finito y formado por p elementos. Afirmamos, en-
tonces, que ¢ es isomorfo al grupo aditivo Z/p. De hecho, considere-
mos la correspondencia f de Z/p en G dada por n ~» nx. Esta f es un
homomorfismo. Para mostrarlo, tomemos m, n € Z/p, dividamos m +

14
+ nentre p y sean ¢ el cociente y r el residuo. Tenemosm+n=r,
m+n=gp +r, de donde M+ n)¥=(qpr+r)x =g(px) trx=rx o sea rx=

=mx + nx, es decir ' (m -i'; n) =f(m) +f(n), como querfamos. Ademis, [
es inyectiva, pues m, n € Z/p, m # n, implica mx # nx (pues los ele-
mentos 0, x, 2X,...,{P - 1)x son distintos dos a dos), o f(m) #S(n).
Finalmente, f act@a sobre ¢, pues, como ya dijimos, todo y €G es de
la forma y = nx, n € Z2/p, oy =J(n). Queda asf completa la demos-
tracién de que f es un isomorfismo entre Z/p y G.

Como estos dos casos son los Gnicos a considerar (salvo por la
cuestién de notacibén aditiva o multiplicativa), podemos resumir la
discusibén precedente del siguiente modo:

Proposicién 3. Todo grupo ciclico infinito es isomorfo al grupo
aditivo Z. Todo grupo ciclico finito con p = 1 elementos es isomorfo
al grupo aditivo Z/p.

Ejemplo 4. Consideremos el grupo multiplicativo de las raices
complejas p-ésimas de la unidad (pdg. 64). Se sabe, del §lgebra ele-
mental, que s6lo existen p raices p-ésimas de la unidad, a saber:

e2™¥ (n=0, 1, 2,...,p- 1)

1
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Si se escribe x = ezm/", vemos que los varios elementos de este grupo
son las potencias *(n=0,1, 2,...,p - 1)de x, lo que prueba que el
grupo es ciclico con p elementos y que X es uno de sus generadores.

Ejercicios

1. En todo grupo conmutativo, el conjunto de los elementos peri6-
dicos es un subgrupo. Mostrar, con un ejemplo, que lo mismo puede
ser verdad aun en la ausencia de conmutatividad.

2. Todo elemento de un grupo finito es peridédico.

3, Un grupo ciclico infinito s6lo admite dos generadores. Dos
grupos ciclicos infinitos siempre son isomorfos y entre ellos existen
s6lo dos isomorfismos posibles.

4. Un grupo ciclico finito con p =2 1 elementos, admite @(p) gene-
radores, donde ¢(p) indica el nGmero de términos de la secuencia 1,
2,...,D - 1que son primosconpsip=22vywol)=1/(precibe el nom-
bre de funcién de Euler). Dos grupos ciclicos finitos con p elementos
son siempre isomorfos y entre ellos existen @(p) isomorfismos posi-
bles.

5. El orden de todo elemento de un grupo cfclico finito ¢ divide al
ndmero de elementos del grupo.
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ANILLOS

La teorla de losanillos nacié del estudio de temas relacionados con
la divisibilidad entre enteros, del estudio paralelo de la divisibilidad
entre polinomiosy de la teorfa de cuerpos tales como la de los nGme-
ros racionales, reales, complejos, algebraicos, de los cuaterniones,
de las fracciones racionales, de las funciones algebraicas, etc. Al
principio, fueron los problemas de la teorla de nimeros y de la geome-
tria algebraica los que dieron lugar a los conceptos de anillo, cuerpo e
ideal., En su forma axiomdtica, tales nociones fueron concebidas por
Dedekind y otrosa fines del siglo pasado. Sus aplicaciones al andlisis,
que reflejan las tendencias recientes de algebrizacién de esta rama de
las matemdticas, datan apenas del segundo cuarto de nuestro siglo.

§ 1. ANILLOS CONMUTATIVOS

En muchos de los conjuntos sobre los que trata el d1gebra elemen-
tal es posible sumar y multiplicar dos elementos del conjunto. A tlftu-
lo de ejemplos sencillos, consideremos los casos siguientes:

Ejemplol, En el conjunto Z de los enteros tenemos dos operacio-
nes, una de adicién y otra de multiplicacibén, que a cada par ordenado
(¥, ¥) asccian, respectivamente, un elemento Xx + ¥ € Z llamado la su-
ma de X e Yy, y otro Xy € Z, que recibe el nombre de producto. Con
respecto a la suma, Z es un grupo aditivo (pdgs. 47-48). Asimismo,
la multiplicacién es conmutativa, asociativa y distributiva con respec-
to a la suma, esto es

xy = yx, xyz) = (xy)z, 2y +2z) = xy + xz.

Notemos gque Z no constituye un grupo multiplicative con respecto a la
multiplicacibén (gpor qué?). Andlogamente, cada uno de los conjuntos
Q, Ry C (pdg. 1) posee las propiedades que acaban de ser indicadas
para Z en relacién con las operaciones de suma y multiplicacién habi-
tuales. Resaltemos apenas una diferencia entre el caso de Z, por una
parte, y el de Q, R y C por la otra: el conjunto Q* de los némeros ra-
cionales diferentes de 0 constituye un grupo multiplicativo con respec-
to a la multiplicacién usual (pdg. 51), y lo mismo puede decirse de los
conjuntos R¥ y C* (pdg. 52). Sin embargo, el conjunto Z* de los ente-
ros no nulos, no es un grupo multiplicativo (;por qué?). Esta obser-
vacibn serd més tarde reforzadacon la distincibén entre anillos y cuer-
pos.

Ejemplo 2. Consideremos el conjunto F de las funciones reales de
variable real definidas en un intervalo [2, b»]. Ya hemos definido la
suma f + ¢ € F de dos funciones f, g € F (pdg. 46). Afiadamos ahora la
definicibn del producto fg € F como la funcibn tal que

19
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(fg)x) = fx)g(x)

para x € [a, D], o sea fg es la funcibn que en el punto ¥ toma el valor
f(x)g(x). Tenemos ahora dos operaciones en F, una de suma y otra de
multiplicacién. Sabemos ya (pdg. 47) que F es un grupo aditivo con
respecto a esta suma. Ademds, afirmamos que la multiplicacién en F
es conmutativa, asociativa y distributiva con respecto a la suma. En
efecto,

(fg)x) = flx)g(x), (gf)x) = g(x)fix),

de donde (fg)(®) = (gf)), para todo x € [a, b], o sea fg = gf. Ade-
méis,

fx)Lgen(x)l,

Lfgh))(x) Fe)lgh)(x)]

[ ee)ge)Inix),

Lifg)e)In(x)

Lifgmlee)

de donde [f(gh)lx) = [(fg)hl(x) para todo x € [a, bl, lo que significa
flgh) = (fg)h. Por Gltimo,

[fg+n)lx) = F@lg +r)x)] = flx)low) + hix)l,
(fg + fhR)e) = (fodx) + (fR)X) = f(x)gx) + f(x)h(x),

o sealf(g th)l(x) = (fg + fh)x), para todo X € fa, b], estoesf(g +h)=
=fg+ fh.

La analogia entre elconjunto# dotado de las operaciones de suma y
multiplicacién y los conjuntos Z, Q, R y C es patente.

Notemos que el hecho de que las funciones reales que constituyen F
estén definidas sélo en un intervalo cerrado [a, b], o definidas en la
recta R o hasta en un cierto conjunto £ arbitrario, no altera en nada la
esencia de este ejemplo.

Ejemplo 3, Designemos con R[x]alconjunto de los polinomios rea-
les de una variable real x (pdg. 2). SipP y ¢, dados por

P(X) = Qo + Ay + ... + QX" g(x) = Do+ Dix + ...+ byx?
fueran dos polinomios, definamos la suma de p y ¢ por
(0 +g)x) = (Go+bo)* (@ + D)kt (@ + Da)a” H ..,

o seap +¢ es el polinomio que se obtiene sumando los términos del
mismo grado en P (¥) y ¢ (¥). Definamos también el producto pg por

u+n

(g)(x) = Gobo + (@by + a1Do)x + (@obs + arBy + Agbo)x” + ... + Qy DX

o sea pg es el polinomio obtenido al multiplicar cada término de p(x) por
cada término de g(¥) y reducir términos semejantes. Como es sabido
por 4lgebra elemental, el conjunto R{x] posee, con respectoa la adi-
cién y a la multiplicacién, todas las propiedades de los ejemplos



precedentes. Por ejemplo, ademds de la expresibn para (P¢)(X) pre-
sentada antes, tenemos también que (QP)(x) = boto + (Do21 + D10o)x +
+ (PoGz + Dian *+ DGo)X” + ... + b8, ¥"", de donde (Pg)(¥)= (gP)(x) para
cualquier X real o sea que P¢ = ¢gp. Del mismo modo se prueban todas
las otras propiedades. Sin embargo, el modo més c6modo de verifi-
carlas consiste en reducirlas al ejemplo anterior. En efecto, no-
temos que por ser (P +g}X) = (Qo+ Do) + (a1 + b)x+ ..., se tiene
que (P + g} (x) = p(x) + ¢(x); en otros términos, la suma P + ¢ de dos po-
linomios es precisamente la que se obtiene pensando en? y ¢ como fun-
ciones de la variable real ¥ y procediendo como en el ejemplo 2. Lo
mismo para el producto, pues de (Pg {X) = aobo+ (@1Do + Gobr)x + ... re-
sulta que (Pg)}{x) =p(x)g(x). Ahora bien, como las leyes conmutativa,
asociativa, etc. son satisfechas entre funciones cualesquiera (ejemplo
2), ellas son en particular satisfechas entre polinomios. Un pequefio
comentario: uno de los motivos por los cuales es més cémodo verificar
las leyes conmutativa, asociativa, etc. para polinomios a partir de las
mismas leyes para las funciones es que la expresibén del Gltimo térmi-
noen (P +q)x)=(ao* bo)* (a1 *+b1)x+ ... depende del hecho de ser
m<n,m=n, obienm>n (donde M y  son los grados de P y ¢).

Lo que se acaba de indicarparaR[x] se repite sinmayores comen-
tarios para el conjunto de los polinomios complejos de una variable
compleja ¥, que se representard por Clx].

En aritmética elemental se estudian las propiedades de las opera-
ciones de adici6n y multiplicacién en Z y Q, en tanto que el estudio pa-
ralelo de R, C, R[x] y C[x] es objeto del 4dlgebra elemental. Por
ejemplo, en aritmética se estudian las cuestiones de divisibilidad y
maximo y minimo comf@n mdltiplos entre enteros, en tanto que en 41-
gebra se hace un estudio semejante para polinomios. Si se quiere sin-
tetizar estos varios aspectos comunes en una sola teoria es necesario
introducir los llamados anillos.

Un anillo conmutativo es un conjunto 4, donde est4n dadas dos ope-
raciones, una de adicién y la otra de multiplicacibn, que satisfacen las
condiciones siguientes:

1. En relacién con la adicibn, 4 es un grupo aditivo (son, pues,
satisfechas las condiciones 1, ..., 5 de las pdgs. 47-48).

P . DU, [N, DR B A I RV | - T
con valores en 14, que a cada paxr oraenadqao \A‘f, y) ae A ~ a4 le asocia un

elemento ¥y € A, llamado el producto de los factores X e Y.

2. La operaci6n de multiplicacibén es una funcién definida en 4 X 4,

3. La multiplicacifn es conmutativa, esto es:
Xy = yx (%, ¥y €A4).
4. La multiplicacibn es asociativa:

x(yz) = (xy)z (%, ¥, z €4).

5. La multiplicacibn es distributiva con respecto a la adicidn:

Xy tz) = xyt+txz (x, y, z€A).
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Los varios conjuntos Z, Q, R, C, F, R[x] y Clx], arriba mencio-
nados, proveen ejemplos sencillos de anillos conmutativos. Por con-
veniencia, se acostumbra también representar el producto en un anillo
por X * ¥, x XY, etc.

Cerraremos esta seccién mencionando un ejemplo de anillo finito,
esto es con un ndmero finito de elementos.

Ejemplo 4, Dado el entero p = 1, se sabe ya que el conjunto Z/p
constituido por los enteros 0, 1, ..., P - 1 constituye un grupo aditivo
con relacibén a la adicién médulo p (pdgs. 49-50). Vamos ahora a exten-
der la definicién de multiplicacién médulo P y constatar que Z/p se
vuelve, entonces, un anillo conmutativo, Si x, ¥ € Z/p, definamos su
producto médulo P como el residu.op de la divisi6n entre P del producto
usual X¥. Usaremos el sfmbolo X « y para designar este nuevo pro-
dupcto. Es claro que la multiplicacién médulo p es conmutativa, pues
X el elY X son los restos de la divisibn entre P de XY e YX, respec-
tivamente, y Xy = yXx. La ley asociativa

P P
.

xSs@yiz = (x¥iy iz

se verifica exactamente como en el caso de la adicién médulo P (pég.
50), pues los dos miembros precedentes son igualesalresiduo del pro-
ducto usual xyz dividido entre p. Verifiquemos la ley distributiva
P
X (y-ﬁz) = xfy+x fz

3
Para obtener ¥ + 2z, debemos dividir (¥ + z) entre P. Sean ¢ el cocien-
te y " el residuo, tenemos

ytz =T, y+z = pg+r.

P P
Ademds, para calcular X ¢ (¥ +2)=x f r, debemos dividir X7 entre p.
Llamando @' al cociente y 7' al residuo, tenemos

XxJ@W+z) =71, ar = pgAr,
En consecuencia,
Xx(y +z) = Xpg+txr = xpg tpg'+r = pleg tgl)+r,

igualdad que pruebaque 7' es el residuo de la divisién de X( + 2) entre
b:

x e (Y -11: z) = residuo de dividir (¥ *+ 2) entre p.

P
Por otro lado, para calcular X ; Yy 2, hayque dividir Xy y X2 entre
P. Sean{ y @' los cocientes y 7 y R' los residuos, se tiene

Xxey =R, xy =pQ+R;xez = R, xz = pQ' + R,

P P
Ademéds, para calcular X H yt+x z = R+ R', debemos dividir R + A
entre P, lo que da un cociente §'"' y un residuo R'":



P
.

x.pz =] }?n’ R+ R = lel+}?ll.

+

XY

De ahf resulta que
Xy +xz = (PQ+R)+(PQ +R) = p@Q+Q)+ (R+A) =
= p(Q+Q'+QII)+FI|’

igualdad que prueba que R'" es el residuo de la divisibén entre » de Xy +
+ Xz

P

b4
x.y+xf

2 = residuo entre p de xy + xz.

Como X(y + z) = xy + Xz, se concluye que la multiplicacién médulo p es
distributiva con relacién alaadici6én médulo p, como se querfa probar.

Ejercicios

1) Sean 4 un grupo aditivo y 0 su elemento cero, definamos una
multiplicacién en 4 mediante Xy = 0 para cualesquiera X, ¥ € 4. Cons-
tatar que 4 es, entonces, un anillo conmutativo. (Un anillo tal, en el
que el producto de dos elementos cualesquiera es siempre cero, es lla-
mado un anillo triviall.

§ 2. ANILLOS ARBITRARIOS

Todos los anillos que habitualmente son mencionados como tales en
los cursos elementales de 4lgebra son conmutativos. Se encuentran,
empero, ejemplosimportantes de conjuntos cuyos elementos pueden su-
marse y multiplicarse; laadicién es conmutativa sin que la multiplica-
cién lo sea. De ahf la necesidad del concepto mé&s general de anillo no
necesariamente conmutativo.

Un anillo es un conjunto 4, donde estin dadas dos operaciones, una
de adicibn y otra de multiplicacibn, tales que:

1. Con respecto a la adicién, 4 es un grupo aditivo.

2, La multiplicacién, definidade 4 X 4 en 4, asocia a cada par or-
denado (¥, ¥) un producto Xy € 4.

3. La multiplicacién es asociativa:
X(yz) = (xy)z (*, ¥, z €4).

4. La multiplicacién es doblemente distributiva con respecto a la
sumaz:

(ytz) = xytxz, Wtz)x = yx+zx (%, y, z€4).
En pro de la claridad, resaltemos que la condicién 1 engloba, en-

tre otras, a la condicién ¥ + y =y + X, pero XY =YX no se satisface ne-
cesariamente, como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo l, Sean X, y X2 dos variables reales., Una funcién lineal
homogénea, o forma lineal, en X; y Xz es toda expresién del tipo a1oa *+
+ QaXz, donde @1 y Q2 son dos coeficientes reales dados. Supongamos
que dos variables reales Y1 e Yz esténligadas a X1 y Xz por las ecuacio-
nes

n = auxXy * az¥s,
Yz = Qi t QooXa,

esto es, Y1 e Yz son formas lineales en X1 y Xa. Como se sabe, se da el
nombre de matriz del sistema anterior al conjunto de los cuatro coefi-
cientes Q3 escritos ordenadamente tal como se presentan. Indicando
esta matriz con @, tenemos

Gi11 Q12
Gz Ga2

Representaremos con Mz(R) al conjunto de las matrices reales de
orden 2, esto es con dos lineas y dos columnas y elementos Giy reales.
La nocién de matriz proviene del estudio de los sistemas lineales. Sin
embargo, es importante aprender a pensar en matrices independiente-
mente de los sistemas lineales que las determinan: éstos se mencionan
aquf sélo como motivacibn del concepto de matriz y de las definiciones
de suma y producto de matrices. Si, ademdis de las relaciones arriba
citadas entre Vi1, Va2 y %1, Xz tuviéramos las relaciones siguientes en-
tre ciertas variables 21, 2z vy o, Xz,

zy = by + bigXs,

2z = bz + baaXs,

by bhia
b =
bay  baz
entonces, escribiendo t1 =¥ + 2z, Tz = Yz + 22, las nuevas variables ¥
y l2 se expresan por medio de X y Xz del siguiente modo:

con matriz

12 (@11 + P Ja *+ {1z + Diz)ie

t2

(@a * Doy )y + (G2 + baa)ra.
Por tanto, es natural definir la suma @ + b de las matrices a y b por
an + by g+ Diap
a+b =

Gz + bay Ozz + Doz

esto es @ + b es la matriz obtenida sumando los elementos correspon-
dientes de & y b. Supongamos, ahora, que ademds de las relaciones



arriba escritas entre X1, Xz e Y1, Y2, tenemos dos nuevas variables %)
y t, vinculadas a X y Xz por las relaciones

X = bty + blgtg,

il

X2 bty + Doty
de matriz . Sustituyendo, entonces, las expresiones de X;, Xz en fun-
cién de t; y tz en las ecuaciones que dan Y1 e Y, se tendri

Y1 = (@ubu + a1da )t + (@uibiz + G1Da)ts,
Yz = (aabu + ageba )l + (@abiz + Goobaz)ta,

por este motivo, definimos el producto ad de las dos matrices ¢ y b por

(ann * a1eba a1 hia + alzbaz)
ab =

aabi + Goobar Gabin + Qoobae

esto es ab es la matriz cuyo elemento en lafila ¢ ycolumna J se obtie-
ne multiplicando ordenadamente los elementos de la fila  en @ por los
elementos de la columna J en ? y sumando los resultados. Lo que se
acaba de indicar para las matrices de orden 2 se repite para las ma-
trices de orden 7, esto es de 7 filas y 7 columnas, Se acostumbra re-
presentar por (2s;) a la matriz cuyo elemento genérico es a3y, sobren-
tendiéndose que el primer Indice (1) indica la fila, y el segundo (J) la
columna de ese elemento, ¥ v Jdebenvariarde lan, Sia = (ay,) yb=
= (byy), se definen la suma a + b v el producto a¢? por

n

a+Db = (ayy+ D), ab = 7 G1cbys ).

k=1

Afirmamos, pues, que con relacién a la adici6én y multiplicacién que
acaban de definirse, el conjunto M,(R) de las matrices cuadradas de
orden 7 con elementos reales es un anillo, A tftulo de ejemplo, verifi-
quemos la ley asociativa (ad)c = a(be), donde a = (ay), b = (byy)yc =
= (C13) son tres elementos arbitrarios de My(R). Aplicando la definicibn
de producto, se tiene ab = (I'yy), donde

7‘“ = G”Kbki‘

x[>]

Por tanto, (ab)c = (S3;), donde

T1nCns = Z Lalkbkh Cny = E @1 DenCuy.

b \k b,k

Sy =

:rL\//j

De un modo perfectamente anflogo se halla que el elemento en la fila
y columna J de @(bc) es también

y 25k PynCh s,
'S
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lo que prueba la igualdad (ab)c = a(bec). El resto de la demostracién
de que M,{R) es un anillo es cuestibn de rutina y se deja a cargo del
lector. Adviértase solamente que en el anillo M, (R) el elemento cero
es la matriz de orden N, cuyos elementos sontodosigualesa cero. Por
ejemplo, en el caso ' = 2, tenemos

a1 Gz 0 © @1t 0 a2+ 0 Q11 Qa2
) ’ ( ) =< i
Qg1 Q22 0 0 Qg +0 @z + 0 Az Qo2
lo que justifica nuestraasercién. Ademds, la simétrica -a de una ma-

triz @ es la matriz obtenida tomando los simétricos -a,5de los varios
elementos @14 de @, cuya demostracién es inmediata.

Por Gltimo, mostremos que M (R), 2 2, es un anillo no conmuta-
tivo, Nos limitaremos a n= 2, Sean

1 0 by, bis
@ - ) b = )
0 o bar be

dos matrices, la segunda de las cuales vamos a determinar. Se ve de

inmediato que
bll blz bii O
ab = ba =
0 0 2 0

Es, pues, extremadamente ficil escoger los elementos de la matriz »
de modo que ab # ba: por ejemplo, basta tomar b =0, bhiz= 1, ba = 0,

baz =0, 0 sea
0 1
b = .
0 0

Lo que acabamos de hacer para las matrices reales se repite sin
dificultad para el conjunto M,(C) de las matrices complejas (21;) de or-
den 7, esto es con elementos a3 € C.

En todo anillo, las leyes asociativas de la adicién y de la multipli-
cacibén permiten definir sumas y productos de tres o més elementos

Xx+y+tz = x+(ytz) = (xty)taz Xyz = x(yz) = (W)=,

exactamente como en los casos de los grupos aditivos y multiplicativos.
Se empleardn los signos X y [l para abreviar sumas y productos. Fi-
nalmente, se aplicardn las mismas reglas de omisién o insercién de
paréntesis del 4lgebra elemental. Por ejemplo, Xy *+ 2 significa (xy) +
+ 2z, Otro ejemplo: -XY representa ~(XY), etc.

Diremos que dos elementos X e J de un anillo conmmutan si Xy =YX,
Un anillo commutativo es, precisamente, todo anillo donde dos elemen-
tos cualesquiera conmutan.



Proposicién 1. En todo anillo 4 se tiene
1. 0x=x0=0, 2, -xy = (-xy =x(-y), 3. (-x}-¥)=xy,
4. Xy - z)=xy - %2, Y - zx=Yyx - zx.

Demostracién, Tenemos que 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x, de donde O0x =
0 (por el ftem 3, prop. 1, pdg. 49). Andlogamente para X0 = 0,

Ademds, Xy + (-x) =[x+ (-x)] ¥ = 0y = 0, 1o que prueba que -xy =
(-x)y. La demostracién de que -Xy = X(-¥) es similar,

Notemos ahora que (-¥}-¥) = -[x(-¥)] = -(-xy) = xy (por el ftem 1,
prop. 1, pdg. 49).

Finalmente, X(i - z) = [y + (-2)] = xy + x(-2) = Xy * (-xz)=xy - Xz.
De modo andlogo, para (¥ - 2) X =yx - zx. QED

Obsérvese que en todo anillo, la ley distributiva es vilida también
para una suma algebraica de tres o mé4s sumandos. Por ejemplo,

tx-y+z) = tx-ty+tz

Como es facil verificar,

Un anillo 4 es, en particular, un grupo aditivo, Por tanto, para to-
do enteron € Z y todo ¥ € A tiene sentido el mdaltiplo nx € 4 (p4g, 73).
No se debe confundir tal producto de un entero por un elemento del ani-
1llo con el producto de dos elementos del anillo: en este Gltimo, los dos
factores pertenecen al anillo, en tanto que en el primero, uno de los
factores es un entero y el otro es un elemento del anillo.

Proposicién 2. Sin€Z yx, y € 4, entonces

nxy) = (mely = x(ny).

Demostracién, Sin 2 1, se tiene

1t

n(xy) xy+ ..., txXy(nveces) = (x+ ... tX)y(nveces) = (nx)y.
Sin =0, notemos que 0(Xy) =0y que (0x)y = Oy = 0. Finalmente,
si7 <0, casoenelque n=-Nconl 2 1, se tiene

nxy) = (-V) (xy) = -Vxy) = -@Wxly = (-Vx)y = (nx)y.
La demostracién de que n{xy) = X(ny) es aniloga. QED

sin=12,3,..., yx€ A, se puede definir la potencia x" por me-
dio de x' = X, x° = XX, x> = XX%, ... . Alcontrario de lo que vimos pa-
ra los grupos multiplicativos (pdg. 74), no se define en el caso general
la potencia X" para n< 0 entero. M4s tarde se volveri a tratar este
caso,
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Proposicién 3., Sim, n=1, 2,... y X, ¥ €4, se tiene que
Lo X" = x"%", 2. (xy)" = x"Y" si es que XY =YX,

3. (X") = X", 4. X =x.

La demostracién es inmediata y serd, por tanto, omitida.
Ejercicios

1) Sea J el conjunto de las funciones reales de variable real. Defi-
namos en & una operacién de adicibn y otra de multiplicacién mediante
(f +g)x) = f(x) + g(x) y (fg)(*) = f{g(x)}, donde f, g €F y x € R, Mos-
trar que < satisface todas las condiciones de la nocién de anillo, me-
nos una.

2) En célculo vectorial del espacio euclideano tridimensional se
considera el conjunto ¥ de los segmentos orientados, o vectores, de
origen dado 0 y se definen la operacién de adicibén (por la regla del pa-
ralelogramo) y la multiplicacibn vectorial. Mostrar que ¥ satisface to-
das las condiciones del concepto de anillo, menos una.

3) En un anillo se tiene (-X¥)' = X" o (-x)* = _x" segln que el entero
'z ] sea par o impar. Mostrar que la f6rmula del binomio de Newton

n

(x +y) = Z (e'y™

=1

i

es valida siempre que Xy = yx,

4) Sea A un anillo con suma X +Y y producto Xy. Manteniendo la
definicibén de suma, alteremos la definicién de producto, escribiendo
X * Yy =-XYy, Demostrar que, con respecto a las operaciones (X, ¥) =
Xty y(X Yy)-x+y, 4 es un anillo.

5) Consideremos el anillo Z conrespecto ala suma X +¥ y al pro-
ducto Xy usuales. Para que Z sea un anillo con respecto a la suma X +
+ Y y a un nuevo producto X ¢ ¥, es necesario ysuficiente que exista un
2 €Z tal que ¥ * ¥ = axly, donde el producto axy se entiende en el senti-
do usual. Un hecho spimill)ar vale para el anillo Q. Idem para Z/p,
donde ahora X « ¥ =Q « X o ¥,

§ 3. SUBANILLOS

La nocién de subanillo es a la teorfa de los anillos lo que la nocibén
de subgrupo es a la teorfa de grupos, o la de subconjunto es a la teorfa
de conjuntos. Con pocas excepciones, cuando se consideran dos anillos
Ay B, y B estd contenido en 4, las operaciones de adicién y multiplica-
ci6n en By A se comportan del mismo modo; m4s explicitamente, si
%, y € B (de donde resulta que ¥, ¥ € 4), la sumax * y y el producto Xy
tienen los mismos valores cuando se calculan considerando a X e ¥ co-
mo elementos de 5 o de 4. Es lo que sucede, por ejemplo, en el caso
de Z yRQ, donde Z ©R. Uno de los pocos ejemplos habituales en que



las operaciones de By 4 actian de modo diferente en los dos anillos es
elde Z/p yZ, donde Z/p ©Z,

Un subconjunto 5 de un anillo 4 se dice un subanillo de A cuando B
es un anillo con respecto a las operaciones de adicién y multiplicacién
de A restringidas a los elementos de 5. Esto quiere decir que Fesun
anillo con respecto a las dos correspondencias (X, ¥) » Xty y (X, ¥) »
Xy, donde ¥, y € By x +y y Xy se calculan como en 4,

Proposicién 1. Para que el subconjunto 5 del anillo 4 sea un sub-
anillo es necesario y suficiente que:

1. B sea un subgrupo aditivo de 4.
2. X, Y € B implique xy € B,

Demostracién. Supongamos satisfechas las condiciones 1y 2 men-
cionadas. Por la primera condicién, vemos que 5 es un grupo aditivo
con respecto a la adicién de 4 restringida a los elementos de 5, Porla
condicibén 2, vemos que la correspondencia (X, ¥) ~ XY, donde X, ¥ €5
y XY se calcula en el supuesto de que X e [ son elementos de 4, actfa de
B XBenZ. Ahora bien, como la ley asociativa se satisface entre los
elementos de 4, en particular se satisface entre los elementos de B.
Lo mismo es v4lido para las dos leyes distributivas. Luego, B es un
anillo. Notemos que si 4 fuera conmutativo, lomismo sucederfa con 5.

RecIprocamente, supongamos que B sea un subanillo de 4. En par-
ticular, B es un subgrupo aditivo de A, esto es, se satisface 1. Ade-
més, la correspondencia (X, ¥) —~ XY, donde X, ¥ € By Xy se calcula en
el supuesto de que X e Y son elementos de A, debe actuar de 5 X 5 en B.
Esto exige que Xy € B, lo que prueba la mencionada condicién 2. QED

Recordemos que en las aplicaciones de la proposicibn anterior se
demuestra la condicibn 1 gracias a las proposiciones 1 6 2 de las p4-
ginas 57 y 59.

Ejemplo l, Z es un subanillo de Q. De modoandlogo, Q es un sub-
anillo de R y R es un subanillo de C.

El conjunto de los nimeros complejos algebraicos (pdgs. 58-59)es
un subanillo de C. En efecto, ya sabemos que este conjunto es un gru-
po aditivo de C. Sean X1 € /1 dos nGmeros algebraicos que satisfacen,
respectivamente, las ecuaciones.

Etamxtt . ta, =0, Y AbhytT 4., +b =0,

cuyos coeficientes son nGmeros racionales. Ademés de X1, la prime-

ra ecuacién posee ralces X3,..., ¥,. De la misma manera, ademdés de

V1, la segunda ecuacibn posee ralces Yz, ..., Yp. Como se demuestra

en la teorfa elemental de las ecuaciones algebraicas, los nfumeros

xys(t=1,...,m J=1,..., n)son las rafces de una ecuacibn
2™tz te, =0
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cuyos coeficientes C;, ..., Cp Se expresan como polinomios de a1, ...,
Gpy b1,..., by y, por consiguiente, también son nGmeros racionales.
Como X/, es ralz de esta ecuacién de coeficientes racionales, vemos
que el producto de dosnfimeros algebraicos es también algebraico, co-
mo era necesario verificar. Luego, los nGmeros complejos algebrai-
cos constituyen otro ejemplo de anillo,

Ejemplo 2, Consideremos el anillo F de las funciones reales defi-
nidas en [a, b] (pdg. 79). Afirmamos que el conjunto C de las funciones
reales continuas en [a, b]es un subanillo de 7. En efecto, ya sabemos
(pdg. 59) que este conjunto es un subgrupo aditivo de F. Ademds, es
sabido que el producto fg de dos funciones f, g € F continuas es tam-
lraién 1_;||.na funcién continua, Luego, las funciones reales continuas en

a, bl con

gtituven un anilla a aahawre 131 rha
Ly ISV 5y O

armthanilla As
AVUY S UL alliliG, a Saoer: Uil SUsaniiio ae 4.,

Otro ejemplo semejante de anillo de funciones estd dado por las fun-
ciones reales derivables en [a, b].

Ejemplo 3. En el anillo R[x] (pdgs. 80-81), el subconjunto formado
por los polinomios pares, esto es de la forma

_ 2 4 2n

P(X) = Qo+ axX tagx t+.., tagx,

constituye a las claras un subanillo. Lo mismo no sucede con el con-
junto de los polinomios <imparesg, esto es de la forma

g(x) = blx + baxa + bsxs +.,.. t bg,,_lxz"_l_

En el caso de un grupo aditivo, ya definimos las notaciones X + 7,
~XyX-Y, donde £ y ¥, son las dos partes cualesquiera del grupo (pdg,
59). Si A es un anillo, definamos también

Xy = {xy; x€X, yer},

o sea X1 es el conjunto de los elementos de A de la forma Xy, donde Xe
Y varfan en X e I, respectivamente (exactamente como enel caso de los
grupos multiplicativos, p4g. 60), Es posible entonces reformular la
proposicién 1 del siguiente modo:

Proposicién 2, Para que el subconjunto 5 del anillo 4 sea un sub-
anillo es necesario y suficiente que:

1. 0€B; 2,6 B+Bcp, 3, -B<PB 4, BBcS,

Si se desea (pdg. 60), se puedensustituir en este enunciado las con-
diciones 2y 3 por B - BCA,

Uno de los aspectos importantes del estudio de un anillo consiste
en la descripcifn de sus subanillos. Al contrario de lo que sucede en
la mayorfa de losanillos habituales, en elcaso de Z esta descripcibn es
muy f4cil, seglin se desprende de la proposicién 5, pigina 64 y del re-
sultado siguiente:

Proposicién 3, Todo subgrupoaditivo de Z es también un subanillo
de Z y recIprocamente,



Demostracién, Sea H un subgrupo aditivo de Z. Se sabe ya (pég.
64) que existe un entero, y s6lo uno, p 2 0 tal que # es el conjunto de
los mfaltiplos enteros de p. Por tanto, siXx el €4, donde x =mpey =
=np (conm, n€Z), entonces Xy = nmp” = (mnp)p, esto es XY es maltiplo
de p, de donde xy € H. Porlaproposicién 1 de esta seccibn, vemos que
H es un subanillo de Z. Reciprocamente, todo subanillo de Z (como todo
subanillo de cualquier anillo) es también un grupo aditivo, conforme a
la condicién 1 de la proposicién 1 de esta seccibn. QED

As?, vemos que en el caso delanillo Z, no hay distincién entre sub-
grupos aditivos y subanillos de Z, No se debe inferir por ello que lo
mismo sea v4lido para otros anillos. Por ejemplo, en el caso del ani-
llo Q, el conjunto 7 de los nimeros racionales de la forma m/2, donde
M es entero, es un subgrupo de Q (pues 0 =0/2, m/2 +n/2=(m+ n)/2,
-(m/2)=(-m)/2), el cual no es un subanillo (pues 1/2 € #, pero 1/2 X
X 1/2 ¢H).

Ejercicios

1) Todo subgrupo aditivo del anillo Z /P es un subanillo y recipro-
camente.

2) Sea 4 un anillo y B un subanillo. Si X € 5, entonces % € B. Re-
cIprocamente, si B es un subgrupo aditivo del anillo conmutativo 4 tal
que 1) x €5 = X° €B, 2)2x€B=x € B, entonces B es un subanillo.

3) Sea 4 un anillo. Sia € 4, demostrar que el conjunto de los x € 4
tales que X% = Xa@ es un subanillo de 4.

§ 4. ANILLOS CON UNIDAD

En la definicién de grupo aditivo figura como condicibn la existen-
cia de un elemento cero. Del mismo modo, todo grupo multiplicativo
se supone que tiene un elemento unidad. EIl lector ciertamente ya ob-
serv6 que, en la definicién de anillo, la adicibén se comporta mejor que
la multiplicacién, en el sentido de que, por ejemplo, existe un elemen-
to cero, md&s no se postula la existencia de un elemento unidad.

Se dice que un anillo 4 posee unidad cuando existe en 4 un elemen-
to que se representard por 1, o e, oI, tal que X1 = 1X¥ = X para cual-
quier X €4, El elemento unidad es fnico, siempre que exista. En
efecto, si ' €4 fuera tal que ¥1' = 1'% = ¥ paratodo ¥ € 4, escribiendo

=1'enX1=X, yluego ¥ = len 1I'¥X =X, se obtendrd 1'1=1', 1'1 =1,
de donde 1= 1'. De modo més general, si llamamos unidad a la dere-
cha a todo elemento 1 €4 tal que X1 =X y wnidad a la izquierda a todo
elemento 1' tal que 1'x = ¥, para cualquier X € 4, es claro que una uni-
dad a la derecha y una unidad a la izquierda necesariamente coinciden.

Por ejemplo, en los anillosZ, Q, Ry C, la unidad existe y es pre-
cisamente el nGmero 1. En el caso del anillo de las funciones reales
(pdg. 79), la unidad también existe y es la funcién constantemente igual
a 1. Idem para el caso de losanillos R[x] y C[x] (p4gs. 80-81). En el
caso del anillo #;(R) de las matrices reales de orden n (pdg. 86) la uni-
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dad es la matriz que posee todos los elementos de la diagonal principal
iguales a 1y los restantes iguales a cero. AsI, en el caso n = 2:

1 0
1 = 5
0 1

como es fécil constatar si se calcula a¢ly la y se obtiene los dos re-
sultados iguales a a.

Ejemplo 1, Existen anillos sin elemento unidad. Por ejemplo, re-
presentemos por 2Z el anillo formado por los enteros de la forma 27,
n €2, esto es los enteros pares con la adicién y la multiplicacién usua-
les. 2Z es un anillo y ademds es conmutativo, pues en realidad es un
subanillo de Z (proposicién 3, pdg. 90). Afirmamos que 2Z no tiene
elemento unidad., Unamanera precipitada de justificar esta afirmacién
consistirfa en s6lo alegar que el elemento unidad de Z no pertenecea
2Z. El raciocinio completo que pruebala ausencia de un elemento uni-
dad en 2Z es como sigue. Supongamos que 2Z poseyera una unidad e,
esto es, que X€ = X para todo X € 2Z, donde € € 2Z. Entonces, € = 27,
x =2t, donde n, t € Z, Luego, 4nt = 2t para cualquier t € Z, Sit =
= 1, se obtiene 277 = 1, lo que es imposible para n entero. Luego, el
anillo 2Z no posee unidad. El mismo raciocinio puede repetirse para
el anillo pZ de los mdaltiplos enteros de cualquier entero p 2 2.

Ejemplo 2. Consideremos el anillo ¢ formado por las funcio-
nes J, reales y continuas en La, b], que se anulan en a (esto esJ (a) =
= 0), con relaci6n a la adicién y multiplicacién definidas en la pa-
gina 80 y tal que ¢ < b, (G es un anilloy, ademds, es conmutativo,
pues, como el lector podrd verificar, es un subanillo del anillo
F (pdg. 80). Afirmamos que el anillo G no posee unidad, lo que
se comprueba con el argumento siguiente: Supongamos que
posee wuna unidad €, tal que Jé = [f para cualquier J € G,

A

[V} R —

Fig. 34

donde € € G, Esto quiere decir que (fe)(x) = f(X), o sea que f(x)€(x) =
= f(¥) para cualesquiera f €Gy x € [a, b]. Consideremos, en parti-
cular, la funcién f definida en [a, b) por f(¥) = x - a. Es claro que
esta funcién es continua en [a, »] y que se anula ena. Luego, f €G,
Notemos también que f(%) = X - @ # 0 siempre que @ <x S b, La igual-
dad f(x)e(x) = f(x) da, entonces, €(x) = 1, puesto que a <x =), Como
la funcién € es continua en [a, »] y, en particular, en el punto a, la



igualdad €(x) = 1l para @ <X S D exige que €{(a) = 1, lo que contradice
e(a) =0, por el hecho de ser € €, Luego, el anillo & no tiene unidad.

Consideremos un anillo 4, con unidad, que con mé4s cuidado desig-
naremos por la, y sea 5 un subanillo de 4. Dos casos pueden presen-
tarse:

1) La unidad 1, pertenece a 5. Entonces, esclaro que B también es
un anillo con unidad 1l,, la que precisamente es la unidad de 4.

2) La unidad I, de Ano pertenece a B, Esnecesario, entonces, dis-
tinguir con atencién dos eventualidades. Puede suceder que el anillo B
no posea unidad. Es el caso, por ejemplo, del anillo Z y del subanillo
2Z: éste no sblo no contiene la unidad de Z, sino que tampoco tiene su
propia unidad. Asimismo, puede suceder
que el subanillo Fno contenga 1, pero po-

sea un elemento unidad 1z € Ftal que X1s = i

= 1gXx = X para todo x € B, En este caso, 1a
Is # 1s, pues, por hipbtesis, 1, ¢ B y Ig €
€ B, ;Hay en esto alguna contradiccién
con la unicidad del elemento unidad? No,
pues las relaciones B
X1pn = L = %,  Xlg = Lx = X
Fig. 35

se satisfacen para todo ¥ € B (y la prime-

ra también para X € A), pero I, no pertenece a 5, lo que impide que sea
X = 1 en la segunda, para concluir (después de hacer X = lg en la pri-
mera) que 1, = 1. El ejemplo que sigue ilustra lo que se acaba de de-
cir.

Ejemplo 3, Consideremos el anillo 7 de las funciones reales defi-
nidas en [a, b] cona <b (pdg. 79) e indiquemos con # el subanillo de
las funciones f reales en [, D], que se anulan en @ (esto es, tales que
f(a)=0). Observemos, por razones de claridad, que las funciones que
constituyen el subanillo # no se suponen continuas, al contrario de lo
que se supuso en el ejemplo 2. El anillo F tiene unidad lr, a saber: la
funcibén constante 1en [a, b],

le(x) = 1 si @ € X < D,
Notemos que lr £ 4, pues Ir(¢) = 1 # 0. No obstante, el subanillo & po-

see su propio elemento unidad. En efecto, representemos por lya la
funcién real definida as:

1 si a<xs?bd
].H(x):{ i |

0 si ¥x=a,

-
[S S

Y

D -

Fig. 36
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Es claro que 14 € /. Para probar que f ly = f para cualquier f € 4, hay
que demostrar que (f lu)(¥) = f(¥), o sea f(%)14(¥) = f(x) para toda f € H
v todo x € (a, b]. Ahora bien, eso es claro sia <X < b, pues, enton-
ces, Iq(x)= 1. Para ¥ =a, la igualdad de arriba también es verdade-
ra, pues f(¢) = 0, dado que f €4, Luego, l4 es el elemento unidad del
anillo /. Notemos que tal funcién no es continua, lo que explica la au-
sencia de unidad en el caso del subanillo G del ejemplo 2.

Sea A un anillo con elemento unidad, que representaremos por € pa-
ra evitar confusién con el nGmero entero 1. Six €4 yn € Z, las rela-
ciones X = €x = xe y la proposicién 2 (pdg. 90) permiten escribir nx =
=(re)x = x(ne), Esto muestra que, en el caso de un anillo con unidad,
es posible reducir el producto 7W¢ de un entero por un elemento del ani-
llo al producto de dos elementos 7€ y X del anillo, en cualquier orden,
Asi, en el caso de existir una unidad, una expresién tal como ax + nx
(donde a, X € A y n € Z) puede escribirseax + (ne)x = (@ + neg)x. Con-
viene advertir, empero, que en ausencia de un elemento unidad, no es
correcto escribir ax + nx = (@ + n)}¢, por el simple hecho de que la su-
ma @ + 77 de un elemento delanillo conunnGmero enterono tiene sentido.

Ejercicios

1) Sea 4 un anillo con unidad 1. Entonces, (-1)x = -1x. SiB <4 es
talque: 1) X, y €B=x+y €5, xy €5y 2)-1€ B, entonces P esun sub-
anillo.

2} Sea A un anillo con unidad 1.
elemento., RecIprocamente, si el conjunto 4 consiste de un elemento a
y definimos @ + @ =a, aa = a, entonces 4 resulta ser un anillo, donde a
es al mismo tiempo el cero y la unidad.

Cx 1 = N asmdbmmm o AErS o S B e
oL L v, €ntonces 4 se requce a un

3) En el anillo Z/p, el elemento unidad es elnfimero 1sip = 2. Si
p =1, el elemento unidad es el propio 0.

< Y
4) Las matrices reales de la forma( >forman un anillo 4 con
0 o
relacibén a la adicién y la multiplicacién usuales entre matrices. Este
anillo 4 no posee ninguna unidad a la derecha. 4, entre tanto, tiene

una infinidad de unidades a la izquierda, a saber: cada una de las ma-

1 T
trices ), t € R,
0 0

5) Un elemento € de un anillo 4 se dice fdempotente si e® = €. De
allf resulta que € =€ (n= 1,2, ...). El cero esidempotente. Si4 tie-
ne unidad, ésta es {dempotente. Recfprocamente, si € € 4 es fdempo-
tente, el conjunto de los X € 4 talesque X€ = €X = X es un subanillo de 4
que admite a € como elemento unidad. Demostrar que, en el anillo
de las funciones reales (pdg. 79), los elementos Idempotentes son, pre-
cisamente, las funciones cuyos valores son 0 6 1. Demostrar también
que, en el anillo My (R) de las matrices reales de orden 2 (pdg. 84), los
elementos fdempotentes son las matrices



Q11 Q12
tales que Q11022 - 128z = 0, Q11 + Q22 = 1, ademés de las matri-
Qa1 Qa2

0 0 1 0
ces y )
o 0 0 1

6) Sea A un conjunto con dos operaciones (¥, ¥) =~ X+t yy (¥, y)+
— XY, ambas de 4 X A en 4, talesque: 1) la adicién es asociativa, 2) va-
len las leyes de cancelacibn x+y=x+z=2y=zey+x=z+x=2y=
= 2z, 3) la multiplicacién es doblemente distributiva con relacién a la

.
<
W

§ 5. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Dados dos anillos A y B, se llama homomorfismo de 4 en B a toda
funcién f : 4 = B tal que

flx+y) = f(x) + fy), f(y) = f)fW), (% vE4),

o sea a toda aplicacién de 4 en B que respete las operaciones del anillo.
Un homomorfismo del anillo 4 en el anillo B es, en particular, un ho-
momorfismo de 4 en B, si se consideran como grupos aditivos, segln
se sigue de la primera de lascondiciones: f(x¥+ y) = f(x)+ f(¥). Todos
los hechos védlidos para los homomorfismos de grupos aditives, como

f(o) = 0, fl-x) = -f(x),
son, en consecuencia, vdlidos para los homomorfismos de anillos.

Un isomorfismo del anillo A en el anillo B es, por definicibn, cual-
quier homomorfismo biunfvoco (o inyectivo) de A en B, Un isomorfis-
mo entre 4 y B es, de acuerdo con la convenci6n anterior (véanse las
pégs. 16 y 67), un isomorfismo de 4 sobre 5. Dos anillos se dicen Zso-
morfos y son considerados idénticos desde el punto de vista abstracto
--esto es, de aquel en el cual lo que tiene importanciano es la natura-
leza de los elementos que constituyen un anillo sino el modo en el cual
ellos se combinan algebraicamente-- cuando existe al menos un iso-
morfismo entre esos anillos.

De un modo general, diremos que un anillo B es imagen homomorfa
del anillo 4 cuando existe al menos un homomorfismo de 4 sobre B.

Como en el caso de los grupos aditivos, la funcién 0 : 4 -5 (p4ig.
13) que a cada elemento de 4 asocia siempre el cero de B es unhomo-
morfismo llamado homomorfismo cero de 4 en B.

A todo homomorfismo f : 4 -~ 4 de un anillo 4 en sf mismo se le de-
nomina endomorfismo. Lldmase automorfismo de un anillo 4 a cualquier
isomorfismo de 4 sobre sf mismo. La transformacién idéntica l : 4 —
- A es un claro ejemplo de automorfismo.
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Ejemplo 1. En el anillo C de los ntmeros complejos, la corres-
pondencia £ - Z, que a cada nGmero complejo le asocia su conjugado,
es un automorfismo de C, como resulta de

ZFTW = zZ+w, Zw = zZW (2, w€C)
vy del hecho de que la correspondencia 2 — Z es biunivoca sobre C.

Ejemplo 2. Consideremos losanillos Z y Z/P, el primero respec-
to a la adicién y multiplicacibén usuales y el segundo respecto a la adi-
cién y la multiplicacién médulo p. La funcién ”: Z - Z/P, que a cada
x € Z asocia el residuo 7(X) de la divisién de X entre p, es un homo-
morfismo, esto es,

rEEY) = P+ TE),  rew) = r@) s r) (% ¥ E€Z).

La primera de estas relaciones ya fue establecidaantes (pdg. 68). Pro-
bemos ahora la segunda. Si dividiéramos X e [/ entre P, tendremos

% = pg+m, vy = pg'+m,
donde ¢ y ¢' son los cocientes y m y_m' son los residuos. Entonces,
rx)=myr{y)=m, Paracalcularm * m', dividamosmn' entre p, lo que
da

mm = qUp+ m,

P
donde ¢'" es el cociente y m'' el residuo. De ahf resulta que m'"' =m * m',
Ahora,

(@p+m)y@'ptm) = (gg'p+ gm' +mg')p+mm' =

&

(qg'p+ gm' +mg' +g")p +mt,

de donde se concluye que 7' es también el residuo de la divisién de Xy
entre »

rey) = m0o= mimo= reE) for),

como era necesario probar. Obsérvese que este homomorfismo no es
un isomorfismo (o sea, no es biunivoco), pues si p # 0, como r(p) = 0,
resulta r(p) = r{0). Por otra parte, ese homomorfismo actda sobre
Z/p, esto es el anillo Z/p es una imagen homomorfa del anillo Z,

Ejemplo 3. Se sabe, pordlgebra elemental, que todo nlmero com-
plejo z = x + iy puede representarse geométricamente por un punto (X, i)
del plano de Argand-Gauss, o también por el vector que comienza en el
origen y termina en ese punto. Las operaciones algebraicas entre nfi-
meros complejos se traducen de un modo geométrico muy sugestivo.
Por ejemplo, la suma de dos ntimeros complejos corresponde a la re-
sultante de los vectores que los representan. En lo que atafie al ejem-
plo que tenemos en mente, es la representacién geométrica de la mul-
tiplicacién la que nos interesa en especial. Si multiplicdramos un
nGmero complejo Z por un nGmero complejo U = €'® de médulo unidad vy
argumento ¥, el nGmero complejo UZ se representard por el punto ob-



A “ (rujz =2

uz rz

N - o ———

Fig. 37 Fig. 38

tenido al hacer que elpunto representativo deZ gire unédngulo ¢ en tor-
no del origen, Del mismo modo, si multiplicardmos 2 por el nGmero
real 7 2 0, el punto representativo de 7"z serd obtenido a partir del pun-
to representativo de 2 mediante una homotecia de centro en el origen y
razén ', Escribiendo ¥ = ru = re'® y resumiendo, la correspondencia
Z v WZ que a cada nGmero complejo Z le asocia el nGmero complejoZ =
=Wz es, geométricamente, la correspondencia que a cada punto del pla-
no le asocia el punto obtenido por una rotacién de d4ngulo ©® entorno del
origen, seguida de una homotecia de centro en el origen y razén .
Ahora bien, descomponiendo los nfimeros complejos 2, Wy Z en sus
partes reales e imaginarias

z = x+ 1y, w = g+ b, Z = X +1iY
y desarrollando el producto Z = Wz, obtenemos
X = agx - by
Y = bx+ ay.

En virtud de las consideraciones anteriores, podemos asociar cada
a -b
nGmero complejo W =¢ + b con la matriz ( ) de segundo orden
b a
y elementos reales que describe el sistema lineal que relaciona el pun-
to (%, ¥) con su transformado (d, ¥), Designemosporf : C » Ma(R) es—

ta correspondencia, esto es

a b
Jw) =( ) donde W = a+ ib.
b a

Afirmamos queJ es un isomorfismo del anillo C en el anillo Mz(R).
En efecto, es fcil verificar (aplicando las definiciones de suma y pro-
ducto de matrices, pdgs. 84-85) que

(a -b) (a' -b') <a, +a' -+ D ))
+ =
b a b al b+ b a+ al
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(a -b> a' -b') aa' - bb'  _(ab' + ba'))

b a (b' a' (ab' + ba! aa! - bb!

loque pruebaque S{W)+ fW') =S W+ W)y que f (W)f(W)=Sww'), donde
w=a+ b yuw =a'+ b, Ademds, es claro queJS es biunfvoca. Lue-
go, J es un isomorfismo. Notemos que J no actGa en Mz (R). En efec-

Q1 Tz a =b
to, una matriz es de la formaJ (w) =

)si, y sblo si,

Q21 Qan b a

1 0
Q11 = Q22 y &1z = -2a. Por lo tanto, existen matrices como( ), que

0 0
no pertenecen al conjunto de los valores/(C) de/. La colecci6n de las
a -b
matrices reales de la forma ( )o, de modo equivalente, de las
b a
(an aw)
matrices reales tales que @11 = Qzz y Q12 = -Qz;, constitu-
da Qo2

ye un anillo con respecto a la adicién y multiplicaci6én de matrices vy,
en realidad, un subanillo de Mz(R) isomorfo al anillo C de los ntmeros
complejos.

Una observacién oportuna es la siguiente: en el caso de los grupos
aditivos y multiplicativos, la matem4tica elemental ofrece una gran va-
riedad de ejemplos alusivos y naturales de homomorfismos e isomor-
fismos. No sucede lo mismo en el caso de los anillos, en especial en
lo que se refiere 2 homomorfismo., Si bien no hemos definido atn el
muy importante concepto de ideal, no cuesta nada adelantar que esta
ausencia de ejemplos naturales se debe ala circunstancia de que en los
anillos Q, R, C, Mz(R) y Mz(C) casi no existen ideales. No se debe in-
ferir de ello la falsaidea de que la nocién de homomorfismo entre ani-
llos no presenta gran interés: lo correcto es que lamayor parte de los
ejemplos importantes de homomorfismos de anillo corresponde méds al
espiritu del dlgebra moderna que al de la matemitica elemental,

A tltulo de ejemplo de lo que vimos en el caso de grupos (pdg. 71),
se llama antihomomorfismo de un anillo 4 en otro anillo 5 a toda apli-
caciénf : 4 = 5 tal que

Flx+y) = F)+ 7)), JTy) = Ffy)Sx) (%, y €A4)

(n6tese la inversifén del orden en el segundo miembrode la Gltima ecua-
cién), Las nociones de antiisomorfismo, antiendomorfismoy antiauto-
morfismo se definen de manera similar. Es claro que si uno de los
dos anillos 4 y B fuera conmutativo, las nociones de homomorfismo y
antihomomorfismo de 4 en B coinciden.

Ejemplo 4. Consideremos, en el anillo Ma(R) (p&g. 84), la aplica-
dnn  Gi2
ciéna » ‘a que a cada matriz a = ) le asocia su transpuesta

Qa1 Q22



Gunn  Gm
‘e = , que se obtiene escribiendo la primera fila de ¢ como

A1z Q22
primera columna de 'g y la segunda fila de ¢ como segunda columna de
*a. A partir de las definiciones, se verifica ficilmente que
Ya+ by = ‘a+ b, “ab) = ‘ba,
para cualesquiera que sean @, » € Mz(R). Como la aplicacibén a + ‘e es

obviamente biunivoca y sobre Mz(R), vemos que la operacién de trans-
posicién es un antiautomorfismo de Ma(R).

Ejercicios

1) Sea F el anillo de las funciones reales de variable real definidas
en un intervalo [@, ] (pdg. 79). Fijado un xtal que @ S ¥ £ b, mostrar
que la funcién @ : F ~ R definida por 2() =/ (X) es un homomorfismo del
primer anillo sobre el segundo, mas no es un isomorfismo,

2) SeaJ : 4 # 5 un homomorfismo del anillo 4 en el anillo 5, Para
todo subanillo X €4, f(X) es un subanillo de B, En particular, J(A) es
un subanillo de 8. Para todo subanillo ¥ €5, (¥} es un subanillo de
A. Si 4 fuera conmutativo, el anilloJ (4) también serd conmutativo.

3) Sea A un anillo. Consideremos elproducto cartesiano Z X 4y de-
finamos en el mismo una adicién y una multiplicacién mediante

m
iy,

¢ 7

xy\+ In 1/
) e o 42

V' = fm4+ 1. X
y T \m‘n:Y+

~—

L

(m, x) (n, ¥) = (mn, my + nx + xy)

Demostrar que Z X 4 es un anillo con respecto a tales operaciones y
que (1, 0) es su unidad. Mostrar también que la funci6n ¥ l—' (0, x) de
AenZ XA es un isomorfismo. En particular, todo anillo es isomorfo
a un subanillo de otro anillo con unidad,

4) Sea G un grupo aditivo. Demostrar que el conjunto £(G) de los
endomorfismos del grupo aditivo ¢ forma un anillo con unidad del si-
guiente modo: a) siJ y @ fueran endomorfismos de G, entonces J + ges
el endomorfismo de G tal que (f+ ¢) (x) =S (x} + g(x)para cualquier x €G
y F9 es el endomorfismo de G definido por (fg)(x) =J[g(x)]), cualquie-
ra que sea X € G; b) la unidad de E(G) es la transformacién idéntica de G
en s mismo.

5) Sea A un anillo conunidad (el cual, por tanto, también esun gru-
po aditivo)., Todo elemento a € 4 determina un endomorfismo 7, : A -4
del grupo aditivo 4, a saber: la funcibén dada por ¥ " aX. Demostrar
que la transformacién que a cada @ € 4 leasociam, € F(4) es un isomor-
fismo del anillo 4 en el anillo Z(4) (véase el ejercicio anterior para la
definicién del anillo de endomorfismos de un grupo aditivo). En parti-
cular, todo anillo con unidad es isomorfo a un subanillo del anillo con
unidad de los endomorfismos de un grupo aditivo (Teorema de Cayley).
A partir del ejercicio 3, mostrar que todo anillo (con o sin unidad) es
isomorfo a un subanillo del anillo con unidad de los endomorfismos de
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un grupo aditivo. Si en la construccién precedente sustituyéramos X
+ X por ¥ ~ Xa, obtendrfamos un antiisomorfismo en vez de un iso-
morfismo,

§ 6. CUERPOS CONMUTATIVOS

Entre los anillos con unidad que ocurren naturalmente en matemé-
tica elemental figuran los cuerpos, que se destacan por su simplicidad
algebraica desde el punto de vista de la divisibilidad. Antes de entrar
a definir los cuerposnecesitamos puntualizar el concepto de inverso de
un elemento en un anillo con unidad.

Sea A un anillo con unidad 1. Diremos que un elemento ¥ € 4 es in-
versible en A cuando exista en A un elemento (indicado por ¥™), deno-
minado el inverso de X en 4, tal que

. ~1
xxt = Xy o= 1.

Un tal elemento ¥ es necesariamente Gnico, como se constata ficil-
mente gracias al raciocinio empleado en la demostracién de la unicidad
del inverso en grupos multiplicativos (pdg. 54).

Advirtamos que la unidad 1 de 4 esinversible en 4y coincide con su
inverso en 4. Por otro lado, el cero 0 de 4 no es inversible en 4 si es
que 1# 0,

En un anillo 4 con unidad, si x, i € 4 v y_l existe en 4, entonces X e
¥ conmutan (esto es X¥ = yx) si, y s6lo si, JCeZ.,/_‘1 conmutan también (es-
tgles xy—l = y‘lxz. En elfecto, de Xy = yx se deduce que y'lxy y'l = y—lyx
¥V, dedonde ¥ x = ¢y vy, reciprocamente, de esta Gltima resulta la
primera por un raciocinio anflogo. Gracias a tales hipbtesis de con-
mutatividad, se define el cociente de X entre Y, o la fraccidn de nume-
rador Xy denominador ¥, mediante

y se usa también la notacién X/¥ para representarla,
Proposicién 1, En todo anillo 4 con unidad se tiene:

1) Si x € A es inversible en 4, entonces X € 4 es inversible en 4 v

(™ =

2) Si X, ¥ € A son inversibles en A, entonces Xy es inversible en 4
I gt
y () =y

Demostracién, Basta repetir el raciocinio hecho en el caso de la
proposicién 1, pdginas 54-55, puntos 1y 2. QED

Un cuerpo K es un anillo con unidad 1# 0, donde todo elemento di-
ferente de 0 es inversible en X,



Ejemplo 1, Los cuerpos conmutativos mds importantes en mate-
mética elemental son el cuerpo Q de los nGmeros racionales, el cuer-
po R de los nfimeros reales y el cuerpo C de los nimeros complejos.

Proposicién 2. En todo cuerpo K se tiene:

1) Six, ¥y €Ay xy =0, entonces X =0o0¥Y =0,

2) Six, ¥y, 2€ Ay x# 0, entonces Xy =Xz=Yy =2 y yx = zx=2Yy =z,

Demostracién., Si %, ¥y € 4 y Xy = 0, entonceso bien X =00 % # 0.

En este Gltimo caso, X es inversible en 4 y, entonces, Xy = 0 implica
x*xy = 0, de donde ¥y = 0,

1t

Por otro lado, si X, i, 2 €4 y Xx# 0, entonces X es inversible en 4,
de modo que Xy = X2 implica Xy = x_lxz, de donde iy = 2. La propie-
dad que acaba de establecerse se denomina ley de cancelacidn a la iz-
quierda. Andlogamente se establece la ley de cancelacidn a la dere-
cha, que se expresa mediante la segunda parte del tem 2, QED

Ejemplo 2. Dado el nGmero entero p = 1, consideremos el anillo
Z/p, que es conmutativo y tiene elemento unidad (pdg. 82). Procu-
remos descubrir los valores de p para los cuales Z/p es un cuerpo.
En primer lugar, para que launidad de Z/p sea diferente de sucero es
obviamente necesario y suficiente que P 2 2. En el caso de que P no
sea primo, tendrd una factorizacién P = Xy en el sentido de la multipli-
cacibn usual, siendo X e ¥ nGmeros enteros tales que 1<x<p, 1<y<
<p. Entonces X, ¥y € Z/p y tenemos que X+ = 0, ComoX# 0ey # 0,
vemos, porelitem 1 de laproposicién2, que Z/p no puede ser un cuer-
po. Por otra parte, supongamos ahora que P 2 2 sea primo. Vamos a
emplear el siguiente teorema de aritmética elemental: si X e ¥ fueran
dos enteros y & 2 0 designaa su médximo comln divisor, entonces exis-
ten dos nimeros enteros ¥ y U tales que ux + vy = &, En particular, si
X e ¥ freran primos entre sI (o sea si d = 1), existen dos enteros U yvU
tales que Ux + vy = 1. Ahora, dado X €Z/pcon X7 0, como P es primo,
resulta que ¥ y P son primos entre si. Luego, existen dos nGmeros en-
teros U y U tales que uX + Up = 1, Si se divide U entre p, llamando ¢ al
cociente y 7" al residuo, se tendrd U =¢gp+ 7, de donde (gp + I")x + vp =
=1, osea, 'x=8p t+ 1, donde & = -(V +¢gX), Ahora, "€ Z/p y la igual-
dad 7x =sp + 1 muestra que " YX=1 Luego X es inversible en Z/P y
r es precisamente el inverso de X en Z/p. Si esto se cumple para
todo ¥ # 0 en Z/p, vemos que Z/P es un cuerpo, En resumen, Z /P es
un cuerpo si, y s6lo si, P = 2 es primo,

Observacidn, Los cuatro ejemplos de cuerpos dados arriba son to-
dos conmutativos, Existen ejemplosimportantes de cuerposno conmu-
tativos, como el cuerpo de los cuaterniones, cuyo anilisis (si bien sen-
cillo) escapa los alcances de la presente monografia. (Véase més
adelante el ejercicio 9.) Los cuerpos conmutativos son con frecuencia
llamados campos, en tanto que los cuerpos arbitrarios, conmutativos o
no, se conocen a veces como anillos de divisidn.

Un subcuerpo L de un cuerpo K esun subanillo L deX que esun cuer-
po. Notemos que la unidad de X es también unidad de L. En efecto si
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se indican con Ik y I las unidadesde X y L, respectivamente, se tendr4
k1l = L, pues Ik es la unidad de K, asf como L 1. = I  (pues l_es la
unidad de L), lo que implica Ikl = 1 1, lo que implica a su vez 14 = 1,
por el Item 2 de la proposicién 2. Basta, pues, indicar con 1l a la uni-
dad de £ y de L. Observemos también que todo X # 0 en L tiene el mis-
mo inverso tanto en ¥ como enl. En efecto, indicando con %~ el in-
verso de X en L, vemos que

-1 ~1
XX, = XX = 1

y, dada la unicidad del inverso, concluimos que JCL"'1 es el inverso xx_l
de ¥ en K. Es posible, pues, indicar simplemente por ¥ el inverso de
X tanto en X como en L. Por ejemplo, Q esun subcuerpo de Rtanto co-
mo de C, por ser R un subcuerpo de C.

La proposicién 2 expresa propiedades sencillas e importantes de
los cuerpos, pero éstas constituyenprivilegio exclusivo de los mismos.
En realidad, dichas propiedades son equivalentes entre s (como resul-
ta de la proposicibén 3)y en el caso de los anillos conmutativos sirven
de punto de partida para la definicién del importante concepto de domi-
nio de integridad. Este es un ejemplo de una actitud frecuente en ma-
temdtica, a ser usada juiciosamente, que consiste en usar propiedades
importantes mas no caracterIsticas de ciertos sistemas (los cuerpos en
el caso presente) para definir otros sistemas (los dominios de integri-
dad).

Proposicién 3. Para todo anillo 4, las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. Six, Yy €Ay Xxy =0, entonces Xx=0o0¥y = 0.

2i, Six, Yy, z€Ayx# 0, entonces XY = xz =2y = 2,

2d. Six, ¥y, 2€AyX# 0, entonces yx =zx=y = z,

Demostracién, Supongamos verdadera la propiedad del punto 1,
Entonces, en el caso del punto 2i, podemos escribir Xy = Xz en la for-
ma X(¥ - 2) =0y, como ¥ # 0, concluimos que Y -2 =0, de donde ¥ = 2.
RecIprocamente, admitamos la propiedad del punto 2i. Entonces, en
el caso del punto 1, obienX¥ =00 X# 0 y, escribiendoXy = 0 en la for-
ma XYy = X0, resulta ¥ = 0, Eso pru
ciones 1y 2i de la proposicién. Se procede de modo anilogo para 1 v
2d. QED

srolem T omaaX L., R T (o
eba la equivalencia entre las condi-

Un dominio de integridad esun anillo conmutativo que posee lastres
propiedades equivalentes I, 2i y 2d de la proposicibn 3, las cuales se
denominan ley de cancelacidn, ley de cancelacidn a la izquierda y ley
de cancelacidn a la derecha. Por la proposicién 2, todo cuerpo con-
mutativo (0 campo) es un dominio de integridad; y, de modo mds gene-
ral, todo subanillo de un cuerpo conmutativo es un dominio de integri-
dad. Por consiguiente, el motivo por el cual un dominioc de integridad
se supone conmutativo es por ser posible construir su cuerpo de frac-
ciones, siendo el anillo dadoisomorfo aun subanillo de tal cuerpo, que
es conmutativo (véase méds adelante el ejercicio 8).



Ejemplo 3. El dominio de integridad m4&s importante en matemé-
tica elemental es Z, que no es un cuerpo, pues (salvo por 1y -1) nin-
gGn elemento de Z es inversible en Z, aunque lo sea en Q.

Ejemplo 4. Consideremos el anillo conmutativo R[x] de los poli-
nomios reales de unavariable real ¥ (p4gs.80-81). Afirmamos que R[x]
es un dominio de integridad, En efecto, sean

P(X) = aotax + ... +apx", g(x) = bo+ bhxt, + b x*

dos polinomios pertenecientesa RLX]y mostremosque siP# 0y g # O,
entonces Pg # 0, Ahora bien, por el principio de identidad de polino-
mios, siP # 0, entonces algGn coeficiente de P debe ser diferente de
cero, Sea U el menor entero tal que 0 < L =m, ay # 0, Anéloga-
mente, sea J el mencr entero tal que 0 < J < 7, by # 0. Si nos re-
mitimos a la f6rmula que define el producto pg (pdg. 81), vemosqueel
coeficiente de ¥'*’ es precisamente a1b;# 0, luego pg # 0, como que-
rfamos. Por otraparte, obsérvese que R[¥]noesun cuerpo. En efec-
to, siP# 0y ¢ # 0 fueran polinomios de grados 7 vy N, respectivamen-
te, entonces G, # 0 v by # 0. Por tanto, es claro que @ub, # 0, de donde
resulta que p¢ es de grado m+ n, Una consecuencia de tal observacién
es que todo polinomio P # 0 de grado M2 1 esno inversible en R(x]. En
efecto, admitiendo que P seainversible y que ¢ sea su inverso, enton-
ces ¢ # 0 v ¢ debe tener grado 7 =z 0, de donde resultarfa que Pg es de
gradom+ nzm 2 1, lo que es absurdo, pues pg = 1 es de grado 0. To-
do lo que se acaba de indicar para R[x] se repite sin alteracibn para
Clx] (p4g. 81).

Ejercicios

1) Para que un anillo X seaun cuerpo es necesario y suficiente que
el conjunto £* de los elementos diferentes de ceroen X sea un grupo con
respecto a la operacién de multiplicacién de X,

2) Para que un subanillo L de un cuerpo X seaun subcuerpo de X es
necesario y suficiente que L contenga el inverso en X de todo elemento
x €L, x# 0y que L contenga a la unidad.

3) Si f :X - A fuera un homomorfismo de anillo del cuerpo X en el
anillo 4, entonceso f es un isomorfismo y f(X) es un subanillo de 4 que
es un cuerpo, o f(K) se reduce al cero de 4.

4) En un anillo X con unidad 1# 0, si todo elemento X € X diferente
de cero tiene un inverso ala derecha en X, esto es si existe un elemen-
to ¥ €X tal que Xy = 1, entonces X es un cuerpo. Se procede de modo
anflogo para inversos a la izquierda,

5) El anillo conmutativo /' de las funciones reales definidas en un
intervalo de R (p4g. 79) no es un anillo de integridad si a # b,

6) SiA es un subanillo no reducido al cero del cuerpo conmutativo
K y A* es el conjunto no vacfo de los elementos de 4 diferentes de cero,
el conjunto de las fracciones X/¥, donde ¥ € A e ¥ € 4%, es un subcuer-
po de X que contiene a 4, que estd contenido en cualquier subcuerpo de
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K que contenga a A, (Cuando todo elemento de X es una fraccibn x/y,
donde x €4 yy € A¥, se dice que K es un cuerpo de fracciones de 4)

7) SiK fuera un cuerpo conmutativo vyt X Y z2€K, cony #0,
z # 0, entonces

t/ly = x/z o tz = xy,

t/y + x/z (tz + xy)/ya,

t/y + x/z (tx)/ (yz).

8) Sea 4 un dominio de integridad no reducido al cero eindiquemos
con 4% el conjunto no vacfo de los elementos de A diferentes de cero.
En el producto cartesiano 4 X A* introduzcamos la relacién de equiva-
lencia que consiste en escribir (¢, ¥) ~ (¥, 2) si tz =XxYy. Sea Kel con-
junto cociente de 4 X 4* con respecto a tal relacién de equivalencia.
Probar que £ es un cuerpo conmutativo cuando definimos la suma y el
producto de la clase de equivalencia de (¢, ¥) con la clase de equivalen-
cia de (X, z) como lasclases de equivalenciade (2 + Xy, yz)y (tx, yz),
respectivamente. Probar que la correspondencia f que a cada t €4 le
asocia la clase de equivalencia f(¢) € K de (tV, ¥), donde ¥ € 4%, es un
isomorfismo de anillo de 4 en X y que X es un cuerpo de fracciones de
su subanillo f(X) en el sentido del ejercicio 5. (Tomar el ejercicio 6
como modelo para la construccién hecha en este ejercicio).

9) El subconjunto & de Mz(C) de las matrices complejas de dos fi-
las y dos columnas de la forma

P4 w
q=( )y
vz

donde z, w € C es un subanillo no conmutativo que contiene a la matriz
2(C) Demostrar que H es un cuer

~A))g nasira un L8

iene un inverso en Z dado por
Z/A -w/A
=< _
q = (_ ) s
w/h -z/b

donde & = |z|° + |w|®*> 0. Cada elemento de # se denomina cuaternion
de Hamilton).
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ESPACIOS VECTORIALES Y ALGEBRA LINEAL

La noci6n de vector tiene su origen en la mecénica, a través de los
conceptos de desplazamiento, velocidad, aceleracién y fuerza, asf co-
mo en la geometria, en la nocién de segmento orientado. Los vectores
pueden estar sujetos a dos operaciones bédsicas: la adicién de dos vec-
tores y la multiplicaci6én de un escalar (nimero) por un vector, los
cuales tienen un vector por resultado. Con el advenimiento de la geo-
metrfa analftica, el concepto de vector pas6 a ser expresado mediante
su descomposicién con respecto a los ejes de un sistema de coordena-
das dado; y, seg@n la concepcién de Descartes, cada plano con un sis-
tema de coordenadas fijo pasé a ser identificado naturalmente con el
cuadrado cartesiano R, producto cartesiano del conjunto R de los nG-
meros reales por sl mismo. Asi, R® es un ejemplo elemental de espa-
cio vectorial; de modo andlogo, tenemos el espacio vectorial tridimen-
sional R® en que vivimos. Generalizando, tenemos el espaciovectorial
R®, potencia cartesiana de R tomado como factor n veces, donde n= 1,
2, 3, 4, ... R" es un espacio vectorial de dimensién 7 --en un cierto
sentido R" es el espacio vectorial real de dimensién 7 mis general,
salvo isomorfismos.

Por otra parte, existen buenas razones para considerar espacios
vectoriales reales definidos independientemente de sistemas de coorde-
nadas, esto es definidos axiomaitica o intrinsecamente. Entre ellos se
encuentran naturalmente espacios de dimensién finita o infinita. Final-
mente, es Gtil considerar espacios vectoriales sobre un cuerpo K cual-
quiera, en vez de sbélo espacios vectoriales reales, es decir sobre el
cuerpo R. Seglnlos puntos de vistausuales enmateméticay sus aplica-
ciones, los dos casos més relevantes son los de los espacios vectoria-
les reales (X = R) y los espacios vectoriales complejos (K = C).

El estudio de los espacios vectoriales es lo que se denomina 4lge-
bra lineal, un capitulo de la matemética bastante mds joven que el
cdlculo infinitesimal, pero hoy en dfa tan importante como éste en las
aplicaciones corrientes, a tal punto que las dos puertas de acceso a la
matemdtica universitaria son precisamente el cdlculo infinitesimal y
el dlgebra lineal, a las cuales se les une una tercera parte igualmente
importante: la computacién. Estos son algunos de los factores que
llevaron al concepto de vector como base del dlgebra lineal, que se
amplia con la noci6én de tensor, base del dlgebra multilineal.

§ 1, ESPACIOS VECTORIALES

En matemética elemental se encuentran muchos ejemplos de con-
juntos cuyos elementos pueden sumarse y también multiplicarse por
escalares. Entre ellos mencionaremos los siguientes:
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Ejemplo 1, Un desplazamiento deun punto en unplano P(y, de mo-
do similar, en el espaciotridimensionalenque vivimos)desde 4 hasta 5
depende de tres datos: 1) la distancia que separaa 4 yB;2)sid # B, la
direccién de la recta que pasa por 4 y B; 3) si 4 # B, el sentido en que
se va de A a B en tal recta. En el caso particular de 4 =5, el des-
plazamiento en cuestién queda determinado tan s6lo por la distancia
0 que separa a A y B; la direccién y el sentido carecen de significa-
do. De ahi la representacién por el segmento orientado 45, con una
flecha que indica de A para B. Entretanto, es conveniente referir todo
esto a un origen fijo, o sea a unpunto 0del plano Pcon respecto al cual
representamos el desplazamiento en cuestidén a través de un segmento
orientado X, llamado vector, de origen 0 y de la misma longitud que ¥}
y, sid # B, con la misma direccibén y elmismo sentido que AB;, sid =5
el vector x empieza y termina en 0. Se acostumbra escribir B=4 +x
para indicar que B se obtiene de 4 mediante eldesplazamiento x. Si so-
metemos ahora al punto B a un desplazamiento hasta el punto {, repre-
sentamos a B¢ con respecto al origen 0 por el vector ¥y, de la misma
longitud y con la misma direccién y sentido en el caso en que B # 0; si
B =, entonces ¥ comienza y termina en 9. F_.;l. desplazamiento total,
de A hasta B, mas el de B hasta O, o sea AQ = AB + BC (como se escribe
simbblicamente, cuando se lo refiere al origen 0) seri la diagonal del
paralelogramo (regla del paralelogramo) construido a partir de X e ¥
como lados, vector que representamos por ¥ +}), como esnatural. No
vamos a enumerar los casos simples que requieren interpretaciones
sencillas por separado, cuando 4 =5, 0B =0, o4 # By B # C, pero tales
que AB y BC tengan la misma direccién. Por otra parte, consideremos
dos puntos distintos 4 y B y un desplazamiento desde 4 hasta el punto
B', en la direccibén y sentido de 4 hacia 5; llamemos A' = 45'/AB al co-
ciente de las distancias respectivas. Cuando el desplazamiento AB se
refiere al origen O (y visto que AB' = \' * AB) se obtiene un vector que
naturalmente se representa por A'Xx. Entretanto, sean nuevamente 4
y B dos puntos distintos y consideremosundesplazamiento en su direc-
cién, pero en el sentido opuesto al de 4 hacia B, desde 4 hasta el punto
B, y escribamos A'' = 45""/AF paraelgociente de las distancias respec-
tivas. Refiriendo eldesplazamiento AB'' al origen 0 y una vez que 45"
= A" * AB, se obtiene un vector representado naturalmente por (-A")x
-A'x, donde el signo negativo tiene la finalidad de indicar que el des-
plazamiento fue tomado en el sentido opuesto. Si 4 = B, de modo que
X comienza y termina en 0, el producto Ax se define como el vector que
comienza y termina en 0, cualquiera que sea el nGmero real A. Se
constata que el plano P se convierte asi en un espacio vectorial, histé-
ricamente quiz4 el primer ejemplo de tal concepto.

1]

[

X+y C=B+y=A+x+y

3

ot B =A+1x

x B=A+x

(=27 B"=A-Ix

Fig. 39



Ejemplo 2. Con el advenimiento de la geometria analftica en el
plano R,z (y, de modo similar, en el espacio tridimensional R,a), cada
punto del plano R® pasbd a ser expresado por el par ordenado de sus
coordenadas., De igual modo, cada vector x de R® pasd a ser identifi-
cado, a partir del origen 0, con el par ordenado (x1, x2) de las coorde-
nadas de su extremo final, escribiéndose entonces ¥ = (x, xz). Cones-
ta notacidén, la adicién de dos vectores X = (x;,xa2) e ¥ = (y1, ya) de R?
pasa a ser descrita por ¥ + ¥ = (xy * vy, X * y2)y la multiplicacién de
un nimero real : por un vector ¥ =(x, x2) se vuelve \¢ = (Axy, Axz). Tal
concepcibn vectorial de R% como la anfloga de R® para citar el caso
que visualizamos intuitivamente, es una combinacién feliz de los
puntos de vista de la mecédnica y la geometria (véase el ejemplo 1)
v de Descartes con su geometria analitica, que nos lleva a una concep-
cién vectorial de R* (n =1, 2, 3, 4,...), la cual ya no visualizamos,
pero que es muy fecunda por su contenido 4lgebro-analitico-geométri-
co, y que conduce al dlgebra lineal en dimensién finita.

|

F——-
d

Fig. 40

Ejemplo 3. Consideremos el conjunto 7 de las funciones reales de
variable real definidas en unintervalo[a, bl. SiJ, ¢ € F, introduzcamos
la suma J +g € F como en el ejemplo 3, § 1, capftulo 2. Afiadamos
ahora la definicién del producto N € F, donde A € Ry J €F, como la
funcidén que satisface

(N)x) = A+ J(x)

para ¥ € [a,b], o sea, M es la funcién que en el punto ¥ toma el valor
X+ f(x). Tenemos ahora dos operaciones en F, una de adicién y otra
de multiplicacidén (pero, en este caso, la multiplicacién no se trata de
la considerada en el ejemplo 2, § 1, capitulo 3). Entonces F seri un
nuevo ejemplo de espacio vectorial de dimensién infinita, suponiendo
que ¢ < b. El hecho de que las funciones reales que constituyen F estén
definidas solamente en un intervalo [a,b] es una restriccién que puede
ser suprimida, ya que también se obtiene un espacio vectorial median-
te consideraciones semejantes, hechas en elconjunto Fde las funciones
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reales definidas en un conjunto £. Ademis, si £ = {l, ...,n} fuera el
conjunto de los enteros de 1 a n, entonces F = R",

El examen de los ejemplos dados, como también de otros, lleva a
sintetizarlos mediante el concepto de espacio vectorial.

Un espactio vectorial sobre un cuerpo esun conjunto Falcualesti aso-
ciado un cuerpo K, en el que estdn dadas dos operaciones, una de adi-
cién y otra de multiplicacién que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Con respecto a la adicién, Z es un grupo aditivo (se satisfacen,
pues, las condiciones 1 al 5 de las pdgs. 47 y 48).

2. La operacién de multiplicacién es una funcién definida en K X Z,
con valores en £ que, a cada par ordenado (A, %), donde A €KXy x € F,
asocia un elemento Ax € £, 1llamado producto de los factores A y X,

3. La multiplicacidén es asociativa:
(M)x = A(Ex) (h, w €K, x € E.
4. La unidad de X actlia como unidad de £:
¥ =X (x €E).

5. La multiplicacién es doblemente distributiva con relacién a la
adicibn:

Mx+y) = Ax+\y, (At+tuwx = Ax+ux (A, R €K, x y €.

Los elementos del espacio vectorial F se denominan vectores en
tanto que los elementos del cuerpo X se llaman escalares. El cero,
0, de F se llama origen de F.

Los ejemplos considerados anteriormente ilustran el concepto de
espacio vectorial sobre el cuerpo R. En el tercer ejemplo basta susti-
tuir R por K para tener un espacio vectorial sobre X. Todo cuerpo X es
un espacio vectorial sobre X con respecto a la adicién y a la multipli-
cacién en K. Un espacio vectorial sobre R se llama espacio vectorial
real. Un espaciovectorial sobre C sellama espacio vectorial complejo.
Son los dos tipos de espacios vectoriales mas comGnmente empleados
en andlisis y geometria, Entretanto, en estas mismas dos disciplinas,
asf como en dlgebra hay razones paraabordar espacios vectoriales so-
bre otros cuerpos, como el cuerpo de los cuaterniones de Hamilton, o
los llamados cuerpos p-4dicos,

Proposicién 1. En todo espacio vectorial £ sobre un cuerpo X se
tiene:

1. 0x = A0 = 0,

2. -AX = (=AW =

3. (-A)-Xx) = \x,

4, AMX -yY)=A X - Ay, (M- x = Ax- px

AM-x) v (-1) x=-x,

La demostracién es aniloga a la de la proposicién 1, § 2, capftulo 3
y serd omitida.



Ejercicios

1) Mostrar que en un espacio vectorial £ sobre un cuerpo X, Ax = 0
(M €K, x € E) implica A =00 x= 0.

2) Consideremos un espaciovectorial £ sobreun cuerpo X. Ademdés
de la suma X +} y del producto Ax (¥,y € £, A € K), ya definidos, intro-
duzcamos un nuevo producto definido por A ° X =0 (A €KX, x € £), Mos-
trar que £ y K satisfacen todos los axiomas de la definicién de espacio
vectorial con respecto a la suma X + yyadada yalnuevo producto A » X =
=0, excepto por 1 * X =X cuando £ # 0 (esto es, cuando Z no se reduce
al origen). Luego, en la definicién de espacio vectorial £ sobre un
cuerpo £, el axioma 1X¥ = X no es consecuencia de los demé4s,

3) Probarque enunespacio vectorial £sobre un cuerpo X, el axioma
de la conmutatividad de la adicién es consecuencia de los demés, cuan-
do se calcula (1 + 1}(x + ¥) de dos modos posibles.

4) Consideremos el cuerpo X = Z/p (de p elementos) de los enteros
médulo p (véase el ejemplo 2, §6, capitulo 3) y el espacio vectorial £= X"
{(de p" elementos) sobre el cuerpo £, donde P = 2 es un entero primo y
n=1, 2, 3,... . Escribir la tabla de multiplicacién de escalares por
vectores para valores pequefiosdep =2, 3, 5,... yn=1, 2, 3,...

5) Si £' es un espacio vectorial sobre un cuerpo X, entonces £ seri
también un espacio vectorial sobre un subcuerpo L de X con respecto a
la misma adicién en £y a larestriccién a L de la multiplicacién entre X
y £. En particular, todo espacio vectorial complejo es, automiticamen-
te, un espaciovectorial real, llamado espacio vectorial real subyacente
al espacio vectorial complejo dado.

6) Sea £ un espacio vectorial real. Construyamos un espacio vec-
torial complejo B = E X B = E°, llamado la complejificacién de Z, de la
siguiente manera. La adicién en Z se define de la manera usual: si
X, %z, ¥z € Ey X =(0,%) ey = (4,ya) € &, entonces

Xty = (4 t+n, X271 y2) € L.

La multiplicacién entre C y Z se define de la siguiente manera: si
M, €R, ©1,%2 €EFyA=n+1k €C, x = (6, X2), entonces A\x = (A X -
- AaXa, MXz + Az%) € E.. Probarque Z; es unespacio vectorial complejo.
Adviértase que la construccién de &g a partir de £es una generalizacién
de la construccidén de C a partir de R.

7) Probar que elproducto cartesiano £ =&, X ... X F delos espacios
vectoriales £1,..., £, sobre un cuerpo K es, naturalmente, un espacio
vectorial sobre X del modo siguiente. SiX=(X,..., %), ¥=(¥,..., ¥a) €
€F, donde Xy,ys € Ey (0 = 1,..., n), A € K, definamos ¥ + y = (X1 +
T, Xty €F, Ax = (Aa,. .., A) € £, En particular, la poten-
cia cartesiana n-ésimaX® esun espacio vectorial sobreX. Anilogamen-
te, probar que el producto cartesiano £ = 5 X.,.. X E X ... de los
espacios vectoriales £,..., £,,... sobre el cuerpo A es, de modo na-
tural, un espacio vectorial sobre X del modo siguiente. Si x = (X1,...,
P 7 7 yn,...)EE, donde X;, Yy € B (_L =1,...,0%...)
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A €K, definamos ¥ + ¥ = (% * ..., X U, ...) €E Ax=(\x,...,
AXy,...) € E, Por 4ltimo, de un modo general, probar que el producto
cartesiano £ = ¢ Zy de los espacios vectoriales Z; (I €I) sobre el cuer-
po K, donde I es un conjunto no vacio, es un espacio vectorial sobre K
del siguiente modo natural. Si X = (¥1)ye1, ¥ = (Vi) € £, donde Xy, ¥y €
€E(l €I), M\ €K, definamosX + ¥ =(X; *+ Yy)ie; € E, A\ =(A¥y)3ey € E. En
particular, si £ fuese un espacio vectorial e J un conjunto no vacio dado,
la potencia cartesiana Z' es un espacio vectorial sobre X,

§2. SUBESPACIOS VECTORIALES

El concepto de subespacio vectorial desempefia en la teorfa de los
espacios vectoriales un papel semejante al de la nocién de subanillo en
la teoria de los anillos, o de subgrupoen lateorfa de grupos, o de sub-
conjunto en la teoria de los conjuntos. Lo més usual es que cuando se
consideran dos espacios vectoriales £ y ¥ sobre el mismo cuerpo X, ta-
les que 7 sea un subconjunto de E, las operaciones de adiciény de mul-
tiplicacién en £ actdan del mismo modo sobre los elementos de F:
esto significa que, si X,y € F (luego, x,¥ € E), entonces la suma & + y
obtenida cuando se considera X e ¥ como elementos de F, coincide con
la suma ¥ + ¥ de ¥ e ¥ considerados como elementos de E;ademis de lo
cual, si A €Ky x €F (luego A €K, x € F), el producto AXtiene el mismo
valor cuando se piensa en ¥ como elemento de F o como elemento de Z.
Tal concepto seri ilustrado en los ejemplos siguientes.

Un subconjunto # de un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K es un
subespacio vectorial de E sobre K cuando ¥ es un espacio vectorial so-
bre £ con respecto a las operaciones de adicién v de multiplicacién en
E restringidas a . Esto significa que F es un espacio vectorial sobre
K con respecto a las dos correspondencias (X,¥) X + ¥ y (A, X) » Ax,
donde x, y € F, A\ € K, y se calculan x + ¥ y Ax como en Z. Por lo
general, se dice simplemente que ¥ esun subespacio vectorial de Z, sin
aludir al cuerpo X, cuando setrata del mismo cuerpo de escalares para

EyF.

Proposicién 1. Para que el subconjunto £ del espacio vectorial £
sobre el cuerpo K sea un subespacio vectorial es necesario y suficiente
que:

1. F sea un subgrupo aditivo de Z,
2. A €Ky x €F impliquen A\x € F,

La demostracién es andloga a la de la proposicién,1, §3, capitulo 3
y, por tanto, seri omitida.

Notemos que en general se verifica la condicién 1 al constatar, te-
niendo en cuenta la condicién 2, que:

I'. 0€F, 1", %, y€Fimplican % +y € 7,

En efecto, la condicién 1 implica las condiciones 1' y 1", por la
proposicién 1, §3, capftulo 2. Reciprocamente, teniendo en cuenta la
condicidn 2 (la cual acarrea-X =(-1)% € F, si X € F) vemos que las con-
diciones 1' y I'" implican la condicién 1 porla misma proposicién 1, §3,
capitulo 2.



Ejemplo 1. Consideremos el espacio vectorial F = F(R;R) de las
funciones reales de variable real, esto es las funciones definidas en R
con valores en R (véase el ejemplo 3, 81, capitulo 4 y el comentario al
final). Si consideramos el conjunto C = C (RiR) de las funciones rea-
les continuas de variable real, entonces { es un subespacio vectorial de
F, Si consideramos el conjunto £ =P (R;R) de los polinomios reales de
variable real, entonces P es un subespacio vectorial de C. Si conside-
ramos el conjunto P, =F, (R;R) de los polinomios reales de variable real
y de grado no mayor que m =0, 1, 2,..., entonces F, es un subespacio
vectorial de . Observemos que elconjunto de los polinomios reales de
variable real y de grado exactamente igual a 7 es un subconjunto de F,
mas no un subespacio vectorial de P,. Las mismas consideraciones de
este ejemplo se repiten sustituyendo R por C.

Es obvio que un espacio vectorial £ es un subespacio de s{ mismoy
que el conjunto reducido al 0 de £ esun subespacio vectorial de Z. Asi,
pues, £ es el mis grande subespacio vectorial de si mismo y 0 es el
menor de los subespacios vectoriales de £.

En el caso de un grupo aditivo, se ha definido ya la notacién 4 + 7,
donde X e Y son dos partes cualesquiera del grupo (pdg. 59). Si &
es un espacio vectorial sobre un cuerpo X, definamos igualmente

M = {hx; A €A, x €4},

donde N €K yX € F, o sea M es el conjunto de los elementos de £ de la
forma AX, donde A y X varfan en A y X, respectivamente. Podemos, en-
tonces, reformular la proposicién 1 precedente de la siguiente manera:

Proposicién 2. Para que el subconjunto ¥ del espacio vectorial &
sea un subespacio vectorial, es necesario y suficiente que:

l. 0€EF, 2. FYFCF, 3, KFCF,
Ejercicios

1) Sea Z un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Sifi,..., Fy son
subespacios vectoriales de F, probarque lainterseccién F = FL ... NF,
es un subespacio vectorial de £. Sif,..., F,...sonsubespacios vec-
toriales de £, probar que la interseccibn F=F, N ... NF, N.,. es un
subespacio vectorial de £. Finalmente, de modo més general, si # (1 €
€ T)son subespacios vectoriales de £, donde I es un conjunto no vacio,
probar que la interseccién F = Ny Fy es un subespacio vectorial de £,

2) Sea F un espacio vectorial sobre el cuerpok. Sific... CFRc. ..
son subespacios vectoriales de E, probarque launiénF=fU... UF,U...
es un subespacio vectorial de Z. De un modo mis general, probar que
la unién F = Uje, Fy esun subespacio vectorial de E, siF, (¢ €I) son sub-
espacios vectoriales de £, donde I es un conjunto no vacio que cumple
la siguiente condicibén: si iy e ¥z € I, existe un i3 € I, tal que Fy <Fy,,

Fy, CFy,.

3) Sea £ un espacio vectorial sobre un cuerpo K. SiFfy,..., F, son
subespacios vectoriales de £, probar que la suma F =/ +.., +F; es
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un subespacio vectorial de £, Sify,..., F,,... sonsubespacios vecto-

riales de Z, probar que la suma F = Z:=1 Fy = Upy 1+ ... +F) esun
subespacio vectorial de £. Finalmente, de un modo méis general, pro-
bar que la suma F = Liet Fy = U Fy *... +F; ) es un subespacio vecto-

rialde £, si Fy (! €1I) son subespacios vectoriales de £, donde I es un
conjunto no vaclo y la unién indicada se toma para todos los valores de

n=1, 2,..., 1y,..., 1, €L

4) Si F, Fi, F; son subespacios vectoriales de un espacio vectorial
E, entonces F &P UFzsi, ysblosi, #/ ©F oF < F,. Concluir que la
unién /1 U F; de dos subespacios vectoriales FI y Fz de un espacio vec-
torial £ es un subespacio vectorial de £ si, y sélo si, F} CFz 0 Fg CF).
Generalizar estos dos enunciados a los casos de subespacios vectoria-
T  H. 124 e ® e Y ol ot e 1. I jrd 4
€8 &£, F1,..., &y, asl COImMO ae€ sUpPEeEsSpPaclos vectoriales £3,..., i, de
un espacio vectorial F.

5) Si #, ¢1, Uz son subespacios vectoriales de un espacio vectorial
E, mostrar que F NG, =F NGy, F+G =F +Gzno implican, en general,
G, = @3, pero que esto ocurre si Gy € Gy,

6)Si F, G, H son subespacios de un espacio vectorial £, mostrar
que FN (G +H)=F NC)+ (FNEH) puede ser falso; pero que F N (¢ +F N
NH)Y=(FNG)+ (FNH)es verdadero.

§3. APLICACIONES LINEALES E ISOMORFISMOS

Dados dos espacios vectoriales £ y F sobre el mismo cuerpo X, se
llama aplicacidn lineal u homomorfismo de £ en F a toda funcién J: &+ F
tal que

Slx+y) = L0 +7W), FOx) = Vwx) (x y €E \EK),

o sea a toda aplicacién de £ en F que respete las operaciones del espa-
cio vectorial. Una aplicacién lineal de £ en F es, en particular, un
homomorfismo de grupo aditivo segln la primera de las condiciones
precedentes, J (¥ +y) =S (x) +S(¥). Todos los hechos validos para los
homomorfismos de grupos aditivos, como

J(0) = 0, f(-x) = -J(x),

son, por lo tanto, automiticamente validos para las aplicaciones linea-
les de espacios vectoriales. Notemos solamente, a titulo de curiosi-
dad, que estas dos igualdades puedenprobarse vectorialmente, hacien-

doA=0yA=-1ens(\x)=\(x).

Un isomorfismo del espacio vectorial Fen el espacio vectorialf es,
por definicién, cualquier aplicacién linealbiunifvoca de £ en F, Un iso-
morfismo entre Ey F es, conforme a una convencidén anterior (corres-
pondencia biunivoca entre conjuntos, pig. 16; isomorfismo entre gru-
pos, pig. 67; isomorfismo entre anillos, pig. 95) unisomorfismo de &
sobre F. Dos espacios vectoriales se dicen isomorfos y se consideran
idénticos desde el punto de vista abstracto --esto es, cuando lo que
tiene importancia no es la naturaleza de los elementos que constituyen
un espacio vectorial, sino el modo por el cual se combinan algebrai-



camente-~ cuando existe al menos un isomorfismo entre estos espacios
vectoriales.

De un modo general, diremos que un espacio vectorial ¥ es imagen
lineal del espacio vectorial Z cuando existe por lo menos una aplicacién
lineal de E sobre 7.

Como en los casos delos grupos aditivos y de los anillos, la funcién
constante 0:£ + 7, que a cada elemento de Z asocia siempre el cero de
F, es una aplicacibén lineal, llamada aplicacién lineal cero de Fen F
(véase la padg. 13, en lo que atafie a las funciones constantes).

A toda aplicacién lineals : & —» E de unespacio vectorialen si mismo
se le da el nombre de endomorfismo. Sellama automorfismo de un espa-
cio vectorial £ a cualquier isomorfismo de F sobre si mismo. La
transformacidén identidad I: £ - F es un ejemplo evidente de automorfis-
mo. Notemos que sifijamos 4 € K, la aplicacién X € £ px € Fes lineal
cuando K es conmutativo, lo que significa que Au = pA para todo X € X;
esta aplicacién es un automorfismo de £ cuando U # O.

Una funcidén lineal J: £ - K se llama forma lineal; es el caso de una
aplicacién lineal f : £ -~ F cuando el espacio vectorial F de los valores
es el propio cuerpo de los escalares, F =K.

Ejemplo 1. Consideremos el espacio vectorial P = P(R,R}de los
polinomios reales de variable real(véase el ejemplo 1, § 2, capftulo 4).
Si fijamos un polinomio P € P, entonces la operacién de multiplicacién
J € P pf €PF es lineal. Supongamos que P sea de grado ¢. La aplica-
cién de multiplicaciénS € Fy » 0f € Py es lineal (véase la notacién en
el ejemplo citado arriba). La derivacién J € Pw f' € P es una aplica-
cién lineal y lo mismo vale para la derivacién J € Far J!' € Puy, si
m=z 1. Si se considera el espacio ¢ =C[a,b] de las funciones reales

~b
continuas en [a,b] © R, entonces la funcién J € C|—~\ J(X)dx € Res
—a
una forma lineal.
Proposicién 1. SiJ:Z - Fy g:F -G son aplicaciones lineales entre
los espacios vectoriales E, F y (, entonces gf:£ - ¢ es una aplicacién

lineal.

La demostracién es aniloga a la de la proposicién 1, § 4, capftulo
2 y se omite.

Proposicién 2. Sif:Z - F es unisomorfismo entre los espacios vec-
toriales £y F, entoncesJ “:F - F es un isomorfismo entre F y Z,

La demostracién es similar a la de la proposicién 2, § 4, capitulo
2 y se omite.

Ejercicios

1) SeaJ:Z - F una aplicacibén lineal entre los espacios vectoriales £
y F. Si X es un subespacio vectorial de #, entonces la imagen directa

13
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J(X) es un subespacio vectorial de #. En particular, /(&) es un subes-
pacio vectorial de F, o sea el conjunto de los puntos de # de la forma
Yy =J(x), para todo ¥ € , es un subespacio vectorial de E. Si7Y fuese
un subespacio vectorial de 7, entonces la imagen inversa f'“l(Y) seri un
subespacio vectorial de £. En particular, f_l(O) es un subespacio vec-
torial de E, o sea, el conjunto de los puntos X de F que satisfacen la
ecuaciénf(x) = 0 es un subespacio vectorial de Z.

2) Dada la aplicacién/: £ + F entre los espacios vectoriales £ y F,
consideremos el grifico ¢ des (§ 9, capitulo 1, pdg. 35), que esun sub-
conjunto del espacio vectorial £ X F (ejercicio 7, § 1, capitulo 4). Pro-
bar que/ es una aplicacién lineal si, y sélo si, G es un subespacio vec-
torial de X7,

3)Si £=H X.., X E fuese el producto cartesiano de los espacios
vectoriales £,..., £, probar quecadaproyecciébnm:Z-82 (1=1,..., n)
(%9, capitulo 1, pag. 35) es una aplicacién lineal de Z sobre £;. Ani-
logamente, si £=5 X ... XE, X,,, fueseel producto cartesiano de los
espacios vectoriales &,..., &, ..., probar que cada proyeccién T;: % -
~E (t=1,..., n,...) es una aplicacién lineal de F sobre ;.

4) Si £'y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo o
campo K, designemos por £(£; F) al conjunto de las aplicaciones lineales
de F en F, Probar que £(Z; F) es un espacio vectorial con respectoalas
siguientes operaciones de adicién y multiplicacién: sif, g €£L(&; F), X €
€K, entoncesJ + g, N €£(F; F) quedan definidas por (f + g)(x) =J(x) +
+9(%) y (M )}(x) = N (%), para todo ¥ € B, Enparticular, si F es un espa-
cio vectorial sobre un cuerpo conmutativo X, el conjunto £* de las for-
mas lineales sobre £ es un espacio vectorial con respecto a la adicién
y multiplicacién precedentes (se toma F = K); ¥ se denomina espacio
vectorial dual de E.

5) Si £, y £; son subespacios vectoriales del espacio vectorial Z, se
dice que £ es la suma directa de & y E3, y seescribe £ =5 @ E;, cuan-
do todo elemento X € E puede ser escrito de manera nica como ¥ =% +
+ Xz, donde X € /, Xz € £5. Probar que Z es la suma directa de & y Zz
si, y sélo si, By + B, =F, F N E = {0}. De un modo méis general, si

E,..., B, (n=z2) son subespacios vectoriales del espacio vectorial Z,
se dice que £ es la suma directade £,..., &, yseescribe E=5H®,,, @
® E,, cuando todo elemento ¥ € Zpuede ser escrito de forma Gnica como
la suma ¥=X, + ... + X, donde %, € Ei({ =1,..., n). Probar que £ es la
suma directa de £,..., £, si, y sélo si (suponiendo, por razones de
claridad, n 23), & +... + 5, =, BN +t... +E)={0), B N (% +
t... +E)={0},..., B,u NE, = {0} (notar que estas condiciones de-

penden del orden en que los espacios %,..., F, sean enumerados, de
modo que se obtienen condiciones distintas, pero equivalentes, enume-
randolos de manera diferente). Deesto resulta que Fes laA suma directa
de E]_,...,E,,Si, ysélosi, E1+... +EH=E, ElD(El+"- +E3 +... +En)=
= {0} (t= 1,...,n), donde n = 2 yeltérmino £; de orden 1 dela sumade-
be ser omitido (adviértase que estas condiciones no dependendel orden
en que se enumeren los espacios f,..., Z;, en el sentido de que ellos
desempefian el mismo papel en ellas). La nocibén de suma directa & =
=®y¢ £, puede extenderse aunafamilia de subespacios vectoriales Ey(L €
€ I) de un espacio vectorial £, donde I es un conjunto no vacio.



6) Consideremos el espacio vectorial X sobre el cuerpo X, donde
n=1, 2,... (ejercicio 7, § 1, capftulo 4). Una vez fijados G1,..., G, €
€ K, definamos J:A™ =K por f(%) = %a1 + ... + X,0, €K (Que se acostum-
bra escribir a1 X + ... *ay%, cuando X es conmutativo), para todo ¥ =
= (%,..., %) €K, Xs €EK(L=1,..., n). Probar queJ es una forma li-
neal, esto esJ € (K")* (ejercicio 4, § 3, capitulo 4), y que, reciproca-
mente, toda forma linealf sobre X" se representade la manera indica-
da, de modo inico, o sea para a3 €X (L =1,..., n) Gnicos. Mostrar
que esta correspondencia biunivoca J/ € (X")¥ - (@,..., @) € K, del
primer espacio vectorial sobre el segundo, es aditiva y que ella es li-
neal si £ es conmutativo.

7) Consideremos los espacios vectoriales X" v K" sobre el cuerpo X,
n,m=1, 2,... (ejercicio 7, § 1, capitulo 4). Una vez fijada la matriz

(Gu aln)
Qm .. @pa
de m filas y n columnas, donde a3y €K (L =1,...,m, J=1,..., n), defi-

namos J:K® = K" por S (%) ={(ln,..., Va) €K%, W =§:=1x4au (t=1,...,m),

(donde se acostumbra escribir a34%; si K es conmutativo), para todo
Xx=(%,..., %) €K*, xy €K(L=1,..., n). Probar queJs es una aplica-
cién lineal y que, reciprocamente, toda aplicacién linealf de K* en K"
se representa de la manera indicada, de modo fnico, o sea para G4 €
€EK(t=1,..., m j=1,..., n) Gnicos. Se puede completar este ejer-
cicio con una asercidén andloga a la del final del ejercicio precedente.

§4. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA

Histéricamente, los primeros espacios vectoriales considerados
fueron R® y C® (casos particulares importantes de X", donde K esun
cuerpo)de dimensibén finita 7, donde 7 es elnGmero enteroque figura ex-
plicitamente en la definicién de los mismos (n = 1,2,...). Tales espa-
cios vectoriales tienen una base natural, formada por los vectores €; =
=(0,..., ..., 0)(t=1,..., n), cuyas coordenadas sontodas el cero
del cuerpo, salvo la {-6sima coordenada que es la unidad del cuerpo.
De esta base se obtiene un sistema natural de coordenadas del espacio
vectorial. Posteriormente, la atencidénse dirigibé a otros espacios vec-
toriales que llamamos de dimensidn infinita (por no ser reducibles a K
con M un entero natural), formados sobre todo por funciones, o sea los
llamados espacios funcionales. La definicién axiomaitica (abstracta o
intrinseca) de un espacio vectorial sobre un cuerpo (§ 1, capfitulo 4) es
relativamente reciente. Ella nos permite, de modo més satisfactorio,
distinguir entre los espacios vectoriales de dimensién finita y los de
dimensién infinita; para estos Gltimos también es posible hablar de la
dimensién de cada uno de ellos, la cual es un nimero cardinal infinito,
lo que no abordaremos, sino que se deja paraun estudio algebraico pos-
terior mis profundo. A pesar de la importanciaindiscutible de los es-
pacios vectoriales de dimensién infinita, tanto en matemética como en
sus aplicaciones, son los espacios vectoriales de dirmensién finita los
que se presentan con el derecho de primacfa en el estudio inicial del
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4lgebra lineal, por presentar una enorme riqueza conceptual, técnica y
proposicional.

Sea, pues, £ un espacio vectorial sobre un cuerpo . Diremos que
X € E es una combinacidén lineal de Xi,..., %, cuandoexisten Xy, ..., A, €
€K tales que ¥ = ¥ + ... + A\X,. Notemos que tales coeficientes es-
calares pueden no ser Gnicos.

Proposicién 1, Six,..., %, son vectores dados en un espacio vec-
torial £ sobre un cuerpo X, las siguientes condiciones sonequivalentes:

1. Todo ¥ € E, que sea una combinacidn lineal de %,..., %,, tiene
una expresidn tGnica ¥ = X + ... * A&y, donde Ay, ..., A, €4,

2. SiNx t... + A%, =0, donde A\y,..., Ay €K, entonces i =..., =
A, = 0.

Demostracién. Mostremos que la condicién 2 implica la condicién 1.
En efecto, supongamos que ¥ = MX +... + X, = b, t... o,
donde Ay, M3 €KX (L =1,..., n). Deahiresulta que (b1 - M )X + ... + (Mg -

- Xa)%, = 0. Por la condicién 2 obtenemos, entonces, M =M1, ..., Ay =
= M,. Reciprocamente, probemos que la condicién 1 implica la condi-
cién 2. Ahora, sih,..., , €Ky 0 = Nhx +... + \X,;, tenemos asf

una expresidén del cero de £ como combinacién lineal de %i,..., X,
Por otra parte, el cero de E siempre tiene la siguiente expresién 0=
=0x3;+... *+0 X, como combinacidén lineal de ¥%;,..., ¥,. Por la con-
dicién 1 obtenemos My = ... = A, = 0. QED

Diremos que los vectores ¥,..., % € Z como en la proposicién 1
precedente son linealmente independientes cuando satisfacen las condi-
ciones equivalentes 1 y 2 de su enunciado; en el caso contrario, se de-
nominan ILinealmente dependientes, o sea cuando existen A,..., A, €4,
entre los cuales al menos uno es diferente del cero de K, tales que
Mo t ...+ A%, =0, Notemos que, en la independencia o dependencia
lineal de %;,..., %;, el orden seglin se enumeran es irrelevante; o sea
si 0 es una permutacién del conjunto {1,..., n], entonces Xy,..., %y
seran linealmente independientes, o dependientes, al mismo tiempo que
Xg(1)s + -+ » ¥o(g). Tal observacién se aplica a otros aspectos y no seri
repetida, salvo cuando sea esencial.

Proposicién 2. Sea £ un espacio vectorial sobre un cuerpo KX.
Entonces:

1. ¥ € E es linealmente independiente, o linealmente dependiente,
conforme ¥ # 0 0 ¥ = 0,

2. Six €E, X\, 4 €K, entonces AX y X son linealmente dependien-
tes.

3. Six,..., %, €F fueran linealmente independientes, entonces X, #
# 0 para todo 1, como as{ también X; # X; cualesquiera que sean 1 # J
(dado que n 2= 2); luego, si algn X; =0, o si ¥y =%, para algin 1 # J
(caso n =2 2), entonces X3,..., ¥, son linealmente dependientes.



4, SiXy,..., %, € £ fueran linealmente independientesy 1< {) <... <

1y £ n fueran %4 enteros (donde A =1,..., nyn =2), entonces Xy, ,,,,, ¥,
son linealmente independientes;luego, si Xy oo vs Xy fueran linealmen-
te dependientes, entonces Xy,..., X, serfan linealmente dependientes.

La demostracibn es trivial y se omite.

Dados %i,..., %, en elespacio vectorial £ sobre el cuerpo X, el con-
junto F de todas las combinaciones lineales X + ... +X0 % (M, ..., A, €
€K)de %,..., ¥, es evidentemente un subespacio vectorial de &, deno-~
minado el subespacio vectorial generado por ¥i,..., %,, vectores éstos
que llamamos generadores de F. Como todo subespacio vectorial de £
que contenga %1,..¢&, %, debe contener forzosamente a F, expresamos
este hecho diciendo que F es el menor subespacio vectorial de £ que
contiene %1, ..., ¥,. Podemos decir que 7 es la interseccién de todos
los subespacios vectoriales de £ que contienen ¥%,..., %,. Por ejem-
plo, el subespacio vectorial de £ generado por ¥ € Feskx = {hx; X €K};
é1 se reduce o no al origen de Z segtn sea ¥ = 0 o ¥ # 0.

Diremos que ¥1,..., %, € Z forman una base delespacio vectorial &
sobre el cuerpo K cuando todo ¥ € £ puede expresarse como combina-
cidn lineal ¥ = X + ... T A% (M,..., Ay €X) dex,..., %, de modo
tnico; o sea, cuando Z es generado por ¥i,..., %;, los cuales son li-
nealmente independientes.

Ejemplo 1, Sea K un cuerpo. El espacio vectorial Kn=12,...)
tiene la siguiente base, llamada base natural de K*, formada por los
vectores €3 = (0,..., 1,..., 0)(t=1,..., n), cuyas coordenadas son

todas el cero del cuerpo, salvo lal-€sima coordenada que es la unidad
delcuerpo. Enefecto, si ¥X=(a,..., %) € K*, donde ¥, €K (L=1,..., n),

entonces ¥ = X163 +... + X,€, es una combinacidén lineal de €;,..., €,
igual a ¥. Ademés, si ¥ = Mé, +... + e, (M,..., N €K), entonces
X=(MN,..., A\y), de donde M =4,.,.., M = ¥%;,0 sea X se expresa como

combinacidn lineal de €,,..., €, de modo tGnico.

Cabe indicar que, en vez de base deberiamos haberdicho base fini-
ta ordenada (puesto que estamos considerando una base formada por un
nmero finito de vectores enumerados en algtn orden), lo que no cau-
sari confusién en este texto., En rigor, podemos hablar de una base
finita, asf como de una base infinita, sin un orden prefijado, en lo que
no nos detendremos.

Proposicién 3. Un espacio vectorial Z sobre un cuerpo X es iso-
morfo a un espacio vectorial K®, si, y sblo si, F tiene una base con 1
elementos. Si J:K® - Z es una aplicacién lineal, entonces J/ seri un
isomorfismo entre K" y # si, y sélo si (indicando coné,({=1,..., n)
a la base natural de K*) f(€1),..., J(€,) es una base de E. Reciproca-
mente, si %,..., % € F es una base de Z, existe un isomorfismo S,
y s6lo uno, entre X* y £ tal queJS(€) =X (L= 1,..., n).

Esta proposicién resulta inmediatamente de la proposicidn siguiente,
al usar &* en vez de £, asf como E en vez de F, ademéis de otros deta-
lles de notacidn.
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Proposicién 4, Sean £ y F espacios vectoriales sobre el cuerpo X.
Si E tiene una base %,..., %, entonces F es isomorfo a ¥ si, y sélo si,
F tiene una base con 7 elementos. SiJ:Z - F es una aplicacién lineal,
entonces J seri un isomorfismoentre £y Fsi, ysblosi, S (%),..., J (%)
es una base de F. Reciprocamente, sili,..., Yo € F es una base de F,
existe un isomorfismo S, y sélo uno, entre £ y F tal que J(X;) = y, (L=
=1,..., N

La demostracién es bastante sencilla y se omite.

Nuestro objetivo inmediato es definir la dimensién de un espacio
vectorial, cuando ella es finita; para esto necesitamos de la siguiente
proposicidén, interesante por s{ misma.

Proposicién 5. Sea Z un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Si
%,..., ¥n € £ son generadores de £ e yn,..., Uy € E son linealmente
independientes en £, entonces m 2= n.

Demostracién, Comencemos con una observacién. Dado que £ es
generado por ¥1,..., X%, € £, si y € £, RZ # 0, entonces £ es también
generado por los m vectores y, %,..., x,,. .+, %g, donde Jc‘1 indica que
%; se omite en la emuneraciéne L = 1,..., N se escoge conveniente-
mente. En efecto, ¥y = M + ... + Apg¥y para ciertos M\,..., A\ € K.
Como Yy # 0, entonces para algin t, Ay # 0, de donde resulta que X, es
una combinacién lineal de y y de los demis X;(J = 1,..., m,j # 1)
Luego, ¥ es generado por J y por los demés X;(J=1,..., m,J # L).

Demostremos ahora la proposicién por induccidédn sobre m. Ella se
cumple para M = I; en efecto, como £ es generado por ¥ y dado que
n # 0, la observaciénprecedente muestra que £ es generado por u, Xy,
o sea simplemente por J4, lo que exige n= 1, puesn,..., Yo sonlineal-
mente independientes. Supongamos ahora m 2 2 y que la proposicién se
cumple param - 1. Sin <2, entonces n< 2 =m, y no hay nada que pro-
bar. Supongamos n = 2; como Z es generado por X1,..., % y dado que
% # 0, la observacién precedente muestra, después de una renumera-
ciébn de %1,..., %5, que F es generado por Ja,%,..., ¥, fm, o sea por
Y1, X, ..., Xpy lo que exige, por la hip6tesis de induccidén, que n- 1 s
<m-1, on s m dado que Ya, ..., Y, son linealmente independientes.
QED

Proposicién 6. Si Xy,..., Xa €L eYi,..., Yo € E son bases del es-
pacio vectorial £, entonces m = n.

Es lo que resulta de inmediato de la proposicidén precedente aplica-
da dos veces simétricamente.

De acuerdo con la proposicién 6 definimosla dimensidén de un espa-
cio vectorial £ que tenga una base X;,..., ¥, comoelenteron=1, 2,...,
el que es independiente de la base escogida en £, Conviene notar que
tal definicién implica que £ no consiste s6lo del origen, pues n 2 ly
cada %3 # 0. Completemos la definicién con la convencién de que la di-
mensién de un espacio que consiste sblo del origen es 0. Indicaremos
con dim £ la dimensi6n de £.

Pasemos a enumerar algunas propiedades ftiles de la dimensién.



Proposicién 7. Si £# 0 esun espacio vectorial y %,..., X, € £ son
generadores de E, entonces E tienedimensién m S n. MAis precisamen-
te, podemos escoger enteros 1= U =... S {p S nde modo que X3, .,
X3, sea una base de £.

’

m

Demostracién, Si%,..., %, sonlinealmente independientes forman
una base y la proposicién es evidente. Supongamos X,..., %, lineal-
mente dependientes; entonces n = 2 (pues & # 0) y existe X¥; que es una
combinacién lineal de los %;(J # ¢). De ahf resulta que X1,..., 55‘, eees
%, generan £, donde X, indica que X3 ha sido omitido. Si&,..., Ren,
%, son linealmente independientes y forman una base de Z, la proposi-
cién queda probada. Sisuponemos,..., 551, «..s X% linealmente depen-
dientes, entonces I 2 3 (pues E # 0), y razonamos como en el caso an-
terior y asi sucesivamente. Este proceso de omisiones sucesivas tiene
que parar a lo mis en N - 1 etapas, dado que 7 2 2 (pues E # 0), cuando
la proposicién queda probada. QED

Proposicién 8, Siel espacio vectorial £ tienedimensién n 2 1, para
que %1,..., % € Z formen una base de F es necesario y suficiente que
sea satisfecha por lo menos una de las dos condiciones siguientes:
1. #,..., %, son generadores de £; 2. X%,..., %, sonlinealmente inde-
pendientes.

Demostracién, Cada una de las dos condiciones es necesaria (ade-
més, las dos condiciones juntas significan que %,..., %, forman una
base de £). Probemos la suficiencia de la condicién 1, para lo cual
basta mostrar que X1,..., %, son linealmente independi’e\ntes. En caso
contrario, se podria omitir un %;, de modo que %1,..., %3,..., %, gene-
ren E, donde %, indica que X fue omitido; pero, entonces, la proposicién
7 implicaria que la dimensién de £ es a lo sumo 7 - 1, lo que no es
cierto. Probemos la suficiencia de la condicién 2, para lo cual basta
mostrar que %,..., % son generadores de E, En caso contrario,
Xy,..., X, generan un subespacio vectorial propio ¥ de £ y podemos es-
coger X €E, xn €F; entonces x,..., X, Xy son n+ 1 vectores li-
nealmente independientes de £, entanto queuna base de £ esti formada
por n generadores de £, lo que contradice la proposicién 5. QED

Proposicién 9, Si el espaciovectorialZ tiene dimensiénm y4,...,
X, € Eson linealmente independientes, entonces m = n. Cuando m =17,
X1,..., %3 forman una base de E. Si m>n, podemos hallar Xu+y,...,
X%n € F tales que %3,..., %, %y+1,..., %o Sea una base de E,

Demostracién, La hipbtesis de que X1,..., ¥, € £ sean linealmente
independientes, cuando n 2 1, implica que E# 0. Como una base de &
esti formada por m generadores de E, de la proposicién 5 se desprende
que m = n. Cuando M = n, la condicién 2 de la proposicién 8 muestra que
X1,..., %; forman una base de £. Supongamos m > n. El subespacio
vectorial /i de £ generado por %4,..., %, tiene dimensién n <m; luego,
P es propio en E. Escojamos Xy+1 € &, %1 ¢ A y sea Fael subespacio
vectorial de ¥ generado por ¥1,..., %, ¥,11 que tiene dimensiénn+1 = m.
Cuandom=n+ 1, la condicién 2de la proposicién 8 muestra que #1,...,
X%, %,+1 forman una base de Z. Suponiendom > n + 1y continuando de
esta forma, la condicién 2 de la proposicién 8 muestra que pasaremos
por m - n etapas, antes de completar esta demostracién. QED
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Proposicién 10, Si F es un subespacio vectorial del espacio vecto-
rial £ de dimensién finita 7, entonces F tiene dimensién n s m.

Demostracién., Para evitar malentendidos, notemos que a partir de
la hipétesis de que £ # O tenga una base no es posible concluir que F # 0
tiene una base. Si F'= 0 la proposicién es evidente. Supongamos F # 0,
luego E# 0. Escojamos % €F, ¥y # 0. Sea £, el subespacio vectorial
de F generado por X%, que es de dimensién 1. Si Fi = F, entonces X es
una base de F, que tiene dimensién 1; la proposiciédn 5 muestra que 1 <
£m. SiF es un subespacio vectorial propio de F, escojamos Xz € F,
Xz ¢ Fi. Sea F: el subespacio vectorial de F generado por X, Xz, que
es de dimensién 2. Si F> = F, entonces X, Xz es una base de 7, que tie-
ne dimensibn 2; la proposicién 5 muestra que 2 S m. Si F2 es un subes-
pacio vectorial propio de F continuamos de forma similar, y la propo-
sicién 5 muestra que pasaremos por N £ /m etapas, construyendo una
base X1,..., ¥, de F. QED

Ejercicios

1) Si I es un conjunto no vacio y K un cuerpo, entonces el espacio

. ] . . . o 2 .

vectorial X de todas las funciones de I en X es de dimensién finita 7 si,
vy sb6lo si, I tiene n elementos.

2) Calcular la dimensién del espacio vectorial Py (R*;R) de los poli-
nomios reales de n variables reales y de grado a lo sumo igual a m.
Anilogamente, para C en vez de R, v Z/P en vez de R, donde P 2 2 es
un entero primo.

3)Si%,..., %, son linealmente dependientes en un espacio vecto-
rial E, donde % # 0 ynz 2, entonces algin X5 (1 =2,..., n)esuna com-
binacidén lineal de los precedentes %,..., Xj3.

4) Los vectores %i,..., %; (N 2 2) de un espacio vectorial Z son li-
nealmente dependientes si, y sblo si, omitiéndose unode ellos, los n - 1
restantes son alin generadores del mismo subespacio vectorialde &, que
es generado por los n vectores dados.

5) Si £ es un espacio vectorial de dimensién finita y F es un subes-
pacio vectorial de £ tal que £ y F tienen la misma dimensidn, entonces
E=F.

6) En un espacio vectorial Z de dimensién n = 1 no hay m > n vecto-
res linealmente independientes; luego 7 es el nlmero maximo de vec-
tores linealmente independientes en £. Por otra parte, en un espacio
vectorial £ de dimensién 72 > 1 no existen m < N vectores que sean gene-
radores de Z; luego 7 es el nimero minimo de generadores de Z.

7)SiJS:E - F es una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales
E y F, donde £ es de dimensién finita, entonces los subespacios vecto-
riales f'l(O) CEyf(E)CF son también de dimensién finita, y se tiene
que dim F= dim/(0) + dim/ (¥). Si/™(0) y/(£) son de dimensién fi-
nita, también £ es de dimensién finita.



8)SiE=E X... XE; es un producto cartesiano de espacios vecto-
riales, cada uno de dimensién ny (¥ = 1,..., D), entonces Etienedimen-
siébnm + ... + Ny y, si £ tiene dimensién finita, lo mismo ocurrird con
cada £y (Lt =1,..., P)

9)Si F=FA +... + F, es un espacio vectorial que es la suma de sus
subespacios vectoriales fi,..., Fp, entonces £ es de dimensién finita

si, y sélo si, todos los Ai,..., Fj son dedimensién finita; se tiene, en-
tonces, dim £ < dim F) +... +dim F,, Para que se cumpla la igual-
dad es necesario y suficiente que la suma sea directa, F=F, ®... @F,

(ejercicio 5, § 3, capftulo 4).

10) Si /A v F2 son subespacios vectoriales de dimensidn finita de un
espacio vectorial E, entonces Fy N Foy 1 + F> sonsubespacios vectoria-
les de £ de dimensién finita; se tiene dim (A, N Fz) + dim (A + Fa) =
= dim A + dim Fa2. Generalizar al caso de subespacios vectoriales
F,..., Fy de dimensién finita de un espacio vectorial Z.

11) Sean dados los enteros m, m, Ng, donde m =2 mp, 20, m =2 ng = 0.
Hallar el mayor valor posible de dim (F, + Fz) v el menor valor posible
de dim (/A N Fz), sitenemos un espacio vectorial £ de dimensién m y
subespacios vectoriales /i y Fz de £, de dimensidén 7 y Mg, respectiva-

mente. Generalizar al caso de enterosm, Mm,..., 7Ny, un espacio vec-
torial £ y sus subespacios vectoriales Fi,..., Fy de dimensiones
m, M,..., Ny, respectivamente.

12) Sea J:F - F una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales
E y F de dimensiones m y 1, respectivamente. Sim > 7, entonces J no
puede ser un isomorfismo de E en F. Sim < n, entonces f no puede ser
sobre F. Si m = n, entonces que f sea un isomorfismo es equivalente
a queJ sea sobre F.

13) Si £ y F son espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo
K, mostrar que el espacio vectorial de dimensidn finita £ (£} F) sobre X
es de dimensidn finita si, y sblo si, £ y F son de dimensién finita, en
cuyo caso dim# (£;F) = dim £ . dim F. Mostrar, entonces, que E* es
de dimensién finita si, y sblo si, £ es dedimensidn finita, en cuyo caso
dim Ex =dim F (ejercicio 4, § 3, capitulo 4).

14) Sea F un espacio vectorial real. Si %1,..., %, € Z, llamamos
combinacién convexa de % ,..., %, a toda combinacidn lineal X =
=NX +... * AX,, donde Alyoee, Ay ER, M,oens A 2 0, )\1"'.... +)\n=
= 1. Mostrar que toda combinacibén convexa de X, ¥z € £ puede escri-
birse como ¥ = (1 - A) % + Ax3, donde A € R, 0 = A = 1, Deci-
mos que un subconjunto X de Z es conmvexo cuando cualesquiera que
sean X, X2 € X, toda combinacién convexa de X, ¥z pertenece af, Pro-
bar que X es convexo si, y sbélo si, cualesquiera que sean ¥,..., %, €
€ X, toda combinacidén convexa de ¥%i,..., X%, pertenece a £. Uncono en
F de vértice 0 es un subconjunto X de £ tal que six € X, A €R, A >0,
entonces A6 € X. Probar que un cono en £ de vértice 0 es convexo si,
y sblo si, cualesquiera que sean X, %z € 4 se tiene X3 + Xz € A,

15) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo X. Se llama subes-
pacio afin no vacio de £ a todo subconjunto & de F talque A= F + x, don-
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de F © F es un subespacio vectorial y ¥ € E; entonces ¥ € X, y F queda
determinado por X, pues F =X - X cualquiera que sea ¥ €4, al mismo
tiempo que cualquier ¥ € X puede aparecer en la representacién X = F +
+ X%, (Esconveniente considerar al conjunto vacfo como un subespacio

afinde £.) Si¥X,..., ¥, € E, llamamos combinacién affnde %,..., %,
a toda combinacién lineal ¥ = X +... +AX,, donde N,..., A\, €K,
M +... +3 =1 Mostrar que toda combinacién afin de %1,%z € £ pue-

de ser escrita como ¥ = (1 - A) % + AX%z, donde A € K. Probar que un
subconjunto & de £ es un subespacio afin si, y sélo si, cualesquiera que
sean %1, ¥a € X, toda combinacién afin de %, ¥z pertenece a {; o, de mo-
do equivalente, si, y sélo si, cualesquiera que sean¥1,..., %, €X, to-
da combinacién afin de %1,..., X, pertenece a X, Mediante la represen-
tacién X = F + X, definir la dimensién finita de X, la base afin finita de
X, etc.
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ORDEN

La nocién general de orden tiene su origen tanto en matemdética co-
mo en l8gica. Al parecer, fue considerada por primera vez en el siglo
XIX, aunque algunas de sus rafces pueden atribuirse a trabajos ante-
riores. El origen del importante tema del orden total, que desde el
punto de vista de la matem4tica de hoy constituye simplemente un ejem-
plo particular y tan antiguo como las ideas de nGmero, de tiempo y
orientacién de una recta, se pierde en el pasado. Cronolégicamente,
los estudios de Boole sobre elan4lisis de la 16gica desde elpunto de vis-
ta matemético, esto es, sus investigaciones sobre las leyes del pensa-
miento, fueron los trabajos méds importantes sobre la idea de orden.
Su nombre qued6 asf asociado a las llamadas 4lgebras de Boole, que
durante un largo tiempo fueron el Gnico ejemplo conocido de un sistema
algebraico cuyos elementos estaban desprovistos de sentido numérico.
Estas dlgebras pasaron a tener interés matemético en los tiempos ac-
tuales, inclusive desde el punto de vista de sus aplicaciones a otros
campos del saber. A Dedekind se debe la observacién de que el con-
cepto de conjunto ordenado aparece con gran frecuencia en matem4ti-
ca a tal punto de ser objeto de estudio auténomo; sin duda, el estudio de
la nocién general de orden esuninstrumento precioso para comprender
los fundamentos de varias ramas de la matemd4tica y de sus aspectos
comunes. Sin embargo, no es superfluo sefialar aquf que un tal estu-
dio no debe constituir un objetivo en sf mismo; su valor matemético se
restringe a las posibilidades de sus aplicaciones. Este capftulo es una
mera introduccién al lenguaje del orden.

§1. ORDEN TOTAL

En matem4tica elemental se encuentran varios ejemplos de conjun-
tos cuyos elementos pueden compararse entre s{ por una relacibén de
orden, como lo ilustran los casos siguientes.

Ejemplo 1. Entre los ndmeros enteros naturales, o sea los ele-
mentos de N, existe una relacién de orden usual, que se escribe x =y

para indicar que X es igual o menor que Yy, donde X, ¥ €N. Tal rela-
cién posee las propiedades siguientes:

X =X,
XSy, ysz=xsz
X2y, Yysx=>x=y
xXsSyoysux
Anflogamente, para la relacién de orden usual en cada uno de los con-

juntos Z, Q y R. Observemos que en el caso del conjunto C no se
acostumbra imponer ninguna relacién de orden.
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Ejemplo 2, En geometria elemental, dada una recta R, se destaca
que existen dos orientaciones posibles sobre la misma, siendo cada
una de ellas la opuesta de la otra. Una vez fijada una de tales orien-
taciones en R queda automiticamente establecida una relacién de orden
entre los puntos de R. En este caso, si X e ¥ son dos puntos de R, se
dice que x precede a y cuando X =¥y, o cuando X # ¥, y la orientacién
de R corresponde a un desplazamiento de un punto que se mueve a
partir de x hacia y. Se escribe entonces x Sy. Las cuatro propieda-
des indicadas en el ejemplo precedente se mantienen v4lidas en este
ejemplo. Ademds, como se puede apreciar, el caso de R como con-
junto ordenado de la forma indicada en el ejemplo anterior y el caso
de la recta A como conjunto ordenado discutido en este ejemplo son
esencialmente dos aspectos del mismo fenémeno. Como se ve en geo-
metrfa elemental, si se fija un origen, una unidad de medida y una
orientacién en la recta R se obtiene un sistema de coordenadas en Ry
una correspondencia biunivoca entre R y R que respeta el orden (esto
es, un isomorfismo de orden, conforme a la terminologia a ser intro-
ducida en el pdrrafo siguiente).

> =
B 3

Fig. 41

Ejemplo 3, EIl alfabeto que usamos consiste de las letras
a, b, c, ch, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, 11,
m, n, i, o, p, q, r, 8, t, u, v, w, x, ¥, 2

enumeradas en este orden, que forman un conjunto ordenado 4 de 29
elementos. Daremos el nombre de diccionario al conjunto infinito
D de las palabras que se pueden formar con dichas letras. Cada
palabra es una secuencia horizontal de un nGmero finito de letras,
siendo posible la repetici6n de las letras. Supongamos que cada pala-
bra comience del lado izquierdo, de manera que la posicién de una
letra en cada palabra se cuenta a partir de la izquierda. Por ejemplo,
b ocupa la tercera posicibén en la palabra sobremesa. Entre las di-
versas palabras, admitimos las que tienen sentido en espafiol, como
miel, o en portugués, como mel, o en inglés, como honey, etc., ade-
més de las que no tienen sentido enninguna lengua que nos es conoci-
da, como crucru. Cada libro-diccionario de una lengua conocida
contiene un ndmero finito de palabras, enumeradas segin el orden
alfabético, u orden lexicogrdfico. En realidad, la regla para ordenar
las palabras en un libro-diccionario de cualquier lengua es siempre la
misma. FElla proviene de una regla de ordenacién de D, que se define
del siguiente modo: Dadas dos palabras simbolizadas por p, y Ps, se
dice que P, precede a Pz y se escribe D1 £ Pz cuando Py = Pz, o si
D1 # D2, se verifica uno de los dos casos siguientes: 1) el nimero de
letras de p, es menor que el ndmero de letras de p, y toda letra de p,
es idéntica a la letra de p; en la misma posicién, como, por ejemplo,
en p, = asdear, Ds = azucarado; 2) hay una letra de p, que es distinta a
la letra de p; en la misma posicién, tal que la precede en el alfabeto
A, y ademds de esto cada una de las letras anteriores de p, coincide



con cada una de las letras anteriores de p; en la misma posicibén, co-
mo, por ejemplo, en p, =confiterfa, p; = confites. Es facil verificar
que las cuatro propiedades indicadas en el ejemplo 1 se mantienen v&-
lidas en este caso. Para una descripcién més formal de este ejemplo,
véase el ejercicio 2 que sigue.

Un conjunto totalmente ordenado, también llamado cadena, es un
conjunto E donde esti dada una relacién binaria, esto es, una relacién
entre dos elementos cualesquiera x e y de E, donde se escribe x =y
para indicar que X e ¥y guardan entre sila relacién considerada, de
modo que se satisfacen las siguientes propiedades:

01. x = X,
02, XSy, ysz=x<z,
03. XY, Yysx=x=Yy,
04, xXsyoy=sx

que son las propiedades reflexiva, transitiva, antisimétrica y total,
respectivamente., Tal relacién binaria recibe el nombre de orden
total. En circunstancias especiales se usan otros simbolos y otras
denominaciones para designar un orden total. ILos ejemplos que se
acaban de mencionar ilustran el concepto de orden total.

1) En un conjunto finito £ con n elementos existen n! modos dis-
tintos de definir un orden total en Z.

2) Consideremos un conjunto totalmente ordenado A al cual deno-
minaremos alfabeto. Formemos las potencias cartesianas sucesivas,

A = A, A% = A XA, A® = AXAXA,...

y su unién

It

D = A'UuAPy...uAU...,

a la cual denominaremos diccionario correspondiente al alfabeto 4.
Cada elemento de D se llama palabra. Sip, y pPp pertenecen a D, es-
cribamos p; € D, cuando p; = Da, O si D, # Da, se verifica uno de los
dos casos siguientes: 1) el nimero de coordenadas de p, es menor que
el ndmero de coordenadas de p,, y toda coordenada de p, es idéntica a
la coordenada de P, en la misma posicién; 2) hay una coordenada de p;
que es distinta a la coordenada de p; en la misma posicién y tal que la
precede segin el orden total de 4 y, ademds de esto, cada una de las
coordenadas anteriores de p, coincide con cada una de las coordenadas
anteriores de D, en la misma posicién. En ambas condiciones 1)y 2)
la posicién de una coordenada de cada punto de cualquier A® se cuenta
de izquierda a derecha. Entonces D es un conjunto totalmente orde-
nado.
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§ 2, ORDEN

En el caso de un orden total en un conjunto E, la propiedad de que
dos elementos arbitrarios x, Yy € F siempre sean comparables, o sea
X5y oy s x es demasiado exigente. En matemitica elemental, como
veremos en seguida, ocurren naturalmente relaciones binarias que
poseen las tres primeras propiedades de un orden total, pero que de-
jan de tener la dltima de ellas. Veamos algunos ejemplos ilustrativos
de tal observacién.

Ejemplo 1, Consideremos el conjunto N de los ndmeros enteros
naturales con la relacién de divisibilidad, o sea si x, ¥ € N, se dice
que x divide a l, y se escribe xly, cuando existe ¢ € N tal que y = tx.
Es claro que

x| x,
xly, ylz= x|z,
xly, yla=x=1y,
més no es cierto que
x|y oylx,

pues, por ejemplo, 2\3 v 3l2 son ambas falsas.

Ejemplo 2, En el conjunto €(E) de todas las partes de un conjunto
F tenemos la relacién de inclusién y, como ya sabemos,

Xci,
Xcy, Ycz=Xcgz
XcY, YcX=X=1Y,

pero en el caso en que F tiene por lo menos dos elementos distintos no
es cierto que

XCYoYCX,

como ya hemos observado.

Fig. 42



Ejemplo 3. Consideremos el conjunto ¥ de las funciones reales de
variable real definidas en un intervalo [a, b} de R. SiJf, ¢ € F diga-
mos queS es menor o igual queg y escribamos f S g cuando f(x) < g(x)
para todo x € [a, b], o sea cuando el gréfico de f esté por debajo del
grifico de g.

A

g e ———

g(x)

f(x)

© e e - ——

x

Fig. 43

Es claro que
77 121
Fsg, gsh=f%h,
g 9g=sf=2r=0
pero si @ # b, no es cierto que
fsgog=/,

como se constata si definimos, por ejemplo, f(x) =X -2y g(x)=b - x
para todo x € [a, b].

Un conjunto ordenado es un conjunto F donde est4 dada una relacién
binaria, esto es una relacién entre dos elementos cualesquiera X ey
de I, donde se escribe x <y para indicar que X e iy guardan entre si la
relacién considerada, tal que las propiedades 01, 02, 03 del pdrrafo
anterior se satisfacen, méds no necesariamente la propiedad 04. Tal
relacién binaria recibe el nombre de orden, u orden parcial. En cir-
cunstancias especiales se usan otros simbolos y diversas denomina-
ciones para designar un orden. Los ejemplos vistos arriba motivan
la introduccién del concepto de orden. Todo conjunto totalmente orde-
nado es un conjunto ordenado, més no reciprocamente,

En un conjunto ordenado Z se escribe X < ¥ para indicar que x =y,
pero x # y. Por tanto, x Sy si, y s6lo si, x =y o x <y.

Dado un subconjunto F de un conjunto ordenado Z, podemos intro-
ducir en F una relacién de orden, que se dice Znducida por la relacién
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de orden de F, si escribimos x sy enF, para x, y €F, si, y s6lo si,
x sy en E, Se dice, entonces, que F es un subconjunto ordenado de Z,
Por ejemplo, con las relaciones de orden usuales, cada uno de los
conjuntos N, Z, Q y R es un subconjunto ordenado de los siguientes.
Por otra parte, si consideramos a N como un conjunto ordenado por la
relacién de divisibilidad (ejemplo 1), entonces N va no es un subcon-
junto ordenado de los siguientes con la relacién de orden usual. En
efecto, basta notar que 2 <3, pero es falso que 2‘3; por otra parte,
1\0, pero es falso que 1 = 0,

Dado un conjunto ordenado E, un elemento minimo, o primer ele-
mento, de una parte F de F es un elemento ¢ € Ftal que a < X para
cualquiera que sea x € F. Un tal elemento minimo @ es dnico, siempre
que él exista., En efecto, sea @' € F tal que también se tenga a's x
para todo x € F. Ahora, como @' € Fy del hecho de que @ es un ele-
mento minimo de F resulta que @ < a'. An&logamente, se obtiene
a' 2£a., Luego a = @'. El elemento minimo de F, cuando existe, se
indica por min F, De un modo dual se define el concepto de elemento
mdximo, o dltimo elemento, que se indica por m&x F. Por ejemplo,
con respecto a sus relaciones de orden usuales, N tiene un primer
elemento, a saber 0, pero no tiene un dGltimo elemento; por otra parte,
Z, Qv R no tienen primer ni dltimo elemento. Cormo otro ejemplo,
citemos N con respecto a la relacién de divisibilidad, donde hay un
primer elemento, a saber 1, y también hay un 4ltimo elemento, esta
vez 0. En el caso de #(Z) ordenado por la relacién de inclusién,
existe un primer elemento ¢ y un Gltimo elemento F.

Sean £ y F dos conjuntos ordenados. Se dice que una funcién
J : E-F es creciente cuando x <y en Z siempre implica f(x) <F(y) en
F. Por otra parte, f es decreciente cuando x <y en E siempre implica
Jy) = f(x) en F. Si f es creciente o decreciente, se dice que S es
mondtona. Decimos que f es estrictamente creciente cuando x <y en
E implica siempre f(x) <f(y) en F. Por otra parte, f es estrictamente
decreciente cuando x <y en Eimplica siempre f(y) </(x) en F. Sif es
estrictamente creciente o decreciente se dice que f es estrictamente
monétona.

Ejemplo 4. Sea f una funcién real de variable real definida y de-
rivable en un intervalo {2, bl de R. Sif'(x) =0 para todo x € [, B],
entonces f es creciente. Sijf'(x) > 0 para todo x € [@, b], entonces f
es estrictamente creciente. Si f'(x) < 0 para todo x € {¢, ], entonces
J es decreciente. Si f'(x) < 0 para todo x € [a, b], entonces f es
estrictamente decreciente.

Una funcidn creciente a veces se llama no decreciente y ental caso
se entiende por funcibn creciente lo que llamamos funcién estricta-
mente creciente, Es claro que, entonces, se acostumbra.decir funcién
no creciente en vez de funcibn decreciente, asi como funcién decre-
ciente para designar lo que llamamos funcibén estrictamente decre-
ciente.

Ejemplo 5. Consideremos el conjunto C de las funciones reales
continuas en el intervalo [¢, »]. En C, empleemos la relacién de
orden inducida por el conjunto ordenado F de las funciones reales en
[a, b] (véase el ejemplo 3). Entonces



b
JEec HS Ji{x)dx € R
a
es estrictamente creciente.

Ejemplo 6, Dada la funcién f : £ - F, podemos considerar la fun-
cién

X €@E) = f(X) €QF),

que es siempre creciente. Para que esta dltima sea estrictamente
creciente, es necesario y suficiente que la funcién dada sea biunivoca.
Anilogamente, podemos considerar la funcién

Y €EQF) w YY) €2,

que es siempre creciente. Para que esta dltima sea estrictamente
creciente, es necesario y suficiente que la funcién dada sea sobre.

Dados dos conjuntos ordenados E y F, lldmase <somorfismo entre
EFy F a toda aplicacibén biunivoca f de Z sobre F tal que x Sy en Z si,
y s6lo si, f(x) <f(y) en F. Un isomorfismo entre £y F es, pues, una
aplicacién biunifvoca f de £ sobre F tal que f y /™" sean crecientes (o,
equivalentemente, que sean estrictamente crecientes). E y F son
isomorfos cuando existe un tal isomorfismo. Un antiisomorfismo en-
tre £y F es toda aplicacién biunivoca f de F sobre Ftal que x <y en F
si, v sblo si, f(y) sf(x) en F. Con tal fin, se hacen comentarios an4-
logos a los que se hicieron respecto a un isomorfismo.

Ejemplo 7. La funcibn x - €* es un isomorfismo de orden entre R

v RY Su isomorfismo inverso es la funcién x ~ log x entre R y R.
El mismo tipo de ejemplo se repite para toda funcién real f de varia-
ble real que sea estrictamente creciente entre su dominio £ CR y su
contradominio F(£) € R, considerdndose a Fy a f(E) ordenados por el
orden inducido por R. En el caso de ser J estrictamente decreciente,
se tiene un antiisomorfismo de orden entre £y f(£).

Ejemplo 8, SeaG(Z)el conjunto de los subgrupos del grupo aditivo
Z de los enteros racionales. A todo H € G(2Z) (o sea, a todo subgrupo
Hde Z)le corresponde uno, y sélo un, entero natural n{ff) € N tal que
H es el conjunto de los mdltiplos enteros de n{ff), La funcién # €
€ G(Z) » n{H) € N es un antiisomorfismo de orden entre G(Z) ordenado
por la relacién de inclusién y N ordenado por la relacién de divisibili-
dad De modo anflogo, dado un entero P = 1, sea G(Z/p) el conjunto
de los subgrupos del grupo aditivo Z/p de los enteros 0, 1,..., p - 1
médulo p. Indiquemos con D(p) al conjunto de los enteros naturales
que dividen a p. A todo H € G(Z/p) (es decir, a todo subgrupo 4 de
2/p) le corresponde uno, y sélo un, entero natural n(#) € D(p) tal que
H es el conjunto de los mdltiplos enteros naturales de n(#) que perte-
necen a 2/p. La funcién H € G(Z/p) » n(H) €D(p) es un antiisomorfis-
mo de orden entre G(2/p) ordenado por la relacién de inclusién y D(p)
ordenado por la relacién de divisibilidad. De ahf resulta que G(Z/p)
es totalmente ordenado si, y sblo si, J(p) es totalmente ordenado, lo
que equivale a que P sea una potencia entera de un entero natural primo.
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Ejemplo 9. La funcién
X €EQE » C X €B)
es un antiisomorfismo de orden.

Ejemplo 10, Consideremos el conjunto N* de los nlmeros enteros
naturales diferentes de 0 ordenados por la relacién de divisibilidad.
Por otra parte, sea S el conjunto de las sucesiones

(M, Moy Mgyonn)

de ndmeros enteros naturales, o sea n, € Npara =1, 2,..., y asu-
mamos también que cada una de las sucesiones s6lo contiene un
ndimero finito de términos distintos de cero, o sea n, = 0 excepto para
un nidmero finito de valores de k. Definamos un orden en § por

My Maseeey Meyoot) S (M, Mayeeey Mhyons)

cuando my Sy, My S My, ..., M S 1Ny,... . Sea ahora

Py = 2, ps = 3, pg =5, pg = 7,...

la sucesi6én de los nimeros enteros naturales primos escrita en el
mismo orden en que se presenta en N. A cada sucesién

(m, Mooy Myy...) €S

podemos asociar el entero
(P)™ (P2 ... (p)™™ € N¥,

donde % se eligi6 suficientemente grande tal que n, = 0 para todo r > k;
notemos que la eleccibén de un tal ¥ no afecta el valor del elemento de
N* ast definido. Acabamos, pues, de definir una funcién f : § - N*,
El teorema bdsico de aritmética elemental sobre la unicidad y la exis-
tencia de la descomposicibén de todo elemento de N* en el producto de
potencias enteras naturales de factores primos afirma precisamente
que f es biunivoca en § y sobre N*. Por otra parte, el teorema bgsico
de aritmética elemental sobre la divisibilidad de un elemento por otro
de N¥, divisibilidad ésta expresada en términos de las descomposicio-
nes de estos dos nidmeros en productos de potencias enteras naturales
de factores primos, afirma precisamente que / es un isomorfismo de
orden entre § y N*.

En el conjunto ordenado F, dos elementos x e ¥ se dicen consecu-
tivos cuando X <Y, y adem4s no existe ningiin ¢ tal que x <t <y. Esta
nocién permite ilustrar la descripcién de todo conjunto finito por me-
dio de su diagrama: éste se obtiene por medio de figuras rectilineas
o del plano (y, en algunos casos, inclusive por figuras imaginadas en
el espacio tridimensional), uniendo a los pares de puntos consecutivos
de F por segmentos o arcos orientados de cada punto que precede a
cada punto que sigue (véase el ejercicio 1 mds abajo).



Un ejemplo ilustrativo es el del diagrama del conjunto de los ente-
ros naturales que dividen a 12 ordenados segin la relacién de divisi-
bilidad.

12

Fig. 4k

Otro ejemplo aclaratorio es el del diagrama del conjunto #(F) de
las partes de un conjunto F = {x;, X3, X} formado por tres puntos.
Sabemos que ?(F) queda ordenado por la relacién de inclusién y consta
de 23 = 8 elementos, a saber

¢’

El = [xl}’ Ez an}, Ea = {xs}-

(o, %), Bas = {0, %),

I}

Ep = {xx, xa}, B

E.

El diagrama @(F) debe imaginarse formado por los ocho vértices de un
cubo en el espacio tridimensional.

Exn

Es

Eq

Fig. 45

131



132

Ejercicios

1) Supongamos que un conjunto ordenado £ satisface la condicién
siguiente: si X, y € £ con x £}, entonces el conjunto de los elementos
t € Etales que X S £ < Yy es finito (esta condicién se verifica cuando 7
es finito). Probar que dados x, y € Econ X <Y, existenn = 1 elemen-
tos %o, t1,..., ty, € F tales que to=x, t, =Y y ¢y, ty son consecu-
tivos para L = 1,.,., n. Concluir que el conocimiento de los pares or-
denados (¥, ¥) de elementos consecutivos en E, con ¥ < ¥, determina el
conocimiento del orden en £,

2) Sea F un conjunto ordenado. FEl gréfico G del orden de E es el
subconjunto del cuadrado cartesiano F® formado por los pares (X, V),
donde x, y € Ey x <y. Demostrar que

GNG?* = 4, GG ¢

(notaci6n de los ejercicios 3 y 4 del pdrrafo 9, capitulo 1). Recipro-
camente, dada una parte G de i que verifique las dos condiciones de
arriba, con E un conjunto, si definimos x €y cuando (x, y) € 7, obte-
nemos una relacién de orden enZ cuyo gréfico es (. Para que se tenga
un orden total es necesario y suficiente que

guet = B

3) Sea FE un conjunto ordenado. EIl grédfico estricto G del orden de
E es el subconjunto de E° formado por los pares (x, y), donde x, y € &
vy X <Y. Demostrar que

GNnGr = ¢, GG <0G,

Reciprocamente, dada una parte G de E° que verifique las dos condi-
ciones de arriba, con Fun conjunto, si definimos ¥ £y cuando x =y € F
o cuando (X, Y) € G, obtenemos una relacién de orden en E cuyo gréfico
estricto es (. Para que se tenga un orden total es necesario y sufi-
ciente que

AUGUGY = B

4) Si f : B~ F es biunivoca en E, sobre F y creciente, donde F es
un conjunto totalmente ordenado y ¥ es un conjunto ordenado, entonces
F es totalmente ordenado y f es un isomorfismo de orden entre Fy F.

5) Seanf : E-Fy g :F -G dos funciones, donde E, Fy ¢ son con-
juntos ordenados. Con relaci6n a la funcién compuesta gf : £ - G
mostrar que gf es creciente cuando f y ¢ son ambas crecientes, o
ambas decrecientes, y que gf es decreciente cuando una def o ¢ es
creciente y la otra es decreciente.

6) Un conjunto bien ordenado es un conjunto ordenado E, donde to-
da parte no vacfa tiene un primer elemento. Todo conjunto bien orde-
nado es totalmente ordenado. Todo conjunto totalmente ordenado finito
es bien ordenado. N es bien ordenado. El subconjunto de R de los
ndimeros racionales de la forma



es bien ordenado.

7) Un conjunto preordenado es un conjunto Z donde estd dada una
relacién de preorden, que se indica por x Sy para x, ¥ € E, de modo
que

X s X,
X5y, Yysz=22x=<z

Si definimos X~} cuando x sy, Yy < x, donde x, ¥ € F, obtenemos una
relacién de equivalencia en Z. Sea F el espacio cociente de £ por esta
relaci6én. Six, y € F son las clases de equivalencia correspondientes
a X y€E, definamos X< Y en ¥ cuando X < ¥ en E. Probar que F es
un conjunto ordenado.

8) Si A fuese un anillo con unidady X, y € 4, se dice que x divide
a Yy a la derecha cuando existe un t € 4 tal que y = tx. Probar que, de
tal modo, se obtiene un preorden en 4. Andlogamente, para la divi-
sibilidad a la izquierda.

$ 3. RETICULADOS

Dada una parte £ de un conjunto ordenado Z, se dice que X ests 77~
mitado superiormente en E cuando existe un elemento 8 € Z, tal que
X <8 para todo ¥ € X, A un tal elemento S se le denomina mayorante
o cota superior de X en E. Notemos que una cota superior puede no ser
Gnica. Si X no estd limitado superiormente en £se dice que X es2limi-
tado superiormente en E. Observemos que si Z tuviera un Gltimo ele-
mento, entonces todo subconjunto de EF estard limitado superiormen-
te en F y que, recIprocamente, si F estuviera limitado superiormente
en F, entonces & deberd poseer un Gltimo elemento.

Admitiendo que X esté limitado superiormente en Z, puede ocurrir
que el conjunto no vacio de las cotas superiores de Atenga un elemento
minimo, esto es que exista una cota superior s de X en F tal que cual-
quier otra cota superior de X en F deba satisfacer s s ¢. En tal caso,
el elemento mInimo de las cotas superiores de X en £ (que es Gnico) se
denomina supremo de X en Fy se representa por sup X (u otras nota-
ciones, dependiendo del caso). Si X tuviera un mdximo, es claro que
X tendrd un supremo en F y que

mix X = sup 4.

De un modo dual, se definen los conceptos de subconjunto limitado
inferiormente, de minorante o cota inferior, de subconjunto ilimitado
inferiormente y de Infimo (Inf X) de X en £y se hacen los comentarios
duales pertinentes.

(7<)
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Se dice que un conjunto ordenado F es un reticulado cuando, cua-
lesquiera que sean los elementos x, ¥ € F, el conjunto {x, y} reducido
a los mismos tiene un supremo

sup {x, v},
que se indica también por
x Uy,
asf como un infimo
inf {x, ¥},

que se representa igualmente por
x Ny.
Todo conjunto totalmente ordenado es un reticulado, pues
xUy = Yy, xNy = X, siesque Xx=<Yy.

Ejemplo 1. Consideremos otra vez el conjunto N de los enteros
naturales ordenado por la relacién de divisibilidad (ejemplo 1 de la
seccién precedente). Dados X, ¥ €N, el supremo y el Infimo de x e ¥
en N existen necesariamente y son los que en aritmética elemental se
llaman el minimo comin mdltiplo y el médximo comin divisor de X e J.
Luego, N es un reticulado con respecto a la divisibilidad.

Ejemplo 2. El conjunto #(E) de todas las partes de un conjunto E,
ordenado por la relacién de inclusién, es un reticulado, donde el su-
premo y el Infimo de dos partes de % son precisamente su unién y su
interseccién.

Ejemplo 3. El conjunto F de todas las funciones reales de una va-
riable real definidas en un intervalo {a, b} de R es un reticulado con

Fig. 46




respecto al orden usual (ejemplo 3 de la seccibn precedente). Sif,
g €F, entonces su supremo y su infimo en F se definen, respectiva-
mente, por

U9 (x sup (0, g0},

U ng (x) inf {f(x), g(x)}.

Proposicién 1. Para elementos arbitrarios x, i, 2 de un reticula-
do F, se tiene:

1) xUy=yuUux xNy=yNux
2) xUyuz)=(xUy)U 2 xNynNz) =(xNy)Nez
Y ysxexUy=x xsyexNy=ux

La demostracién se deja como ejercicio.

Cualesquiera que sean los elementos X3, X3, ..., X, en nimero fi-
nito n, no nulo, de un reticulado F, el conjunto finito {0, Xa..., .x,,}
reducido a los mismos tiene un supremo en F

sup (X, Xz ..., %),
que se indica también por 135
X UxplU... Ux,
asf como un infimo
inf {Xp X2y o v 0 s x,,}.
que se indica también por
x NxzN... Nx,

y basta proceder por induccién sobre n para concluir que el supremo
v el infimo indicados existen en F. A prop6sito, observemos que

xUyUz = xUyyz

(xU¥)Uz = xUyuUz
andlogamente

xNyNz = xOyNeg

(xNy)Nz = xNyNaz

Se dice que un subconjunto F de un reticulado F es un subreticulado
de E cuando F es un reticulado con respecto al orden inducido en F por
E y cuando el supremo y el Infimo de dos elementos x, y € F tienen los
mismos valores, sea que se calculen considerando a X e y como ele-
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mentos de F o como elementos de F. Todo subconjunto de un conjunto
totalmente ordenado es un subreticulado.

Proposicién 2, Para que el subconjunto F del reticulado F sea un
subreticulado de EF es necesario y suficiente que x, ¥ € F impliquen
xUy €Fy x Ny €F, donde el supremo y el Infimo en cuestién son
calculados en E.

La demostracibén se deja como ejercicio,

Ejemplo 4, Consideremos el reticulado F de las funciones reales
de variable real definidas en el intervalo {@¢, b} de R (ejemplo 3).
Afirmamos que el conjunto C de las funciones reales continuas en
{a, b} es un subreticulado de 7. En efecto, como se sabe, el supremo
v el Infimo de dos tales funciones continuas son también funciones
continuas.

Se dice que un reticulado F es distributivo cuando

xNyUuz = (xNy)U (xN2z),

it

xUynaz {(xUy) N(xU 2),

cualesquiera que sean x, y, z € £. Los ejemplos 1, 2 y 3 de reticula-
dos son todos distributivos. En el caso del ejemplo 1, se observa en
primer lugar que N* es un subreticulado de N vy que N* es un reticula-
do distributivo, pues (ejemplo 10 de la seccién prededente) hay un
isomorfismo de orden entre N* v S, el cual es, a las claras, un reti-
culado distributivo. En el caso del ejemplo 2, ya se sabe (proposicién
1, §3, capitulo 1) que #(F) es distributivo. En cuanto al ejemplo 3, la
verificaci6én de su distributividad es inmediata.

Ejemplo 5. Es fdcilverificar que los conjuntos ordenados de cinco
elementos, representados por los diagramas de la figura 47, son am-
bos reticulados no distributivos, Por tanto, todo reticulado que con-
tenga un subreticulado isomorfo, en el sentido del orden, a uno de
tales reticulados de cinco elementos no puede ser distributive. A este
propbsito, se puede probar reciprocamente que todo reticulado no dis-
tributivo contiene siempre un subreticulado que esisomorfo, en el sen-
tido del orden, a uno de tales reticulados de cinco elementos.

Fig. 47



Sean £y F dos reticulados. Se dice que una funcién? : £~ F es un
homomorfismo de reticulados cuando

[

JS(xUy) F(xyu 7w,

JlxNy) J(x) N f(y),

cualesquiera que sean x, y € . Todohomomorfismo de reticulados es
creciente, pues si X, ¥y € £y x <}, entonces x Uy =y, de donde
F(X)UFWY) =7 (y) o sea f(x) <f(y). Todohomomorfismo de reticulados
J que sea biunivoco en Fy sobre F es necesariamente un isomorfismo
de orden entre Fy F. Andlogamente, se define un antihomomorfismo
de reticulados por medio de las condiciones

il

FxUy) J(x) 0Ty,

]

SxNy) = F(x) VS,
Ejemplo 6. Dada la funcién f : £ - F, la funcién
Y €Q(F) » fMY) € ()
es un homomorfismo de reticulados; no ocurre lo mismo con la fun-

cibn

X €@E) » f(X) €OWF),

a menos que la funcién dada sea biunivoca.

Ejercicios

1) En un conjunto ordenado E, se define el intervalo [x, ] (cuando
X, Yy €Fy x<y)como lost € Ftales que x <t sy, SiF es un reticu-
lado, entonces la interseccibén de dos intervalos de F o es un intervalo
o es vacfa. Reciprocamente, sea £ un conjunto ordenade donde la in-
terseccién de dos intervalos en F es un intervalo o es vacfa y donde
dos elementos cualesquiera de F siempre tienen una cota inferior y
una cota superior. Entonces, F es un reticulado.

2) Sea Z un conjunto y supongamos dadas dos funciones

(x, Y) € » xUy €&,

(%, y) €E® » xNy €E,

tales que
xNyuz) = (xNy)U(xN 2), xUyNz = (xuy)N(xU 2),
xUy = yuUwx xNy =ynx
xU{yuz) = (xUpy)U 2z xNyNz = (xNy)Naz

xUx = Xx xNx = x
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Demostrar que ¥ U ¥ = Y equivale a x N y = x y que si definiéramos
x =y por tales igualdades Eresultarfa ser un conjunto ordenado que es
un reticulado distributivo, donde x Uy y x Ny son el supremo y el in-
fimo de xe y € E.

3) Sea P un plano y F el conjunto ordenado por inclusién, cuyos
elementos son P, las rectas de P, los subconjuntos de P que se reducen
a puntos de P y el conjunto vacfo. Entonces, £ es un reticulado no
distributivo y F no es un subreticulado del reticulado de los subcon-
juntos de P.

4) Dada una funcién f : £ ~ E, probar que el conjunto de los sub-
conjuntos X de F tales que f(X) € X es un subreticulado de #(F), orde-
nado por la inclusién. Por otra parte, el conjunto de los subconjuntos
X de F tales que X C f(X) no es obligatoriamente un subreticulado de
E).

§ 4. ALGEBRAS DE BOOLE

Consideremos un reticulado distributivo F con primer elemento 0
y dltimo elemento I. Si x € E, se llama complemento de x en Iy se
representa por

Cx
a todo elemento de X tal que
xN{(Cx) = O, xU(Cx) = L

Mostremos, antes de continuar, que un tal complemento de x es dnico,

siempre que exista. En efecto, si y, z € § y tanto y como z fueran
complementos de x en F, esto es si

I;

xNy = 0, xUy
xNz =0, xUz = I,
entonces tendremos
yNixuz =yNnlI

de donde

yNx)uynz 78

O sea

ouU (y N 2 Y-

Por tanto, y N 2=y, de donde y s 2. Andlogamente, se ve que z =,
de donde y = z.

Un dlgebra de Boole es un reticulado distributivo con primer y dl-
timo elementos, donde todo elemento tiene un complemento.



Ejemplo 1. A todo conjunto F le corresponde el 4lgebra de Boole
@(E) de todos los subconjuntos de F, con respecto a la inclusién.

Ejemplo 2. El ejemplo que vamos a presentar se debe a Boole y
es el que, histéricamente, di6 origen a la denominacién de 4lgebra de
Boole. Tal ejemplo tiene por finalidad describir las propiedades ele-
mentales que admitimos para la légica de las proposiciones. Pase-
mos, pues, a describir intuitivamente lo que supondremos a tal
respecto. Sean dadas dos proposiciones

D q.

Tenemos el concepto de que la proposicién p implica l6gicamente la
proposicién ¢, lo que usualmente se escribe

p=4q.

Tenemos, también, el concepto de que p y g son légicamente equiva-
lentes, o sea

P=qygq=>p
lo que usualmente se escribe
peg.

Notemos que p y ¢ determinan dos nuevas proposiciones a saber la

proposicién
Pog

y la proposicién
Pygq.

Finalmente, cada proposicién determina su proposicibn negativa
no p.

Supongamos ahora dado un conjunto no vacfo 4 de proposiciones, que
satisface las condiciones siguientes:

1) Sip, g €4, entonces

(pygq) €4, (pog) €A

2) Sip €A, entonces

(no p) € A.

Admitiremos que la equivalencia 16gica entre las proposiciones de 4
sea una relaci6n de equivalencia en A. Indiquemos con B el corres-
pondiente conjunto cociente de 4. Si Dy g fueran las clases de equi-
valencia correspondientes a p, ¢ €4, escribiremosP <@ cuando p = ¢,
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Admitiremos, entonces, que B es un conjunto ordenado y, mds preci-
samente, un 4dlgebra de Boole donde

pog =PpuUg,

pyeg =pNhyg,

hs
o]
o)
0
]
—

wop = CP

Para una descripcibén més formal de la situacién en este ejemplo,
véase el ejercicio 2 mds abajo.

Una subdlgebra de Boole F de un 4lgebra de Boole F es un subreti-
culado de E que contiene el primer y dltimo elementos de £ y que
igualmente es un dlgebra de Boole. Es inmediato que el primer y el
dltimo elementos de F son también primer y dltimo elementos de F,
adem&s de que el complemento enF de cualquier elemento de F coinci-
de con su complemento en Z,

Ejemplo 3. En una recta R tenemos el concepto de intervalo, que
puede ser limitado o ilimitado, asi comocerrado o abierto en cada una
de sus extremidades, conforme contenga o no a tal extremidad. Sea
S el conjunto de los subconjuntos de R cada uno de los cuales es la
unién de un ndmero finito de tales subconjuntos. Entonces, con res-
pecto a la inclusién, S es una subdlgebra de Boole de #(R).

Sean £y F dos 4{lgebras de Boole. Se dice que una funciénf : £ - F
es un homomorfismo de &lgebras de Boole cuando

JxUy) = () Usy),
FlxNy) = flo) NS,
J({Cx) = Cf(x)

para cualesquiera x, y € B. Notemos que, entonces,
J(0) = 0, s = I
En efecto,
FOUCOo) = fO)ucro =1

lo que prueba que f(I) = I. Andlogamente, se verifica que f(0) = 0.
El concepto de antihomomorfismo se define de modo semejante.

Ejemplo 4. Dada la funciénf : £~ F, la funcién

Y €@F) » YY) €R(E)



es un homomorfismo de 4lgebras de Boole; no ocurre 1o mismo con la
funcién

X e@(E) »F(X) e&(F),
a menos que la funcién dadaJ sea biunfvoca en & sobre 7.
EJERCICIOS

1) Toda &lgebra de Boole finita tiene 2® elementos, siendo isomor-
fa al dlgebra de Boole de los subconjuntos de un conjunto finito de n
elementos.

2) Sea Z un conjunto preordenado y consideremos la relacién de
equivalencia correspondiente (ejercicio 7, §2). Supongamos dadas las
funciones

(%, Y) €EF° » xUy €E,
(x, y) € » xNy €K,
XxX€E -»Cx €l
y admitamos que
XszeyszexUy sz,
zZEsXxyzsyezsxyy,
xNCx=sysxUCx
xN Uz ~(xNy)u (xN2),
xU@Nz)~(xuy N({xU2),
cualesquiera que sean X, ¥, 2z € E. Sea F el conjunto ordenado cocien-

te de ' por esa relacién de equivalencia. Probar que F es un 4lgebra
de Boole.
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Introduccién a los Espacios de Hilbert, por José I. Nieto.

Elementos de Biomatematica, por Alejandro B. Engel.

Introduccién a la Computacion, por Jaime Michelow.

Estructuras Algebraicas V (Teoria de Cuerpos), por Héctor A.

Merklen.

Estructuras Algebraicas VI (Formas Cuadraticas), por ;Francisco M. Piscoya.

Estructuras Algebraicas VII (Estructuras de Algebras), por Artibano Micali.

Aritmética Elemental, por Enzo R. Gentile.

Algebra Elemental, por Leopoldo Nachbin.

a

]43 epto Moderno del Nucleo, por D. Allan Bromley.

rama de la Astronomia Moderna, por Félix Cernuschi y Sayd Codina.
structura Electréonica de los Sélidos, por Leopoldo M. Falicov.

43



144

Ne
Ne

Ne
Ne
Ne
Ne°
Ne

N°

Ne

Ne

15.

Fisica de Partfculas, por Igor Saavedra.

Experimento, Razonamiento y Creacién en Ffisica, por Félix
Cernuschi.

Semiconductores, por George Bemski.

Aceleradores de Particulas, por Fernando Alba Andrade.
Fisica Cudntica, por Onofre Rojo y Harold V. McIntosh.

La Radiaci6n Césmica, por Gastén R. Mejla y Carlos Aguirre.
Astroffsica, por Carlos Jaschek y Mercedes C. de Jaschek.
Ondas, por Oscar J. Bressan y Enrique Gaviola.

El Ldser, por Mario Garavaglia.

Teorfa Estadistica de la Materia, por Antonio E. Rodriguez y
Roberto E. Caligaris.

AplicagBes da Teoria de Grupos na Espectroscopia Raman e
do Infra-Vermelho, por Jorge Humberto Nicola y Anildo
Bristoti.

Fundamentos de Cristalograffa Fisica, por Jaime Rodriguez
Lara.

Serie de quimica

N°
N°
Ne

O CO~NONUTHR WN -
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1.

12,
13.
14.
15.
16,

17.

18.
19.
20.
21.
22,
23,
24,

25,
26,
27.

Cinética Quimica Elemental, por Harold Behrens Le Bas.
Bioenergética, por Isaias Raw y Walter Colli.
Macromoléculas, por Alejandro Paladini y Moisés Burachik.
Mecanismo de las Reacciones Orgdnicas, por Jorge A. Brieux.
Elementos Encadenados, por Jacobo G6émez Lara.

Ensefianza de la Quimica Experimental, por Francisco Giral.
Fotoquimica de Gases, por Ralf-Dieter Penzhorn,
Introduccién a la Geoguimica, por Félix Gonzilez-Bonorino.
Resonancia Magnética Nuclear de Hidr6geno-1 yde Carbono-13,
por Pedro Joseph-Nathan.

Cromatografia Liquida de Alta Presi6n, por Harold M. McNair
vy Benjamin Esquivel H.

Actividad Optica, Dispersién Rotatoria Optica y Dicrofsmo
Circular en Quimica Orgénica, por Pierre Crabbé.
Espectroscopia Infrarroja, por Jesds Morcillo Rubio.
Polarograffa, por Alejandro J. Arvia y Jorge A. Bolzdn.
Paramagnetismo Electrénico, por Juan A, McMillan.
Introduccién a la Estereoquimica, por Juan A. Garbarino.
Cromatograffa en Papel y en Capa Delgada, por Xorge A.
Dominguez,

Introduccién a la Espectrometria de Masa de Sustancias Or-
génicas, por Otto R, Gottlieb y Raimundo Braz Filho.
Cinética Quimica, por Rodolfo V. Caneda.

Fuerzas Intermoleculares, por Mateo Dfaz Pefia.
Fi{sico-Quimica de Superficies, por Tibor Rabockai,
Corrosién, por José R. Galvele.

Introduccién a la Electroquimica, por Dionisio Posadas.
Cromatografifa de Gases, por Harold M. McNair.

Cinética de Disolucibén de Medicamentos, por Edison Cid
Cércamo,

Introduccibn a la Quimica de Suelos, por Elemer Bornemisza.
Elementos de Catdlisis Heterogénea, por Sergio E. Droguett.
Introduccifn a la Electrocatdlisis, por Alejandro J. Arvia y
Marfa Cristina Giordano.



Ne° 28.
Ne 29.
Ne 30.

Quimica de S6lidos, por Julio César Bazin.

Quimica Bioinorgéanica, por Henrique Eisi Toma.

Introduccién al Estudio de los Productos Naturales, por
Edvardo G. Gros, Alicia B. Pomilio, Alicia M. Seldes y
Gerardo Burton.

Serie de biologfa

Ne©

N°

Ne

Ne©

N°

Ne
N°

Ne

N°

N°

1.

10.
11.

12.
13.

14,
15,
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.
24,
25,
26,

27.

La Genética y la Revolucién en las Ciencias Biolégicas, por
José Luis Reissig.

Bases Ecolégicas para la Explotacién Agropecuaria en la
América Latina, por Guillermo Mann F.

La Taxonomia y la Revolucién en las Ciencias Biol6gicas, por
Elfas R. de la Sota.

Principios B&sicos para la Ensefianza de la Biologia, por
Oswaldo Frota-Pessoa.

A Vida da Célula, por Renato Basile.

Microorganismos, por J. M. Gutiérrez-V4zquez.

Principios Generales de Microbiologia, por Norberto J.
Palleroni.

Los Virus, por Enriqueta Pizarro-Sudrez y Gamba.
Introduccién a la Ecologifa del Bentos Marino, por Manuel
Vegas Vélez.

Biosintesis de Protefnas y el Cédigo Genético, por Jorge E.
Allende,

Fundamentos de Inmunologia e Inmunoquimica, por Félix
Cérdoba Alva y Sergio Estrada Parra.

Bacteribfagos, por Romilio Espejo T.

Biogeograffa de América Latina, por Angel L. Cabrera y
Abraham Willink,

Relacién Hospedante-Pardsito. Mecanismo de Patogenicidad
de los Microorganismos, por Manuel Rodriguez Leiva.
Genética de Poblaciones Humanas, por Francisco Rothhammer.
Introducci6n a la Ecofisiologla Vegetal, por Ernesto Medina.
Aspectos de Biologfa Celular y la Transformacién Maligna,
por Manuel Rieber.

Transporte a Través de la Membrana Celular, por P. J.
Garrahan y A. F. Rega.

Duplicacién Cromosémica y Heterocromatina a Nivel Molecu-
lar y Citol6gico, por Nestor O. Bianchi.

Citogenética B&4sica y Biologia de los Cromosomas, por
Francisco A. Sdiez y Horacio Cardoso,

Ecologfa de Poblaciones Animales, por Jorge E. Rabinovich.
Metodologia para el Estudio de la Vegetacién, por Silvia D.
Matteucci y Afda Colma.

Los Sistemas Ecol6gicos y la Humanidad, por Ariel E. Lugoy
Gregory L. Morris.

A Germinac&o das Sementes, por Luiz Gouvea Laboriau.
Introduccién a la Farmacocinética, por Edison Cid C4rcamo.
Introduccién a la Teoria y Prdctica de la Taxonomia Numérica,
por Jorge Victor Crisci y Marfa Fernanda Lépez Armengol.
¢Qué es la Diferenciacién Celular?, por Roberto B. Garcla y
Susana Pereyra Alfonso.

145



146

Ne° 28.

Ne 29,

Ne° 30,
N° 31.

Ne 32,

Limnologfa Sanitaria. Estudio de la Polucién de Aguas Conti-
nentales, por Samuel Murgel Branco,

Etologfa: El1 Estudio Biol6gico del Comportamiento Animal,
por RaGl Vaz-Ferreira,

Fotosintesis, por Carlos S. Andreo y Rubén H. Vallejos.
Pesca y Piscicultura en Aguas Continentales de América La-
tina, por Argentino A, Bonetto y Hugo P. Castello.
Fundamentos de Genética Biométrica y sus Aplicaciones al Me-
joramiento Genético, por Jorge A, Mariotti,

En preparacién

Serie de matemitica

Geometrfas Finitas, por Oscar Barriga

Computadoras y Procesamiento de Datos, por Julio Villanueva y
Oscar Harasic.

Principios Matem4ticos da Dindmica dos Fluidos, por Guilherme

M.

de la Penha.

Anélisis Multivariado-Método de Componentes Principales, por
Laura Pla.

Serie de ffsica

Teorfa de Fluidos en Equilibrio, por Antonio E. Rodriguez y
Roberto E. Caligaris.

Serie de biologfa

Fitomorfologla Funcional y Adaptativa, por Elfas R. de la Sota.
Origen y Anatomfa del Cromosoma Eucarionte, por Nestor O,
Bianchi.

Limnologfa Bisica, por José Galizia Tundisi.

El Plancton de las Aguas Continentales, por Alda Gonzéilez de
Infante.

Nota:

Las personas interesadas en adquirir estas monograffas deben
dirigirse a la Oficina de Ventas y Promoci6n, Departamento de
Informacién PGblica, Organizacién de los Estados Americanos,
Washington, D.C., 20006-4499 o a las Oficinas de la OEA en el
pals respectivo.





