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PROLOGO

El Instituto de Matem&tica de la Universidad
Catblica de Chile, consciente de su compromiso con la comu-
nidad, ha programado una serie de publicaciones destinadas

a contribuir a la mejor preparacidn de sus estudiantes.

Estas notas sobre Algebra de Matrices, corres
ponden a parte del curso MAT 154 - Algebra II, que el Insti-
tuto ofrece principalmente para estudiantes de Ingenierfa y

por ello han sido redactadas interpretando este espfritu.

Si esta labor académica resulta de algln be-
neficio para nuestros estudiantes, el suscrito consideraré.

valorizado con creces el tiempo empleado en redactarlas.

Ing. MARIO RAUL AZOCAR



ALGEBRA DE MATRICES

1.- MATRICES
La matriz es una nocién que corrientemente se

define sobre un cuerpo conmutativo cualquiera, o sea sobre

un campo. Considerando que en las aplicaciones se trabaja
mis frecuentemente con el campo de los reales R y con el cam
po de los complejos C, nuestro estudio se realizard fundamen
talmente sobre estos campos, sin que esto signifique la im-
posibilidad de externder nuestros resultados sobre otros cuer

pos conmutativos.

DEF 1.1.

Llamaremos matriz de orden mxn éobre el cuerpo de
los complejos C, al conjunto de mxn nGmeros: aij ¢ C dispues

tos en m renglones y n columnas.

Designando con aij el nGmero ubicado en el renglén
de orden i y en la columna de orden j de una matriz A, ten-

dremos:
all a12 13 ® & 5 0 ¢ & 0



expresifn que para simplicidad en la escritura, denotare-
mos brevemente por A = (aij)o Los nfimeros aij que forman
la matriz A, se llaman elementos de A.

Cuando m = n, la matriz A se dice matriz cua-
drada de orden n. En el caso particular en que m =n = 1,
la matriz estd formada por un s6lo elemento, el ay47 Y en

tal caso antic%pamos que (aij) f ajq°

DEF 1.2,

Dos matrices A = (aij) y B = (bij) del mismo or-
den ‘se dir&n iquales si y sélo si: aij = bij‘
De esta definicifn resulta inmediato que la igual

dad matricial, es refleja, simétrica y transitiva.

DEF 1.3,
Dada una matriz A = (aij) de orden mxn, se lléma:

a) Matriz opuesta de ella, a la matriz de orden mxn:

- A= - (aij) = (-aij)
b) Matriz transpuesta de ella, a la matriz at = (agj) de
orden nxm, donde a?, = a.
ij ji

c) Matriz conjugada de ella, a la matriz de orden mxn:

A= (aij) = (aij)

d) Matriz transconjugada de ella, a la matriz A* = (a¥*,.)

ij



. * = =
de orden nxm, donde: a 13 aji

TEOREMA 1.1.

a) =(-A) = A c) (A) = A

b) = A d) (A*)* = A

)
|

12}

Por ser muy simple, solo veremos un caso:

)* = (a

(A*) * = ("a‘*ij

ji)* = (aij) = A

DEF 1.4.

Una matriz cuadrada A = (aij) es simétrica si Y

sblo si: a Ella es antisimétrica sii:

ij=a.

TEOREMA 1.2.
Una matriz A es simétrica si y s6lo si: A = At.
Dm

Si A es simétrica, ella es cuadrada, y como ademés:

a = aji' resulta:

ij
t = t = = =
Recfprocamente si A = At, el nfmero de renglones es igual

al nGmero de columnas y entonces la matriz es cuadrada. Ade

_ At _ v ,
mé&s A = A~ implica aij = aij = aji’ luego A es simétrica.

TEOREMA 1.3.

La matriz A es antisimétrica sii: A

]
!
o



Dm

Se deja como ejercicio, por ser andloga a la dada en el

teorema precedente.

DEF 1.5.
Matriz unidad es toda matriz cuadrada I = (Gij),

donde Sij es el § de Kronecker

DEF. 1.6.
Matriz nula, es toda matriz O cuyos elementos son

todos ceros.

2,- SUMA DE MATRICES

En este pérrafo definiremos dos opera
ciones matrices: la suma de matrices y el producto de una

matriz por un escalar.

DEF 2.1,
Dadas dos matrices A = (aij) y B = (bij) del mis-~
mo orden mxn, llamaremos suma de ellas a una matriz A + B

que por definici6n valdrd: A + B = (aij + bij)'

TEOREMA 2.1.
Sean A, B, C y O matrices del mismo orden mxn,
entonces:

a) A+ B=8B+ A c) A+0=2A



b) (A +B) +C=A+ (B + Q) d) A+ (-A) =0

Trivial, se deja como ejercicio.

Sean A y B matrices del mismo orden, entonces:

(-a) + (-B) ¢) (a+ B)t =at + Bt

]
i
>
+
Y
]

o
>
+
w
il

A+ B d) (A + B)* = A* + B*

Trivial. Solo daremos el caso (c)

t _ t
(A + B)Y = ( aij + bij)

= (aji + bji) = (aji) + (bji’

_ (at t, _ .t ot
= (ag5) + (byj) = A" + B

DEF 2.2,
El producto de una matriz A = (aij) por un esca-
lar p, es una matriz del mismo orden de A, que designare

mos con la notacibdn: pA 6 Ap vy que por definicibén valdr&:
PA = Ap = (paij)

Observacién

De acuerdo a las definiciones 1.3 y 2.2 convie

ne notar que: -A = (-1)A.



Sean A y B matrices del mismo orden; p y q

escalares, entonces:

a) p(A + B) = pA + pB c) (pg)A = p(qA) = q(pA)
b) (p + q)A = pA + gA d) pA=0siip=0 86 A=0
Dm

Trivial, se deja como ejercicio.

DEF 2.3.
Dadas dos matrices A y B del mismo orden, llamare
mos diferencia entre A y B a una matriz que designaremos

con A - B y que por definicién valdrd: A - B = A + (-B)

TEOREMA 2.4.
Toda matriz cuadrada A puede expresarse, de
manera Gnica, como suma de una matriz simétrica y una ma

triz antisimétrica.

|5

Sea S una matriz simétrica (S= ST) y T una matriz anti-
simétrica (T = -Tt), por determinar; y tales que: A =S + T,

Entonces: AL = (s + T)t = st +,Tt = S - T. Resolviendo el

sistema para S y T, resulta:

s 3 (a-a%

5 (& + a% T



Asf tenemos:

_1 t 1 _ At
A= 3 (A + A”) + 5 (a A7)

Finalmente esta descomposicifn es finica, pues el sistema
que determina S y T es de primer grado, con determinante

no nulo,

Corolario
Para toda matriz cuadrada A se tiene que:

S=A+ At es simétrica y T = A - At es antisimétrica.

EJERCICIOS

1. Con E (x) designamos el mayor entero que no es mayor

que x. Construya las matrices siguientes:

a) A (aij) con a, E(j/1) y de orden 4x5

ij
b) B = (bij) con bij = E(i+1)/(j+2)) de orden 3x4
c) C= (cij) con cij = E(j) y de orden 3x3
d) D= (dij) con dij = E(j&ij) y de orden 4x4

2. Resolver las ecuaciones:

3 1 5 2 3
a) 5X + I =} ) b) 2X-3I1={(6 1 7
-7 6 4 1 2

c) 3(X + 512) = 2(X - 12)

_(r 2 - _{5 6
d) 2X + Y = (3 4 ) ~ X 3y —(7 8)

7.
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3. Demuestre que las matrices A, B y C que se indican son

linealmente dependientes

_ 2 -8 _({1-1 =[ 0 2
A= (10 6) B = (2 -3) ¢ (—2 4)
4., Descomponga la matriz A en suma de una simétrica S y otra

antisimétrica T. Tome A arbitraria, cuadrada y de orden

3x3.

S. Determine si las matrices A = (aij) y B = (bij) de or-
den 4x4 con aij = E(ij) vy bij = (-1)ij(i + j) son o no
simétricas.

6. Sea V el espacio de las matrices de orden 2x2 sobre el

cuerpo C. Se toma H <V, siendo:H = {ala EV A A = A%}

Determine si H es o no subespacio de V.

3.- PRODUCTO DE MATRICES

El producto de matrices difiere
fundamentalmente del producto de nGmeros reales o comple-
jos, por dos razones principales: primero, las matrices
factores deben cumplir ciertas condiciones para que pueda
existir su producto y segundo, el producto que definire-

mos no es conmutativo en general.

DEF 3.1.

Una matriz A ser8 multiplicable por una matriz B



cuando el nGmero de columnas de' A sea iagual al nfimero de

renglones de B,

Observacién

En general, si A es multiplicable por B, no ne

cesariamente B es multiplicable por A.

DEF 3.2.

Dada una matriz A = (aij) multiplicable por una
matriz B = (bij)' llamaremos producto escalar del renglén
de orden i de A, por la columna de orden j de B, al nfime-

ro:
n

Ci3 = @31 P1j * 855 Ppy * ... v Ay, b= k£1 a5k Pyy

DEF 3.3.

| Dada una matriz A = (aij) multiplicable por una
matriz B = (bij)' llamaremos producto de A por B, a una
matriz que designaremos con AB y que por definicién val

dr§:

n
AB = (c;4) = (k£1 aix bry)

Observacién

De acunerdo a esta definicibn, el producto de

una matriz A de orden (mxn) y una matriz B de orden (nxp)
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es una matriz C = AB de orden (mxp). Como consecuencia in
medianta de esta observacién se concluye que si A de orden
(mxn) es multiplicable con B de orden (nxp), el producto

de B por A no esta definido, a menos que: p = m.

Ademis de esta caracteristica, hay otras diferen
cias notables entre el producto de matrices y el producto
en 8lgebra clésica. Veamos dos que son de fundamental im-
portancia.
1° AGn cuando existan los productos AB y BA, no siempre

ocurre que: AB = BA, El ejemplo siguiente, ilustra eg

ta aseveracién.

'_2140)92) _40)(21)_84
AB‘(‘-1 3)(1 2 ’(—1 6 BA‘(1 2J\-1 3/=\o 7

Este ejemplo es suficieﬁte para afirmar que el produc-
to de matrices no es conmutativo. Debido a esta circuns-

tancia, corrientemente se llama al producto AB, posmulti-

plicacién de A por B o bien premultiplicacién de B por A.

2° El producto de dos matrices puede ser la matriz nula,
afin cuando ninguno de los factores sea nulo. El ejem

plo siguiente corrobora esta afirmacién.
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Sea A una matriz de orden mxn, entonces:

AI_ =I_A=A
Dm
n
Al = (kzl ayy Skj) = (aij ij) = (aij) = A
m
InA = (kzl ik 3y) = B3y ag4) = (a;5) = A
TEOREMA 3.2.
a), (AB) =X B b). (aB)t = 8% at

c), (AB)* = B* A¥*
Dm

a) Esta igualdad por demostrar,. s6lo exige que A sea

multiplicable por B, en tal hipStesis tenemos:

n

AB = (] a, b )
k=1 ik “kj

- () )

AB = ( a,, b, .) = ( a,, b, .)
k=1 ik “kj k=1 ik “kj

-—  n __ — -

BB = (] a;, byy) =R B

k=1
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b) Si A y B son matrices cuadradas de orden n, tenemos:
n
n
t _ t _

Por otra parte:
n
Bt at = (7 b
k=1

n
t t

Soas) = ()

ik “kj k=1 bki ajk) (2)

Comparando (1) y (2) tenemos: (AB)t = Bt At
¢) Aqui tal como en el caso (b), A y B deben ser matri-

ces cuadradas del mismo orden, entonces:

(AB)* = (AB)T = (BY AF) = BE AL = B* a*

Corolario

Para toda matriz A, ocurre que P = AAt y Q= At A
son matrices simétricas. En efecto:

?t'= (AAt)t = (At)t At = AAt =P

TEOREMA 3.3,

(pA) (gB) = pq(AB) = (gA) (pB)

Dm

Sea A = (aij) multiplicable por B = (bij)' entonces por

definicién de producto de matrices tenemos:
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n n
&21 (P agy) (g bkj))= igl(pq)aik by )

(pA) (gB)

n
pa{ ) a;, b .)= (pq) (AB)
(g 1 ik k])

Finalmente: (pA) (qgB) pg (AB) = gp (AB) = (gA) (pB)

Corolario

(-A)B = A(-B) -(AB) y (-A)(-B) = AB

TEOREMA 3.4.
(AB)C

A(BC)

Dm

Naturalmente que en la proposicién por demostrar, supone
mos que los productos indicados existen. Sea entonces A

de orden mxp, B de orden pxq y C de orden gxn.

El elemento del renglén de orden h y de la columna de

orden i del producto AB es:

luego el elemento del renglén de orden h y de la columna

de orden k del producto (AB)C es:

Y., = % X Ceq = % ( E a,. b..) c
hk 24 hi “ik i=1 j=1 hj “3i ik
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]
I

hk ~

2y | ) bji Cix)

T E 1=1

esta Gltima igualdad muestra que th es el elemento del
renglén de orden h y de la columna de orden k del produc

to A(BC), de aquf entonces que: (AB)C = A(BC).

TEOREMA 3.5.

A(B + C)

AB + AC

(B + C)a BA + CA

Dm
Obviamente, nuestro enunciado supone que las operacio-
nes contenidas en &l, son posibles. Sea entonces A de

orden mxn, B y C de orden nxp.

El elemento del renglén de orden i y de la columna de

orden k de la matriz B + C es:.-sik = bik + cik’

Por lo tanto el elemento del renglén de orden h y de la

columna de orden k de la matriz: A(B + C) seri:

+ C

b
]
i 213

I~

Ay Sy = any by * G4y

hk 1 i

i 1
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n

n
=} a.b..+ ] a. c,
*nk T L) %1 Pik T L) %hi Sik

pero estas Gltimas sumatorias son los elementos del rengldn
de orden h y de la columna de orden k de las matrices AB y
AC respectivamente, luego: A(B + C) = AB + AC.

Analogamente se demuestra que: (B + C)A = BA + CA,

DEF 3.4.

Para toda matriz cuadrada A, y n natural tomaremos:

TEOREMA 3.,6.
Si k vy n son enteros no negativos y A matriz

cuadrada, se tiene:
An Ak - An+k

Dm

Se har& por induccién. Para k = 1, las tesis es vélida,

1 n+1l

en efecto: AP At = An A=A

Supongamos entonces que la igualdad propuesta es vilida
para k = p. U sea, que: A" AP = ARYP-
En esta hipbtesis tenemos:

An Ap+1 - An(ApA) = (AnAp)A = An+p A = An+p+1 = An+(p+1)

resultado que demuestra la té&sis propuesta.



Corolario

Si n es entero positivo, se tiene: (A

En efecto:

n,t

@Mt = (aaa...... )t = at

.....atatat = aH"

DEF 3.5.
Una matriz cuadrada A # 0 se dice nulpotente si

existe un entero positivo p, tal que: aP = o

Una matriz cuadrada A # O se dice peribdica, si

p+l _

existe un entero positivo p tal que: A A,

El menor entero p que verifique la igualdad prece
dente se dir& periodo de la matriz. Particularmente si

A2 = A, la matriz se dice idempotente.

EJERCICIOS

1. EfectGe los productos gque se indican y saque en cada

caso una'conclusidn:

a) f1 2 (5 6). R (‘5 6)(1 2
(3 4 7 8 7 8 3 4
' 2

b) 1 2 ) -2 6 c). (—1 1/4)
(—4 -8 1 -3 ) -8 2

n)t _ (At)n

le.



]
>
+

Demuestre que: (A + B)2 Bz, siendo

1 -1 1 1
A = y
2 -1 4 -1
Determine todas las matrices X de orden 2x 2 tales que

. 1 2
2 ( )
0 4

w
n

2 3
Resuelva la ecuacién X ( )= 12
‘ : 4 5,
1 2
Resuelva la ecuacién X =1I, y aproveche
2 5 .

la solucién encontrada para resolver la ecuacifn:
1 2 3 4
Y =
2 5 2 7
Si X es matriz no nula de orden 2 x 2, resuelva la

3 7 2 5
ecuacibén X = X
-2 5 -4 1

Exprese matricialmente los sitemas:

a) 2x2 + 3x3 = 5 b) x+ 2y = 4
x, + 4x, + Tx5 = -2 2y + z = 5
2x, + 3x2 +A6x3 = 3 2z + 3x = 12

177 .
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8. Exprese matricialmente, mediante matrices simétricas, las

cuidricas que se indican:

a) x2 + 6y2 + 1022 + 4xy + 6xz + 10yz
b) x2 + Sy? - 22 + 3xy - 2yz =0
c) 8¢ +11y? + 822

9, Verifique que la ecuacibn: x~ -

admite la solucién X =

- 4xy + 4yz + 8xz =

3 _ .2

A
i
i
|

-

X
1 2 0Y)
o 0 1

cosa sena o
10. Si A =( ) demuestre que: A
-sena cosa
11. Si tga = % , demuestre que:
1 & y\n n
n az 2 cOoSsS no
= (1+ -2)
a n -sen no
- 1
n
(pln p 1 o04\"
12, Calcule ) ~
0 p 0 p 1
0 0 p

0 -1
13. Para la matriz A =( ) calcule:

A

4n

’

1 0

A4n+1 A4n+2 A4n+3

14 [4

= 5

-9

5x + 51

( cos
-sen

sen na

cos na’

0 .

no sen nao

na cos na

)
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14, Determine todas las matrices cuadradas X de segundo or-

den tales que X2 = I

15. Idem para X2 =0

100 IR
16. Calcule A siendo A={%1 0 1
0 1 0
4,- MATRIZ RECIPROCA
DEF 4.1
Dada una matriz cuadrada A = (aij), la matriz adjunta
de ella es la matriz AT = (an)t, donde a;j es el adjunto del
elemento aij en el determinante |A| = det (A).

TEOREMA 4.1.

2&

La demostracifén de esta tésis resulta muy simple si se tige
ne presente que, en un determinante la suma de los productos
de los elementos de una linea (renglén o columna), por sus ad
juntos correspondientes, es igual al determinante y la suma
de los productos de los elementos de una linea por los adjun-

tos de los elementos de una linea paralela es cero; o sea, re

cordando que:



n + n +
kzl a;, a;, = det (A) kzl ajy aje =0
o0 bien, resumiendo las dos expresiones en una sola, tene
mos:
n
T a,, a., = 6., det (A)
2, ik T3k ij
Teniendo presente las igualdades anteriores, resulta:
n

n
+ + .t _ +
AA (kzl a; (akj) ) = (kzl ayy ajk)

= (Sij det (A)) = (Gij) det A = I det (Aa)

v
De analoga manera se obtiene:

n

n
+ + .t +
ATA= (] (a;, ) a ) = (] a,, a..)
k=1 ik kj ke 1 ki “kj
= QGij det (A)) = (Bij)det (A) = I det(A)
Asf hemos demostrado que: AT = ata = 1 et (a)

DEF 4.2
Dada una matriz cuadrada A, llamaremos matriz re-
cfproca de ella, toda matriz B, siempre que exista, tal

que: AB = BA = I



TEOREMA 4.2,

Si A tiene matriz reciproca, ésta es Gnica.

Dm
Supongamos que la matriz cuadrada A, admita dos matrices
recfprocas P y Q, entonces:

PA = AP = I Yy QA = AQ =1

luego: P =PI = P(AQ) = (PA)Q = IQ = Q

La matriz recfproca de una matriz A, se designar8 por A~

DEF 4.3
Llamaremos matriz regular, (no singular), toda ma-
triz cuadrada A, que tenga matriz reciproca. Toda matriz

cuadrada no regular se dir& singular.

TEOREMA 4.3.

Una matriz cuadrada A tiene matriz reciproca
si y s6lo si: |A| = det (A) # 0. Adem&s:
-1 at At

)\ = =
|a]  det(a)

Dm

Supongamos que |A] # 0., De AAT =ata = |a| 1

obtenemos:
+ +
A—Z_\.—.-——I-\.— A=1I

1a] ||

21.

1
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resultado gque nos muestra que A es regular y ademis que la

matriz inversa de A es:

A-l

+
A con |a] #
2y

0.

Reciprocamente supongamos que A es matriz regular. Llamag

do B a su matriz reciproca; tenemos: AB = BA =

det (AB) = det(A)det(B)

=1

de donde, obviamente: det(aA) # 0.

Corolario 1

I, luego:

Si A y B son matrices requlares de orden n, la ma

triz AB también es regular.

En efecto, |AB| = |A| |B| y puesto que |A]| # 0

vy |B| # 0, resulta |AB| # 0.

Corolario 2

1

Si A es regular, también lo es A~
det(a™l) = (det a7t
En efecto: AA™L = I implica [AI]A—ll =1

‘..
Corolario 3

y adem&s,

Si A de orden n es no singular (regular)

det (a™)
En efecto de: AA+ = IAI I

det (Aa")

|a*| = a2t

qusij), resulta:

_ n
det(lA]éij) = |a]
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Corolario 4
Si A de orden n es no singular, se tiene:
+, + -
ahHt = |aP2 A
TEOREMA 4.4,

Sean A y B matrices regulares, entonces:

—1)-1

a) (A 5=l Lyt

= A b) (A7)

c) (aB)"l =p"1 a2

a) Como A es regular, también lo es a1, luego existe

(a1t y entonces: a™l ah7l -1, ge aquf premul-

tiplicando por A, resulta: (A-l)“1 = A
b) Tomando transpuesto en la igualdad AA_1 = I, se obtie

ne: (A hHtat-1t-1

y posmultiplicando por (a%)71, resuita: a™hHt = aH)~?
c) Tenemos:

aB) (8™1a"Yy = ae™ha ™l = aa"l = 1

y como adem&s: (2B) (aB) "L = I, resulta: (aB) ! =371 a"!

Corolario

(AB)+ - B+ A+

Terminaremos estas ideas extendiendo la definicién

de potencia de una matriz cuadrada, a potencias de exponen-
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te entero negativo de una matriz reqular.

DEF. 4.4

Si A es matriz regular y n es un entero positivo:

Finalmente presentaremos las llamadas matrices:

involutiva, ortogonal, unitaria, hermftica y antihermftica.

DEF 4.5

Una matriz cuadrada regular A, es:

a) Involutiva, si y sblo si: A"l - a
b) Ortogonal, si y s6lo si: a1l = at
¢c) Unitaria, si y s6lo si: A"l = as
d) Hermftica, gsi y s6l1- si: A = A*
e) Antihermftica,si y sblo si: A = =A%

EJERCICIOS

’ -4 -3 -3
1.- Determine la matriz adjunta A+ de A =( 1 0 1.)
4 4 3

2. Sea A matriz no singular de orden n, demuestre que:

+ + (n-l)2

(a*)* = A(deta)P™? e det (aN)T = (det a)

+
3.- Se A matriz simétrica de orden n, demuestre que A es

simétrica para n impar y antisimétrica para n par.



Determine la matriz inversa o reciproca de:

3 2 1 1 4 2
A= 4 0 1 B =12 9 4
3 9 2 2 8 6

1

Usando algebra de matrices resuelva los sistemas:

Xx+y+2z=26 9% - 10y + z =

2x -y =0 X+ oy -z

i
o

X+y -2z 7x - y + 2z

Usando cualquier procedimiento, resolver:

2x - 3y + z = 3 16x - 84y + 40z
X + S5y -z= 3 2x + 7y - 3z
7x + 9y - z = 15 18x - 7y + 5z

Determine las tres raices cufibicas de 1.

1
-1

1

= 62
= 7
= 4

Si una raiz

compleja es w, demuestre que la otra es w? y que

1+ w+w2=0

1
Determine la matriz reciproca de A = (1
1

Sea w? = 1 y w # 1, demuestre que:

25,

0



10.-

11.-

12,.-

130"

14.-

15.-

Sea A matriz cuadrada de orden n sobre C. Demuestre
que A se puede expresar de manera Gnica en la forma

A=H+ K, siendo H = H* y K = -K*

1

Demuestre que A " = (A") " y calcule A" " para

a b ¥
A= )
o) c

Determinar la matriz A, sabiendo que:

) 0 9/4 o 6
A+A1=( ) A+At=( )
v 9/2 O 6 0
_ 0 17/4
At+A1=( )
5/6 0
Calcular S = Al 4+ a 24+ a3 4... + A ", siendo

Resolver la ecuacién:

LG D6 )G

25.

La matriz A, cuadrada de orden n, verifica la ecuacién

A2

proca de la forma x A+ I, Determine x.

O. Demuestre que la matriz A + I admite una reci



16.-

17.-

18.-

19.-

20.~-

21.-

27.

Determinar las matrices X e Y que verifican el sistema

B Xt + ¥YC = D, siendo

) e ) )

Sea A matriz cuadrada de orden n, Y sea

X + ay*t

M= {A.lAAt = I_}. Demuestre que M con el producto de

matrices, es grupo.

El nGmero real a es fijo y x es real variable. Demues

tre que el conjunto de matrices de la forma:

a 0 O
M(x) = 0 1 x
0 0 1

tiene estructura de grupo respecto a la multiplicacién,

Calcular la matriz S =(g) A2 +(23A4 + ceoco + (g)Azn,

0 -1

i 0‘) y n nlmero natural.

siendo A =(

Sea A matriz cuadrada de orden n, demuestre que A es
regular si y solo si el sistema AX = 0, admite unica-
mente la solucién trivial.

Sea A matriz ortogonal (At = A-i), demuestre que:

2 i

a) det A = 1 b) A"~ es ortogonal c) At es ort.
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5.=- RANGO DE UNA MATRIZ

La idea de rango de una matriz es
de fundamental importancia en varios tépicos referentes a
matrices y en especial en el estudio de los sistemas linea

les.

DEF 5 . 1\'0
En una matriz A de orden m x n, el rango-rengldn es
el mayor nGmero de vectores-renglones linealmente indepen-

dientes.

DEF 5520
En una matriz A de orden m x n, el rango-columna es
el mayor nGmero de vectores-columnas linealmente indepen-

dientes.

TEOREMA 5.1,
En cada matriz A, el rango-renglén: rr(A) y el

rango-columna: rc(A), son iguales.

L.l

Sea A = (a j) una matriz cualquiera, de orden m x n. Si

i
A es matriz nula, el teorema es trivial. Supongamos enton
ces que A # 0.

s 6 @0 3 @

Sean R1 = (all,aiz,oaaoain), R2 = (321'a22°°°azn)

.c.amRm/= (aml,amz,aaoamn) los renglones de A. Supongamos



que el rango-renglén de A es r, y que los r vectores-ren-

glones linealmente independientes son los siguientes:

S, = (b b

1 (b b b, )

11'Py27 e sPyp) e Sy = (byy byyenibyy

R Sr = (brlpbrzp---brn)

De acuerdo a estas ideas, cada vector-renglén Ri'
debe ser combinacibn lineal de los vectores-renglones,
linealmente independientes Sj con j=1, 2, 3,....r,

Asi tenemos:

R1 °1151 + clzs2 + ... + clrsr
R2 = c21$1 + czzs2 + .. + c2rS£
Rm = cmlsl + cm282 + ... + cmr r

Si en cada una de estas ecuaciones, igualamos la

componente de orden i, tenemos:

+ c,.b + ... +

b 12721

333 T ©11°14 €1r°ri

aZi = c21bli + Cc,.b + ... + c. b

ami = cmlbli + cm2 21

para i=1, 2, 3, ..., n.

29,
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Asf entonces:

au\ €1 : clz\ Sy’
221 €21 €22 | Cor
| = Dby Tt byl Tt eees bl

ami‘) cml °m2 / cmr

gualdad que nos muestra que cada uno de los vectores-

oy

columnas de A, es combinacién lineal de los r vectores,

Cl,Cz,;:.Cr, siendo Cﬁ= (clj'c2j""cmj)t' De aquf en-

tonces que el rango-éolumna de A no es mayor que el ren
go-renglén r. Llamando k al rango-columna tenemos: k < r.
Razonando de analoga manera con las columnas se obten

drfa r < k, y entonces conclufmos: r = k.

DEF 5.3.
El rango de una matriz A, es el nfmero:

r(A) = rr(ad) = rc(a)

DEF 5.4.
En una matriz A de orden m x n, se llama menor de
orden k, todo determinante formado por k renglones y k co

lumnas de la matriz A.
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TEOREMA 5.2.
Una matriz no nula A, tiene rango k, si y solo
si, uno al menos de sus menores de orden k, es diferente de

cero y todos los menores de orden superior a k son nulos,

Dm
La demostracifén no se dari. Puede consultarse, entre
otros, el texto: "A First Course in Linear Algebra", del

profesor D. Zelinsky, pafina 155. Academic Press-1968.

Corolario

Si A es matriz cuadrada, no singular, de orden n,

Su rango es n.

DEF 5.5.

La nulidad de una matriz cuadrada A de orden n, es

el nGmero (n-r), siendo r = rango (4).

Observacién

La determinacién del rango de una matriz es de
importancia primordial. La bfisqueda del rango de una ma-
triz, puede hacerse en forma muy cémoda, introduciendo cier
tas operaciones que pueden efectuarse sobre una matriz y
que se conocen con el nombre de transformaciones elementa-

les.
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DEF 5.6.
Dada una matriz A, llamaremos transformaciones ele

mentales a:

1.~ Intercambio del renglén de orden i por el renglén de
orden j: (Hij)o
Intercambio de la columna de orden i por la columna
de orden j: (Vij)o

2.~ Multiplicar un renglén de orden i por un escalar, no
nulo, p: (pHi)
Multiplicar una columna de orden i por un escalar, no
nulo, p: (pVi)o

3.- Sumar al renglén de orden i, el renglén de orden j,
previamente multiplicado por el escalar p:(Hi + ij)c
Sumar a la columna de orden i, la columna de orden j,

previamente multiplicada por el escalar p:(Vi + ij)a

TEOREMA 5.3,

El rango de una matriz es invariante bajo las

transformaciones elementales.

Dm

g

Trivial. Se deja como ejercicio.

Observacifn

: E1 teorema precedente establece la invarianza

del rango de una matriz, con respecto a las transformacio
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nes elementales que sobre ella se efectlan. Esta idea, con
juntamente con el teorema 5.2, proporcionan un método expe
dito para determinar el rango de cualquier matriz. Justi-

ficaremos esta afirmacién proporcionando un ejemplo.

Ejercicio
Determinar el rango de la matriz
1 2 5 -4 3
A = 3 2 11 -4 5
1 -4 =1 8 -3
Sol: Determinaremos el rango pedido, efectuando sobre 1la
matriz A, transformaciones elementales-columnas. Sumando

a la cuarta columna la segunda previamente multiplicada

por 2 y restando a la quinta la segunda, resulta:

Restando a la dltima columna la primera y restando a la ter
cera la suma de la segunda m&s la primera previamente mul-

tiplicada por 3, tenemos la matriz:
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Ahora como las columnas primera y sequnda son linealmente
independientes, tenemos rango (C) = 2. Finalmente como las
transformaciones elementales no alteran el rango de una ma
triz, resulta: rango (A) = rango (B) = rango (C) = 2.
Obtenida la matriz C, también puede concluirse que

rango (C) = 2, haciendo uso del teorema 5.2, pues tenemos

1 2
det ( = =4 # 0
2 3

y ademds, todo determinante de orden superior a dos, es nu-

lo.

DEF 5.7,
Se llama matriz elemental, toda matriz gque puede
obtenerse efectuando, un n@mero finito de transformaciones

elementales, sobre una matriz unidad.

TEOREMA 5.4.

Toda matriz elemental es no singular

Dm
Sea A una matriz elemental de orden n. Como ella puede
obtenerse por transformaciones elementales desde la matriz
unidad de orden n, ella debe tener rango n., Ahora para que
A tenga rango n, como A es cuadrada de orden n, debe tener

se det (A) # 0. Asf, A es matriz no singular.
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TEOREMA 5.5.
Cada transformacién elemental-renglén sobre una
matriz A, puede obtenerse premultiplicando A, por una matriz

elemental.

Dm

Para simplicidad de escritura, tomemos una matriz A de
tercer orden y efectuemos las siguientes transformaciones-

renglones:

a) Permutacifn del primer renglén con el segundo:

0 1 0% fa); 35 333} [23:1 233 233
1 0 0 J[ayy ay; az3|=|2aj; a5, a5

0 0 1 a a

31 %32
b) Multiplicacidn del tercer renglén por un escalar p,

no nulo.

10 1\ /311 ay, %13\ [ %11 212 %13

\
\o . °)k"“21 332 "“23):\ a1 222 ""23)
0 0 p/ \a3 3a3; 233/ \pay; Paz; pas;
c) Sumar al primer renglén el tercero previamente multi-

plicado por un escalar p.

1 0 p) fa; a5, a),
010 857 237 385,

00 1/ \ay; a3, aj
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a839 ‘Y paz; 335 *t pazy, a4 33
= 421 432 453
a33 a3 233

Observacién

Sin duda que lo presentado como demostracidn
del teorema precedente, no es propiamente una demostra-
cibn, sino un simple ejemplo aplicado a matrices de tercer
orden., Nos justificamos diciendo que ello se hizo en bene

ficio de la claridad del contexto.

Para obviar esta situacién rogamos al lector,
tomar matrices de orden n y en lugar de hablar de primer,
segundo o tercer rengldén, use la terminologia renglén de
orden i, de orden j, 6 de orden k; entonces creemos queda

r8 eliminada toda inquietud.

TEOREMA 5.6,
Cada transformacién elemental-columna sobre una

matriz A, puede obtenerse posmultiplicando A, por una ma-

triz elemental.

Dm

Idéntica a la dada en el teorema anterior.

TEOREMA 5.7,

Si una matriz cuadrada no singular A, se reduce
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a la matriz unidad I, mediante premultiplicaciones por las
matrices elementales Ml' Mz, M3,e°°.g, Mk' la matriz reci-
proca A—1 de A, se obtiene premultiplicando I por dichas

matrices.

Dm

Por hipbtesis tenemos que:

Mk Mk_lBOQOQOO M3 M2 Ml A = I

Ahora como A es no singular, existe a"1l, posmultiplicando
la igualdad anterior por A_l, resulta:
I §
Mk Mk-10000000 M3 M2 Ml I - A

conclusién que demuestra la tésis.

Observacién

El teorema precedente nos proporciona un proce-
dimiento muy pr&ctico para determinar la matriz reciproca
A-l, de una matriz no singular A. En efecto, de acuerdo a
lo demostrado enel teorema anterior, para obtener A-l, bas

tars efectuar sobre ia matriz unidad I, las mismas trans-

formaciones-rengiones que son necesarias para reducir A a I.

Aclaremos estas ideas con un ejemplo, indicando

en 81, un adecuado esquema de cllculos.

Ejercicio

Determinar la matriz inversa de:



38.

3 -2 -1
A= -4 1 -1
2 0 1

como esquema de cilculo dispondremos las matrices A e I en
la forma (A |I) y mediante transformaciones-renglones, que
operar&n simultaneamente sobre A e I, trataremos de reducir
las a la forma (I | B). Entonces, de acuerdo al teorema 5.7.

tendremos B = A~ 1

3 -2 -1 l 0 o0

(Aln={(-4 1 -1 0 1 0

2 0 1 0 0 1

]
N (§,]
1
= N
o [=]
o =
o
it -
o
[
+
N
e+
N

-2 1 o o0 1 1 H, + 2H,
2 0 1 0o 0 1 Hy = 2H
1 0 0] 1 2 3
o 1 0| 2 5 7 = (1 | a7}

0 0 1 -2 -4 -5

Sin dificultad, por simple multiplicacién matricial puede
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comprobarse que:

1 2 3
A"l = 2 5 7
-2 -4 -5

TEOREMA 5.7.

Si una matriz cuadrada no singular A, se reduce
a la matriz unidad I, mediante posmultiplicaciones por las
matrices elementales Nl' Nz, N3, 50000 Nj, la matriz reci-

1

proca A"~ de A, se obtiene posmultiplicando I por dichas ma

trices.

Dm

Identica a la dada en el teorema anterior, se deja como

ejercicio.

Observacidn
Este teorema, tal como el anterior, proporciona
un medio para determinar la matriz recfproca A-l, de una

matriz no singular A, operando con transforma¢iones-columnas.

EJERCICIOS

l.- Verifique que para las matrices

1 -2 -1 3
A= B =
-2 4 2 -6

Se tiene: r(A + B) < r(A) + r(B)
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2.- Determinar el rango de las matrices:

5 3 1 4 =2 2 3 3 -1
3 4 1 5 1 0o 4 2 -1 \
A=
W a4 4 1 3 2 2 11 7 -3
Ne 7 2 13 -3 10 3 9 =2

3.~ Verifique que para las matrices

G )

Se tiene: r (A + B) = r (A) + r (B)

4,- Sean A y B matrices del mismo orden m x n, demuestre
qué:

a) r(A + B) < r(A) + r(B)

b) r(A + B) > |r(a) - r(B)]|

5.- Sea A matriz de orden m x n sobre el cuerpo de los com-
plejos. Demuestre que: r(A) = r(A~) = r (R) = r(A*)

6.~ Sea A matriz de orden m x n sobre R. Sea P de orden
mxmy Q de orden Q de orden n x n, ambas no singulares.
Demuestre que: r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ)

7.- Sea A matriz no-singular de orden n, multiplicable por
la matriz B.

Demuestre que: r(AB) = r(BA) = r(B)

8.- Determine dos matrices A y B tales que: r(AB) = min

{r(a), r(B)}
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9.~ Determine 108 matrices A y B, tales que:
r(AB) < mfn {r(a), r(B)}
10.- Sea A matriz multiplicable por B, demuestre que:
r(aB) < mfn {r(A), r (B)}.
11.- Sean ay #0para i =1, 2,...., 0 Y bj # 0 para
j=1, 2, 3, ¢e.. n. Demuestre que el rango de la

matriz X = (aibj)’ es uno.

6.- EQUIVALENCIA, CONGRUENCIA Y SIMILITUD DE MATRICES

DEF 6.1.

Una matriz A de orden m X n es equivalente a una
matriz B de orden m x n, si y s6lo si, existen matrices
ho singulares, P de orden m y Q de orden n, tales que:

A=PB2Q

Para indicar que A es equivalente con B pondremos: A ~ B

TEOREMA 6.1.
La equivalencia de matrices es una relacién
de equivalencia.
Dm
Para establecer la tesis debemos probar que la equiva-

lencia de matrices es refleja, simétrica y transitiva. Si



A es de orden m X n, tomando P = Im Yy Q= In' resulta:

Im A In = (Im A): In = A In = A

lo que nos ihdica que A'v A, Ahora si A es equivalente con
B, (A ~/B) tenemos:

A=PBQycomoPy Q'son no singulares resulta:

B =71 a 01, igualdad que nos muestra que B es equiva-

lente con A, o sea (B "V 'A).

Finalmente supongamos que A es equivalente con B
y que B es equivalente con C,“entonces tenemos: A = P B Q

y B= R CS de donde:

A =P (RCS)Q = (PR) C (SQ)

y como las matrices (PR) y (SQ) son no singulares, vemos
que la equivalencia es transitiva, o sea: AV By B Vv C,

implica A ~ C,

TEOREMA 6.2,

La matriz A es equivalente con B, si y sblo si,
A puede obtenerse desde B por un nfimero finito de transfor
maciones elementales.
Dm

Supongamos que A es equivalente con B, entonces:
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A =P B Q. Ahora como P y Q son no singulares, ellas pue-
den obtenerse desde matrices unidades, mediante transformg

ciones elementales, o sea:

Mk Mlk_l @6 000000000000 M3 Mz ‘“-{1 Im = P
In Nl N2 N3 EEEEEEEEE Nj"l Nj = Q

Reemplazando estas expresiones en A = P B Q, queda:
A= b&k Mk-l ® & 0 & e 0o 0 M2 Ml B Nl N2 ® & e 00 Nj-l Nj

lo que nos indica que A puede obtenerse desde B por trans
formaciones elementales.

La proposicién reciproca es inmediata

TEOREMA 6.3.

Dos matrices A y B del mismo orden, son equi-
valentes, si y s6lo si,tienen el mismo rango.
Eﬂ
Si A y B son equivalentes, una cualquiera de ellas puede
obtenerse desde la otra, por transformaciones elementales
y como el rango es invariante a dichas transformaciones,

se concluye que A y B tienen el mismo rango.

La proposicién reciproca la dejamos al lector.

Terminaremos estas ideas presentando las nocio

nes de congruencia y similitud de matrices.
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DEF 6.2.
Dadas dos matrices A y B de orden n, A es congruen-
te con B, si y s6lo si existe una matriz regular P, tal que:

A=p B P,

De esta definicifn resulta inmediato que la congruen
cia de matrices es un caso particular de equivalencia, pues

A congruente con B, (A g 3), implica:

]
v}

A=PBQ con Q

De aquf entonces que:
a). La congruencia es una relacién de equivalencia.
b). Si A es congruente con B, (A Y B), A puede obtener
se desde B, mediante un nGmero finito de transfor-
maciones elementales.
c). Dos matrices A y B congruentes, tienen el mismo

rango.

La congruencia de matrices es de importancia b&si
ca en el estudio de las formas cuadriticas y de las formas

bilineales.

Finalmente definiremos otro caso particular de equi

valencia (A = P B Q), la similitud, que se obtiene tomando

0 =p"1,
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DEF 6,3,
Dadas dos matrices A y B de orden n, A es similar
con B, si y sblo si, existe una matriz no singular P, tal

que: A =P A P-l.

Considerando que la similitud de matrices es un ca

so particular de equivalencia de matrices, podemos afirmar

que:

a). La similitud de matrices es una relacibn de equiva

lencia.

b). Si A es similar con B, (A~~B), A puede obtenerse
desde B, mediante un nmero finito de transforma-
ciones elementales.

c). Dos matrices A vy B similares, tienen el mismo ran-

go.

7.- ECUACIONES LINEALES

QE_._F 7610
Se llama ecuacibn lineal para las incégnitas

X1 xz, ceeceys Xoo sobre un cuerpo K, toda ecuacidn de la

forma:

+al,oc+anxn=b (1)

vy b son elementos del campo K.

alxl + a2x2

de donde a a SaB0o0 &
1’ "27 " “n
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Los elementos a; son los coeficientes de las inc6gni-
tas xi, y b es el término constante. Particularmente si el
término constante b, es el elemento nulo del cuerpo K, la
ecuacifn lineal toma la forma:

+ a,x, + +ax =0

all 22 . e v %0 nn
y pasa a llamarse ecuacién lineal homogénea.

X

DEF 7.2,
Una solucibfn de la ecuacidn lineal (1) es todo con
junto (al, Oons seseey un) de elementos del cuerpo K, tales

que: a, o, + a, o, + ceee. + a, o, = b

DEF 7.3.
Un sistema lineal de m ecuaciones para las incégni
tas: Kyr Xopo seonny X sobre un cuerpo K, es todo conjunto

de m ecuaciones de la forma:

+ X + ceee + X =
a11%; * 23,%) AnXn = Py
A71%1 * ¥y + ...+ Ay X, = b, (2)
X, + K + eees + X =Db
aml 1 am2 2 amn n m

Particularmente si: b1 = b2 = b3 = 60660 bm =0 el

sistema (2) es lineal homogéneo.

DEF 7.4.
Fs solucibn del sistema (2) todo conjunto

(al, s soessy an) de elementos de K, que sea solucién de
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cada una de las ecuaciones del sistema.

Si el sistema (2) admite por lo menos una solucibn,

€l es compatible; si no admite ninguna solucién, es imcom-
patible,

Un sistema compatible es determinado si admite una

solucién Gnica, contrariamente si admite ma$§ de una solu-

Yo oW ,f',f,‘»)? {;T?;«.
§ P

cién, €1 es indeterminado. AR
1) Determinado

a) Compatible <<
2) Indeterminado

Sistema

Lineal
b) Incompatible

“vﬁ““ﬁ Un sistema homogéneo es siempre compatlble, pues el
conjunto (0,0, ....., 0) de elementos de K, es soluc16n.

Esta solucifn, se llama solucién trivial del sistema y cual

quiera otra solucibdn se dir&, no trivial.

DEF 7.5. T
Se llama matriz del sistema (2) a la matriz A = (aij)

de orden mx n, formada por los coeficientes de las incognitas.

DEF 7.6.

Se llama matriz ampliada del sistema, (2) a la matriz:
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831 Byp cececee Ay, by
'\) a21 a22 ¢ € 0 e Q0 C O azn b2
A T I coee csc emw cwn o deoe B0 Gme W R JmR CHE W0 ORR e GUN e SHP WS T CRD RS
I R R A ] a b

. oml Tm2 mn m)/

Introduciendo las matrices columnas§

t t
E = (le Xzy ocococ g xn) y B =5 (bii bzi ¢c o000 g bn>
el sistema (2) se expresa matricialmente por: Af = B (3) .

Observaci8n

A continuacibn, nos preocupamos del problema fun
damental en el estudio derlos sistemas lineales. Este pro=-
blema consiste esencialmente en: Dado un sistema lineal de
m ecuaciones con n incBgnitas, determinar en qué condiciones
es compatible y en cuflles es incompatible, ademds, en el pri

mer caso tratar de obtener todas las soluciones,

Consideramos inicialmente el caso mds simple, en
que el nfimero de ecuaciones (m) es igual al nfimero de incég

nitas (n). Un sistema tal, lo llamaremos sistema de Cramer.

TEOREMA 7.1.

Un sistema lineal A £ = B de n ecuaciones con n
inc8gnitas y con matriz no singular (]A| # 0), es compatible

v determinado.
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Dm
Como A es matriz no singular, existe la matriz reciproca

at, Premultiplicando la ecuacién dada: Af = B por At

tenemos: & = A~l B y como Aul es finica para cada matriz no
singular dada A, queda probado que el sistema A £ = B, tie

ne solucibn Gnica, o sea &l es compatible y determiando.

Corolario 1
Si el sistema homog&neo A £ = 0, tiene matriz

regular, su Gnica solucibn es la solucién trivial.

Observacié®n

La solucibn que hemos encontrado para el siste
ma A £ = B, tiene una expresibn simple y muy cbmoda en las
consideraciones tefricas referentes a sistemas lineales.

Para presentarla tomaremos la definicién siguiente:

DEF 7.7.

Dado el sistema A £ = B, se llama matriz de la in
cbgnita Xj0 @ la matriz cuadrada Ai que se obtiene de reem
plazar en la matriz A del sistema- la columna de los coefi

cientes de x, por la columna de los té&rminos conocidos 240

i

Corolario 2
Si el sistema de Cramer Af = B tiene matriz no

singular, su solucidn est& dada por:



det(Al)
xl == nmsemen
det (n)
Observacibn
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. det(Az) det(An)

e

OQIIOCX

2 - det (A) N det (n)

- Estudiados los sistemas de Cramer, podemos pasar

a considerar los sistemas lineales de m ecuaciones con n in

c6gnitas. Al respecto, el teorema fundamental que veremos

a continuacibn es conocido bajo el nombre de teorema de

Rouché;Frobenius-Capelli.

TEOREMA 7.2.

Una condicibn necesaria y suficiente para que

el sistema lineal Af = B sea compatible, es que el rango

de la matriz A del

ampliada X.

Dm
Si el sistema A

una solucibn: (xl,

all\
42

sistema, sea igual al rango de la matriz

= B es compatible, admite por lo menos

Xor Xg, cecey x_ ), y entonces tenemos:

alz a
azz a
832 a
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Esta igualdad nos indica que la columna de las
N
b, de la matriz ampliafla A es combinacién lineal de las n
n
columnas precedentes de ella; asi las matrices A y A tienen

igual rango.

Reciprocamente, haremos ver que si las matrices

n
A y A tienen el mismo rango r, el sistema tiene solucibn.

En efecto, sea M un menor no nulo de orden r de
N
la matriz A. Como A y A tienen igual rango, M ser8 también

A,
menor no nulo de A.

Sin restringir generalidad podemos suponer que
M estfi formado per las r primeras columnas y los r primeros
renglones, pues disponemos del orden de las incégnitas y

del orden de las ecuaciones,

De acuerdo a lo precedente, cada uno de los (m=-r)
renglones restantes de la matriz A, es combinaci8n lineal
de los r primeros renglones y entonces lo mismo ocurrir@
con las (m=r) Gltimas ecuaciones con respecto a las r pri-
meras. Siendo ellas, combinaciones lineales de las r prime

ras, podr&n suprimirse, quedando el sistema en la forma:
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+ a 2:3

12%g F oeeee F Ay X WDy = A3, Kpyg T oceeo ma5 X

20Xy T Pa T 3544

a31x1 32x2 4+ coo0o * a3rxr = b3 a3r+1 rel T ccee maBrxn
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231%1

X +a + L= N +a X

ai1*%1 22%2
+ a

sooe =& X

r+1 * 2r°n

X

a ¥, * a_,X, + c0co + 8_X =Db = a x = o000 =
ri'1 r272 rr' r r rr+l “r+l ° 8rr¥n

Este sistema, para cada conjunto de valores arbitra
rios que asignemos a las variables Xpp1? Xppoo Xogp3s °0°0 X
resulta ser un sistema de r ecuaciones con r incégnitas y de
terminante no nulco, el cual sabemos tiene solucién finica, (Sis

tema de Cramer), asf el sistema es determinado.

Corolario 1

' o
Un sistema es incompatible si y solo si r(A)#r(a).

Corolario 2
Un sistema homogéneo siempre es compatible, (En

efecto siempre rango (A) = r@%})

Corolario 3

Si en un sistema compatible, r(A) es igual al nG-

mero n de variables, el sistema es determinado.

En efecto si m = n, el sistema es de Cramer con
determinante principal no nulo. Si m > n, hay (m=n) ecuacio

nes que son combinaciones lineales de las otras y por lo tan
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to se pueden suprimir, quedando asi un sitema Cramer de

n = r(A) ecuaciones, con determinante diferente de cero.

Corolario 4
Un sistema homog&neo con rango igual al nfimero
de variables, s6lo admite la soluci8n trivial. (En efecto

se cumple el corolario anterior)

Corolario 5
Si en un sistema compatible el rango r(A) es me
nor que el nfimero n de variables, el sistema es indeterming

do,

En efecto en tal caso si m > r(A) se puede su-
primir (m-r) ecuaciones que son combinaciones lineales de
las r linealmente independientes. Se obtiene asf un siste
ﬁa de r ecuaciones con n variables. Siendo n > r, se dispo
ne (n-r) incongnitas que se pondr&n en el sequndo miembro,
obtenié&ndose asf un sitema Cramer de r ecuaciones con r va

riables y (n-r) indeterminadas en el segundo miembro.

Corolario 6
Un sistema homogéneo con n variables tiene solu-
cibn distinta de la trivial si y solo si r(A) >n. (En efec

to se verifica el corolario anterior)
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Terminaremos estas ideas presentando algunos ejem-

plOS .
Ejemplo 1
Para diferentes valores reales de k, discutir el

sistema:
kx + y+ 2 =1 x+ ky +z =k X +y + kz= k2
Solucién

Llamando A, la matriz del sistema, tenemos
det (A) = k3 - 3k + 2. Este determinante se anula para

k =1y para k = =2,

Cuando k = 1, el sistema se reduce a una sola
ecuacibn: x + y + z = 1. En este caso el sistema admite
infinitas soluciones dada por: x =1 -y =« 2z,

Cuando k = -2, el sistema se transforma en:

-2X + y 4+ 2 =1 X =2y + 2 = =2 x+y -2z =4
gue no admite solucibn, pues se puede verificar sin difi-
cultad que: r(a) = 2 vy r(X) = 3,

Finalmente para cualquier k diferente de 1 y de (-2),

tenemos det(A) # 0. El sistema es entonces de Cramer y ad

mite una y sélo una solucién

Ejemplo 2
Para diferentes valores reales de k, discutir el

sistema:
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X, = X, =1 kx2 + x, =0 2., = kx3 = =] X, + x2 + x3 = =]

Solucién
Como el sistema tiene solamente tres variables, el
rango de su matriz A, deberd ser 3_a lo m&s. Ahora el de=

A"
termiannte de la matriz ampliada A, es:

1 -1 0 1
0 k 1 0

det (A) = = 2k% + 3k = 2
2 0 -k -1
1 01 1 -1

Entonces, de acuerdo al teorema de Rouche=Frobenius, el sis
tema es incompatible para det(x) = 2kx? + 3k = 2 # 0, pues
en tal caso tenemos r(A) < 3 y r(X) = 4

Veamos que ocurre con r(A) cuando det(X) = 2k2 +
3k = 2 = 0, es decir para k = =2 y para k = 1/2

Facilmente se verifica que en ambos casos se tiene
r(A) = 3, asf en ambos casos el sistema es determinado y sus

soluciones son:

i
8
X

X, = 1/2 Xy = = 1/2 Xy = =] para k

2/3 para k

1/2

X, = = 1/3 Xy = = 4/3 X5
Resumiendo tenemos:
&) . El sistema es incompatible para (k # =2 v k # 1/2)

b). El sistema es compatible para k = =2 y también para
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k = 1/2, En estos dos casos ademis es determinado,

Ejemplo 3

Dado el sistema lineal:
k x - 6y = 5k = 3 2x + (k = 7)y = 29 - 7k
determinar k para que el sistema sea: (a). Incompatible.

{b) ., Indetermindado.

Solucién
Para que el sistema sea incompatible, debe verifi-

carse que r(A) # r(X) . Ahora como:

k =6 N k -6 5k = 3
A= > K =
2 k=7 2 k=7 29 - 7k

0y det(X) # 0. La

it

determinemos k, de modo que: det(A)

condicién:

det(A) =k - 7k + 12 = 0 nos datk = 4 y k = 3.

Para k = 4, tenemos:

N 4 -6 17 .

A = ) luego r(A) = 2 # r(a) =1
2 =3 1

Asi para k = 4, el sistema es incompatible,
Para k = 3, tenemos:
A = luego r(A) = 1 = r(a)
2 =4 8
Asi para k = 3, el sistema es compatible. Como &l se re-

duce a: x = 2y = 4, nuestro sis-ema resulta indeterminado.
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it

Sus infinitas soluciones estan dadas por: (x = 4 + 2a, N a)

siendo a un real cualquiera.

EJERCICIOS

1. Usando operaciones elementales, resolver:

a) . 4x1 - 2x2 + x3 = 6 b} . 8x1 - 2x2 - 5x3 - 9x4 = 18
2x1 - %, +2x3 = =7 2x1 = Xy, = X5 = 4x4 = 9
x1 - 3x2 - x3 = =J1 4x1 + 0 = 3x3 - x4 = 0

2, Determinar k, de modo que el sistema:
4x1 - kx2 - Xg = 1 kx1 - X, + 3x3 = 2 =Xy + X, = 3x3 = =1
tenga: (a). Una y solo una solucifn., (b) Infinitas solu-
ciones. (c¢) Ninguna solucidn.
3. Estudiar el sistema homogéneo: (Corolario 4)
x+y+2z=0 4x + 5y + 2z = 0
2x +y =3z =0 X = ¥ =0

4, Estudiar el sistema homog&neo: (Corolario 6).

2x + 6y + 5z + t 0

]

0 -X + 6y + 2z + 3t
X + 4y + 3z +2t =0 3x =~ 8y = 2z + 4t = 0

5. Determinar la constante real k, de modo que el sistema

(1 - k)x + v + z =0
2 x+ (2-k) v+ 2z=0
X + y 4+ (1 =%k) z=20

tenga solucidn distinta de la trivial. (Corolario 6)
6. Usando el teorema de Rouché&-Frobenius, demuestre que el

sistema: (5 ecuaciones)
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10.

11.

12,

58,

X -5y + 2z =14 2x + vy -z =1 X + 6y - 2z = 3
4x - 9y + z = 9 X - 16y + 4z = 8

es incompatible.

Determine los valores de a gue hacen incompatible al
sistema: (3 ecuaciones)

3x - ay + 2z = a - 1 2x - 5y + 3z =1

x+3y=-(a=-1) z =0

Dado el sistema (4 ecuaciones)

X =y +z=7 X+ vy - z2 =1
-X + vy + 2 =3 2x + ky = 4z = k
determinar k para que &l sea compatible.

Dado el sistema (4 ecuaciones)

3x - 7y = a 5x = 13y 5a = 2b

X+ y=0b X + 2y a+b-=-1
determinar a y b para que sea compatible
Determine los valores de k, de modo que el sistema:

: azx + bzy = k3

Xx+y=k ax + by = k
sea compatible, siendo a ¥ b

Determine a para que el sistema

X + a2y +a=20 ax + y + a2 =0 azx +ay +1=20
sea compatible
Estudiar el sistema
ax + by =1 -ab2 bx + ay = 1 - a2b
ab{x + y) = - a2b2

segfin sean los valores de a y b.



13.

14,

15,

16,

17.

Discutir el sistema:
ax + by + z = 1 X + aby ¢+ 2z =b) X + by + az = 1

para diferentes valores de a y b,

Determinar los valores de k en el sistema:

(k + 1)x + y + z = k% + 3k
x + (k + 1)y + 2z = k3 + 3k2
x4+ y + (k + 1)z = k¥ + 33

para que el sistema sea: (a). Determinado (b). Indeter
minado. |

Dado el sistema:

ax + 2z = 2 5x + 2y = 1 X = 2y + bz = 3

con ayb enteros positivos, determinar a y b peara que
el sistema sea: (i) Compatible. (j) Incompatible. (k).

Resuélvalo cuando sea indeterminado.

Demostrar que si el sistema: (4 ecuaciones)
=X + by + cz + dt = 0 ax + by - z + dt = 0
ax = y +cz + dt =0 ax + by + cz= t =0

tiene solucifn diferente de la trivial, se verifica que:

a/(1L +a) +b/{1 +Db) +¢c/(l +¢c) +d/(1 +d) =1

Demuestre que el sistema homogéneo:
X +y=a(z+u) =0 a(x = y) = (2 =u) =0
X+y=b(z=~u) =0 b(x ~=y) = (z =-u) =0

tiene solucién diferente de la trivial y ella estd da
da por: x/(1 + ab) = y/(1 - ab) = z/(a + b) = u/(b - a)
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8. VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

DEF 8.1

Llamaremos vector, toda matriz columna.

Los vectores, o0 sea las matrices columnas, para dife
renciarlas de las otras matrices, las designaremos por letras
griegas. Particularmente cada vector nulo ser& designado por

o

DEF 8.2
Dada una matriz cuadrada A = (aij) de orden n, un vec
tor propio de ella, es todo vector no nulo &€ kn, tal ques

A E =t §, para algin escalar t.

Ejemplo 8.1
1 2 t
La matriz A = (4 3) . tiene a, £ = (1,2) ", como

vector propio, pues:‘
re=( 3(3) - (i3) -5 (3 s e

TEOREMA 8.1

Un vector propio £ de una matriz cuadrada A, de-

termina de manera finica el escalar t, tal que: A = t &,

2
Supongamos que al vector propio £ corresponda dos escala-

res t1 Yy t2 tales que: A = t1€ y AE = t2€, entonces res=
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tando resulta: (t1 - tz)g = @, y como & no es nulo, queda:

tl = t2
DEF 8.3

Un escalar t es valor propio de la matriz cuadrada

A si y s6lo si, hay un vector no nulo £, tal que: AE = tE

TEOREMA 8.2
Un escalar t es valor propio de una matriz cua-

drada A, si y solo si:det(A - tI) = 0

Dm

-

Sea t valor propio de la matriz cuadrada A, entonces exis
te un vector no nulo £, tal ques AE = tg,
Considerando que £ = I'E, la igualdad precedente se expre-
sa por: (A - tI)E = @ y pasando a lenqguage escalar tenemos

el sistema lineal homogé&neo:

(all - t) x, + Ayp Xy + cecnee + ay, X, = 0
azl xl + (822 - h)xz + co 0000 + azn Xn = 0
a31 x1 + a32 x2 + coovneo + a2n xn = 0

a.q Xq + a5 Xy * ceceoo + (A

4a _. LY L3 4444

- t)x_ =0

que por hipotdsis tiene solucibn: £ = (xl, Xop cooos xn)t
no nula. Asf su determinante debe ser cero, o sea, t es tal

que det(A = tI) = 0 »
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Recfprocamente si det(A - tI) = 0, el sistema: (A - tI)E= @
tendr8por lo menos una solucibn £, distinta de la trivial, es

decir, hay un vector no nulo £, tal que A £ = t &,

Ejemglo 8.2

Determinar los valores propios de las matrices:
1 2 1 =2

SV I
4 3 1 1

De acuerdo al teorema precedente los valores propios

Solucién»

de una matriz A son las raices t de la ecuacifn: det(A = tI)= 0

(g g) = (1;t 321:)

Entonces: det(A - tI) = t2 - 4t =5 = 0, nos d8 los valores

24

1 2
Asf: A - tI —(4 3) -

propios: ty, = -1y t2 = 5,

Analogamente para la matriz B, tenemos:

1 =2 1 0 1-t -2
(R D)
1 h 0 1 1 1=t

2

Entonces: det (B - tI) = t° -2t + 3 = 0, nos da los valores

propios: t, =1 + ivZ y t,=1- iv/Z.

DEF 8.4
La ecuaci8n caracterfstica de una matriz cuadrada A,

es la ecuacidn det(a - tI) = 0.
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Desarrollando la ecuaci®n caracteristica o sea:

all - t a12 a13 Q6900 g o aln

a21 a22 - t a23 0N O ed oo azn

a = 0

= ¥
3n

a31 a32 a33 - B 0h o0

T G . TR RN T R O G S0 GRS G0, S WD, R D) S D O S I (R D G OV X0 G D e

2h1 2h2 8)3 veecc By, ~ L

segin potencias de (~t), ella toma la forma:

n

(“t) + pl (‘t)nal + pz (—t)naz dooo t pn-l (‘t) + pn = 0

Obviamente, de acuerdo al teorema 8.2 las rafces de es

ta ecuacién son los valores propios de la matriz A,

DEF 8.5
La suma de los elementos de la diagonal principal de
una matriz cuadrada A es la traza de la matriz y se designa

por: tr(a) = a;q *+ ay, + 833 F coceo +oa

TEOREMA 8.3
Para toda la matriz cuadrada A = (aij) de ecua=

ci8n caracterfstica:

n-=2

n~-1 P, (-t) + oo+ p_ =0

n
(=t)" + Py (=t)
se tienes

n n
3 = ., = 5 = . = det (A
a). py jzitj tr (A) b)Y, P, " ts et (A)

Dm

[

Considerando las relaciones que existen entre las raices
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tj de la ecuacibn y sus coeficientes, resulta inmediato que:
n n
= t. = W t, 1
Py jzl 3 Y pp= 7oty (1)
por otra parte de acuerdo con la ecuacifn caracteristica de

la matriz A:

a31 ~ t a12 a13 ©esooo an
8.21 a22 - t a23 seco o azn
=0
331 a32 a33 - t o000 e a3n
anl anz an3 °©% 000 ann - ¢t
-1

. n n .
se observa que los términos en t° y t provienen finica~-

mente del producto: (a11 - t)(a22 - t)(a33 - t) oooeo(ann = t)

que desarrollado nos da:

et + a__) +

+ -] =] © 0o C
322 ] ° nn

n _,n n-=1
(=17 &7 + (1777 777 (ay,

luego:

+ ... + a = tr (A) (2)

Py = 831 * 2y, nn

Finalmente el té&rmino Ppe independiente de t en la ecua
cién caracteristica det (A - tI) = 0, se obtiene haciendo

t = 0, asf resulta inmediato que:
Py = det (A) (3)

Resumiendo las conclusiones obtenidas en (1), (2) v (3),
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queda:s
tr(A) =tl+t2+ eocoo+tn
det(A) = tl ° tz °© © 00600 4 tn
Corolario

Una matriz es singular si y solo si tiene a cero co

mo valor propio.

Ejemglo 8.3
i

Para la matriz A =(4 g)p tenemos:

traza (A) =1 + 3 =4 y det(A) = -5, Ahora la ecuacién carac

t2 = 4t - 5 = (=t)2+

terfstica de esta matriz es det(A = tI)
+ 4(=-t) - 5, entonces: Py = 4 = tr(a) vy Py = =5 = det(A). Fi-
nalmente como los valores propios de A son ty = -1 v t2 =5,

tenemos: tr(A) = t, + t, = 4 vy det (nr) = t; &, = =5

TEOREMA 8.4

Las matrices cuadradas A y AF tienen los mismos

valores propios.

Dm
Sabemos que un escalar t es valor propio de una matriz cua

drada A, si y s6lo si: |A = ¢I)] = 0., Por otra parte tenemos

que:

det (at - t1%)

det (A - tI)T = det (A = tI) = 0

det (AY - t1)
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resultado que nos asegura que t es valor propio de At, si

y s6lo si es valor propio de A,

Ejemplo 8.4
Determinar los vectores propios de las matrices:
1 -1 1 1 4 4
A=l4 0 -1 at =l-1 o -2
4 -2 1 1 -1 1

Solucién
La ecuaci8n caracterfstica de la matriz A, es
det(A - tI) = -t3 + 2t2 + t - 2 =0, De aquf se obtiene

facilmente t1 = 1, t2 =2y t3 =1,

Llamando a = (x, vy, z)t vector propio asociado al

valor propio t1 = 1, debe verificarse que: Ao = ta, o sea:
Ad -a = 6, es decir:

1 -1 1 X X X - y + z P 0

4 0 -1 vy |=-|lv =|4x + 0y - 2 |- y = 0

4 -2 1 z z 4x - 2y + z z 0

Asf tenemos el sistema homogéneo:

-y + 2 =0 4 =y -2 =0 4x - 2y = 0

que por tener matriz singular admite solucibn diferente de

la trivial. Resolviendo se encuentra: (x = x; y = 2x; 2 =

2x)
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luego a es de la forma @ = (x, 2x, 2x). Tomando por agrado

¥ = 1, se obtienes: a = (1, 2, 2),

Analogamente, llamando B = (x, ¥y, z)t al vector propio,

asociado al valor propio ty, = 2, se encuentra el sistema:
X+ y=2=0 4x = 2y = 2z = 0

cuya familia de soluciones es: (x = x5 v = x; 2 = 2x)., Asi
el vector B es del tipo B = (x, x, 2x)., Particularmente pue

de tomarse B = (1, 1, 2)

Finalmente para el valor propioc t = -1, se encuentra

vy = (0, 2, 2) yv particularmente se puede tomar: v = (0, 1, 1),

Se puede comprobar facilmente que los vectores propios

¢, 8 y v decerminados, son linealmente independientes.

Terminaremos observando que los valores propios de At
son tambien 1, 2 y (=1) v dejando al lector la determinacifn

de los vectores propios.

TEOREMA 8.5
Si t es valor propic de A, correspondiente al vec
tor propio £, entonces, tP es valor propio de Apg asociado

con &, siendo p entero positivo.

L

Se hara por induccidn. Llamando & un vector propio de A,
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asociado al valor t, para p = 1, tenemos:

Supongamos entonces que para p = k tenemos: AkE = tkE, re-
sulta as{f:

k+1 k

Akt e Ak ) = ak E) =t £kl ¢

(A E) =

que nos indica que tk+1, es valor propio de la matriz Ak+1°

TEOREMA 8.6

Si t # 0 es valor propio de la matriz no singular
A, asociado al vector propio £, entonces t-1 es valor propio
de la matriz recfproca A'l, correspondiente al mismo vector

propio &.

Dm

En la hipbtesis que A £ = t £ , debemos demostrar que

Al = ¢! £ para ello premultiplicando la hip6tesis por

a”L, queda:

-1 E, o sea: g1 £ = a~l £

@l ag=ta

Corolario
Si t # 0 es valor propio de la matriz no singular
A correspondiente a g, t™P es valor propio de la matriz A‘p,

para el mismo vector propio £.
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En efecto: A-pg = (A‘l)pi = (tnl)pE = t-pio

DEF 8.6

Dado un polinomio: g(x) = ag + ;X + ... + A x"

n
donde ao, Q10 8y cecccy a, son elementos de un cuerpo k,
se llama polinomio matricial en A, siendo A una matriz cua

drada con elementos en k, a la expresibn:

- : 2 n
g(a) = aOI + alA + a, A" + coces. + a, A,

TEOREMA 8.7

Sean tl' t2, t3. oo tn' distintos o no, los
valores propios de una matriz A de orden n, sea gq(A) un
polinomio en A, entonces los valores propios de g(A) son:

q(tl)p q(tz)p q(t3)y 6o e p q(tn)o

2

Se deja como ejercicio.

TEOREMA 8.8
Los vectores propios 51, 52, 500 Ep de una matriz
A, correspondientes a los valores propios diferentes tl' tz,

...,_tp son linealmente independientes.

Dm

B

Se har8 por induccifn completa. Obviamente el teorema

se verifica para p = 1. Aceptemos entonces que la tésis
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propuesta se cumple para p = m-l1 y tratemos de probar que

El. 52, 590070 Em son linealmente independientes.

Supongamos que El' 52, cseay Em son linealmente depen
dientes, entonces existen nfimeros ak, no todos nulos, tales

que:
me=1
3

E =a, £, +a, £, + ... *+ a ‘£ =
m 1 °) 2 °2 m=-1 °"m=1 k=1 ak "

entonces:

m=-1 m=1 m-1

Agm=Ak£1ak€k=k=_z_lakA£k=k£1aktkgk

Ademas, por otra parte se tiene:
' m=-1 m=1

A Em = tm Em = tm k£1 Ay Ek = k£1 tm a, Ek
Restando miembro a miembro resulta:

m=-1 m=-1 m=1

e=k£1aktk5k"k__z_ltmakgk= Loty - e ay &

y puesto que t, # t, Y no todos los a, son nulos, se conclu

ye que los vectores 51, 52, 53, 8000 (3 son linealmente

m=-1
dependientes, lo que contradice la hipbtesis.

Asf entonces, los vectores: El, 52. 8000 gp, correspon
dientes a valores propios diferentes: tl' tz, S tpp son

linealmente independientes.

Corolario

Si los valores propios tj' de una matriz A de orden
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n, son todos diferentes, la matriz X = (El 52 NBOoE En) que
tiene como columnas los vectores propios correspondientes

es no-singular

EjemBlo 8.5

Anteriormente hemos visto que la matriz:

1 -1 1
A = 4 0 -1
4 -2 1

tiene los valores propios: t, = 1; t, = 2y ty = =1, todos
diferentes. Adem8s a ellos corresponde, respectivamente;
los vectores propios: o = (1, 2, 2), B = (1, 1, 2} ¥y

vy = (0, 1, 1) gue son linealmente independientes.

Observacibn

El teorema precedente nos asegura que en una matriz,
a valores propios diferentes, corresponde vectores propios
linealmente independientes. Es de interé&s preguntarse, que
ocurre con los vectores propios asociados a valores progios
no diferentes. El ejemplo que damos a continuacidn ilustra

esta situacidn.

Ejemplo 8.6

Determinar los valore sy los vectores propios de

las matrices
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1 1 =2 31 0
A={0 1 0 B={0 3 0
0 -1 3 0 0 2

Solucibn

Para la matriz A, se encuentra det(A - tI)=(1 = t)2
(3 - t) y entonces sus valores propios son: t1 = t2 =1 vy
t3 = 3, Para el valor propio tl = t2 = 1, se obtiene el con
junteo de veetores propios: a = x(1, 0, 0) +y (0, 2, 1), De
donde se puede tomar los vectores propios linealmente indepen
dientes:‘al = (1, 0, 0) y a, = (0, 2, 1). Finalmente al va

lor propio ty = 3, corresponde le vector propio: a; = (1, 0,-]).

Para la matriz B, resulta la ecuacifn caracterfstica:
det (B -t I) = (3 - t)2(2 - t) = 0, que nos d8 los valores
propios t1 = t2 =3y ty = 2. El valor t2 = 3, a pesar de ser
raiz doble, solo d& el vectoarpropio: B1 = (x, 0, 0)., Al valor

propio ty = 2, corresponde el vector propio 82 = (0, 0, 2).

Observacién

El pr6ximo teorema que verémos es de primera impor
tancia por sus numerosas aplicaciones. Con el propSsito que
la demostracifn que daremos, resulte suficientemente clara, de
seamos que el lector observe, que si los elementos de una ma-

triz M de orden n, son polinomios en t de grado k o menor, la
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matriz M se puede expresar en la forma:s

k tk~1 2

M=M t + M + coo0o + M, tT + Mt + M
k=1 ‘ o)

k 2 1
donde Mj con 0 < j < k, son matrices de orden n, con elemen

tos independientes de la variable t.

Ejemglo 8.7

3 +1 t2-3t+5 10\ 5 /1 0y,
- 3 . )t+
2t 6 0 o 0 0

Teorema 8.9 (Cayley-Hamilton)

Si la ecuacidn caracteristica de una matriz A de
- QO
orden n, es p(t); la matriz A es raiz de la ecuacifn matri-

.cials p(X) = ©

gm

El polinomio caracterfstico de A es: p(t) = det(A = tI) =
= det M, donde M = A = tI, Como la matriz M es de orden
n, los elementos de su matriz adjunta M+p serdn polinomios

en t de grado (n=1) a lo m&s. Asf de acuerdo con la obser-

vacién precedente tenemos:

t + M t + o0 + Mot + M
1 (o]
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donde Mj’ son matrices de orden n, con elementos independien

tes de la variable t.

+

+
De acuerdo al teorema: MM MM=1det M, tenemos:

p(t)I = M M" = (A = t1)Mt = A Mt - et (1)

Como A es matriz de orden n, supongamos que su polino-

mio caracteristico es:

= 2 n-1 n
p(t) _ao+a1t+a2t + oocoaoo+a

entonces

PIE)T = a T + a;It + cocao + an_lrtn“1 + 1" (2)

amt o= am ™1 AMnazt““Z + coces + AM;t + AM  (3)

nfl 2 (4)

+ n
+ 60 0D OO +M1t +Mot

tM =M t+ M

n=1 n==2t

De las expresiones (1), (2), (3) y (4) se obtiene fa=-
cilmentes

aoI = A MO aII = A M1 = Mo a21 = A M2 = M1

0 T G T G D TR T g X0 436 T D G50 SRR GRS e O O G5 QR M Q8 CZD S COR W CHE S I G QD QU 30 R G U GED QD S35 W N0 GI CRD D £330 i XD camy

a e I = =M

n=2 n=1

neil = A Mpy =M

Multiplicando estas igualdades respectivamente por: Ao, Al,

2 =1

A%, coococ, A" ¥y aP y luego sumando queda:

2 n-1 n _
aoI + alA + a2A + o000 + an-lA + A =0

Asf gqueda probado que cada matriz es raiz de su ecua-

cidn caracterfstica.
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Ejemplo 8.8
Usando el teorema de Cayley-Hamilton, determinar
la inversa A~! de
1 -2 4
A =10 =1 2
\ 2 0 3

Solucién

2

La ecuacifn caracterfstica de A es: t3 - 3t7 = 9t +

+ 3 = 0. Entonces como cada matriz es raiz de su ecuacibn

2

caracterfstica tenemos: A3 - 3A° = 9A + 3I = Q, de donde

A % (-A2 + 3A + 9I) = I. Ahora como la inversa A'l de A es

tal que: A 2™l = I; conclufmos que:

-1

3 -6 0
A '%—(-A2+3A+91)=§-<-4 5 2)
1

-2 4

Ejemglo 8.9

Usando el teorema de Cayley-Hamilton, calcular:

723 A _[=3 ~4
A , Siendo A.g ( 2 3)

Solucidn

La ecuacién caracterfstica de A es: (p(t) = t2 -1=0,
As{ los valores prvpios de A son ty =1y t, = - 1. Ademés
Az = I = Q. Tomemos el polinomio m(t) = t723. Dividiendo

este polinomio: m(t) por el polinomio caracteristico:
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p(t) = t2 - 1, se tendrf un polinomio cuociente qg(t) y un

resto r(t) que ser8 de la forma r(t) = a, + a,t. Asi tenemos$

a + a,t
mit) , al(t) + 1
p(t) p(t)
luego: m(t) = g(t) plt) + a;t + aj (1)

Esta igualdad de polinomios algebraicos da origen a la igual

dad matricial: m(A) = g(A) p(A) + a,A + aOI (2)
la cual considerando que p(2) = 0, se reduce a:
723
A = a,A + a_I (3)
De aqul que, habremos determinado A723 cuando calculemos

a, y a . Para ello reemplazando t por t, = ly t, = -1 en

la igualdad (1) obtenemos el sistema:

723 _ 723 _ _
1 = a; + a, (-1) a, + a,

de donde: a, = 0y a; = 1. Reemplazando estos valores en
<-3 -4 -3 -4)
2 3 2 3

El polinomio mfnimo de una matriz A es el polinomio

(3), resulta:

DEF 8.7

escalar:
- m=-2
m(x) = <™ + alxm 1 + a,X + ,,, + a
.
de menor grado, tal que:

m=-2 _
+a2A +o00.+amI'—Q

A" + alAm"1
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TEOREMA 8.10
Cada matriz cuadrada A tiene un y solamente un

polinomio mfnimo.

Dm
La existencia del polinomio mfnimo es inmediata, pues
toda matriz es rafz de su ecuacibn caracterfstica. Supon-

gamos que A tiene dos polinémios minimos: mltx) ¥ mz(x).

Como ellos deben tener el mismo grado, su diferencia:

d(x) = ml(x) - mz(x)
ser8 un polinomio de grado menor, que se anula para A, Es
ta conclusibn contradice la hipbtesis de ser ml(x) polino=-

mio mfnimo, luego ml(x) = mz(x).

TEOREMA 8,11
Cada factor lineal (x - t) del polinomio caracte
ristico p(x) de una matriz A, es también factor de su poli~

nomio mfnimo m(x) .

Dm
Supongamo que (x - t) factor del polinomio caracteristi-
co, no sea factor del polinomio mfnimo m{x), entonces se
tendr&:
mi{x) = (x - t) g({x) + r

donde r es constante no nula. Reemplazando x por A, queda:
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m(A) = (A -t I) g(A) +r I =0
Yy como r no es nulo; obtenemos: =(A - t I)(g(A)/xr) =1
expresibn que nos indica que la matriz (A - t I) tiene reci
proca; pero esta afirmacibén es falsa, pues (A - t I) es ma=-
triz singular por ser t valor propio de ella. Asf debe te-
nerse r = 0 y entonces (x - t) es factor del polinomio mf=-

nimo m(x).

Corolario

Si A de orden n tiene todos sus valores propios

diferentes:

p(x) = (1) m(x)

Observacién

El teorema precedente podrfa inducir a creer que
el polinomio mfnimo m(x), de una matriz A, es simplemente el
producto de los factores distintos del polinomio caracteris-
tico p(x). Tal cosa no ocurre y para probarlo basta conside

rar un ejemplo.

Para la matriz de quinto orden:
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es inmediato que su polinomio caracteristico es: p(x) = (—-1)5

(x-l)s, y como:

A-I#0Q a-0D%2=0 @a-D3%0 a-D*#o0
ocurre que ninguno de los polinomios: (x-1), (x—l)z, (x—l)3
y (x-l)4 es polinomio minimc de A, El es m(x) = (x = 1)5.
DEF 8.8

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si y solo
si existe una matriz no singular X, tal que: X-1 A X =D,

siendo D una matriz diagonal.

Ejemglo 8.10

La matriz A = (i §> es diagonalizable, pues
para:
_ 1 1 -1 1 2 =1
X = se tiene X =x\1 1
-1 2

y entonces:
2 -1 1 2 1 1 -1 0
a3 00 ) -0
1 1/ va 3/\1 2 0 5

TEOREMA 8.12
U'na matriz cuadrada A de orden n, que tiene n
vectores propios linealmente independientes es diagonaliza

ble.
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Dm

Sea: al Oy a3, 5000 an, los n vectores propios de A,
linealmente independientes, y en correspondencia con los va
lores propios: t1, tz, t3, 50000 tn' no necesariamente difg

rentes.
Definamos una matriz X por:
X = (al az a3 6 006 0 an)
es decir X es matriz cuadrada de orden n, cuyas columnas
son los vectores propios aj de A. Como los vectores aj son
linealmente independientes, tenemos det X # 0, y entonces

existe la matriz inversa X“l, Ademés:

Ax = A( al az a3 o ©o0 o0 an)

(A a, A Oy cocess A an)

(tl Gy ty Oy coes b an)

(ql az o000 0 an) tl 0 0 20 0to0 0

0 t 0 c o000 0

2
0 0 ty ecoe 0

0 0 0 cece tn
AsfY "entonces hemos obtenidos: AX = XD, de donde: X — AX = D.

Corolario

La matriz X que diagonaliza una matriz A, tiene
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como columnas los vectores propios de A.

Corolario

En la expresibn: X'-1 AX = D, los elementos de la

matriz diagonal D, son los valores propios de A, dispuestos
en el orden en que , en X se tomaron los vectores propios

de A,

Ejemglo 8.11

Diagonalizar la matriz

Solucién

l1° Se determinan los valores propios de A, obte-
niéndose: t, = 1, t, = iy ty = 7,

2°En correspondencia con estos valores propios de
terminamos los vectores propios: 0y = (1, o0, -—1)t .

=0, 1, 1%y a, = (1, 2, HE

Ry 3

3° Con estos vectores propios contruimos X y de

terminamos X 1:
1 0 1 5 1 -1
X =| 0o 1 2 xt=2 -2 4 -2

-1 =1 3 1 1 1
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Finalmente:

6 0o 0

\)-l - .

X M=%<0

o
(o]
SN~
[}
o=
(o)
o
o
-

0 0 42

' Observacién

Se comprende sin difucultad que la suma de matri
ces diagonales y el producto de matrices diagonales da ma-
trices diagonales. Adem&s las matrices diagonales conmutan
y toda la operatoria entre ellas inside finicamente en los
elementos de su diagonal principal. Obviamente, entonces,
el algebra de las matrices diagonales ofrece ventajas de
computacin con respecto a las matrices no diagonales.

La observacibn precedente explica el interés
que naturalmente existe, en determinar cuando una matriz se
puede reducir a la forma diagonal y cuando ello es posible,
encontrar el procedimiento para obtener dicha matriz diago

nal.

- EJERCICIOS

l.- Muestra que = (500)t es un vector propio de
/o 5 7\\
0 -1 2

RN

2.- Determine los valores y los vectores propios de:
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t

/1 4 -1\ Xy =1(4 1 0)
A=\(‘) 2 1) Solucibn 0(2= (3 2 2)1‘:

0 0 3 &

0(3 = (3 0 0)
Demuestre que una matriz A es singular si y solo si
tiene a cero como valor propio.
Si t es valor propio de A, muestre que at es valor pro
pio de: aA.
Si el producto de los valores propios de una matriz A
es p, demuestre que det A = p.

Determine los vectores propios de:

2 1 0 2 1 0 2 0 O
A=10 2 1 B={0 2 O C = 0 2 O
0 0 2 o 0 2 0 0 2

Verifique que A = &i g).es raiz de su ecuacidn caracte

ristica.
4 1

Calcule: A101, para A = (2 3)

1 4 =2
calcule: 2602 . 353 , para A = (D 0 0)

0 -3 3

1_2 3\

calcule: at025 . 4A5, para A = (_1 2)

3 2 4
Determine: A24 - 3A15, para A =| , 4 4
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l3e"'

l4g"‘

lSc‘

16,.~-

170"‘

180-

195“

4 1 2
Determine: A14 - 3A13, para A 2(0 0 0)

-8 1 -4

Demuestre que los valores propios de una matriz hermi
tica (A = A*) son todos reales.

Los valores propios de una matriz sim&trica (A = At)
real, son todos reales.

Demuestre que en una matriz hermftica (A = A%*) los
vectores propios corfespondientes a valores propios
diferentes son ortogonales,

En una matriz simétrica (A = At) de elementos reales,

los vectores propios correspondientes a valores pro-

pios diferentes son ortogonales.

1

Demuestre que las matrices similares (B =P A P
tienen la misma ecuacidn caracteristica.
Demuestre que las matrices similares tienen el mismo

polinomio mfnimo.

Determine los polinomios caracteristicos y los polino

mios minimos de las matrices:

200"

2 0 O 2 0 O
A={0 3 0 B={0 2 0
0o 0 3 0 0 3

. . . -1
Demuestre que una matriz cuadrada A tiene inversa A ~,
si y solo si, el t&rmino constante de su polinomio mi

nimo es diferente de cero,
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22.-

23 Rl

245"‘

25'-

26 .-

27 .~
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Para la matriz A, determine una matriz X ortogonal

2 1 3 (x"1 = x%) que 1a diagonalize.
A={1 2 3
3 3 20
Dada la matriz A = (-i i) » se pide primero diagona
31

lizarla y luego calcular: A~ ",

Usando el teorema de Cayley-Hamilton determine la ex~
presién més reducida posible, del polinomio matricial:
P(p) = A6 - 2A5 + A4 - 3A2 + A, siendo A = (_i _i)

Sean A y B matrices cuadradas conmutativas. Sea o un
vector propio de A, en correspondencia con el valor pro
pio t. Demuestre que B tambi&n es vector propio de A,
para el mismo valor propio t.
Sean A y B matrices cuadradas del mismo orden con A no-
singular. Demuestre que AB y BA tienen el mismo polino
mio caracterfstico. (Ind: Use ejercicio 17).
En cada matriz A de orden n sobre k, los vectores pro-
pios correspondientes a un determinado valor propio t,
junto con el vector nulo forman un sub-espacio de x™.
(Espacio propio de t).
Para la matriz A, se piden expresar A" en la forma:

0 1 1 A" =a A+b I

A={1 0 1 siendo n natural.

1 1 0

(Ind: Use la mecénica indicada en ejercicio 8,9)
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29 [

30.~

31.~-

32,~

33.~-

34, -
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Demostrar que para la matriz A =(2 g) # 0, se verifi-

ca que: A3 = @, implica (a + d) = 0. (Ind: Use Cayley-
Hamilton).
Si una matriz A de orden n, sobre R, verifica la ecua
cibn: Ak = I, con k < n y k natural, ocurre que los
valores propios de A son las raices k-&simas de la uni
dad. (Ind: Polinomio minimo).

t

Si t es valor propio de una matriz A ortogonal (Aml = A7),

demuestre que: t # 0 y que 1/t es valor propio de A.

n

i t es valor propio de una matriz A unitaria (A"1 = A*),

.
tambi&

$

1 a 1 1/F%
es. valor de A, el nGmero: 1l/t.

=y

L [4

Si para una matriz A de orden n, se verifica que: A2 = A,
demuestre que la matriz s6lo admite los valores propios
lvy 0,

Demuestre que cada valor propio de una matriz antisimé-
trica (A = -At) es nimero imaginario

Una matriz A = (aij) de orden n x n, definida sobre el
cuerpo de los reales, es matriz de Markov o matriz esto
c8stica, si y solo si:

n

0 < a,, <1 y ) a,.=1
- 1] = j=1 1]

Demuestre que todo valor propio t de una matriz estocas

tica verifica: [t| < 1.
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9. TRANSFORMACIONES LINEALES

DEF 9.1
Dados dos espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo
K, se llama transformacibn lineal de V en W, toda aplicacién

T + V=W, tal que:

a), T{a + B) = T(a) + T(R) VaevAf&@V
b). T(aa) = a T(a) Ya€eEV .a€k
Las transformaciones lineales se llaman también homomorfig

mos.

EJEMPLO 9.1
La transformacidn: I : V—V, definida por:
I(d) = a ¥Yoa€evV
es obviamente lineal. Ella se conoce con el nombre de trans

formacifn identidad.

EJEMPLO 9,2

La funcibn O0: V—+V, definida por:
O(a) = © ¥Ya€V

es lineal y se conoce con el nombre de trnasformacifn nula.

EJEMPIO 9.3

Sea V el espacio de los polinomios sobre el cuer
por R. En este espacio son transformaciones lineales, la

derivacibn y la integracién, definidas por:
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J( E a.xj) = E ——ii— xj+1

j=0 ’ j=0 3
EJEMPLO 9.4

Sea V el espacio de las matrices de orden nxl y
W el de las matrices de orden mxl sobre un cuerpo K. Sea
A una matriz determinada de orden mxn sobre K, entonces la
funcibn:

T(a) = A o Yaev

es una transformacién lineal de V a W.

TEOREMA 9.1
Sean V y W espacios vectoriales finitos sobre un

cuerpo K, Dada una base {aj}n para V y n vectores cualesquie

ra {wj} fl en W, existe una y s8lo una transformacién lineal
T de V g—w, tal que:
T(aj) = 0y j=1,2,3,c000eN0
EE
Tomado o € V, existe en K un y s6lo un conjunto de escala
res {a.}n, tale que:
1 o '
o = j£1 aj oy

Definamos la funcién T : V—=W por:
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n

T () = ] a, w,
580 %9Y

Haciendo o = aj, resulta: T(aj) = W para j = 1,2,3,...n

J
* de modo que hemos definido una aplicacién T, con la propie-
dad deseada. S8lo falta mostrar que esta aplicacifn es lineal
y es finica.

Tomando p € K, tenemos: pa = ) p a. a. luego:

n
T(pa) = E pa. w, =p = p T(a)

n

j=1 J 3 jzl i 3
n
)

Ahora tomando B € V, tenemos: B = b aj , entonces:

luego:

¢ ",
j£1 aj mj + j£1 bjmj

o sea T es transformacifn lineal.

= T(a) + T(B).

T(a + B)

Finalmente probaremos que T es finica. Para ello sea S otra

transformacién lineal para la cual se tiene:

) = w, j:g 1,2;33;@900'11:

Smj J
Entonces: P’
: n n
S(a) = s(j£1 a, aj} = j£1 a; S(aj) i
n
= j£1 aj wj = T(a) VYa€V

resultado que nos muestra que T es finica.
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Observacifn

Hacemos notar que en el teorema precedente los
vectores wj de W son arbitrarios, asi, ellos pueden tomarse

linealmente dependientes y afin todos iguales.

Nomenclatura

El conjunto de las transformaciones lineales de

V y W lo designaremos con la notacidn: Hom(V,W).

TEOREMA 9.2
Sean V y W espacios vectoriales sobre K, de di-
mensiones n y m respectivamente. Sea {ul,az,,oooan} una ba
se para V y {81982, °...,Bm} una base para W. Entonces pa-
ra cada transformacibn lineal T: V—+W, existe una matriz A
de orden m x n sobre K, tal que:
-
T(X) = A X ¥V XE V.

donde f es el vector cordenada de a en la base {aj}

Dm

Tomado arbitrariamente a € V, existen escalares xj € K,
tales que:

n
Xy 0, + oees + X 0= £ X4 0y

2 n

luego:

xj T(aj) (1)



Ahora como T(o) € W, existen escalares Y € K, tales que:

T(a) = ¥, By + ¥, By + coeet ¥ B = E y; By

1

b

y puesto que también T(aj) € W, tenemos:

B conj=1p2pooeo'n

m
T(aj) = E aij i

i=1

Reemplazandd estas expresiones en (1) resulta:

) ] I
T(a) = x. ( a,. B,) = ( x, a,.) B
= =1 *+J i i=1 j=1 j ij i

Comparando (2) y (3), obtenemos:

Yy = jgl a5 *5 con i = 1,2,....M
o sea:
Y9 = @39 X3 Ftaj, Xyt oo o2y X
Yy = a2l X, + ay, x, $oaees v A, X
Y3 ™ 8gg ¥y F 835 X F swew T A3, %
Yy = @y X1t 3pp Xp F oeees ta X
o bien:
814 B4 oo iy X4 /¥ 3
ayy @y, soes Ay TZ | 32
@39 @35 coce A3, § - §

(2)

(3)

91.
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.), tenemos:

Finalmente poniendo A = (aij

AX = T(a) YVaev

La matriz A serd por definicifn la matriz representativa de
la transformacién T con respecto a las bases {aj} y {Bi} de

Vyw réspectivamentee

Corolario
La correspondencia entre el conjunto Hom(V,W) y el
conjunto de todas las matrices A = (aij) de orden mxn sobre

el cuerpo K es uno=a=uno.

Observacibn

En el teorema precedente hemos puesto AX = T(a),

para cada a € V, en rigor deberfamos colocar: Ai = f, sien
do ¥ = (yl,yzoooym) el vectér-cordenada de T(a) en la base
{Bi}mo Sin embargo dado el isomorfismo existente entre W y
K", ser§ usual que cuando no haya temor a confusibn, usemos

indistintamente T(a) e ¥ por un lado y X y a por otro.

-Ejemglo 9.5

En el espacio R2 consideremos la aplicaciGh T
que hace rotar cada vector o = (al,az} en un angulo ¢ en
sentido contrario a los punteros del reloj, en torno al ori

gen.
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Facilmente se muestra que
esta aplicacibén T es lineal

\ Determinaremos una matriz

CP‘S _B..l,‘___,b‘ de T.

&

Tomemos en R2 la base formada por El = (1,0) y EZ = (0,1)

gue rotados en un angulo ¢ se transforman en n, ¥y n, res-

pectivamente. Entonces:

n, = (cosd) £, + (send) &,

I

n, (-sen¢) €, + {cos¢)€2

2

Asi, si a = (al, a2) € R” y rotado en un angulo ¢ se convier

te en B = (bl, bz), tenemos:

(bl) (cos¢ - sen¢) (al)
b2 sen¢ cos¢ a2

Particularmente para El Yy EZ tenemos:

04

0 send¢

cos¢ - send
seno cos¢)
cos$¢ - send, ,0 -seno
(semb cosda)(l ) =( cosd

Asi la matriz representativa de T con referencia a la base

usual, es
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(cos¢ - sen¢)
A=

sen¢ cos¢

Ejemalo 9.6

Sea P2 el espacio de los polinomios de grado no
superior a 2 y P1 el de los polinomios de grado no superior a
1. Se toma en 92 la base Bl = tl, y tz} y en P1 la base
B2 = {t, 1}. Se define la transformacién T de P2 a P1 por:
T(p(t)) = pl(t). Determinar la matriz A a T con referencia

a las bases B, v B2 dadas.

Solucibn
Si dificultad se demuestra que la transformacién es

lineal, Adem&s:

T(1)

0 =0, t+ 0,1
T(t)

0 0 2
l1=0,t+ 1.1 Asi A =
2 0o 1 0
T(t") = 2t= 2, t + 0.1
tomando en P, el polinomio: p(t) = 3t2 - st + 7, tenemos:

p'(t) = 6t - 5. Ahora usando la matriz A a T resulta:

0 0 2\/7)
T(p(t)) =( : )65 = (6, =5) = 6t - 5
0 1 0/\3

Observacibn

Llamamos la atencibn sobre la importancia que tie

ne el orden en que estdn dados los elementos de las bases
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B1 y Bze Si dicho orden cambia, es inmediato que la matriz

A de T también cambia en general.

Observacidn

Para obtener la matriz de una transformacién li-
neal T:V-—+W, referida V a la base B; y W a la base B, se
aplica T a cada uno de los elementos de la base By de V y se
expresa los vectores obtenidos, en términos de los elementos
de la base B, de W, Finalmente la matriz A de T se obtiene
tomando como columnas para A los transformados de los vecto

res de la base B1

TEOREMA 9.3
Si S y T son transformaciones lineales de V-+W,
tambi&n lo son las aplicaciones:

al, (S +THo) S (a) + T(a) ¥ o &V

b). (a T) (a) a T(a) ¥ a€V.ae@€ek

il

Dm

Trivial. Se deja como ejercicio,

Corolario

Si A y B son las matrices de S y T con respecto a

las bases {uj} y {Bi}a se tiene:

{(S + T) (a) (A + B) «

)

(a T} (a) (a &) o
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TEOREMA 9.4
El conjunto Hom(V,W) con las operaciones: (S+T) (a)
y (aT) (a) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K asociado

a los espacios V y W,

Dm

Desde luego el conjunto Hom(V,W) no es vacio, pues contiene
la transformacidn lineal O(a) = Bw, ¥ a € V, El resto de la
demostracibn se reduce a establecer que los elementos de Hom

4
(V,W) verifican la axiomatica que define un espacio vectorial

y ello es trivial.

Corolario
Si V es de dimensién n y W de dimensién m, el espa-

cio vectorial Hom(V,W) tiene dimensifn m x n.

TEOREMA 9.5
Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre un cuer-
po K;o Sea T : VoW y S: W2, entonces la aplicacidn ;
(ST) (o) = S(T(a)) ¥ a € V,cuando existe, es trans-

formacién lineal de V a Z.

Dm

——

Trivial. Se deja como ejercicio.

Corolario

Si A y B son las matrices de S y T con respecto a
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las bases {aj} y {Bi}, se tiene: (ST) (a) = (AB)a.

TEOREMA 9.6
Sea T € Hom(X,Y¥), S € Hom(Y,Z) y R € Hom(Z,W),
tales que ST y RS existen, entonces R(ST) y (RS)T existen

y adem8s: R(ST) = (RS)T.

Dm
La aplicacibén ST v& desde el recorrido de T al recorrido
de S. Ahora como RS existe, el recorrido de S debe estar

en el dominio de R, asf R(ST) est8 definida.

Por otra parte como (ST) existe, ocurre que T es una apli
cacibn cuyo recorrido est8 en el dominio de S; adem&s (RS)
es una funcibn cuyo dominio es el dominio de S, entonces

(RS)T existe.

Finalmente por definicién de composicibn, para todo a € X,

tenemos:
(R(ST)) (a) = R ((ST) (a)) = R(S(T(a)))
((RS)T) (a) = (RS) (T(a)) = R(S(T(a))))

Asf tenemos que el producto de transformaciones lineales
es asociativo, por ello ser8 usual la notacién: RST en lugar

de: R(ST) = (RS)T.

Corolario

Si A, By C son las matrices de R, S y T con respec
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to a las bases {uj} {Bi}, y {Yk} se tiene: (RST) (a) = (ABC)a

TEOREMA 9.7

Para toda T € Hom(V,W) se tiene: T{ﬁv} = Bw

Dm

Como T es transformacién lineal, tomado o € V, tenemos:

T(Bv) = T(0a) = 0 T(a) = Gwo

DEF. 9.2

Dada T € Hom(V,W), se llama imagen de T, al conjun

to:
mm(T) = {wuew | w="T(a) cona €V}
TEOREMA 9.8
Sea T € Hom(V,W), entonces:
ALV implica T(A) < W
Dm -

Como A es subespacio de V, tenemos: ev € A y como T(ev) =

8, resulta: T(A) # ¢ (1)

Por otra parte tomados a y B en T(A), existen a y B en A, de

modo que: T(a) = @ v T(B) =B

Ahora como A<V, a € Ay B € A, implica (a+ B)€ A y entonces
T(o + B)€ T(A), asi:

(¢ + B) = T(a) + T (B) = T(a + B)E€ T(A) (2)
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Finalmente sea 0 € T(A) y a € K, entonces como hay & € A,
tal que T(o) = a, tenemos: a a € A y T(a a)€ T(A), asi:

ac = a T(a) = T(a a) € T(A) (3)

Resumiendo tenemos que las expresiones (1), (2) y (3) ase

guran que T(A) es un subespacio de W, o sea: T(A) Ww.

Corolario

Im(T) < W

En efecto: Im T = T(V) y ademis V < V.

DEF 9.3
Se llama rango de una transformacibén lineal T, a la
dimensién r del subespacio Im(T):

r{T) = dim(ImT)

DEF 9.4
Dada T € Hom (V,W), se llama nficleo de T,

Ker(T) = {a € V | T(a) = 0.,}

TEOREMA 9.9
Sea T € Hom(V, W), entonces: A < W implica :

T“l(A) < V , donde T-l(A) es la pre-imagen de A.

Dm
Como A < W, tenemos ew € A y como T(Bv) = ew, resulta

8, € T”ltA), asf: T 1l(a) # ¢ (1)
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Ademas tomados o y B en la pre-imagen T-l(A) existen E.y B
en la imagen A €< W, tales que: o = T(a) vy B = T(B)
y ccmo A es subespacio, tenemos:

T(a + B) = T(a) + T(B) = (¢ + B)E A o sea:

(o + B) € T () (2)

Finalmente tomado a € K, tenemos:
T(a a) = a T(ae) = ada €A

i |

pues 00 € A y ademas A < W, asi{: ao. € T ~(A) (3)

Las expresiones (1), (2) y (3) aseguran que la pre-imagen

T“I(A) es subespacio de V, cuando A € W,

Corolario
Ker(T) < V
En efecto Ker(T) = T-l(e w) y ademés {Bw}‘<‘W.

DEF 9.5
Se llama nulidad de una transformacién lineal T, a la
dimensibn n, del subespacio: Ker(T):

n(T) = dim (Ker T)

TEOREMA 9.10

Sea T € Hom(V,W), entonces T es inyectiva si y

s6lo si: Ker(T) = {Bv}.

Dm

Supongamos primero que T es aplicacién uno-a-uno. Conside
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rando que: T(8 ) = 6 , resulta: Ker(T) = {Bv}
pues o € V con a # Bv, implica T(w) # T(Bv) = Bw, o sea
o € Rer(T).

Reciprocamente supongamos Ker(T) = {Bv}. Tomando o y 8

en V conay B tenemos a - B ¥ 6 y entonces T(a - B) # 6
luego:

ew # T(o - B)

T(a) = T(B)
O sea
a # B implica T(a) # T(B)

es decir T es aplicacién inyectiva.

TEOREMA 9,11
Una T € Hom(V,W) transforma conjuntos lineal-
mente independientes de V en conjuntos linealmente indepen

dientes de W, si y solo si: Ker T = {Bv}.

Dm

Se deja como ejercicio .

DEF 9.6
Una T € Hom(V,W) es:
a) Monomorfismo si y solo si: Ker(T) = {6_}

v
b) Epinorfismo si y solo si: Im(T) = W

c) Isomorfismo si y solo si es monomorfismo y epimorfismo
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CEE 9.7

Dos espacios vectoriales V y W son isomorfos (Vs W)

el y solo si existe un isomorfismo T de V a W,

TEOREMA 9.12
Sean V y W espacios de dimensiones finitas. En

tonces,dim V = dim W si y solo si V y W son isomorfos.

L

Se deja como ejercicio.

Corolario 1
Cada espacio vectorial de dimensifn n sobre un

cuerpo k es isomorfo con el espacio K",

Corolario 2
Sea T € Hom(V, W) con V y W de dimensiones finitas,
entonces T es isomorfismo si y solo si la imagen de una base

de V es base de W.

TEOREMA 9.13
Sea V y W espacios vectoriales de dimensidn fini
ta y T € Hom(V, W), entonces:

dim V = dim(Ker T) + dim (Im T).

Dm

Sea Ogs Qppecocy ap una base para el nficleo Ker T y sea

Y
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{047 CQpreceetps By Bg,to...,sq} una base para V.

Mostraremos que {Ttﬁl), T(Bz),....,T(Bq)} es una base
para el espacio: Im T. Veamos primero como estos vectores

generan el espacio Im T. Tomado arbitrariamente £ € Im T,

existe o € V, tal que: T(¢) = £, Ahora como ¢ € V tenemos:
o = % a., o, + i b, B
B = T B B = R
luego:
£ = T(a) = jil aj Tlag) + kzl b, T(8,)

y como {al, Gopesecy ap} es base de Ker T, resulta:

€ = T(a)

¥ b, (8
k=1 k k

es decir el conjunto T(Bl), T(Bz),o.o., T(Bq) genera el
espacio: Im T. Para probar que este conjunto es base, s6
lo falta mostrar que sus elementos son linealmente indepen

dientes., Tomada una relacibén lineal entre ellos:

jzlcj T(Bj) = ew resulta: T(jz1 Cj Bj) = Bw

o sea: ( g c; Bj) € Ker T.
j=1

Siendo % cj Bj un elemento del nficleo, podr& expresarse
j=1
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como una combinacién lineal de la base de dicho nficleo, asft

tenemos: -
e 8= 1o
0O sea:
hl Q1+h2 Cﬂ2+una+hp Bp‘(fl Bl"'cz 820-300."' Cq Bq=

y como los vectores {al, Coeoo ap‘ Bl 82.... B}

son linealmente independientes, concluimos que:

h1=h2=nae=hp=cl=c2=oollo=Cq"'0
resultado que nos garantiza la independencia lineal de
T(Bl) y T (82),an,. T(Bq). Siendo este conjunto base para
Im T, resulta: dim(Im T) = g y como: dim(Ker T) = p , conclui

mos:

]

dim V = p + g dim(Ker T) + dim(Im T).

Corolario
Sea T € Hom(V, W) con V,W finito dimensionales, en-
tonces:
a) T inyectiva, implica: dim V < dim W,
b) T sobreyectiva, implica: dim V > dim W

c) T biyectiva, implica: dim V = dim W,

DEF 9.8
Un homomorfismo T : V -+ W es no-singular o invertible

si v solo si, existe una aplicacién T°: Im(T) sobre V, tal
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que: T°T = I donde I es el homomorfismo identidad en.V.

vl’

TOERPEMA 9,14

Si T € Hom (V,W) es invertible, T es inyectiva.

Dm

Tomemos o y B en V, tales que T(a) = T(B), entonces como
T es invertible, existe T°, luego: T(a) = T(B) implica
T°(T(a)) = T°(T(B))
o sea:

(T°T) (a) (T°T) (B)

b

"

Iv(a) Iv(B) es decir a = B

Asi,T no singular,implica T inyectiva.

TEOREMA 9.15
Si T € Hom (V,W) es invertible se tiene: TT°= Iw

sobre Im(T).

Dm
Tomado @ € Im(T), existe un finico elemento o € V, tal que
‘?(a) = a, AdemSs:

(TT®) (3)

(T T°) (T(a)) =T (T°T) (@)

T(I,(a)) = T(a) = o = IW(E)

Asi para cada o € Im(T), tenemos: TT® = I,
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TEOREMA 9,16
Si T € Hom(V,W) es invertible, la aplicacibn T°

es lineal y fGnica.

il .

Tomando o vy B en Im(T), existen Gnicos o y B en V, tales

que: T(a) = o y T (B) = B, entonces considerando que:
a=1I/(a) = (T°T) (@) = T° (T(a)) = T°(a)

B = I (8) = (T°F)(B) = T= (TIB)) = T2(M)

resulta:

T (a o + b B) = T°(aT(a) + bT(8))

(r*X)(a a ¥+ b B) = I (a x4 b B8)
=aa+bB=aT (3 +b T (E)
Igualdad que prueba que T° es aplicacibn lineal de Im(T)
sobre V.
Mostraremos ahora que T° es finica para cada T € Hom(V,W).
Supongamos que a T € Hom(V,W) coresponda dos inversos Ti

y TS, entonces: para cualquier o € Im(T), tenemos:

Ti('&') = I Ti(a) = (T§ T) -r;{"&') = '1‘5('1' T3$) ()

° o = Mo (o
(T$(I,(3)) = T3(T)
Igualdad que nos muestra que T° es finica para cada T € Hom

(v, W.

Cbservaciédn 1

El teorema precedente nos muestra que si T es
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no singular, existe una fnica transformacidn lineal T°, tal

gue: T°T = I
v

o sea, qgue es reciproca de T por la izguierda y por la dere

cha. Esta Gnica transformacidn lineal T°, la llamaremos in

versa de T y la designaremos por Tnl.

Observacién 2

La nc singularidad de T expresada por: T

et
y T = I

se expresa por las mismas igualdades.

TEOREMA 9,17

lleva implfcita la no singularidad de T~

=TI

v

que

Sea T € Hom(V,W) y dim V = n, entonces las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

a). T es no singular

b). Kex (T)

c), n(T)

d) r(T)

e), T transforma bases de V en bases de Im(T)

2.

=

(o,
0

n

(a) = (b). Como T es no singular, ella es inyectiva, en-

tonces por teorema 9.10,

(b) ~—(c). Como n(7T)

ta n(T) = 0.

tenemos:

dim Ker(T) y ker(T) = {ev}, resul-
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(¢) =+~ (d) . PAprovechando la iguaidad dim V = dim (Im T) +
+ dimn (Rer(?)), como dim(Ker T) = 0, resulta dim(Im T) =
r (T) = n

(d) --==(e) . Como dim (Im T) = n, toda base para Im(T) es-
t4 constituida por n vectores linealmente independientes,
Ahora como Ker(T) = {Bv], T transforma toda base de V, en
n vectores linealmente independientes de Im(T), o sea en
una base para Im(T).

(e) +=(a). Sea {al, az....,an} una base para V, entonces

{T(a T(az),c..,T(an)} es base para Im(T)., Asi cada w €

1)!

Im T se expresa en la forma:

)

a, T
B has

1=
i
fl 13

J
Definamos una aplicacibn lineal T* de Im(T) sobre V, por la
expresibn:
n
™ (w) = ] a, o,

Haremos ver que T*T = Iv' Tomado arbitrariamente a € V, ten

dremos:
n n
o = X. 0. ” T{a) = x. T(o.
;Bl ()§3(3)

entonces, de acuerdo a la definicién de T*, resulta:
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n
* = = =
T* (T(a)) jzl xj aj o Iv(a)

lueqo T*T = Iv y entonces T es homomorfismo no-singular.,

TEOREMA 9.18

Sean S y T homomorfismo no singulares de V a Vv,

entonces:

a) (TS)"l =8 T
SECLIRLINER Ve#Fo
e) (rhHlo o

L

a) De inmediato tenernos que:

(rs) (s™tr™Y) = r(ss™h) o7t = ppml 2 1,
Asi tenemos que la inversa (rs) "L ge Ts existe, y como
ella es @nica, resulta (7s)” % = g™t p71,

b) Analogamente para todo c # 0, se tiene:

1

(cT) (é- ™Y = (cc”l)y(rr7ly) = 11 = 1

Asi la inversa (cT)"'1 de (cT) existe, y como ella es Gni-

ca obtenemos: {c’.[‘)"1 = ¢l g1

1 1

c) Como T es no-singular existe T T+, tal que: T *T = 77"t = I,

Asi resulta que T_l tambi&n es no-singular y su inversa es

1,-1

T. Ahora como tal inversa es finica, resulta (T ) — = T.
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Observacibén 1

Sea V un espacio vectorial n-dimensional,
{aj},,n y {Bj},n dos bases ordenadas para V. Tomando un vec
tor cualquiera a € V, sabemos que &l admite una y sélo una

expresién:

= +UO'.I+
o Xl 0’.1+}(2 052 X o

en términos de la base {aj} y una y sb8lo una expresidn:

a =y, 81 + Y, Byt el # Yo Bn
en términos de la base {Bj}. Con el prop6sito de estable-

cer la relacidn que existe entre los vectores-coordenadas:
e >

X = (xl, Xoreess xn) e Y = (yl, Yor eeeces yn)

del vector a, introduciremos una matriz P = (pij), llamada

matriz de paso de la base {aj} a la base {Bj}.

DEF 9.9
Sea V un espacio n-dimensional, {aj}.n y {Bj}.n,

dos bases ordenadas para V, entonces si:

e SN TES SRR e N S R SN N W S S S G S G G T S S S -



llamaremos matriz de paso de la base {aj} a la base {Bj},

a la matriz

pJ’l p21 L I I pnl\

P1p Pgp sesecsees Py
P = Flﬁ. Pz sccevcees Pryfa (p,.)
. . . lj
pin Pén p;n
Observacibr 2
La matriz P = (pij) es matriz n-singular. En

efecto la independencia lineal de los vectores Oy implica

la independencia lineal de sus vectores cordinados
X, = )
§ = A\Bgy P qp wsrse Pyl

TEOREMA 9.19

Sea V espacio n-dimcnsional, P = (pij) la ma-
triz de paso de la base {aj},n a la base {Bj},n. siXeV
son los vectores coordenados de o € V en las bases {aj} y

{Bj}' tenemos: ¥ = PX.

Por hipotesis tenemos que:

= + .. LI +

o=y, By * Yo By * cevee + ¥ Bn

a.=pi131+91232+o...-+'91n Bn i=1l2f""" n.
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luego:
) ) ]
o o= , 0, = ) x, |( D.x Bal
i=1 v 0t a2 Yoy 13D
Py )
o = ( X. P..) B. = y. B
j=1 i=1 1713 J j=1 3 J
De donde:
)
y. = P.. X § = 1,2,3,00000040
Ig=m T3 E
0O sea:
yl = p11 Xl + p2l x2 + seae *+ pnl xn
Yn = P1n %1 N Pon *2 T eees & Pnn *n
o bien:
Y1 P11 P2y Pn1\ [*1
Y3 P12 P22 **°** Ppz || *2
Yn Pin P2n ***** Pnn *n
Igualdad que demuestra la tesis propuesta: ¥=p%X

Corolario 1

Si P es la matriz de paso de la bhase {aj} a la

base {Bj}, la matriz de paso de {Bj} a {aj} es P L,
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> >
En efecto, tenemos: ¥ = P X y como P es matriz no-

1. Entonces % = p~1 3

singular, existe P

Corolario 2
Si P es la matriz de paso de {aj} a {Bj} vy Q
es la matriz de paso de {81} a {Yj}, la matriz de paso

il .5 a : es: OP
de {aj} {Yj} )

En efecto, de inmediato tenemos:

> -> -> > > >
Y=PX y 2 =0Y, luego: Z2 = QPX

Ejemglo 9.7

En el espacio P2 de los polinomios de grado no

superior a dos, se considera las bases: {1, t, £2} y

3t2 + 5t - 8, se pide deter

{6t2, t, 4}, Dado el vector a
minar los vectores-coordenadas f e ? de o, en dichas bases
y la matriz P de paso de la hase {1, t, t2} a la base

{6t2, t, 4}.

Solucifn
Es inmediato que el vector a = 3t2 + 5t - 8, corres-
ponde en la base {1, t, t2} el vector-coordenada X = (-8,5,3),
pues:
(1 2
a = (-8 5 3) t2 = -8 + 5t + 3t
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Analogamente, considerando que:

62 5
a=(1/2 ,5, -2\ t 3t“ + 5t - 8
4 4

i

-
vemos que el vector-coordenada Y de o en la base

{6t%, t, 4} es ¥ = (1/2 , 5, =2).

Para determinar la matriz de paso de la base:
4, t, t%} = {a , 0o, 0.} a la base {6t2, t, 4} =
i 2 3
{Bl' Bz, 83} basta aplicar la definicién 9.9. De acuerdo

a ella tenemos:

Q
]
t
]
=]
wm
- +
-
™
+
=
™

2 1

de donde resulta que la matriz de paso bhfiscada es:

o 0 1/6
P = o0 1 0
14 0 0

> 3 + "’ .
Finalmente verificaremos que: Y = P X, De inmediato tene-

mos :

J
b 4
]
o
=
o
wn
n
Ul
I
=<
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TEOREMA 9,20

Sea {uj}n, una base ortonormal para el espacio
V sohbre R v P la matriz de »aso de la base {aj} a una base
{81}, entonces la bhase {Bj} es ortonormal si y solo si la

matriz P es ortogonal.

2

Supongamos primero cue la baso{!%j} tamhién es ortonor-
mal. Entonces aprovechando cue: (uilaj) = (61|Bj) = aij

tenemos:

(ailaj) = (pyq By + Pyp By + eeee + Dy Bn| i1 B, +

+ pj2 82 + L I B + pjn Bn){l
o sea:
8i59 = P11 P 41 ¥ Pypg Pyop * eere * Pyp Pyp
que nos garantiza que la matriz P = (pij) es ortogonal.

Reciprocamente supongamos que P es matriz ortogonal. Co

mo la matriz de paso de la hase {Bj} a la base {aj} es P T,

4

siendo P ortogonal, dicha matriz es P = pt, entonces:

B1 = P11 % * Paq %9 Foeees # Pn1 %n

y como (ailaj) = Gij' resulta:
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(B;] By) = Pyj Pyg * Pog Py * -o+s * Ppy Ppy =

Asi la base {Pj} es ortonormal,

Corolario 1
Si el espacio V se toma sobre el cuerpo C de los

complejos, la matriz de paso P es unitaria.

Corolacio 2
El producto interior (a|B) es invariante a un

cambio de bases ortonormales.

En efecto, sea P la matriz de paso de una base
ortonormal a otra base ortonormal. Sean a Yy B los trans-
formados de a y B, entonces:

(&|8) = (Pa | PB) = (a|P*PB) = (a|B).

Ejemplo 9.8
En el espacio R3 se considera las bases ortonor
males:
o = (1,0,0) a, = (0,1,0) oy = (0,0,1)
¥
B, = (1/7/2, 1/VZ,0) B, = (-1/YZ, 1/Y2,0)
By = (0,0,1)

Se pide determinar la matriz de paso P, de la base {ai}

a la base {Bj} y dado w = (3,1,5) en la primera base, expre
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/
sarlo en terminos de la otra hase.

Solugién

Procediendo de identica forma, a la indicada en el

ejercicio anterior, se encuentra:

/Y2 1/YZ2 0

p =|-1/Y2 1/V2 0

0 n 1
Matriz que es ortonormal, pues PPt = I, Entonces el vector
w= (3,1,5) dado referido a la base estandar {al, oy, a3};

queda expresado en la base {B,, B,, 83} por:

2V/2

1/V2  1/Y2 0 3
w= | -1/V2Z 1/¥2 o |t1l=]|=vV2
5

0 0 1 5

Es decir tenemos:

(3,1,5) = w = 2/2 By - V2 By + 5 By

1 1 1 1
(3,1,5) = W = 2/'2— (7-5, 75, 0} - ﬁ("' 7-2-, 7?, 0) + 5(0,0,1)
(3,1,5) = w = (2,2,0) + (1,-1,0) + (0,0,5) = (3,1,5)

TEOREMA 9,21

Sea T € Hom(V,W) que referido a las bases {aj}n,
para V vy {Bj} M para W, se expresa por la matriz A y refe
rido a las base {Ej}n, nara V v {Ej}m, para W se expresa por

la matriz B, Si P es la matriz de paso de {Ej} a {gj}‘y 0
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de {'Ej} a {Bj} , se tiene: B = Q ~ AP,

Dm

Sea & un vector cualquiera de V vy w = T(E), Sea X el vec
tor coordenada de & en la base {65}' y §1 su vector coorde
nada en la base {aj}, entonces §1 = PX., Sea ¥ el vector
coordenada de W en la base {E%} e §1 su vector coordenada

en la base {Bj}, entonces ?1 =0y

{o(i} T {(3'1}
A

{O(.)} {(35}
> > ' > >
Ahora, considerando que: Y1 = Axl, tenemos: QY = APX, lue-

= > 1

go: ¥ = (0 A P)ﬁ, pero como Y_= Bi, resulta: B = Q ~ AP,

Corolario 1

Sea T € Hom(V,V) que referido a la base {a }n,

j

se expresa por A y referido a la base {O(_j}n, se expresa por

B, Si P es la matriz de paso de la base {Ej} a la base
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{aj}, tenemos: B = P AP,

Corolario 2

Dos matrices A vy B son similares sii, represen-

tan un mismo homomorfismo T € Hom(V,V), en dos bases orde-

nadas diferentes.

Ejemglo 9,9

Sea T una transformacidn lineal del espacio p?

p

al espacio P, definida por T(p(t)) = p'(t). Sean

e)

= {t, 1} v {B

{t2, t. 1} y {Ej} = {1, t; t%} bases para p2 v
1

j} = {t + 1, t - 1} bases para P~, Se
Matriz A de T, de {uj} a {Bi}
Matriz B de T, de {Hj} a {35}
Matriz de paso P de {Ej} a {aj}
Matriz de paso Q de {Fj} a {Bj}

Verificar que: B = Q"X A P

Solucibn:

a) Determinacibn de A, De inmediato tenemos:

b)

T (2

T(t)

T(1)

) = 2t = 2t + 0.1
_ 4 . _[2 o 0)
""1 "'Ott+1n1 ASioA"(O 1 0
=0 =0.t+ 0.1

Determinacidn de B,

T(1)

=0 =0.(t + 1) + 0.(t - 1)
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_ _1 1, - 01/2 1
T(1) =1 =3(t +1) - 5t - 1) B-(o-1/21)

Tt2)= 2¢ = 1.(t + 1) + 1. (t = 1)

c) Determinacibn de P. Se expresan los vectores de la base
{Ej} en términos de la nueva base {aj}. Entonces:

2

1=0.t2 + 0.t + 1.1 o o 1
t =0.t2 4+ 1.t + 0.1 p=fo 1 o
2 1.0 0

£2 = 1.2 4+ 0.t + 0.1

d) Determinacibén de Q. Es analogo a lo hecho en el punto

anterior.
t+1=1.t + 1.1 (1 1)
0 = -
t-1=1.t - 1.1 1-1
e) Verificacifn de : B = Qﬂl AP,

- 1/2 1/2

Dada Q =(i _i) se encuentra Q 1 ==( ' : )
1/2 -=-1/2

Entonces:

" 1/2 1/2\/2 0 0\[f0 O 1
A S (R
12 -172/\o 1 o/\1 0 o

DEF 9.10
Un escalar t es valor propio de T € Hom(V,V) si y
solo si existe un vector no nuloa€ V, tal que T (a) =

t a. El vector o es entonces un vector propio de T,
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Ejemplo 9.10
Sea T € Hom(R?, Rzl definido por: T(x,y) = (y,X).

—

Entonces para cada a # 0, tenemos que:

T(a,a) = (a,a) = 1(a,a)
igualdad que nos muestra que 1 es valor propio de T y (a,a)
es vector propio.

También:

y entonces (-1) es valor propio y (-a,a), con a # 0, es

vector propio de T.

TEOREMA 9,22
Sea T € Hom(V,V) y A la matriz de T en una ba
se {aj}n,. Entonces un escalar t € K es valor propio de

T si v solo si t es valor propio de A.

Dm

Sea t € K valor propio de T, entonces existe a € V, con

a # 6, tal que T(a) t a. Llamando X al vector-coordenada

de o en la base {uj} e Y el vector-coordenada de T (o) en

dicha base, tenemos:

T(a) = tx sii ¥ = X
Ahora como AX = ?, resulta:
T (a) = tX sii AX = TX
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> -+
Ademas el isomorfismo de V v k" nos garantiza que X # 0,

pues o # 6, Asi queda probada la tesis.

Corolario
Un vector o # 6 es vector propio de T si y solo
-
si, su vector-coordenada X es vector propio de la matriz

A de T.

Ejemglo 9.11

Para la aplicacidn T de P2

a P2, definida por:
T(at2 + bt + ¢c) = (2a + b + c)t2 + (2c - 3b)t + 4c se

pide determinar sus valores y sus vectores propios.

Solucién
Primero buscaremos la matreiz A de T en una base,

tomaremos la base'{l,t,tz}, entonces tenemos:

T(1) = €2 + 26 + 4 = 4.1 + 2.t + 1.2
T(t) = t2 = 3t + 0 = 0.1 - 3.t + 1.t
r(t2)= 2¢2 + 0t + 0 = 0.1 + 0.t + 2.t°
luego:
4 0 o0
A=|2 -3 o0
101 2

De aqui resulta que el polinomio caracteristico de A, es

plt) = (4 - £) (-3 - t)(2 - t), Asi los valores propios
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de A y por consiguiente de T, son: t, = 4; t, = =3; t, = 2,
Determinemos ahora los vectcres propios correspondien-

tes a estos valores propios. Sea a = at2 + bt + ¢ el

vector caracteristico correspondiente al valor t1 = 4,., Se

tiene entonces: T(a) = 4a, o sea

T(at? + bt + c) = 4at? + 4bt + 4c

pero:

T{at2 + bt +¢) = (2a + b + c)t2 + (2c - eb)t + 4c

De donde facilmente resulta: a = (gc)/14 y b = (2¢)/7
y tomando por comodidad c = 14, queda: a = 9y b = 4, asi
o = 9t% + 4t + 14,

De anfloga manera se cbtiene para t, = -3, el vector

propio B = -t2 + t y para t, = 2, el vector propio y = t2.

DEF 9.11

Sea V espacio n-dimensional. Un T € Hom(V,V) es
diagonalizable, sii existe una base {aj}n, de V, tal que

la matriz de T en {aj} es matriz diagonal.

TEOREMA 9.23
Sea V espacio n-dimensional. El homomorfismo
T € Hom(V,V) es diagonalizable sii V tiene una base formada

por vectores propios de T.
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2]

Supongamos primero due T es diagonalizable, entonces exis
te Una base {uj}n, para V, tal que T se expresa por una ma
triz diagonal: D = (a1 a, a5 ... an). Llamando ij el vec-

tor-cocrdenada de oy en la base {ui}n, tenemos:

al 0 00-.00

0 az 0....0
DX, = = a; X,
j 0 0 a3..l00 j J

S S - —

de donde: T(uj) = a. o,, resultado que nos muestra que los

2
vectores uj de la base {aj}n, son vectores propios de T,

Reciprocamente sea {aj}n, una base para V formada por

vectores propios de la transformacibén T. Considerando que

T(aj) = tj aj tememos:
T(al) = t1 o, + 0 a, + 0 Oy + ... # Oa
T(a,) =0 hli + tyo, + 0 a; + ... + 0c
T(a3) =00, +0a,+ tiay+ ...+ 0a ,
T(a) = 0a, +00,+0ay+ .. + ta

De donde resulta que T se expresa en la base {aj}n, de
vectores propios de T, por la matriz diagonal

D =(ti t, t3 coss tn). Asf T es diagonalizable,
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Ejemglo 9,12

Sea T una transformacidn lineal de R3 3

a R”, de
finida por:
T(xl,xz,x3) = (2x1 - Xqy Xy + X, = Xg, x3)

Determinar una base gque la diagonalice.

Solucidn

Por el teorema precedente, la transformacibn T se-
. . b g 3 i
r& diagonalizable sii, V = R~ tiene una base formada por
vectores propios de T. Buscaremos estos vectores caracte

risticos.

Tomando para V = R>, la base usual {(1,0,0),(0,1,0),

(0,0,1)}, la transfomacidn T se expresa por la matriz:

2 0 =1
A==(]. 1 -1 E
\O 0 1

La ecuacibn caracteristica correspondiente es: (1l=-t) (1-t)

(2-t) = 0., De aquil se obtiene los valores propios: t1 = 1;
t,=1y t3 = 2, Finalmente para t1 =t2 = 1, se obtiene
los vectores propios: o, = (1,0,1) vy a, = (0,1,0). Adem&s
para t, = 2, resulta Oy = (1,1,0). Ahora como los vectores

Gqs Gy Y 03 SON linealmente independientes,ellos constitu-

yen una base para el espacio V = R3, asf entonces T es dia

gonalizable .
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Vemos cual es la matriz de T en esta nueva base(ul,az,QBL

Tenemos:
T(al) = 7(1,0,1) = (1,0,1) = lal + Oa, + 0a3
T(az) = T(O,l,O) = (0,1,0} = 0111 + 10(2 + 00.3
T(ay) = T(1,1,0) = .(2,2,0) = Oa, + Oa, + 2a,

De donde T resulta expresado por la matriz:

1 0 0
B=|]0 1 0
0 0 2

EJERCICIOS

1.- Sea P" el espacio de los palinomios de grado no supe-
<ior a n. Determine cual de las siguientes aplicacio-

nes son transformaciones lineales.

a) L : Pz-a-PB con : L(p(t)) = t3 p'(0) + t2 p(0)
b) S : Plow-P? con : S(p(t)) = t p(t) + p(0)
1 2

c) T : PP—»P” con : T(p(t)) t p(t) + 1

i

2,- La aplicaci6n L a R a R est8 definida por L(a) = aa+b

con a,b € R, Determine a v b para que L sea Lineal.

2 2

3.- Sea T una aplicacibn de R a R“, tal que a cada vector

o € R2 le asocia el vector T(a), simétrico de a respec
to al eje OX. Demuestre que T es lineal y determine

su matriz para la base usual,
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4,- Sea T una aplicacibén lineal de R2 a Rz, definida por:
T(xl,xzj = (x1 + 2x2 . 2x1 - xz)
Se considera en R2 las bases A = {(1,0),(0,1)} vy
B={(-1,2)}, (2,0) . Se pide matriz de T con respec
to a las bases: A; Ay B; By A; B, Determine T(2,3)
usando la definicibn de T y luego usando cada una de
las matrices encontradas.

5.- Sea V el espacio generado por A = {l,t,et,tet}

o Se
define la aplicacibn lineal T de V a V, por: T(a) =
= dx/dt, Determine la matriz de T con respecto a la
base A,

6.- Sea I la transformacibn identidad de R? a R%, Se con
sidera en R? las bases A = {(1,0),(0,1)} v
B {(1,-1),(2,3)}. Determinar la expresiﬁn matricial&e
I, con respecto a las bases: A, Ay B, By A, B,

7.- Sea V el espacio de las funciones continuas generados
por la base A = {sent, cost}. Se considera adem8s la
base B = {sent-cost, sent + cost} y la aplicacién li-
neal T de V a V, definida por: T(f) = df/dt. Se pide
expresién matricial de T con respecto a las bases:

A; Ay B; By A; B,

8.~ Sea L una aplicacidn lineal de Rg a R% , siendo Rg

el espacio de la matriz de orden dos sobre R, definida

nor:
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L 2 2
L(X) = AX =XA con A= ( y X € R2
3 4

Determine la expresidn matricial de L con respecto a

las bases: S ; Sy T; Ty S; T, siendo:
1 0 0 1 0 0 0 0
|
o o/, \o o/,%1 0/ \0 1
J 1 0 1 1 1.0 0 1
- }
Wo 1/, Lo o/, \1 o) \12 o

Se considera la aplicacién lineal L de R3 a R3 defini-
da por:

Xy 1 0 1 X4
szz 11 2%, |

X4 2 1 3 X4

Determine su imagen y su nficleo, Una base para cada

uno de estos espacios,

2

Se considera la aplicaic6n lineal T, de P” a R defini

da por:

1
T(at® + bt + c) = I (at? + bt + c)at

Determine el nficleo de T y una hase para dicho nficleo.

bt -

3 T

(Cudl es la imagen de esta aplicacidn$
Sea T una transformacibén lineal de Pza_?B, definida
nor T(p(t)) = t2 n'(t). Determine una base para

Ker (T) y una para Im(T).
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Determine una transformacién lineal L de R? a R3, tal

que {(1,-1,2),(3,1,-1)} sean base para Im(L).
Sea L una aplicacibn lineal de R3 a R, tal que:
L(1,1,1) = 3, L(0,1,1) = 2 v L(0,0,1) = 1, Determine

L(a,b,c).

p

Determine una transformacién lineal T de R“ a R3, cuya

imagen es generada por {(0,1,1),(0,1,-1)}.

Sea T una aplicacibn lineal de Rg a Rg definida por:

_ - (1 2 2
T(X) = AX - X A con A L3 4) Yy X € Ry
Determine una base para el nficleo de T.

Sean L, S y T homomorfismos de R3 a Rz, definidos por:

L(x,v,2) = (x+y + 2, x+Y)

S(x,v,2) = (z2x + z, x + vy)

T(x,y,2) = (2y,x)

Demostrar que ellos son linealmente independientes.
Sean S y T oporadores lineales en Rz, definidos por:
S{x,y) = (x,0) y T(x,y) = (0,y). Determine:'sr, TS, S
)4 T2.

Sea V espacio vectorial de dimensifn finita 'y T un ope
rador lineal en V, tal que: rango (Tz) = rang(T). De-
muestre que: (KerT) ¢y (ImT) =-{9}

2

Sea T un operador lineal en R“, definido por:

T(x,y,2) = (2x + 3y - 2z, 4x - y,2X). Determine si T

es invertible. En caso afirmativo encuentre la expresifn
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Dada la aplicaci8n lineal S de rR3 a r3 por
X4 1 1 1 X4
S Xy | = 2 2 1 X,
i
ix3 0 1 1 Xq

determine si ella admite una inversa S"l, En caso afiz

’
mativo, encuentrela.
Sea a un escalar no nulo. Demuestre que un homomorfis
to T es singular si y solo si (aT) es singular,

3 a R? definida

Sea L una transformacién lineal de R
por: L(xl,xz,x3) = (2x1 + 3x2,4x3 - Xg 3x3). Deter-
mine los valores y vectores propios de L.

Sea T una aplicacibn lineal de R? a Rz, definida como
rotacibn positiva en (v/2) en torno al origen. Determi
ne los valores y vectores propios de T.

Sea T € Hom(Rg,Rg) representado en la base:

s={d .00 3, (29, DY

por:
1 2 3 4
0 -1 3 2
0 0 3 3
0 0 0 2

Determine sus valores y sus vectores caracterfsticos.
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Sea S un homomosfismo de P2 a P1 definido por

SEp(t)) = p'(t). Determine si S es diagonalizable o
né,

Sea T un operador lineal en rR" tal que T2 = I. Demues

tre que T es diagonalizable y que sus valores propios

- son + 1.

27 e ™

28 [

29,-

300-

Determine la naturaleza de las cuadricas

a) 13x2 + 12y2 + 1022 - 8xy + 4xz - 4yz

b) 5x° + dxy + dxz + 2y° + 2yz + 222 = 9-

c) 2x2 + 2y2 + 2022 + 2xy + 6xz + 6yz = 1

12

Sea P el espacio de los polinomios a coeficientes rea-
les. Sea la aplicacibn lineal T : P -+=P, definida por:
T(p(t)) = (t - a){p'(t) + p'ta))- 2 (p(t) - p(a))
Determinar: a) Nficleo y dimensibn de T. b) Mostrar que
sus valores propios-son todos reales y enteros

Sea V el espacio generado por los vectores: a. ="eatsenbt'-

1
y @, = e2t cosbt. Determine una matriz para el operador
derivada D.- Encuentre D'l y mediante D-l, calcule
t
f;a senbt- dt.

Se considera el espacio euclfdeo de las funciones:- -

p(t) = a + bcost + c sent con la norma ||ptt}|-= -

=\J32 + (bz + c2)/2° Se define la-transformacibn: lineal
T(p(t)) = p(t + m). Demuestre que T .es ortogonal y cal=-
cule sus valores y vectores propios. (a,b,c y m son nﬁmg

ros reales).,
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