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1 Formas cuadrdticas

1.1 Formas cuadraticas. Representacién matricial

En Geometria analitica se estudian las curvas de segundo orden. La
ecuacién de una curva central de segundo orden. considerano el origen de
coordenadas en el centro de la curva, tiene la forma

i Ax'+2Bxy+Cy*=D. (1)

Al efectuar una rotacién de los ejes de coordenadas en un dngulo o, las
coordenadas de los puntos se transforman segdn las formulas siguientes:

. x=x"cos a—-) sen @

-

=x" sen a+) cos 0,

donde x. ymhsooord:uduinicinlcsdcunpuntocualquierayx’:}’m

sus nuevas coordenadas. Si se selecciona adecuadamente el dngulo de rota-

cién . la ecuacién de la curva puede reducirse a la llamada forma candnica
A'x*+By*=D. 2)

en la cual el coeficiente de x’y’ es igual a 0. Esto es, mediante una trans-
formacién de coordenadas adecuada, hemos transformado el primer miem-
bro de la ecuacién (1), que consiste en una expresién polinomial homogénea
de segundo grado en las variables x, y, en el primer miembro de la ecuacién
(2). que también es una ecuacién polinomial homogénea de grado dos, en las
variables x’, ¥, y en la cual no aparece el término x’y’. Estas expresiones po-
linomiales homogéneas de segundo grado, {lamadas formas cuadrdticas, ape-
recen en ‘muchos otros problemas y con un mimero mayor de variables,
por ejemplo, en la formula de la energia cinética Z (i+vi+wd) de un
cuerpo moviéndose en el espacio con velocidad de componentes U vYyW Yy
en Geometria diferencial en la formula de la longitud de arco en coordena-
das esféricas: ds’=dri+rid¢?+r® sen 649’
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Un ejemplo con un nimero mayor de variables es el siguiente:

En una poblacién determinada se desea hacer un andlisis sobre el com-
portamiento de las estaturas de sus elementos. Una primera idea acerca de
dicho comportamiento lo puede dar el promedio de las estaturas. Ahora
bien, hasta qué punto es dicho valor representativo de la estatura de esta
poblacién? Si en la poblacion existen muchos miembros de elevada estatura
y muchos de baja estatura, este valor no serd realmente representativo.

Paru ¢l andlisis de esta representatividad. el estadistico analiza cémo se
desvian las estaturas de cada uno de los ¢lementos de la poblacién respecto
de la media calculada, mediante el andlisis de la expresién

n

donde x, representa la estatura del elemento i de la poblacién, x la estatura
promedio y n el nimero de elementos de la poblacién.

La expresién anterior posee un cardcter cuadratico y depende de mds de
dos variables. Expresiones de este tipo aparecen, ademds, en Mecdnica, Op-
tica e Investigacidén de operaciones, entre otras, Es por ello que generaliza-
remos la teorfa de curvas y superficies, estudiada en Geometria analitica,

2 un numero mayor de variables, llegando asi al concepto de forma cuadri-
tica.

DEFINICION 1.1.1

Sea E un K- espacio de dimensién finita n. Se dice que una aplicacién
¢°E— K es una forma cuadrdtica si parax=xd,+... + xa,.donde (a),_, ,
es una base de E se cumple

n

q(x) =§ Eluﬁ X, X, donde @, =a, y o k. &)

=1 =

Observemos que en la expresidn anterior aparecen los productos dntre
si. por pares, de las diferentes coordenadas de x. lo que ie da un aspecto
cuadrdtico. Como @;=@, ¥ xx=xXx. podemos escribir la expresién de g(x)
en la forma

a0 =a, 42 B B o
i=] Isi<jsn
Ejemplos 2
L. qlx.y. 2) =3x?~ 24 27_4x7+ 2y2 define una forma cuadrética sobre R2.
2. g(x.y.2) =3x*—y?+ z* define una forma cuadratica sobre R’ donde no
aparecen términos rectingulos.
3. g(x. y. z) =—4xz4+2yz define una forma cuadrética sobre R’ donde no
aparecen términos cuadrados.

WIETT Y. T rery

¢ de forma natural las con-
2 [bfnnlculdrtUSlkﬂﬂr'e“
De la expresién de la
‘deraciones siguientes:

TR Fads "‘1})
A= |,
e g oL

nl f - )= artﬁf y sca
donde los «; son los coeficientes de la expresion g(x iz ;E
).

VSRS S
2, elvectordccwrdemdndcxcnhblﬂ 1

X=
,
tonces
« x 8y X, +0y X ¥ o+, .
e g | i O a0 MM B2 o
e i) W e
x
y dIl| xl+ +ula xa )
X(AX) =(x, .. %,) (nﬂx# ....... o
x, (@ %+ . FOX)F o +x, @ X+ - +n_x,L
o i L) :
-al R e 3 B % o e ra_ X
Syt e
Lucgo
xax =2 2%«%- _ i
u;; J;dcmos obtener g(x) mediante la expresién matricial "
Por X :
XAX=q(x)-
DEFINICION 1.1.2 o,
thomcu:dritmqsobrtelmlf
q(x) = Z“v‘f X

i=lj=1

donde x,..... x, son las coo
E.sellx:;iumdﬂizd"im""w

s e o
nadas del vector x en la :
pos w0 a la base “’9 a la matnz
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Como @ =a, la i
YAX = g S matriz 4 es una matriz simétrica umpl
Recg(x)' donde X es el vector de coordenadas de 5: en 12";; ; - P
e Amxmu vm?i' si_tenemos una matriz simétrica A4 :’a,,)mdeimbm.
- » S venifica fdcilmente que g es-una fi Y efi
y 4 es la matriz de orma cuadrdtica sobre E,

<o
Concluyends podq n a;_:tpecto a la base (@) de E.

q Tespecto a la base (a) de Equclammz‘delafomcuadm'
¥ F IB - . 3 z !ma
9(x) = XAX, donde X es el vector d:s Unica matriz simétrica tal que

Emplos coordenadas de x en la base (a 3

I.Lﬂmtrizmmmahmc

sobre R? por g(x,, x,, andnica.de la forma cuadrética definida

%) =3x ~25 +x]—4x,x, + 2x,x, es
3 0 i ;

2. Dada la matriz simétrica A= (

g
x S¥gne | A

e x,x;) =
pXy) =(x,,X) (_g *"ﬂ (::) =—4xx,+x

es una forma cuadrdtica sobre R2

Obser VEmMOSs que la . :
- matriz de la forma ; \
mente a partir : cuadrdtica se obti :
g e e . i, Lou e . o v b
del : cientes @, y a : ~d
l'eeetnﬁnmd x % en la expresién de la fo rfui 8 la mitad del coeficiente
reducidos los términos x rdtica, pues en esta apa-
Asi, en el ejemplo 1 el 5 Y XX,
Reciprocamente da; coeficiente de x,x, es —4 y por esto a, =
cuadritica asocia da’a 3 una matnz simétrica 4, para bux:;l-’ =, =-2
mo en ¢l ejemplo 2 o pi:ta s pueden utilizar dos vias: mulﬁpﬁca:mm
matriz serd el del término & ceion, recordando que el coeficiente a 2
Asl, en el eiemplo 0 Xy que el del término xx serd 2 y %t
ejemplo 2 el coeficiente de x,x, serd o . a,=2a,
Realmente no es necesari 3 u=—%. :
trica, en la definicién ria la suposicién de que @,=a, © sea, Ll
Sila ; de una forma cuadritica. - que su matriz es simé-
1 la matriz de una forma cuadr tica
sarla por A=5+K donde si ‘S=5 y K=

€5 una matriz arbitraria 4, podem

- ~K entonces ’ _ e expre-
a K= ces XAX= '
_ (B?) se cumple que B =B, tenemos que AKX =0 XSX+'YKX, Y como pa-

me:m locw- s R

' : significa que TR ;

W . _ T e i Sty
-

Para conocer una forma cuadraitica basta tencr su expresion explicita co-
mo aplicacién de E en K o una de sus matrices representativas. Ahora bien.
; qué relacidn existe entre Jas matrices que representan a una forma cuadré-
tica en diferentes bases? .. Son iguales? ¢ Son seme;ar}tes'?

Sean (a) y (b) basesde E, ysean Ay B las matrices de una forma cua-
dratica q sobre E con respecto a las bases (@) ¥ ). respectivamente, €5

decir,
glx) ='XAX, donde X es el vector de coordenadas de x en la base (a).
glx) ='YBY, donde ¥ es el vector de coordenadas de x en la base (b).

Como dada una base del espacio, la matriz de una forma cuadratica en
dicha base es unica, para determinar B bastard encontrar paia g{x) una ex

:sn matricial en la que aparezca ¢l vector de coordenadas de x en (5).
Sea P la matriz de cambio de base de la base (a) a la base (b); entonces
PY=X donde P es inversible. lo que permite obtener

glx) = ‘XAX="(PY) APV ="Y(PAP) Y= 'YBY.

Luego B='PAP. _

La relacién entre las matrices asociadas a una misma forma cuadratica
en bases distintas, cumple una relacién diferente a la que cumplian las ma-
trices asociadas a un endomorfismo en bases distintas. _

En el caso de las formas cuadréticas obtenemos B='PAP con P invers:
ble, mientras que en el caso de las aplicaciones lincales obtuvimos B=P'AP
con P inversible.

En el proximo capitulo veremos que estos dos resultados estdn re}acio—
nados entre si.

DEFINICION 1.1.3 : i9)
Dos matrices cuadradas A Y B con coeficientes en K son congruentes, si
existe una matriz- inversible P, con coeficientes en K, tal que B='PAP.

De acuerdo con esta definicién. queda demostrada la primera parte del
teorema siguiente:
TEOREMA 1.1.] : ; 5
Dos matrices representativas de la misma forma cuadrdtica son matrices
congruentes y dos matrices simétricas congruentes representan la misma
forma cuadrdtica en diferentes bases.

Demostracion 3

Solo demostraremos la segunda parte, ya que la primera ha sido demos-
trada anteriormente. : _

Supongamos que A ¥y B son matrices siméfricas congruentes, €NtONCES
existe una matriz P inversible tal que B='PAP. Como toda matriz inversible
es una matriz de cambio de base, supongamos que P sea la matriz de cambio
de base de la base (@) a la (). ;

2 - 11




9x) <'YBY='Y (PAP) Y="PY)4 (PY)=~'xax

donde X es el vector de
- coordenadas
Iamlmzd:qenlabau(a). de

X en la base (a) y, por tanto, A es

DEFINICION 1.1.4

Se llama rango de Ia fo
: rma cuadrdti
presentaciones matriciales, rdtica q al rango de cualesquiera de sus re-

E{eﬂﬁlw
- La forma cuadridtica sob
re R? definida £
rango 2, porque la matriz de g enla b:;f fa(:g’?ic_:: ~2xy+3) es de

[
_1 3
es de rango 2.

2. La forma cuadrdtica

2 A sobre R’ definida por q(x.y.2) =x34+2y2+ 372 e

1.2 Forma canénica de una forma cuadritica

En geometria es de i
gran im i :
gundo orden a la forma cménicP:T:ecf la reduccion de una curva de se-

oSt ok ‘ 4 una expresion e
érminos en xy. Mediante esta reduccién se puede hncernngzsef::ilasf =
(=1

En ¢l estudio i i
e de los mdximos o minimos de una funcién de dos varia-
. un punto (x,, y)) en el cual se anulen 2. ¥ obte

l-——-y-_'

nemos mediante e! desarrollo de Taylor que + i

Sxy+h, yy+k) =fix 1 13
= ¥, — | == ]
(i 0’ + 2 [3_‘1 xg! }'o)hl‘f‘—a—x-%(xm yﬂ’ hk+

- > ﬂ—(x k2
ay"! o yg’ N

thykpequeﬁm.moes, en un ento

el cardcter de posib] i i S
P ! emlom (xp ¥ est:dé't,erminadopog‘g
mou expresién Que no es més que una forma cug.
1

; drética en las variables i y
si no apareciera ¢l término ¢n Ak

k. Este signo, se podria analizar mads fdcilmente

En ¢l estudio de los mdximos y minimos de¢ funciones de Lres 0 mds va-

riables se obtienen resultados andlogos.
Lo anteriormente expucsto conduce al analisis de este problema para

una forma cuadrdtica arbitraria.

DEFINICION 1.2.1
Se llama forma candnica de una forma cuadritica. a toda cxpresion de csta

en la cual no aparezcan términos en x, ). s decir. 4 una expresion del tipo

gix) =a,x +ug§+l.. +a, x;.

Analicemos ahora en qué casos es posible reducir una forma cuadritica

a su forma candnica.
En el caso de uh espacio vectorial de dimension 1. csto es trivial. Vea-

mos qué ocurre para una forma cuadratica en dos variables. esto es. deli-
nida sobrc un espacio vectorial de dimensién 2.

Sea glx) =,, X +2@,; X, X,+0;,%. con a;,#0.

Utilizando ¢l conocido recurso de completar el cuadrado. obtenemos

3 &2 X2
‘i) i e BT
c111.

@ a
g(x) =a“(xf+2—ﬂ— Xy Xy (——-H-
_e Ty

:
a : fa k
=u,,(x‘+ ——l'—x,) +(—ﬂ-+an)x;.

: Uy 4y, -

Haciendo ¢l cambio de coordenadas

a

Ry y y=Xp
11

Hi=x+
obtenemos
b | nla e
q(x) =a,)  +{ %y~ = 1.

: @,

que estd dada en forma candnica.
Es légico pensar en la posibilidad de demostrar el resultado anterior en

un espacio vectorial de dimension n cualquicra.. lo cual haremos en ¢l si-

guicnte teorema. en el que generalizaremos ¢l método que acabamos de

utilizar para el caso n=2.

TEOREMA 1.2.1 _

Sea ¢ una forma cuadrdtica definida sobre un espacio vectorial £ de dimen-
. si6n n. Entonces existe una base (a), . , de E. en la que qlx) se escribe en

forma canénica.

13




Dmaﬂ"n'm-
Realizaremos la demostracién por induccién en n=dim E.

Sea ¢(x) =2au x;+2 g X x.
i=1 lﬁ.lz;{ " s 1 a)
Para el caso n=1, q(x) =q, 2’
Supongamos gue para el caso

se cymple para n.

En la demostracién debemos diferenciar dos casos:

Iro. Existe algin a #0.

dnd?t;o;;gm: qu;:uan #0.0[Obsérvese que con esto no se pierde generali-
algin o # medi i

boe i ;%0 y podemos lograr ante un cambio de co-

Entonces

estd dada en forma candnica.
n—1 es cierto el teorema Y probemos que

q(x) =(z,x] + 20, x.%,+... + 2a1nx,x") + thﬁ x}+2
f=2

pero

o qx_x}.

it

@y 4+2x, (0%, % ... +a,.x) =uu{xf+2x,[a;,‘ (0, x,+..+a,, x‘)]+

it S, xf)]}_c;,= [Ses]

3 -1 = :
=0l +a5 0, X+ gy ¢, X) —ay' [ & .r,r 6)
=2

sustituyendo en (3) tenemos

— -1 i
9(x) =a,,(x, +a; Gy X+ +ay a,, x)i+hix),

donde
hix) = ﬂZau £+2 @, xx — a' [2& x]’
=2 Iicisn § : i=2 e
ko) =B, 242 B, x x, .
i=z igi<lsn .

¢s una forma cuadrética que depende de n-1 coo

reducir a la forma canénica segin la_ hipdtesis dl;denadas. la cual se puede

s induccién.

BExtay' e, x4 +a;' a x

yl- x: nn

b X, ) 'y

14

La expresion (4) es una venﬁ-ldera transformacion de coordenadas, ya
que la matriz de la transformacion

< -1
| TR PP T
( Wt 0.....'!....9)

es inversible.
| 5
Entonces g(x) =7+ AOp...0)- =

=

' i i i6n de coordenadas
Hemos obtenido (5) aplicando a (2) la trar!sformnc' _
(4). es decir, hemos hallado una base del espacio vectorial E tal qu;; ln.ex-
presion de la forma cuadrética g en dicha base ¢s (5). Y como p;:mh:pé-h&
tesis de induccion #(y,,....y,) se puede reducir a una suma de cua ;

mis 'demostrado que es posible hallar una base (a) de W tal. que A
sién de g en dicha base es glx) =9, Z+...+a, 7, con 2,5y, 2= 2 ¥; 4y

J =
25isn

2do. Para todo i.  @,=0.

Sea a =0, para i=1,2,....n. Entonces

glx) =2 z %y % %r

Licjn

Supongamos que @0 (existe algun ¢,»*0 porque si no.. g(x) =0 y esta
seria su forma canénica). ey
Al igual que en cl caso anterior, podemos suponer que a,,#0 sin perder
. generalidad.

Realicemos la siguiente transformacién de coordenadas:
X,=),+¥;

=N~V

x=y 3<isn

De nuevo la matriz Q de la transformacién es inversible.

I 0.
Q= =1 .20
i e

1
1
0
0 0 B

i5




:2‘:‘““,:_2“:}}% +2

i} =

Ejemplos
1. Sea g(x) =x? +4
Hacemos

q;(;) =(x] ~4xx,+6x.x) +4x+8x2-x2- 12xx,+2xx
=(x —4x.x,+6x 4 - :
/M 5 +9% - 12x,x) —422 —9x +4x] +82 —x2 + 12x x,

+2.x,x‘—1 x)x‘

=(x i oL A

para 1+3x) t-g-x 120,
¥1=x,—2x,+3x,

J’;'—‘»xl

= X,

Yi=x,

obtenemos

=3F 2 :
90x) =y -35 —53 +12}'.P,+2y,.l'.—12y,r.=yf+q,0',- Yy ¥)
esething Yp V) ==y} =33 12y, 42y, 412y,
q(x) =)7 -—D’f =Ryy,-2yy) ~¥; =12,

=3 =05 —12,-2y, 43632
+12y, y, - 12y,
=}f _(y,-—&yx-}-y., l+36y;

Con la transformacién

2‘=yl

e B

z]""’"}"’ 6}'11-}!‘

. E=Y,

obtenemos
g(x) =zf+35;; —z;.

q(x) =2a,67 =) +204+y) @y, +... +a
+20, -y )@y, +... a0/ +2 Z

+2x1x1_ lzx:x‘

Il".t)+
a '.-
L i e

By ¥, yp

9 H1203) 457 4362 -2 4

La transformacion final es

Z|=X,*2.I,+3x, .

=X

2,=x,—6x,+x,

Z, =Xy

Si en lugar de la segunda transformacién hubiéramos hecho la siguiente:-
z,=),

z,=3y—6),+),

2=V

2,=Ve

habriamos obtenido

glx) =2°, -2, +3623,

gue es una forma candnica diferente a la anterior.

2. Reducir a la forma candnica la forma cuadratica sobre R?,

glx.y.2) =2xy—6yz.
Consideremos la transformacién de coordenadas:

x;(x, +x). y=(x;—x). z=X, ~—a

glx, y. 2) =2(x,+ X)) (x,—x,) ~6{x,—x;) X, =2x]—2x;~6x.X, +6x.x,=
=2x2—6x,x,~2x3+6xx,=2 xf—z[—:-’z-,-x,]x,)—hi +6X,%,

=2~ 2) - 2xdeen,

3 i 9
=2 x,—Tx,) -2 x§-3x,x,+Tx§)

2 x,--%-x,) “2(x-2x,)"

2
Realizando el cambio de coordenadas
3
}“z x, —Tx 3

N
}:"x:_T‘J

o X,
obtenemos
qlx) =2y; -253 :
que es una expresidn en forma candnica de la forma cuadrdtica g.
La transformacién final es :
x=y,+),+35,
F=5h—N
=y,
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En términos matriciales, las transformaciones reahizadas son’

1 i 0\ [x,
1 -1 -0 (;,
0. 2 1

o sea,
1 1 0
P 1o <120
0 0 1/ es la matriz de la primera transformacién
; ; ie
% 170 --} x
i >.1.0.1 ‘% %
0.0 1 be;
_donde
b e
2
gadait o2
2
00 1

es la matriz de la segunda transformacion.

Si llamamos

X 11 }‘;
X= |y X=| x, | v=|

X | Xy
tepzﬁws que X=FX y Y=0X. por lo cual X=PQ 'Yy J"Q"t cs-la ma-
triz de la transformacién final que nos permite expresar x, 3, z en fun-
cién de y,. ¥p ¥y X

i \

Con respeclo a ostos cjemplos gueremos recordar que fas matrices de
transformacion s¢ hallan por simplc inspeccion de la relacion que existe on-
tre las coordenadas, v que cada matnz de transformacion cs a su vez una
matriz dc cambio de basc. Por tanto, si suponemos gue r. 1. - son las o
ordenadas dc un vector de R’ en una®base (¢),. | . X. X, x, las coorde-
nadas de dicho vector en labase (h), |, y V=PX". entonces P ¢5 la matriz
de cambio de base de la base (u;) o la base (h).

. En muchos casos ¢s importanie conocer no solo la forma canbnica sino
la transformacion de coordenadas mediante la cual se obtuvo csta. Dicha
transformacion puede hallarse dircctamente o por via matricial, segun vi-
mos ¢n ¢l cjempic precedente.

' Haciendo ¢l siguiente cambio de coordenadas cn el ciemplo 2:

z2,=\V2 y. 2,= \2 y, =,=§, cblencmos @(x) = z; - z;. que ¢s otra
expresion-cn forma candnica de la forma cuadrdtica g.
De¢ los ejemplos anteriores podemos concluir gue la expresién en forma
- candnica de una forma cuadrdtica no es Unica. Veamos enlonves qué Licnen
de comun las diversas formas candnicas de una forma cuadritica dada.
Lo primero que observamos es que en la forma candnica aparccen exac-
tamente 7 coeficientes no nulos. donde 7 es el rango de ¢, es decir,
glx) =% +... +a x} con @,#0 para 1< i< r, independientemente del cam-
bio de coordenadas que s¢ realice. Esto sc infiere-de la siguiente interpre-
tacién matricial de 1a reduccién de una forma cuadrdtica a forma canénica.
~ Suponiendo que A es la matriz de la forma cuadrdtica ¢ cn una cierla
~ base (a), cuando reducimos ¢ a la forma canénica enconlramos una expre-
-sion diagonal de ¢ en olra basc, o sea, encontramos una matriz diagonal D
_y una inversible P tales que D = PAP. -
~ Ya sefalamos anleriormente que dos matrices congruentes lienen ¢l mis-
-~ mo rango. luego D y A tienen el mismo rango. que cs ¢l de ¢. Al ser D dia-
gonal, se infierc la alirmacién anterior sobre el nimero de elementos no nu-
~vlos en cualquier forma candnica de una forma cuadrdtica. )
En el ejemplo 2 vimos un tipo de transformacién que conduce a una ox-
presion en forma candnica donde en los coelicientes. ademds de los posibles
_ 0, solo aparecen 1 y —1. Esto simplifica ¢l andlisis de los posibles invarian-
__1es de la forma cuadrdtica al ser reducida a la forma canénica. Veamos esic
. lipo de transformacion para una forma cuadrdtica arbitraria.

Analicemos por separado los casos complcjos y real.

~ dro. K= (caso complcjo) -

Como es posible hallar la raiz cuadrada de todo mimero complejo. sc
puede hacer el siguiente cambio de coordenadas:




Resumiundo podemos decir que en el caso complejo es posible reducir la
forma cuadrdtica a una suma de cuadrados donde todos los coeficientes son
iguales a 1 o 0 (r coeficientes iguales a 1 y n—r coeficientes igualesa 0). Es
ta forma de expresar a ¢ se denomina Soerma normal.

Como conclusidn podemos afirmar que la forma normal de una forma
cyadrdtica compleja depende sélo del rango de la forma cuadrdtica de ahi
Que todas las formas cuadréticas complejas del mismo TANgo puedan ser re-
ducidas a la misma forma normal.
2do. K= R (caso real)

En el caso real, la forma canénica de q puede ser escrita en la forma

g(x) =axi+... +aqxi—xz¢ :

>
s Xguy—ee =0 X
donde a >0, i=1. 2. ..., .

q+l

-

Debido a que es posible hallar fa raiz cuadrada de todo nimero real po-
sitivo, podemos hacer el siguiente cambio de coordenadas:

J‘i z\]‘s x}a ol '}lr= \'IEI xr" y!-'-l =X
de donde
— 2 :
g(x) .__}']2+... +)’ﬁ_}¥+; i _}f'

Esta forma de expresar a q se denomina también forma normal.

En los gjemplos 1 y 2 en que redujimos a la forma canénica formas cua-
drdticas reales, observamos que las distintas formas canénicas obtenidas
tenfan. ademds de igual rango, la misma cantidad de términos positivos y
negativos. Esto no es casual, como demostraremos en el teorema siguiente:
TEOREMA 1.2.2. (Ley de
reales) 3
En una forma cuadrdtica real. el nimero de cuadrados positivos ¥ el nime-

ro de cuadrados negativos que aparece en cualquiera de sus formas candni-
cas ¢s siempre ¢l mismo.

La ley de inercia para formas cuadrdticas reales asegura gue el numero

de coeficientes positivos ¥y negativos de cualquier forma canénica no dcpen-
de de los cambios de coordenadas que se efectien,

s L “-Vn =xn‘

inercia o de Sylvester para formas cuadriticas

Demostracion

Es conocido que el nimero de coeficientes no nulos es 7. donde  es el
rango dc . por lo que basta probar que el nimero de coeficientes positivos
(0 negativos) de dos expresiones candnicas distintas de g(x) es el mismo,

Sean

[ 0 %) =ax] +...+a,ti-ahﬂz:ﬂ-...-a,vf. 2, >0 (1)

la expresidn candnica de g(x) en una base (a) y
5 (2)
q(x) “51}'§+"‘"'ﬂk'}i'_ﬁr'—l}i'—t-_ --—f3 B >0

! g b).
expresion candnica de g(x) 2n una base (b, ;
hf Sf:ponsamos que k’'<k. Entonces g{x) >0 siempre que

3
Xgoy == =%, =0. ]

i i 3). forman ug sub-
Las x que satisfacen las r—k ecuaciones dadas por (
.ap:cio S,qde E de dimensidn n—(r—k). exactamente ¢l dado por los vecto-
res de forma (x,. ..o x 0.....00 x__ . ...x).
Analogamen;e de (2) resulta que g(x) <0 parz los x tales que

(4)
}'lzan :.}.i-=y,. ] b :}'lzu

Los x que satisfacen (4) forman un subespacio S5, de dimensidn
r—k’ de E. ‘

La sumade las dimensionesde S5, y §, es

n—(r—k) +(ir—kV)= n+k=k'>n. )

Lu;go S)ﬁ S,# { 0}y existe 240 1al que z&5,nS, Para este vector
Z. se cumpl:: g(2) >0. y g(z) < 0, lo que seria una cqntrad:cm_én. "

J Si suponemos k <k’, llegaremos a una contradiccién semejante. uego
k =k’ segiin queriamos demostrar y, por consiguie'pte. el mir_nern de téx}mno:
positivos y negativos que aparecen en toda expresién canénica de una or:;xe_
cuadrdtica depende dnicamente de dicha forma y no del sistema de coor
nadas en que esta aparece expresada. _ 4

Se denomina fndice positivo de inercia al nimero de cu‘adradns‘pomwos{;
indice negativo de inercia al nimero de cuadrados ncglati;v:jl y sc:g‘:fix:;adc
signo i ia entre el indice positivo y ¢ ice n :

e thfcrcncw_ e 1 o de una forma cuadrdtica y
inercia. Evidentemente, si se conoce el rang 1a :
cualquiera de estos tres nimeros. se pueden determinar los otros dos

I:ji.empio : 1 gix) =22 -2

=2xy—6yz se reduce a la forma normal ¢(x) =2; 2. -
glx:ndlc? pos':livo de inercia es igual al indice negativo ¢ igual a 1. La
“signatura de g es igual a 0.

Para concluir observemos que todas las formas cuadra_licas rrenlcs ;:l::
tengan el mismo rango y la misma signatu}'a. posean la misma fgrrnnz e
mal, Por tanto, podemos asegurar que la forma normal de una

/ al depende solo del rango y del Srgrw : :
dfﬂ;ﬁ:- ::ejempl: en un espacio vectorial de dimensién 2 las unicas formas

normales de rango 2 son
xl+}a}.‘ x} _}d‘ _x.l __}4!. .
que en el caso del plano representardn una circunferencia. una hipérbola y

i i fones
el conjunto vacio. respectivamente. si consideramos las ecuacion
xipyi=], x?-yi=ly —x*—y*=1
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La dnica forma normal de ra
ar a las rectas =1y x= -},
si consideramos - x'=

Ngo | es x% que en ¢l vitse del plano da lu-
si consideramos x'= 1. ¥ cl conjunto vacio
1. lo cual significa que cualquicr cdnica con centro
‘dada por una ccuacién del lipo ax?+hxy +17= 1 puede s¢t reducida. me
diante una transformacion de coordenadas conveniente. @ uno de los lugares
geométricos anteriormente citados.

S¢ puede demostrar gue osta transformacién consiste en una combina-
cion de traslaciones, compresiones (dilataciones) y rotaciones. Jo que geo-
métricamente significa gue. por gjempio. una clipse puede transformarse
hasta obtener una circunferencia. pero-que no cs posible mediante una

transformacion afin reducir una circunferencia a una hipérbola. .ya que
sus formas normales son distintas.

Anteriormente hicimos referencia a la utilizacién de la reduccién de for-

mas cuadriticas en el estudio de los miximos o minimos de funciones de dos

0 mas variables. Vimos. ¢ntonces. que dada una funcién z=f(x, ;) de R:

el caricter de mdximo o minimo de un PUNLo (x, ¥,) esta dado por el si
de la expresién - i : feno

. 4 il i Ay
g(3) =f—‘z{(x,,. _l'ujb‘+2—_—:—f—{x,,. Vphhk + f—‘-{-{x, Yol K2,
dx? txdy y?
que eswuna forma cuadrdtica en las variables 4 ¥ k.
Siesta forma tiene rango 2. por ciemplo, sus posibles formas normales
son ;
Waki hP-k'y Bk
('m;w tenemos que

Axy +h g+ k) =fxy 3y +£(§-]—‘

resulta que si la forma normal es A2+ k2, Hxg y) <fixg+h, y,+k) y (Xg ¥y
s un punto de minimo: si la forma normal es A~ k°. resulta lo contrario y
(X ¥o) es un punto de miximo. y por tltimo, si la forma normal es ~hi-ki

(X, . ¥} NO es ni midximo ni minimo, y este tipo de punto ¢s el conocido por
punio de ensilladura.

1.3 Formas cuadriticas reales de si_gno constante
y formas definidas positivas

En cl epigrafe anterior hemos visto las ventajas de que una foma cuadri-
tica dada definida sobre £ tenga el mismo signo para todo elemento de £
Esta situacion se repite (recuentemente cn la préictica, por lo que estudia-
remos las llamadas formas de signo consiante, en particular las formas de-
finidas positivas. :

&

" 1€ .3.1 . - % e .
gﬁaﬂfﬁocmrﬂlica feal se llama forma definida positiva si el nimero de

cuadrados positivos de su forma normal es n. es decir. si el rango y ¢l indice
positivo de inercia coincide con ¢l numero de variables.

Ejemplos ‘ .
1. En R\ g(x.3.2) =x*+)?+2% ¢s definida posiliva.
- fogec - ! itiva.
' alx.y.2). =x'+7* no es definida pqsl i 5
5 fin ::’ q:(x}y) =xi32xy+y* no es definida positiva porque haciendo
BER R’ = 2xy - s
-3 X, =X+Y¥ ¥y ¥, =). se obticne q'(,x,._},} —r'l
4, E:l R glx.y) =x'~3* no es defimda positiva.

_ h ok g
inar si ida positiva. de acuerdo con
terminar si una forma es_dchn . 2l
deﬁ:cr:;:c dirbtmos determinar previamente su Iorma‘ norma:izoa;g:c; alas
“1a forma (.:anbnica.' El siguiente teorema nos da una ;arn:dtemlas 35
f cuadriticas definidas positivas sin necesidad de :k u -
;:mﬂ! candnica y, ademds, justilica que las denominemos ese g
i .

- 3.1 Liiiaial f2 4ih e
mf‘m’:‘ff Siadritica real ¢ ¢s definida posiiva. sty solo 31 ¢x) >0 para to

do x# 0.

ostracion
Dﬂgi q es definida positiva. entonces :
i 0 si x#0.
glx) =)> +... +)7 y evidentemente ¢i{x) > : ‘
q{ﬂke.:‘;pmcan.:cmc. probemos que si g(x) >0 para todo x;-_o. ges deﬁmda
pﬁ;:;ngams que en la forma normal no aparece alguna coordenada al
cuadrado. por ejemplo.” . s
wiﬁ:ﬁ:::euz;;:‘ido xtal que y,=...=¥, {=0 ¥y )= 1. tendremos ¢(x) =0
i stra suposicion. ; _
: x;ﬂmm‘ 'h mils c:;;::d‘;ﬁee l;ll:un; coomnada aparece con Signo negativo,
o DaP s : |
—n&l' ejemplo. g(x) =}::+...+}':‘.|. w7 EViNzoq | figh 533 & 0 b
~ En este caso tomando x tal que },—...—y,_hli X
Q‘ﬁl,) ="1.lo que también es contraric a nuesira potesis.

das al
7 “Por tanto. en la forma normal de ¢ aparecen todas ias coordenada

-

-

B

o

=

A continuacién estudiaremos una nueva caracterizacion de las formas

cuadrado i itivo. ; ‘ !
Dhsérviz: qﬁnzﬂp:sdemsiraciéu es independiente del sistema de coor

dtica.
denadas ual se exprese la forma cuadr e s
| % le:l::‘: i.?-.l es muy importante y se emplea mucho en el trabajo con

i iem-
formas cuadraticas definidas positivas: sin embargo. en la practica no si
- pre resulta ficil utilizarlo.

~ definidas positivas que depende solo de los coeficientes de la forma.
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Queremos recordar previamente que dada una matriz 4 ={a;) cuadrada

de orden n. se¢ llaman menores principales de A a los menores de orden 1%
5

<1 ... 1 de esta matriz situados en ol dngulo superior izquicrdo. es decir,

ay ay a,4ay, ... a; a,, ay ™
0y 0.8 iy Oy Gy oo Gyl ....lay, 4y, ... a,
. G Gy - By Gy G < @

TEOREMA 1.3.2

Una l'onpa cuadrdtica real ¢ es definida positiva si y solo si todos los me-
nores principales de la matriz asociada a g son estrictamente positivos.
Demostracion

Haremos la demostracién por induccién sobre el nimero de coordena-
das, o lo que ¢s lo mismo. sobre la dimensién del espacio,

. Sin=1. entonces g(x) =ax’. y es evidente que ¢ es definida positiva si
y solo si @ >0.

Supongamos que ¢l teorema se cumple«para a

-1 y probémoslo para n.
La forma cuadritica

.2
qilx) =Z a; xX+2 2 a; xx
in Ificmn

se puede escribir de fa forma
n-1
q{x} =ql (xl""‘ xu—i) +2 zaﬂ! 'xl xn -f-ﬂ“ XE.
: i=]
donde ¢, es una forma cuadrdtica en # - | coordcnadas.
Supongamos que ¢ es definida positiva y probemos que también loes g,

Tomemos ¢(x,..... x, ) < 0 para algin vector de coordenadas
e x, )0

Sta X= Xpeere x, L 0), X, =0. Entonces g(x) € 0 y x#0. lo cual con-
tradice que g sca definida positiva. Por tanto, q, ¢s definida positiva.

Ahora bien. g, es definida positiva si y solo si iodos los mcenores prin-
cipales de la matriz asociada a 4, son estrictamenlc positivos. Entonces

a“ al) 1 au b a.fn I
au>0.Ja, ay|>0... fu, Gy -y, >0
n il “l‘ -1 q 1

¥ ¢stos menores de la matriz asociada a g, coinciden con los menores de Ia
Mmatnz asociada a q. debido a la forma cn quc tomamos ¢,.

24 1
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Solo queda por analizar

dy Gy e Qi
det A=1a, ay - a0

................

1 ' nadas con-
Como ¢ es deflinida positiva. haciendo un cambio de coorde

yeniente tendremos
q‘x) =Z; +ane +z;.

i ue es congruente con
La matriz de ¢ en la nueva base es la matriz /. q

A. es decir:
A="PLP="PP.
donde P representa la matriz de ¢

rincipal strictamente positivos. # ; ot
i ' :fo:o{:u iicnmstracidn inversa. €s dccu_. supmuamosig:; odosy
o principales de la matriz de g son estrictamente pos: probe-
l:us que ¢ ¢s definida positiya.

Como
1 aﬂ’l
a,,>0. F‘n iy 1 >k

y cstos menores coinciden con los d'e la ma;:tzm iccidn.
x__.) cs definida positiva segun la hipotesis ,
.'iRcalizando un cambio de

gyl Xy- o xa—l) =}‘:;+"' oy

Haciendo x, =),

o= i ¥i+2 n-zl b. 3, ¥, +b, Vo
aol :

i=l

ambio de base correspondiente.

By ee By

b.;cuo-‘l"'] }0
ﬂn_" g a.-l -

coordenadas adecuado. tendremos

y como
$+3b_ 5, 5,=0;+b, )b, V.. cntonces
gx) =.21 0, +br ) +by, = Bym e = B Vo
g ol Sen r='h,,,| -#,—...—b_,. Haciendo el cambio de coordenadas:
z=y,-b, ¥, i=l..... n~1
£ =3

g,. entonces [/ L6 S

25




@ =2 +...+3  +e2

La matriz de g en Ja nueva base es

T 0.0
D=0 1.0
hg ey >

{4 que es congruente co - t
i ma:;i; de cambio. d:b':'s::s decit, D ='Q4Q. donde @ es la correspondiente
et D=(det ‘Q)(det 4)(det Q) =(det 4) >0. '

| Por tanto, ¢ es : i : _
cia es n. @ ¢s definida positiva ya Que su indice positivo de j
iner-
|
i

Ejercicios

1. a) Sea ¢(x) Ila‘fma PR
bz cuadrdtica definj sobre
| pecto a’la base (a2, =(1.2). a‘=(3'5]!;“:: .R’_

) i

‘I' | Encuentre 4(1.0).
1 b) Considere 4, =(
= --2).3-:(1.—1).1!: 221 y
: (-1 - 1) y halle q(x.y).

Cuya matriz con res-

2. Halle la matriz si i
métrica asociada a cada
una de las formas cuadrit
Licas

siguientes:

l a) 25 St :

( s b; gﬁ}tiij; +6) d) xl+2~"}'+4xz-l’-3}"+y;+7z:
€) 4xy .ﬂ ﬁ+4x}'+4}"+2xz+;l+4__,.z

il
' 3. Sea ¢ la forma : :

cuadrdtica defini -
‘11[ Ux. y. 2) =xy+yisdxz 42 efinida sobre R* por 1a expresion
|

a) Encuentre la matriz de ¢ con respecto a la basc candnica de R®
' } _

. ~_b) Encuentre la matriz de ¢ con respeclo @ la base (a) de R'. donde

Iegf al"'llul.”u u]:(LO«lL ﬂ‘=ll.0‘0].

¢) Verilique la relacién de congruencia cxistente entre ambas Mmalpces,

4, Dada la matriz simétrica
e | /3

A= 1/2

-0 Q
Q:-CC
()

'3

¥

S0 C -

0
0
halle una matriz. diagonal D y una inversible # tales que 4 ='PDP.

T Encucntre una base de R' con respeeto a la cual sca diagonal la forma
' cuadritica cuya matriz en la basc candnica es

- ETERRGE
e M
R\ . -1;

noe. i .

. 6. Reduzéa a dos formas canénicas diferenies la forma cuadritica X+,
.. comsiderada sobre un espacio vectorial de dimensién 2 sobre Q.

5

7. Redizca a la forma candnica las formas cuadriticas siguientes:
ST D .

a) X +2xx, +x344xX, 45X

b) £ -dxx, +2x.x,+ 4xi+x]

€) XX, +XX; +.X, X, ;

- d) - 2x,%,+2x,%,— 2%, + X+ 20X, ~ XX, - 2x;

B ) Xl expx x

D x] +4x +8x 2 A X O — 12X DX X+ XXy XX

:
g) 3 +4x.x,- X3 +8x, 0, <6x.X, +X;

30 : v - > i g
8. Reduzca a la forma candnica las formas cuadraticas siguicates:

(-'u. L H
<cq by z xx
I€i<En

! €) XX +X X | oo XX (s = {-"T]) g~

- 9. Reduzca a una forma candnica la forma cuadrdtica definida sobre R'
- 'mediante la expresidn -

o B

e - i
gl x, x,)z{.t,_—x,)%_(x,-—x-,}’ﬂx.-x,)-‘.
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€ indigue la relacion existente entre las coordenadas en las cuales se ob.

tiene dicha forma canénica y las coordenadas iniciales (x).

ll(). Reduzea xx, +xx 4. *X,., X, a Ia forma candnica
| & igui -
Reduzca las siguientes formas cuadraticas reales a la forma canén;
ica y

12.

13.

14.

15. 8 i 1
€2 A una matriz con coeficientes reales de orden n. si

. c S5ill

_3) 9 +12x,x, + 9%

b) 2x - 12xx,+ 18x

c) —fo*4x,x,-+22x§+12x,x,+ﬁx,x,—x§

Sea ¢ la forma cuadrdtica definida sobre R* mediante la relacién
qx, X, x) =22 +3 400 +2x x, -4x,x,.

un subespacio ¥ de R? de dimens: 7
de g a ¥ sea definida posizivmeMIdn mdxima, tal que la restriccién

¢) Para 1=9, encuemt
sulte diagonal. fe una base (@) de R’en que la matriz de ¢ re-

d) Apoydndose en c)e
ncuentre - .
pla Ia relacién una matriz inversible P ta] que s¢ cum-

(2 1 0
T IR B v
0 -2 9) f

Sea g la forma cuadrdiri :
ca definidg sobre R? medi 4
q(x,. x, x)) =x} +5+ ;-3!_4(_‘, ey 1ante la relacién

4) Muestre que g -
ey que g no es definida positiva, reduciendo q a su forma nor-
b) Encuentre un sybespgci
e Spacio Vde R, = . o
restriccion de g a ¥ sea definida ::53;::”5'6“ mixima, tal que la

Determine, si exist dme
nis cuid?a tl_wsen. los \_fa!tl)res de los Parametros para los cuales las
: Que sc indican a continuacién resultan definidas po-

:} 9x,. xp x,) =222 +x;+3x +2x.x, +2x x,
) alx,. x,. x,. x) =xf—3x§—4xj‘ +ax; + 2fix x,

2 " : métrica
menores principales son estrictamente mayores que c);::.j gu:

muestre que existe upa matriz inversible P 1a] que A="PP
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A

lﬁ- Reduzca a la forma candnica:

‘a) Zx}+x§—4x1x,—4x,x,

b) X +23 +3x; —4x.x,—4xX,

€) 3 +4x} +5x +4x,x,—4xX,

d) 223 +5x3+5x] +4x,x,—4x,.x,—8x.X,
formas cuadraticas del ejercicio anterior son defini-

iga cudles de las :
1. Diga ' baseliak que la clpl'CSion de g respecto a dicha

das positivas y halle
base sea la forma normal.
eométricos que corresponden a los posibles casos

18. Describa los lugares g : :
en tres dimensiones.

de forma candnica de formas cuadrdticas reales
19, Pruebe que ax®+bxy +cy’ es definida positiva si y solo si 4ac-5'>0.
rma cuadsdtica se llama positiva cuando el indice positivo de

son menores que la dimensién del es

30. Una fo
remas andlo-

inercia es igual al rango y ambos
_ pacio. Enuncie y demuestre para esta clase de forma. teo

~ gosalos1.3.1y132

(]
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¥

ar a espacios vectoriales cua-

2°Espacios euclideanos Yy ‘unitarios

2.1 Introduccidn

Al estudiar los espacios’ vectoriales partimos de conceptos geométricos
bien conocidos y, en particular, de los espacios R*y R' Sin embargo. no
generalizamos ciertos conceptos muy usados en Geometria analitica, como
son: dngulo entre dos vectores, longitud de un vector. y otros.

Para tener una idea de ¢émo con la estructura vectorial solamente no
podemos caracterizar los conceptos geométricos anteriormente citados, ob-
Servemos que intuitivamente la longitud del vector 3x debe ser tres veces [a

. longitud de un vector x dado; sin embargo, el hecho de que Ia aplicacién
€N un espacio vectorial £ dada por x--3x sea un isomorfismo de ¢spacios

vectoriales. indicaria que los vectores X y 3x pueden identificarse desde un
punto puramente algebraico,

Es necesario. pues, dotar a la estructura de es

pacio vectorial de nuevos
elementos que nos permita considerar los conceptos geomélrigos gue men-
cionamos al inicio,

Recordemos brevemente cémo estudiamos estas nociones en Geometria
anulitica. Por ejemplo. en R?1la longitud o norma de un vector x =(x,. x,)

estaba dada por fix||=x? +x2 y el dngulo 0 entre los vectores x=(x,. x,) y
y“"'(yr ¥y por

cos 0= XXy,
fixll fl

donde a la expresién x
denotamos por x - .

En realidad, a partir del producto escalar en R? pueden definirse los
otros conceptos, pues conocido x - Y ¥x,ye R% la norma es

=y x - x

y el dngulo entre dos vectores se expresa a partir del producto escalar y la
norma.

» i

,

1+ Xy, la llamamos producio escalar de x yyyla

; ,-.-.:\1-;; Jogico pensar que §i queremos generaliz
lesquiera los conceptos

‘asignar su producto escalar

@

dngulo entre vectores, norma O longitud. etc.. baste

ir de estas
2, scalar en R y a parlir ¢
e opecdes deoris gl ot s o1 . 1 L e 2

~ propiedades generaliza
_ quiera.
' En primer

i ; 1i-
ede considerarse Como una ap
. ‘¢l producto escalar pueds -
cacior : 1us':lr en R, ya que a cada par de vectores de R 1:* pn(:odsmquc
v i 3 ‘que es un ndmero real. Ademds, sa

dados x, ye R%, as R, s¢ cumple:

(l) {x+y) rz=x -z+y v Z
@ (ax) - y=olx -y
@) x 3=y X
4 (x-x)z0 ;
x=0=x= . » 4
k. otras propiedades, como x - (y+2) =x -y+X - Z¥y X - {oy) =alx - ¥)
H::tas pueden deducirse de las qie he‘mos.dada._ Lttt 3
B primer intento de generalizacion, mves_:;guemo: o e
. C(',mgez?orial . obre C es vdlida la férmula conocida par
espacio :

calar v ti 1 iedades. s - !
tiene las mismas propieda _ 2 DR kT
.vt_EnydI“. dados x=(x X)), ¥y=0¥). definamos X = y=XJ, + Xy - 4

‘ con
. sién andloga a ia conocida enl:t: &msn;mhabra P
i : pero em.
propiedades-1. 2 Y Jpe gt ndremo |
R XS x= XX Ak ién intuitiva de la
icci terpretacion in ,
' n contradiccion con nuestra in il
ip,que. ‘?mrﬂr‘i:u; de un vector, la cual nos indica que debe ﬂ;ttll.ll'la udmi‘:me
S i llxll=x - x es positiva se tiene, embargn.  que
real positiva, pues st |ix|[=x P e |
|lix|| =ix - ix es negativa. Esto se resolve finiend:
;}‘;x--7y=x57,+x,§,.
- De aqui
";-I' ';.‘-'.xﬂﬁ
lo que conduce a e
X-ay=ay -x=ay -X=0xX ).
De esm forma se obtiene
ix - ix=iix - x=|i|* - x=x - x. D=
consideracio iores nos sirven para dar una delin axio-
Mtg de producto ::a;‘:l::oun espacio vectorial real o complejo cualquie-

e | e el con-
s ™ e cios vectoriales reales o complejos. 2 atar de
"__-.@'N“:“m%mbreQmmwm_ B T
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generalizar el concepto de norma. pues apareceria una raiz cuadrada que
no siempre estd definida para todo nimero racional.

2.2 Espacios vectoriales con producto escalar

En primer lugar vanios a definir lo que llamaremos producto escalar en
un espagio veciorial E sobre R o sobre €. Por comodidad denotaremos R
y @ por K. y aclararemos de cudl de los dos se trala cuando sea necesa-
rio.

DEFINICION 2.2.1
Dado un espacio vectorial E sobre K. se dice que estd definido un producto
escalar en E si a cada par x, ¥ de elementos de E se le puede asignar un ele-

mento de K. que se denota por (x.;, de forma tal que para todo x.). zekE
y aek se cumple: '

(1) G+y.20=0.2)+¢.2)
2) @x.y=alx.y)

Q) &pr=¢.x

4) G.x)= 0

5y xx)=0 == x=0

En un lenguaje mas formal. el producto escalar no es mds que una apli-
cacién de ExE en X que cumple las propiedades (1) a (5).

La denominacién producto escalar se utiliza por analogia con la termino-
logia de la Fisica. pero también es muy usual el nombre de producio interior
0 Inlerno. .

Si K= R, la propiedad (3) se convierte simplemente en (x, y)={y, x). que
es la conocida propiedad de simetria del producto escalar en R? estudiada
anteriormente.

Utilizamos la notacién (x,y) para denotar ¢l producto escalar de x y y
porque otras notaciones usuales como las de x - ¥ © (x.y) pueden prestarse
4 confusién en determinados casos.

SiK=C, (x.5) es un nimero complejo; sin _embargo, (x.x) siempre es
real pues por la propiedad (3) se tiene (x.x)=(x. X). de ahi que tenga senti-
do exigir al producto escalar la propiedad (4).

De la definicién de producto escalar se deducen:

a) 0, x)=0 Vxek

b) (x.0)=0 vxeE

& Zy+D=0)+(x 2) Vx.y. zeE
d) (ay)=alx.y) Vx, yek Vaek
e) {x.y)=0 VyeE=x=0

D Gey)=0 YxeE=p=0
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I' i / racion i "
’?’ 'Wpenwstl raremos a, d y ¢, y dejamos al estudiante que demuestre de ma-

" pera similar b, c y f.

a) 0.:)=(y—y.x)=(v.x)~(yl.t)=0 VxeE
B ap=Gy. x)=aly. xy=alx,y) Vx.yeE Vc?eK o

g)) (x.y)=0 VyeE=(x, x)=0=x=0 por la propiedad (5) de 1a definicién de
- producto escalar.

1. En R? como espacio vectorial sobre R, {x.y)=xy, —xy,—xy, +3x,y, don-
~ de x=(x,.x) y y=(1,,y,) ©s un producto escalar. e
En efecto, veamos que se cumplen las propiedades (1) a (5). ya g
férmula dada asigna a cada x,y un nimero real
Sean z=(z,.2) ¥ ae R.
K+z.0=0x,+2)y,—(x, +2) ;= (X, + 2) ¥, + 3x, +2) ),
i =(xiy:"‘xt;’1"';ays‘;3;lyx) +ey,—2y,— 2y +32)
=+ )
{ax. y)=(ax,) y, —(@x) y,—(ax;) y, + 3{ax) y,
#) :u{xiyll—x,y,hxyﬁ.?x,y,j =alx. ).
@) Ceyy=xy,—xy—xy, +3xy,
=Yy =Xy =YXy +3y%, = (. X)
4) (x,x)=x'-2x.x,+3x3
{ =(}1—X:)1:+lr;2; 0
8) x.0)=0 =x,-x,=0. x,=0 = x,=x,=0 e x=0

Conemcjmmhvmquehdefuﬁciéndadldcpmduct?mmn
lo generaliza los conceptos conocidos en R?y R’ a upacmmisgmz;;
~les, sino que inclusive amplia el concepto producto escalar en 3el propio .
g (andlogamente en RY). y que el producto eu.:alar en R? conocido:
' X - y=Xy,+X, €s un caso particular, aunque importante segin vere-
mos, de ;:roducto escalar, al cual nos referiremos como producto escalar
usual.
2. En € como € espacio. dados z=(z,2) y w=(w,.w).
W=z W z,w,+(1 —i) z,w, +3z,w : § =i
g:.l)l piﬁuﬁ:)t?caia;. l(o cuallpt:ede ;e;'iﬁcnr el estudiante siguiendo f:l
esquema dado en el ejemplo 1 y observando que se trata de un espacio

vectorial sobre C.
3. En R? como R espacio, dados x=(x,.x) ¥y y=0p»).
e )=3xy, +xy,+x,y,—2x -
mis unxgr‘odugt:: u::ynlla: ;:jque para x=(0,1) se cumple {x. x)= -2 <0.

4. En C? como C espacio, dados z=(z,2) ¥y h‘_=(W..w,).

G wh=z,w, +iz,w, +iz,w, +2,w,

-
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ni es un groducm escalar. ya que no se cumple la propiedad (3):
W D=w,z, +iw, 7, + W,2, + W, 2,

=Z,W —izw —iz W, + 21‘;1

#{z n),

En R" como espacio vectorial ¢
VSaend)s sobre R, dados X=(X,...X) Y
e pd=xy +xy 4. 55,
es un producto escalar que llamaremos producto escalar usual en R"
6. En T como espacio  vyectori

torial sobr -
u'z(“lr._-:_",.)‘ : € Q‘n dm zﬁ(zl ---- za} ¥
(Z. “.>=z|u'l+... +Z‘\?

€s un producto escalar que llamaremos producto escalar usual en Q"

7. En ¢l espacio M _(T) de las matrices cuadradas de orden n con coeficien-

- tes en € como espacio vectorial
vl oy sobre €. dadas A. BeM (C).

donde ‘4 es la matriz trans i
' puesta de la matriz cuyos coeficientes
conjugados de los coeficientes de 4. es un producto escalar ya q:n =

ir'B A4 es un numero complejo, y se cumple:
(1) (A+C;B)=n ‘BA+CQ)=tr(B - A+'B-O) =
=ir‘'B . A +ir ‘B-C=UB)+U4.C)
(2) @A4.B)=tr 'B (ad) =tra('B - A) =at:(B - 4) =a(A.B)
@) UB)=tr ‘B -A=tr (4 - By=tr (A -B)=tr ‘A -B=1r ‘4~ B _(B.A)
4) dd)=r'a:a i
St A =(0.,). entonces

ir ‘A A:za_d 05:2 raﬁji > 0
F=1

ij=1

3 13 £ < - 0
Sitr'd -4 -'0 = 2 a, “52-2 Ina;’ = 0. entonces ¢ =0 Vi,
Lf= =1

. De aqui que (4. 4)=0=4=0.
El reciproco es evidente,

.Sea E=C|[-n xl={f [-n,n]—> i
: -, &l={f. [-x, R continuas}. considerado como es-
pacio vectorial real para la suma y el producto por un escalar de funcio-

nes, Si f.geE, entonces {ﬁg)='[ : ANgn)dt es un producto escalar,

(5) Sea de nuevo A=(a.,.7).

"

.I $i

9. Sea el espacio /, de las sucesiones (a), .. de nimeros reales tales que
Zai es convergente, con la suma y el producto por un numero real de

=1
sucesiones.
Entonces, dados @ =(a ), .. b =(b), . en l, @b)= 2 a_-b_esun

producto escalar en /.

Los ejemplos 8 y 9 deben ser verificados por el estudiante, para lo cual
utilizard sus conocimientos de Anilisis matematico.

Hemos definido el producto escalar para un espacio veciorial de dimen-
sién finita o infinita, pero realmente cn muchos resultados tendremos que Ii-
mitarnos al caso de espacios vectoriales de dimension finila, ya que para los
espacios de dimensidn no finita se requicren otras consideraciones de cardc-
ter no algebraico. No obstante, siempre que sea posible haremos referencia
a los resultados en el caso general.

Los espacios vectoriales reales con un producto escalar se llaman espa-
cios euclideanos y los espacios complejos con un producto escalar, espacios
unitarios. Como en muchas ocasiones es posible obtener resullados para am-
bos tipos de espacios simultdneamente, nos referiremos a cllos como espa-
cios con producto escalar y aclararemos si son euclideanos o unitarios sola-
mente cuando sea necesario.

" Representacién matricial del producto escalar cuando E

es de dimensién finita

En los ejemplos 1 y 2 de productos escalares se pone de manifiesto que
en la definicién de estos son fundamentales las coordenadas (x) y (») de los
vectores y ciertos nimeros reales o complejos que acompafan a las combi-
naciones x.),

En el ejemplo sobre R?

& =X, - Xy, — X9, + 31Xy

aparece de forma natural la matriz (

: —; ) y no es dificil verifi-

car que si llamamos

x ¥ 1 -1
.r=( 4 ) r=(y: ) 4:(_1 3). :
entonces
&.y)="YAX.
En el ejemplo 2, sobre €2,
G w)=z,w,+(1 +D) 2w, +(1 D) Z;w, + 3z,w,,
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Llamando

LTS e P e § A

s+ verifica también fdcilmente que
@ wy='WAZ

Ahora veremos que en ¢l caso d i
_ _ 05 ¢ un espacio con producto escal i
mension finita, si fijamos una base del espacio. sicmpl:'e es ;osible e;:oﬁri:

i representacién matricial para el producto escalar. Lo haremos 1
: en e

« o general, esto es para K=C los :
A= R con los ajustes correspondie 3; oy _resultados serdn aplicables para

St:pongamos que (@),. .. . es una base de £ y sean x:Sx,ﬂ,
= z ya. elementos de E. Entonces :

= " n
Gp) =( }_zlx,ai. }'>=2_Ix,(a,.}')

Dxe Sop) x3a,a)

Li=1

si Ham: =
1amos @, =4 .a), podemos escribir

& 0= Z }_',nﬁxi.
=

k.

llamendo
X 1 ! yl
X 5
SaEMOos
(. )="YAX.
A

s¢ llama matriz del producto e :
A A scalar en la bas
g: l_ash' r‘_- Eeal (euclideano) se obtiene (x. y}=‘l>’f!;;.l iz
¥ mmpq :in;d:;_:; d%l' Lmd;cto escalar, especificamente de (3), (4) y
l%lnmllc i }iticapsim X#0. (Recordemos que una matriz
el caso real podemos pret:isa.r mds, para
“0, que i marrt R M
‘ q !?xllnlos_rcwhadlamobu_md?senflmphub{ ﬁaniﬁi:queht?::'
Cuﬂd!m' asociada a la matriz simétrica 4 es definida positiva,

]

. (AeM[(R)

- s

Reciprocamente, si AeM (C) tal que 4 y 'XAX>0 para X+#0
tal que A=4'y tYAX >0 para X#0). puede comprobarse que si
una base (a) de Ey X. Y son los vectores de coordenadas de x. )
_ de E ch la base (a). entonces (x.3)="VAX define un producto escalar en E
tal que su matriz en la base (@) es A (en el caso real (x,))="YAX).

Esta interpretacion matricial es muy adecuada en el tratamiento de al-
~ gunos problemas. En particular, para comprobar si en un espacio vectorial
' de dimension finita una expresion dada es un producto escalar o no, hasta
. comprobar si es de la forma (x.y)='YAX para cierta 4 ¥ si A4 tiene las pro-
piedades analizadas anteriormente. 2

En los ejemplos 1 y 2 hubiera bastado comprobar que

~ Ejercicios

1. ¢ Para qué valores de los pardmetros correspondientes, son productos es
calarss en R? o € dados x=(x,.x;) ¥ y=0?

8) (xy)=xy,-3x),-3xp,+hkxy, ke R
b & J_r)=¢z.:|r,)'r_,4-!:::,)'—,+c:x,vl+i:i.!:,yl a.b.cde R
c) & Yy=ax, 5, +bx,yy+exy, +dx); 4. b.c.deC

2 Sea E un espacio con producto escalar. Pruebe que si {x.))=0 para 19¢
. xeE, entonces y=0.

3. Sea E un espacio vectorial sobre K. Pruebe que la suma de dos productos
escalares definidos en E es un producto escalar en E. (Considere el prc
ducto escalar como una aplicacién de ExE en K. y que la suma y otras
operaciones s¢ refieren a las correspondientes opera: iones entre aplica-
ciones.) '

“Qué ocurrird con la diferencia y el producto por un elemento pek?

4, Describa explicitamente todos los productos escalares en los espacios vec-
‘toriales R y C.

" 5. a) Considere R? con el producto escalar usual y T: RI— R?dada
por Tlx,, x) =(—XpXx)). Verifique que {x, T{x))=0 para todo xe R!yen
cuentre todos los productos escalares en R tales que &. T(x))=0 pars
todo xe R _ :

b) Si en lugar de R consideramos C? con el producto escalar usual,
. existird una aplicacién lineal de € 2 en @ tal que (. T(x))=0 para todo
xeC?
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’w ;ﬁ,.r espacios vectoriales sobre F y suponga que en F hay definido
~ un producto escalar. Si 1 : E — F cs una aplicacién lineal inversible.
pruebe que (x.3)=(T{x). 713)) define un producto escalar en £ Apligue
el resultado para obtener un producto escalar en C [~n.x! a partir del
producto escalar (£2)=| An w0) dr y la aplicacién
I':Cl-na] — Cl-n.2] dada por
T =fn).

., 1. Pruebe que en un espacio unitario £ (espacio vectorial compiejo con pro-

ducto escalar), {x,})=Re Lx.p)+i Re (x.ip) para todo x.yekE.

8. Sean A<M R): X.YeM, (R): A=(a) y K. D=YAX, Prucbe que

_ : (@
(Y. Y)es un producto escalar enM, ( Rr)si y solosi 4='d.a, >0.a,>0
y det 4>0. :

Y. a) Pruebe que en el espacio vectorial de los

| polinomios con coeficientes
reales R[X] la férmula

S0 8 _ab,
()garf. J:-zl *xi>=£2,j-:-‘;c+l

define un producto escalar,

b) Considere W={fix) = RLY}: 8r flx)< n} con el producio escalar

definido en a) y halle la matriz de dicho producto escalar con res-
. pecto a labase 1, x, x2.... x"de W Gk

10. Sea E un espacio vectorial sobre K ¢on producto escalar a-dimensional
ysea(a), .. . unabasede E Si Ky ky.... k, son n elementos de K prue-

be que existe exactamente un vector x en E tal que (x.a)=k,
i=l....n ‘

2.3 Norma o longitud de un vector €N un espacio con
producto escalar S

Sabrelabascdcnuestmsconocinﬁemossmnétﬁcoseukiyw.podc-

mos definir a partir del producto escalar el concepto norma o longitud de
un vector.

DEFINICION 2,311

Dado un espacio con producto escalar E. se 1
¥ se denola por |ix|| a

lell=y €x.x)) .

lama norma o longitud de xek |
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3; Esta nnrma.esui perfectamente definida para todo x de E. ya que como
wabemos {x. x )z 0 para todo x. ' ; :
| mmaaxeﬁim' da a un producto escalar. Por ejemplo, s:r:;lcltto
.ramos el producto escalar usual x -y=xy,+x,y, y ¢l produ

: 2 i=y1+4 ;\fﬁconrcs-
R) = %y~ 5+ 3 tendremos que ((1.2) 1= \ 1 g
o al primer producto escalar. mientras que [{i.2){i=y1-2-2+12 =
_respecto al segundo. -

*'Las propiedades de la norma coinciden con nuestra idea intuitiva de lon-
Veamos las mds simples. .

M) |ix||=0 e=x=0, R :
sifica que el unico vector de longitud nula es el nulo.

: 5 =|alitell, ; itud _del
7)) ||uxu=\!(o.x. ax) =V’lal2<.x.x) =|aj|lx|l. es decir, la longitud |
' e x aparece multiplicada por | al multiplicar el vector x por el esca-

propiedades de la norma son las siguientes: Tsrtpas
Desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz, Esta propiedad es im-

A 'a 3
il e, ya que relaciona la norma con ¢l producto escalar y se aplica
nente. Se enuncia asi: :

Bibicion 2.3.1 _

o En un espacio E con producto escalar,

i< lixll - iyl para todo x.yeE. ' ‘
%'Mducumplesiysdosixyymnhnealnwuteﬁepcndnmu.

-ﬂx——).y x—2y)2 0 por la propiedad (4) del producto e;calar.
' Kx, p)— Ay X+ 2. 3)
; tt— X =Ap=0x)— Al ) l(;.x)+l_
i ={x, 20— A ) - AG P+ 92 0.
_ Si y=0, la desigualdad que queremos demostrar se cumple de forma tri-
asi que supongamos y #0. ,
: {x.y)

e A . tenemos
i
" 2y "__)
i (IT);} . G 3) e .y (xy G502 0
B T e e

&




e donde . -
G G030 — () () ~ (xy) x3) + (x.p) =20y
Il - Il [ )2, '
O sea,
[l fix)l - vl

segin queriamos demostrar,

En cuanto ala un : ~
como sigue. segunda parte de la proposicién. podemos demostrarla

Si x.y son linealmente dependie
Silehio B ntes. entonces y=kx.
[Ge. ) =[G ke =| ke, x)f
S = ke x) =|k| - fix|2= 4] - .
kel b I - ] - flcy

Reciprocamente

« probemos : .

ﬂeagmnt, dependientes. Que si se cumple la igualdad, x y y son I;.
upongamos : _

Easacte s"i 5 #18 contrario, .0 sea, que x, y son linealmente indegend:

duce a [&x.y) < Hx;[?:? todo A y tendremos (x—iy, x— X );0 fﬂendicma.

la igualdad. Wl. en contradiccion con el hecho de qu.acqsqu:nﬁ;?;

Existen diversas de i
mosiraciones de la desigh :
son mds o menos artificiosas sigualdad anterior todas
muy usual en los - En la-que hemos escogido se usa‘uf::m i
x-Ay.x—2p) yla proesg::m cuclideancs: el considerar el r:::: e
totnde ‘2 propiedad (4). que volverd a encont - 2o
PTﬁDSi e cﬁs g €Jercic10s posteriores, ontrar el estudiante en
udiante aplica la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwar
za

los ejemplos de '
s ¢ producto escalar estudiados, encontrard algunas desigualda

Esta propiedad se ¢ ;
g, onoce como m Idad '
Ia siguiente propiedad geométrica: {riangular. ya que expresa

La longitud de la suma :
] de
gitudes de estos (figura 2.1). fos vectores es menor que la suma de las lon-

Fig. 271

Para demostrar esta propiedad aplicaremos precisamente la desigualdad

 de Cauchy-Buniakovski-Schwarz y una técnica similar a la usada en su de-
~ mostracién.

x+yli=G+y. x+0=ux)+ e )+ e+ 0Ly
={x. x)+2Re(x. )+ 4.7

i considerando {x,y):Re(X.}')+l; Im{x, y).

~ Como
Re(x. y)< |G i< lxll - Il

e +21P< i+ 2000 - Il IIP=Cked+ 1D

- De aqui

ix+yli< lix]l+ vl
Aunque esta démostracién es vilida para R y C, recomendamos al es
tudiante que realice la demostracién en el caso real

importante de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-

Una consecuencia
un espacio real con producto escalar

Schwarz es la posibilidad de definir en
el dngulo entre dos vectores no nulos. En efecto
[ < lixll - vl = J_J—gllxir:ﬁlyu 1, de donde 1<

y podemos interpretar (x> como el coseno de un dngulo del interva-

lixdl - il
lo [0.x].
Esta formula coincide con la conocida en ¢l caso de R?!y R'en la Geo
metria analitica y puede demostrarse que si definimos el dngulo © entre
: {x.9)

x y y por ¢l coseno de dicho dngulo dado por cos 8 =———-—,
’ (Bl Il

{x. 0
el - vl

facen una serie de propiedades conocidas de los dngulos. No trataremos esto

en detalle, pues solamente nos interesa el caso particular en que

el dngulo es L. que estudiaremos en el préximo epigrafe.
En el caso del espacio con producto escalar complejo, no tiene sentido
la consideracién anterior, ya que m <|.i’”| :} m es un nimero complejo.
x . ]

orma puede definirse el concepto distancia entre dos vec-
e distancia en el plano y en el es

A partir de la n
forgs.-' el cual generaliza los conceptos d

pacio.

DEFINICION 2.3.2
Dado un espacio E con producto escalar y x,y€E. se llama distancia entre

X y ¥ y se denota por d(x.y) a
d(x.y) = |lx-yll.
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 ficil veri ar que la distancia asi definida umple Ias siguiente

S, que corresponden a la idea intuitiva de ‘:lis&nci?:;i?:u comc: i
(1) dx.x) =0. d(x.3) 0. si X#£y o
(2) dix.y) =d(y.x) vx. yek

() dix.y) +dly.2)> d(x. 2) V x.y.zeE

(n) x|z 0y jx||=0 &
oD fasii=falil

@3) [l +yli< Jxll+ g~ Pkt A Xe sk,

[ A

interior
rior tal que uxilz\f(x._x) ? La respuesta no es en 1
‘ : genera,
€Omo veremos en ¢l ejemplo siguiente: :
Ejemplo 3

En l_l" definamos |1 ~ ( g I Jr)o.

afirmativa,

lle=YI1+ 1+ p1=2( e 12+ 1

\ inidas :
Por tanto, podemos alirmar que n: f:’m;‘: del producto escala

lbell=Y (x.x) para px2.

r para ;
producto escalar en R* ta] :jc

Ejercicios

1. a) Encuentre la no respec escala
rma de 6.-7) =z R2
e ] con
b) Cnna:ey v ﬁm'm ) =X P =X, =X, 43 ok i ' :
Se (wae 02 los productos escalares dades efa':‘i halle vectores

rma 1) a partir de (.-1).23) y (:.3 4) 5
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¢) Encuentre la norma de (1 -2i. 2 +3i) € con respecto al producto es-
" calar usual y al producto (e.y)=x3,+(1 £0) x5, +(1 =DX, ¥, 4357,
" d) Con respecto a los productos dados en ¢). halle vectores umitarios 2
" patir de (11+0). (1 +i.i=) y (7.2).

. Encuentre el coseno del dngulo comprendido entre x.3. si

r I:;a) x=(k—3.2). y=(2.1.5) en R* con el producto cscalar usual.

4 x=2i-1, y=1* en Cl -x.x] con ({.3)4. Ao gl) di

o x(C 1) e L) e o ey

Si E es un espacio con producto escalar. pruebe:

@) fxtyiP=lIxiit2Re &+l ¥ x.yek
b) Si K= R

-
P
"
&
.-:.
[
L&

e N

Gop)= —l- eyl = —i— b ~yil? Vx.yeE

s 1 H : e y 1 :
B A ) = Hx+y 3_ - - -IJ.'.._h_ iy P -1 2
Rt ox, ) o e+l yi fle—y1] 4 fie + iy 7 jlx =iyl

@) fc+y 1P+l —yiR=2 xlP# 20 YxyeE

E un espacio vectorial sobre K y considere la definicién de norma
una aplicacién de E en K tal que 2 todo x € E le asigna |x|/ek

que cumple las propiedades (al). (n2) ¥y (n3). ’

. Dado pe N. p>0. diga bajo qué condiciones . de p. siendo

- x=(x.x)e RL '

Sl =G X

e define una norma en R .

) Pruebe que ||x]|=.max{|x,|. |x)} define una norma en R’

- ¢A cudl de las normas definidas en a) y b) corresponde un producto es-
_calar en R? tal que |Ix}j3={x. x) para todo x de R¥

L ey
. S i

s Fxﬁebe que una condicién necesaria y suficiente para que en un espa-
cio vectorial real £ con una norma. segiin definimos en ¢l ejercicio 2,
- exista un producto escalar que satisfaga |[x|I*=(x. x) para todo x de E.
-
eyl -yl =2 ]2+ 21IIE VX yeE.
" Analice la afirmacién hecha en a) para un espacio compiejo provisto
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c) P‘!'lleb:, que una condicién necesaria
en R? para que exista un produ
para todo xe R?, i
una elipse,

y suficiente impu,
+ esta
intess 4 una normg

es que el lugar geométrico de 1., ecuacion ||x||=1 se
Taea

2.4 Ort i
ogonalidad en un espacio con producto escalar

Un conce
Plo de gran importanci
entre vect mportancia y aplicabili
OTes en un espacio con producto escala:dae‘? L?:a?l de ortogonalidad
' aparece de forma

ng

Daremos, pues, la definicién siguiente:

gEdP:NICION 2.4.1
2do un espacio E con
: producto
Son ortogonales si y solo si {x. y}:&ca.lar-

Segiin la definici

. micién anterior, se

sin tener que especificar un ordcn'l’:;gce:flr:mr qQuexyy
* X €5 oriogonal

8onal a x, g
calar, ¥a que (x. y)=0 e= (, x)=0 por la propiedad 3)

se dice que los vectores x.yde E

son ortogonales
@y oyes orto-
del producto es-

g OTf que es ortogonal
x)=0 Vxek vy si (x,)=0 VxeE, ent:nccs »=0

Allane no introduii
los espacios co rocujimos el concepto dngui '
n product ; g 0 enire veclore.
En los espaci este caso la ortogonalidad entre yeotor . hay dificul-
- 108 con producto escalar desempe f:n ‘:F;orci:.
neidn importan-

;)E‘l;lNICION 24.2

€ CIce que un sistema de v

. ' e

ortogonal si y solo si (x, ;')-.chfs m:l

Asumiremos

espacio con product E:
XkydeS ucto escalar £ es

. _
odos los vectores tengan norma |

DEFINICION 2.4.3

StemB de Vel
. x . : OICS'S dcl ESpaciO con DtOdl.!CIO eif.‘ﬂlal .& (=1
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¢

i ¥
satisfaga |xf|'=(x, x) | W€

 Aungque en este texto nos

| “jz.l.n base canonica (e),

b

it ShE, =iy
~ tes son nulos excepto elijqueesl esu

 gonal :
L La ortogonalidad del sistema del
- _pel en Andlisis. Observe el estu
; . mlhdad debe probar que las integrales del tipo

’ Lms nt sen mt dt y

vectores de norma 1 se llaman veciores unitarios. A partir de todo
rio de x: el vector

lo x. podemos encontrar un multiplo unita

r no nu

2, limitaremos & trabajar. en general, con siste-
as finitos de veclores ortogonales y ortonormales. ya que el tratamiento
caso infinito, se aparta del objetivo puramente algebraico, hemos dado
nales y ortonormales en ¢l caso de un sis-

definiciones de sistemas Ortogo
2 de vectores no necesariamente finito, y siempre que sea posible estu-
wmos los resultados en el caso general.
- Ejemplos
1. En Ricon ¢l producto escalar usual la base canonica e,=(1,0).e,=(0.1)
~ es un sistema ortonormal: sin embargo, no es ni siquiera ortogonal en el
r-R? con el producto escalar

~ espacio formado po
P G 3) =Xy, — Xy — Xg¥, H3X 0 Y8 que leye)= 1_1 '
e donde PJ‘:{O ..... *-r' .....
con sus respectivos productos escalares usuales.
dado por 4.B)=ir 'B - A. El sistema
la matriz tal que todos sus coeficien-
: n sistema ortonormal.
.(.

o
4. En Cl-n.x] con el producto escalar (/.8 =J‘l A gl di.el sistema
sen ¢ sen 2i....} es un sistema orto-

0) es un sistema or-

.~ tonormal en R*y ("
3. En M, (€) cor el producto escalar
e matrices (E) ., - donde E_ ¢s

i
. de vectores {1, cos 1. cos 2 L.....

gjemplo 4 desempefia un importante pa-
diante que para comprobar dicha or-

_r cos nt cos mi df,

sen nf sen mi dt son nulas, lo cual le deja-

~ mos como ejercicio.

~ temale,}ke N donde ¢,=(0.0.....~~.
T k
~ de vectores.
~_ Seguramente al estudiante le
- los ejemplos dados de sistemas o
- por él como ejemplos de sistemas line
Mthenm espacios. Realmente existe re

i
{

P8 1"5! el espacio /, de las sucesiones (a,), y d¢ nUMETOS reales tales que

> @ es convergente, con el producto escalar a. b)=z a, b, el sis
L, 0..) es un, sisiema ortonormal

habréa llamado la atencién el hecho de que
rtogonales u ortonormales, eran conocidos

almente independientes de los corres-
lacién entre los conceptos de orto-
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gonalidad y de independencia lineal en un §
espacio con
exactamente: producto escalar,

PROPOSICION 2.4.1

En un cspacio con producto escalar E. todo sistema ortogonal de vectores
no nulos S es lincalmente independiente. '

-
Demuostracion

Sea S un sistema ortogonal de vectores no nulos de E. Probemos que si
X, Xp.... X_son vectores cualesquiera de 5. entonces

"
D.0x=0 2¢,=0. i=l... .
=]

(Recordemos que la independencia lineal de un sistema no necesaria-

ga:;l,e finito de vectores de E s¢ demucstra como acabamos de plantear.)

,-_Z;_ ax, =0={ Zu}xi. _xi) =0 == 2 a, ';II..X,):(I‘ (xk.'xi) =

y colino los x, sopl;dno nulos. (x,. x,7# 0. de donde o, =0.
o anterior emos repetirlo para todoa,, k=1.....n ¢
: ] . k=1.....n, con lo que
pr E[’do que S es linealmente mdependiente.* s e
recurso de multiplicar escalarmente por un vector ili
: r | ortogonal utilizado
en csta demostracidn. es tipico en el trabajo con los sistemas ortogonales,
cnmnoe c_:?mprobara el estudiante al encontrarlo frecuentemente
a proposicion 2.4.1 se infiere inmediatamente . i
3 que en un espacio
vectorial con preducto escalar, el nimero mdximo de vectores nmmapn:cme
ortogonales no p_ugdc superar a la dimensién del espacio. lo cual coincide
cop nuestra intuicién geomélrica. ya que si interpretamos que los vectores
n;ulumnte onmles dan las posibles direcciones perpendiculares en el
plano y en el espacio. sabemos que estas no exceden a dos y lres respecti
vamente, esto es, las dimensiones de R y R’
et En 1a dmmddn de la propqsicidn 2.4.1 también aparece otro hecho
interesante: al suponer una combinacién lineal de vectores de un sistema

ortogonal de vectores no nulos S, por ejemplo Eu,.r. con xe5, aeckK ¥y
i i ’ i .

calcular convenientemente, encontramos que si x
1= z ax ={x. x*)zi alx, x )=0,(,.x,)
=1 ¥ =} &

0 sea,

=zugr entonces

-, Sien particular ||x ||=1. entonces @, =0 X, ). 0 sed. que si § es ortonor-
- mal. o =& x,) para todo k. Este es un resultado importante, pues indica
1 - gue en un espacio vectorial con producto escalar se tiene una férmula ge-

- nperal para calcular los coeficientes de la expresion de un vector como conr
~ binacion hineal de un sistema ortogonal ¥ ortonormal; de agqui que pasemos
k » g estudiar dentro de los espacios con producto escalar. las bases que sean
-g)_ a la vez sistemas ortogonales y ortonormales, precisando si es gue estas exis
ﬂe*_":i' ten y cstudiando qué resultados podemos obtener a partir de su existencia.

. Estudiaremos la existencia de base ortonormal ‘solamente para el caso de
© espacios vectoriales con producto escalar de dimensi6n finita, ya que ¢l es
~ tudio en dimensién no finita requiere de consideraciones no solo de tipo al-
- gebraico. No obstante. plantearemos algunos resultados relacionados con es-
e problema que el estudiante puede encontrar en forma mds general en

. cualquier texto de Andlisis funcional.

~ DEFINICION 2.4.4

; Se llama base ortogonal (ortonormalj~en un espacio £ con producto gscalar
Y de dimension finita, a una base de £ que sea 3 la vez un sistema ortogonal
 (ortonormal) de dicho espacio.

&8 En los ejemplc . de sistemas ortogonales ¥ ortonormales hemos encontra-

~ do alguncs que sc 1 bases, pero el problema consiste en establecer si en cual-

~ guier espacio ves iorial con producto escalar de dimensién finita existe una

~ basec ortogonal. -a que una vez encontrada una base ortogonal, multiplican-

~ do ¢ada vector de esta por el inverso de su norma obtenemos una base or-

- jonormal. La respuesta a ¢ste problema es afirmativa y se demuestra €n el
. siguiente leorema: \

. TEOREMA 2.4.1
. Entodo espacio con producto escalar de dimensién finita E existe una base
ﬁ ~ ortonormal. :
~ Demostracion
: Como siempre ¢s posible alirmar la existencia de un sistema ortogonal
" de vectores no nulos, ya que €l sistema formado por un vector no nulo es
- ortogonal, probaremos que partiendo de un sistema ortogonal del espacio E
. puede encontrarse una base ortogonal de E. (Ya aclaramos anteriormente
~ Que basta demostrar la existencia de wna base ortogonal, pues a partir de
~  esta se encuentra una ortonormal.)
% Sea, pues, dim E=n Yy {x,. %5 i X,,} un sistema de vectores ortogonales
M nulos de E. Sabemos también que m<n '
i m=n, entonces como {x,xy....x,} es lincalmente independiente. seria
- una base de E y quedaria probada nuestra afirmacion. _ :
. Sea pues m <n. Intuitivamente nos damos cuenta que el problema con-
. siste en demostrar la posibilidad de afadir elementos 2 {x %p....x,} de ma-
~ nera que los nuevos sistemas de vectores continden siendo ortogonales y de
. csta forma encontrar una base de E.
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Si tomamos un vector y cualquiera de £, entonces es fdcil verificar que

xX=)y— —-‘:‘E‘:&x‘t es ortogonal a todos los x.. i=1,....n. En efecto,

2y} (X*.I'\)
Ct. I):(\;. x'-)* 2 M - 3 {)‘. x')___ 0 xj).__o_
kit ul.xi.)

Comgo el nimero de vectores de un sistema ortogonal estd acotado por
la dimensidn del espacio, podemos afirmar que en un ndmero finito de pasos
llegaremos a un sistema ortogonal que no puede estar contenido en forme
estricta en otro sistema ortogonal. Si demostramos que este sistema genera
todo el espacio, serd una base de £ y. por tanto, tendrd n elementos.

(Observemos que en nuestro razonamiento aun no hemos probado que
completando el sistema ortogonal llegamos a una base: de ahi que debemos
probar que al agotar la posibilidad de seguir aumentando el sistema ortogo-
nal, obtenemos un sistema generador.) '

Tenemos, pues, un sistema ortogonal de vectores {xpxp.x,} de & tal
que no estd incluido estrictamente en ningiin otro sistema ortogonal de vee-
tores, de E. y debemos probar que {xl.x,...,x,} genera el espacio E. -

Sea zeE. Segun vimos,

o Gx) !

es ortogonal 4 {x,.x,....x,}. Si u#0 entrariamos en contradiccién con el
hecho de que {x,.x,....x} no puede ser ampliado a un conjunto ortogonal

5

que lo contenga estrictamente: luego u=0y z = -S-z—x-l}—x 0 sed, z

= (x!'xl'> '
pertencce al espacio generado por {x,.x,...x}.

Proceso de ortogonalizacién ( ortonormalizacién) de
Gram-Schmidt

En la demostracién anterior aparece de forma implicita otra via para re-
solver el problema de la existencia de base ortonormal, la cual tiene gran
interés practico ya que ofrece un.método de construccion de una base or-
tonormal en un espacio con producto escalar. Este método con el cual se
construye un sistema ortogonal a partir de un sistema lincalmente indepen-
diente, se conoce cen ¢l nombre de proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidl y se basa en un hecho geométrico bien conocido. Trataremos de dar

. una idea intuitiva de este proceso,

Supongamos que en R? tenemos dos vectores cualesquiera b,. b, lineal-
mente independientes. A partir de {b,.,} podemos hallar geométricamente
un sistema ortogonal mediante los vectores a.a, donde a,=b, y a,=b,~b;
(figura 2.2).

¥ 1 17

2

"
42

:- al:ﬁf' v o
e 4
L]

- —" Ahora bien. como b} es un vector en la direccién de b, solamente tene-
l“nos gue hallar su longitud.
~ Sabemos que
.
IS 0=—2200 _ y i5;j1=lcos 0] 115,
= 1,1l - 11l
'-Ini:.j :Lw

e
%

b’g [_(bl‘_]__b ) ] _Lb
IR S LA R LA i) v QA
* pues debemos tomar el vector unitario en la direccion g Brire l_q

o=

s i
e

-

sk

A

1§
&
o
~

B,by |
y ¢l sistema ortogonal construido a partir de {b.b,;} sea

e
L3

a,=b,

(byby
by ®,.b) b

) b\

na vez encontrado el

Hemos trabajado de manera muy intuitiva, pero u e 4l

; . sistema {a,.a,} es muy [dcil verificar que s ortogonal lo cual dej

 tudiante {amos en Geometria anali-

S - Obse 1 vector b, es lo que conocia !

i3 tica por r;:mn::c;:e e de b, sobre la recla detemunu?a por b;t-: e

B Supongmnos ahora que en R’ tenemos tres vcct:“}'esdim?ln:ﬂw =

= & ientes. b.b.b, y queremos construir a4 pd ;
e rgco _%bpa) , obtenemos un sis
" tema ortogonal. Si tomamos a,=b, y a,=b,~ -

- go faltaria hmm(:“:ézmruir el tercer vector
: : o .

 lema onq;%ml la, a,}, luego R B ULOEh e 29

b Mmml. €amos situacién (ligura o




Fig. 23

De¢ nuevo la dircecion ort vee

; ogonal 4 a, y a, cstd dada e

pero :'::1 es u:amcm;; d:‘l, plano dctcmtin'ado lp:u- @,y a,:t:i'lona‘;:::y:;t-u‘{:;
& : : _ _ :

lbmamnlcm:‘ plano vy tenemos una 19rmula para hallarlo. exac-

L (bua)
biw rN,
e

< (btﬂ]) 4+ (br“f .
{a,.a) (a,a) G

de donde resulta que

(b.a,)
s a,-

(H_,.a'} :
la, I

(b a))
@pay g

El estudiante puede verific
car que / -
que {a,, a, a,} sca un sistema onmgfsdg':?éot:::&a AR SN S
tricm%scﬂr;c;m;ﬂ (::a NUCVO que para oblencr b, hemos hallado lo que geomd-
e dep::m de b, sobre el plano determinado por a, y @,
R oo raciones anteriores no ¢s dificil plantear ¢l

;’::‘.zit;i:dh _2.4._2 (Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt)
| n espacio con producto escalar y b, b,.....b, veclomhﬂﬂlmtm

a‘=b’_

R A e

Entonces os posible construir a parur de los b oun sis

Cindependientes de E.
jema ortogonal de sectores Uy hpeenstly s IIRTADLE T8 formula

a b \‘Mu‘h:al
- a.u)
y a, by

- Demostrac don !

-~ La harcmos por induccion. Tomando a, b, ya vimos anteriormente que
" para n-2 ¥ n=3 sc-cumple ¢l leorcma. Supcngamos gue ¢l sistema
. u......q,) construido segan la formula de la hipétesis ¢s ortogonal para
S asm. Yy probemos que mediante estd {ormula podemos encontrar 4., , tal
‘F;.]uc . Gp.aorth, | sea ortogonal. ¢slo ¢S

&b

..'.:'< . um % | ¥ hm 5 2 E-J-J_u)- “r >

~ Ca.a) _
@, ,©s no nulo. pucs si no scria una combinacion
. lucgodelos b, lo que estd en contradiceion con que AL
" ie independicntes. Por otra parte. .

4 (hy -4 Cazu)

B o) - a)- g i 8 i B
3 u-lal m-§ le (ﬂ'].ﬂl}

iy ';»}-‘ =7

lincal de los 4, ¥
h, scan lincalmen-

MW

i

F A

B
.
= (h_. .a)- (b, .a)=0 para i=l....0m.
~ oy el sistema {u,.ar....um_1i <era un sistema ortogonal de vectores no nulos.

" Una vez cncontrado (d,.dy....a,] ortogonal. cs cvidente gue

{_a._ i ol
Ul Nl llar, 11}

" s un sistema ortonormal obtenido a partir de (@ tp... ) -

para oblencr un sislema orto-

El proceso de Gram-Schmidt da una via
vectores lincalmente indepen-

normal de vectores a partir de un sistema de

- Si partimos de una base del espacio en un espacio £ con producto eseu-
lar de dimension linita. aplicando el proceso de GiranvSchmidt y la pornvt-

1 inverso de la norma) de los vectores obtent-

al del espacio. por lo que
constructiva, de la cxis

ucto escalar de dimen-

Jizacién (multiplicacion por ¢
dos cn dicho proceso oblencmos una base ortonory
resulta la demostracion por otra via. on csic caso
~ tencia de basc ortonormal en un espacio £ con prod

cmplos précticos de aplicacion del proceso de Granx
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el gl Ll

FERESE LR e L
5 ;_“\{?'gﬁ\-i‘ -5

s i i

i 1. fil; g’otzfl bﬂ (]’!?gu;;obmal;rl lusunl considercmos los vectores
U, Oy =—10, ), = # ) & -
G Séhmidt ua i i !:monstn;;;aaujas mediante el

El sistema {5, b b : : :
ficarse con ricmﬁad'.} ¢s linealmentc independiente. lo que puede veri.

Apliquemos 51 proceso de Gram-Schmidt.
ﬂ]=b|= {3’\ 00 4,

pro-

Ab,a,)
ay=b,~—22 ; _(_1.0.7) - 1.0.743.0.4)) '
W (a,a) (=10.7) 25 (3.0.4) =(-4.0.3)
al=b’——(£}:£l>_al__.(bz a2'> q
. (a,.a,) {a,a) *

=2.9.11) - £2.9.11).6.0.4))

42.9.11) (-4.0.
. (3.0.4) - ).(—4.0.3))

25

(—4.0.3) =
=(0.9.0)

El sistema ortonormal {c,.c,.c,} estard dad;: por
a
C=—1_ ¢ ;-EL..- (-j:;,——EL.
lla, fla | fla |
gsto es. :

c,=(-§—. 0, —;—-) 6= (— —g—. 0, —i—-) ¢, =(0. 1.0).

Como {b,,6,.5,} ¢s una base

de R’ ; :
$0 una base ortonormal de &' e R hemos obtenido mediante este proce-

2. En C?con el producto escalaf
€z.2). (wow) Y=2,W,+i z,w,~i 2w, +2z,w,.
- hallemos un sistema ortogonal a partir de a

El sistema {(1.0). (1.7 s
V). (1, H es ema lines
tema ortogonal estard da.dou;::s' g

b,=a,=(1,0)

1=(L0). 4,=(1.)).
Imente independiente. El sis-

b:ﬂ,—m = {1‘,-)_.@.:},(1,0))(1.0)

L b)) ooy - 4D
el en esic espacio clculando 01010y )\ ¢ orese
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'3, El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt puede aplicarse a un
~ sistema de vectores de un espacio de dimensién infinita. Por ¢jemplo. sca
" ¢ 1-1.1] d espacio de las funciones continuas en [ - 1.1] con el producto

escalar {f g)= f] Ay glo) di. Podemos construir un sistema ortogonal a

partir del sistema linealmente independiente de dicho espacio, formado
por las funciones .

fix) =1, fAx) =x.... [1x) =x".. (ne. N).
Recomendamos al estudiante que halle algunos elementos de dicho siste-
ma ortogonal.

¢l proceso de Gram-Schmidt a una base (b), __para obtener una base ortogonal (a/.
' Ja matriz P de cambio de base de (b) 2 (a) es una matriz triangular. Verifique el es-
tudiante esta afirmacién buscando dicha matriz. : >
"Al motivar geométricamente. para los casos de dos y tres vectores. ¢l proceso de or-
togonalizacién de Gram-Schmidt, encontramos que la solucion estaba dada mediante
g utilizacién de un concepto geométrico conocido: la proyeccién perpendicular de un
. vector sobre una recta o un plano. En estos casos sabemos que la proyeccidn estd re-
& ~ lacionada con la bisqueda de la mejor aproximacién a un vector por vectores de una
~ recta o un plano, ya que. por ¢jemplo. en el caso del plano & y B ¢n al proyectar B
. perpendicularmente sobre dicho plano encontramos que IB—ali< |B-yll Vyex (figu-
B ra 2.4).

".' :

- Fig. 24
En las aplicaciones aparece [recuentemente t_Jrin gencralizacién de este
~ problcma; esto es. dados un subespacio W de un espacio E con producto ¢s-
~ calar y un vector f de E tal que B ¢ W, s¢ plantca la busqueda dc un vector
- @ de W tal que ||B-ali< B—Y| para todo yeW. Si seguimos la intuicion. ¢s
~ légico pensar que si esic vector @ existe. debe ser un vector que sea ortogo-
~ nal a todo vector de. W.
: 53




El proceso de GransSchmidt da [a respuesta i este problemacen o cawo
de un subespacio de dinension fmita de un sPaviey con producto escalar

PROPOSICION 2.4.2 ’

Si E o vn espacio con producto escakir v 11 yp subespacio de dimension fi-

nitg de £y a0 una Base ortonormal de I, entonges si BeE, ¢l
vector o« 11 dado por

] E'\i‘-ﬂ:'u’, es tal gue B afj= 4B - 1 Ve 1

i1

Demostracion
Sabemos que B

: <5 ortogonal a 1odo g, por la demostracion del teore-
ma 2.4 1. lucgo |§-

@ ¢s ortogonal a todo vector de 1, pucs si ve -

X Xu v B a xd _'.\'(H . o )y=0.
2 2% W2
Probemos que entonces
Podemos escribir

By wow-y Vyel

Como u-7¢ M v B -« os ort
=i 8 el s Jlo - 72
De aqui. I8 71> I8 - aff vyeht

La proposicion anterior serd vilida. obviamente, para todo subespacio
d_c un cspagio de dimension finita. En ol caso de los subcspacios de dimen-
Si6n infinita de un espacio de dimensién infinita. no sicmpre es vilida, {ya
yue de hecho la definicidn de subespacio en dichos casos no coincide cxac-
Limente con la puramente algebraica que conocemos ¢n el caso finito).

IR ali< -7l Yyew

ogonal a lodo vector de M. tenemos gue

'. Obseryemos que i ui;
sepiite oblener un \-ca.‘lm' ‘
sucdc inlerpretarse gt.'onmncunmw LW" .
tencr la minima distancia entre este y U

AR & wocton de Al ane
I3 il significa que « ¢S & vector

‘I chic ;tlin:md minima. En ¢l caso de un plano
4 ¢l punto del plano que pormite
xterior (Ngura 2.5).

; p es y
Oiras propiedades de los sistemas } bases ortogonales )
normales

© Yeremos ahora algu
bases ortogonales 3 orlonormale

. resultados de utilidad acerca de los_ sisiemas ;
oo . Tundamentalmente para cspacros_cu: g:;w
: i - ! riorne
o escalar de dimensién finita. El cstudl;amc Lgcngfg:r; m gy
-‘&pﬂ' ’ sion infinita. algunos .
spacios de dimension infimita. _ . B
i c pc:o conocerlos en ¢l caso finito le scrvird de base pa
__ § o
arior del caso inhimito. | sy
; . SpACIo © ucto cscalar y
;"Dcsfguufdad de Bessel. Scan E un cspacio n_.on pr:dﬁ
.. -
5. x | un sistema ortonormal de veclores dc E. Ento
FEER T n - =

..L*-_E-E(,tht,) ‘< |lxiif ¥xek
s

.2(1-, x) x, ¥ caleulemos e, x 2
i

{x - Ett,xf)x'. X+ nzl(-t-‘-'.) =
. - :

. vl S 0 @) 5 x)
M e

\ —={x,X)— RZ(_t__‘(:) (_'(._g'}-
S i1

P

LS. .

E) & F ! ; . i)!
=tun’“2‘“’x'y‘:' .-.E.m‘x‘x : z‘l :

: '__:_“Hxﬂl ..2‘{.’(.3,—”1‘

(r.x) 2 0 para todo y € E. tencme”

R o 1
! Jnx“'é_ }(,\'. .‘."} = 0.
‘aqui resulta

3 |t ope el




La técnica que usamos en esta demostracién combina las propiedades del
producto escalar con la definicién de sistema ortogonal. y se utiliza en la
demostracién de muchas propiedades. El estudiante debe tenerla en cuenta
para utilizarla en la obtencién de resultados similares. .

La desigualdad de Bessel puede ser enunciada también para un sistema or-
togonal, como sigue:

§i {y.5ma.3,) es un sistema ortogonal de un espacio con TR
E y yekE. entonces : alar

T
_..L....g 12
2 T i

La demostracién no difiere de la anterior, por lo que la dejamos para que.

sca realizada por el estudiante.
La desigualdad de Bessel tiene una interpretacion geométrica que veremos

mds adelante. pero el estudiante puede pensar desde este momento en qué
consiste. '

(2) En un espacio con producto escalar de dimensién finita E. dada una ba-
s¢ ortonormal [a‘.a,....a_} de E, se tiene que .si x':Ex‘a', y:Zyja!.
i=] i=

entonces

{-*».P)=x,;, +x2171+... +x';v;,

Demostracion
(x, 3= J'zxi a, 2 ;-Jaj>=z z X, ¥, fa, a)=
i=l =1 ' J

=X+ + X5
Este resultado reafirma la importancia de las bases orlonormales y de que
en todo cspacio con producto escalar de dimensién finita sea posible encon-
trar una base ortonormal, pues acabamos de probar gue si expresamos los
vectores del espacio en funcién de una base ortonormal de este. la expresién
del producto escalar no difiere de la del producto escalar usual en K™, Esto
lleva implicito un hecho que formalizaremos posteriormente: que todo espa-
cio vectorial con producto escalar de dimensién n sobre X es isomorfo a K",
no solo en el sentido de Ia estructura de espacio vectorial, sino también des-
de el punto de vista de la estructura de espacio con producto escalar.
{Mos anteriormente que si tenemos un sistema ortonormal lay.....a) y

Xek es tal que x= X @, entonces x,={x.a) lo cual es aplicable a unga

basc ortonormal del espacio.
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base ortonormal del espacio con prodafcw_ ::c:::
tonces ¢l coeficiente i-¢ésimo x; de x &k en

. x=){x.a)a,
@), ., s¢ calcula mediante x,=(x.a). En otras palabras. x E 4
Figin

@) Si {aa,....a} es una
‘de dimension finita E. en

] - . . g
") Identidad de Parseval. Aplicando (2) ¥ (3) obtenemos la siguiente igua

7

dad. conocida como identidad de Parseval:

' ; escalar
s { a_} es una base ortonormal de un €spacio con producto escala
f :ilgerl;s-i'&n!fuﬁta E. entonces para todo x €E,

1 ?" lixlit=2, |¢x.apf

=
% "-.-_ =

=t 0= Sx 5 =D a) Gy = E |xa)’

i=1

ety 1) &
En un espacio vectorial con producto gscalar. la ;::z:;grc:e geui:ml.. ‘
una condicién suficiente para que un sistema ort N ,nlf;m‘ y
: i E es un espacio vectorial con producto gscalar de d:mc:s:b_ S
'ﬁif*lcslld,. a,) es un sistema ortonormal de E tal que par todo x ¢
b A peey :

= -}"-“_-'-’Z‘ (x.a)f%, emtonces -

 dim E=k y la,ay....a,} es una base de E.

' - 10. Si base de

nr;::n que se cumple lo contrario. Si la,ay.... a,} no s:: I::taogonal ;
, . s es posible encontrar un vector x, no nulo que

l:::a). pero segun la identidad de Parseval 2

k=D [(xpa 2 =0=x,=0 33

'_ — ha
,. esto contradice lo supucsto. X, ac-
_ h iedad (5) tiene un valor fundamntaln_lcnlc Fedncq' 9 :: é:ﬂl:;r;
-ﬁlw cio con producto escalar de dimension fimta..p‘; nimero de
lica cn un ;sg:ma ortonormal es una base basta comprobar ;:!:‘s b oy
- Da quel.m o . : dlc cio.Siﬁcm

lencin e con b dmevin & e, 1 ST e

B> esqncmn?nﬂu las diferentes caracterizaciones de base orto s
citn tl'l'lllﬂdm ollando de forma implicita en las demostraciones.
hemos ido T 57




(6) Las sigui i s
r::l::wﬁ me cquiv :lcn.ws que caracterizan a una base or-
|wdo s r L‘Tﬂ'lﬂd& dimension finita con producto escalar. ks hemos
alm& a.ndn' mcuamlu.u.nglc en ¢l desarrollo del epigrale. pero invita-
r . - 0 1 3
!l‘los‘ udla_ 4 proba nucvo, como resumen, la equivalencia emre
En un cspacio con prod
! ucto escalar de dimensién fini as sigui
e gy tscvog - mita. las siguientes pro-
b : : ¢l su : ;
o M!: o que ¢l subcomjunto ortonormal #- {a,. a,.....a
a) B ¢s un conjunio ortonormal
; completo. esto ¢x. no existe -
- ; " . exnte otro conmyunt
onormal de vectores de £ que lo contenga cstrictamente. Nib o
b) (v. a)=0 para i=1....n=x=0 ;

¢) =E
d) Vxek. -"‘-*S(-“-“;) a,
i=1

¢) Vx.vek. (x.,l‘):S {x.a)<r.a)
=1

0 Vrek. xS ¢x.q):

Complemento ortogonal. Proyecciones
En R?y R’ yimos los sigui |
2on-In. inteléidn poomits :::llm:s resultados que corresponden Lotalmente

En R’ ¢l conjunto de vectores ortogonales
; . . tles a una recta dada es una recta
m?nll de direccién ortogonal u la direccién de la recta inicial (figura

il

~ o RY el conjunto de vectores ortogomales @ un plano vectoril o una
~ pecta vectorial de Jireceron ortogonal 1 tode sector del plano iNigura
2 6by,

or v gue os de gran aphica-

L na generalizacion natural de Ta adea anten
adisticat, consiste en o si-

cion on diferentes ranus Jome el Andls v L bt
guiente:

FINICION 245

Jos un cspacio vectorial von praducto escalar £y 1
al de 1y sedenota por 11 e tee: - ortozonal) al conunto

E. ~¢ Uama orio-

TEERE RN RS R v AN | B U LR

~ Ejemplos
1. Si en R® con ¢l producto excilur usual consideramos
)

oG, (1231w, G720 1
aw) 0 Var I

cRlonoes

7 % B i v
EL ::, Esto ¢s v debe cumphir
(. w,) 0
. vy O

 De agui resulta ¢l sistema
B2 s 20
B Sidy S0
By
L e B3R 1w A8 S B e By R

-

""'!in'aliu ol estudiante cudl sera W si W Gy X

1
‘Sca £ =C | ~1.1] con el producto escalar (/. ®) --[ _.{iﬂ gl di y sca
W=lfeC! -1.1] tales que f1-0) = =0}, esto es. ¢l subespacio de E de

III.. E - -

~las funciones imparcs.

. Hallemos 11" . Para ¢llo razonarcmos me
de tipo analitico. g

diante algunas consideraciones

«l

Sotgedd LMD G | S0 g di O VI 8
’ 1

' '§i ' os impar. su grifico en | L] o5 aproximadamente de la forma re-
~presentada on la Ngura 2.7,

Por tanto. ' oy di 0.
N i i I
- Por otra parte. o Ficil verilicar. § lo dejamos al estudiante. que ol pro-
~ dueto de dos funciones impares o8 una funcion par. ¢SO0 e, una funcion
tal que g 0 eln). vy ¢l producto de una fUnCION Par POr una impar es
funcién impar.
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Fig. 2.7

Es evidente también que el - i
que el grifico de una !‘uﬂc:dlli par es sin;étrico con

C to . Ll 1 3 L}

Ademas, es conocido que toda funci

1O uncién (en partic
‘expresar en forma (nica como la suma de uTn l‘u:i-ai; R e
exactamente. = i N par y una mmpar.
Si feE. f=f,+/, con f, par y /, impar, donde

fo=LOD Ly 0o
< 2 ¥

‘Ahora podemos buscar W+, .
St geW*, entonces

(.Cg)=fl S gt)di=0 YfeW.
Como fes i . =

] impar, tomelmos £=8,+&, con g, par y g, impar; tendremos
8= f_ lﬂl)glmdw j: Iﬂ:}g,ﬂ)dz. |

]

AR
_[ "ﬂ:)x,md:=o Y/ek.

* Pero g, ¢s impar. lucgo ' .
“'-J’ll sglllg,llldml). de donde g,=0.

: W* serd, pues. el conjunto de las funciones pares.

¥ Aunque ¢l ejemplo anterior resulta un poco laborioso, hemos qucrido

e el estudiante pueda darse cuenta de cémo hallar el ortogonal de un sub-

-into infinito en el caso de un espacio de dimension infinita. En ¢l caso
¢spacios de dimension finita. la busqueda del ortogonal no tiene nin-

dificultad. pues como veremos se puede reducir & la solucién de un sis-

ta de ecuaciones lincales homogéneo. :

~ Algunas propiedades del ortogonal de un subconjunto son las siguienties:

~ Sea E un cspacio con producto escalar y WcE. Entonces:

l ) W* cs un subespacio vectorial de E.

9 (W}l= W.i' » >

o =£ y £*=l0}

EOREMA 2.4.3

‘s de dimensi6n finita, entonces para todo F subespacio de E sc lienc

¢ E=Fo F* y (F})'=F i '

Probaremos algunas de cstas propiedadcs para mostrar las técnicas de

jo. y dejamos las restantes como cjercicio para ¢l estudiante.

.n! u de-(z] : 'y

Debemos probar que (W) =W+ y reciprocamente. : :

s que Wi={ax 4. +ax : aek. xeW. ne N} Si
L entonces (. ax,+...+a x)=0 para todo elemento de esta forma.
icular {, x)=0 para todo xeW. lucgo (W Vi, e

' Sea ahora yeW*. Debemos probar que (. 8%+ ... +,a,x,)=0 para todo

@K, x eW. Entonces i g i L N '

L G x b 0 X =T G +8,(rx,)=0.

que (). x)=0 para todo i por ser y< W K

~ Esta propiedad significa que para hallar ¢l ortogonal de un subespacio
iciente hallar el ortegonal de un generador. lo cual en dimensién finita

equivatente a plantear un sistema de ecuaciones lincales homogénco dado

(x.a)=0. i=1.....n. ya que W={a,a;....a,}). .

, 'l'éﬂ de 0] « i n

={0). Sabemos quc 0ek* y que E*={yek : (x.;)=0 ¥xek}. Lucgo

=(.1)=0= y=0. : - _ &

racion del teorema 2.4.3 ; _
£mos ‘probar que VzeE puede -escribirse. como z=Xx+) con xeF,

FL y'que FrF =0} :

6l




Conwe F o~ sabespacio de £
dimension Linn
nial.

ML Ul espacie con producto escitlar de

Sea bbb j una base ontonormgl de F o Tomemos v 2(:. hoh,
YEZ-X cnlonees ac My y=2_ x| sepiin vimos on la -.Icnm;al;acion del
teorema 2 4] (evistencia de bjpse ortonormal). i

Probemos nllora gue FeslF .

Sea zeF oF . Entonees 2,70 (oz .
; En cuante aque (FH2- 1 es evidente gue ¥« (F4)*- por la definicion de
Fod e

Probemos o contrario. sea zetl ) . Por la descomposicion £ 8 FL
s¢ cumple Z=xay convell yob | Lucgo
(2 D=0 wand . visy=0.

De aqui que 2-xv=0 sea. 2¢ F con la que concluimos que (F3)* =F

A partir de la descomposicion E=F & F'. para todo subespacio F de £
se definen las proyecciones asociadas 3 dicha descomposicion. esto ox, las
aplicaviones:

Ay E—=Etal que dada ZoF cop z:x4) xek peF. se cumple
Pt x ~

Py E = dada por P (2) v

Conmw y=z- x. tenemos que

R e ™ A 5 Ped2) =ld, - p ) ().
Py W, - p,ose llaman provecciones ortogonales sobre F y F* respectiva-
moenie, 3

. Tanto ¢l tcorema 2.4.3 como la deofinicién de lgs proyecciones ortogona-
lex. son de gran utilidad en la priictica. §i volvemos a la proposicion 2.4.2.
en L cual estudiamos la  mejor aproximacion” de un vector por vectores de
un sucespacio. ¥ unimos ¢l resultado obtenido alli con la demostracion del
teorena 2.4.3. podemos obtencr un interesante resultado geométrico.

En la demostracion anterior. dadas § subespacio de £ y ek,

Pyz) D C.h)b, donde Fxth by (h)

A= it m
L |

vs umi base ortonormal de F. y ¢n la proposicion 2.3.2 obtuvimos quc bajo
estas mismas premisas ol vector 2y (3) ¢S tal que

= P 1= liz x| para todo yek - E

Luego. s¢ vonfirma un resultado general que coincide con lo conocido
para ¢l plano y Ia recta. y que puede interpretarse como en el caso del pla-
no. en ¢l sentido de que la distanciq minima al subespacio se obticne
mediante la proyeecion ortogonal. E rames que después de estas ultimas
consideraciones. ¢f estudiante pucdy I | interpretavion geométrica de la
desigualdad de Hessel que ménciongn " anleriprmente. -
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a Tuego podemos ilirmir que on o eviste una hase urtonor-

R anl dc

Ejercicios
;?’ kn R* con ¢l produclo‘ escalar usual. halle ¢l ortogonal de¢
S L 2.3.4). 0. 8180 25 38
x " alle en R con respeclo a! producto escalar usual. una
i mal de 110 Qi DA +i O ).
"3 Encuentre una h.n: :\rt'?:o‘_.[mal de €
D I 98 VR & 9% WU A o8 W R 24 Y3
' ::_.: >!- cl"c;mc;n:dc los polinomios con cucﬁcicguc:f rt:.les de grado < 1’.'
3 . ‘;;nn ¢l producto escalar del cjervicio 8 dcll epigrale 1.
A J_al Halle una base del ortogonal a ’fl.r+lr‘_ R EAR
b) ’llallc una base ortonormal de E a parlir de - .Iom
M4 R) con ¢l producto escalar (4.B)=1r ‘BA. Encuentre ¢

para ¢l producio ecscalar

=1 e
. 8 Sea

~ a) el subespacio de las matrices diagonalcs.
by ol subcspacio de las matrices simétricas.

m: ..Escan E un espacio con producto cscalur de dimension finita n. W un su-

: W, Si {v.....v, | ¢s un sis
 bespacio d Ey la,. dy....a,} una basc dc W. r 5.
 ema ; vf:n:logc_s lincalmente independicntes ul:;:m ZI v)=0 para
e wodo i.j. prucbe que lv,.....v_ .} es una base de & s
e Sea E un espacio con produsto escalar real (cuclideano). Pruebe

...- L P - i 3 . )=u
- a) xll=lvll = &+y x-¥
b eyl PP e =0 4
+.Se cumplirdn a) y b) en un espacio u@um (sobre t'} _

& ‘Sea E un espacio con producto escalar de_ dimensién finita. Pruebe que
' si ¥y W son subespacios de E. entonces

S L ¥

L a) (P i=VinW?t

B Ve =V e W 24 : 5
E Analice si a) y b) necumplﬂpa:aun:mﬂoh'wnpfodmm

_ . . 4
" 9 Prucbe que si E es un espacio con producto m:w m:pm;.:;:n::uw
" xy yde E son ortogonales si y solo si [jax-+Byl[*= [jax(l*+ [IBy

4l “do par a,p de nimeros complejos. .

10 Si E es un espacio con producto escalar y {x.y} s un sistema ortonor-
~ mal en E. calcule d(x.). st <
1. Si E es un espacio mmmv"“m'“

2 b,f):{:nv)ﬂ Gv.w) para todo weW, pruebe que 9.-)-0 para todo

it
a1

RRA




il&ldm de diversos problemas en

12. Sean E un espacio con producto escalar y a.peE. Pruebe gque
t=Pe=@rN=0.r) V¥ reE ¥

13. Sea ¢n R? con el producto escalar usual, el subespacio W={((3, 4)).
Halle

2) Py (x.x),
b) la matriz de p,, en la base candnica,
¢) W,

d). una base ortonormal en la cual Py osté representada por la matriz
( -9 ) ' SO
0 U .

¢) a,b.c.d para R? con el producto escalar
Gy =x,— X0y — X +4X,),

14. Sea E=M, (T) con el producto escalar (4.B)=tr 'B - 4. Halle el orto-
+ gonal del subespacio de las matrices diagonales. 2 L

15.'Sea W un subespacio de dimensién finita de un espacio con producto
-~ -escalar E y sea p,. la proyeccién ortogonal sobre W. Pruebe que
APy (%) . =(x. p, (y)) para todo x.yeE. .

16. Sea E un espacio con producto escalar n dimensional y {a,a,,...,a} una
base .ortonormal de E. Si f es una aplicacién lineal de E en E y
A=M(f{a)) =(q)). pruebe que a.={f(a).a). '

17. Sea E un espacio con producto escalar y W un subespacio de E de di-
mension finita. Hay muchas proyecciones que tienen a W como imagen.
‘En particular, la proyeccién ortogonal cumple que flpz(x) ||< |jx|| para
todo xeE. Pruebe que si p .es una proyeccién con imagen W tal que

llp(x) ||< |ix|| ¥x<E. entonces s S R

2.5 Formas lineales sobre un espacio vectorial

Hemos visto en los epigrafes anteriores que los espacios con producto es-
calar poseen caracteristicas que los diferencian de los espacios vectoriales
simples. Estas caracteristicas se acentian en-¢l caso de las aplicaciones li-
neales y, en particular, en los endomorfismos de dichos espacios.

Antes de comenzar el estudio de las aplicaciones lineales en un espacio
con producto escalar. profundizaremos en un. tipo especial de aplicaciones
lineales sobre un espacio vectorial cualquiera: las llamadas formas lineales

@ Juncionales lineales.

| 'Elconupwfmﬁn!dﬂunpuderpl;hﬂm&etﬂhﬁoeﬂdeb
Algebra. Andlisis funcional. Investigacién
- s h

L

,. * i g - o
pperacional y otras ramas, y €n pamcular.' enbse:p!cmconprodnﬂo
_". ﬁnedebmﬂcnudio&‘mmdemwm:hmde
~ aplicaciones lincales.

" Formas o funcionales lineales

" DEFINICION 2.5.1

" Dado un espacio vectorial E sobre
v W lineal de E en K.
Recordemos que esto significa que si f es una forma lineal sobre E, en-
 tonces es una aplicacién f: E — K tal que

 flx+)) =f(x) +/) para todo x, y<E

flax) = a(x) para todo azK

o de forma equi\flltnle

=af(x) +Bfly) Va,pekK VX-,J?EE. 3 -
B -ﬁn;:?:r)nm?‘ lineales sobre un espacio E sucle llamdrseles también fun

. cionales lineales, especialmente cuando el espacio E se trata de un espacio
de funciones. _ ‘ PR Ao

Elhmhodcquemfomahmﬂulupcmmuﬂlu_ aplicacion
 lineal entre espacios vectoriales, permite nphcnrlelupmmed@unnenl:
Wmhsapﬁucmﬁm;ummhfmmm

finida del espacio E en K hace que posea pr i upecﬂ”m 2
~ * Veamos primero algunos ejemp bs.hnrﬁ'mcmah‘bmﬁd:hm
mﬂwudhmz.yummuuﬂsmuncmmmhr

lizado al tratar aplicaciones lincales en general. :

| Hemlos |
‘ 1. EnR", dados g, @,..0,

fx) =a.x, +#8,%,+... +a,%, donde x=(x,.....x), es una forma lineal so-
bre R"

: » .

orma lineal sobre R‘udehfmamemr.ynmnnwrda-_
::.qflcmdaapliucidnlinealdt R‘en!mdgdﬁmmapgmrde
s mmmizAdcum;ho_(l,n)nwdiamehupmﬁnY=4X. tendremos
que, si A=(a,....a).

K. se llama forma lineal sobre E a una

nimeros reales fijos, la aplicacién

Xy
=ﬂlxl +..e +n"x"

) =(,.....0)

x-

ﬁ;mh.;&ﬁnr,: R[X) — R donde a= R fijo, dada por
T/(o(x)) =p(a), es una forma lineal sobre RLX]
& o




-l Y@, ¢ i
7%, ¥ @pa,....4, son nimeros reales fi.

Jos., Ji ! RLY]
+..+apa) es una forma line:l-.sol:lre dl:?:"].mr Tpx) = apla) +

3. En M(X) con K= R

TG =R oKX=C como : :

cion &r: MAK) — K definida < €spacio vectorial sobre X, 1a aplica.
L.

Si4 ==(a‘). entonces tr (4) = QG +...+a = . es
e £ 1
~ ‘J‘E 4 l..lrl:l forma |i-

- neal que
Que aparece frecuentemente en diterentes resultados. -

. %

En la mecdni anti ini
4 Mmecdnica cudntica es de mucho interés la forma lineal definida
:

. Sobre C [a,5] por x, (/) =ft) donde t,¢(a,b) fijo.

5. En l,;{(x‘) ix e R -2
aeN "4, E
N Y X: €s convememe} como espacio vecto-

n=]

rial sobre R, para las .
: operaciones usuales §
forma lineal para cada ke N fijo dianted; :‘ljefl:nes se define una
& .y

Algunas ] : |
Propiedades especificas de las Jormas linegles

- ve *

N luma : algunashpmpmdades de las formas lineales i i

de i i : » ooy que las diferencian
oda forma lineal no nula sobre £ es sobreyectiva

e dimension n—1 de E. De esta forma la propiedad (2) puede ser enunciada

mo sigue:
E1 niicleo de toda forma lineal no nula sobre un espacio E de dimension

k _ finita es un hiperplano de dicho espacio.
" Reciprocamente, dado un hiperplano H de E y x,¢E © x, §H. existe
"gna unica forma lineal y* sobre E tal que Ker y* =H y y*(x,) =1. Para pro- .

Barlo basta tomar en E una base {a,,a......a, ,.x,}, donde {a,...a .} esuna
de H. v tomar y* como la tunica forma lineal tal que y*(@) =0,

=l....n-1y yHxy) =1

do el hiperplano H de E, .serd esta forma lineal la unica sobre £ tal que
niicleo sea H? De la misma demostracién de la existencia de y* resulta
e no es asi. Veamos si existe alguna relacién entre las formas lineales que
an por nucleo al hiperplano H y la forma y* encontrada.
enemos que E=HGKx, donde Kx,={ax,: aeKk]: luego VxeE. x se ex-
en forma lnica como x=ax,+) con yeH. De aqui que g

00 =ayt(x) +1*0) =wytlxg ¥ x=yt) X4y con yeH.
" Sea z* una forma lineal tal que su nucleo sea H. Entonces
'_:z"(x) =y*x) z*(x) +2*()) =2%(xy) y*(x) VxeE. ‘

De aqui que z*=z%x)y* y z* y y* sean proporcionales.

Es evidente que. reciprocamente, si z* y y* no nulas, son dos formas
onales, o sea, z*=ay*, entonces tienen el mismo nucleo, que es un

ano. .
demos interpretar geométricamente lo anterior considerando que un
slano H de E (figura 2.8a) determina en E* una recta vectorial (figura

(b)
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Realmente la rehdhemfmﬁmﬂesehiperphnmuunm
mﬁmmuenmdummhemtmbﬂadobajohmmtiude
que x, es un punto fijo fuera del hiperplano. Quedaria por analizar qué ocu-

: mﬁtmnamotromdifem_dex,p:merumwemh estudia-

do se tiene la idea bdsica de la relacién entre hiperplano y formas lineales,

Todo lo que acabamos de analizar para espacios de dimensidn finita
puede extenderse a espacios de dimensién infinita, pero al no contar en este
cugconelteormdclrmso. €5 Nnecesario usar conceptos que no hemos es-

tudiado anteriormente y que introduciremos en proximos capitulos; estos

son: relacién de equivalencia y cociente.

Sabemos que la suma de dos aplicaciones lineales entre espacios vecto-
riales es una aplicacién lineal, y lo mismo ocurre con el producto de una
aplicacién lineal por un nimero. También sabemos que el conjunto L AE.F)
de las aplicaciones lineales entre los espacios vectoriales £ vy F con las ops
raciones

F+8)(x) =Alx) +g(x) VfgeL, (EF)

(@) (x) =afix) Vaek.
€s un espacio vectorial sobre K.

Luego el conjunto de las formas lineales sobre E. que no es mas que
LEK), es un espacio vectorial sobre K.

DEFINICION 2.5.2

Se llama espacio dual de E y se denota por E* al espacio vectorial de las
formas lincales sobre E con las operaciones de suma de aplicaciones y pro-
ducto de un escalar por una aplicacién.

Los clementos de E* se denotan por x*, y*, z*, etcétera.

Si E no es Je dimensidn finita, E* es usualmente demasiado amplio y en
general no se trabaja con £* completo, sino con un subconjunto conveniente
de él, teniendo en cuenta estructuras adicionales no algebraicas que consi-
deramos en el espacio.

Siguiendo nuestro “znfoque, estudiaremos fundamentalmente el espacio
duldclosmciosvectoﬁalcsdcdimemiénﬁnitayachraremlasim&
cién en los espacios de dimensién no finita siempre que sea posible.

El esracio dual de un espacio vectorial E de dimensién
finita

En el caso de un espacio E de dimensién finita es posible dar una des
cripcién del dual a partir del concepto base.

Sea E un espacio de dimensién n sobre X y (@), .., una base de E. Re-
cordemos que si prefijamos n valores en K, existe una \nica aplicacién li-
neal de E en X tal que toma dichos valores en (a). Podemos definir, enton-
ces,

@ :E — K dada por ¢:(,9={ 1 para i=j

0 para i#j

sta via tenemos n formas lineales definidas sobre E perfectamente

aterTrL -.i 1 -y Et:L‘(E‘m ,
B | temano sabemos gque dim E*=n. ya que (E
:_-“ K) =(dim E) - (dim K) =n. Podemos probar que la z;nauhl'dc n:
. Lx(lix;:aks (@) . ;c , © una base de E*. Para ello basta pr‘h“:l;é inqdz-
o namen‘t:‘fa" dimension de E*. que (a),. .., *3 hneh‘ groad
upr: que genera a E*. Probaremos, sin cmbar:;}bo:.nj d: N
ya que nos interesa que ¢l estudiante observe el _

Pore

(8 1< icn S5 linealmente independiente.
itn

A
: = w0 b Yosamk
- robar que ) ¢ aj= 0=9

il

-I zu{ ﬂ‘:) (x;=0 VxeE & Ea[ at (x) =0 ¥xekE.

1< j< n. tenemos

) . &
Hemos demostrado que la familia (@), 40 8 lincalmente indepe
FL oy u » : . l .1
‘El recurso usado anteriormente S tipico del trabajo en el espacio du

. ser observado atentamente por ¢l estudiante.

(@)« i , ©S seneratriz en E¥.
. este caso debemos probar que para todo y*&E* existen Q..
que y* =2a,a:. o sea.

P )ﬁ( 2211;:‘:) (x) VxeE
) i=1 .

)=t Vxek.
l:L‘- =

=

., en K

Fa) -
e

‘('.‘ll:ulemus a,?(x}. suponicndo que x‘.:zxﬁl‘ :

(X) Bﬁ:( .szaj) :21’5? (af.) =X.
. i=1 =1
R P

ir. que o' le asigna a un vector X

de E su coordenada i-ésima en la
69




‘base (@), . . Es por eslo que a las formas lincales a. i=1.....n seles lla-
ma formas coordenadas asociadas a la hase (a)

Is:sn’

Teniamos, pucs. quc cncontrar las @, tales que ;*(x) =anj‘lx). Pero
como x=£x‘ a. entonces T
i ,

yelx) =y* (Ex,a,) “2 x)*" (a) =2y* (a)a* (x).
1 I | (R

Evidenlemente. tomamos @ =y*a). . -2

Asi queda demostrado que (a7), , , s generatriz en E* y, portanto. una
base de E*.

DEFINICION 2.5.3

Dada una base (a), ., de un espacio vectorial £ sobre K. se llama base
dual de E a la base (@), __ de E* formada por las formas coordenadas
asociadas a (@) .

Observemos la siguiente relacién entre una base ¥ su dual, la cual rea-

firma su nombre pues-intercambia las l'unciones de los elementos del espacio
y del-dual.

PROPOSICION 2.5.1

Sila),. ., esunabase de £ @), . . cslabase dual de (G),. . .cnks
entonces : e

para lodo y*e k", y“_zZ;‘(al)af
(I |

para todo xekE. x :Eaj (x)a.

Demastracion
En la demostracion de que (a?),. , . es generatriz en E* se encuentran

“incluidas ambas afirmaciones.

L

La pmpqajcién anterior nos permite describir el dual de un espacio E de
dimensién finita en términos de una base de este, pucs si. por cjemplo. xek

S€ expresa como xzz Xa v y"eE”, entonces. llamando 3*(a) =a. tene-
PR | ' ;

" 5
3 x) =zy"{a,)a‘(.tj'=zu,x' =SUX 4o, + 0K
P | (B

lo cual generaliza el resultado quc encontramos para K" en el eiemplo | del
presente cpigrafe.

i dimen-
. Es conveniente sefalar que hemos hallado que todo espacio de

ién finita es isomorfo a su dual. € incluso una forma de hallar :sfrmrﬁ?
. asignando a cada base su base dual. Pero estos isomorfismos
duitho ndependizar los re-

pend las bases halladas y. por tanto. no podemos 1 .
s a:l:sd;bt::idos al usar dichos isomorfismos, de las bases escogidas en el

gspacio. “
E caso de que el espacio E no sea de dimension finita, de todas formas €3 posﬂ)if: de
f ir para una basc (a) , de E dada, la familia de elementos del dual (¢, mediante
b1t #

3 mismia férmula usada en el caso finito. esto es:

1. sii=j
Para todo L a‘_‘tﬂ)*—‘{o_ & inj

ada 4 la base (@) . ya

= sordenadas asoci
familia de formas coor e x con a=0, salvo

" A esta familia se le llama
b dado xeE tal que x=

" aue al igual que en el caso finito,

e
" para un numero finito, a* (X) =0, :
\ s linealmente independiente no difiere (salvo

,-I La demostracion de que la familia (@), € \ om ¢l Ease infinilo) e

" por las consideraciones particulares de la independencia linea

la realizada en ¢l caso finilo.

&H embargo. la familia_(af)_” no es gen

por ejemplo. la forma lineal yt<E* dada por 55 a)
47 (a) a* donde todo 7} (a)#0. 16 cual es imposible. Esio'€
o al de los (@®. Esto nos da un indicio de gue. segun

%““ - binacién line o gy :
et T "ll como CO‘ITI. 3 dual de Chd imcnS‘iﬁﬂ '“'lf““ta es mplm. 4
mos anteriormente. . = demasiado

sitivamente corroboramos la idea expresa

4143

eratriz en el caso infinito. ya que st considera-
=1 para todo & obtendremos

5. no es posible cx-

spacio de d
da de que resulta, en general.

iemplos
Erf R** la base dual de la basc de R™

a,=(1.-1.3), a,=(0.1. - 1). a,=(0.3.—2) se halla como sigue!
‘ - - .

(@), ., ESHE dada por

= 1. - siis)
ajla) ={ 0. sii#j
- Ademds. sabemos que dada la forma general de las formas lineales sobre

R'. podemos escribir:
XX X)) =0 X+ 0K, FRX,
L @xp XXy =Bx, +Bx,+Bx,

L @YX X X ) =YX TG T :
* para todo (x,.x,x,) € R’ en particular para a,. @, 4y
E 7




2. Un ejemplo importante es hallar la

1

La bisqueda de ay. a3, @} puede reducirse,
sistemas de ecuaciones lineales siguientes:

I’ a) (a) =aj(l,-1.3) =a,~0,+3a,=1
L

por tanto, a la solucién de los

=

=0

4 (a) =a¥0,1,-1) =g, -q,
ﬂ? (a) ?0“0-3. -2) =3ﬂ.l-2|;l

[a} (@) =a¥l.-1,3) =B, —B, +3B,=0
[ a; (@) =a30.1, -1) =B:~B: B’:t
@ (@) =a%0.3,-2) =3p,-28, =0
I @ (a) =ay(1.—-1.3) =y,-y,~-3y,=0
{ & (@) =a0.1,~1) =7,-y, =0
- “: ‘a!) =q‘°‘3' _2) =3?}"2Y3 =l

Remli'iendo cm siﬂems Ghtenem‘

aT (-xr Ii. x,’ =xl

@ (% X, x,) =Tx,-2x,-3x,

G (xp Xy X)) =-2x,+X,+x,

base dual de la base canéni .

e,dedichlbauu¢;={o ..... 1 —cn o, 9.
ot

Recﬂfm que ¢l vector
La base dual esté dada por
Cl.(t}) :{ (1}'

dﬂﬂdee:(x_x e X ) =8 + + .
sistemias dCI ecﬂ.cbﬁ,ﬂ !:;:Ilel'lte: X +...+a x lo que dard lugar a los

% inj

(a@,=1 (a,=0 (o, =0
% 2o
1){e= H< @
(1) < u:, 0 < a.=1 {n}J e, =0.
L_"" =0 ﬂ,.,-‘=0 i ﬂ;n'-"l

De aqui obienemos la respuesta:

ef (I‘.x,.....x.) =x:_.

os resuelto el caso general. Si el estudiante al leerlo se encuentra un
ido™ por causa de los subindices, le recomendamos que resuelva

en el ejemplo 1.
wuesto. hemos trabajado mas de lo necesario con toda intencién, pues

damos que la forma coordenada i-ésima le asigna a cada vector su
coordenada, hubiéramos podido dar el resultado anterior sin rea-
cdlculos.

-emos el problema inverso: dada una base buscar su base dual, y
emos atentamente la solucién, pues la interpretaremos posterior-

e R}, esto es. ¢l espacio de los polinomios de.

E=la,+ax+ax!: g,
dimensién 3, y sean 5. p}, p} las formas

o € 2. que sabemos-tiene
ales definidas sobre E por

' (2) =p0)
) =p(l)
* (p) =p(2)-
%y p} son iinealmente independientes en E%. pues si suponemos
£ +0,p% +a,02=0, es decir, (@] +0,pt+a,p9)(p) =0VpeL. y tomamos
a p los valores 1, X, X7, obtenemos el sistema:
+¢‘+ﬂ.l=ﬂ .
a,+2a,=0
a,+4a,=0
leterminante del sistema es

.
—2=2+0.

ego ¢l sistema tiene solo la solucién trivial
8 que dim E*=3. podemos afirmar que p,

B
1
R

s de resolver este problema.

0s particulares de las bases candnicas de R!y R siguiendo la via

e,=a,=a,=0. Como sabe-
% p% forman una base de

una base {9, py. p,} de E tal que (g5, o}, p3) sea su dual? Tra-
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Luego podemos plantear los sistemas de ccuaciones siguientes:

B (B =p{0) =a, =
: Pt (pg =pfl) =a,+a,+a, =0
| 7% (py) =pd2) =a,+2a,+4a,=0

C Py (p) =p\(0) =b, =0
2} (p) =p(1) =by+b,+b, =1
P2 (p,) =p(2) =b;+2b,+4b,=0

2t () =pfl) =c,+¢,+¢, =0

7.5 (2 =240) =, -0
l P (p) =p2) =¢,+2¢,+4c,=]

Luego de resolver los sistemas, obtenemos:

pozﬁ_}i l
2
#lz —X’+2X
oy
e

Queremos hacer notar al estudiante que aunque los ejemplos 1 y 3 res-

ponden a la solucién de problemas inversos entre si. el método de solucién

es en esencia el mismo, ya que solo aparecen intercambiados los papeles de
la base del espacio y la del dual.

En los ejemplos precedentes hemos resuelto para un caso concreto el
p_roblema de hallar, a partir de una base del espacio dual de un espacio de
dimensién finita. una base del espacio de la cual la dada fuese dual. Ahora
podemos plantearnos un problema mds amplio, esto es: dada una base cual-
quiera del dual de un espacio, .existird una base de dicho espacio de la cual
la dada sea dual? "

En la solucién de este problema en los ejemplos dados surgiéd una ana-
logia en los métodos que pudiera interpretarse como explicaremos a conti-
nuacion.

S1 en el ejemplo 3 consideramos E* como espacio inicial y observamos
los sistemas de ecuaciones planteados. podemos decir que en la practica he-
mos hallado una base dual de la dada, pero esto hay que explicarlo tedri-
camente, pues si bien E* es un espacio vectorial y como tal tiene sentido
considerar su dual. nada nos permite afirmar que este sea E.

Sin embargq. las consideraciones que daremos aqui, no del todo forma-
les. nos permitirdn comprender la importancia de estudiar el espacio dual

-y = ; _ ’ y o

;-un espacio dual E*. al que [lamaremos cspacio bidual 0 doble dual. y sus
~alaciones con el propio E® y con E.

INICION 2.5.4 \Reg.d _

Sado un espacio vectorial E. se llama espacio bidual o doble dual de E. ¥

e denota por E**, el espacio dual de E*. | |

. Es inmediato de los resultados obtenidos para cfil ci?amg_du;l ilcd:r; ‘;:
i iz 1 10 i pe dim B =dm E*=dm £. ¥

i vectorial de dimension finita, q e iAo e

. - i . Pero segun vimos. ¢ ;
E* y E** son isomorfos se:uai depcndia de las bases seleccionadas

ramos entre un cspacio y su : : S de 12
o Ny, . serda mucho mejor obtener informacion
s CIPREt VO iRy sire” de las bases. lo cual

ia exi sy E** sinel Tla
espondencia existente entre EvE®™S Tlasize D |
; pc?;litira “identificar” los elementos de E ¥ E* y formalizar nucstras
deraciones sobre ¢l gjemplo 3. o
puds i iy B dependa solamente
. pués. un isomorfismo entre E v E* que
el debemos encontrar un modo de hacer co-

ropios espacios. Es decir, . -
:dera cada elemento x de E un elemento de E**. o sea. una aplica-

de E* en K. _ i
‘ > fij 1 : +ck* entonces }* (x)
. ara cada xeE fijo consideramos y* (x) con yoe& . :

:J:a:lemcmo de K que dependerd de.y*. E;to nos da una idea de como
trar un elemento del bidual v que csté ligado a x. 5y
xeE y consideremos @, : * —s K dada por 9,0%) =)*(x).
smos que @ cE™. para lo que bastard probar gue 9, ¢S lineal.

X

i
"

0% +2%) =0 +2 () =yHa 2900 =@, 0%) + (27 VytITeE”

e ‘._'*‘(U}") =(ay*)x)ayTix) =09y
§ Ya estamos en condiciones de definir una correspondencia

*) YaekK. y*ek.
enire E ¥

"-_ % £ — ET por wux) =90,
‘yix) eE* csta caracterizado por

L 0% =0, =y*(x) VxeE vy*eE”. __ |
ks "‘évlidcntememc. la det'gnicibn de 7 no depende de la SclE,CClén de 'mnsm;:}
‘Base en el espacio E, sino de la propia estructura de Fspacno_vgctorxal- {::b 3
or lo que a esta aplicacidn se le sucle llamar aplicacién canonica de E sobre
- é‘”ﬁrnprob’ems que % es un isomorfismo de E sobre E** cn caso de que
£ m un espacio de dimension finita.

POSICION 2.5.2
n espacio de dimensién finita. La aplicacién y : E— E™ carac-

. la por %(x) (") =y"X) v xeE. ¥y*tek® esun isomorfismo de E sobre
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Demeostracion _
Debemos probar que x es lineal, inyectiva y sobreyectiva.
Para probar que ¥ es lineal tenemos que verificar que

wax+PBy) =ax(x) +Bxly) Ve, ek Vx yeE
O S€a,

1ax +By) 0*) =ax(x) () +BX0IG*) Vy*eE*

xlax +By) (*) =y*(ax+By) =ay*(x) +By*() =ax(x) *) +Bx0) %),
con esto queda probado que % es lineal.

Probemos que % es inyectiva, demostrando que Ker x={0}.
Sea xe Ker ¥ = 1(x) =0 = %x) ") =y*(x) =0 Vy*eE*

Si xzzxp,. donde (a) es una base de E, entonces y*(x) =0 Vy*eE".
. =1 :
En particular,

a*(x) =x,=0, i=1,...,n. luego x=0.

Como sabemos que dim E=dim E**, dei hecho de que ¥ sea inyectiva se
infiere que y es sobreyectiva, v asi queda demostrada la proposicion.

El isomorfismo % en su cardcter de candnico antes sefialado, permite
“identificar” E y E* y escribir E=E*. Y como todo x**E™* puede escri-
birse como x**=y(x) podemos sustituir x**(y*) por y*(x) ya que
x0x) %) =y*x). ' :

Esta identificacién permite formalizar lo que sefialamos en el ejemplo 3,
esto es, que al identificar E con E** ¢l problema de buscar una base de E
dual de una conocida de E* puede considerarse equivalente al de buscar,
dada una base de E*, su base dual en E™.

El problema anterior puede enunciarse en términos mds formales me-
diante el lenguaje de los isomorfismos. Esto lo haremos en los ejercicios.

&4Qué ocurrird con la correspondencia entre E v E** cuando E es de dimension infi-
nita? El estudiante puede analizar que en este caso la linealidad v la inyectividad de
% pueden obtenerse por la misma via que en el caso finito. Sin embargo, no ocurre asi
con la sobreyectiva, lo cual podemos intuir del hecho de que la familia de formas co-
ordenadas asociada a una base (@), no genera a E*, ya gue si tomamos el subespacio
W de E* dado por W={a?), ) y 1a forma lineal y} definida por 2 (a) =1 para todo
i, se cumple que y, ¢ W. Es posible demostrar, entonces, que tomando una forma b
neal y} sobre E* que se anule en Wy tal que y* (v9) =1, dicha forma no pertenece
a Imy; luego x no es sobreyectiva. .

Ortogonalidad y dualidad .

" Ahora estudiaremos un problema que coincidird con otro ya conocido en
el caso de las formas lineales en un espacio con producto escalar, Exacta-
mente, dado un subconjunto W de un espacio vectorial E. analizaremos el
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‘uﬁm de E* de las formas lincales que se anulan en todo elemento de

i isi i interesantes y Gtiles entre
S Mediante este andlisis hallaremos relaciones in
subconjumo de E*y W. En paniculnr'. aphcgunm los resultados ob-
.-.« »s al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales homogéneas.
SEFINICIC ¥ 2.5.5
Gean E un ..pacio vectorial sobre Ky .
‘ anulador u ortogonal de W en E

L elyteE* ¢ y*() =0VxeW).

W un subconjunto de E. Entonces s¢
y se denota por We, el conjunto

3 No tenemos elementos todavia para justificar la _dcnon:inaciég @e orm;
e dado a W, pero veremos que las proptedndcs de W" son mmla{:s
; del ortogonal de un subconjunto en un espacio con producto escalar.

W posee Jus propiedades siguientes:

‘W es un subespacio vectorial de E*.
 (Wr=W"*
@) ol°=E*

)y B°={0}cE*

‘Estas propiedad: : se infieren in
s

mediatamente de la definicion de W* lo
dejamos coni ¢ sreicio al estudiante. ;

RA W=(1.2. —3.4) 0.1.4,—1) }). Hallemos W*.
 elyre R : y(x) =0 VxeW]

Dela pmpi;&ad {2) resulta que los elementos de
* formas lineales y* de R tales que »
/1.2, ~3.4) =0
11140 -".) =0-
o sabemos que si y*e R, y* tiene la forma

D PR XX X)) =0, H O HEX, TR,
" Nuestro problema se reduce. pues, 2 resolver el s
- géneo de ecuaciones lineales.
¢ {ii,+2a,—3u,+4a‘=o.

y We=({y}, y3)) donde

 Txaxpxpx) =11x,—4x,+x,
e (X X XX ) =—6%, +X,+ X
 sastod ible aplic la busqueda del ortogonal o anulador
i e e % que si w={a,....a,}) donde

7

W estdn dados por las

iguiente sistema homo-




a=(@a,....a,). 1< i< m. como la expresién general dc una forma lineal

sobre K" es

PO X, )R F. +ax.,

¢ntonces para que )* pertenezca a WP serd necesario y suficiente que

@.,....a_ satisfagan
i d
aia“-f‘__i-{?”ﬂm.:o, T IR

y @.u,....0 estardn dados por las soluciones del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo.

En la prictica para buscar el anulador u ortogonal de un subespacio W
de un espacio vectorial E cualquiera, existe la dificultad de que no se co-
noce la expresidon general de las formas lineales sobre E. Si E es de di-
mensién finila n sobre X, vimos que mediante la proposicién 2.5.1 es po-
sible describir el dual usando una base del espacio, lo que nos permite
trabajar en la prictica como si se tratara de K™

2. Hallemos cl ortogonal del subespacio de M ( R) dado por
i <( ) ( 1.0 )>
e Sl | 0 0 1

Bastara tomar la base usual en dicho espacio y asi podremos identificar

1 1 1 0
( 1 0 ) Y ( 0 I ) con sus vectores de coordenadas (l.l.laQ} y
(1.0,0.1).

Explicaremos ahora una nueva via de solucién del ejemplo 1. que si bien
en un caso practico tiene un mayor volumen de cdlculo, nos indicard el ca-
mino para obtener un resultado mds general.

Teniamos que W=({h,=(1,2.-3.4), b,=(0,1.4.—~1)}) y queremos hallar
W' Dada la definiciéon de base dual, una via Iégica de solucidén es la si-
guiente,

Completemos b,. b, hasta formar una base de R* de la forma mas sen-
cilla posible. Asi. sea
b,=(1.2.-3.4)
b,=(00.1.4.-1)
b,=(0.0.1.0)
b,=(0,0.0.1).

Hallemos en R* la base dual de (6) . ,c 4 Que estd dada. como sabemos.
por - :

lo l'a l.=-
B 2.{ 0. ga #fy‘
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uponiendo que

B (X, Xy Xp X) = G X 0K T 0K TRA
b (e Xy %0 = B B 8%, B,
A3 (X X Xy XQ = 7:x1+7:x:|+?‘r‘!+7g";
5 *bi (Xg X, Xy X) = 6:"‘1*'5311“‘“9‘1*“"4

Whtenernos 1os siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
s o 4, =0
i - = l Y’+2(] 3?a+ 4
: a14-2(1:1~ 33:1sz: =0 ‘{:4-4",',—‘.{; = ?
k > Y e »
= @) :
( P ‘;l = g N 0
“‘ " -
. 8, +26 —3514—45‘ =0
~3p,+4B, = 0 y+28; o
. B‘+Zﬂ~h .—,ﬁh,—?i: S 53«451_3. - g
3 .4 .
=0 (4) ),
@ E; A - o
' 4
solucién es:

b (XX X X )=

BB (X, XX, x) = 2%+ X
B (XX x5 x) =1 1x,-4x, +X,
BB (%X, %) = 6%, +X, 0 X,

No es dificil verificar que W°=(53, b} con lo. que encontramos de

sta hallada por la primera via, : ‘
i'lZur:l?u‘;:ra de las dos vias de sclucion dlel ejemplo 1. hemoslob;i:ed:
la dimensién de W°es 2. lo que nos permite, observando que la

de W también es 2, escribir en este caso:
dim W+dim we=dim R

~ Por otra parte, si recordamos las p:lt;pie
cio io con producto escalar y
::l:en:lspc::;epw aflulador ortogonal en el dual y €l conce_ptoﬂormga:ca:
. subespacio de un espacic con producto escalar. no €s dificil supo

cumplird la siguiente proposicién para los espacios de dimension fi-

en cuya demostracién nos servird de guia la scgunda via de solucién

dades del ortogonal de un subes-
las analogias que hemos encon-

SICION 2.5.3

de E. Entonces se cumple: dim W +dimWr=dim E.
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E un espacio vectorial de dimensién finita n sobre K y W un sub- -




Demosrr{an‘én
Sea {a, a,.... a,} una base de E tal que {a,.a,.....a_} es una base de

n X » sse g ™ WI
Tomemos la base {a. a3.....a%} dual de la base (@) .., Y probemos que

{a a*} constitu \ria proba

e , ye una base de W", con lo que uedaria

posicion. ey s o
a* _......a" pertenecen a W ya que para todo xe W’ x=0a,+... 42, a_.

y evidentemente &7 (x) =0 para i=m+1 ..., n.
Como @ ... a* son linealmente independientes. gueda solo por probar

mal

que generan a WO
y* E.“"’. Debemos probar que existen @, _,.....¢ €K tales que

y'= a, af. Pero

k=m=1
: y*=zy' (@a)aty y*eW"sy*a) =...=y"a,) =0.
i=l ¥ .
Luego
yreWisy*= E y*a)a;.
2 k=m+1
con lo que la proposicién queda demostrada, ya que dim W=n—m.
Tomemos ahora en R* el subespacio y%. yth. donde
VXXX x) =11x, ~4x, +x,
PAX XX X,) = —6X,+X,+X,,
o sea, {y% y3h=W" donde W=41.2,-3.4). 0,1,4 subespaci
1 . - ey T e - vhy ,—1))ESEI
_ R? (_fl:rlno eje':i:plo que presentamos antes de la proposicién 2.4:3;. rg
es un espacio vectorial, tiene sentido plantear Is b
15&‘:.@“;:&:‘ tnn l:ub;:l?“cz de R**"*. Pero vimos que (W70 se :z:e“:ndedr:
s elaa ién x de E en E*, co bespacio '
plantear en lugar del conjunto oA i
{x*=e R¥*: x** () =0 V_l-'*E.W“}.
¢l conmjunto
{xe R*: y* (x)=0 Vy*eW®}.
sti : s
su ;z:endo s por su preimagen en R* mediante la aplicacion x.
(W90 ={(x, X x5 X)) € R & y2x,. X X,x) =0, yNxXpXpx) =0}
lo que conduce al sistema de ecuaciones lineales homogéneo siguiente:

0

{ lix,—4x,+x,
0

—6x, +x,+x,

i

I A"

s . A
R e o s Eo L SR |

" Al resolver este sistema encontramos que el espacio somm s &
%0 estd dado por

nte se han intercambiado

ado no es ¢ como se demuesira en

JROPOSICION 2.5.4

En un espacio vectorial E de dimensién finita n sobre K. para todo sub-

e acio W de E se cumple que (W9)°=W.
ostracion:

- Tomemos como guid los razon
L (woo=(xseE* 1 x* (Y =0 vy*eW),

y —y(x) con xeW. entonces

—lxt) : 00 =y* (1) =0 Vy*eW*
={xeW : y*x)=0 Vy*eWo}.

de la definicion de (W")° resulta que

amientos del ejemplo anterior. esto €s:

.l .

~ Ahora bien,
& W W'y

_ dim (W) °=dim E**—dim W*'=dim E —dim Wo=dim W.
" Luego W=(W")", como queriamos demostrar,

Cuando el espacio vectorial es de dimensién infinita, no es _
t (W"° con un subconjunto de E. Se define, sin embargo, ¢l subcon-

(W)'={xeE : y"x)=0 Vy*eWo} y se puede probar que (W9'=W
ra todo subespacio de E. .

Dualidad y sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

o anulador de un subespacio Wde E y la del
sonal de dicho ortogonal, que de hecho nos mostré como buscar el or-
de un subespacio de E*, puso en evidencia la relacién entre formas
ales y sistemas de ecuaciones lincales homogéneos, lo que permite ¢n-

ar ¢l resultado sobre la dimensién del subespacio solucién de dichos
smas mediante las formas lincales. :
- En efecto, sea ¢l sistema

La bisgueda del ortogonal

a,x,+... +@,%,=0
u'xlxl+"‘ +ﬂ.“x.=0

-------------------------------------------



: Ca_da miembro izquierdo de las ecuaciones pueéle interpretarse como la
imagen por una forma lineal de un vector (.x,.....x) de k™. Asi.

e T =/(x) I i m’

zlo hallar la solucién de S seria equivalente a hallar el subconjunto de K™ da-
por

(X X ) €K™ ¢ fixpninx) =0, i=1.....m),

o sea. Hf’-donde'w es el subespacio de (A")* generado por {/,. .../ ).

La dimension de este subespacio. llamémoslo S, estd dada por el rango
del sistema de vectores de E*. {f\/,..../, ). y como para cada /, «,.....a
representan las coordenadas de /, en la base ¢% dual de la canénica de K™
el rango de dicho sistema no es més que el rango de la matriz

<aso,

Pero para toda matriz, rg A=rg ‘A y 1z {/,..../ ) =rg ‘A=1g 4. Luego
dim S;=dim E— rg A=n —1g 4,
¥ encontramos de nuevo por esta via el conocido resultado sobre la dimen-
sién del espacio solucidén de un sistema de ecuaciones lincales homogéneo.
Ejercicios
1. Encuentre la base dual de las siguientes bases de R"
a) al=(l‘ "‘2-;3}1 d,:(l. _l-\l)a a|=(2“"4.7} o
b) 5,=(1.0.-1), b,=(1.1.1). b,=(2.2.0)

2. Sean E el espacio de los polinomios de grado < 2 y P} p% p; formas
lineales sobre £. Pruebe en cada caso que p?. p3. p% forman una base de
E* y halle una base de E de la cual la dada sea dual.

1
a) p}(p)=_[ podt. p3(o) =p'(1) 24(p) =p(0)

1 2 =3
b 70) = [ pode. ) = _( PO dt. php) = _( b
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e ~ Pruebe que ' es la matriz de cambio de base de (a), ., 2 (&)

i

. Sean E un espacio veciorial sobre K y 1% )3eE®, y suponga que

3%(x) =0=y%x) =0 para todo xeE. Pruebe que 1$=k)7 para algun

kek,

. Sea E un espacio vectorial sobre K y W un subespacio de E.

a) Pruebe que para cada forma lineal y* en W™ existe una forma lineal
z* en E* 1al que y*"(x) =*(x)V xeW. |

b) Sea x,eE : x, § W. Prucbe que existe una forma lineal y* sobre E.
no nula, tal que Ker y* oW y y*(x) =1.

Sugerencia: Considere Kx, y pruebe que existe un hiperplane A de E tal

que HoW.

. Sean E un espacio vectorial sobre R y )7, 3y3<E". ¥ suponga que

® : E— R dada por @(x) =y7 (x) - J} (x) es una forma lineal sobre £,
Pruebe que 37=0 o »3=0.

. Sean m y n nimeros enteros positivos y y1.....)7, formas lineales sobre
K". Definamos para xeK"

I'(x) =) ...)%5 ).

Pruebe que T es una aplicacion lineal de A™ en K™ y que cada aplicacion
lineal de K™ en K™ es de la forma anterior para algin %}, ....5%5.

. §i E es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K y x,, x, son vec-
lores de E tales que x,#x, pruebe que existe y*eE* tal que

Fox,) #y%(x,).

. 8. Sea E un espacio vectorial de dimensidn finita sobre K. Pruebe qu- cada
~ base (a)* de E* es la base dual de alguna basc de E.

Sugerencia: Ulilice el isomorfismo y para buscar las preimdgenes en E
de la base dual de (@) en E* y prucbe que dicha base es la buscada.

| 9. Sea n un entero positivo y W el conjunto de los vectores (x,.....x,) en
4 ;

K" tales que x,+...+x =0.

tificado con las funcionales lineales y*(x,,....x) =Cx, +... +C x_so
bre K* que satisfacen C, +C,+... +C_=0.

~ 10. Sean E un espacio vectorial de dimensién finita sobre E, (a), ., ¥

(B),. .. basesde E. y (@, ., (#9,.,., sus bases duales respectivas.

Suponga que P es la matriz de cambio de base de (@), ... 3 (B) .,

V1% je m
,'tt" - @) Prucbe que si S, y S, son subconjuntos de un espacio vectorial £ sobre
. K tales que §5,cS,. entonces S2cS%.

. b) Pruebe que (5) =(S,) para todo S,cE. )
B3




12. Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial E sobre K. Pruebe
que (W, + W,)°=W$nW;.

13. Sea W el subespacio de R* dado por w={1,2,-3.4).(1.3. -2,6).
(1&40_1-8) }- Ha.“.e “’".

, '4. SeansW, y W, subespacios de un espacio vectorial de diménsién finita
| E sobre K. Pruebe que (W ,nW)"=W* +W",
! : Sugerencia: Utilice el ejercicio 12.

15. Sea E un espacio vectorial sobre K y suponga que W, y W, son subes-
pacios de E tales que E=W, o W, Pruebe que E*=W° © W',

i6. Sea E un espacio vectorial sobre R.
Se llama segmento que une a los punios x,, x, de Ea
xx= Lkx, +(1=k) x,0< k< 1}
Un subconjunto S de E se llama convexo si x,.X,€S=x,x,CS.

L - ‘Sea y*cE*. Pruebe que son convexos los subconjuntos:

' S,={xeE : y*(x) >0}
§,={xcE : v*x) =0}
S,={xeE : y*(®) <0}

f . Pruebe que si E es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K. todo
f subespacio W de E es la interseccién de un nimero finito de hiperplanos

de E

2 B e S
. Sean E=M(R) ¥ B-—( 1 ; ) Sean ;
W={4eM{R) : A -B=0}y y*cW" Suponga que y* ([)=0y

" [(g ‘: )]:3. y halle y*(B).

: y ﬁ;:n E. F espacios vectoriales sobre K. y f : E — F una aplicacién
ineal.

a) P'ruebf que la expresién ‘fiy*) =y* - f para y*F* define una aplica-
cion lineal de F* en E*, a la cual se le llama transpuesia de [

b) Ker f=[Im /¥
c) Si E y F son de dimensidn finita, entonces
i) gf=rgf
i) Im ‘f=[Ker /1 :
iii) Si A=M(f,B.B). entonces M(Y. B, B*) ='A (donde B* y B re-
presentan las bases duales de B y B’ respectivamente).

L

ks .

20. Aplique el jercicio 19 (inciso c. iii) para hallar las aplicaciones trans-
puestas de las siguientes aplicaciones de K%

a) fix.x) =(x, 0)

b) flx,x,) =(—Xp Xy

¢) fixpxy) =(x,~ X5 X, +X)

21. Sean E un espacio vectorial de
fismo de E y aeK. Suponga que

. fix) =ax. Pruebe que existe una

= oM =t

Sea A una mat

~ A=0 si y solo si ‘A4=0.

93 Sea E el espacio de los polinomios de grado < n con gocfrci;ntes reales.

~ ysuponga T : E — E dado por TU) =f" (polinomio derivado).

" Halle Ker ‘T

24, Pruebe que sifi E— Fy g F = )

los espacios vectoriales sobre K. E ¥ F, 3

L ces. @ N=Y % _

25. Sea f: E— F una aplicacion lineal, xeF. Pruebe que

" [xe Im/] o [existe y*<E* tal que y*) =0 y y*x) =1l

Seh E un espacio de dimension n sobre K. Pruebe que la aplicacién f~/

~ es un isomorfismo del espacio de los endomorfismos de £ sobre el espa-

~cio de los endomorfismos de E*. '

Sea E=M(R).

Sea BeM ( R) fiia. Pruebe que f5: M(R) — R dada por
Sy () =tr ‘B - A para AeM ( R)’es una forma lineal sobre M.( R).

f_}":fb) Pruebe que todo }* (M (R))* es de la forma anterior. i
a. <) Pruebe que la cormudencia B~f, 4 €S un isomorfismo de M "( R)

sobre (M { R))*.

dimensién finita sobre K. fun endomor-
existe un vector no nulo x de E tal que
forma lincal no nula y* en E* tal que

riz de uunaﬁo m xn con coeficientes reales. Pruebe que

F —= G son aplicaciones lineales entre
y G respectivamente, enton-

g 8

"

5 Formas lineales sobre un espacio con producto

~ escalar. Endomorfismo adjunto

o

-4

" En el epigrafe anterior vimos que. aun en el caso g los espacios de'dx-
én finita. para los cuales se cumple que el espacio y sU dual son iso-
s. no podemos encontrar un isomorfismo natural entre eslos. En otra

as. no podemos dar una descripcion del espacio dual sin tomar una
del espacio a la cual referirnos. :
situacién cambia en el caso de los espacios con producto escalar de

mension finita. ya que en eslos t1oda forma lincal puede expresarse en tér-
85




minos del producto escalar. lo cual nos permitird encontrar una correspon-
dencia natural entre ¢l espacio y su dual.

En el cjercicio 27 del epigrale 2.5 plantcamos que en ¢l espacio M ( R)
toda forma lineal y* sobre dicho espacio s¢ puede expresar como j*(A4) =
=ir'B - A donde B es una matriz fija. Recordemos gue en el espacio M(R)
hemos estudiado la expresion ir ‘B - A como un ¢jemplo de producto esca-
lar, de mQdo que v*(4) ={4.B) donde B es una matriz fija.

Un ¢jemplo mis trivial seria ¢l de R". en ¢l cual toda forma lineal se
expresa como yMx,.xX....x)=ex +...+ax, o lo que es lo mismo,
PHx Xy x ) =) donde x=(x,....x) y a=(a,.....a) para ¢l producto
escalar usual en R™

Esta situacion gque encontramos en los ejemplos anteriores. puede demos-
trarse de forma mds general mediante ¢l teorema siguiente:

TEOREMA 2.6.1

En un espacio con producto escalar £ de dimension finita. a toda forma b-
neal y* sobre E le corresponde un vector x, de E unico, tal que

3*x) =, x,) para todo xek. '

Demastracion
Hemos visto que un elemento fundamental en los espacios con producto

+ escalar son las bases ortonormales.

Sea. pucs. (@), ., una basc ortonormal de E y tratenios de encontrar
H
x, Supongamos que xn=2a,a, y que y*eE*: entonces debe ocurrir que

y*(x) ={x, x,) para todo x de E.

Ante todo sefalemos que esta igualdad tiene sentido. pues a partir de las
propiedades del producto escalar, se verifica facilmente que dado x <k fijo,
la aplicacion de E en K dada por x~{x.x,) es una forma lineal sobre £. (De-
jamos al estudiante que realice estos cdlculos.) Liamemos a dicha aplica-
cion £ )

Una vez aclarado esto, estamos ante Ia situacion de encontrar x,ek de
forma tal que las formas lineales y* y fxn coincidan. y para ello basta que

coincidan en una base de E. De aqui que
Z“.“a>: ';.-

=1

Jr"(aj} =(ar xo)——-(a;,

de donde

i
i=1

¥ -.(-ﬂt) al".‘

Hemos encontrado x, por una via constructiva. No obstante, el estudian-
'te puede comprobar que efectivamente la expresion de x, que acabamos de
dar es la requerida,
Probemos ahora que un tal x, es tnico.

86

iy

'-fupnnganms que exisl¢ otro y,€E tal que y*(x) ={x.y, VxeE. Entonces

. {:gx._xn):(!.}'?) vxek
Ly .,&._xn.._}‘o):o Yxek.
B lo que sc deduce que X,—)g=0. 0 $€3. X =)y

"'Asi queda demostrado el teorema. .
e al cuando el espacio es de dimension. infinita;

9 teorema 2.6.1 no es vdlido en gener ‘
g 'Tejm‘P;g en <l espacio C1X] de 105 polinomios compiejos con ¢l producto escalar

T

no existe ningun elemento g,
in embargo. en ciertos espacios de :
adicionales, coma son los llamados espacios
‘completamente anilogo al que acabamos de demostrar,

. Del teorema 2.6.1 resulta una correspondencia biyectiva entre un cspi
vectorial con producto escalar de dimensién i'!mr.a y su dual. correspo
\ e de la estructura intrinseca de dichos espa-

cia que depende solament - .
pe‘:o qu‘:fn el caso de los espacios con producto escalar sobre C (uni-

i Ty amémosla ¢, €5
lineal. Esta correspondencia entre EyE. 1 :
-c:u:!l: :ser‘;if donde /_ (x) ={x,y) VxeE. ¥y cumple oy H') = )"m,. Y

(0 4ln)de, para 1a forma lincal (@) =piz) donde z, &5 un numero complejo

de Clx] tal que y*) =0y vpeClX]l
dimensién infinita a los cuales se dota de ele-
de Hilbers, se encuentra un resul-

) =y 4=+ &d=fx) +f; (%)

FE ¥

" oG +3) =/, , =f,+f, . =90) +0().
 Pero 0 (@3) =1, ¥ /., (/=0 ay)=0l.y)
)r lanto,
0 (@) =/,=0/,=0 e0).
h aparicién de a al analizar la linealidad de la aplicacién, realmente

:sta validez a la correspondencia natural entre Ey E*. En el caso de

i n verdadero
espaci roducto escalar sobre R (euclideano) @ es u .
;u;mco;a e‘; el caso de un espacio con producto escalar sobre C (un+

icaci en
puede demostrar que las aplicaciones que cumpl
;‘l =§x} +3) y flax) =aflx). que son llamadas semilineales, tienen mu-

' ropiedad i lo cual nos permite
de las es fundamentales de las lineales, lo .
_all,in en este caso a £ y E* como naturalmente isoriorfos. Es por

i forma lineal
eces se suele usar para las imdgencs por una
- nx::ién: dado xeE y y*<E* sc denota y*(x) por {x. y*), gene-
ando uiluresuhsdudelosespm:iosconpmducwesuhrenloscua-
bemos identificar naturalmente y* con un tmico y de E.
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Aungue no hemos entrado en todos los detalles de la correspondencia
natural entre espacios con producto escalar de dimension finita y sus dua-
Jes. creemos gue el estudiante ha recibido una explicacion satisfactoria de
{ algunas semejanzas encontradas entre las propiedades de la ortogonalidad
{1 en un espacio con producto escalar y las de la ortogonalidad que definimos
con respecto al dual

Por ¢jemplo. del teorema de existencia de base dual para cualquier base,
aplicado a un espacio con producto escalar de dimensién finita, resulta la
existencia“de una base ortonormal en un espacio con producto escalar. Re-
comendamos al estudiante que piense en esta afirmacién y confirme su ve-
racidad, y lo mismo podemos decir para la obtencién de las propiedades de
W+ dado W un subconjunto de E. a partir de las propiedades de W™

Hay todavia otro resultado interesante con respecto a esta correspon-
dencia natural entre E y E* para los espacios con producto escalar de di-
mensi6n finita: la relacién que tiene este tipo de correspondencia con la co-
rrespondencia natural entre E y E**, que encontramos en el epigrafe 2.5.

Ante todo. para que tenga sentido comparar ambas correspondencias
habria que pasar de E* a E**, pero siendo £* un espacio con producto es
calar. No es dificil verificar, v lo plantearemos detalladamente en un ejer-
cicio al final de este epigrafe, que E* puede ser convertido en un espacio
con producto escalar, dado el producto escalar de £* mediante la definicion
siguiente: '

Q'T‘ }‘;): (;:}1;)= (l"r}',)-

donde y,. y, son los elementos de £ que le corresponden a y7, y3 segun la
correspondencia natural entre E y E*. ;
De la misma definicién de producto escalar en E* y de que @=a para

todo aeC. es posible intuir que yendo de E a E** por la via de la corres-
pondencia definida en el epigrafe 2.4 o por la via de la correspondencia en-
tre elementos de un espacio con producto escalar y su dual. obtendremos el
mismo resultado.

: En efecto, sea x,eE. A x, le corresponde y3eE* dado por y§(x) =&. Xy

! Vxek y a y?3 le corresponde y*3cE** dado por y3* (39 =0*. y3) Vy*eE™

Por otra parte, a x, le corresponde x$* dado por x5* (3*) =)* (x) V

i yrek*,

¢ Probemos que y} satisface esta ultima igualdad, ya que el punto x3* que

corresponde a x, y satisface dicha igualdad es tnico.

i 0T =0 3p=Gp 1=1%(xy) V y*eE*
i De aqui que ambas correspondencias coincidan.

Endomorfismo adjunto o conjugado de un endomorfismo
de un espacio con producto escalar

_Al iniciar ¢l estudio de las formas lineales, seftalamos que estas consti-
tuyen un poderoso instrumento para ¢l sstudio de los endomorfismos de un

- lar. El nexo entre estos dos problemas np{trcnte—
-jo con producto escalar. F : al caracterizar las formas lineales

m:smrdcdinwnébnfqﬂumdhmdrpﬁuc-
esc unvecturﬁio&elcspuin.Ahorabien.ruhmntGem

qucp::s permitird estudiar importantes clases de cnchmorfmms de
\espacio con escalar, es ¢l llamado endomorfismo adjunto, que

a cada endomorfismo y que nos posibilitard caracterizar las

i :6n de estos con su adjunto.
- ndomorfismos en funcién de l.a relacion d
' seg?ncvemms. ¢l endomorfismo adjunto o conjugado desempedia, con

—oto a los endomorfismos de un espacio con producto escalar. una fun-
| similar al conjugado de un nimero ccmpl;jo.

zea E un espacio con producto ;
deE.Cunndc' rmmelprnducwW)-_y)-DEhg ‘ a3
scto escalar resulta que para cada y eE fijo, la aplicacién @

¥ dada por x— {Ax). y)esunafommlincalwbrcE. pues

'-}" - {flax+Bx). »=laflx) +BAx). »)

C1i 0E

—a{ftx). VBT X

e inea términos del pro-
Cmtodufonmhncalsobrgfiwedsexpmmm el p
- o escalar por un vector fijo, podemos plantear, dada la cmll:nu@ﬁé:
las formas lincales en un espacio con producto escalar, el resu s

A 26 fisimo [ de un espacio con producto escalar de dimension
E. existe un unico endomorfismo f* de E tal que

x). p=& 40 vx.yeE.

-7 que dado f y yeE. la aplicacién o E — K dada por
§x). ») es una forma lineal sobre E.
go existe para cada @_. y por consigu
r y* tal que
). Y=vx) =(x. y) VxeE. ;
mmpenuiledefmirunaaplimciéngeﬁjt:{f;. a::gnéndolcacldn
¥ el vector * Definimos. pues. f*: E—— E por ) =Y.
De lndé'imenﬁn de f* resulta que {ix). Pr=Lx. j‘:(y)) vx.y €E. Por otru;
) existe una unica aplicacién de E en E que satisface ({x). =020

. esta es /™. . _
otras ptla{ras. la identidad anterior caractenza a f*, pues si supo-

ps que exista tal g tendremos
y={x.g () ¥xeE. VycE
~g (0)=0 Vx.yee.

iente para cada yeE, un inico
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De aqui que f*(y) —g(») =0 Vyek. va que ¢l tnico vector ortogonal a lo-
do el espacio es el nulo y se deduce que 1) =g(y) VyeE. o sea, g=/*.

En el trabajo con /* se utiliza generalmente la identidad planteada en ¢l
teorema, la cual usaremos primeramente para probar que f* es lineal y mos-
trar asi el método de trabajo con f* . Esta identidad es llamada frecuente-
mente identidad fundamental de f*.

Tenemos que

: (1-_.;'(03«'+f5}")z=(ﬂx). ay +By)=a0x) . 1)+ BYtx) 0=
=alx.ff )+ B 0= ab0) +B0)) Vxek.

Como esta igualdad se cumple para todo xek. podemos afirmar que
oy +By) = af*(3) + B*()). Pero esto. a su vez. es vilido Yo pek.
Vy. yekE. . ' :

Luego, /™ es lineal.

El teorema queda asi demostrado,

El teorema anterior da lugar a la siguiente definicidn:

DEFINICION 2.6.1 ‘
Sean E un espacio con producto escalar y / un endomorfismo de E. Se dice

que el endomorfismo f posee adjunio o conjugado en E si existe un endomor-
fismo /* de E tal que

fRx). =%/ Vx,yeE.

A f*, si es que existe, se le llama endomorfismo adjunto o conjugado
de f.

El estudiante debe observar que no hemos restringido la definicién de
endomorfismo adjunto al caso de los endomorfismos de espacios con produc-
to escalar de dimensién finita.

El teorema 2.5.2 plantea que en un espacio con producto escalar de di-

mension finita todo endomorfismo posee adjunto o conjugado en £ y que
este es unico,

En el caso de los espacios vectoriales de dimension infinita no siempre

existe el endomorfismo adjunto. aunque en tipos especiales de espacios, por
ejemplo los de Hilbert. puede demostrarse la existencia del adjunto para
todo endomorfismo u operador, que es el nombre que se suele dar a los en-
domorfismos en los espacios de funciones, ios cuales son los ejemplos mds
frecuentes de espacios de dimensién infinita.

Si pensamos en la demostracidn de existencia del adjunto hecha en el
caso de los espacios con producto escalar de dimensidn finita. y en ¢l sefia-
lamiento que hicimos después del teorema 2.6.1 sobre la existencia en los es-
pacios de Hilbert de un resultado completamente andlogo a dicho teorema,
no nos debe sorprender la afirmacién sobre la existencia del adjunto para
todo endomorfismo de dichos espacios.

Por otra parte, en cuanto a la unicidad del adjunto. en caso de que este
existiera para un endomorfismo de un espacio con producto escalar de di-
mension infinita. el estudiante puede analizar la demostracién de unicidad

] caso linito. hecha en el leorema 2.5.2 y comprobar quc €s compls
ente vilida en el caso infinito.

ymplos i et
‘=M (C) con el producto escalar _(A.B_)—:r . ok .

una ';natriz Tiijade M_(0).1a aplicacién I M, (Q) —o M&{()r
por I, (4) =TA es un endomorfismo de M_ (0). lo cual puede se
Lic I £

verificado [dcilmente por cl estudiante. . i
Como E es de dimension [inita, sabemos que cxiste 55X podqn;us buscar
1o mediante la identidad fundamental. Si /5 existe debe satislacer

(4). B)=(4. I’ (B)) VA. BeM, (0).

i j i | primer miembro
' 4ctico de trabajo consiste en desarrollar ¢ : :
1:l‘iéct;::ti‘:;d];:;niclad de forma tal que obtengamos una expresidn l:cl ttfg
(B)). pues porJa unicidad del adjunto podemos encontrar la exp

de este. -
(d). BY=ir 'B - TA=1{i4 ‘B) =tr (4 ‘B =tr (4 - T B) =

fm—

e

T B-A=(4. ‘TB).

o, I} (B) ='T-B=I,_.

l-. el espacio de los polinomios con coeficreutf,ts reales -con :f pfocl.ucto
' (p.q):L () q() di, ysea D la aplicacion de E en E que a un
solinentio Je asocia su derivada. Esta aplicacion no ticne.adjumo. pues
 si suponemos que existe D* tal que

8 ‘ 1)
), @)=p.D*(q)) Vp. q¢L. (
B s
o : ' —{.Dq). (2)
® ). [ Do) ddi=ph)ath) ~pO) 40 ~¢.Da
‘De (1) y (2) obtenemos 5

{p.(D* +D)g)=p(1)q(1) - p(0)q(0).

p(0)g(0) s una for-
no existe p ek tal
=0; pero de (3) se¢

ra cada q. la aplicacién que a p le asigna p(l)g(l) -
lineal sobre E, y pucde demostrarse que pard ell:
* (p) =pl1)a(1) —p(0)q(0) ={p.py. @ menos que
re que si existe D*, existe tal vectg;}-. g

30 =0 Vp. de donde g{l) =q(0) =0. )
C mnﬁdadpfundnmenm del adjunto (1) tienc que cumplirse par:
§0 p y g en E. basta tomar ¢ tal que g(1) o ¢{0) sean no nulos. par

9




por ejemplo, en el espacio con
dado por I,(P) =gp donde g es

@ @), )= f 2P dt= f PO 2O dt=

=(p.9()n1)).
Luego I%(r) =qr, es decir, R=I.

Lafmdcladjuntoenmdmloscasosywexistemia
! . en el caso de es-
pacios con qroducto escalar de.dtmtn.ﬁén infinita, dependen del producto
eacahr. considerado en el espacio y del propio endomorfismo. Esto se hizo
evidente en ¢l caso de los ejemplos del espacio de los polinomios estudiados.
_ E!: el caso ﬁmt'o_dh'lwmionsl existe, ademds, otra via para hallar e] ad-
junto: la via matricial, 1a cual es importante pues como sabemos la repre-
mucwn matricial es muy conveniente para el estudio de las aplicaciones
ales. El problema consiste en conocer, dada la matriz de un endomor-
ﬁmnmunapa_m:, cudl seria la matriz del adjunto en esa misma base, lo
23 r:"c“; permitiria comparar el endomorfismo ¥ su adjunto mediante sus
metilizarcnm las veniajas de los espacios con producto escalar que en-
o ran'm;‘= en el epiqaf:_j.i Esto es, si tomamos una base ortonormal
i » U€ UN espacio n-dimensional E
cwﬁ‘c"énte L P con producto escalar, entonces el

) de f en la base ortonormal
denotaremos por A*=(a}).

=0"a). a)=G, @)= (a). 3)=13,

de donde d‘:&; y A*='4.

Hemos Semostrndo pues, la siguiente proposicién:
PROPOSICION 2.6.1

Sean E un espacio con producto escalar de dimensién n sobre K. @) o

:en: base ortonormal de E, J un endomorfismo de E y A=M(f.(a)). Enton-

M(f*a)) ='A4.
Esta proposicion facilita la bisqueda del adjunto en dimensién finita.
92

, . b R _xa)
. En C? 1 producto escalar usual, dada fixy x) =x +ixy, —2x, .
lﬁ:llar /* basta tomar la matriz de f en la base candnica. que

onormal, esto es: :
- A=M aan=(_, 1)

4 Entonces ‘A= ( 1 _2) sera la matriz de f* en (e).

] —i =1

| De aqui que f*y, ) =042 —H ¥ -
g i = . &f y P u

2, . remos destacar que la relacién entre las matrices de J :

. Quer del hecho de que la base (@) en la cual se toman "llcl?u n'latmes
tonormal, lo que se pone en evidencia en el glemplo siguiente:

E ’0 P
. SeaR! con ¢l p
) =(x,. 0), o sea, la proye

ucto escalar usual y p: Ri—= R? dal:b por
ccién ortogonal con respecto al eje OX.

L o, %), O 7=, 0). 0 2Y=X, 7, =0 2. O O

4y . ) =0y 0) =Py ). €5 decir, p=p"
(y'u:;) b?s'e no or;om;)rmal de R% por ejemplo b,=(1.1).

* .ﬂ'*o) J
mem=( )=

. :_._ 0 D
L s =(° ©)-4
M m=(
4 Sin embargo. 4 #'A:(o : ) Lucgo no se mantiene la relacién entre
S 0 0 . o
de p y p* encontrada en la proposicién 2.6.1.

edades del endomorfismo adjunto
e pueden demostrar las siguientes propiedades del endomorfismo ad-

OSICION 2.6.2
A E un espacio con producto escalar sobre K.

B¢ poscan adjunto y a<K. Entonces

g tiene adjunto y (f+8)*=/*+g&"
tiene adjunto y (af)*=af*

g tiene adjunto y (f- g)*=g* = /*
tiene adjunto y (™) *=/

/. g endomorfismos de E

93




N

;.. - [ :

_ b) En € con el producto escalar usual . A

E Nz, zp 29) =22, +(1-0) 2, G +2i)z,—4iz,. 4-3)z,-32).
=

E el espacio de los polinomios con coeficientes reales de grado < 2
~ con el producto escalar

1
* B F —+ R dada por y*(p) =p(1). halle un vector p,de E tal que
A )y £
~ ) =009 Vp<
Sea (" con el producto escalar usual y sea f el endomorfismo de €' cuya
= matriz en la base canonica de C' es
A= (0} con a,~i*" con =1

Probaremeos (1) v (4) para mostrar la 1écnica de trabajo, y dejaremos (2)
¥ (3) como ejercicio para cl estudiante. Usaremos la identidad fundamental.

Demostracion '

(1) W+8)(x).5)=WUx) +8(x). 1) = {fix), P+ G@x). 1) =

= XS0+ g 0)=(x (D f* +g*() () Vx.yeE.

Luego, dada la unicidad del adjunto. tenemos +2)*0) =(* +29 ()
VyeEe(f+g)*=/* +g*

@ ), =G FOD=). x)=(x. AY) Vx.yeE

Como /* es linico y debe satisfacer {* (x), 3)=(x. () Vx.yeE;

se cumple que

) =fy) VyeE. de donde f* =7

Hemos enunciado las propiedades anteriores de forma tal. que sean vi-
lidas en un espacio de dimensién finita o infinita. siempre que los endomor-
fismos considerados posean adjunto. Estd claro que dichas propiedades son
vélidas en un espacio con producto escalar de dimensién finita, cualesquiera
sean los endomorfismos de dicho espacio.

=
" Halle una base de Ker /™.

! BeE.
an E un espacio con producto escalar y @, P
' 2) Pruebe que f: E — E dada por fix) =(x.) B, define una aplicacién
" TJineal ¢n E.

' - 3 ita de este.
De estas propiedades resulta una interesante analogia entre los numeros ‘p Prucbe que f tiene adjunto y halle la forma eﬁ; sk
complejos y el conjunto de los endomorfismos de un espacio con producio REC Suma que E=C" con el producto ¢scalar uu-iz gc fconndtm
escalar. la cual nos ayudard en la bdsqueda de las clases de endomorfismos B o). fidBy BoniP): T g g .

de un espacio con producto escalar que tengan propiedades especiales.
En el conjunto € de los nimeros complejos, para cada ae C existe el ni-
mero @ complejo conjugado de a.
Recordemos que en € se cumplen las propiedades siguientes:

I8 (1) (ﬂ):{:—f[z
| @) @ B)=a-
3) u=a

i las cuales hemos encontrado en las propiedades del adjunto, salvo algunas
\ diferencias (el orden inverso en la composién de aplicaciones para
/= ®)*=(g* > /*). haciendo un paralelo entre la suma de niimeros complejos
y la de endomorfismos y entre el producto de nimeros complejos y la com-
posicién de endomorfismos. De ahi el nombre de conjugade que también se
da al adjunto.
Esta analogia bdsica la usaremos como guia en el estudio de los endo-
morfismos de un espacio con producto escalar de dimensién finita,

" * . la base canonica de C.

Sea E ¢l espacio de los polinomios con coeficientes reales de grado <3
el producto escalar

Q)= _[l p()qlr) at.
dle el adjunto del endomorfismo de E que a cada polinomio le asigna
polinomio derivado.

' ‘BA. P una matriz
mE= el ucto escalar (4. B)=ir ‘BA. P u b
crsible fa e £ 3 L'p:m:d'.(ﬂ —s M(€) dado por L,(A) =P~'4P.

cuentre L7, . :
i i se
ebe que en un espacio con producto escalar E de dimensién finita

(id)*=id,
*—() X
'g_)fes un endomorfismo inversible, ()*~'=0"""*.
espacio cor ucto escalar de dimensién finita y W un
de E immlsor un endomorfismo f de E (f (#) c=W).
que W* es invariante por f*.

Ejercicios
1. Halle el adjunto de los endomorfismos siguientes:
a) En €7 con el producto escalar usual:

fay 2) =((1+i) 3,+izy 22,+iz)). 2

d



9. Sea E un espacio con producto escalar de dimensién finita y fun endo

morfismo de E. Pruebe que Im f*=[Ker f]*.

lo.m&weﬁfammﬁmdemm‘mmm -

de dimensién finita. entonces /* - f=0=/=0.

11. Compare la definicién y las propiedades del adjunto de un sndomorfis.
mQ en un espacio E con producto escalar de dimensién finita, con la de.
finicién y las propiedades de la transpuesta de una aplicacién lineal (en
este caso, un endomorfismo) enunciadas en el ejercicio 19 del epigrafe
2.5.

2.7 Endomorfismo de un espacio con producto escalar
de dimensién finita

Mediante el endomorfismo adjunto o coqjughdo. hemos hecho notar thr
tas analogias entre la estructura de los nimeros complejos y la estructura
de los endomorfismos de un espacio con producto escalar, en ia cual el en-

domorfismo adjunto desempefia la funcién del conjugado de un nimero

complejo en €.

Vamos ahora a estudiar las clases mas importantes de endomorfismos de
un espacio con producto escalar. Para ello nos guiaremos por determinados
subconjuntos de €, buscando su equivalencia en clases del conjunto de los
endomorfismos de un espacio con producto escalar, pues es Jégico pensar
que de esta forma encontraremos importantes propiedades, La prictica con
firma esta suposicién, ya que muchos problemas pueden ser expresados me-

iante modelos matemdticos que se basan en dichas clases de endomorfis-
mos.

En € podemos considerar, entre otros. los siguientes subconjuntos nota-

bles: el eje real, el eje imaginario y el circulo unitario (nimeros complejos
de mddulo 1).

Como las analogias que buscamos se basan en los conceplos conjugado de
un mumero complejo y adjunio de un endomorfismo, caractericemos median-
te dichos conceptos los conjuntos anteriores.

El eje real es {zeC; z=12).
El eje imaginario es {zeC: z=—7).
El circulo unitario es {zeC: |z]=z . z=1).

Pasando a los endomorfismos de un espacio con producto escalar, obten-
dremos las siguicntes clases de endomorfismos:

{/: /=/*} para el eje real.

{f: /=—/*} para el eje imaginario.

{f: f= f*=id,} para el circulo unitario.
Estudiaremos ahora estas clases de endomorfismos.

e |

I

_diamos haber considerado otros subconjuntos en €, por gjemplo el semieje real po-
0, cuyos elementos se caracterizan. por ser de la forma x=z - zoon z#0, y tzbum

| Ia correspondiente clase de endomorfismos dada por los f tales que f=g.g* cong
- ible. Pero hemos tenido en cuenta solo los subconjuntos fundamtal?s, y en los
ios estudiaremos la clase de endomorfismos que acabamos de mencionar.

'ndomorfismos autoadjuntos ;

7 i rfismos que pueden considerarse
" Comenzaremos por estudiar los endomo :
4logos a los numeros reales. El nombre que les daremos resuita de forma

| de la definicién siguiente:

CION 2.7.1 :
espacio E con producto escalar se llama endomorfismo autoadjunto ¢

oconjugado a un endomorfismo de E tal que f=/*.

o

' inomi ientes reales y con el pro-
Sea E el espacio de los pohmlamxos con coeficie

 escalar dado.por {5.9)= _[ p(D gl dt.
srices ¢l endomorfismo T de E dado por T(p(r)) =1p() es autoadjun-

o T 1
AT (p1). ()= f 1p(r) q(=>dl=£ plt) tq(t)dt={(0) 1)),

T (g() =tlq(n) y T=T". .
Dy icl toadjunto, est
la definiciéon de endomorfismo nutocomugado o au ] ,
© que un endomorfismo autoconjunto o autoadjunto f estd caracterizado
fx).1)=Cx. () Vx. yeE. | .

\ -'ltzs}t’)peradcjr-rg autoconjugados o autoadjuntos se les suele llamar si-
! si estdn definidos en un espacio con producto escalar reall._ y
5. si estdn definidos en un espacio con pmducgo escalar complejo.
mo estamos estudiando los endomorfismos a_utoadjuntos de un espacio
n produicto escalar de dimensién finita, nos interesa su rcqre_scnf__aclon
ic y como ya vimos anteriormente, para buscar la matriz del'endo-
mo adjunto lo mds conveniente es considerar una base ortonormal

__una base ortonormal de E y sea fun ;ndonwrﬁs‘n_xp
de("g:?:;l;omms que M(f. (a)) =4. entonces M{* (a)) ="A.

como f=/* se deduce que 4="4. : <
rocam {e.j:uponsamos que 4 es una matnz tal que A="4.
10s encontrar un endomorfismo / de K™ tal que A lo represente en la

bnica (e,), ;. , de dicho espacio, esto es. A=M (fle)).
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£ 2
Entonces ‘A=m'(/*(e)). y de A="4 se deduce que M
por lo que que podemos afirmar que f=/* bt

Lo expuesto anteriormente se resume en la proposicidn siguiente:
PROPOSICION 2.7.1

En un espacio E con producto escalar - 1 endomorfismo £ es au .

_ _ . tnoa toadjunto o
autoconjugado si y solo si su matriz 4 ; ' ¥
s g : iz Aen cualguier base ortonormal de E

~ Esta proposicién sugiere la definicién siguiente:
DEFINICION 2.7.2 |
Una matriz con coeficientes en K (K= R, €) se llama matriz autoadjunta

© autoconjugada si y solo si 4="A.

Con ¢l objetivo de unificar los resultados validos indistintamente para R y €, hemos
estado mhman_do en ¢l caso més general y tomando la matriz ‘4. Esti clam.qut en
el caso real, ‘A se convierté en "4,

Emun'mmmmhsmmmduenlmmmdy
complejo; mmwm real; A='A, se denomina simétrica, y una matriz
zutoconjugada compleja, A="A, hermitica. M4s adelante estudiaremos propiedades ex-

" clusivas de los casos real y complejo, y entonces i
. : ¥ mmhtermohsiamm:iﬁca

Es evidente que la representacidn matricial simplifica en u
= , n ¢aso prac- .
tico: cuando sea posible obtener ficilmente una representacién nutrici:lr del
Ie_udomurﬁ_mm ;'n una base ortonormal, la determinacién de si el endomor-
- fismo es autoadjunto o no, ya que basta i i i '
- | : ya g analizar si su matriz en dicha base
: Estudiemos ahora algunas propiedades de los endomorfismo j
L . = mud]un.
tos que reafirman nuestra idea intuiti ' 2 iy
—— uitiva de la semejanza de estos con los ni-
. Sea E un espacio con producto escalar. Entonces se cumple:
(1) La suma de dos e 1Smos a juntos
. e 4 ndomorfi utoadj de E es un endomorfismo

(2) El producto de un endomorfismo autoadjunto lemen
(K=R.°Qﬁlﬂmicﬁunmaiysnlonuesrealwrmc gy

(3) La composicién de dos endomorfismos autoadjuntos es un endomorfismo

autoadjunto si y solo si dichos endomorfismos conmutan. (En esta propiedsd
- » - n ]
hay cierta variacién con respecto a su homéloga para el producto de nime-

ros.)
Las propiedades anteriores se deducen de las propiedades del endomor-

fismo adjunto, estudiadas en la proposicién 2.5.2 y € exXpresan como sigue: _.

D) Fra)*=+g

)} =M (fMe). .

@ N*=af
'.y-. 2}‘-.:! OJ{‘
se cumplen para todo

Las propiedades (1) y (2) de los endomo
las dos primeras propiedades anteriores. En cuanto a la propiedad (3):

'8i fog es autoadjunto, es decir, (f=g)*=/f+ g lenemos que
e g=(f- g)"=g*- f*=g- [ Luego f y g conmutan. Reciprocamente. su-
ongamos que f y g conmutan, es decir. f-g=g-/; entonces
s g)t =g N*="- g*=f< g y [+ g es autoadjunto. (Lo mismo ocurre si
MAMOS g=/)
' Quizds la analogia fundamental entre los nimeros reales y los endomor-
smos autoadjuntos esté dada por el hecho de que estos ultimos permiten
presar todo endomorfismo de un espacio con producto escalar de una ma-
era similar a como expresamos un nimero complejo mediante su parte real
| parte imaginaria.
omo ya tenemos un andélogo para endomorfismos de los nimeros rea-
I6gico que antes de tratar de expresar un endomorfismo de manera
a la forma a+bi de los nimeros complejos, busquemos un
nimeros imaginarios puros.
ntimero imaginario puro es
pner que ¢l andlogo para end
con g autoadjunto. Tratemos
nte su relacién con el adjunto:

= ig* = —ig*=—(ig).

relacién tiene sentido solo en un espacio con producto escalar sobre

[ (unitario), es decir, lo anterior nos lleva a considerar endomorfismos g
e satisfagan la condicion f*=—/f*. Esta condicién caracteriza a los endo-

s que cumplen g=if con f autoadjunto, ya que si f*=~/. entonces

y (i"*=—if=if*. Luego if* es autoadjunto.

amos a considerar endomorfismos tales que f*=—/y a investigar si re-
el problema gue plantcamos de encontrar un andlogo de la forma

ara los endomorfismos de un espacio con producto escalar sobre €.

NICION 2.7.3 - ;
‘endomorfismo antiautoadjunio a un endomorfismo f de un espacio

mutmesealsrfjsobrexulquej":-—f.-

‘En el caso particular de que K= R, se le llama endomorfismo antisimé-
€0, y en el caso K= C, endomorfismo antihermitico. En este dltimo caso
mos que una definicion equivalente serfa f=ig con g autoadjunto.
endomorfismos antiautoadjuntos tienen propiedades similares a los
atos, que dejamos que el estudiante enuncie y demuestre, teniendo
muﬁmmmmmtﬁzdenmhuiﬂbuemmmalu-

9”9

par de endomorfismos de E y todo aek.
rfismos autoadjuntos se deducen

de la forma ib con b real; asi que es 16~
omorfismos sea un endomorfismo de la
de caracterizar dichos endomorfismos

1




tisface A=—'4; dichas matrices se llaman antiawioadjuntas (antisimétricas
si K= R y antihermiticas si K=0T). 3 Sl -

Tratemos ahora de expresar un endomorfismo f arbitrario de un espacio
con producto escalar sobre C, como la suma de uno autoadjunto y otro an-
tiautoadjunto. Supongamos que f=£,+f, (1) <on f| autoadjunto y /, antiau-

toadjunto, de donde

I f‘=ﬂ+ﬂ=fr’f; (2)- "

Y trabajando formalmente con el sistema formado por (1) y (2), obte-
nemos

W 12 S o a0

4 2 - 3

De nuevo hemos trabajado en forma constructiva y no seria necesario
verificar nada, pero de todas formas el estudiante puede verificar que /| es
autoadjunto y f; antiautoadjunto. Es evidente que f=f, +/,. ¥ de la forma en
que los hemos obtenido se infiere que /, ¥y /, son unicas. Entonces:

S=L+1 (if3) =f,+, con f, y [ autoadjuntas,
que es el andlogo para endomorfismos de un espacio con producto escalar
complejo, de la expresién de un nimero complejo en la forma a+ib.
Aunque mds adelante volveremos a tratar los endombrfismos autoadjun-

tos al estudiar el problema de la reduccién de endomorfismos en un espacio

con producto escalar, como una Ultima analogia entre los endomorfismos
autoadjuntos y los nimeros reales y los antiautoadjuntos y los nimeros ima-
ginarios puros, estudiemos los valores propios de ambas clases de endomor-
fismos. Es légico esperar que los valores nropios de los autoadjuntos sean
reales v los de los antiautoadjuntos, imaginarios puros. Veamos la siguiente
proposicién:

. PROPOSICION 2.7.2

En un espacio E con producto escalar, los valores propios de un endomor-
fismo autoadjunto son reales y los de un endomorfisme antiautoadjunto son
imaginarios puros. :
Demostracion

Probemos primero la afirmacién referente a los valores propios de un
endomorfismo autoadjunto.

Sea f autoadjonto ., es decir, /=/* y supongamos que A es un valor pro»

pio de /., o sea, existe x no nulo de E tal que flx) =ix. Entonces
Ax) x)=C0x x)=Mx. %) ¥
{fxy xy=x. fix) )= {x, Axd= i, x).
De aqui g ‘
alx. x)=2{x, x) y como x#0, serd (x,x)#0,
~ de donde A=1. luego ) es real.
100 '

" pasemos ahora a los valores propios de los endomorfismos antiautoad-

an f=f*y & un valor propio dc /'y x#0 tal que flx) =Ax. Entonces
b (f1).0)= 0% X)=A(x. %),

* Por otra parte. 2
L () 0= (. f2(x) )= (x. —flx))=x. —h)=— Alx. x). ;
De manera similar al caso conjugado se cumple que A=—hA estoes. A

es imaginario puro. _ A . &
iante que en ambos casos la técnica de trabajo usa
e la caracterizacién de los valores

1a misma, y es la que en general se usa en |
i e los endomorfismos de un espacio con producto escalar.

Endomorfismos unilarios

Investi a la clase de los endomorfismos de un espacio con
Investiguemos ahor ‘los nimeros complejos con mé-

ducto escalar que seria andloga 2 la d; :
slo uno. y que al inicio de este epigrafe vimos que se trata de los endomor:

kemos caracterizados por f= f*=id.. : J ' s
" En un espagio con producto escalar de duncn_sxon finita, la condnlcxlon
f, *=id_ se puede expresar en varias formas equivalentes, por lo cual las

0S %reviamenlc a la definicién de los endomorfismos que llamaremos
smorfismos unitarios.

PROPOSICION 2.7.3 ] gt .
E K:fpacio con producto escalar de dimension finita E, son equivalentes

siguientes condiciones para un endomorfismo U de E:

D) U U*=id,

U es inversible y U*=U"
U* - U=id,;

8) (U (x). U ())=xy) Vx. yeE :
) U (x) [|=lx]l VxeE

§) U transforma toda base ortonormal de
- guna base ortonormal de E en una base ortonormal de

1

E en una base ortonormal de E.

1) U transforma al

_;E.

-l:. TP 'n

L (1) =(2) =03) i

- U*=id, = U (U*(x)) =x Vx€E, lo que evidentemente significa que

_ eyectivi. ya que para todo yeE existe z=U"0) tal que U(z) =y
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Como el espacio es de dimensién finita, U sobreyectiva es equivalente a

U biyectiva, luego U es inversible. Ademds, U~ '=U*, y como la inversa es

dnica, se tiene que U* - U=id,.
3)=4)

Wx). Up))=&, UMUW)))=(x.») Vx.yeE
@) =(5) '
Si f. '). U) )={x.y) Yx.yeE, para y=x lenemos
U x) )={x,x) ¥xeE,
o sea,
U ) fi=lxl| YxeE.
(5) =2(6) i i
Si ||Ux) [|=lix|| VxeE, U es inyectiva, pues,
Ulx) =0= ||Ulx) || =0 = |ix|[ =x=0.

Luego. segiin lo gue sefialamos en (1) =(2)-=(3). U es inversible y es un :

isomorfismo. :

Sea (a),. ., una base ortonormal de E. Como U es un isomorfismo,
(tAa)) ¢ ,c , €5 también una base de E. Queda probar que (Ua)),, .., ©s or-
tonormal. - : A
Primero veamos que

UG ||= Ix]] Vxe E= U*. U=id,.
qU* - U-id) (x) 0=4U* - U){x).x)—{x. x)
=), Ux))~(x x)=0 VxekE
De aqui, como U* - U-id, es autoadjunto,
(* - U-‘-id,_.)(x) =0 VYxeE =aU*. U=id,
Como U* » U=id =>Ux).U))={x.y) Vx,ye E.

Calculemos
; e _f L osii=j
Wa). Ua))=@,a)={ o ;0
y queda probado que (Ula)),, . . es ortonarmal y (5) =(6).
(6) =(7) =s evidente.
(7)=(1)
Supongamos que (@), .., ©s una base ortonormal de £ wal que
({Ez{a,.) 1<, € también una base ortonormal. Debemos probar que
o *=1d
En estercam la via es un poco mds larga. Probaremos exactamente
(7) =44) =03) =(2) =(1). :

102

Sea pues (7). Entonces consideremos x. yeE y supongamos que

n A

. Vo) >=<v( Ex.- a.l-U('Smy
_ i=1 =1

| =2 %), Uap=2 x5

Li=

‘Como (@) .., ©5 ortonormal, se cumple

: S x.y,=(x.3).
...'_‘ 1
‘De aqui que

). Uly))=~(x.y) Yx.yeE.

‘Por tanto, para cada ycE se cumple
) Uy)))=(x. UUOW=(x)) Yx<E.

.U=i4£’ ' ¢
aqui que U sea inyectiva, pues Ulx) =0=U* (Ux)) ;_-xzo.
mo el espacio es de dimension finita, U myectiva equivale a U sobre-

e lo anterior se deduce'que Ues inversible y su inversa es U*, y de la
licidad' de la inversa, U. U*=id,. ;
Hemos ido una via de demostracién que, por supuesto, no es la uni-
B4 y quizds tampoco la mds corta. Dejamos como ejercicio al estudiante que
de encontrar otra via de demostracién. Es posible que obtenga una via
rdpida y de todas formas constituye un ejercicio que le permitird pro-
ndizar en las relaciones entre las diferentes condiciones dadas.
EFINICION 2.7.4 _
ido un espacio £ con producto escalar de dimension finita, se llama en-
mo unitario de E.a un endomorfismo U que satisface cualquiera de
prizZacl equivalentes dadas en la proposicién anterior.

Cuando K= R.nlﬂsendwurﬁmmuniuriosumumunﬂnw-
.:-'.'

eT17acione:
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Ejemplos
1. En R? con el producto escalar usual, U, : R?*— R? dada por
Uyx.y) =(x cos 0—y sen 0, x cos O+ sen U)

y que geométricamente representa una rotacion en el plano. es un endo.

morfismo unitario, ya que

T, Ge9) ll=Y W, 6. ).Ux. )

=\f(x cos D—y sen 0) ¥+ (x cos U4y sen U)?

=Vx’+y‘
=l |l Vix.y) e RL

2. En E=M () con el producto escalar (4.B)=tr ‘B - A, el endomorfismo
T,, de E dado por
T, (4) =M(4) con M=M"","
es un endomorfismo unitario, pues

(Ta)*=T,_ =T, 1=(T)) "

Los endomorfismos unitarios también son llamados isomerrias, Este
nombre proviene de que al definir una distancia a partir de la norma, segtin

se hace en el espacio usual, los endomorfismos unitar'os conservan las dis-
tancias.

En el caso de los espacios con producto escalar. nos interesan no sola-
mente los isomorfismos del espacio en el sentido de la estructura vectorial.
sino los que conservan los productos escalares. Cuando el espacio E es de
dimensidn finita. todo endomorfismo de E que conserva los productos esca-
lares es un isomorfismo. Cuando el espacio es de dimensién infinita, esto no
ocurre asi, como lo muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo
En el espacio C [0, 1] de las funciones con valores reales definidas sobre
[0.1] consideremos el producto escalar

1
Vo= I fgeyeds,

el endomorfismo 7 de C [0.1] con este producto. en € [0.1] con el producto
usual, dado por

Vi) =),

conserva los productos escalares, pues

TU). Te))= I Y de= l: S g0 tdi={f.g.

Pero 7' no es un isomorfismo ya que

'. En general, dados dos espacios
o cuerpo K. se
F a un isomorfismo
' g; el estudiante estu eni ‘
podrd demostrar que sl dim E=dim F
(4) son equivalentes. ’

) U(x), f0))=(xy) Vx. yeE

2 ) 11=lix]l ¥x eE
4) f transforma cada
4) firansforma alguna basc orto

! Lo anterior nos pe

s espacios E ¥ F co
y cuerpo K son isom 1 s
; ".mcto escalar, si y solo s tienen la

1 it ] ] ion, tenemos:
~ Reciprocamente, st ienen la misma dimens o 2

ﬂ?,‘?“-'i “.‘r_l\-:;»__ S T 1%

no es sobreyectiva, pues la funcion
ejemplo, no es imagen de ninguna funcién de cio.1k

con producto escalar E y F sobre el mis-

llama isomorfismo de espacios con producto escalar enire E

f de E sobre F tal que ¢(x). f))=(x) Vx. yeE.

dia detenidamente la demostracién de la proposicion

entonces las propiedades )

base ortonormal de E en una base ortonormal de i
normal de E en una base ortonormal de F.

rmite obtener un resultado légico:

POSICION 2.7.4 Sl bl

n producto escalar : g
dimension.

orfos, en el sentido de _los

::_nwn isomorfos en el sentido de los es_;paciqin con producto esca-
entonces es evidente que tienen la misma dimension.

4 gk unabaszortononnalchy(b o 92, STARORI
: u]'i‘n(t:;)n?a'; fa aplicacién lineal fde Een Fe taf‘ que fla) =b.i 1,
ur.l isomorfismo de espacios con producto escalar.

. " + .
Pasemo i esentacion matricial de los eqdamrﬁmm
il de dimensién finmita. Para ello
jos de io con producto escalar de dim :
s de un ¢spacy P stone! .

N bmcscalar de dimensién finita, U un en-

Sean E un espacio con producto o
orfismo unitario de E ¥ (@) ¢  , una base ortonormal de squemos

iz de U* en (@) < e

| Tenemos que Ue U*=U*« U=id,. Lueg0

C MU - U (@) =M(U* = U@) =1,

:De aqui obtenemos que

| MU(a)) - M(U".(a)) =M(U™.(@)) - M(U@)) =L
| Si llamamos A=M(U.(a)). tenemos

A=A -A=l =A"' =4

i i ficientes en K tal que

nte. si A es una matriz con co€ 3

. podmetﬁns encontrar un endomorfismo U de K" considerado con el
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producto escalar usual, tal que M(U.(e)) =A. donde (¢),__, es la base ca-
nénica de K. De aqui que 'A=M(U*.(e)) y obtengamos U*=U"", es decir,
U es unitario.

Podemos enunciar el siguiente resultado que acabam de demostrar

PROPOSICION 2.7.5

Los endomorfismos unitarios de un espacio con producto gscalar, se carac-
terizan porqge‘ su matriz 4 en una base ortonormal de dicho espacio satis-
facen A '="4.

Al igual que en el caso de los endomorfismos autoadjuntos, hemos con- v

siderado el caso mds general: 4-'='4; cuando K= R seria A '='4, Esto
da lugar a la definicién siguiente: '

DEHNICION 2.7.5
Una matriz 4 de M (K), K= R o K=C, se llama matriz unitaria si y solo
si A ="A.

* En el caso real seria A~'='A y dichas matncea sucien llamarse orioge-
nales.

Los isomorfismos unitarios estdn, pues, representados por matrices uni-
tarias. La representacion matricial facilita el trabajo con los endomorfismos
unitarios. '

&
Ejemplo
~ Busquemos las matrices unitarias de orden dos, lo cual nos dard los po-
sibles endomorfismos unitarios de un espacio con producto escalar de di-
mensién dos,
Diferenciaremos los casos real y complejo.
Iro. K= R

SeaA-—-(: :)eu,(_a).

Para que A sea ortogonal es necesario y suficiente que
1 d -b )
ad~bc a
det A=1, ya que sides ortogonal A4
det A - det ‘A=det [,=1.
De aqui
(det 4)*=1 y det A=+ 1.

(Esto es vdlido para una matriz ortogonal de orden n cualquiera. como po-
‘drd inferir el estudiante del hecho de que lo unico que utilizamos es ia de-
finicién de matriz ortogonal.)

’AzA'l =

—L

-'A=1I, entonces
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pe lo anterior se deduce que 4 es ortogonal si y solo si

G D

d ':En particular, el ejemplo que vimos de la rotacion en R?cuya matriz en
ase candnica de R'es

- cos U —sen U

. sen U cos 0

esponde al primero de estos casos. En cuanto al segundo caso, podemos ob-
enerlo del primero multiplicando por R= ( . ) esto es. A,=4AR.

mtru R puede interpretarse seomélmmacme como la matriz de una re-
fn especular con respecto a OY. ya que

;- B 1))
Ateselprodncmdcnnarmaciényuna reflexién.

CAsOo, trabumdo&cl‘omamlupam A-—(c ) e M(0T).
mos que para que A4 s¢a umum es necesario y suﬁneme que

b
*_-(s ﬂ“ﬁ -f- a)'

. o |det A4|*=1. esto es. det A=¢' ° con Oe R, y calculando se llega a

“"(_ab b..ﬁa )

: e R y ja|*+b]*=1.

E
R Vﬂvmndo:lumalqiucmrelosendmmfmummmyhsnm _
complejos de médulo 1, veamos ahumpmpledadﬂdelosemms-
unitarios en los espacios con producto escalar de dimensién finita.

sdades
producto de dos endomorfismos unitarios es unitario.

) El inverso de un endomorfismo unitario es unitario.

; '“El endomorfismo identidad es unitario. ;

resultan de la definicidn de endomorfismo unitario y son las andlogas

o de médulo 1.
hmmd:unnumroeompkjodenmnolesdenﬁdulol

un nimero complejo de médulo 1.
167




(4) Los valores propios de N
de médulo 1. P un endomorfismo unitario son nimeros complejos

Demostracién

S L
ean U un endomorfismo unitario de un espacio £ con producto escalar

de dimensién finita, A : :
Entonces + A un valor propio de £ y x#0 de E tal que U(x) =Ax.

{Ux), Ulx) )=0ux, hx) =23 {x. x)={x. x).
¥ como x#0, tenemos

Ah=1e 2] =1,
segln queriamos denmtr;ar. :

mall':c::‘:: ::tt:nr :m?ortanma de lps cambios de base de una base ortonor-

ooy estud;ma €n un espacio con producto escalar de dimensidn fi-

s s e g aret:}os la rgdutr:ién a formas simples de la matriz de un

e m::t €spacio y a partir de todos los resultados encontra-

g o ro. s:eremos que esta reduccién se logra mediante bases

mm& mm: & Por esto que nos interesa caracterizar las matrices de cam-
una base ortonormal a otra base ortonormal.

Sean, i
ean, pues, E un espacio con producto escalar de dimension finita y

(a) ,;-,.‘ » ). ., dos bases ortonormales de E.
1 P es la matriz de cambio de @) ccn 8 (6),, ., tenemos que
b=u,a+..+a b, j=1,..n
Entonces:

(b.-.b.}=. a E:{ 0, 51 i=j
X tz pilt J S WS

n

Pero da_a_ e : iide'P 5
i ; w Oy ©s el coeficiente /. de ‘P - P, de donde ‘P-P=I_y P es uni-

Reciprocamente, si P es unitaria y P=(a ;) se cumple que
. ' .
- { 0,8ii=f
il =
Z"H o R
AR T
2 c:x ;J:t;;’;r;mg::s las columnas de P como vectores de K™, resulta de lo
ic columnas forman una base B ortonormal con respecto

al producto escalar usual en K", de aqui que P sea la matriz de cambio de

la base canénica de K™ a la base ;
oronormal. & otea base o:o“o nf;fsto es, la matriz de cambio de una base
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‘Hemos demostrado el resultado siguiente:

DSICION 2.1.6
as matricss de cambio de base de una ; . _
al en un espacio unitario con producto escalar de dimension finita, son
cactamente las matrices unitarias (cuando K= R, ortogonales).

as de una matriz unitaria formen una base
rlonormal de K" con respecto al producto escalar usual de dicho espacio,

riza a dichas matrices y se usa frecuentemente €n la préctica.

nido mediante un cambio de base ortonor-
domorfismo de un espacio con pro-
visto que estos cambios de base ¢s
resentados por matrices P tales que p—pP-', Si recordamos, ademds,
dos matrices 4 y 8 que represenien a un endomorfismo en bases distin-
n semejantes, O sea, que existe P inversible tal que B=P'/AP. es 16

.' p que consideremos la definicién siguiente:

base ortonormal a otra base orto-

" El hecho de que las column

s interesa el resultado obte
ortonormal en la matriz de un ew
escalar de dimension finita, hemos

INICION 2.7.6
-matrices 4 y B de M (K).
e equivalentes si y solo si existe una

4P.

el caso
-alentes.

K= R oK =, se llaman mairices uni-
matriz P unitaria tal que

real P es ortogonal y se dice que Ay Bson ortogonalmente

vccion de endomorfismos de un espacio con producto
r de dimensién finita

Bajo qué condiciones, dado un en-

lar de dimensién finita. existe
pios de dicho en-

-aremnos el siguiente problema: ¢
mo de un espacio con producto esca
ortonormal del espacio. formada por vectores pro
otras palabras:

ble representar el endomorfismo en una base ortonormal_ mtdiantF
iz diagonal? (Sabemos la importancia de la representacion matri-
25 nos permite obtener fdcilmerte informacién sobre el endomor-

uemos las condiciunes que debe cumplir un endomorfismo para que
ser representado en una base ortonormal mediante una matriz diago-

1 E un espacio con producto escalar de dimensién finita y / un en-
rfismo de E. Supongamos que existe una base ortonormal (2) ¢ i, d¢




E formada por vectores
i=1.....n. Entonces

: ¢
M. @)= | )
A

Comp (a),_ ., es ortonormal, tenemos

M{* @)= (i
A,
de donde f*(a) =1a i=1,. /p,

Si K=, la obtencién de la condicién es un poco mds compleja, va que

no obtenemos ninguna de las clases de endomorfismos que hemos estudiado. - |

$€ reconoce rdpidamente que las matrices d ;
por tante, f« f*=f*. f es una condicion necesaria en es:{ :::oconmman,

DEFINICION 2.7.7
Un endomorfismo f de un espacio E con
morfismo normal si y solo si fo fropr, 1

& .De manera similar a lo que hicinos en las clases de endomorfismos an-
$ mms,ﬂ‘puede demostrarse que la matriz A4 en base ortonormal de un
ndomorfismo df‘_un €spacio con producto escalar de dimensién finita satis-
malriz que satisfaga dichs soniesievs A A ¥ Koo B o
. 1 c resenta
A d;,ch::mnmces se les llama mmricrz? norma!e: i o TR
a condiciones necesari res j
- sk iy sarias en los casos real y complejo. Veamos

55 e);a ::rcm que los rasultndgs obtenidos para los endomorfismos norma-

caso complejo son aplicables a los autoadjuntos. La razén de este

ordenamen:;t es ciue las caracteristicas de los endomorfismos autoadjuntos
. : 5 :

a md:los mula:vhsdemzomnummase;uuywvendeguhen
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propios de dicho espacio, esto es, fla) =2.a,

producto escalar. se llama endo-

En primer lugar hay que probar que si f es un endomorfismo autoadjun-
o de! espacio con producto escalar de dimensién finita E, entonces podemos
sncontrar una base ortonormal formada por vectores propios de F. Recor-
femos que para buscar una base de vectores propios basta demostrar, luego
¢ verificar que las raices de p,estdn en K. que la dimensién de cada sub-
sspacio propio M{A) es igual a su multiplicidad como raiz de p, (donde p, es
4] polinomio:caracteristico de f).
" En segundo lugar hay que probar gue en cada subespacio propio se pue-
¢ tomar una base ortonormal tal, que la unién de las bases de todos los
e5pACcios propios sea una base ortonormal de E. . %
Si f es autoadjunto, ya hemos probado que los valores propios de / son
s, por lo cual, aun en el caso en que K= R, se cumple la condicién de
las raices del polinomio caracteristico pertenezcan a K, previa a cual
otra consideracién.
hemos usado el hecho’da gue en un espacio vectorial de dimensién finita los va-
propios son exactamente las raices del polinomio caracteristico, y a lo sumo lo
puede pasar es que si K= R dichas raices no sean reales. La situacién es distinta
N Un espacio ‘de dimensién infinita, donde un endomorfismo puede no tener valores

i -g:dl.l]. cﬂo es. el espacio de llns funciones, con valores reales, continuas en
| con el producto escalar {f g)= L fOzlndl, vy sea T el endomorfismo dado
mm =tflr), que es autoadjunto. Supongamos gue. T posee valor propio, es decir,

Ae R existe feE. [ no nuia tal que TUAN) =2A1.
pes tendremos guc

i) -3 =0 Vie f0.1]

) M) =0 vi=lo.rl,

¥ de aqui fir) =0 para (#A.

~ Al ser f continua se cumple que /=0, lo cual es una contradiccién, de donde se in-

E que 7' no posee valores propios.

conocido que para cualquier endomorfismo los vectores propios aso-
a valores propios distintos son linealmente independientes. En el caso

-endomorfismo autoadjunto de un espacio E con producto escalar, es
la proposicién siguiente: £

DSICION 2.7.7
|/ un endomorfismo autoadjunto de un espacio E con producto esca-
dimension finita. Entonces los vectores propios asociados a valores
D8 distintos son ortogonales.
11
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Demostracion.
Supongamos que A, y A, son dos valores propios de f/ con A #A, Sean

X, ¥ X, veclores propios asociados a X, y A, respectivamente. Probemos
.. que {x, x2=0.

D xYy=Ox, x)=); (x'x) ¢

L f))=0 A x0=1, G, x)=A, (&, X))

Como {f(x,). x.)=<x,, flx,)) por ser [ autoadjunto, resulta

A, O, x)=R, &1' Xy)- -

Luego (A, —4,) {x,, x,)=0, y como A, %A, tenemos que (x,. x,)=0 segin
queriamos demostrar.

La proposicién 2.7.7 nos asegura que los vectores propios asociados a
valores propios distintos son ortogonales entre si; luego nos queda por pro-

bar que en cada subespacio propio F{L) se puede tomar una base ortonor-

mal de dicho subespacio y que la un.5n de dichas bases es una base de E.
Para ¢llo es necesario demostrar la proposicién siguiente:

PROPOSICION 2.7.8

Si f es un endomorfismo autoadjunto de un espacio E con producto escalar
de dimensidn finita y W es un subespacio de E invariante por f. entonces
W* ¢s invariante por f. -

-

Demostracién

Tenemos que W es invariante por f es decir, que f{iWj cW y debemos

probar que f(W*)cW?*, esto es. que dado f{y) con yeW*. Entonces
Ay) eW*. En otras palabras: -

x.f(y))=0 YxecW.
Pero
e f))={(x). =0 YxeW.

ya que por ser W invariante por f. fix) eW, y teniamos que ye W*,
Luego hemos obtenido lo que queriamos demostrar.

Es conocida la importancia que tienen los subespacios invariantes en la
obtencién de formas sencillas para la matriz de un endomorfismo. En par-
ticular, recordemos que los subespacios propios de un endomorfismo f de I
son subespacios invariantes de E.

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema siguiente:

TEOREMA 2.7.1
Sean E un espacio con producto escalar de dimensidn finita y f un endomor-
fismo autoadjunto de E. Entonces existe una base ortonormal de E formada

por vectores propios de f.

n2 . ' b

- Demostracion o B E
. Segun las consideracioncs anteriores, basta probar que para ¢ :
espaciﬂropio W) del endomorfismo / la dimcnn_dm dt dicho mbel_plcz
' coincide con la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico *
/. ya que entonces f erd diagonalizable y podemos eficontrar una base

“E formada por la unién de bases de los subespacios propios.

Probemos esto primero y después completaremos los detalles, pues no
pasta encontrar una base de vectores propios, sino que esta base sea orio-

3 * : - - ... el
Supongamos que unnvalorpmpm&efdn‘mlmimdadkien po-
car > f. "y probemos que dim ¥{i) =k, Llamemos

linomio caracteristico de
_p.=dim V{1). oy
" Sea(a),. ., una base ortonormal de E tal que a,, @,...,4, Sea una
W), y por consiguiente, @, ..., una base de [Va) )",

Como E=V (A) ®[¥ @)} utilizando la proposicién 2.6.8 tenemos que

.

-
M) =M 0
. A,

: \0 B
3 I:if.r,
como sabemos, de la invarianza por fde ¥ (4) y [V3) ] se infiere la
" aparicion de blogues en M(f.(a)) ¥

x i)
3 _ h’=m”o (“,. '_‘t"'laJ)'
B =0, =R R
~ Como tiplicidad de A en p,es k, si p,<k, entonces 4, debe ser una
rafz de p,(l;)?‘l'“:up;}tl:lm. obundrem& unrvec;or propio no nulo de [ asocia-
do a Ay perteneciente a (V) 1%, lv cual es imposible, ya que emune:s
nViA) #p, De aqui que p; k; luego p=k, pues siempre dim V&)< k,
Podemos afirmar que 8i ApAy....A, son los valores propios distintos de f,

E=V)) @ VA) ©- OVR). . :
_ohmmouunahuedevecmrespmpimdeEmedunuhunﬁndetu
de los VIA) i=1.....r.

eamos cémo hallar una base IopL S2E
'. mﬂva.)podemmummmmym




V(l,.).i=l.....r.. serd la base ortonormal de vectores propios de E que que-

| riamos hallar. :

Este teorema liene un enunciado equivalente en forma matricial.

PROPOSICION 2.7.9 |
Para toda matriz autoadjunta 4 (simétrica si K= R) existe una matriz uni-
taria P (ortogonal si K= R) tal que P! AP es diagonal.

Demastracion .

Toda matriz autoadjunta A puede interpretarse como la matriz de un en-
domorfismo f autoadjunto de K™ en la base canénica (e), ., de dicho es-
pacio con el producto escalar usual. De aqui que exista. segun el teorema
2.7.1.. una base ortonormal (@), .., de K"-tal que D=M {f.(a)) sea

La relacion entre 4 y D serd D=P'AP, donde P es la matriz de cambio
de base de (¢) ¢ . , @ (8) ¢ < Que como matriz de cambio de una base or-
tonormal a otra ortonormal serd unitaria. Asi gueda demostrada nuestra
proposicion. ; _

Observemos que D serd una matriz real. pues sus elementos son los va-
lores propios de f. _

Otra forma de enunciar la proposicién anterior es:

Toda matriz autoadjunta es unitariamente equivalente a una matriz dia-

gonal real

En el caso real, esto es, para A simétrica o, lo que es lo mismo. 4="4.
veremos que los resultados anteriores se aplican a las formas cuadrdticas.

Veamos un ejemplo practico de reduccién de un endomorfismo autoad-
junto de R’

Sea fde R’ en R’ dado por :
AxpxpX) =X, + X+ X5 X, +2X,+X;, x1+x,+2x,).'

Hallemos A=MU/.(e)), donde (e, es la base candnica de R’ que es or-
tonormal con respecto al producto escalar usual.

2.h ot
i A ki ik
i 1 1 2

Busquemos los valores y vectores propios de f.

~x1:01
P)=P)= E 2-A 1 J = —(—1)* (A—4)
L35 il

1y =4a. 1, 0), ("—-1.0.1)»
=@

~

. Queda hallar bases ortonormales en ¥{1) y V4). para lo cual usaremios
¢l proceso de Gram-Schmidt en ¥(1) y normalizaremos el vector (1,1.1) en
4. Asl obtencmos la base de R’

B \: V2 o V6 V6

= — — —

en la cual ¥(1) =G@,a)Vid) =G,

La base la,a,a,} ¢s ortonormal con respecto al producto escalar usual
de u’_ ]

~ Ahora volveremos al caso de los endomorfismos normales. que estudia-
emos solo en el caso complejo, ya que vimos que, en ¢l caso real. una con-
n necesaria y suficiente para encontrar una base ortonormal del espa-
ormada por vectores propios del endomorfismo, es que ¢l endomorfismo

Ademds. un endomorfismo normal de un espacio con producto escalar
: no tener valores propios reales. Por gjemplo.’ puede verificarse
imen queesnommlelendomrf'md’e R? representado en la base
ca de dicho espacio por la matriz \ :

: .'l'i‘. | 6 1

—_— | —

. 2 2
A N
' 2 2

¥a que A -‘A='A -4 y sus valores propios son complejos: %—-H‘. ‘ET— I
Recordemos que llamamos normal a un endomorfismo f de un espacio
‘¢on producto escalar E tal que f - f*=f* - f. Nuestro objetivo es demostrar
A caso de que E sea un espacio con producto escalar sobre C. parato-
endomorfismo normal de E existe una base ortonormal del espacio for-
nada por vectores propios de /. _

Como ya hemos demostrado un resultado homélogo al que queremos al-
r, trataremos de scsuiraqu!l'av!atomadaparaunendamiﬁmlbau-
unto, con las modificaciones necesarias. 3 -

- Veamos primero qué ocurre con los valores propios en el caso autoad-

io. Por coincidir el endomorfismo y su adjunto, dichos ‘valores eran los
para ambos endomorfismos, pemnoeseﬂalasituaciénpanloun—

fismos normales, En este caso se obtiene el siguiente resultado:

SICION 2.7.10
n E un espacio cort producto escalar de dimensién finita sobre € y
<smo normal de E. Entonces A& T es un valor propio de / si

23 1s -

| endomo
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v solo si A es un valor propio de f*. Mas ain, cada vector propio de x aso-
ciado a un valor propio A es un vector propio de /* asociado a A

Demostracién
Para todo x de E tenemos, por ser / normal, que
$x). Ax))=Lf* (Ax)))=CASEN={M(x). f*(x)).

M= aqui *

Ax) 1=l || VxeE. (%)
Si AeC, entonces el endomorfismo f—Aid, es normal, y aplicando las
¢ opiedades del endomorfismo adjunto y (+). tenemos
if-2id) ) ||=II™—Aid ) (x) || Yx<E.
. iego ' _
(f~hid,) (x)=0 si y solo si (f*~Aid) (x) =0.
Por tanto, si existe x no nulo tal que (f—iid,)(x) =0. se cumplird que
— Md,)(x) =0 y reciprocamente, con lo que queda probada la proposi-
. v

Lo segundo que demostramos en el caso de los operadores autoadjuntos
el resultado relativo a la ortogonalidad de los vectores propios asociados
alores propios distintos, Si seguimos la demostracién hecha en dicho
o, podemos observar que, con pequefias modificaciones, se obtiene un re-
tado idéntico para los endomorfismos normales.

{OPOSICION 2.7.11

Sean E un espacio con producto escalar de dimension finita sobre C y f un
-sdomorfismo normal de E. Entonces los vectores propios de / asociados a
lores propios distintos son ortogonales.

mostracién

Sean &,y A, valores propios de f tales que 4,#4, y x, y X, vectores pro-
s asociados & A, y A, respectivamente. Entonces

Ax) xp=0x . x)0=20x . x)) ¥

fxy) x =G, M (x) =Gy, l,x,} =20, %),

. iego )
(A,—1) G.x)=0y A #1,2, x)=0.
Por tanto x,.x, son ortogonales como gueriamos demostrar.

El resultado que tendriamos que demostrar ahora se refiere al ortogonal
1+ un subespacio invariante por un endomorfismo normal £ Eneﬂeuu‘el
resultado que obtenemos es més restringido, pero basta para nuesiro obje-

BT e ; ‘ . - . 4

PROPOSICION 2.7.12

§i f es un endomorfismo normal de un espacio E con producto escalar de
‘dimensioén finita sobre €, y V() es el subespacio propio asociado al valor
‘propio X de f. entonces [M(A) |* es invariante por [

Demostracion .
Sea xe[l{A) |*. Debemos probar que flx) [V{A]*. es decir. que

A,‘.‘,@F-J’#U vyeVR) =2{x) »)=0 VYyeWA)
R0 =0x. = )=0 Vyelh).

* De aqui que [M{})]* sea invariante por /.

~ Por dltimo. si observamos la demostracion del teorema 2.7.1. que prue-
‘ba que para todo endomorfisnmio autoadjunto de un espacio con producto es
de dimension finita E existe una base ortonormal de E formada por
jores propios del endomorfismo. veremos que en esta demostracion solo -
¢ necesario utilizar las proposiciones 2.7.7 y 2.7.8. que hemos encontrado
icamente idénticas en el caso de un endomorfismo normal. Podemos.

enunciar el teorema siguiente:

TEOREMA 2.7.2
. Para todo endomorfismo normal f de un espacio £ de dimensidn finita
C. existe una base ortonormal de E formada por vectores propios

L oS acidn
" La demostracion no difiere de la realizada en el caso de los endomorfis-
Mos autoadjuntos. Sefalaremos los puntos fundamentales y dejaremos al es-
udiante que complete la demostracién, [
) Demostrar que para cada valor pmpio.'li de f de multiplicidad k, en ¢l
jo caracteristico de f se tiene dim V(&) =k .

ablecer que. entonces, si AuA;....A, son los valores propios distintos
- se cumple: -
M) ©.... © Vh).

1zar 2) y la proposicién 2.7.12 para establecer la existencia de una
ortonormal de vectores propios. Y

1 teorema vuelve a tener una interpretacién matricial para las matrices
les, que el estudiante puede enunciar.
evidente que el resultado del teorema 2.7.2 es aplicable a los endo-
oS unitarios en ¢l caso complejo. En el caso real se encuentra otro
reduccion que el estudiante puede buscar en la bibliografia recomen-
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Al estudiar las diferentes clases de endomorfismos, vimos que sus valo-
res propios tienen las siguientes caracteristicas especificas:

(1) Son nimeros reales si el endomorfismo es autoadjunto.

(2) Son mimeros complejos de moédulo 1 si el endomorfismo es uni__mrio.
El teorema 2.7.2 permite caracterizar las diferentes clases de endomor-

fismos por sus valores propios.

COROLARIO
Si f es un endomorfismo normal de un espacio con producto escalar sobre
C de dimensién finita, entonces:

(1) Si f tiene todos sus valores reales, / es autoadjunto. . g
(2) Si todos los valores propios de f tienen médulo 1 . f es unitario.

- Demostracion

(1) Debemos probar que si todo. valor propio A de f es real. entonces f ¢s

autoadjunto. : : ,
Si / es normal existe una base ortonormal (@), ., de veclores propios

. es decir, fla) =Ad; 5 : 5
" J"cht'ln dmxoj:trimt fa) =ra=~a, de donde fla) =*@a). ¥ al coinci-
dir en una base de E., se deduce que 7=
(2) Seguimos el mismo razonamiento que en (1). esto es, tomamos una basc
ortonormal (@) ., de vectores propios de /. Entonces

W - Na).a)={f@). fla))=0a, Lay=Ara.a)=a.a)
De aqui que
¢* = fla). ¥)=1a,y) para todo yeE
(* = N (a) =a=id; (a) para todo i
Al coincidir en una base ortonormal. f* f=id_y fes unitario.

La demostracién de este corolario muestra una via para caracteri:za'r los
endomorfismos normales mediante sus valores propios. Note el estudiante
que lo que hemos usado realmente es la existencia de una base en el espacio
formado por vectores propios del endomorfismo; luego para toda clase de
endomorfismos que posea una propiedad de este tipo, podremos caract_en-
zar los diferentes endomorfismos de la clase mediante sus valores propios.

Reduccién de una forma cuadrdtica a la forma canénica
mediante transformaciones ortogonales

El teorema 2.6.1, que nos daba la posihhdnddc encontrar una repre-
sentacion diagonal de un endomorfismo simétrico en una base omnom.ul.
sehpliﬂenhrednccibndcﬁmmmcuﬁrﬂiﬂxulahfmm
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~ Recordemos que en esta reduccién, estudiada en el capitulo 1, se presen-
\taba el problema de que la forma candnica hallada dependia de la transfor-
. Por otra parte. en la aplicacién de la reduccién a la forma canénica, a
|yeces es necesario que ¢l cambio de base realizado sea de una base ortonor-
" mal a otra ortonormal. En este caso la matriz de cambio de base es una ma-
ortogonal y las transformaciones realizadas se conocen como ortogona-

. Sea. pues, una forma cuadrdtrica g definida sobre un espacio E con pro-
ducto escalar, y consideremos su matriz 4 en una base ortonormal @) 1cicn
de E. Dicha matriz es simétrica y podemos interpretarla como la matriz en
una base (@), ., de un endomorfismo simétrico / de E.
 Por la proposicién 2.6.9 tenemos que existe una matriz U unitaria tal
U-'AU es diaggnal. Como U~'="U. entonces U ' AU="UAU, y esta ma-
diagonal no solo representard al endomorfismo simétrico /. sino tam-
la forma cuadrdtrica ¢ en la base ortonormal (5),_ .
" En la diagonal de la matriz D=U""AU aparecerin los Vlﬁus propios de
i por lo cual, cualguiera sea la base ortonormal (b!; W de vectores pro-
jos de / en la cual obtengamos la forma diagonal de A.'lomdsque podrd
- es que cambie ¢l orden en que aparezcan los valores propios de / en
licha diagonal. Por tanto, podemos afirmar que la forma candnica que ob-
0s para g es unica.
proceso de reduccién de una forma cuadrdtica a ia forma canénica
e transformaciones ortogonales, es conocido como la reduccion de
Jorma cuadrdtica real a los ¢jes principales. Este nombre tiene su origen
problema geométrico de la reduccién de una conica o una cuddrica a
ejes principales, que como es sabido consiste en realizar una o varias
s de coordenadas tal que los ejes de simetria y el centro de
a o la superficic (en los casos de curvas y superficiés con centro)
idan, respectivamente, con los ejes y el centro del sistema de coorde-
adas hallado.
" _El resultado hallado se generaliza a una forma cuadrdtica cualquiera y
y usado en las aplicaciones. por ejemplo en Estadistica. Veamos como
plica en la prictica.

U > o)

. Reducir a los ejes principales la forma cuadritica de R”:
: ‘Ix’x}) =?‘ﬁ' —41,#, +6x; —4.'&’,1;4’53‘:.

Podemos considerar a R’ con el producto escalar usual y que la forma
Std dada en la base candnica. Entonces

4 T s 7R ind
Mig.(e))= |-2 g =
B . e - 5




y existird un endomorfismo f de R® tal que

| 1 = ] 0
A=M({{.(e))= |-2 6. —2)
0 -2 5

| estoes. .
Ax xpxy) =(7%,— 2% -2x,+6x,—2X, —2x,+3x).
Hallemos una base ortonormal de vectores propios de f.
—p /0 =M1~ 1811+99A 162
y los valores propios son 3, 6 ¥ 9.
v3) =41.2.2))- ne) =@2.1.-2)) n9) =4-2.2,-1))

Una base ortonormal de vectores propios es:

S 220t vd

; '(3 3 3) 3! 25y 51013
| 2 l -2 %

Il;_ b: ———._——‘._) . 2 -1 "2
. (3 33y B e

(=272 =1

| b=(—.—._—_— -1 2 -1
iy i 3) b B Ak

es la matriz de cambio de base de la base (¢) ala ().

100
M(f-(bi)}-*:{g 6 o)
09

! Las ecuaciones de transformacién son:

o e notidattadl
o Vel et i
x =_2..-)- +_1.-y +_2.-}~

=y OF

2 2 1
x!_‘: 3 }.], 3 }'] 3 ¥

¥ la_fon'na canonica obtenida es
q0) =37 +63+9%

_ ;] problema anterior resuelve completamente ¢l problema geométrico si-
‘Beducir a su forma candnica la ecu

1;‘+6y’+5:’-—4xy—-4yz=18
primer miembro estd dado por la forma
ducir.

sistema de coordenadas x'y'z cuyas

5 mos decir que en un
paciones de transformacién con respectio -

B 1 2 2
=Xt S—
el (B

acién de la superficie

cuadratica que acabamos de

E 2 1 2
R 3 Y43

- Ry Syl ECS
s 3 3

perficie tiene por ecuacién
- 1574 6y74927=18

+
: T
. Estoes. la superficie es un elipsoide con centro en ¢l origen de coorde-
adas y cjes coincidentes con los ejes de coordenadas. Las direcciones de los
f directores de los nuevos ejes dadas por los vectores propios
e la matriz de la forma cuadratica que apnreoecnel primer mi de
_'-femncidn

-

as cuadraticas

. Otro problema relativo a las formas cuadrdticas reales, en el cual se
el teorema 2.7.1. es el d¢ la reduccién simulidned de un par de for-
as cuadraticas. Este es un problema que fue resuelto por Weiertrass en el
pasado y que puede.plantearse pard un : i
;aremos solo el caso en que una de las for-

iera: pero en este texto estudia
es definida positiva. En el caso de dos formas cuale

;if ™ “solucion.
~ Este problema tiene gran interés en Estadistica ¥ aparece como un 1
sultade algebraico preliminar en numerosos textos de esa disciplina.

Red ccion simultdnea de dos form
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: Elpmbkmacomistcmhsiguimu:
Dado un par de formas cuadratricas
con producto escalar de dimensién
es posible encontrar una transfo i
tdneamente g, a los ejes principales y
La respuesta es afirmativa y nos la

TEOREMA 2.7.3

Si g, ¥'q, son formas cuadraticas
escalar de dimension finita sobre
le una transformacién de coordenadas qu
ejes principales y ¢, a 1a forma normal,

Demestracién
Esta demostracién se basa en
gonal no modifica la forma normal de u

4, a la forma normal.
da el teorema siguiente:

positiva es 7, y si U es una matriz ortogonal,

V- LU=U'Ly=1, .

49, ¥ 4, definidas sobre un espacio p
finita y ¢, definida positiva, investigar g;
n de coordenadas que reduzca simuyf.

definidas sobre el espacio E con producto-
R, y g, es definida positiva. entonces exis
e reduce simultdneamente q, a los

el hecho de que una transformacion orto-

na forma cuadratica definida posi-
tiva, ya que en forma normal la matriz de una forma cuadritica definida

A partir de esto podemos demostrar muy fécilmente el teorema. Esta

demostracién nos da el método
Supongamos que g,(x,.x,,.
formacién X=PY tal

4 seguir en la prdctica.

que lleve g,

UPpYp ) =¥+ +52

a la forma normal, es decir,

+aX) ¥ qfx,.X,....x). Realicemos una trans-

Ahora realicemos una transformacién ortogonal ¥=UZ tal que reduzca

90y Yy---1y,) @ los ejes principales, o sea,
.q,(z,. Tpenz) =R FL 0

Pero, segin.lo, que. sehalamos al inicio e la demostracitn. tenomioy
U2y Zpn2) =Z+... 42, '

Por tanto, la transformacién buscada es
X=(POHZ

1. SmEunespacioconpmdﬁctoeacahrdedhntnsianfmha ¥ fun en-
‘domorfismo de E tal qu

¢ /=/. Pruebe que f es autoadjunto si y solo si
fofr=fs

2. D¢ un ejemplo de endomorfismos au

_ toadjuntos cuya composicién no sea
un endomorfismo autoadjunto, i '
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"

E el espacio de los polinomios de grado menor o limml que n con
€
jcientes reales y con el producto escalar (p.¢)= L pigndt

A f el endomorfismo de E que a cada polinomio le asigna su deriv
s¢a ) .

" .Es f autoadjunto’ )

s n endomorfismo antiautoadjunto de un espacio E con pr
. Sifesu

Exj;lar. 2o serdn [y M Snfons

2 S jo con producto escalar ¥ / ¥ »
" Ii;a;rfe;enqe:emsg?y £ son antiautoadjuntos, entonces f

~ tiautoadjunto.

: 'b) «Qué sucederd si uno de ellos es
b . nto? | ; | :
_Ju i fesun endomorfismo antisimétrico de un ispa;?:um pfo‘-
“d ;:aelamr real E.‘entonces {f{x). x)=0 para todo x<E. « mplir
¢l reciproco? | e
Pruebe si fesun endomorfismo autoadjunto de un espacio £ con
.' 5prodnctoqu:eal y f¥x) =0, entonces Six) =0. ! -
3 .: >eueh ;;ue si fesun cndmﬂorfml_m anﬁgm:;‘rao::xmc;n“pz
G erde & it ' de E.)
! ::t?le?;tl:;lr:!aeluminame de la matriz de f en cualquier base :
Ir = - 5 . m s
9 1 rucbe que en un espacio E con productorrescal}r. las siguientes condi
ihnes son equivalentes para un endomo m x,

~ (1) f=g! para algin tndomorfisn:; autoadj

3 (2) f=g" - g para algin endomorlismo g.m ngiego

p (3) f es autoadjunto y {ix). x)= 0 para : | ¥
# con producto escalar de dimension

oducto

ndomorfismos de E.
8—8:[% an-

fjunto y el otro antiautoad-

: _ espacio E .
Los e“dz“:wmm?u:l:uiem de las condiciones equivalentes dadas en
~ finita qu

itivos. Si en la condicion (3)
: i aman endomorfismos posilivos. ! ¥
":dsumg‘mml'm 90(; ux); 0 por {Ax).x)>0 para x#0. s dice que el ende
- su s

morfismo es definido positivo. e fismo posilivo son reas

i dc g .
. qp; l::; ﬁr;: l:;l er?c;omorf' ismo definido positivo son reales
les y positiv

y estrictamente positivos.

" b) Pruebe que la

" ¢) Pruebe que un endomorfismo positivo s
R it ' io E roducto escalar

! : itari n cio E con produc! ;

11. Sean U un enquorﬁsm?_unua_mude p:r ;-sp;m‘x e b

"y W un subespacio de E invaran

;:? 2)
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12. Sea 4 una i
matriz de orden n y lamemos £, ;=1
' "=, B l‘s ﬁlﬂS de i

13.

14,

d) Considere E—p © W'y defin
ma Ux) =U\(x) +Ufx,) donde

17.

18.
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E un espacio con producto escalar complejo y f un endomorfismo
autoadjunto de E. Pruebe que
9 lx+iflx) [I=lx—ix) || Vx ek

b) x+ifix) =y +ifly) si y solo si X=).
~if son inversibles.
B (J’drﬂ;f)“ es un

y T ‘-=l.--- n als
A s pyy ol oy columnas de 4. Prucbe
V. 'y el coeficiente i, j de A%A es Q“l'-le el coeficiente 4, ; 4
€. e

Encuentre yna
mat
kg 10> orosg fiz ortogonal A cuya primera columna sea ’ id_+if, id
1=(—, —, = -..1 ! +"i£
Bl ) d S; E es de dimension finita. entonces U=(id~)
endomorfismo unitario (lamado transformacion de Cayley).

be que si 0 es un nimero real, entonces las matrices

calnbm. S de hisc Ommﬂnnl a bau oﬂmmm]‘ ‘ i _-:-=
beos 0 —sen 0y y (¢ O
] (0 e }

Sea / un endomo
. rfi «
de d de ﬁnilal-men t:t;:louu 1era de un espacio con producto | 0 cbaill
endomorfi : ICES existe un endomo, GUclo escalar |
1smo P positivo tal que f= /P, Prrufni:;:oq::ﬁ 20Uy uy ' '
i 81, ademas, 1

son unitariamente equivalentes.

E un espacio con’producto escalar de dimension finita y P un en-

orfismo positivo de E (ver gjercicio 10 de este epigrafe). Definimos

producto escalar en E que denotamos por « . » mediante

= (P(x), y). Sean U un endomorfismo de E y U* su adjunto con

pecto al producto escalar (.. Pruebe que U es unitario con respecto
 Msiysolosi P=U*-P- U :

€30 a la descomposici
posicidn f=
S;N.!mmm; n S<UP se le suele Namar formg polar de f
a Pruebe que el end e j
rfismo positi tfismo /* « £ s positivo :
B) Si fes ; Mt:vogmquc8,=ﬁ°f > ¥ que existe un nicg
~ Tome jversible, considere T=gy-1 g0
c’sifnoU & 8/°"'y pruebe que U es unitari
. : rio.
U ~fo) d d;;?;b.“’"’i"m W=Imgy defina U o
y hm f1* tienen 1a mj =X. Pruebe que U, estd biehld..;['u{__’ W por
morfismo cualgui dimensién y consid inido, que W+
quiera entre P y [Imﬂl ere a U.t COmo un iso

4 ¢ como espacio vectorial sobre R.
un producto escalar en C.

Pruebe que {x, y)=Re xy es
Para cada zeC considere T, el_endomorfismo de E dado
Tx) =z - x. Prucbe que (T)*=Tz.
" ¢) Diga para qué valores dezesT, -
i) autoadjunto, i) unitario. iii) positivo.
Halle la matriz de T, en la base {1, i} de C.

€) Sifesun endomorfismo de E, encuenire una condicién necesaria y
~ suficiente para que fseaun T, : -

'fy Halle un endomorfismo unitario de E que no sea un 7.
cto escalar de dimension finita. Para cada
E definido por T, (2) =z, y)x.

X=x 4x W
1 X, con x . eW,
3 & X;€W" y pruebe que cumple las condici
ICIOnes

ea E un espacio con produ
<E, sea T, el endomorfismo de

g Tx‘.r e Tx.u;-:Tx' ('_V. 2u
'€) . Bajo qué condiciones es T, autoadjunto?
a cada una de las siguientes matrices simétricas A
ogonal P tal que 'PAP sea diagonal.

s 0 sen 0 2
sen0 -cos0 (2 3 i)
. W v

Sean E un Y
- €spacio co
un Sl.lbe,mc' f' Producto esca v j
& - E-——-pf:‘o t:; ‘i‘;e Considere £ = Whredew?mCMn finita y W 1
rresponder. Ux) = x - y a Px-—.x, +x, con x eW, x-VE ;Lendonmrﬁsmo
1~ Xy Pruebe que U es autoaqu;mo y le hace co-
unitario.

Sean E yp .
U-E—, €Spacio con prody
- £ — F una aplicac; Cto escalar de dimensi .
S€a sobreyectiva, Prﬁgzcmn tal que (Ulx), 13) )= (:une nsion finita y
que U'es lineal y, por tanto ¥ Vx, yekE'y que
1 ¢ . un endomorfismo

. halle una matriz
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5. Considere qué 1 i s 2
a matriz ( ; ; )tcprmnla un endomorfismg

/ de € con producto escalar
> FER——— usual y con respecto »
:l::ho espacio. (.Eus.un! una base ortonormal de q_a] l[;_bﬂ!e <anénica de
€s propios de f? Si es asi, hdllela. P 9ot vitto,
Con el mismo enunciado considere las matrices:

A )

26. Sea f un endomorfismo i prod escal
‘ . ) cualquiera de un i

:: im‘:::s::: finita EI sobre €. Pruebe qu:m ‘;on'; haseu::?ono ml-
rma
i pecto a la cual / puede ser representado DPOr una matriz
S a: i i -
tieurx::?(nu;n l;rocu:d: aiygr induccién en dim E. Utilice el hecho de que f

: v or propio A y que, entonces, si consideramos u
ector prop asociado a A, podemos escribir E=) 0 &), .

27. Pruebe que una matriz triangular es normal si y solo si es diagonal
onal.

2B. Analice si a i jerci :
partir de los ejercicios 26 '
; 3 . ¥ 27, puede encon
mostracion de la existencia de una base ortonormal de vcctt;::so;::p?:;

para todo endomorfismo normal :
dimensién finita. de un espacio con producto escalar de

29, Pruebe que si f es un endomo
- rfismo normal i
escalﬂr E. t [54 de un €s5pacio con prod
cscatar L. entonces [I) [|=/*x)|| VixeE. Se cumplird el reciprocs

30. thequesifesuncndo:mrr
‘_mismo covmideng o el:mo normal, entonces /'y /* tienen el

mal de E formada Ppor_ vectores propios de fy g.

- de un i 1! mlﬂl dc dullc“s
ISMO 5 cspa(.‘lo con pl'odl.l to i i
l v = E

34, Reduze j inci
e ; :: los ejes principales las siguientes formas cuadriticas de R™
b) En RS ﬁi’?:}ﬂﬁ*ﬁx Loty |
BN R dlnnny <20 S gL (R
g q'(.t:.t : »X) =2x,.x,+2x )

%
X ) =X X XX 4., +X. o
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“Grupos

3.1 Introduccién

- Los antecedentes histéricos de la teoria de grupos pueden hallarse, como
todos los del Algebra, en el estudio de la solubilidad de ecuaciones.

" Alrededor de 1770, Lagrange (1736-1813) considerd la solubilidad de
ecuaciones en términos de las permutaciones de sus raices, y acerca de esto
conjeturd que las ecuaciones de grado superior al 4to. no podian resolverse
or los métodos usados hasta entonces. Recordemos que estos métodos con-

S en reducir la solucién a la de una ecuacion de grado inferior, llama-
da resolvente, cuya solucién era conocida,.

“* Lagrange intuy6 que las permutaciones de las raices de una ecuacion al-

ica se comportaban de forma especial con respecto a las operaciones
icas, esto es, que poseian una estructura algebraica. y que precisa-
nte las propiedades de dicha estructura algebraica daban condiciones
a la solubilidad o no de la ecuacién algebraica dada.
Galois y Abel continuaron los trabajos de Lagrange. y Abel (1802-1829)
llegd a probar, como es conocido, la insolubilidad por radicales de’la ecua-
¢ion de grado superior al 4to. (En este sentido y de forma independiente
“habia trabajado Ruffini, llegando a resultados similares a los de Abel.)

" En cuanto a Galois (1811-1832). podemos decir que fue el que le dio el
nombre de grupo a la estructura algebraica mencionada, ya intuida por La-
grange. lnsﬁradocnhpmebadchbelsobulaimolubiﬁdaddehmmﬁn
dé Sto. orden, Galois descubrié que una ecuacién algebraica irreducible es
soluble por radicales si y solo si un subgrupo del grupo simétrico (grupo de
 permutaciones) de sus raices es soluble. Por ejemplo, aplicando el criterio
" de Galois a la ecuacién x'—ax—1=0 con acZ, obtenemos que x'—1=0 se
resuelve por radicales. mientras que x5—x—1=0 no tiene solucién por ra-
 dicales, A dichas ecuaciones le corresponden respectivamente los grupos Z,
'y S, que estudiaremos mas adelante, y la solubilidad o no solubilidad de

Hﬂpmdedeluuramﬂicudekncimdosmwi:

uclideanas en la

~ Posteriormente, con el desarrollo de las geometrias no ¢
; W--_meu.-hmhdemudenimﬂdmﬂﬁsm&
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AT e g

temdticos, pero no existia el desarrollo de la matemdtica que permitié 2

. ‘. '
g:::.ltzol:su;r:l:ém de Félix Klein _(1849-19251. el cual la utilizé hara esty. QR o Ja swcxia GMERAL S0 SPR0 ooy g
e general los diferentes resultados encontrados en
Klein conocia los trabajos de L. }

_ § ‘ agrange y se impresiond ibili
33:;: ﬁc t;rn;efwacm que brindaba el concepto de grupo. hastp:re}a;umblh"?
vty h?)ue paso el resto de su vida desarrollando, aplicando y d add
Sopoent B;C concepto. _En colaboracién con el matemdtico norue asndn
- 1872(1([ ;1-11899) l:‘raﬂ:sa:;(t en la teorfa de los grupos de transform:coion: 1
mostré cémo podia caracteri ' |

- . > erizar mediante est i

bcl:::t:: gcur:ue:tr,i:s que aparecieron durante el siglo x1x. Est:stg:;i: lLa: o
dcscrib{al;: (;- jo famoso. conocido como "Erlanger Programm™ dor?;'
s eometria como el_ estudio de aquellas propiedades de las figh
iyt :na 3:811‘:_::::1;:!;: lb:‘o un ‘cierto grupo de transformaciones %e". .
una chsifmacidn de las geom:rs{;:m ey oo
o ;e cjlasemplapﬂ;mﬁ:nd:sm enfoque, la geometria euclideana plana, es |I:1 es

b ot s de las figuras que quedan invariantes bajo-el
1ones y rotaciones del plano. Estas transformaciones se wﬁ:em
: n

x'=ax+by+c
}"=dx+¢'_y+f} mn_“‘““l

y forman un grupo para el producto de tramfofnuciones. |

"ﬂﬂ‘::;abg;i ;:‘:rq no necesariamente ae —bd=1, de todas formas dichas
longtudes: s cbark.Sn Coms 1 rarorn on s i el i
R o # 1sforma en una cdnica del mi

st ﬂ;: lllmnsme seunﬂamgn qff'n_e.: y caracterizan a la geo-
i amada asi porque un punto finito se transforma en otro punto

Algunas de estas ideas geométricas habian sido ya intuidas por otros ma-

U DU,

Otra rama en la que desde
teoria de grupos es la Crist
ria interna de los cristales respo
5 grupos cristalogrdficos. que son de utili

es fisicas de los cristales.
Los ejemplos anteriores son sdlo una minima muestra de las posibles

anlicaciones de la teoria de grupos. la cual ocupa un lugar importante en
¢l dlgebra contemporanea.
El concepto grupo, como todas las estructuras algebraicas, consiste en
conjunto con cuyos elementos podemos operar algebraicamente, esto es.
mbinar dos elementos del conjunto para obtener un elemento también del
untu, suponiendo ademds que estas operaciones algebraicas estdn suje-
¢ a ciertas reglas que se llaman axiomas definitorios de la estructura.
Estos axiomas surgen de la experiencia que resulta de observar muchos
plos, de notar analogias entre objetos matematicos aparentemente disi-
s y de la investigacion de las rafces de estas analogias.
~ Los grupos como estructuras con una sola operacion facilitan el estudio
los conceptos fundamentales, por lo que empezaremos estudidndolos. No
ante. como ya hemos seflalado, para hablar de estructura es necesario
pero establecer a qué llamamos operacion algebraica o ley interna.

fines del siglo pasado se encontré aplicacién
alografia, donde se ha encontrado que la si-
nden a estructuras de grupo, los llama-
dad en el estudio de las propie-

.2 Leyes internas

~ La idea de ley interna nos €s familiar desde nuestros primeros contactos

la Matematica, al sumar y multiplicar nimeros.

 iQué es lo que hacemos realmente cuando sumamos O multiplicamos?

" Tomamos un par de nimeros y le asignamos otro nimero al cual llamamos

“suma o producto, segin el caso. de los nimeros dados. Posteriormente nos
stumbramos a operar con otros entes matemdticos; asi, sumamos veclo-

. sumamos y multiplicamos 1 atrices, etc. En cada caso tomamos dos ele-

os de un conjunto dado y le asignamos un elemento de este mismo con-

Kle;:; expresarlas de forma general

cepto de 3’ son las aplicaciones que se derivan de la introduccién del con-
hasta la glugi.;uq;: van desde las aplicaciones mds tedricas a la Geometria.

mas de la ciencia W;cl:al:mf;::: zr as aplicaciones mds directas a otras ra- 16 que nos lleva a 1a definicién de ley interna u operacién interna en
Por ejemplo, existen técni quimica, la biologia, la estadistica, etc. In conjunto, que generaliza las ideas antes expuestas.

dtfom!ata]: nicas _cstaliisucasdei:dmomnimunexperi:mmo 4

andlisis se lle:uemn“"_ﬂ“_nm_de recursos se obtengan resultados de cuyo EEFINICION 3:2.1

Kot Thcnidag “;]i: conclusiones vilidas sobre el fenémeno en estudio & e llama ley interna en un conjunto E. una regla que

S & ut ran 1a teoria de grupos finitos en la construccién B de clementos de E le asigna un unico elemento de E.
_ Parael estudio de la teoria molecular es i 7 . ~ De la definicion se deduce que no puede quedar ningdn par de elementos

simetria interna de las moléculas. Por e es importantisimo ¢l estudio de la del conjunto sin tener un elemento asignado por la ley. Por otra parie, en

ponden a la estructura del ejemplo, las moléculas de agua res la definicion se toma un par ordenado para destacar que no necesariamente

rmilodemtfoekm mm'w*x"iﬂ-mumm ﬂlfmuhadodeconmowdmelcmenwsmedimwlaley.ummndkm

: 08 y que estudiaremos mds adelante. Actualmente el de orden en que esto se haga. de lo cual tenemos ejemplo en la diferencia
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a cada par ordenado
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de nimeros enteros y el producto de matrices. Por iltimo. decimos que la
regla asigna a cada par de elementos de £ un tnico elemento de E, ya que
¢l resultado debe estar perfectamente determinado.

No se excluye laposibilidad de que ¢l resultado de componer dos ele-
mentos dé por resultado uno de ellos: por ejemplo. 5+0=5 en la suma de
nimeros naturales. ; :

I‘.as feyes internas suelen denotarse por diferentes simbolos: *. 1. -,
pero los mds comunes son + y -, por analogia con las operaciones en los
conjuntos numéricos. De este modo, si @.b<E y * denota una ley interna
en E. el resultado de componer a y b por dicha ley se denota pora* b y
se lee: “'a compuesto con b por *" (o simplemente a compuesto con b". si
no hay duda de cual es la ley). .

En las notaciones de + y - se conservan los nombres usuales de suma
y producto para denominar el resultado de la operacién.

Ejemplos
Son leyes internas:

1. + en los conjuntos nun:éﬁcm. N.Z Q R, C,

2. La diferenciaen Z. Q. R, C. :

3. El cociente en Q. ﬁ.". c*.

4 lLa suma y el producto de matrices cuadradas de orden n.

5. La unién y la.interseccibn de conjuntos en P(E). donde E es un conjunto
~ cualquiera y P(E) el conjunto de los subconjuntos de E.

6. En N, la ley definida por a * b=a

7. En F(R, R) ={f: R — R/}, la composicién de aplicaciones.
‘No son leyes internas: -

1. En N. la correspondencia que anmeN le asigna n—m, ya gque por
ejempio el par (2.3) no tiene elemento que le corresponda.

2. En Z,. la correspondencia que a p.geZ le asigna r. donde r es mayor
que p+¢+5, ya que aunque todo par de enteros positivos tiene un entero
positivo asignado, este no es dnico, por lo que el resultado de la opera-
cidén no estaria bien determinado.

3. EnZ , la correspondencia que a p.ge Z _le asigna ¢l mayor enteromenor
‘que ¢l producto p - g. ya que por ejemplo al par (1,1) le corresponderia
0y0 ¢Z.. ;

Por tltimo, siempre es posible en un conjunto finito E definir una ley in-
terna usando una “tabla”™ que nos indique cudl es la correspondencia. Por
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semplo. si E=la, b, ¢} definimos una ley » mediantc una tabla de doble en-
rada como la siguiente:

entrada 3
b a b C
a a b ¢
g b ¢ a b
k. fila 2
3 gt 2 b b g columna 3
';"..La regla para hallar el resultado es la siguiente:
slemento de elemento de la elemento de la
entrada | * | entrada j de = flaiy lal
la izquierda arriba : columna j de
los resultados

" De este modo. si qgueremos hallar b * ¢. que estd dado por b en la entra-
da 2 de la izquierda y ¢ de la entrada 3 de arriba. obtenemos b, que estd
1a fila 2 y la columna 3 de los resultados. :

" La definicién de ley interna se puede dar de manera mas formal median-
e el concepto aplicacién. ya que una ley interna sobre E no es mds que una
aplicacion de ExXE en E. .

" Tomando la operacién diferencia en Z, notamos que 3 —2#2-3, mien-

¥

as que en Ja suma en Z, @ +b=>b+a para todo a. beZ. Esto nos lleva a

dar la definicién siguiente: .

EFINICION 3.2.2 ‘ : '

dice que una ley interna * definida sobre un conjunto E es conmulativa

8 y solo sia * b=b * a para todo a.bek. ‘

~ En los ejemplos dados anteriormente, son conmulativas las leyes en _el 1

2 suma en el 4 y la intersecci*n y la unién en el 5. y son no conmutativas

enel 2y en el 3, el producto en el 4 y las leyes en el6 yenel

. Tampoco es conmutativa la ley definida por la tabla.

- l): igual manera podemos observar que en Z.2-3-1=2-3) -1 ¥

in embargo. (a +b) +c=a+(a+c) para todo a, b ce. lo que lleva a definir
3 llamada propiedad asociativa.

ICION 3.2.3 ; _ £l
Se dice, que una ley interna * definida sobre un conjunto £ es asocialiva

i y solo si (@ * b) * ¢ para todo a. b. ceE. :

" En los ejemplos dados. son asociativas las leyes de los cjemplos 1. 4. 5.

 y 7: no son asociativas las del 2 y el 3.
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En las operaciones en los conjuntos numéricos, hemos observado la fun-
cién que desempefia ¢l 0 en la suma (@+0=0+a=a paratodoa) yell en
el producto (I - a=a - 1 =a para todo a). Esto se repite con otras operacio-
nes, por cjemplo. el ¢ para la unién en P(E) y la id , para la composicién
de aplicaciones en F( R, R). Esta propiedad puede ser gencralizada me-
diante la siguiente definicién:

DEFINICION 3.2.4

Se dice que una ley interna « definida sobre E posee elemento neutro, si
existe ¢ € E tal que @ » e=¢ « a=q para todo a € E. El elemento e se llama
neutro de E para la ley interna = .

A veces ocurre que existe ¢ tal que cumple solo a* e=a 0 ¢ * a=q para todo
a<E. Decimos entonces gue * posee neutro a la derecha o a la izquierda,
respectivamente.

En los ejemplos de leyes internas dados, tenemos que:

En el 4, la matriz nula es neutro para la suma y la matriz identidad 7/,
neutro para el producto.

En el 5, el conjunto E es neutro para la interseccién; en los ejemplos 2,
3 ¥ 6 no hay elemento neutro.

En el 2. ¢l 0 es elemento neutro a la derecha pues a —0=a para todo a,
pero no lo es a la izquierda pues 0 —a=—a. Una situacién similar s¢ pre-
senta en el ejemplo 3, la cual puede ser analizada por ¢l estudiante,

Por dltimo, si observamos la suma en Z y la composicién de aplicaciones
en F ( R. R), entre otras, vemos que dado un ¢lemento n de Z, existe —n

de Z tal que n+ (—n)=0. En F ( R, R), para / biyectiva existe /' 1al que
[ f =1 Sf=id ;, lo que lleva a la siguiente definicién:

DEFINICION 3.2.5
Dada una ley interna + en E, que posea elemento neutro e, se dice que ack
posee simétrico para « si existe a'E tal que @ « a'=a’ » u=e.

De forma similar a lo sefialado con respecto al neutro, si existe a’eE tal
que solamente g , a'=¢ 0 @’ » u=e, se dice que g posee simétrico A & de-
recha o a la izquierda, respectivamente.

En los ejemplos:

En el 1, el simétrico existe para el producto para todo elemento no nulo.

En el 4, ei simétrico para la suma de matrices, dada una matriz 4, es

la matriz —4, y en el producto de matrices tienen simétrico 4~ las ma-

trices de determinante no nulo. i

En el S, para la unién y la interseccién en P(E) solamente tienen simé-

trico ¢ y E. respectivamente.

Hemos visto que las leyes internas poseen diversas propiedades y que
hay leyes que poseen algunas propiedades y otras no. Frecueniemente se
presentan ejemplos de leyes gue poseen.un msmo sistema de propieda-
des, lo cual tiene como consecuencia que en ¢l conjunto donde estén de-
finidas se pueden resolver una serie de problemas gue dependen sola-
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" mente de la ley y sus propiedades y no da lugar al estudio del conceplo
1 estructura algebraica, y como ya dijimos anteriormente. una de las esrl
" tructuras algebraicas mds sencillas es la de grupo. que Lrataremos ene

3 proximo epigrafe.

Ejercicios

1. Determine cudles de las leyes siguientes son nternas
. dado:

en el conjunto

" a)EnZ, :a*b=a-b
b) EnZ, : a*b=a"
c) EnR :a°* b=a-b

d) EnZ, . a*b=a+b+s

} : icaciones ) / y) ~med (x.)) en
. definen las aplicaciones (x.y) —~mem x.» ¥ (x. y) ~meo ;
: s:ix N Dcmuesg't que ambas definen leyes internas amazwas y con
8 utativas en N N. ;Tienen estas leyes elemento neulro:

nes de P(E) xP(E) —— P(E) definidas por

Demu ' aplicacio - F '
g e AT <Xu Y. son asocialivas, conmutativas

T Y YeRE). (XN XYy LD
~ y admiten elemento neutro.

4 Sea * la operacion definida en § —la.b.c.d.¢} por la tabla:

g a b ¢ d e
a a b ¢ d e
b b ¢ a e ¢
¢ € a | b b a
d b e b e d

€ d b a d ¢

| a) Calcule b*d c*cy la*c)* el*a :
b) Calculew@*bh) *cya®* (b * ¢). i. Se puede asegurar que * es asocia-
y tiva? ’
: c) Caleule (b= d) *cy b * (d * ) i Se puede asegurar que ' g5 asoCia
B tiva?

- d) iEs * conmutativa? <. Por qué?
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5. Complete la tabla de mndo que la operacion * definida en la. b. ¢. d} 9. En el conjunto S={e. a. b. c. d} se define la ley: o4
scd conmutativa.

. a’ ¥V b°) ¢ d _ . e la.|b teld

& S & g . le e | a b | ¢ | d

b b b (._- a a e c b d

. - 38, 0SB0 BT i 4 b b tidiloasd o
d d & 3 ¢ ¢ d a e b

6. Complete la 1abla para que la operacidn * definida en {a.b.c. d} sea aso- o r o B 5

ciativa. s 1 iQué propiedades tiene esta ley en 5?7 ’
« | a b c -| d ' 10. Sea S un conjunto con una ley interna «, asociativa y conmutativa..
- - ‘ Pruebe que para todo a.b.c,d<S se cumple: ]
.' ala| b| c| d @ab)s(ced)=l(dsc)salsb

blb| a . 11. Para todo par a.b. € R se define la siguiente ley interna 1 en R: {

x L y=ax+by, : ‘

¢ | 4 R Encuentre para qué valores de a v b es esta -ley asociativa. i

d c : . 12. Sea 1 una ley interna asociativa definida en un conjunto S y a&S [ijo. ]

T a b E | Demuestre que la ley = definida por
7. En Q se define Ialcy1nternaa-b=7+-;—.a.bEQ. . Xxey=xladly

. Qué propiedad es tiene la ley + en Q? es nso;iativn.' :
8. En-el conjunte S=le.a b.c.dl se define la ley: . 13. Sea E= R\{0.1} y /, : E— R (i=1,2,.... 6) definidas por .
: - w L 1 l Ty " e-"l
: - ¢ a | b |c |d - =X, = fn) e R, J{x) = 3 xl . /
f b B : I 1 X
g iy cRaroiely [(()=—. [fi=—-  fix)=1-x
= i x x-1
a e d ¢ b e .

Demuestre que la composicién de aplicaéiones es una ley interna en
S=/f Jy--on [, ¥ construya la tabla.

I b b ¢ a e b

4 s 14. En R? se define la relacién - por. : |
c o - Dge’t B L e punto medio del segmento que une (x.y) con |[

X (x.5) = &'y) = { xy) st (xy) # (xXy) | §

I 4 43 A} g x) si (x)) = &) |

; « Qué propiedades | iene esta ley en §7 Diga si - es una ley interna en R% -
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3.3 Grupos

136

. En R s¢ define a b=a+b+ab. Diga las propiedades de esta ley.

. En @ se definen las leyes

. Pruebe que si una ley interna « en un conjunto E tiene un eclemento neu

En la introduccion sefalamos que el origen histdrico del concepto g
estaba precisamente en un conjunto de permutaciones.

Una permuiacion de orden n no es mds que una biyeccién del conjunto

a+b+ab

a«b=a-btab aih=220, alp 2l

Analice la conmmalividad y la asociatividad de estas leyes.
En S={1,2.3} se define la siguiente ley interna:

lel=2 1+2=3
24221 2+3=2
3% 3=3

T
Jel=1

2a1=3
3s2=2 .

-

Construya la tabla para esta ley.
a) «Cudntas leyes internas diferentes se pueden definir en un CD]'I]‘I.ln

de dos clementos? (Cudntas leyes conmutativas? '
b) Conteste las mismas preguntas para un conjunto de tres element:
Pruebe que el elemento neutro para una ley interna « definida en
conjunto E es udnico.

Sugerencia: Suponga la existencia de dos elementos neutros para « ¥,
aplicando la definicion de neutro. pruebe que tienen que ser iguales.

tro a la izquierda ¢’ y uno a la derecha e”, entonces e'=¢" y « posee n
tro. A '

Sea « una ley interna asociativa definida en E que posee elemento neu-

tro e.
a) Pruebe gue si xeE posee simétrico x" para s . este es tnico.

respectivamen-
},r & x’

b) Pruebe que si x. ye£ poseen simétricos x', y° para « ,
te. enlonces x » y posee simétrico (x« y)' para«y (x « y)'=

{1,2. ...,n} en si mismo. E.nudiemuulpmblmm n=3. Enm;.mte-
nemos 6 permutaciones que denotaremos cOmo Sigue:

(33 G
A3 Iy
TN

En la notacién anterior, la primera fila de cada permutacidn indica los
clementos del conjunto {1,2,3} y la segunda fila las imdgenes respectivas de
dichos elementos. Por ejemplo. en p, la imagende 1 es2, lade 2es3 yla
de Jes 1.

Sea S]={Dp P,- pr up “r u']}-

Obsérvese que mediante el concepto biyeccion formalizamos la idea de
~arreglar” los elementos 1,2, .... n de todas las formas posibles.

En S, se define una ley interna: el producto de permutaciones, que no
esmisquelacompomaﬂnéeaplmms Asis por ejemplo, i, = |, con-
siste en aplicar u, y luego u, y. entonces. j, © U, =Py

Resulta, pues. la siguiente tabla de multiplicar:

| og || | |l
Po | Po|Py| Py Wy |Hy]| W
Pyl PP P | By M
Py | 0y | Po| Py | By | My | My

By | By | B By | P | Py Py

Bel By | B | P | Py | Py

W M B By | Py Pa | Py

S, con la ley = posee las propiedades siguientes:
(1) - es asociativa.




(2) Existe un elemento neutro para o, éste es p,
(3) Todo elemento de §, posee simétrico para o,

Notemos que, sin embargo, - no es conmuiativa.
Por otra parte conocemos otros ejemplos de conjuntos dotados de leyeg

internas y que poseen las mismas propiedades que (S, <), En Z la ley de

Suma cs asociativa, existe clemento neutro para + : ¢l0, y todo neZ posee
.Simétrico para + : —n En este caso, ademds, + es conmutativa,

Del Algebra lineal, si consideramos las matrices de orden n y det =

con el producto de matrices, vemos de nuevo que - es asociativa, existe

heulro para |, y para toda matri  * de det # 0 existe 4. Denotamos por
GL (n. R) ={4eM(R): det 4 # u).

: Los tres ejemplos anteriores pueden ser resumidos y generalizados me.
diante el concepto 8rupo, el cual tiene similitud con operaciones familiares
de la Aritmética y posee un gran campo de aplicabilidad.

DEFINICION 3.3.1 : :
SellamxrnponuncmﬁuntoGdotadode una ley interna, que denotaremos
aditiva o multiplicativamente, ¥ que cumple las propisdades siguientes:
(81) La ley interna es asociativa.

(82) Existe un elemento geutro para la ley interna,

(83) Todo elemento de G posee simétrico para la ley interna.

En simbolos se expresa:

®1) alb - ¢) =(a - b)c para todo a,b.c, de G.
(82) Existe lthalquea-!=1‘-a=apara todo g=G.

(83) Para todo aeG existe g~ 'eG talque a .g'=g!.g-1.

Si la ley interna es conmutativa, se dice que el Brupo es conmutativo ¢
abeliano. En este caso usaremos la notacidn aditiva,

Recomendamos al estudiante que enuncie las propiedades @1). @82 v
(83) con notacién aditiva. Ademds. llamamos su atencién sobre lo siguiente:
realmente debemos hablar de un grupo como un par: (G. -) o (G.+) o

(G. 1), dado cada UNO por un conjunto y una ley interna, pues la estructura :

DEFINICION 3.3.2

Seﬂmwdeadeun;mpofmﬁn(?hcmidaddcekmnmdeﬁ Se de-
nota por I(G) y se lee: “orden de G'_‘.
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. Histéricamente ¢l conceplo grupo se irald en sus inicios solo en ¢l caso

e Matemitica, se desarrola Ia tcorid para grupos con cialquier

criormente que. por las necesidades de otras ra-

i de elementos. no necesariamente finita. Cuando un grupo no tiene

a cantidad finita de elementos. diremos simplemente que es un grupo in-

e j los si-
Adﬁfﬁs de (S, ) y (GL(n. R). - ). otros ejemplos de grupo son

sientes:

4 i 1 abelianos para la ley de
.y juntos numéricos 4. Q. R, T son grupos

E mm:x dichos conjuntos, y Q*. R*, (* son grupos para el pro-
~ ducto en dichos conjuntos.

tativa
3 R no es un grupo para la ley de suma. ya que aunque + es conmu

Sy
R 4.

| - ab ley interna que s una ley de
3. En Q, si definimos @ « b=, esia es una ley

imétrico para
1""- posce elemento neutro 0. ningln elemento no nulo posee simé pa

‘,}_ grupo para Q*. ya que
Ql] « €s asociativa pues

':n bsc)=a« -bzi% para todo a.b.c en Q%

N dbtt'_ak
:_'_  b) 2 6= ——=—.

2 4
" (82) + posce elemento neutro, el 2.

. En efecto. @ « 2=2 « a=a para ae@’,.
'il;)er to(;o ac @, existe @' Q¥ tal que

P
. @« a'=d sa=2 estoes, iR s

4
—_-a
4
] —_— 320
as a 2

i | 3 estudiamos en los cursos
4. Todos los ejemplos de espacios vectoriales que ! -y
;ll.e ﬂ}gle‘l:alinealsonpupos para la ley de suma del espacio vectoria
’.-Elconjuntn G:ld+\f£ con @ be ™) 25 un grupo para la suma de nimeros
g™ 139




6. Un ejemplo geométrico de grupo es el de las rotaciones del plano (o ¢ 2. Sea §= R\[=1}. Se define en § 1a ley a « b=a+b+ab.

espacio) con centro en un punto fijo O. :

Se llama producto de las rotaciones p, y p, a la rotacién que resulta

efectuar p, y p, sucesivamente. Este producto es una ley interna. el ne

tro es la rotacién que deja cada punto en su posicién original y el inver

de una rotacién dada p es la rotacién realizada en sentido opuesto a

I Es posible verificar fdcilmente la asociatividad y comprobar que la ¢o
-y  mutatividad no tiene que cumplirse. '

:, a) Demuestre que (S, «) s un grupo.
. b) Halle la solucién de la ecuacién 2+ x+ 3=7 en S.

_ 3. Demuestre que ( R*.+) es un grupo abeliano si @ « b=|d| - b.
+Es (R, «) un grupo?
7. El conjunto

SL(n, R)={4eM(R) : det 4=1}

dotado del producto de matrices es un grupo, ya que

4. Sea S=la+b\2: a.beQ, a y b no simultincamente nulos}. Demuestre
que 5 con el producto usual es un grupo.

5.Sca S={a+b \“:? : @beQ. a y b no simultdncamente nulos}.
det A=l,‘dgt B=1=det 4 - B=1 :;-;:l: que S es un grupo para la multiplicacién usual de nimeros com-
(1) El pmducto de matrices es asociativo.

(§2) det I, =1y A-I=I -A=A para toda AeSL(n. R)

|
det 4

6. Sea S={zeC : Z"=1} con me N, fijo. Pruebe que S con ¢l producto
usual de los mimeros complejos es un grupo de orden m.

(83) Sidet 4 = 1, entonces det 4! = 7. Sea R ylaoperaciﬂnx:y:s x'+y" . Pruebe que (R. ») s un grupo
abeliano. :

= |, y sabemos qu

A-A7'=A"" - A=I,
8.Sead(R)={gp,,: R— R : g ,(x)=ax+b;a.bé R.an0}. Pruche
8. Sea E un conjunto y o, ={f : E — E biyeccion}. 3 que A,( R) es un grupo para la composicién de aplicaciones.
O, €3 un grupo para la composicién de aplicaciones, el cual segin vere
. mos desempeflard un importante papel, y es la-generalizacién natural de
los grupos de permutaciones.
que o, es un grupo.
En efecto, la compuesta de dos biyecciones es una biyeccion, id, dads
por id (x) =x es una biyeccién de E y foid,=id, «f=/ para todo fed,
Si feo,, entonces /' es una biyeccién y £ o f~'=f7 . f=id, y la com
posicién de aplicaciones es asociativa. .

Ejercicios
1. Diga si (S, =) es un grupo

9. Sea G=1{(a. b) € R% a#0). Se define en G la operacién
(a.b) (c.d) = (ac. ad+b). Verifique que (G. -) es un grupo.

3.4 Propiedades de los grupos

Veamos algunas propiedades de la estructura de grupo que resuitan de
los axiomas.
(1) Unicidad del neutro ‘

El elemento neutro para una ley de grupo es unico.
a) 5={geQ. ¢>0} y - es la multiplicacién usual en Q. En efecto, supongamos que existan e. €’ tales que -
b) S=(zeZ : 2=2)y - es la multiplicacién usual en Z.
¢) §=Z y a-b=0 para todo a, beZ.

d) S=Z ya<b=b-a

¢) §={1,-1, i, —i} con el producto usual en C.

a) ex=xe=x VxeG

b) ex=xe'=x VxeG.

Entonces ee’=e’e=¢ por b) y ee’=e’e=¢’ por a), de donde e=¢"
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de tener definida una suma con algunas de las propiedades de grupo, no es
posible resolver las ecuaciones a+x=>b y x +a=>b para cualquier par de na-
furales, ya que la suma en N carece de la propiedad (g3). como sefialamos
~ anleriormente,

" La solucién x=a"'b obtenida para la ecuacién ax=5 es unica, ya que el
. jnverso a ' es tnico para cada a<G.

~{5) Si G es un conjunto con una ey interna asociativa y tal que para todo
" g. beG las ecuacioens ax=>b, xa=»b tienen solucidn unica en G, entonces
(G. -) s un grupo.
(Esta propiedad es, en cierto sentido, reciproca de la anterior.)
. En efecto, podemos probar que existe el elemento neutro en G.
. Tomemos la ecuacién ax=g, la cual tiene solucién para todo aeG, segin
. puestra suposicién. Llamemos ¢ a la solucién de ax=g y probemos gue
. be=b para todo beG.
Sea, entonces, la ecuacidn xa=>5, la cual también tendrd solucién dnica en
G:

xa=b=xlae) =b=>(xa)e=b=be=b para todo beG.-

Tomando la solucién de xa=a. obtenemos que existe e'eG tal que e'b=5 pa-
~ ra todo beG, _

Como e'e=e=¢", resulla que e=¢".

- Nétese que en el iltimo paso hemos demostrado que si para una ley interna
existe elemento neutro a la izquierda y a la derecha, estos tienen que ser
iguales; luego existe neutro.

- Probemos ahora que existe el simétrico para cada a<G.

- Consideremos las ecuaciones ax=e y xa=e, que deben tener solucién tnica.
Llamemos a estas soluciones @’ v @”, respectivamente.

Como %

mmhmmmuu@uheﬁﬂemiaen(?deumlq

terna. por lo que puede pensarse en una propiedad mds general. b

(2) Unicidad del simétrico para cada geG.

Si aeG. su simétrico es unico. *

Supongamos que existen dos simétricos @’ y a” para a. o sea.
a-a'=a -ag=e
a-a"=a”"-a=e

Entonces

a@-a-a"=a'(@a-a)=a -e=a'

a'-a-a"=(@-a) -a"=e-a"=qa",

Luego a’'=a", _ s

De forma similar a lo que hicimos en la unicidad del neutro. para la unj

cidad del simétrico hemos usado solo la existencia de una ley asociativa
que posee neutro.

(3) Propiedad cancelativa 3
Se cumple la propiedad cancelativa a la izquierda y a la derecha. En otra
V aeG, ax=ay=x=y (a la izquierda)
Y aeG, xa=ya=x=y (a la derecha).
En efecto,

ax=ay=a 'ax=a 'aysex=ey=sx=y.
(Andlogamente se demuestra a la derecha.)

(4) Las ecuaciones ax=b y xa=»b tienen solucién tdnica en G para tod
a beG. 3
En efecto, tomemos por ejemplo ax=>b. Hallar una solucién en G significs
encontrar xeG tal gue satisfaga la ecuacidn.
Utilizando los axiomas de grupo, tenemos:

Multiplicando por a', a'(ax) =a™'b.
Asociando convenientemente, (g~ a)x=a"'},
Utiizando a-a'=1 y | - x=x, x=a1b.

Similarmente obtenemos la solucién para la ecuacién xa=b.

La propiedad (4) es una de las propiedades mds importantes de la estri
tura de grupo; incluso podemos decir que una de las razones por las cuale
tomamos la definicién de grupo que dimos anteriormente, es que se cumple
esta propiedad, o sea. que tenemos la posibilidad de resolver el tipo df
ecuaciones ax=>b y xa=>b para cualquier par de elementos. .
El ejemplo mds conocido lo constituye (Z. +). donde podemos resolver la:
ccuaciones @ +x=b y x+a=b para cualquier par de enteros. En N, a pe

} donde ¢ denota el elemento neutro de G.

a"acg’=a"” (aa") =a"e=a”
Y a"aa’=(a"a)a'=ea’ =a’,
se¢ obtiene a’'=a”.
A_l demostrar que a’=a" hemos demostrado que si para una ley interna aso-
ciativa y que posee neutro, un elemento posee simétrico a la izquierda ya
la derecha, entonces estos son iguales. De aqui que dicho elemento posee si-
métrico para esta ley.

De las propiedades (4) y (5) resulta que podemos dar la siguiente definicion
eguivalente de grupo: *

DEFINICION 3.4.1 ;
Un conjunto G dotado de una ley interna - es un grupo si y solo si
(81) es asociativa,

(82) las ecuaciones ax=b y xa=b tienen solucién tinica para toda a, beG.
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Pueden encontrarse otras definiciones equivalentes de grupo y algunas es-
pecificas para los grupos finitos. Algunas de cllas aparecerdn como ejerci-
cio.

(6) Para todo a. beG.(ab)™’ =b'a".
En efecto,
abb~'a'=aea'=aa'=e y b'a‘ab=b"'eb=b""b=e.

(7) En l6s conjuntos numéricos estamos acostumbrados a trabajar con po-

tencias y miltiplos. También es posible definirlos en un grupo.
Si (G, -) es un grupo, para todo a<G y meZ podemos definir g™ como si-
gue:
a"=a-a-..  apara mea",
el

m veces.
a’=1
a"=(@"')™™ para meZ*
Las potencias definidas cumplen las propiedades:
& "=a-a"
(@)"=a"
Recomendamos al estudiante que verifique estas propiedades.
Si el grupo G es un grupo aditivo, podemos definir muiltiplo asi:

ma= a+a+..+a para meZ;
—

fn VECES

. 0:-a=0 y ma=-m (-a) para meZ*

Los multiplos definidos cumplen las siguientes propiedades:
ma+na=(m+n)a
mi(na) =(mn)a

Ejercicios

1. Si G es un grupo tal que (a - b)*=a* - b* Va. beG, pruebe que G debe ser

abeliano.

2. Pruebe que en un grupo finito de orden par existe al menos un elemento 1

distinto de la identidad, el cual es su propio inverso.

3. Pruebe que un grupo finito de orden menor o igual a 4 es necesariamenie
abeliano.
Sugerencia: ba es igual a uno de los elementos e, a. b, ab.

4. Pruebe que si en un grupo xx=x, éntonces x=e.

S.Pmeb_equesix'*-cpanwdmmemmmde& entonces G es colr
mutativo.
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Pruebe que si (ab)"=a"b" para todo a.: beG y todos los enteros positivos
n. entonces G es conmutativo, y viceversa.
Sea Gun conjunto donde hay definida una ley interna asociativa tal que:
(1) Existe ecG: ae=a VaeG.
" (2) Para todo aeG existe a'eG tal que a -a’'=e.
'i a) Pruebe que (G, -) es un grupo.
" b) iSe puede afirmar lo mismo si en lugar de (2) se considera:
(2) Para todo a<G existe a”€G 1al que a"a=¢?
_ ncia: Analice el ejercicio 3 del epigrafe 3.3.
Guncon.iuntoﬁni&opmviuode una ley interna asociativa -y tal

(1) ax=ay=x=y }
It LW a x yeG
. (2) xa=ya=x=y *

. a) Pruebe que (G, -), es un grupo.

. Sugerencia: Analice la inyectividad y la sobreyectividad de la aplica-
" ¢ibn 9.: G— G dada por x~xa para cada a<G fijo.

' b) i.Qué ocurriré si s supone la validez de (1) 0 de (2) solamente?

3 5 Grupos finitos expresados mediante tablas
Ya hemos sedialado anteriormente la importancia de los grupos finitos

je ¢l punto de vista histérico y préctico. Por otra parte, vimos la posi-
d de describir una ley interna en un conjunto finito mediante una tabla

Je multiplicar.

A partir de los axiomas de grupo, veamos qué posibilidades dan dichos
: e_nlnoonstrucciéndelutabhsmn;rupmdcdm.msycmm

'_ZMchmqmelndmmmhmdcemqueMWunmw
5 uno, ya que por el axioma (§2) debe existir un elemento neutro. En este
250 ¢l grupo G=1{e} constard de un solo clemento, que serd a la vez el neu-
10 y el inverso de si mismo. :

_ Sea ahora g={e.a) un conjunto de dos elementos. Denotamos uno de los

dos elementos por e, ya que sabemos que uno de los dos va a ser ¢l elemento

eutro del grupo. Completemos la tabla d¢ modo que se cumplan los axio-
.;'- grupo:

€ a
e a
a €
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La operacién interna asi definida cumple evidentemente (g2) y &3). En
cuanto a la asociatividad. tambicén se cumple. lo cual puede comproba;
estudiante en los distintos casos.

Dados los axiomas de grupo. la anterior es la linica pombmdad para una
tabla de un grupo de dos elementos.

Observemos detenidamente las caracteristicas de la tabla para ver qué
condiciones han resultado de la exigencia de los axiomas y las propiedades
de los grupos.

El hecho de que las ecuaciones ax=b y xa=b tengan solucién para todo

ay b de G, implica que cada elemento del grupo debe aparecer una y solo

una vez en cada fila y en cada columna de la tabla. En particular. el ele-
mento neutro ¢ cumple esta propiedad. Esto nos facilita eliminar posibilida-
des, al ser una condicién necesaria que debe cumplir la tabla de un grupo.

La descripcién del grupo mediante la tabla permite analizar todas las
propiedades menos la asociatividad; esta debe ser comprobada casuistica-
mente.

- De la tabla de orden 2 podemos deducir que existe un Unico grupo de
dos elementos, en el sentido de que estructuralmente todo grupo de orden
2 responde a la tabla dada anteriormente.

«Qué ocurrird para un grupo de tres elementos?
Analicemos las posibilidades de la tabla segun las propiedades que vimos
en el caso de orden 2. Para G={e,a b} tendremos

e a., b
e:n3 by e a b
a a b e
b b e a

Obsém que se cumplcn las caracteristicas sefialadas en el caso de or-
den 2.

La posibilidad anterior es la tinica para una ley interna en un conjunto
de tres elementos, que da lugar a una ley de grupo. Recomendamos al es

tudiante que escriba las otras posibilidades de una tabla de tres elementos

y comprucbe que solo la dada anteriormente sirve para representar una ley
de grupo.

Podemos, pues, decir que en el caso de orden 3 también existe un unico
grupo. ‘

Posteriormente estudiaremos el concepto de isomorfismo de grupos. que
formalizard las ideas expr:sadas anteriormente sobre la existencia o no de

un Unico grupo de un orden dado.

- Dejamos al estudiante el estudio de las posibilidades en el caso de¢ cuatro
ementos. para el cual existen solo las dos siguientes:

. 2.

: € a b ¢ e a b ¢
e e a b ¢ e e a b ¢

B Aatal b} cloe a|af|efc]|b

i

b |b) ¢c| e | a b | b | c¢c|e]|a

N

: ¢ ¢ e a b C ¢ b a e

i, Al grupo descrito por la {gbla 1 lo denotaremos por Z,: ¢l de la tabla
. es conocido por V, o grupo de Klein,

Los grupos ﬁmtos también pueden describirse por otras vias en las que

1o se utilizan tablas. Por ejemplo, definamos el grupo siguiente: sea Z_ el

onj {0.1.2....,m -1} formado por los m primeros nimeros naturales, y

_' fin, en Z_ la ley: ARY <4
_-:_J‘-"#*b=d+b sia+b<m
En -b=r sia+b=m+r. donde Osr<m

Hn ley interna es una ley de grupo en ¢l conjunto de m elementos’ 2
ego da lugar a un grupo finito de m elementos.

; __Eﬂa segunda forma de describir un grupo finito, mediante la caracteri-
I€ién de la ley interna. tiene la ventaja con respecto a las tablas de que es
icil comprobar la asociatividad, ya que se conuce la forma explicita del

T 0 de dos elementos.

- Construyamos las tablas de 4_ para algunos valores pequeitos de m.

e 0 1 0 1 2 T &1 213
0 1 0] 0 1 2 00| 1] 2]3

1 : 0 ! 1 3§ e Y rTyY Iy

o 2 2 L0 1 21213(0]1

: 34315011312




Si identificamos e con 0, acon 1, & con 2 y ¢ con 3. encontramos de nue-
vo las tablas de los unicos grupos de orden 2 y 3, y en el caso de Z,, la po-

sibilidad dada por la tabla 1 presentada anteriormente; de ahi la notacién

de Z, que le habiamos dado a este grupo. Los grupos Z,_ desempefiardn un
importante papel en lo que sigue.

Producto de grupos

Nuestro propdsito ahora es seguir aumentando el nimero de ejemplos de
grupos. Estudiaremos un proceso constructivo de formacién de grupos a
partir de grupos conocidos. Mediante este proceso podremos construir gran
cantidad de grupos, entre los que quedardn incluidos todos los grupos abe.
lianos finitos, seglin veremos posteriormente.

_Comencemos por dar algunas definiciones:
DEFINICION 3.5.1 '
Se llama producto directo externo de los Brygos Gy Gy....G,, al grupo

dadoporel productocartesmnaGny 4 4 -HG dotado de la ope-
racion .

(@ ay-..., a)(by by.... b =(aby.... ab).
(El estudiante puede comprobar que se cumple la afirmacién hecha en la de-

finicidén, de que HG con la operacién de producto componente a compo-

nente es un grupo, 5
Si los grupos G, son abelianos. entonces HG es abehmo También es fd-

cil comprobar que si G, tiene r, elementos, entonces HG tiene

Fy *ry ... -1, clementos.

Ejemplos

1. Consideremos Z,XI,. que tiene 2 - 3=6 elementos.

2,x2,={ 0.0). 0.1), ©0.2). (1.0). (L.1). (1.2)}
Hallemos, por ejemplo, las siguientes sumas en Z,x2Z,:

0.2) +(1.1) =(1,0)

(1.2) +(1,2) =(0,1)

0.3) +(0.3) =(0.0)

Observemos que las operaciones utilizadas son las de Z, para las prime-
ras componentes y las de Z, para las segundas.

2. 2,x2,={(0,0). 0.1). 0.2), (1.0), (1.1), (1,2). (2.0). (2.1). (2.2)} tiene
nueve elementos. .

3. Zx2,={(m,a), meZ, a=0, 1} y es un grupo infinito.
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4. 2,%x2,=100.0). ©.1). (1.0). (1.1) }. Si construimos la tabla correspondien-
~ te, obtenemos:

0.0) | ©0.1) | (1.0) | (1.1)
0o | eolon|en|an
oy | enleo|ey|ao
a0 | aolan|enlen
ap | an|ao|en | oo

~ Identificando ¢ con (0.0). a con (0.1). b con (1.0) y c con (1.1). la tabla
. corresponde a la estructura del grupd de Klein V.

- Con este ultimo ejemplo vemos que mediante ¢l producto de grupos po-
demos obtener grupos ya conocidos.

~ Queremos sefialar, ademds, que en los grupos de orden 2. 3 0 4, no es
peesario construir la tabla en cada caso para verificar que tenemos uno de
tos grupos. Dichas tablas conllevan ciertas relaciones definitorias. Asi, en
caso de orden 2. tendremos un neutro y un elemento que es su propio si-
trico, en el caso de orden 3, un neutro y dos elementos mutuamente si-
icos. en V, un neutro y tres elementos que son su propio simétrico. y

?'- tos mutuamente simétricos.
- Por consiguiente. en el ejemplo anterior para verificar que Z,xZ, poseia
ﬂu’uctura de V, hubiera bastado comprobar que (0.0) es neutro y que

~ 0.1) +0.1) =(0.0)
 (1,0) +(1,0) =(0.0)
(LD +(1.1) =0.0)

Ejercicios
_'_ Demuestre que el conjunto de funciones fi(x) =x. f}(x)

=1- _I._. _[;(x} =
’ X

X X_
. s un grupo con la ley de

2. Probar que las matrices

B COCoe DG

en las qué w'=] (ws1) forman un grupo multiplicativo.

0 w)
wi 0
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Buscar todos los grupos de cinco v de seis elementos,

Sugerencia: Seguir ¢l método descrito en la busqueda de los grupos de
dos. tres y cuatro clementos.

4. Sea G+ un conjunto finito provisto de una ley inlerna que posec elemento
neutro. Pruebe que G ¢s un grupo si y solo si la tabla de multiplicar de
la ley de G tienc las propiedades siguientes:

(1) Cada fila y cada columna contiene todos los elementos de G exacta-
meale una vez.

(2) Si para cada par de elementos x. y de G. distintos ambos del neutro.
consideramos un rectdngulo que tenga como vértices el neutro. x en la
misma {ila que el neutro y y en la misma columna que el neutro, entonces
el cuarto vértice del rectdngulo depende solamente del par x, y y no de
la posicién del neultro. :

5. Construya las tablas de multiplicar de Z, y Z,.

3.6 Subgrupos . ;

Al - estudiar el concepto de grupo vimos los ejemplos:
GL(n. R) ={4eM(R) : det A#0}. que era un grupo para el producto de
matrices, y SL(n, R) ={4eM (R) : det A=1}. que también era un grupo
para dicho producto. Es evidente que SL(n. R) cGL(n, R) y ¢s un grupo
para la operacién aefinida en GL(n, R).

De la misma forma, si tomamos una de las dos tablas de grupo de or-
den 4. por ¢jemplo: . :

e a b 2
e e |a | b | ¢
G a ¢ * b
. _b -b ¢ a e
¢ ¢ | b ; a

Observemos que los elementos e y a son tales, que sus productos forman
una tabla de grupo de orden 2 para la misma ley del grupo de orden 4 al
cual pertenecen.

Los ejemplos anteriores nos llevan a considerar ¢l conceplo de subgrupo
que definimos a continuacion. PG :

DEFINICION 3.6.1 .
Un subconjunto A no vacio de un grupo G se llama subgrupo de G, si H
¢S Un grupo para la ley definida sobre G.
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" En la préctica se requieren crilerios para decidir si un sn-bcc‘:mfunw dado
je'un grupo es o no un subgrupo. Estos criterios son los sipuientes:

SROPOSICION 3.6.1 :

" Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de G siy
0 '$i . .
(1) a.bcH=a-beH (esto es. la ley de G es una ley interna en H)

. aeH=a'eH

Demostracion _ W

" Si H cs un subrgupo de G. es evidenté por la propia definicién de sub-
rupo que se cumplen (1) y (2). .

" Reciprocamente. supongamos que H es un conjunto no vacio de G para
o cual se verifican (1) y (2), y comprobemos que entonces A es un grupo
ra la ley de G. Para ello bastard verificar que la ley de G es asociativa
para los elementos de H y que ecH. @

* Estd claro que 4a ley es asociativa en H. ya que es asociativa para tun’_-os
s elementos de G y como H es no vacio, de (M y (2) resulta que tomando
n elemento cualquiera x de H. tenemos x - x~ ' =eef.

. Debe observarse que la suposicion de que H es no vacio es fundamental
para probar que si se qgumplen (1) y (2). entonces H es un subgrupo.

" Otra definicién equivalente de subgrupo es la siguiente:
PROPOSICION 3.6.2 . ;
subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de G si y solo s1
eH=a - b'eH.

ostira ‘ﬂ 2

i H es un subgrupo. por la propia definicién es fdcil ;omgmbnr que
beH=a - b 'cH. puesa-beH para lodo abeH y beH=b" EH._ Y

~ Reciprocamente, la asociatividad se cumple por ser la ley asociativa
J Ademds. si aeH. a-a'=ecH ye-a '=a'eH.

_ Por ultimo, a,beH=a(b') ' =a - beH. gt

" En el caso de los subconjuntos finitos, tenemos una caracterizacion de
ipo auin mds simple. :

OSICION 3.6.3 ;
es un subconjunto finito no vacio de un grupo G, entonces H es un sub-

de G si y solo si a,beH=a -beH.
demostracion * 3

H es un subgrupo. es obvio que se cumple la C‘Dndlﬂél? dada en la pro-
: -.'llcc{pmcamente. bastard probar,. por ld proposicion 3.5.1. que
ael =a 'eH.
. En efecto. si acH y se cumple que la ley es interna en H. lenemos que
1S potencias a" de a deben estar en H para todo n entero: pero como H es
inito. estas potencias no pueden ser todas distintas. luego debe existir m en-
ero positivo tal que @™ =¢. De aqui que a”-' sea el inverso de a y al ser una
Jotencia de a pertenezca a H.
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V-can;osahomahumdémplmd:mblrupm. '

Iucmpt‘ar
1. [-‘.uunmmu{(; -). G y le} son subgrupos de G que se llaman triviales

Los subgrupos no triviales de G, o sea. los subgrupos distintos de G y de

{e} se llaman propios y son los de mayor interés.
2. En los conjuntos numéricos (Z. +). (Q. +).(R. +). (T, +), cada uno

es un subgrupo de los siguientes. Lo mismo ocurre con (Q*, -).(R* -), .

[ AR

3. Elgrupoesmdmdoenlose_\elmlossuu R)es.enrenhdud. un subgrupo

~ del grupo de las matrices inversibles de orden n sobre R, el cual denota-
mos por GL (n. R). le!ﬁnvmmhmtmduccmdcmepﬁnfe

4. Enlosqempiosdesrupmdadusnwdumtembluvmquewbexmhn
dos posibilidades de grupo de orden 4. El grupo dado por la primera ta-

bla corresponde al grupo Z, (lamando 0=e¢, 1=a, 2=b. 3=¢), y el grupo

descrito por la segunda tabla es el grupo de Klein, V.

Los subgrupés de Z, y ¥, se pueden obtener observando las tablas, ya '

Que para gue un subcomunto sea subgrupo es necesario que las posiciones

- de la tabla correspondientes a los elementos del m'bmmunto. constituyan 4

. @ su vez una tabla de grupo.

Asi de Z, el unico subgrupo propio es {0,2} y en V, hay tres subgrupos

‘{e a). {e.b). le.c).

3. 1-05 subgrupos de (Z. +) tienen una forma especial que nos permite de-
terminarios completamente, ya gque son los conjuntos de la .forma

nZ ={nx : xeZ} para cada neZ fijo.
En efecto, nZ es un subgrupo de Z para todo neZ fijo, pues aplicando

la proposicién 3.6.2 a nZ. tenemos que nx—ny=n(x—y)enZ para

nx. nyenZ cualesquiera.

Esto nos demuestra que todo conjunto de la forma #Z es un subgrupo

. de Z. Probemos ahora que los subgrupos de Z son exactamente los nZ,

mhcmmumwcmcadedemm;dnahque&beprer 4

tarse atencidn pues se reiterard a menudo.

Sea H un subgrupo de Z. Si H=(0). entonces H=0Z. Tomemos. pues.

H=0}.

Si H #{0}, existen en H elementos no nulos, lo que nos permite decir que '

hay en H elementos posilivos y negativos, pues al ser un subgrupo, cada

-elemento de H debe tener su simétrico en H. Si consideramos los elemen-

tos positivos de H. entre ellos tiene que existir un elemento minimo, pues
todo subconjunto no vacio de Z _ tiene un primer elemento. Sea m ¢l
minimo de los elementos pnmwos de H. Probemos que H=mZ.
Hay que probar HcmZ y mZcH. Al ser meH y H nn subgrupo,
mx=m+...+meH: de aqui que mZ cH.

‘——v——"'

X veces
Sca ahora neH y probemos que nemZ. o sea, n=mq para algin qeZ.
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2mos que n=mgq+r con r=0 o 0 <r<m por ¢l algoritmo de la divi-

'sion en Z. Luego r=n—mgq y de aqui reH, lo que indica que r=0 pues
‘y< m y m es ¢l menor entero positivo tal que meH. Se deduce que
‘n=mq. O sea, nema segin querfamos probar.

mpreuntukumhlmpoldeungrupoﬁesusuﬂh-uﬂom

Ex el ejemplo 3 vimos que SL (n, R) es un subgrupo de GL(n. R), pero

existen otras relaciones entre los subgrupos de GL(n. R) que resu-

I en el diagrama 3.2.

Q) SL{n, R)
E <. SL(n. Q) /
SL(!!.I)
w

ui GL (n, Q). SL(n. @), SL(n. Z) representan los grupos de matrices

_-_'--: Q y Z similares a los considerados sobre R.

153




PR T—, | ric'y -0 2o 2 esun subgrupo iclico de (@, +).
= ‘ - 'T_ -
2

un subgrupo ciclico de (Q. +) generado por | o por -1.

Z. los dnicos subgrupos propios. {0.2.4} y (0.3}, son cicli-
05 (3.2,4}=(2). {0.3} =G). En el caso de Z, todos los subgrupos son

elicos. pues Z,={1) y 10} =0.
2 x4,
0.1)={(0.1). ©0.2). 0.3). ©.0)}.

PROPOSICION 3.6.4
Sean (G, - j )
(pn ;eu(l:;grl;po ¥ x€G [ijo. Entonces el conjunto H={x": ne Z} es un

| Demostracion
: H H#%0 pues X=ecH.
Sean a,beH; entonces a=x", b=x". B - 1 200.1) 3(0.1) 40.1)

08 subgrupos propios de ¥, son todos ciclicos: le.a)=(a) (e.b}=(b),
={(c). Sin embargo. ¥, no coincide ¢on ¢l conjunto de las potencias

i "nugunn de sus elementos.
n iﬁl.. n. &), -). H={( 10 ) 2 nel} es  ciclico. ya que
n (C 2%

= %

i | )

h los ejemiplos de Z y Z, vimos que ¢s posible que el grupo G coincida

unto de las potencias (o de los nuiltiplos, segin ¢l caso) de alguno
ntos; esto ¢s. que G ={(x) pma algun xeG. En este caso decimos

s ciclico. :
upos ciclicos son una clase importante de grupos y serdn estudia-

n detalle en el epigrafe 3.13.

Jn grupo (G posee siempre subgrupos ciclicos, pero no necesariamente
§ sus subgrupos son ciclicos: por ejemplo. en Z,x2,, H =

), 10.2). (1.0). (1.2)} no es ciclico. :

: @b '=x" ) N=x iy miyremepy
;“; Luego H es un subgrupo por la proposicién 3.6.2.
{ DEFINICION 3.6.2 -

Se llama subgrupo ciclico’ d . 1
H={x":ne2). y se denota por e(x)f; sencrado por' xeG al subgriipo
' Algunas propiedades de los subgrupos ciclicos son:
B ) Todo subgrupo ciskico & abetiine.

| gemmmcfdn i
- ean (G, -) un grupo y (x) un subg icli E
| rupo ciclico de G. :
| @-b=b-a para todo a.be (x) Pero g, ber deden T M

a"b:_ r'x-zf-x‘_—_b.a

i!| ( (2) {x)esel menor" subgrupo de G i 1
| ! que contiene a x; est
| subgrupo de G que contiene a x, entonces {(x)cH. bl e

Demostracién .
g:w claro que xe(x), pues x=x!, §
ea H un subgrupo de G tal que xeH AI

X"=x ... - xeH para todo nez S e -x“eb‘wr et

\ fo > "-n..,_____,f

} n veces n veces

para todo neZ .

ice si los siguientes subconjuntos son subgrupos de los grupos da-

) @ de G=la+by2. a.beQ. no nulos ambos} con la ley -
'={6" - ncZ} de (R*. -). .

€) H={x": neZ de (R, +)

@ iR={ix:xe R} de (C. +) y de (C*, )

9 SL2.2). -). Hﬁ{ (: ;)‘: ne Z}

4, (R) ={0_: ¢ (x) =ax+b. ar0, a.be R} con la composi-
1 de aplicaciones. el subconjunto K= ,: be R

Padehr olra parte, x"=ecH,

mos, pues, decir que x"eH para todo neZ: de

¢ x"e + de aqui que (x)cH

Si la ley de G se denpta aditivamente, entonces {x)={nx :qn eZ). 3
Veamos algunos ejemplos de subgrupos ciclicos. :

~ Ejemplos i
I.EnZtodoslnsnlwnciclica.Enemcamhsmbgm i
- ckl I-Ds
ﬂnmwbsmpwdez.puu{o}_yzmdehromm._ 2m’9n -
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el esquema de estos. Realice lo mismo para Z,x2Z,,

3. Busque los subgrupos del grupo (S, =) de.las permutaciones de tres ele.
mentos, estudiado como ejemplo al inicio de este capitulo.

. Pruebe que en un grupo abeliano (G. - ) con neutro e. H={xeG : x?=¢}
es un subgrupo de G.

5. Pruebe que si (G, -) es un grupo finito con neutro e y aeG entonces

existe ie N : d’=e.
Sugerencia: Considere el subgrupo {(a) de G.

6. Pruebe que en un grupo abeliano (G, -) con neutro e, el coniunto'

H ={xeG :x"=e} para el entero n> 1 fijo es un subgrupo de G.

7. Pruebe que dados un grupo G y dos subgrupos H y H’ de G, entonces I

HnH’ es un subgrupo de G. Generalice el resultado al caso de una fa-
milia (finita o infinita) de subgrupos de G.

8. Dados un grupo G y dos subgrupos H y H' de G. serd HUH’ un sub-
grupo de G? (Analice, por ejemplo. el caso de 4,). Busque una condi-
cién suficiente para que la unidén de dos subgrupos de G sea un subgrupo
de G.

9. Sea 4 un subconjunto de un grupo G. Se denomina centralizador de A

. en G y se denota por C(4), el conjunto de los elementos xeG tales que

ax=xa, VaeA. En particular, C(G) se denomina centro del grupo G.
Demuestre que C(4) es un subgrupo de G.

10.
S(H) ={xeG : x*eH!} es un subgrupo de G.

Sean G un grupo, 4 un subconjunto de G, x=G, y llamemos
Ax=lax:acAl y xA={xa:acA).

11.

Considere M(4) ={xeG : Ax=xA} y pruebe que N(4) es un subgrupo de

G y que C(4), definido en el gjercicio 9. es un subgrupo de N(4).

12 PruebequesG,.G son grupos y H,, H, son subgrupos de G, y G, res

pect:vamcnte, entonces H,xFH, es un subgrupo del grupo pmducto

G,xG,.
Generahoe el resultado al caso de » grupos G,. G,..
H. H,..., H de G, G,. « B, respectwamntc

3.7 Grupos de transformaciones

Al ‘inicio de este capitulo. en la breve resefia del desarrollo histérico del
concepto grupo. sefialamos como, sobre la base de los trabajos de numerosos

matemdticos de fines del siglo XVIII y del siglo XIX, Félix Klein tomd este
concepto como fundamento para clasificar los distintos lipos de geometrias.
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. Construya la tabla de los grupos Z, y Z,,. Busque los nubgruposy hagg

Pruebe que si G es un grupo abeliano y // un subgrupo de G. entonces

.G, y n subgrupos

gruposunhzadospur[(lemmhulhnudmmmdrmufm
, que constituyen subgrupos del grupo de las biyecciones de un con-
o0 en si mismo, el cual constituye un grupo para la composicién de apli-

'_ Mnchos de los grupos de transformaciones mds interesantes surgen al
iderar en el grupo de las biyecciones de un conjunto en s mismo. aque-
s que conservan alguna propicdad de dicho conjunto. Por ejemplo. en el
unto de las biyecciones del plano. al considerar las biyecciones que con-
wan la distancia, dicho conjunto es un subgrupo del grupo de las biyec-
ones del plano,

Por otra parte, al considerar los grupos de transformaciones, estudiamos
mpletamente la clase de los grupos, ya que puede demostrarse que todo
upo es estructuralmente idéntico 2 un cierto grupo de transformaciones.
~ Estudiemos, pues, estos grupos y sus subgrupos con mds detalle.
EFINICION 3.7.1 ¢

e llama permutacion de un conjunto E a una biyeccién de E en E.

. Tendremos. entonces, el siguiente resultado, segin seflalamos anterior-

CION 3.7.2°

ea E un conjunto y sea S, el conjunto de las permutaciones de £. Entonces
=s un grupo para la composlcmn de aplicaciones, que se llama grupo si-
wétrico de E.

IUON 3.7.3
a grupo de transformaciones de E a un subgrupo de §,.

Pem nos interesan particularmente los conjuntos finitos, donde la defi-
cién de permutacién toma la forma usualmente conocida, y el estudiante
ie ohuﬂuquehcmcmndeaphcacmcmmdemelpm
: anmm En este caso es obvio que si E y F tienen el mismo ni-
o de elementos. el grupo de las permutaciones de E es estructuralmente
co al grupo de las permutaciones de F, ya que un grupo puede obte-
erse del otro sustituyendo cada elemento de E por un y solo un elemento
F. Esta idea la formalizaremos mds adelante. Ahora daremos la defini-
0N siguiente:
ION 3.7.4
Enncomumoﬁnuod:nelenwnws. Elgmpodcpemuucmmdeb
e llama grupo simétrico de orden n y s¢ denota por S.

ROPOSICION 3.7.1
;lme n! elementos.

lemostracion

: SenE {1.2.....n} —podemos tomar también E={a,. a,. .... a,} y llega-
llmmnoremhado ymues 4
wedeurewopdodenl‘orm l'gemmdceuu.lim

o




gna correspondencia con transformaciones del plano. tales. que dejan in-
rlantes cl tridngulo; ecstas son las rolaciones con centro en el origen y dn-
os de 07, 120° y 240°, y las simetrias con respecto a los cjes E,, E, y E,
¢ corresponden respectivamente a las permulaciones 0y P P, ¥ iy My By

le quedan (n - 1) posibilidades (ya gue o os una bi i 1
= qu ¢ \ yeceibn): a o(3), n -3
sibilidades. y asi sucesivamente. Concluimos que’ § l.i;: \
n-(n-1) - (n-2) ~... -2 I=n! clementos. { :

Ejemplos

1. Habiamos dicho que §,={p, p,. P, W, 1, ). donde ‘F\ /'J
of-1.2.3 | RN T | N : $
D= = .
°(123) "‘(132) 3 \\‘." 4
% e w3, e g
: p'(l-ll) "'z(szx) 2 '
BB o ; P % %
p= il 4
. (3 | 2) ¥ (3 1 3) // - \\
o, : / N
La tabla de multiplicar de S, es la siguiente: E v V
..- - 2 . l 2
.E._ 3 3.1 Ffs_ 33

Po | Py | Py | By |1y | iy

' Este conjunto de biyecciones del plano que dejan invariantes el tridngulo
quildtero. forman un grupo para la composicién de aplicaciones que se 1la-
& grupo de las simetrias del tridngulo equildtero o grupo dihedral. y se de-
ola por D,
" De manera similar se puede encontrar el grupo de simetrias de un poli-
no regular de n lados. que se denota por D,, y puede demostrarse que tie-
elementos. Cada uno de estos grupos a.e_sinmdu se corresponde es-
sralmente con un subgrupo del grupo de permutaciones S,
Construyamos el grupo D, correspondiente a las formas en que dos “co-
as" de un cuadrado de vértices 1.2.3.4 pueden ser colocadas una encima
e la otra. D, serd el grupo de las simetrias del cuadrado (figura 3.2).
Usaremos de nuevo p, para denotar las rotaciones, y, para las simetrias
gln los segmentos 7, y 8, para las simetrias respecto a las diagonales 4.
IS permutaciones correspondientes son:

)

3

(013 8)
WA

el 144)

“RTTT AR

o I'ee o o {m ||

Py Py [ Py | P [ By [y |1y

Py Py | Po | Py | K, | 1y | By

By BB | WP | P | Py

K, OO T R I S P,

n_‘ "'; '11 u; 9; P3 p.

den{;bscrvmos que este grupo no ¢s abeliano, Realmente es a partir del or-
que comenzaremos a encontrar ejemplos de grupos no abelianos, ya
queselinhemosvislotodosrnpocieordenz.lo4esabelilnoyposteri0!h
m;rcrenmqueloudeurdmilamblén‘ lo son. )
a tabla también resulta que {p,. p,. p,} es un subgrupo de S se
uﬂmls f?m‘ :imdefﬂudodeordm.lys:deml v por 4, o i
, tiene, s tres subgrupos de orden 2. (En el ejercicio 3 de :
fe 3.6_9: pidié al estudiante ttm!!mbmncm‘a.}(E b S !wr‘-
-Emaummrgmndemianuurﬂmhcknm&s,yhfm1
mlgcuddos“mpm“dcuntgituuh-equﬂiumdewﬂhesl.l.3pudcn'.
mwudumwm“m“mahmm-ll).Emuub,

"

_—

H-"
- BN W NN
W W s W W W
W e W N W e W

HEN RN W =N
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En este caso la tabla de multiplicar es: Ejercicio

' Construya la tabla de multiplicar para el subgrupo ciclico de § s generado
:  B¥ S T '

. por 0=( o

AR PR

E un conjunto y a un elemento fijo de E. Sea T, ={oeS, : ofa) =a).
- Pruebe que 7 es un subgrupo de S,

Po [Py P2 Py (W |1y |3, |5,

Po | Po [Py | PP |0y |1y) 8 |5,

o Py | Py [P [Py Py |8 |8 |1y |,

: 3 Sean E un conjunto y oeS,. Para a<E fijo, sea 0,.=l0"@a) : ne2)
Py Py [Py |Po| Py My (W] |5 '

- @) Encuentre O, para la permutacién o del ejercicio 1.
Py | Py [Pg [Py P |8 (5, | i, (i

. b) Pruebe que si a.beE'y O,y O, tienen un elemento en comin, en-
tonces O, =0 .

M| B (8 [1y) 8, 0, [0, |0 |p, 3 2
4. Sea el conjunto R de los numeros reales (considerando los elementos
W |8 (w8 |p, e ]p, |p, . de R como puntos de la recta real) y sea d (. b) =|a—b|, dados a. b= R.
\ Sea, ademds, AR = {0eS, : d (0 (a). olb)) =dia.b)).
8 [ 8 [u |8 | up|o, |, |0, P; - Pruebe que /{ R) es un grupo de transformaciones de R.
iF reci ! ' de R.
N[ P T R e o . Este grupo recibe ¢l nombre de grupo de las isometrias de R

. Al igual que en el problema 4, consideremos R* como puntos del plano
‘f ¥, dados 4=(x,. y,), B=(x, y,). sea .
El grupo D, tampoco es gbeliano. 3 4
El conjunto de las rotaciones {p,. p,. p,. p,} forma un subgrupo, y tam-
bién lo forma {p, p, &, 5,}. ' '
Eneldia:ramnl!udmtodulmml‘mmdeb‘:

d(A4.B) 2\(("1_3‘3"4'0’4 -3,

@) Pruebe que /( R) ={0eS:d (o (4). o(B)) =d(4:B)} es un subgrupo
B de S. i

; ~ Este subgrupo de § se llama grupo de las isometrias del plano.
D,

: ifl Pruebe que 7'={r_, dado por t,, (x.)) =(x+a.y+b). a.be R} es un
{Py Py W Byt . Aoy £y P 0} {py Py B, 8;) - Este subgrupo de /( RY) se llama grupo de las wraslaciones de R:.
/ \ : / L ©) Pruebe que R={p,. p,(x.5) =(x cos 0y sen 0, x sen O+y cos 0)} es
' bt & 2 ~ un subgrupo de i RY). _
L ) 0w ) (oo p;} (8, 5} - loe 5} - Este subgrupo de /( R) se llama subgrupo de las rotaciones con centro
// S _ ~ en el origen.
{0}

Isomorfismos de grupos y teorema de Cayley

Hemos dado solamente algunos ejemplos de grupos de transformaciones. '
Este es un tema amplio y que el estudiante que desee profundizarlo puede
uﬁﬁmhlﬁrxiﬁd&aﬁmhwmm_fomwmhw
mmmmmammm
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_En nuestra exposicion anterior hemos trabajado con la idea de grupos G -
U estructuralmente idénticos, estd es, los grupos eran idénticos con excep-
On de los nombres de los elementos y de las operaciones. por lo que po-
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diamos obtener G’ de G llamando a cada elemento x de G con el nombre de
un cierto elemento x* de G

En el caso de los grupos finitos, lo anterior se traducia en que las tablas
de multiplicar de ambos grupos eran idénticas, una vez establecido qué ele-
mento de G’ sustituimos por cada elemento de G. Esto se vid de manera na-
‘tural en la correspondencia existente entre los elementos de S, y las trans.
formaciones que dejan invariante el tridngulo equilitero y que constituyen
el grupe D, de las simetrias del tridngulo equildtero.

Es natural, pues, formalizar estas ideas mediante la definicién siguiente:

DEFINICION 3.8.1
Sean G y G’ grupos. Se llama isomorfisnmo de G en G' a una aplicacién
f: G — G’ que cumple las condiciones siguientes:

(1) f es biyeectiva. -
(2) ix - ») =Ax) - fy) para todo x.y<G,

‘ Decimos, entonces, que los grupos G y G son_ivmorfds y escribimos
] G =G". En el caso particular en.que G=G' y coincidan las leyes internas en
|| ambos conjuntos (esto es. que los grupos G y G’ sean idénticos). decimos que
, L tenemos un aufomorfismo de G. '
R En los siguientes ejemplos. en lugar de los conjuntos escr biremos el par
(.
. Quede claro que las aplicac{i;on:s se establecen entre los conjuntos.
Ejemplos /! 14t {/{; 37 'Tﬁhtf-f*'-
, Lf:{R*, -) — (R, +) dada por x—~In x
| .2.2:(R.9 — (R%, -) dada por x—¢* (s la inversa de /el sjemplo 1).
- 3. h:(@. +) — (nZ. +) dada por m—-nm.
| Estos son ejemplos de isomorfismos. Comprobémoslo en ¢l caso del ejem-
i plo L. .
En efecto, sabemos de los cursos de Andlisis matemdtico que In x es una
aplicacién biyectiva de R* sobre R:

~ fix -3 =In x - y=In x+In y=Ax) +y).

aunque es biyectiva, pues n+1=m +1=n=m (inyectiva) y ¥neZ. 3n-1
tal que @(n-1)=n-1+1=n (sobreyectiva). no se cumple que
o(n +m) =¢(n) +9(m); por ejemplo, /

o1 +1) =0(2) =3. ¢(1) +o(l) =2+2=4.

Al estudiar los grupos de transformaciones, vimos cémo entre S,y D,
~ aparecia de manera natural una correspondencia biyectiva. Sin embargo,
hay que comprobar de todas formas que se cumple la condicion (2) de la
. definicién 3.8.1, para lo cual es necesario comparar las tablas de multi-
plicar de dichos grupos, pues aunque intuitivamente vemos que estos tie-
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- ) para indicar a qué ley interna nos estamos refiriendo en cada caso. -

' 4 9:(Z.+) — (2, +) dada por n—-n+1 no es un isomorfismo, ya que

"’n la misma estructura, debemos formalizarlo. Esta forma’ de trabajo
a los grupos finitos vamos a mostrarla con un gjemplo sencillo.
los grupos G y H dados por las tablas:

LY 1 + 0 1
-1 1 -1 > 00 1
g gt
1 -1 1 i e 0
| i R

' ebemos encontrar una aplicacién /. G — H que cumpla las condicio-

* pes de isomorfismyu. La que aparcce de forma mids natural es la siguienie:

1~0 :

- =1l

identemente esta apiicacién es biyectiva, con lo que comprobamos la

ndicién (1) de la definicion. Para comprobar la (2). debemos conside-
todas las combinaciones positles, Asi: ’

L- 1) =A1) =0=0+0=A1) +A1)

=1 D =f(-D=1=1+0=A-1) +A1)
D-(-1)=A)=0=+1=A-1) +A~1)
(=) =A=1)=1=0+1=A1)+A-1)
Luego [ es un isomorlismo de G en H.

omo vemos. la comprobacion ae la condicién (2) es muy laboriosa, mas
Un si ¢l orden del grupo crece. Es por ello que en la préctica se acude a
ros métodos. En este caso si observamos lo que hicimos. podemos definir
amente la correspondencia asignando 21 neutro de G ¢l de H. mds
. al estudiar las propiedades de los isomorfismos, dispondremos
recursos que nos ayudardn a determinar si los dos grupos dados son
rfos 0 no.

mplo mds tedrico y de importancia futura es ¢l siguiente:

' En un grupo (G. - ), dado aG [jo, la aplicacién i : G — G dada por
(%) =axa™' VxeG, es un automorfismo de G llamado automorfismo in-

s biyectiva.
) e=axa '=aya ' 3x=y (inyectividad)
existe x=a 'yael; tal que :
=if(a'ya) =ala 'ya)a~' =y (sobreyectividad)
i{x -y) =axya 'zaxa™' -aya' =(axa 'Maya ') =ifx) - i)




a_RgPOSlCIG"N 38.1

) iGyG'mnsmpm.funimmnrﬁsmodeGenG' 1elele

iy y 1 el elemento neutro
il :zgnces A1) es el elemento neutro de G'. Ademds, Aa™") =fla) ! para
(Es muy natural, dada la idea de isomorfismo,
anterior, que plantea que un isomorfi i
e 1smo transforma neutro en neutro ¢ in.

que se cumpla la propiedad

Demostracién .
Sea x’eG". Como / es sobreyectiva, existe xeG tal .
e que fix) =x’,
x'=f(x) =flx -'1] =fx) - A1) =x"- f(1) para todo x'cG’ Similarmente l;er:f
bamosﬂl} X'=x', de donde f(1) es el elemento neutro de G

(2) Para el inverso de un elemento a, se curﬁplc Sla™) =[fa) .

Demostracion
a-a'=l=fla -a’)=A1) pero fla -a ') =f(a) - fla ') =f(1). Simi
3 = = : lar-
mente probamos f(a') - fla) =f(1), de donde resulta que f(aj‘,('))=[ﬂu::l)1]ff
(Obsérvese que hemos usado la unicidad del neutro y del inverso.) :

f(.:!} 8if: G — G’ es un isomorfismo. entonces /' : G* — G es un isomor-

Demostracion
1 = . -

yec:i)tS{' es una biyeccion, ya que la inversa de una biyeccion es una bi-
b)‘fﬁc: : & ;(x’ -¥). Como f es sobreyectiva. existen x. y<G tales que x'=/(x).
}!:tomes

(XY =) SON = Ax ) =x - y=fNx) S

(Hemos utilizado que f vy /' son biyecciones,) 490

(4) Sif: G — G’ es un isomorfismo o £ G” isomorf

tonces g«f - G — G” es un immorﬁ:lfw. R, Iy . g5gh

- Demostracion

a) Como /'y g son biyecciones, g -f serd una biyeccién de G sobre G
b) (£:)) (x-y) =2(fix - ) =g(f(x) ) = - 310 FON0,
=(g=/) (x) -(g</) ). Guih b

(5) Si H cs un subgrupo de G 'entonccsﬂﬂ). es un subgrupo de G". y si H’
A | G H
es un subgrupo de G'. entonces /~'(H") es un sul'grup? depg‘. Ol

En las demostraciones de (1), (2) y (3) hemos dado la técnica a seguir.

por lo que dejamos la demostracién de la propiedad (5) como un ejercicio

para ¢l estudiante.
Las propiedades de los isomorfismos formalizan la idea de Bru-
. Jos isom que los
g:s 1somorfos son “copias du.ttnuu de un conjunto con una operacién da-
da, De aqui que podamos considerar como lo importante a estudiar las ope-
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aciones y sus propiedades. independientemente de la naturaleza de los ele-
mentos del conjunto de que se trate. 2 :

- Hemos dado anteriormente olra idea que es necesario formalizar. Nos
referimos a las afirmaciones de este tipo: “Hay un tnico grupo de orden 3
as afirmaciones llevan implicila la idea de una clasificacién dentro de la
¢ de los grupos. en la cual se consideran los grupos que son esiructural-
e 1dénticos ¥ los que no lo son. Esta clasificacién estd basada en las si-

tes propiedades de los isomor{ismos:

{1) Todo grupo G es isomorfo a si mismo (id, s un isomorfismo).

) Si G es isomorfo a G". G’ es isomorfo a G (el inverso de un isomorfismo
un isomorfismo). ;
) Si G es isomorio a &' y G’ a G”. entonces G es isomorfo a G” (la com-
sta de dos isomor{ismos es un isomorfismo). 3

Estas propiedades de los isomorfismos permilen dividir los grupos en
es disjuntas dos a dos, de modo que dos grupos pertenecen a una misma
¢ si y solo si son isomorfos. lo cual probaremos posteriormente. Esta di-
6n segun isomorfismo clasifica totalmente los grupos.
~ En un epigrafe posterior introduciremos el concepto relacion de equiva-
lencia. y el estudiante podrd comprobar que la relacidn entre grupos dada
por: dos grupos estan relacionadas si y sélo 5i son isomorfos. es una relacion
de equivalencia.
~ Las propiedades de las relacionaes de equivaiencia justificardn las afir-
iones que acabamos de hacer con respecto a la division de los grupos en
s de grupos isomorfos. Asi, cuando decimos: “existe un Unico grupo de
3, salvo isomorfismo™, queremos decir que todos los grupos de orden
xistentes son isomorfos entre si. De la misma forma podemos decir que

n dos unicos grupos de orden 4, salvo isomorfismo: Z, y el grupo de

Nos queda un problema pendiente: en caso de encontrar grupos no iso-
‘morfos. “cémo probarlo? s

.~ Hay que ser cuidadoso con este punto pues, por ejemplo. a primera vista
- parece que Z y nZ no son isomorfos y, sin embargo. hemos comprobado que
lo son: de modo que el hecho de ser uno subconjunto del otro no es funda-
- mental en el caso infinito. En cuanto al caso finito. el hecho de tener o no
- ¢l mismo numero de elementos es una condicion necesaria para la existencia
‘de un isomorfismo. pero no es suficiente. Para ilustrar esto hemos dado el

emplo de Z, y V. .
~ «Qu¢ determina. en ¢l caso de Z, y V. ¢l que no sean isomorfos. es de-
-~ ¢ir. estructuralmente idénticos? .

. Lo determina el hecho de que en ¥, todo elemento ¢s su propio inverso
. ¥ en Z, no: esto es, las propiedades algebraicas de ¥, no se trasladan exac-
tamente a 7,

- Este tipo de siluacién de no conservacién de una propiedad inherente a
la estructura algebraica del grupo. es la que nos permitird decidir si dos gru-
_pos dados no son isomorfos. :
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tural un elemento de S, , . dad
al clemento a, Por cje:ﬁ;&ib:

comprobamos que forman un subgru '
pﬂdEﬂl'del'ladﬂs. - isomori Z
: ; L2 oné&y o

Ejempios

L (Q% ) noes i;omorfo
o " a ‘ R‘. = % ~ i
x'=2 tiene solucion ¢n B* y no en l‘;a que. por ¢jemplo. la ccuacigy

or otra parte. (0. 1. 2). por ejemplo. resulta de hallar los productos 0 0.
)+ | v 0+2. o sea, las imdgenes de los elementos de Z, por la aplicacién
0 +x. Esto nos da una idea de como proceder en cl caso gencral, ya que
n ¢l cjemplo anterior estd claro que el X buscado es el propio Z, y ¢l sub-
onjunto de S, estd dado por aplicaciones de una forma especial.

~ Asi que debemios buscar un subconjunto de las biyecciones de G en si
pismo. que ecsié en correspondencia biyectiva con G y que ademds consti-
uya un subgrupo de S.. Este problema lo resolveremos con el siguiente tipo

je biyecciones.

“Sea acG. Definamos i, : G — G dada por i (x) =ax. para todo x<G.
| i, es ina biyeccion de G. ya que si i(x) =L0). enlonces ax=dy=Xx=).
9 sca. i, es inyectiva, y también es sobreyectiva. pues para cada yeG po-
demos tomar x=a"'y y if@™'y) =a .a”'y=y. '
L (A scle llama rultiplicacion por a a la izquierda © también traslacion
gor @ a la izquierda.) .
'\"_'Consideranm ahora el siguiente subconjunto G de 5.

1. (R* -) no cs isomorfo a (>

lucién ¢cn €' v no en R*. * ) pues. por cjemplo. x= -] tienc so.

Teorema de representacion de Cayley

Como ya hemos sefalado. histdri
o L 0. histéricamente
;:::z::'iat como grupos de transformaciones de
rnﬂrfis:n :omdmo r:cbtdo al materidtico inglés Cayley, muestra que salvo ;
e e :eg 3: :.-:T un grupc [;l% transformaciones de un cierto coniu:t
¢ 'uado - emos en emostracion resu i
Si G es finito serd, salvo isomorfismo, un subgrupo (lil: r:nsgr e 3
i

los grupos aparecieron en su
algin cnte matemdtico. E] sk

‘i . -8
£ _ z _o 4 un cierto subgrupo de S, para algin X adecus. b : }
R G =\i, - acGl.

gs decir, el conjunto de las multiplicaciones a la izquierda por todos los ele-
T Ak dB G.

" Probemos que G’ es un subgrupo de S :

Para ellosean i, y i, en G' y probemos que i, «i,€C", que G’ posee ele-
nenlo neutro y gue todo elemento de G posee simétrico en G'. No es ne-
io probar la asociatividad. segun vimos en las caracterizaciones de sub-

Demostracion

Antes de pasar a la demostraci :
de un grupo finito. por e}'cm;l; “-‘;6" considercmos la tabla de multiplicar

3"

~ Hallemos i, =iy

L i) =i (i) =ibx) =a (bx) =(ab) x. © sea i, iy =iy

Y como i »€G". queda probado que G estd cerrado para ¢l producto de
' En cuanto al elemento neutro. este €s i, donde 1 es el elemento neutro
de (G. ') _

~ Por ultimo. si i eG". tomando i, obtenemos:

L/

(5]
(]
[=]

Observemos que a cada elemento g do Z, le corresponde de forma na-

© por la fila ( o la columna) correspondiente

I ic”‘u A e lzl-l‘ id lﬂfczla-l -a=l—l'
D que prueba que i_es el simétrico de i.
Para tener demostrado ¢l teorema de Cayley [alta encontrar un 150mMor-

O—. ma l. 2’ C'I.:l
ismo entre G y G'. y es natural tomar la siguiente correspondencic:

L5 (1. 2, 0) =¢, .
2, el -

==+ (2.0, 1) =¢, - 9:G— G’ dada por a—~i_.

" @ es una biyeccion pues o(a) =0(b) =i, =i,

F.n efecto, i =i, quiere decir qud if(x) =ifx) para todo x<G, o sea.
x =bx para todo xeG.

Si construimos la tabla de multiplicar de las pcmm.tacimes Bt &
T
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finicién de ¢. es obvio que @ es sobreyectiva. Falta probar que
wiah) =@(a) - @(b): pero realmente ya lo probamos. pues

elab) =i, =i_<i, =ola) < o(b).

Asi queda demostrado el teorema de Cayley.

El'®rupo G’ obtenido en el teorema de representacion de Cayley se llama
representacion regular izquierda de G. Podemos oblener una representacién
regular derecha " usando las aplicaciones d, dadas por d(x) =xa y hacien-
do una demostracion similar de! teorema, pem en ecste caso habr.'i que de-
finir el isomorfismo asi:

u:G == " dado por a— d_

La palabra representacion en el nombre del teorema de Cayley corres-
ponde al hecho de que representamos el grupo mediante permutaciones. o
sea. podemos sustituir en un momento dado los elementos del grupo por per-
mutaciones.

Veamos un ejemplo de la aplicacién de este teorema.

Ejemplo:

tacién regular izquierda de G.

e a b
€ e a b
a a b e
b | b )le | a

contrar i, i. i,

i, es la aplicacién tal que 1 (x) =ax para lodo xeG.
Luego '

i {e) =a. i (a) =b. i(b) =

e a b )791- 4

ASwa(
o a b e

Tomuando x=1 obtenemos a=b y ¢ serid inyectiva. Ademds. por la de.

Sca el grupo & dado por la siguiente tabla y busquemos una represen- A

Busquenios el subgrupo de S, quc lo representa. Para ello debemos en-

De modo similar,

(50>

modo que la representacién regular izquierda de G es 4 )

e ab
e a b

l"’:(u&"a b o

b e a

L

Iclos
'_pivida los sigulentes grupos en clases segun la relacion de 1somorfismo. -

Y
.-. a‘ T'}- z.. z’. S‘! St' “71- "'l {O- e
% o0 L sl

.‘n" +)-(R‘| _’c (?.
a(G. -) ungrupo. Se define en G la siguiente lev g - b =F

(G. «) es un grupo i1somorfo a (G. - ).
perencia. Considere la aplicacion @2 G — ( dada por oiag) =

a Pruebe

yebe que si G es un grupo finito y H es un grupo infinito. entonces
y G no son isomorfos.

?ruzbe que si G es un grupo finito y H es un subgrupo de &G, H=G. en-
mesG}Hnosonlsomrfos

2 dos razones por las cuales Z, no es lscrmorfo al grupo de Klein.

gebe que un grupo G es abeliano si ¥ solo si la correspondencia @ -a
G en G es un automorfismo.

.o(‘utnws automorfismos tiene:
1 b)Z, o2 d) 2.

ea S= R\{-1} con la ley a + b=a +b +ab (que sabemos por ¢l ejer-
m 2 del epigrafe 3.3 que es un grupo). Pruebe que (5. ) es isomorfo
Ba (R, -)

sque Ia representacion regular izquierda de Z, v la representacion re-
ar derecha de §,.

‘Sea G un grupo abeliano finito de ordcn My S€a N un enlero primo r¢-
lativo con m. Pruebe que todo geG puede escribirse como ¢ ¥" con
xeG.

Sumnrm Considere la aplicacién ¢: G — G defimida por

0) =y"y pruebe que es un automorfismo de G.

I ebe que en un grupo G el conjunto Aut G=1/ G — G automorfis-
- m no} es un grupo para la composicion de aplicaciones y gue

Inn G= {t :aeG) donde i, es un automerfismo interior. es un subgrupo
Aut G.
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_(I) Para todo acE. (a.2) eR
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| (a.b) eR=(b.a) eR.

| (@.b) €R ¥ (b.c) eR=la.c) eR

“Esto es vilido ya que en definitiva una relacién R determina un subcon-
1o de E xE: el de los pares cuyos clementos estdn relacionados por ella.
ceciprocamente: dado un subconjunto R de E x E. existc una regla para de-
dis si @ beE estdn relacionados, esto es. si (a.b.) eR.

12. Sean G un grupo finito y ¢ un automorfismo de G con la pericdad._.
g{ax) =xe=x=ey lal que ¢'=9 -9 =idG. Prucbe que G debe ser abe.

no.
Sugerencia: a) Pruebe que VgeG puede escribirse como g=x ! - 9lx)
para algin x.

b) Pruebe que ¢ coincide con la aplicacion g~g~' de G en G. .
" Son relaciones de equivalencia:

3.9 Relaciones de equivalencia B dimiis o dids por Sy ny

‘La relacion trivial en un conjunto £ cualquiera: xRy Vx.yek,

r 2 el conjunto E de los puntos del plano aRb ==a y b pertenecen a una
“misma recta horizontal. En efecto:

El problema que estudiaremos ahora consiste en construir. a partir de
un grupo dado. un grupo relacionado con este, al que llamaremos grupo co-
ciente. Veremos que si conocemos la estructura del grupo cociente. conoce.
remos la de G en gran medida, esto es, podremos sacar del cociente infor. :
macién sobre G, Este grupo cociente lo formaremos a partir de cierta cla- aRa porque por todo punto puede pasar una recta ho-

sificacién de los elementos de G y para ello debemos estudiar previamente rizontal (paralela a OX). '

el concepto t_ie relacion de eguivalencia. & h=hRa ya que la recta determinada por dos punios es
=r|Ltl_.as relaciones de equri;ralendc;: ::)aracen en todas las ramas de la Mate- N unica, '

mdtica y se usan con significa iversos. Por ejemplo, en Algebra lineal T ' ! a hore

cluu_ldo hablamos_ de sistemas de ecuaciones lineales equivalenltsees. estamos Y ReweRe f::faf :c;:g ep:l’: ::ecd:l&::t::an:ns;ﬂ d::r:ninada

clasificando 1os sistemas segtin tengan o no el mismo conjunto solucién, y en ' por b.c pertenccerd a esta misma recta, con lo

cual aRe.

E el'r.:unjumo E de los puntos del plano. aRb si y solo si a y b equidistan
‘de un mismo punto O.

el conjunto Z de los nimeros enteros y n>1 un enlero {jjo. Defina-
en Z la relacion

b = a—b es multiplo de n (csto es. existe geZ : a—b=nq).

-

; : - 1
Aritmética cuando decimos que 5 y -';';— representan el mismo nimero ra-

cional, estamos estableciendo una clasificacién en el conjunto de los pares
(m.n) con m.neZ y n#0.
DEFINICION 3.9.1

Se dice que existe una relacién binaria en un conjunto E. si para cada par

ordenado (a.5) de elementos de E se puede determinar si a estd relacionado
© no con b.

- Las relaciones se denotan por las letras R, S, T. etc. Se escribe, por '
ejemplo, a R b y se lee: a estd relacionado con A", -

DEFINICION 3.9.2.

La relacién binaria R en un conjunto £ se llama relacidn de equivalencia si

y solo si se cumple:

(1) aR a para todo aek (reflexividad).

(2) aRb= bRa (simetria)

(3) aRb y bRc=aRce (transitividad) !
La definicién anterior se puede expresar en un lenguaje mds formal di-

ciendo que una relacién de equivalencia en un conjunto E es un subconjunto
R de ExE tal que:

‘Esta relacion es de equivalencia porque

'R es reflexiva pues a—a=0 - q.

'R es simétrica ya que aRb == a -b=ng=b-a=(-q) - n=bRa.
R es transitiva porque

{

aRb e=a-b=q-n
BbRc—=b-c=q'-n

}aa—c:{tﬁq'} - e=aRe

" La relacién definida recibe ¢l nombre de congruencia modulo n. se de-
" nota frecuentemente por a = b (mod n) y se lee: a es congruente b mé-
‘dulo n”. Esta relacién tendrd gran importancia en lo que sigue.

. En IN* la relacion aRb < 3ge IN* : a=bg no es de cqu_ivalem:in. va que
por ejemplo 6R3 pero 3R6. o sea. que R no es simétrica.
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7. En R la relacion aRb < 3ce R* : a+c=b no es de equivalencia. pues ng
es reflexiva ni simétrica. k.
Un ejemplo mds tedrico de relacién de equivalencia. con el cual tendre

mos que trabajar préximamente, es el siguiente: '

8. Sean E y F conjuntos y /: E — F una aplicacion. Pode_msdeﬁnirso;
bre E la siguiente relacién de equivalencia, que llamaremos relacion de
equivalencia asociada a f: '

pestc para m y n. Vemos que m es tal que su resto en la divisién por

he ser 7. :
Somo por ¢l algoritmo antes citado sabemos que 0< r <n. tenemos que
ste caso hay exactamente n clases:

-:'::.'.-qn.' para m=2 hay dos clases:
£.={0.2....2n....} y €, ={1.3,...2n +1...).

Por ultimo. en ¢l ejemplo 9 y si recordamos de la tepria de cor_\%umos
‘dadas una aplicacién [ E——-if‘_. y zeF, s¢ tiene que f (z]_=
ek : [(x) =z} es un subconjunto de E que recibe el nombre de prei-
sen de z por f, podemos ver que la clase de xek segun la relacién dada
el ejemplo 9. es C ="' (f{x) ={yeE: 1)) =f{x)}._ (RFcuérdm que
xRy=yRx pues f(x) =f(y) =/(y) =f(x) 7) es simplemente una nol'acién ya que para una aplicacién cualquiera
' o ti é& éxistir /1)
xRy, yRz=xRz pues f(x) =f(3). /(¥) =f(2) =f(x) =/(2) 0 Fwne por qu ' | :
Dejamos al estudiante que compruebe las afirmaciones hechas en los En todos los ejemplos anteriores podemos notar que Sidt co;sndcguf ;:
jemplos sobre si | laclo?‘le dad - de equivalenci lo e junto de las clases de equivalehcia de todos los puntos ﬁll
g esto s;;: mnlizm!;t:i 1‘“ p eq:u e s clases constituyen familias de subconjuntos no vacios de E tales que su
i c!l-;,:mm immroduci;: las elag?ongsm:: exp!ic:l:. ia con el objetayo de ob 6n es E y los subconjuntos distintos son disjuntos dos a dos. a[:eprgse:-
clasificacién de l;s 1 dceq e o dado, s Y s lo anterior gré icamente en ¢l caso de las clases de equivalencia de
tencr una clashcac elementos de un conjunto dado, veamos ahora: slos 3 y 4 (fguras 3.3 y 3.4).

¢édmo logramos esto. ; - S d ivalencia nos
Segin vimos, i ‘determin . 3 lo que hemos explicado intuimos que las clases de equivalencia
¥ ke D o farnlle, la clasificacién de los elementcs de E buscada. Formalicemos estas

les elementds de E estdn relacionados con a y cudles no. Consideremos la
definicidn siguiente: : '
DEFINICION 3.9.3 : >
Secan R una relacién de equivalencia en un conjunto £ y acE. El conjunto
C,={beE : bRa} sc llama clase de equivalencia de a segun R. Se denota
también por a o a. k

Observemos que dada la reflexivilidad de R, aeC; luego ninguna clase |
de equivalencia segun R es vacia. _

Veamos qué forma toman las clases en algunos de los ejemplos de rela-
ciones dados anteriormente. Dejamos al estudiante que haga lo mismo paré
el resto de los ejemplos.

En el ejemplo 1 las clases consisten en conjuntos unitarios.

En el ejemplo 3 la clase de equivalencia de un punto a del plano es I3
recta horizontal que pasa por a, y en el ejemplo 4 es la circunferencia conl
centro O y que pasa por a. - W

En el ejemplo de la congruencia médulo »n hay que realizar algunos
cdlculos para hallar la clase neZ. ;

C“z{mei : m—r=nq para algin geZ},

* luego m=r +ng, que no es mds que la expresién del algoritmo de la division
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Dados x. yeE. se cumple:
xRy = fix) =fly).

Comprobemos que R es una relacién de equivalencia, _
En efecto, xRx ya que la imagen por una aplicacién de un punto del do-
minio es unica. '

g, 33
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efecto, sea aRb y ceC,. Entonces cRa y por la transitividad de R.
Juego ceC, y € <C

e manera similar probamos C,cC,.
versamente. supongamos C, =C,. De a€C,. tenemos que a=C, y aRb
'definicion de C,.

ueda probar. pues. que dos clases diferentes son disjuntas. Para ello
pgamos que C,C, %0 y sea ceC Gy Entonces cRa y cRb, de donde
= C,=C, Luego C #C, =€ (=0
rvemos que como un paso intermedio en la demostracion he-
' bado un hecho importante: en una relacién de eguivalencia R,

s C =C,.
Seu ahora bl] una particién en el conjunto E. Definamos en E la relacion
e>a y b pertenecen a la misma clase de la particién, y probemos que
g una relacién de equivalencia sobre E. '
st relacion estd bien definida, ya que cada a=E estd contenida ¢n una
una clase de la particion y, evidentemente, es reflexiva, simélrica y
a, luego R cs una relacién de equivalencia.

claro que el teorema anterior nos dice que dada una relacién R.
arminada una Jarticién 1] cuyas clases son exactamente las clases de
valencia de la re' icién dada. Inversamente, si conocemos una particion
un conjunto E. le relacién que se establece entre los elementos del con-
D, Segun pertenczcan o no a la misma clase de la particién, es una re-
#n de equivaler. ia cuyas clases son exactamente las clases de la parti-
ahi nuestra afirmacién de que los conceptos relacién de equivalen-
rticion son equivalentes. Concretemos esto mediante un ejemplo en

)

Fig. 34

Relaciones de equivalencia Y particién

DEFINICION 3.9.4

Se li T . g

de Ea:;?e:a?ﬂru de un conjunto E a una familia de subconjuntos no vacios

S e g ¢ la mt:ndn de dichos subconjuntos es E y los subcorﬁumo: dis & _gonjunto [inito.

e f isjuntos. Los subconjuntos de la familia se 1] E .
cion. se llaman clases de la

ea E=la, b. c. d}yla relacion R dada sobre E por

En los ejemplos de clases d i
% { T 3
€ia que en cada caso la familia {egu}lvalcncm STRCFDIES, 3 puso en cvidchg
o

: e es una ici .
inmediatamente que ¢sto es un resultado gemralpag:ic;?ﬁie qll..l'e z:oc?mn:: i
. ncepli

particion ¢s equivalente al conce ]
pto relacién de equi '
TEOREMA 3.9.1 o
A toda relacién de i i | asocias |
: egquivalencia R definida ¢ j ) 3
= ‘ n un conjunt ?
mml:::uc!dn de E fqrmada por las clases de equivai’enci: l-é:s:-_i Reci - :
—_— 3 ls: €N un conjunto £ est4 dada una particién []. existe u elc P; :
ivalencia de £ tal que [[es la particién de sus c!a.ms de - rel:c' .‘
Demastracion ot e
Su :
£ Tommanﬁscqu::o tr::::.lr.runn rela_cidn R de equivalencia definida sobre
e emos familia U={Ld}¢dyprobcmosqueesunapaﬂiciﬂﬂ

Sabemos que aeC, Vack,
C,=C, =aRb.

? lta.a). b.5). (c.0). d.d). (a.0), (c.a)}.

fdcil comprobar que esta relacién es de equivalencia. La particién co-
diente es

{{a.c}. 1b). {d}}.

claro que si hubiéramos partido de Il para decidir qué elementos
relacionados. hubiéramos llegado a la relacién R.

equivalencia entre los conceptos relacion de equivalencia . particién
iene utilidad tedpica, sino también préctica. ya que en algunos
&s mds [dcil y ripio darse cuenta de que una relacién dada esta-
: ‘2 particién del conjunto, que verificar uno a uno los axiomas de re-
n de equivalencia. Esto ocurre en los ejemplos 3 y 4 dados anterior-

a vez establecida la clasificacién de los elementos de un conjunto se-
relacién de equivalencia, cada clase puede ser considerada como
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de donde u C,<E. Veamos ahora que
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un elemento Gnico de un nuevo conjunto. Por ¢jemplo. a los efectos del (rg.
bajo con los mimeros f; raccionarios, ¢l conjunto )

{J_ R TR g -4}

ales para tomarlo como representante de la clase. El conjunto de estos re-
esenlantes es un subconjunto de E con el cual podemos “identificar” al
yyunto cociente. \

. Representemos el cociente de algunos de los ejemplos de relaciones de
wivalencia:

" En el cjemplo 3. por las caracteristicas de las clases es posible hacer una
presentacion geométrica. ya gue evidentemente un punto natural a tomar
mo representante de cada recta horizontal es el punto de interseccién de
cha recta con el eje OY (figura 3.5). En este caso podemos “identificar”
cociente con el eje OV, esto es. con R.

' (Cuando relacionemos mds adelante los conceptos de cociente y de gru-
veremos que como base de esta “identificacién™ esta el concepto de iso-
orfismo.)

T g A ]
constituye un solo elemento. y a veces ocurre que en algunos problemas bas.
la trahajar con uno de los representantes de esta clase para obtener la in
lormacién requerida. Asf. en el trabajo ¢on los nimeros racionales, para su.
mar el nimero representado por ]

e o o _ .:~

bR s S T
v el representado por

fi et gk ik
Ty P e

] 2
basta sumar — y —
: 2 3

Esto da lugar a la siguiente definicion: e

DEFINICION 3.9.5 . =
Dada una relacidn de equivalencia R sobre £, se llama conjunio cociente de
£ segun R al conjunto de las clases de equivalencia segin R de los elementos
de E. y se dcnota.por E/R. : #

Asi E/R=1{C, :acE}. 4
A
Debemos enfatizar que £/R no es un subconjunto de E: sus elementos

son clases de equivalencia, o sea. subconjuntos de £ y. por tanto, E/R o5
un subconjunto de P(E).

Ejemplus
En los ejemplos dados de relaciones de equivalencia, los conjuntos co-
cientes son los siguientes-

. E/R=\Ix}: xekE} : ¢l cjemplo 4, para representar las circ

1 : - 1
d ; : d cumﬁnatoduypuaadacﬁeuﬂemmmm&memcn@ i

2. E/R={E} 9 n dicho radio. Asi. en este caso el cociente se “identifica™ con una semi- :

3. La familia de todas las rectas paralelas a OX.

%
g
g.
5
:
:
:

4. La familia de todas las circunferencias con centro O.
3

~ &/ R={Cq....C, ). donde C,={r+ng : qe?). 0< r< n-1. ' €3¢ que en todos los casos la correspondencia entre cada clase y
'--n'.r! e‘,hiyecﬁm 7

| o que sigue tendrd gran importancia la aplicacién ¢ : E — E/R.
' ma&.ﬁaaﬁmmw"yuﬂmm' ca-

Aunque dada una clase de equivalencia de una relacion de equivalencia
R en un conjunto £, cualquier elemento perteneciente a la clase puede re-
presentarla. es usual escoger un clemento con ciertas caracteristicas espé
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" Ya establecimos que para cada aplicacién con dominio E existe una re-
j€ién de equivalencia R que le corresponde de forma natural. Ahora bien.
 partir de una relacién de equivalencia R sobre Z (y por tanto. una par-
n de E). es posible definir una aplicacién con dominio £ tal que si bus-
0s la relacién de equivalencia asociada a dicha aplicacién obtenemos R.
esto lo podemos hacer asignando a todos los clementos de cada una de las
ases de cquivalencia de R (o de las clases de la particién) la misma

»

SN

~ El ejemplo dado anteriormente nos dice que esta aplicacién no tiene por
ué ser dnica. pero gue la relacién de equivalencia (particién) sobre £ de-
irmina de forma esencial 1a aplicacién. Veamos el siguiente ejemplo que
ps aclarard este problema.

an E'y F dos conjuntos y l[={4, B. . D. G} una particién de £ (que
gline una relacién’de equivalencia sobre ). - -
L Tenemos L/R={{4).{B]. {CL.{D}IG}} y ¢ | E — E/R dada por

{4} xe4

Fig. 36 8 { (B} xeB
; =y e ={

Relacién entre aplicaciones con dominio E y relaciones T ) i:j; Zf,

de equivalencia sobre E o l {G} xeG

EneleantphSﬁmquedadm.un'mmnmEymapﬁcmidndeE;
cnolrocomumf‘.mnplicaciﬁndibnlugarawuhcidndeequivalcm -

_ Podemos definir, dado . las aplicaciones ¢, ¥ 9, de E en F, dadas por:

cu sobre E dada por xRy < /f(x) =/f(») o de forma equivalente por la par- a xeA b xed
ticién. {/~" (fG0)} 4 b x<B ¢ xeB
Cada aplicacién / con dominio E determina una relacién de equivalencia s R $xX) =) 4 xeC
definida sobre E. y de ahi el nombre de relacion de equivalencia asociada a i el insld
fquclchabiamosdnddaleﬂudiulaenclejemplos. ' xG- i G :
1 B x& a xe

:‘i«n.- ¥ . '

Enotamos los elementos de E/R con notacién de conjunto para recordar que estos son
Wos considerados como elementos de P(E). 5
epresentemos gréficamente las aplicacion es 9, y 9, (figura 3.7).

_Lon este ejemplo podemos darnos cuenta que aunque desde el punto de
82 de la teoria de conjuntos las aplicaciones ¢. ©,, 9, son diferentes, a los
£10s de la relacidén de equivalencia (particion) que definen en £ pudieran

Ejemplo

Si consideramos en el plano la aplicacién ortogonal sobre el ¢je OY y
buscamos la relacién de equivalencia asociada a dicha aplicacién, entonces
dos puntos del plano estdn relacionados si y solo si tienen la misma proyec-
¢ién sobre OY, esto es, Si pertenccen a una misma recta paralela 2 OX, En-
contramos, pues. la relacién de equivalencia del ejemplo 3, de la cual co-
nocemos la particién equivalente y una representacién del cociente. ;
 La expresiép analitica de Ia proyeccién ortogonal es p : R? —s R? da-

da por (x.3) ~ (0.5). Si consideramos la aplicacién f : R?— R dada por
(x.y) =y v buscamos la relacién de equivalencia en R? asociada a /. encon- ST S e o 2

traros que dicha relacién es de nuevo la dada por ¢l ejemplo 3. : aplicaciones obtenidas estd en la denominacién de las imdgenes.

Esmeiﬂnpbmdicequepuedzhnbermll_dtm_apﬁcm“w;
la misma relacion de cquivalencia asociada. Analicemes este problema. 5

7%
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® o o “
ER=1| (4] 18. Icl. o). l6))

Fig. 3.7

TEOREMA 3.9.2

Dada una relacién de equivalencia R sobre un conjunto E, la aplicacidn mds
simple definida sobre E a la cual R est4 asociada es precisamente la sobre- :

yeccién candnica ¢ : E — E/R.
Demoaostracién
Busquemos la relacién de equivalencia S asociada a ¢:

8By =¢(x)=0()) = C.,=C, = xR y. ‘0 sea, S=R.

Con esto sabemos que no solo a cada aplicacién con dominio E le corress
pnnflcumrclnciondeequivalemia sobre E, sino que para cada relacion de
equivalencia R sobre E existe al menos una aplicacion con dominio £ a la

cual R estd asociada. También vimos que en general no es solamente la so-

breyeccién candnica la aplicacion a la que R estd asociada. por lo que da-
remos un resuitado que muestra cémo estdn relac’“nadas con ¢ las aplica-

ciones con dominio E a las cuales estd asociada la relz-ién dada R.

Enel ejemplo gréfico que vimos (figura 3.7) se evidenci6 la correspor-
dencia biunivoca existente entre los elementos de £/R v los del conjuntd -

Im . De ahi el teorema siguiente.
TEOREMA 3.9.3 (Descomposicion de una aplicicidnl.

Sean E, F conjuntos, /° E — F una aplicacion, R la relacion de equivales

ciaasociadaaf ¢ : E— L/R la sobreyeccién candnica, entonges existe
una unica aplicacién inyectiva /: E/R = F tal que f-9=/.

Demostracién
Eﬂichroquehformanmmumldtdeﬁmrfﬁ
f: E/R == F dada por [(C) -f(a)
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__ estd bien definida y es inyectiva ya que
€, =C, =fla) =/b) = J(C) = iC,).

- Observemos que en general cuando definimos una aplicacién e¢s obvio,
: ’]n propia definicién, que esta es correcta. Sin embargo. no es este el
so de /. la cual hemos definido para una clase de eguivalencia basdndo-
s solo en un representante de dicha clase.

Es por ello que el paso que acabamos de dar es imprescindible. y en ge-
eral ocurrird as{ cuando el dominio de la aplicacién a definir sea un co-

- J-9=/ya que f-0(a) =f(C) =f(a) VaeE

fes unica, pues si suponemos que existe g=E/R — F tal que g-9=/

_:a(C) =8(9(a)) =f(a) = flola)) =IC,) VC,eE/R

- Opservemos que f serd biyectiviTsi y solo si f es sobreyectiva. pero que
ste n:mpre puede resolverse considerando como codominio de f el conjun-

¢l teorems-anterior hemos demostrado que toda aplicacién con do-

E-cuyas preifdgenes estén determinadas por una relacién de equiva-

éncia (particién) K, “difiere” de la aplicacién canénica @ de E en E/R en
a biyeccidn. Esto es. poderhos cambiar las imdgenes, pero estas estdn en

yrrespondencia biyectiva con E/R.

o estudiernos este problema en el caso en que el conjunto E posee
nﬂﬁ estyuctara algebraica, por ejemplo la de grupo. esto se expresard

R términos e omorfismo.

El teorems anterior ofrece también la posibilidad de demostrar la exis-

ncia de biyecciones entre un cociente y otro conjunto, sin tener que definir

stas directa: -ente. ya que esto ultimo en general resulta més dificil.

jemplo
~ En R\ {0)= R” la relacién R dada por

-'.-_‘:;"rxs) R (.5) = 3 ke R™ Mx,x)=(y.)).

de equivalencia. lo que podrd fdcilmente comprobar el estudiante, bien
it la verificacién de las propiedades o por la busqueda de la correspon-
jente particion de R\ {0}

Si ‘buscamos R*/R. obtenemos que estd formado por rectas que pasan
tl origen (0.0) excluyendo dicho punto. Este cociente se representa geo-
ftricamente como se muestra en la figura 3.8.
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Fig. 38

Ahora bien, al buscar una representacién geométrica det cociente nos
damos cuenta de que podemos identificarlo con R w ==, ya que a cada recta
le podemos hacer corresponder su pendiente y al eje OY el . Formalizar
esto resulta engorroso porque habria que probar que 1a aplicacién que a la

recta que pasa por (x.y), xy!nlewgnasupcnd]emeyawy} gl =, csm- 1

dependiente de la seleccién del punto (x.3).

Sin cmhnrso si conslderamns la aphcaménj R® — Ruw= dada por

lx.l-)«-——- x#0.
X -

0.) ~=

es evidente que esta es una aplicacion bien definid lacién
valencia asociada S es la propia R. pues iy gors g

- ¥
())S (X)) = T=-;;—¢=b 3 ke R*: (X)) =AMx.y)

y todos los puntos (0.y) pertenecen a una mizma clase.

Ademds, Im {= RuUs! por tanto. aplicando el teorema de descomposi-

cién. podemos afirmar gue existe una biyeccién entre R*/Ry Ru-.

Alumdmntepuedcmraoerleqneﬁmmmmunhmmemrcm&: '

¥a que cn este caso sabiamos cémo definir la biyeccidn entre el cociente ©

¢l otro conjunto dado, y solo hubiéramos tenido verifica .:
cidn estaba bien definida y era una biyeccién. MP;;“;: m‘

‘““’mymmm mmmmmwm

. AR

. \n "

mmestanevﬂenucui!uhbiyecmﬂnamud&y no es ne-
o conocerla de forma explicita por lo cual la aplicacién del teorema
&momposmén de una aplicacién tendrd un gran valor prictico.

jercicios
. Analice si las relaciones dadas son de equivalencia.
" a) En el conjunto de los habitantes de la Tierra, tenemos:

~ i) aRb si y solo si @ y b tienen un aniepasado comén.
ii) aRb si y solo si @ y b viven a menos de 100 km..
iii) aRb si y solo si a y b tienen ¢l mismo padre.

\ b En S=(0. }, 2. 3} tenemos:

L i) E={0.0). (1.1, @2.2). 3:3). 0 2), (L3, 2.0, 3.1}
;‘_ i) F={ ©0.0). (L1). 2.2), 3.3, (h.2). 2.3). 2.1). 3.2}

g\uhce si la siguiente proposicién es verdadera o falsa y justifique su

- respuesta:
“Toda relacién binaria simétrica y transitiva es reflexiva, o sea, es una

mhcu'm de equivalencia.™

ermine cudles de las siguientes relaciones sun de equwalcnctu y halle
'- Iﬁs clases de equivalencia.

~ a) BRmendsiy solo si mn>0d) nycanywlon jx=y€3

" b) xRy en R si y solo si |x]={| ¢) En Z. aRb —=a’+a=b'+b
*c}ﬂrmkﬂyso&oaxay DEnR*(xy)R(x’,y')g.gxy=xy

=
"_f‘ Seal“ =Z {0} y E=Z xZ*. La relacién R se define en E como
2.b)R (c.d) e ad=ch.

b l) Pruebe gue R es una relacién de equivalencia.

" B) Halle el conjunto cociente E/R.

' g). Utilice el teorema de descomposicion de una aphmlén para demos-
trar que E/R estd en biyeccién con Q.

- Demuestre que un conjunto X es infinito si y solo si existen infinitas re-
’hcmves de cquivalencias en X.

Su E el planc (considerado como un conjunto de puntos) y sea 7 una
“recta fija en E. Se dice que los puntos p.g de E estdn relacionados
lpjlq) si y solo si p y ¢ determinan una recta paralela a r.

" a) Pruebe que R es una relacion de equivalencia en E.

k} ‘Determine sus clases de equivalencia. un conjunto representativo de
i uhsyelcomnmooeimm

183




7. Sea E el espacip ouliurio(cmsideudomunemﬁumodem} y

R tal que (0Rq) = (0.p.4 son colineales).
a) .Es R una relacién de equivalencia en £E”

b) Pruebe que R es una relacién de equivalencia en E* y determine sus
clases de equivalencia. (E*=£-{0})

8. Sea R la relacién definida en R? por

(x.3) Rix,, ») == existe ac R tal que x-x,=a y y—y,=2a.

a) Pruebe que R es una relacién de equivalencia en RZ

b) Halle las clases de equivalencia y represéntelas geométricamente.

c) Halle R¥R.

- Se define en R la siguiente relacion:
XRy. e=x—y=2kn para algin ked.
a) Pruebe que R es una relacién de equivalencia en R.
b) Halle las clases de equivalencia.

. Sea E=GL{ R) ={4eM(®) : det 4% 0},

a}) Pruebe que la relacidn definida sobre £, ARB s det A=det B es de
equivalencia.
b) Halle E/R y pruebe que estd en biyeccién con R*.
. Considere £=P (4) donde £ es un conjunto cualquiera y BeP(4) fijo.

y sea la relacién R definida sobre P(4) por X RYe=XrB=YrB.
a) Pruebe que R es de equivalencia. '

b) Halle P(4)/R y pruebe que estd en biyeccién con P(B).

- Pruebe que si G es un grupo, la relacién R definida sobre G por
gnb == a=g b g~ para algin geG, es una relacién de equivalencia en

Alg'unas clases de equivalencia contienen un tdnico elemento ¢. Carac-
ieince estos elementos c. -

- En la clase de los grupos, pruebe que la relacion GRG’ < G es isomorfo
a G’ es una relacién de equivalencia.

. Conndtre las siguientes aplicaciones, escriba su diagrama de descompo-
SICION y represente geométricamente las clases de equivalencia.

a) P, : R*'— Rx{0} dada por (x,) ~(x.0)
b) /: R*—s R dada por (x.y) ~|(x. )| = Vxh-y’
¢) g: R*— R dada por (x.y) ~y—mx. me R fijo

d) h: R'— R dada por (x.y.2) ~|(x.5.2)| = \f.t'+}"+;
€) g: C* — C* dada por z-|zj7 .z

13. Sean X. Y dos conjuntos y R y § relaciones de equivalencia sobre X'y
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sea O un punto fijo en E. Dados dos puntos p, ¢ se considera la relacién

respectivamente, Sea [: x =+ Y una aplu:ucaﬁn. Con_aid:tc el si
0 Y"_nte diagrama, donde p,g son las sobreyecciones candnicas de X en

X/R y de Y en ¥/S resoectivamente.

TN

4

la
XR VS

I:-';) Pruebe que las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) Existe /: x|R — ¥/S tal que f-p=q-f.

(2) xRy=/(x) S f(») W ;
" b) Pruebe que si se cumple (1), f es unica.

.10 Subgrupos invariantes

Los conce de relacion de equivalencia, particién, etc., que acabum:
¢ estudiar. n;:.'os interesan en su relacién con las estructuras ll;ebruén en
'armnhmructuradempo.rorum?.dm un grupo G, ana-
qué condiciones debe cumplir una relacién de equwal:mu R de-
nida sobre G para poder. a partir de la ley interna de G. definir una ley
TUDO G 3 | e :

. Como el:pr{:mo que tenemos que resolver cs la definicion de la ley in-
rma en el cociente G/R y esta situacion se repetml para otras °"'§'“““£’
gebraicas, trataremos el problema general siguiente: dado un conjunto
n el cual esté definida una ley interna y una relacién de equivalencia R,
idles son las condiciones para poder definir una ley interna en E/R.

npatibilidad de una relacién de equivalencia

on una ley interna

iA modo de introduccién recordemos el problema de la construccién de
a partir de Z. Construimos Q para tratar de resolver ¢l problema de la
n de ecuaciones del tipo ax=>b para todo a y b en Z. Como sabemos,
ecuaciones no siempre tienen solucién en Z, pero siempre tienen so-
Cidn en Q si a#0. o

- Pero, i.qué es un nimero racional? Un nimero racional es una clase de

: .  Puar SR
Quivalencia de pares de enteros. Por ejemplo. la clase {—2— FEe s Them

,} puede ser representada por cualquiera de los pares de la forma
pero se suecle tomar %— ‘como mrmmm: principal.

s

R e

memw T

= gt dsanmreast el o

S N




de Z. Esto es, la relacidn de equivalencia debe ser tal, que el resultado de
la operacién entre clases sea independiente de lcn" . '-
e 7 los representantes qug
definida sobre E, se define

1! E/RxE/R — E/R. por Cx 1 Cy=Cx1y.

Para que esta ley esté bien definida es evidente que la condicién nece-
presentantes que escojamos en las clases.
DEFINICION 3.10.1° * 3

::; }::x TyRXTy

o lo que es equivalente:

Cx=Cx".
Cy=Cy'

La ley asi definida serd conmutativa y asociativa si loes T

=2CxTy=Cx'Ty.
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Para definir operacionés en Q debe hacerse de forma tal que el repre

sentante de la clase que se escoja no intery (-
rvenga en ¢l resultado. 1o cual F
i logra con estas clases y las operaciones de suma y producto usuales en ) .
il Por ejemplo. si tomamos 4 :
i ISP (R T
E | F e - 2m
i s Mg e
3 3 6 Im
. '
lenemos que
b § % 1A % 3¥2 i 3 1 1 1
T DR 7Y A3\
e R L A L S T g

. La construccion de Q permite resolver el problema de obtener solucidn
a_h;equasmmqucmlem solucién en Z. lo que es equivalente a resol
ver el problema de la existencia del simétrico en Q para el producto.
Observemos, ademds, que las operaciones en © se definen & partir de las

Dados un conjunto £ con una ley interna 1. R relacidn de equivalencia 4

saria y suficiente es que el resultado de la operacién no dependa de los re-

Se d!ce que la relacién R es compatible conhlla ley 1 si y solo si se cumple

" 8i T tiene elemento neutro e, 1 tendrd elemento neutro Ce. yes posiblc -I

1 ningén elemento posca simétrico y. sin cmbargo. los clementos
posean siméirico para L. -
propiedades de la ley definida en E/R las tratarcmos en detalle en
da una de las estructuras algcbraicas.
Es convenicnle observar que la deflinicion de relacién de equivalencia
npatible con una ley L es equivalente a la siguiente:

. _t‘]__t’ n }_-an v_t‘Eb. (Ii
={ x1x Ryly Vx'eE @

§i sc cumple (1) solamente, decimos que R es compatible a la derecha
plaley 1,y sise cumple (2). que cs compatible a la izquierda. Esta de-
eidn cs de gran utilidad cuando la ley interna no s conmutaliva: y nos
ke que R es compatible con 1 si y solo si es conipatible con 1 a la izquier-
'y a la derccha,

0 f«n— o5 ue equivalencia compatibles con una ley de

n
$ul8
s

" An nos desde el punto de vista de que toda relacion de equivalencia
‘G no es mds que una particion de G. cl problema de la compatibilidad
una relacién de equivalencia con la ley de un grupo finilo dado por una

multiplicar. .
sideremos ¢l grupo S, cuya tabla de multiplicar es:

D. p; p]' "l'l u’ u‘

Pe | P Py Il By By | By

GRS A (T TR T

Pyl Py By Hﬂ; L B!

Bl B Baf] Po| P P;

My B Byl Py | Py | Py

’ “l.' >
" By By Bl Py | P2 P

bla de S, quedard dividida en bloques B, ={p, p. 0;} ¥
={p. u, u,) que constituyen una particion de S, Considerando la tabla
jos elementos son B y B,. que surgen de mancra natural de la tabla de
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.é,.obt:amlatablndeun

g B, |B,
B, | B |B
BF Bll 89

Dicho grupo es el cociente ] i i 1
; baiind ihidoe e ct'!c _.:‘, por cierta relacién de equivalencia y ¢]
de ;quwnlencin del elemento neutro de S,
ara seguir obteniendo informaci j ]
B,-cs ey b g cion del ejemplo de S, observemos que
Ahora haremos una deduccién tedrica de |
: : _ a forma que deben t
zemnhcmumdc eqmvalcnn_ a conmatib_ les con una ley de &po. Dich:?l:ihlua:
on l::: s::; ;cﬁu;d:wdc Varias maneras. pero por cualquier via que se
S : al ya que estamos resolviendo
S wre:ulm : bstracta, . un proble-
: ncia. Después concretaremos esta deduccidn teérica en ejem-
amos a suponer la existencia de una relacién de equi i;
; equivale
tible con la ley de un grupo G y veamos qué forma toma dicﬁn:'e‘:::;g:

Como nuestro grupo no es necesariamente conmutativo, separemos el and-

lisis de la ibilic ) \
b q::::mpanbﬂndad en compatibilidad a la derechn y & la izquierda.
R es compatible si y solo si es.compatible a la derecha y a la izquierda
@R, es compatible a la derecha) e=(xRy=x x’ R,y - x' para todo
x'e@)
(xR, y=x’ “xRx' -y para todo
: x'e@)
(PorE:onlnqadad usaremshk, YR envezde R solamcnie.)
el ejemplo dg §, vimos que la clase del elemento neutro parecia de-
sempefiar un papel importante v que era un subgrupo de S, Veamos si po-

(R, es compatible a la izquierda) e

demos llegar de forma general a una propiedad similar para la clase del ele- 1

mento neutro de G.

Sea, pues, R, una relacién de equivalencia compatible a la derecha. v .

denotemos el el ; i ili
e < elemento neutro de G por e, Dicha compatibilidad a la dere-
Si x R, y. entonces xy ' R, yy~' =e.
Luego la relacién R, es del tipo x R, y = x)~'eCe.
Ce es un subgrupo de G pues x
o sea. xeCe, yeCe=xy!eCe.

grupo de dos elementos B B,, que llamaremos

sea, el elemento neutro de G es la clase

Re y Resx R, y=2xy 'R, e

Es decir. que si R, es compatible a la derecha. encontramos un sub-
po de G. el subgrupo Ce. tal que la forma de la relacién R, es
L ey 'eCe.
“Por otra parte. si H es un subgrupo de G. la relacion xR,y =xy ‘el
de equivalencia compatible a la derecha con la ley de G.

En efecto. R, es una relacion de equivalencia. ya que se cumplen las
ypiedades:

Reflexiva: xx '=eeH e=x Rx

) Simétrica: xRy = xy' e =(xy N T=yx el e= )R x

| Transitiva: a) xR, y =>xy"'eH. b) x Rze2)yz'eH

De (3a) vy (3b) se deduce que ") -0z ) =xz 'eH e=xR z. Ademils.
es compatible a la derecha con la ley de G. pues si x. ). 2&G. tenemos

xRy —xy 'eH ;
By =xzz !y =)
(_!tz) 0z) 'eH=x2Ry2

" Con un razonamiento similar llegamos a que si R, ¢s una relacion de
quivalencia compatible a la izquierda, R, toma la forma

e 1' xeCe donde Ce es un subgrupo de G. y reciprocamente. la re-
7 xR =y~ xeH donde H es un subgrupo de & esuna relacidn de equi-

cia compatible a la izquierda con la ley de G.

' El estudiante no debe perderse en los detalles técnicos de la demostra-
in anterior. Lo esencial es que conozca que existen métodos tedricos para
terminar las condiciones que permiten definir en el cociente de un grupo
y interna a partir de la ley de dicho grupo. :

o lleva a considerar relac’ones del tipo xRy —=xy'eH o
=) 'xcH donde H es un subgrupo arbitrario de G, que en los detalles
demostracién se concreta mediante la clase del elemento.neutro del
por la relacion compatible. Pero como la compatibilidad en un solo
ilido (esto es. a la derecha o a la izquierda) no basta para la construccion
| cociente, debemos imponer algunas condiciones al subgrupo H. que es
| definitiva el que determinard la relacion.

" Hemos visto, pues, gue para gue una relacién de equivalencia sea com-
atible a la derecha con la ley de grupo. ¢s necesario y suficiente que sea
1a forma x R, )y <= xy~'€H donde H ¢s un subgrupo de G, y para que
compatible a la izquierda deberd ser de la forma xR, y =)~ 'xeH don-

es un subgrupo de G. |
r tanto. para que R sea compatible tendrin qué cumiplirse ambas con-

por lo cual nos interesardn las relaciones dadas por los subgrupos
: G tales que la relacion R, coincida con laR.yla mejor forma de lo-
far que esto sc cumpla ¢s exigiendo que las particiones de G dadas por am-
@s relaciones coincidan, o séa. que las clases de equivalencia de xeG por
'y por R, sean idénticas. Busquemos dichas clases para un subgrupo H de

= 189




. €l estudio de los grupos y que recibe el nombre de teorema de Lagrange, ya
- Que este matemitico se dié cuenta de su validez cuando se encontraba ey

d

Llamaremos € a la clase de x por R, y C,. a la clase de x por R,

C,, =yeG: y Rx}={y€G: existe heH 1l que yx "=l =

={yeG: existe heH tal que y=hx}={hx: heH)

A la clase €, =ihx : heH] la denotamos por Hx
derecho de x segun H. Acabamos.
gun R, no es mis que ¢l coseto derecho de x segin H. g

De forma similar liegamos a que C, =ixh:heH), ala cual denotamos
por xH y llamamos coseto izquierdo de x segun H,

La denominacion coseto la utilizamos para simplificar la notacién. ya que en inglés ,.f

utiliza coset y no existe una traduccin al espaflol. también podemos llamarlas clases

segun' H a la derecha o a la izquierda.
Los cosetos izquierdos v
para obtener informacién sobre H y sobre ci grupo G,
Veamos el siguiente resultado que desempefia un papel fundamental en

tudiando ¢l problema de la solubilidad de ecuaciones algebraicas.

TEOREMA 3.10.1 (Teorema de Lagrange) -
Sean G un grupoe finito de orden n y H un subgrupo de G de orden m. En-

torices m divide a2 n.

Demostracion :

Esta demostracidn se basa en una técnica simple que encontraremos rei-
teradamente cn el estudio de las estructuras algebraicas: la de contar los
elementos. 3

En clecto. sea H=la, a,.... g}, donde los g, son todos distintos. En-

tonces cada coseto xH tiene exactamente m elementos, pues si por ejemplo
Xa = xd, se inflicre que @,=a, por la propiedad cancelativa de G, lo que con-
tradice que los g, sean todos distintos. .

Por otra parte. si tomamos dos cosetos distintos xH y x'H. la aplicacién
de xH en x’H dada por xh—-x'h es una biyeccién, lo que indica gue todos
los cosetos tienen la misma cantidad de elementos.

Sabemos. ademds, .que los cosetos constituyen una particién de G, de

aqui que los n elementos de G
partes iguales de m elementos
da demostrado el teorema.

quedardn divididos por dicha particidn en ¢
cada una. Por tanto, n=mgq. con lo que que-

Este teorema es de gran utilidad en la bisqueda de los subgrupos de un ;

8rupo ya que, por ejemplo,

nos dice que en un grupo de orden 6 no puede
haber subgrupos de orden 4

o 5.

Sin embargo, hay que tener cuidado con la aplicacién del teorema de
asegura la existencia de subgrupos de un orden _

Brupo de orden 6 tengan que existir subgrupos
sisecumpﬂeraelr‘edpmdcl'f-

Lagrange, pues este no

« por ejemplo, que en un
de orden 2 o 3. Esto pudiéramos afirmarlo
teorema de Lagrange.
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y la llamamos cosegy
pucs. de encontrar que 1a clase de x go.

derechos segiin un subgrupo A de O‘Iwn una vig

T

.' REMA 3.10.2 (Reciproco del teorema de Lagrange)
"a un grupo finito de orden n y m es un divisor de n, entonces G posee

 subgrupo de orden m.
£ile reciproco no se cumple en general. Por ejemplo. el su_bsrupo A, for-
3do por las permutaciones pares de S, es de orden 12 y no tiene subgrupos
1en 6. Sin embargo, mds adelante yeremos que ¢l reciproco de Lagran-
 es vilido para grupos abelianos finitos. .

SI ‘:eureml:a de Lagrange tiene algunos corolarios muy imporiantes que
ninformacion sobre ¢l grupo.

OROLARIO 1° / ]

spo de orden primo p no tiene subgrupos propios.

N 5
emosiracion ; ;
" El orden de los subgrupos de G deberd ser 1 o p.

i r

_ 3 e
Ug::%e orden primo es ciclico (esto es. coincide con alguno de sus sub

pos ciclicos). :
..._..1‘ - lo.ﬂ .
ert“l:cto‘ si G ={0} esto es evidente. Sea G#10} y aeG, a#0; entonces
D=G. i
| ' ] H y aten-

Una vez obtenida la forma de las clu_ses segun‘ll:‘ y R, para H
endo a lo seiialado anteriormente sobre las condiciones para que una re-
sea compatible con la ley del grupo, estd claro que dado un whgnxpo
ra que la relacién x R, y e x)~' <H sea compatible, H debe cumplir
icion siguiente: _
xH = a todo x&G. 3 i
e:tf: l'g:rn:l la relacién R, coincidird con 1a R, y serd compatible, y
giprocamente. Esto da lugar a la siguientt definicién: f
CION 13.10.2 | tibay b oM

: . distingui-
n su rupoHdeunmpoG:smaf. invariante © _

a:?: ; xH?Hx para todo x G, es decir, si cada coseto derecho coin-
de con el correspondiente coseto izquierdo.
* El nombre de invariante dado también al subgru
Buiente definicién equivalente a la dada: ‘
8L | ¥
" H es normal si y solo si x H x ' =H para todo x<G donde x H x~'=
fix h x!' : heH)). :

' i ' i ificado
" Esta definicién es equivalente a la anterior, lo c_ugl puede ser veri
ilmente por ¢l estudiante (una definicién muy til en la prdctica se da en

ejercicio 2 de este epigrafe). : _
- Podemos. entonces, considerar las aplicaciones i: G=G dadas por

ifg) =x g x ' para todo geG.

po normal procede de la




| Queremos llamar la atencién sobre el hecho de que hemos dado varias
aracterizaciones de subgrupo normal, invariante o distinguido. Dependerd
| problema que estemos tratando. que sea mds conveniente usar una u
bra caracterizacion. En lo que sigue el estudiante encontrard ejemplos de

Para cada xe(G tenemos una tal aplicacién y, segin vimos anteriormep,
te. dichas aplicaciones son automorfismos de G llamados automorfismos in.
teriores de . Luego A es normal si y solo si queda invariante bajo la a(:ci@l_ '
de todos los automorfismos interiores de G. esto es. i (H) =H Vx<G.

Ejemplos 3
1. En un grupo G, {0} v G son subgrupos invariantes.

25§ gl'gmpo G es conmutativo. es obvio que todos sus subgrupos son e
variantes. Por esto en los grupos conmutativos tenemos un gran nimerg
de ejemplos de subgrupos invariantes.

3. E_n el grupo simétrico S, el subgrupo alternado 4 ;€8 un subgrupo inva.
riante, como puede comprobarse per la tabla de multiplicar o por demos.
tracidén directa. '

4. El subgrupo SL(n, R) ={4eM_( R) : det A=1) es un subgrupo invarian
te de GL(n. R) ={4eM (R) : det 4%0).

5. El subgrupo H={p, u,} de §, no es invariante. ya que los cosetos derechos
son ‘

Pruebe que en un grupo G hay ¢l mismo nimero de cosetos izquierdos
" que de cosetos derechos segiin un subgrupo H. En el caso de ser G un
. grupo finito, este nimero se llama indice de H en G.

Pruebe que un subgrupo H de G es invariante si y solo si xhx 'eH
" V¥xeG, YheH. _

k Pruebe que si H es, un subgrupo de indice 2 de un grupo fm}m G. en
_ tonces H es invariante. Como consecuencia pruebe que 4, es invariante
_ en S,. (Recuerde que A, es el subgrupo de las permutaciones pares de
Es,.)

4. Pruebe que si un grupo G es finito de orden n y e es su elemento neutro.
" entonces g"=e para lodo a=G. : .

5. Pruebe que si A y B son subgrupos invariantes de G, entonces 4 - B es
" un subgrupo invariante de G4 .B=la-b : acA. beB)).

6. Sean G un grupo y H y K subgrupos invariantes de G tales que
" H~K=le}. Pruebe que hk=kh para todo heH y para todo kek.

. '-. Demuestre que si G tiene un solo subgrupo H de un orden dado. enton-
En general. para verificar en los grupos finitos que un subgrupo H es in- § ces H es invariante. _ A5 TN
variante. deben buscarse todos los cosetos izquierdos y derechos corres- ‘8. Demuestre que la interseccion de dos subgrupos invariantes es invanan-
pondientes a H y comprobar que cada xH coincide con Hx. B 1e: |

No debe confundirse xH =Hx con xh=hx Vx<G y YheH. bt que Aut G={f:G—GJ Sillarhismal €5 um einih. para Ia

fUn ejeniplo mds tedrico es el siguiente: : :’: composicién dé aplicaciones y que Inn G=1i, : aeG} (automorfismos
6. Dado un grupo G, consideremos el centro de G- !

interiores de G) es un subgrupo invariante de Aut G.
» OG) =z¢G : gz=2g vgeG) _

A 10, Sea H un subgrupo normal de un grupo finito G y sea mce;l fndice de,
Sabemos que C(G) es un subgrupo de E (ver ejercicio 9 del epigrafe 3.6). H en G (ver ejercicio 1). Pruebe que a"<H para todo a ;
Veamos que es invariante. 3

En efecto. debemos probar que
gC(6) =C(G)g Vgel.

0 sea. que tqdo producto del tipo gc con ¢ceC(G) se escribe como ¢'g cot
¢'eC(G) y viceversa. Pero

ge=cg VgeG, YeeC(G)
Luego, en el caso del centro podemos tomar ¢ como ¢l ¢" buscado.

H=lpopn}  wH={u.p,
pH={p.n)  wH={u.p)
P,}i:{ﬂpl-l,} LI;H=‘I-|-,-I33}'

mientras que los izquierdos son
H =lpgm}  Hp =ln.p,}

Hp =lp.w}  Hu,={it.p,)
Hp,=lppu,}  Hu,={n.p.}

e

Pruebe que el subconjunto H={g,,: be R} es un subgrupo n e
A(R)={p,,: a=0 a.be R} (Ver ejercicio 1.1 del epigrale 3.64 . ¢

e

En los ejercicios 9 y 11 del epigrafe 5. dado un grupo G y AT GLakfi-
3 hr!irms los conjuntos C(4) y NA) ;h\dtcanms probar que C(4) F.'W’E
““son subgrupos de G y que C(4) es un subgrupo de N4). n‘aﬁ'pg que

~.a) Si A es un subgrupo abe_liano de G. A es invariante manD'J

. b) SiAesunsubgrupode G. A esnormal en G si y soloﬂiv(h).?'

“ L0y
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13. Pruebe mediante un ejemplo que pueden encontrarse ires grupos £, F
y G tales que EcFcG. donde E sea normal en F. F sea normal en G.
pero E no sea normal en G,

14. Dados dos srupds G, y G, simples (que no téngan subgrupos normales
propios). determine los subgrupos normales de G, xG,
Sugerencia: Diferencie los casos G, =G,y G, #G,

3.11 E‘u‘upo cociente

De’todo lo analizado en el epigrafe anterior. liegamos a la conclusién de
que la busqueda de las relaciones de equivalencia compatibles con la ley de
un grupo G estd determinada por la busqueda de los subgrupos invariantes
de dicho grupo. Una vez encontrado un subgrupo invariante 4 de (. 1a re-
lm:iénxkysiysolosixy“eH{onysiysolusiyx"eh’) serd com-
patible con la ley de grupo. Podemos, entonces, definir en G/R la operacién

Cx - Cy=Cxy que serd una ley de grupo en G/R y tendrd las propiedadcs

siguientes:
(1), Ce serd el elemento neutro de la ley definida en G/R, pues
Cx:Ce=Cx-e=Cx y Ce-Cx=Ce -x=Cx VCxeG/R.

(2) La ley del cociente serd asociativa. pues lo ¢s la ley de G.

Cx -_(Cy ~€2) =Cx - (Cy2) =Cx(y2) =Clxy) +2=Cxy - Cz=(Cx - Cy)Cz
(3) Para Cx el simétrico serd Cx !
Cx! - Cx=Cx™ x=Ce.

(4) Al grupo cociente dado por G/R con la relacién xR ye=xy'eHycon
la ley de clases definida anteri nte, lo denotamos simplemente por G/H
(ya que estd claro que es precisamente A el que determina la relacién) y lo
llamamos grupo cociente de G segun H.

Si G es conmutativo, G/H lo serd. lo cual dejamos para que sea verificado
por el estudiante.

. ¥a que Cx Cx'=Cxx'.Ce vy

Ejemplos

1. Como Z ¢s abeliano, todos los subgrupos nZ son invariantes y podemos
considerar 'os grupos cocientes 2/nZ: Z/nZ es de orden n e isomorfo a
4, segin el isomorfismo

9. 4/nd — a
dado por m +nZ -m. -

2. §,/4, es ¢l grupo cociente dado por {B,, B} donde B ={p,p,.p,} =4,
B;,z{luin ur u:'}- :

Como existe un unico grupo de orden 2 y S,/A, tiene dos elementos.
S,/4,=2,
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' Hallemos 2,xZ,/¢0.1)) donde (0.1)) indica el subgrupo ciclico de
- 2,x2, generado por (0.1). :

40.1))={(0.0). (0.1). (0.2). (0.3). (0.4). 0.5}

L 10 {0.1) ) tiene seis clmntos'. Lucgo. como

E Iﬁ:ndau::s:nrl:g:dc 2,x4,, ¢l cociente Z,xZ,/40.1)) seri de orden 4
L yes _

' 2,x2,/40.1))=(0.0) +¢0.1)). (1.0) +{0.1)). (2.0) +40.1)).

(3.0) +40. 1))}

~ (Las clases que hemos escogido son disjuntas: por eso podemos tomar los
" representantes (0.0). (1.0) (2.0) (3.0).)

Este grupo es obviamente isomorfo a 7, lo cual podemos comprobar

" comparando las tablas de multiplicar de ambos.
A -- squemos & x2/40.1) ).
L 40.1))={©.n) : neZ)

‘Luego. si buscamos (a.5) +{0.1)). obtencmos

: y ' bhyeZxd.
o —{(a.b+n):neZ} ={(am) mel} para cada (@
?‘mb’ +«0'£;re§e‘:m: ?rdﬁ?mnlc csle cociente como s¢ muestra cn

3.9, -
i:oll-:“lzs puntos de Z xZ son los de coordenadas enteras del plano.

ivalencia estard dada por una recla paralela al ¢je verti
d:::cmdcp:?aucadn una de cllas podemns encontrar un rv:1.'4l'e|e||m|:.ze.l= nz
en los puntos enteros del eje horizontal. intuitivamente vu::s
te es isomorfo al grupo (Z. +). Elmmmw isomor-
p entre Zx4/40.1))y @.+) ¥ prnbar_lo rigurosamente.)

¥ o
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Propiedades y aplicaciones del cociente

(1) Cemo consgcuencia inmediata del teorema de Lagrange, tenemos que si
G es un grupo finito y H un subgrupo de G. entonces o(G/H) =oG) /o(H).
(Este o{G/H) coincide con la definicidn de indice de & en G dada en el ejer-
cicio 1 del epigrafe 3.9.) '

(2) Como consecuencia del teorema de Lagrange vimos que un grupo finite
de orden’primo G no posee subgrupos propios y. por lanto, podemos decir
que no posee subgrupos normales propios.

Se puede demostrar fdcilmente, y lo dejamos al estudiante, que los uni-
cos grupos abelianos que no poseen subgrupos normales propios son los gru-
pos de orden primo. Para estos grupos el grupo cociente por un subgrupo
no da ninguna informacién, ya que los tnicos grupos cocientes posiples son

G (€)=Gy G/G={e). Es por esto que daremos la siguiente deflinicidn, ya que :

es de importancia en las aplicaciones de los grupos.
DEFINICION 3.11.1
Un grupo se llama grupo simple si no tiene subgrupos normales propios.

En ¢l caso abeliano finito, segldn sehalamos, los dnicos grupos simples
son los de orden primo. En el caso de los grupos no abelianos de orden fi-

nito se ha demostrado que un grupo simple tiene que tener un numero par

de elementos.

Un resultado muy importante en la teoria de Galois es que el grupo A,
¢s simple para n= 5.

Estudiaremos resultados que dan una informacién completa sobre la es-
tructura de una gran cantidad de grupos abelianos. Serd, pues, intercsante,
dado un grupo G no abeliano, construir a partir de este un grupo abeliano
lo mds similar posible a G. La idea de cociente nos sugiere que con una
agrupacion adecuada de los elementos de G podemos construir el grupo abe-

" liano que queremos. Para ello necesitariamos que ab=ba para todo a.b de "

G, esto es, (ab)a™' - b™'=e, lo que nos da la idea de cémo formar el cocien-
te, ya que nos dice cdmo tiene que ser la clase del elemento neutro de G.
Formalicemos las ideas anteriores con el teorema siguiente:

TEOREMA 3.11.1
El conjunto de los clementos de la forma

aba'b' -abpas'b;' ... -aba 'b’, donde re Ny ap <G,

es un subgrupo normal de G que s¢ llama conmutador de G y se denota por

G". El grupo cociente G/G’ es abeliano. Mds aun G/H es abeliano para un
cierto subgrupo H de G si y solo si G’ es subgrupo de H.

_Demostracion
Es fdcil probar que ¢l subconjunto de G de los elementos de la forma
aba'b' -abar?h;? - ... -aba bt es un subgrupo de G. lo cual dejamos

al estudiante. :

-IBI_S‘ G . |

; A un elemento de la forma aba 'b~' lo llamaremos conmutador.
. Probemos ahora que G’ es invariante en G. Para ello debemos probar
ue si xeG', entonces gxg ' G’ para todo g<G.

x es un producto finito de comnuladorps. pero basta E(::nﬁr pa_Lrla _113 de-
mostracién un conmutador. pues si. por ejemplo. x=aba 'd '¢cdc™'d ", to-
mamos aba~'b~'g 'gedc'd'., y si '

. gaba 'b'g'eG’ y gede 'd g G,

-‘f.gl DNCES

gaba 'b'ede'd g 'eG".

| Asi. insertando entre cada par de conmutadores =g 'g. quedard re-
suelto el problema para un producto.

Pasemos a probar que si xeG’. entonces gxg~' G para todo geG.
. En efecto. sea x=gha~'b~'. Entonces

gx,g":gaba“b“g“=gaba - l(g—lb-lbgjb-!g -1
| =(ga)biga) "b'bgh'g~' <G".
" Queda ahora probar que G/G’ es abeliano, esto es, gue
aG’ - bG'=bG’ - aG’ para todo a.beG.
" aG'bG’ =abG’ =ab(b~'a~'ba) G'=(abb~'a™") baG’ = baG' =(bG") (aG")
" Por (ltimo. probemos que G/H es abeliano si y solo si G’ es un subgrupo

H,.
' Si G/H es abeliano, entonces

(@ 'H) - (b"'H) =(b'H)(a'H). es decir. a 'b"'H=b""a"'H.

0 lo que es lo mismo. aba~'h~'H =H. y esto implica que aba™'b~' eH. Como
esto ocurre para todo aba 'b~'. tenemos que G’ es un subgrupo de H.
. Reciprocamente, si G’ es un subgrupo de /. entonces

" (aH)(bH) =(ab) H =ab(b~'a"'ba) H =(abb~'a~" baH =baH =bH - aHl
Y G/H serd abeliano.

reicios
1. Calcule los siguientes cocientes y si es posible halle para cada uno de
- ellos un grupo isomorfo.
ba) Z,/@ 0 Zx2/41.1))
- b) 2,,/02) 8) Zx2/(1.2)}
. ©) 2,x2./41.0) h) Z,x2,/¢1.0))
d) Z,%2,/40.2)) i) Z,xZ,/QxQ)

L8 2,x2,/41.2)
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2. Encuentre el grupo G’ para ¢l grupo D, de las simetrias del cuadrado.

3. Pruebe que si dos grupos G y H son isomorfos, entonces sus conmutado-
res G' y H’ son isomorfos y C1G) =C(H).
Sugerencia- Considere. dado un isomorfismo ¢ de G en H. la restriccion
de g a G’y a CG).

4. Pruche que si H es un subgrupo de G que conticne a G, y H es de indice
3 en G. entonces H es invariante en G y G/H es ciclico de orden 2.

Sugerencia: Observe que G =H wHg: por tanto. si keG. entoncés k=h, o .

k=hgth,cH). y utilice la definicién de invariante.

3.12 Homomeorfismos de grupos y teorema fundamedtal
~ de homomorfismo

Ya estudiamos un tipo de aplicaciones entre grupos relacionadas con la
estructura de estos: los isomorfismos. Vimos que estas aplicaciones daban
“copias” de un grupo dado. Sin embargo, hay aplicaciones entre grupos G
y G'. llamemos / a una de cllas. que sin ser isomorfismos poseen la propie-
dad fla - b) =fia) - /ib) para todo a.b. €G. Como es l6gico pensar. al no ser
biyectiva / su imagen no serd una copia del grupo dominio. pero de lodas
formas aportard importanie informacion. como veremos en lo que sigue.

- DEFINICION 3.12.1 .
' Dados dos grupos G y G, se llama homomorfismo de G en G’ a una aplica-
?} ¢ién f: G — G’ tal que f{x - y) =/(x) -f(}) VxyeG.
Si / es biyectiva, la definicidn anterior coincide con la de isomorfismo

de grupos. :
Algunas propiedades clementales de los homomorfismos son:

Sclnc_iyt_?;mposydemmwreye’losncutmsdeﬁ‘y{?’. res
pectivamente. Sea J: G == G" un homomorfismo. Entonces:

RN

{1) f{e) es el neutro en G".
(2) Si aeG y @' es su inverso. entonces f(a") es el inverso de f{a) en G

(3) Si H es un subgrupo de G. entonces f(H) es un subgrupo de G". Si H es
normal en G. entonces f{H) es normal en f(G).

(4) Si K es un subgrupo de G’. entonces / '(K) es un subgrupo de G. Si K
es normal en G’. entonces /'(K) es normal en G.

Todas las propiedades anteriores se demuestran muy [dcilmente. Para
cjemplificar la técnica de demostracion. demostraremos la propiedad 3).

fbemas:mcio’u

~ Scan H un subgrupo de G y z.7'</(H). Debemos probar que

2.2 e fIH). Pero 2=f(x) y 2'=f(x) para ciertos x.x" de H. Entonces
L) =) ) =) Sl = x7Y), x 0 x7! eH

'*y ‘queda ﬁmbado que f(H) es un subgrupo de G".

"~ En cuanto a que si H es invariante o normal en G. entonces S(H) loes
_en f(G). habria que probar que bzb~'ef(H) para todo zef(H) y bef(G).
- Tomemos b=f(a). z=f(x) y tendremos

. fa)f1x) fla) ' =flaxa™"). :

\y como axa~' eH. queda probado que /() es normal en f(G).

Como se observa. la técnica de demostracion es similar a la utilizada
sara demostrar las propiedades de los isomorfismos: pero se debe ser muy
" cuidadoso, ya que eneste caso no es posible usar la condicién de biyectivi-
_P.' . Lu siguiente definicidn nos permitird relacionar el concepto de homo-
" morfismo de grupo con el de grupo cociente.

'DEFINICION 3.12.2 (Nicleo o kernel de un homomorfismo de grupos)
'Sea [: G — G’ un homomorfismo de grupos. Se llama nucleo o kernel de
/'y se denota por Ker f a la preimagen por f del elemento neutro e’ de G".
D €s:

Ker f=f"(¢) ={xeG : f(x) =€’}

DPOSICION 3.12.1
do /: G —= G’ homomorfismo, Ker / es un subgrupo ‘invariante de G.

mosiracion

J: G — G’ es un subgrupo invariante de G, ya que €3 la preimagen de ¢’
_qQue es un subgrupo invariante de G'.

~ Mediante la definicién de niicleo podemos dar una caracterizacion de la
inyectividad de un homomorfismo.

' PROPOSICION 3.12.2 -
‘Un homomorfismo f: G — G es inyectivo si y solo si Ker f={e}, donde
'€ es el elemento neutro de G.

Demostracion

. Sifes inyectivo, sea xeKer /. entonces f(x) =¢*=/(e). Luego x=ey de
aqui Ker f=le).

~ Reciprocamente, si Ker sean f ={e}, x.x’eG, entonces f(x) =
=fx) == flx) fix' =€ - e=flx - ) =€ e2x-xcker fe=x x'=
=g x=x !

' Veamos ahora ejemplos de homomorfismos y de nicleos de homomorfis-

T SR

k. Segin las propiedades anteriores, el nicleo de un homomorfismo :
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. La relacién de equivalencia asociada a f* estd dada por
Ry = f(0) =f() =) J() "=y ) =¢’ =xy e Ker [,

. .Lucgo. en este caso coincide la relacién dada por el nlt':.cleo de fcon h
sociada a /, v podemos aplicar el teorema de descomposicién de una apl

Ejemplos 2

1. Dado un grupo G. la aplicacién id. : G — G dada por id_ (x) =x parg
‘ todo xe G es el caso mds sencillo de homomorfismo de ETUpos,

2. Dado ¢l grupo (Z. +). la aplicacién /; Z —s Z_dada por m-r donde
m =nq +r (esto es, el resto de la divisién de m entre n). es un homomor-
fl.'ﬂ'l'tﬂ del grupo (Z.+) en el grupo (Z,. +) cuyo nucleo es nZ.

f 3. La aplicacién ¢ : (GL (n. R). ) — ( R*. ) dada por o{4) =det 4. es
un homomorfismo de grupos cuyo micleo es SL(n. R).

4. Si consideramos el grupo ciclico C,=11, -1}, subgrupo de (R*. +). v Ia
aplicacién g: §, —= C, dada por g (0) =sgo. g serd un honomorfismo de
. Brupos cuyo nicleo es 4,

5 Si G €s un grupo v H un subgrupo normal de G, la aplica{:idn 0:G—
= G/H dada por a-aH es un homomorfismo de grupos al que llamamos
homomorfismo canonico de G sobre G/H. Este homomorfismo conénico

no es mds que la sobreyeccién candnica en el caso de un grupo y su co-
L ciente.

'stira. pues. segiin dicho teorema una Unica aplicacion biyectiva £
B/ sobre f(G) dada por f(Cx) =flxN) =/(x) y que cumpie /=/ - 9. Queda-
4 solo probar que / es un homomorfismo de grupos. En efecto,

b i V) - (5 - M )=y - N) =10 =f0) S O) ==9(0) -0 0)
5 =fix-N) -y - N)
y, por tanto, es un isomorfisrio de grupos.

»s demostrado el teorema aplicando el resuliado que conociamos anteriormente,
¢l estudiante puede comprobar que también puede demostrarse diffcumnm de-
do [ : G/N— fiG) por fix - N} =fix) y comprobando que es un isomorfismo y
ue cumple /=/ -0

. Qué conclusiones podemos sacar del teorema 3.12.17 ‘

" El teorema nos dice gue para un homomorfismo de grupo la imagen. sal-
0 el nombre de los clementos. es sencillamente G/Ker [y r_:l homnprﬁsmo
Fes esencialmente el homomorfismo candnico @, ya que difiere de @ en un
! eu;mm::; pues, que cada homomorfismo de un grupo G determina un i
Subgrupo invariante Ker / y, por tanto, una estructura cociente G/Kc:r £ '.
" Reciprocamente, dado un subgrupo invariante N, exisic un homomorfis-
mo del cual NV es nucleo; este es el homomorfismo canénico @ G — G/N. :
" Los otros homomorfismos que tienen a N como nicleo difieren de ¢ en §
in isomorfismo. y en ese sentido podemos decir que existe un iinico homo-
morfismo que tiene a N como nicleo. : 4
" Hemos establecido asi la correspondencia: :

~ Subgrupos invariantes-grupos cocientes-homomorfismo de grupo.

" Podemos hablar de uno y otro indistintamente, lo cual nos sirve para

Ahora estamos en condiciones de relacionar el concepto de homomorfis-
mo de grupos con el concepto de grupo cociente.

“En efecto, el ejemplo 5 permite ver que para cada subgrupo normal H
de G. existe un homomorfismo con dominio G del cual H es nicleo. pues
Ker o={xeG: xH=H} =H. ;

Por otra parte. habiamos sefalado que para cada homomorfismo f de G
: en G’ existe un subgrupo normal de G que corresponde de manera natural
| a /. este es Ker /. Al igual que cn el caso de las aplicaciones entre conjun-
tos. no es dificil ver que el homomorfismo que tiene como nicleo un subgru-
po normal dado no es unico. de ahi que estudiemos el teorema siguiente:

TEOREMA 3.12.1 (Tcorema fundamental de homomorfismo.)

Sea f un homomorfismo de G en Gy sea N=Ker /' Entonces existe un tinico
- homomorfismo biyectivo / de G/N en AAG) tal que /-¢=/. donde 0: G =
=+ G/N es el homomorfismo candnico.

T S i —
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Este resultado puede representarse mediante el diagrama siguiente: ir un concepto por otro en la biisqueda de resultados. Por ejemplo s i

| . emos investigar sobte los homomorfismos df: un grupo 'de orden primo, .

G ‘ NG) emos hacerlo buscando los subgrupos invariantes dc‘ dicho grupo. 13

¢ l / En los ejemplos de homomorfismo de grupos que. vimos. tenemos me- 3___4
: s este teorema los isomorfismos siguientes: :
(G/N)~_ A Tk

¥ 1. 2/n2~12, ,;
Demostracion B /s )~ R .

Al estudiar las relaciones de equivalencia demostramos el teorema de

descomposicién de una aplicacién f. que se referia a un problema similar al

|~u1 que tenemos ahora. En aquella ocasioén consideramos la relacién de equiva-
~— lencia R asociada a /* en lugar de la relacion xRy <> xy™' € Ker /.
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e iAE

¥ 5./4,~01.-1}=2,

) : R homomorfis-
- Como ¢ lo de 1a aplicacién del teorema fundamental de |
mo d= grup];:.mestudiaren‘tos dos de los llamados teoremas de isomorfismo. Al
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La tecnica utilizada en la demostracion de estos leoremas gepe ser estudia. !
da con atencién. ya que es util en la demostracién de resultados similares,

Los nombres de primer y segundo teorema que les daremos varian segin log

autores,

TEOREMA 3.12.2 (Primer teorema de isomorfisno)
Sean H y K subgrupos invariantes de G. y K subgrupo de H. Entonces existe
un isomerfismo natural de G/H sobre G/K/H/K.

Demostracion _
La idea fundamental de la demostracion de este teorema consiste en bus

car un homomorfismo sobreyectivo de G sobre G/K/H/K tal que su niicleo
sea H. El isomorfismo resulta entonces directamente del teorema fundamen.
tal de homomorfismo.

Primero debemos comprobar que tiene sentido considerar G/K/H/K.

Tomando el homomorfismo candnico p : G —= G/K vemos que p(F) es
precisamente H/K, y como p(H) es la imagen por un homomorfismo de un
subgrupo. invariante de G. H/K serd invariante en G/K. Luego. tiene sen-
tido hablar de G/K/H/K.

Ahora definamos

®: G — G/K/H/K dada por ®(a) =(aK)(H/K) para todo aeG,
Estd claro que

®(a - b) =(abK) (H/K)(@K) (bK) (H/K) =l@K) (H/K) ] [(BK)(H/K) |=

=0(a) - ®(b)
Asi. © es un homomorfismo cuya imagen es G/K/H/K.

El nicleo de ® estd formado por los x<G tales que ®(x) =H/K: estos
son exactamente los elementos de H.
Entonces el teorema fundamental prueba que G/H es naturalmente iso-

morfo a (G/K)/(H/K).
El diagramp siguiente resume la situacién:

PwPx ¥ Py indican los homomorfismos candnicos.

indica el isomorfismo de G/K/H/K en G/H dado por el ieorema fun- '

H/K
damental de homomorfismo.

.

Py

G/H
Px (4] bum
G/K — G/K/H/K
Pysx
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EOREMA 3.12.3 (Segundo Leorema de isomorfismo)

ean G un grupo y Ny H subgrupos invariantes de G. Entonces Hn~N es
svariante en H. HN={hn : heH. neN} es un subgrupo de G y existe un 1so-
porfismo natural de H/HnN en HN/N.

Demaosiracion

1\ Probemos que HN es invarianie en H.

ea hah~' con heH y asHnN. Entonces hah™'eN pues N es invariante en
& Pero hah~'cH ya que heH y acH. Lucgo hah~'e HNN.

9) Probemos ahora que HN es un subgrupo de G. (En general HN noes un
ubgrupo de G, en este caso interviene el hecho de que N es invarianie en

G.)

Sean hn y h'n’ elementos de HN. Entonces

) ()~ =hgry = = = =l R =hR

4 ¥ ﬂ“ = hn

k'n"h*-'eN ya que N es invariante en G.

Lueso h”h'n"h'~'eHNlya que h'n"h'~! e N y queda probado que HN es un
po de G. '

pues. sentido hablar de H/HNN y también de HN/N, ya que al ser

N invariante en G es obvio que ¢s invariante en el subgrupo HN de G.

Ahora aplicaremos la técnica usada en el teorema 3.12.2 de biscar un ho-

somorfismo ®. en estc caso de H en HN/N y tal que su niicleo sea HnN.

ideremos ® : H — HN/N dado por ®(h) =hN.

Dados h h'eH. ®(hh) =hh’'N =(§:N){kw) =O(h) (). luego P es un homo-

porfismo.

® es sobreyectivo ya que para hnNeHN/N tomamos heH y cntonces

(k) <hn - N. .

'"‘ nicleo de © es HnN. ya que

Ker ®={xeN: hN=Nl=IxeH : xeNI=HnN.

' slicando el teorema fundamental de homomorfismo existird un isomorfis-
mo vy : H/H~N — HN/N segiin queriamos probar.

1. La técnica de aplicacién del teorema fundamental de homomorfismo de
~ Brupos puede ser usada también en ejercicios practicos. El siguiente ejem-
- plo fundamenta. desde el punto de vista de la teoria de grupos. la repre-
~ sentacion de los dngulos mediante el circulo unitario.

. Probaremos que si consideramos ¢l grupo ( R.+). entonces ¢l cocien-
. te R|Qx) es isomorfo a (C,. -) donde €,={zeC: |z| =1).

~ En efecto, consideremos

9:(R,+) = (C* -) dada por
@(x) =cos x+i sen X,
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Se puede comprobar facilmente que ¥ es un homomorfismo,

Ker 9={x:cos x+i sen x=1;={2nx : neZ}={2x). .! B e

g: 2, — Z, dada por g(x) =resto de x al ser dividido por 2.
Pruebe que dados (Q.+) y su subgrupo Z. Q/Z es isomorfo al grupo
formado por {¢™%, 0eQ} con la ley -.

‘Prucbe que dado el grupo 4, (R) =lg,, : a # 0} del ejercicio 1.f del epi-
grafe 3.6 y su subgrupo H={p, , : be R}, entonces A4,( R)/H es isomor-
_:,?' a (R% ).

ruebe que si 0: G —= G’ ¢s un homomorfismo y o (G) es finito, enton-
ces o(0(G))/0 (G) (o sea, ¢l orden de G es un miltiplo del orden de la
‘imagen de 0).

L £Qué su puede decir acerca de los homomorfismos de un grupo simple?

P(R) ={2eC: z=cos x+i sen x, xe R}={zeC: l4=1)=cC.
| Segin el teorema fundamental de homomorfismo de grupos.
r“ R|@2r) =, '

: En este caso la aplicacién de la técnica consiste en buscar el © apropia.

‘ go. de forma que el nicleo y la imagen den lugar al isomorfismo busca.
0.

Los dngulos en radianes se definen como clases de equivalencia médulo 2. y esg ;
claro que los nimeros complejos de médulo 1 recorren el circulo unitario.
2. Analicemos si se cumple la siguiente propiedad:
 Diga si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas y justifique
respuesias. <
' 2) La imagen de un grupo de 6 elementos por un homomorfismo puede
~ tener 4 elementos. * '

' b) La imagen de un grupo de 6 elementos por un Spwraarfiom psde
 tener 12 elementos.

| ¢) Existe un homomorfismo de un grupo de 6 elementos en un grupo de
- '12 elementos.

" &) Existe un homomorfismo de un grupo de 6 elementos en un grupo de

Dados n.m.de N y n=m - d, entonces 2,=2/Z_ '

En-efecto, podemos demostrar Que esta propiedad se cumple aplicando el
teorema fundamental y el segundo teorema de isomorfismo. '
Observemos que nZcdZ y si definimos ¢ : Z%— dZ/nZ dada por
x~dx+nZ, ¢ es un homomorfismo sobreyectivo cuyo nticleo e
Kcr. 9¢=mZ. Entonces por el teorema fundamzntal, Z/mZ ~da/nZ. |
Aplicando el primer teorema de isomorfismo. tenemos

2/d2=2/n2/dd/n. o sea, 2,~2 /2,
(Dejamos al estudiante que compruebe la validez de las h'ipétesish) 10 elementos.

3. Veamos ahora una aplicacién prictica del segundo teorema de isomorfis | Sean dos grupos G, y G, y la aplicacién &, : G, XG, — G, dada por
gm- 4 ‘ : il y) =x. Prucbe que &, s un homomorfismo v halle su ntcleo. ¢ A
~orm eremos el grupo simétrico S, ¥ sus subgrupos ¢ grupo es isomorfo, el micleo de m,?
V=234, 2.14.3), 0.4.1.2), @3.2.1)) B. Sean G un grupo. a un elemento de G y ¢ : Z — G definida por
5,=1(1.23.4), (1,3.2.9). (2,1.3.4). (2.3.1.4), (3.1.2.4). 3.2.1.4) ). " é(n) =a". Pruebe que ¢ cs un homomorfismo. Describa la imagen de ¢
Se puede comprobar que ¥, es invariante en S, | ¥ las posibilidades para su niclen. g idaad
Evidentemente §,n7,={(1.2.3.4)} y (1.2.3.4) es el neutro de S, | Sean G un grupo abeliano finito de orden n y r un entero positivo primo
Segun el segundo teorema de isomorfismo: . |

e N P  relativo con n. ;
S,V/Vi=5,/8,n V=S, " a) Prucbe que ¢, : G — G-dada por ¢, (a) =4’ esun automorfismo de
pero como o ($,V,) =24 resulta que 5,V,=5,. ya que segin el ejercicio 3 K

del epigrafe 3.10, 3,7, es un subgrupo de S, De aqui que §,/¥,=S,

: 5) Deduzca que la ecuacién X’ =a siempre tiene una_solucién dnica en
G si r es relativamente primo con el orden de G. . Qué puede pasar

Ejercicios si r no es primo relativo con el orden de G2
J I
1. Determine cudles de las siguientes aplicaciones son homomorfismos de

grupo. Si lo son halle su niicleo y su imagen.

.' san G un grupo ¢ Inn (G) el grupo de los automorfismos interiores de
‘G (ver ejercicio 11 del epigrafe 3.8). e
2) Pruebe que ¢ : G — Inn (G) dada por 6(@) =i, esun homomor-
. fismo de G sobre Inn (G). -

a) f: (R.+) —= (Z, +) dada por fix) = menor entero, menor o igual )
'B) Halle el nucleo de ¢ y describa cudndo este es un isomorfismo.

que x.
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- Sean G y G' grupos y H y H’ subgru
: Pos normales
vamente. Sea ¢ un homomorfismo de G en G'. Pruebe
1smo natural ¢ : G/H — G/H’ si o(H) cH".
Sean G y G’ grupos : G . homomorfismo
Sem‘nN’|.msubgrupt:ny9 gl 5
G/N = G/N"

13. Sea ¢ un automorfismo de un
del grupo, esto es, ¢(a) =a=a=e.

a) Pruebe Que la aplicacién a-g(a) -a!-

G es finito. entonces todo elemento de

b) Pruebe usando a) que si G es fini 2

de orden par. e Rt £oL A

14. Sean [(@*. -) y N={1.-1). Sea H=
verifique que H - N/N=H/HN.

15. Sean G un grupo y M y N subgru de G. S
pos normales de G,
de G. Pruebe que HnM=HN=>HM/M= Hq fv/;vf%Il =

16. Sean H y K subgrupos de G, N u Vghadyt:
" , n :
HN=K - N. Pruebe que H/HAN= x/KﬁmNbfm’" invariante de G y

_sobreyecti
normal de G’y N={xeG : o(x) eN'}. Pru);be :;:;

G tiene la forma {a) - g-!
=id;. entonces G es abeliang

g
(? ). Encuentre H . N H -N/Ny

un subgrupo

3.13 Grupos ciclicos

Al estudiar los subgrupos de A o
mh::u S diferenm?llsu l;: :m(i. lo cual es en definitiva una for-
subgrupos: los ciclicos, esto .
=@).aeG. Vimos 2. los subgrupos
subgrupo ciclico,

. : de la forma H={a": =
Sl T i ki e
_damhch.demhsekmmmdeuim;G;;nad}c.ﬁmfomcm
;1 d(ﬁ]:uemmsdemcl:mmoﬁo) permite obtener mucha informacién so-
e ho:mmvmmnmudiulmmmcklicu en cierto
sentido pueden considerarse. los grupos més simples, e
[ gmz;mén 3.13.1
que un { i y i exi
T R A e 83 o 8 el 4<G e
f. : X - 4 : *
- 1. Z es ciclico, pues Z=(1)=(-1),
2. nZ ={n)=(-n), luego es ciclico.

3. 2,=01)=3), por lo que i i
e mq: es ciclico. En general es ficil comprobar que Z,

4. §, no es ciclico ya
de S, pueda escribirse como x*. Esto puede comprobarse fécilmente en la
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de G y G'. respecti.
que ¢ induce yp

grupo G que deja fijjo solamente el neutro

es inyectiva y de 'uqul que si

encontramos un tipo especial de |

que no existe elemento x de S, tal que todo elemento -

1abla de S, mediante la bisqueda de los subgrupos ciclicos generados por
todos los clementos de S, '

¥, no es ciclico. Para comprobarlo se utiliza ¢l método descrito en el
. gjemoio 4.

%4, es ciclico, pues Z,xZ,={(1,1))=41,2)).

En C. consideremos el grupo €, de las raices de la unidad. Recordemos

que dichas raices estdn caracterizadas por la propiedad de que § es raiz
; : dc.lu_unidadsiy'sotoai&"=l. C, estd formado por n elementos

' I donde §, =cos i{‘f_.,_ i sen gni 0< k< n—-1.

n

C,={& : neZ}). Luego: C, es un grupo ciclico de orden . ya

e tenemos € =€)

‘Recordemos también que T, puede expresarse como las potencias de

quier raiz primitiva de la unidad. Las raices primitivas (que estdn da-
por los &, tales que k es primo relativo con n) son los otros genera-

dores del grupo ciclico C,.

" En los ejemplos anteriores podemos observar que los grupos ciclicos pue-

n tener mds de un generador. :

_ Podemos ver que todos los ejemplos dados de grupos ciclicos son grupos
elianos. Esta es una propiedad general de los grupos ciclicos que puede
trarse muy fécilmente. : :

Rorosicion 3.13.1

grupo ciclico es abeliano.

R
F g

ot

" En efecto. sea G={). Entonces dos elementos cualesquiera de G son,

t ejeaplo, x=a". y=d" y x y=a" -@"=a""=d""=a" -a"=y - x; de

qui que G sea conmutativo. _ |

* Evidentemente, el reciproco de la proposicion anterior no se cumple.

ot ejermplo, V, es abelidno, pero no ciclico. Sin embargo, veremos mas ade-

nte que una amplia clase de grupos abelianos puede construirse a partir

* Otra propiedad que podemos intuir de los ejemplos es la referente a la

itma de los subgrupos de un grupo ciclico. !

* En el epigrafe 3.6 hemos dado la demostracién de que los unicos subgru-
e Z son los nZ, que son ciclicos. Los subgrupos propios de Z, son exac-

{0,2.4) y {0.3). que son ciclicos. Ademds, es evidente que en un

ciclico G, los subgrupos triviales {0} y G son ciclicos.

¢l caso de un grupe ciclico es posible obtener el siguiente resultado
a la forma de los subgrupos. - -
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TEOREMA 3.13.1 Los subgrupos de un grupo ciclico son ciclicos.
Demostracion

Efectivamente. sea G=%) un grupo ciclico y sea & un subgrupo de G
Tenemos que encontrar beH tal que H=G).

Estd claro que si H=le} 0 H=G se cumple el teorema: asi que supop.
gamos que X es un subgrupo propio de G.

Si H es un subgrupo propio. podemos asegurar que existe un sed® ta]
Que a'€H. o sea, que existen en H potencias positivas de a. Entonces pode.
mos tomar ¢l menor entero positivo m tal que a”eH. El generador serd pre.
cisamente b =a". Por tanto, debemos probar que H=@G)=@™).

Como evidentemente &™)cH por ser H un subgrupo y a™ eH. queda pro.
bar que Hc@™). En otras palabras, debemos probar que todo keH es igual
a alguna potencia de a™, o sea, h=(a"™)* para algin q.

Como heH. h=a" para algin neZ. podemos escribir por el algoritmo de
la divisién con resto para los nimeros enteros: !

n=mqg+rcon O<r<m o r=0.
Entonces
h=a"=a™"* =g . 4",
de donde
@=a""™=q"-ag™ygecH.

Pero para que esto no implique una contradiceién, ya que hemos supues-
to a m como el menor entero positivo tal Que a" e, es necesario que r=0,
de donde se infiere que h=g™ =(a@™)* segin queriamos demostrar.

La demostracién anterior es cldsica dentro del Algebra, ya que en ella

utilizamos técnicas que el estudiante volverd a encontrar con frecuencia.

Por ejemplo, ¢l uso de la existencia de un menor entero positivo en los con-

juntos que estén en correspondencia con un subconjunto de 2% o el uso del
algoritmo de la divisién con resto €n situaciones similares a la dada.
Del teorema podemos inferir algunos resultados, como son:

1) Los generadores de los subgrupos de un grupo ciclico G son de la ,Jorma
@™, donde a es un generador de G,

2) Los subgrupos de Z son exactamente los nZ, segin habiamos Jemostrado

anteriormente, ya que los tinicos generadores de Z son 1 y —1. lo que im
plica que los generadores de los subgrupos sean del tipo 7 0 —n,

3) Un grupo puede tener todos sus subgrupos propios ciclicas y no ser cicli-
o, como podemos ver en el ejemplo de § ~

Hemos visto ejemplos de grupos ciclicos finitos e infinitos. Mds adn, 10§

ejemplos de 2, y C, indican que para cada neZ existe al menos un grupo

ciclico finito de orden . Ahora nos proponemos investigar cudntos grupos
ciclicos distintos, existen. esto es, como mediante el concepto l‘.ronwrfumﬁ

podemos hacer una clasificacién de los grupos ciclicos.
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lasificacion de los grupos ciclicos

bemo ! infini isomorfos, lue-
rupo finito y uno infinito no pueden ser _

k mturilq:pgl:alr efnanilisis para la clasificacién de los grupos ciclicos
. dos casos: -

p. Caso inﬂm"lt:}_ ’

"Sea G="{) infinito. ; i %
' i los vemos que todas las pote

A iti te y guidndonos por los ejemp ‘
Tﬁlm: ser distintas. En efecto, demostremos que s aparecen po-
cias repetidas. el grupo tiene que ser dg.oidcn finito.

pues, n.med, n¥m y a'=a" =»a"""=e i =
%inpérdidadenmnﬁdndpodemmrqw n>m, CON q::

4 os encontrado que existen potencias positivas k de a tales gued;u.
- plicz nmdeuucvohstécnicuutili_uduenhmm que
subgrupos de un griipo ciclico son c_i:lmo:.

4 "m??m el menor entero positivo tal que g"=e¢ y probemos que
.:j o a“n--\r—l}-

G. _
._ os escribit n=mq+r con 0< r<m, y entonces

=g =™ g =(@") d=a". . ‘
& gue queda probada nuestra nﬁ&:ucwn. pues toda potencia a" de a
incic una de la forma & con 0€ r<m. s

Lo qu.;mdmmstrmm equivale a decir que si G es infinito, entonces
-?ﬁ#m:d‘#a". By :

'De manera natural surge la mm:mmdvgrmckﬁm

2. grupo ciclico infinito G. _
gyh“;pii:miﬁn: 9 : Z — G=@) dada por n—-a".
i homomorfismo de grupos, ya que

* Evidentemente es un h
G infinito hemos probado que n«m=a"#a", y

(n +m) =g"*"=a" -a".
. ':a pu:l:epzlr'l:rdd'mmﬁn de G todo xeG es de la forma a”, ¥
entement ﬂ) =X. el ’

'. EMOS d:n:lrm el l‘t!llllm' !l'tlltl'lle.

EOREMA 3.13.2 |

ico infinito es isomorfo a Z. : e
mcdi:g;oq;n:mﬂm isomorfismo, existe un iinico grupo ciclico in-

édo. Caso finito ) :
Sea G={) finito de orden m. : hechos en el caso infi-
A es evidente, por los razonamientos e

ﬂmmmmuawwmm Mils s,

105 que G={a'. al.....d""}. donde m es el menor entero positivo tal que
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PROPOSICION 3.13.3

Sicmﬁderamdcnuevoellnnmmfmo:z—-oa- -
@) dado por i G-¢s un grupo finito y aeG. entonces @@ =e.

n-a”, serd un homomorfismo sobreyectivo aunque no inyectivo, pues su ni.
cleo Ker o= {uez : a'.—;n}‘m formado exactamente wr‘ los maltiplos de
m, es decir, Ker p=mZ. y 5 ! .

Aplicando el teo I
% rema fundamental de homomorfismo de Brupos, tene.

2,~2/m2~G=a)

De lo nm"efinr' pod:mos deducir:

Todo grupo ciclico finito de orden m es isomorfoa Z .

Do.l mpos cfclicos finitos de orden m son isomorfos :ntrclh
kB e s s e s i e

ll"odnmoa tomar como “modelos” de lm_srupm ciclicos f'mnns los grupos ‘

nostracion _ ;
' De acuerdo con la proposicién anterior. m =o{a) divide a o(G) =n. Lue-
p n=m -g y de aqui:

A (=ﬂ”=(¢h)'=f.

Subgrupos de un grupo ciclico

" Sefalamos anteriormente que los grupos ciclicos pueden considerarse,
‘en cierto sentido, como los grupos mds sencillos. En el estudio de la teoria
de grupos existen problemas importantes y no féciles de resolver para un
srupo cualquiera que, sin embargo, es posible solucionar para la clase de los
grupos ciclicos. Por ejemplo, podemos determinar todos los subgrupos de un
grupo ciclico, de lo cual nos ocuparemos inmediatamente. Estos resultados
servirdn de ayuda en la bisqueda de la solucién al mismo problema en cla-
. En la bisqueda de los subgrupos de un grupo ciclico ya encontramos que
dichos subgrupos deben ser ciclicos. Sin embargo, quedan por contestar al
' preguntas importantes con respecto a este problema, como son:

Elhechndequedmmpucielims.ﬁnims(? @y G ‘
: =)y G'=) del nfismo orden 3
wkqpuﬂeu{dmmmadoﬁmwﬁusﬁaelmdduom"m:rdt:

\ 8i G=(a)y H es un subgrupo de G, sea H=@"), i.Cuil es ¢l orden de H?

En el caso finito:

‘,Sg cumple ¢l reciproco de Lagrange? Esto es, para cada divisor del or-
. den del grupo, ..existe un subgrupo de dicho orden?

~ iSe puede determinar la cantidad de subgrupos distintos que tiene G?
Pasemos a responder dichas preguntas mediante el teorema siguiente:

Orden de un elemenio -
Mediante la nocién de'irupo ciclico es posible obtene  clasi
: e obtener una clasificacion
tz:ﬂmm"de un grupo G cualquiera, la cual es de gran utilidad en
ncidn de informacién sobre el grupo. ey
DEFINICION 3.13,2 i
Sea G un grupo. &@emn%aﬁﬁu&wﬁnimhaaudt'. .

i : clelico es de ;
finito m, respectivamente. El orden de a se de m:“;‘: gl;?w.odc orden

Estd claro que si o(a) es infinito, @ % para n#0, mientras que si o{a) =

=m.a"=ey mesel menor entero s 3
, Positivo que posee esta propiedad Mds
mma’:“’thsnﬂuﬂmﬁm@m_- : .

Para grupos finitos son féciles de com siguientes —
: probar las ropiedades.
que pueden ser consideradas corolarios del L:ol;emn de La;n:ue

PROPOSICION 3.13.2
SlGesunsrupoﬁniwyaeG. entonces ofa) divide a ofG).
Demosiracién ' ' '

En efecto, siconsidernmoselum. @d e .
G.
grange ola)=oa) debe ser un divisor del;ou Ede G]for c; tmm de Ll- _

TEOREMA 3.13.3

1) Si G={) esinfinito. los subgrupos no nulos de G son infinitos y la apli-

Jacion s—4') es una aplicacion biyectiva de N en ¢l conjunto de los subgru-
de G=GQ@). g :

{2) Si G=4) es finito de orden n y ¢ es un divisor de n, existe un inico sub-

grupo de G de orden gq. .

" En Ia demosiracién de que los subgrupos de un grupo ciclico son cicli-
0s. vimos que un subgrupo H de G es de la forma H=&"™), donde m es ¢l
Mmenor enitero positivo tal que a™eH.

1) Si G=1{) es infinito sabemos que r#s=a #a’. Luego a™” =a™ para todo
\5ed; esto es, los elementos (@™)", ned, son todos distintos y H serd un
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Si consideramos la correspondencia entre N y ¢l conjunto de los subgrupog |
biyeccién, ya que para cada subgrupo
entero positivo tal que

de G dada por m~{@™), esta es una
H de G existe un entero positivo m (el menor

a"eH)y a m le cor :
tido (1), responde precisamente @” ), con Io cual queda demos-

2) Sea ahora G=@) finito de orden n, esto es, G={a" a.___ a-'}

De nuevo, si H es subgrupo d 0%
prionet B ghchnia, aﬂp:ﬂ.e G. entonces H=@™), donde m es el menor
Probemos que n=mq.

Sea n=mg+rcon O<r<m o r=0, de donde
a'=g"""" yq" .g =g

Luego, como a"=e¢, tenemos
a'= a"™ecH, 4
Por la forma en que tomamos m se infi .

| lere que tenemos solo la opci =
De esto resulta que n=mq y H={e.a™, o*.... ge-"m} ya qneog’c"m:a::(:.

Podemos decir, pues, que 0 @™)=g= .

de los grupos ciclicos.

Sea ahora, sea ¢ divisor del orden n de G=@). Entonces o; @)=q.
' - .

con para ;
sub!l:l ::ih: Rﬁd;:‘:;:th?oqz;:n h cada divisor ¢ del orden de G, existe un
N e - 10 que seria en este caso el reciproco del te-
En otras palabras, en el caso fini Irespo;
. - ml : j
;le g:) dwl;s_ores s satpbatn lgt la C:cu ndencia entre el conjunto
~@’) es biyectiva. De ahi que podamos afirma '
* ” r - is
sitivo ¢ del orden de G, existe un y solo un subgru q:: 5’:; :d;icdll:?:d:p:
& q(g:es}'emos destacar gue en e} caso finito (2) el resultado anterior nos di
: 9r @5---.q, son los divisores de n. entonces un grupo ciclico G=&
e orden 2 tiene exactamente k subgrupos: @), "), (::.'ﬁ Ty

Eln el caso infinito puede obtenerse un resultado similar al anterior. En efecto. si en
el caso fini i ‘ ‘1
Tww:mmmmnrde los grupos @, ) los cocientes G/ &, )1< i< k
upod:nmn_ nunna;elruu]u.doanuﬁordidendoqueénnumpomﬁmfn]ﬁoGem
dembyupumr.audaﬁﬂwemmundiﬁmdclordendeG lo que da idea
: chnumnhnrdrwhmﬂminﬂm' : i ey
Mmmuqummynbmw

fmitodctndiunpnuudnn>0dado,loeuﬂwmilm
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y los subgrupos de G dada por -

Método de busqueda de los generadores y subgrupos
de un grupo ciclico finito

" Hemos visto una serie de resultados tedricos acerca de los subgrupos de
in grupo ciclico. Nos proponemos ahora tratar la solucién de un problema
mis practico: la bisqueda de los subgrupos de un grupo ciclico finito.

Habiamos probado que si G=@) y H=@&"). entonces o (H) = 2 don
m

de m es el menor entero positivo tal que @"<H y n es el orden de G.

" Ahora bien. en la prictica el problema de la bisqueda de los subgrupos
se nos presenta de otra forma, pues aunque sabemos que para cada g divisor
del orden n de G existe exactamente un subgrupo de orden ¢. muchas veces
s necesario saber cudl es el orden del subgrupo generado por un elemento
ado, lo que nos permitird saber cudles elementos generan ¢l mismo subgru-
% ¢ incluso cudles son generadores .del grupo completo.

" Para aclarar las ideas tomemos el ejemplo siguiente:

:‘._‘-
" Consideremos el grupo ciclico Z, de orden 6. Sabemos que Z, = 1)y que
2, tiene como subgrupos los triviales. un subgrupo H, de orden 2 yotro H,
de orden 3.

" Es ficil determinar que H, y H, estin dados por

L H=0=(03} y H,=0)=(0.24.).

_ Ahora bien. con la informacién que tenemos hasta ¢l momento. ¢.qué po-
demos afirmar sobre los subgrupos @) y (5)? Sabemos que siempre se pucden

dichos subgrupos. con lo cual obtendriamos que @)=Q) y que
Z,. pero esto resulta engorroso cuando el orden del grupo ciclico es ma-
por ejemplo. en Z,, 0 Z,,. Es por ello que se¢ impone la blisqueda de un
to préctico que nos permita resolver el problema planteado. Este cri-

estd dado por el siguiente teorema:

TEOREMA 3.13.4
ea G=&) un grupo ciclico de n elementos y sea beG. b=a'. Entonces

&) tiene —:.‘ elementos donde d=med(n. ).

Demostracion

Sabemos que el nimero de elementos de H estd determinado por el me-
or entero positivo m tal que 4" =e. El problema consiste. pues. en hallar
M. esto es. el menor entero positivo tal que §™ =(&")™ =e¢.

~ Como de a™ =e se deduce que n debe dividir a @™, debemos determinar
&l m minimo tal que n divida a sm. Este nimero estd dado precisamente por
m-= f2. ya que al dividir por el maximo comin divisor de n y 5 aseguramos
0s factores minimos para que ms sea divisible por .

lor esta via encontramos de nuevo ¢l teorcma de Lagrange para grupos ciclicos.
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squeda i modo de resumen el&iwmdehsmblmpmdelu:
Lh bé de los generadores de un grupo ciclico se resuelve ahary Hagamos a |

muy [dcilmente gracias al siguiente corolario: 7
12

v ;)
_ K I>/e>
: )
? e - - . - l. " d. *
técnica descrita en el ejemplo anterior es h, usada para bulqu_
d ’:;;nl los subgrupos de un grupo ciclico. El estudiante puede también bus-

tedioso. Ademds,
ar directamente todos los subgrupos, pero esto seria muy v
eistmc'?iﬁn del diagrama resuita de modo natural del método seguido

CoroLARIO

31 G es un grupo ciclico finito de orden n y G=4). entonces los otros ge.
neradores de G son los elementos de la forma a” donde med (r.n) =1,
La demostracién es obvia a partir del teorema.

-
Existe una férmula que da la cantidad de nimeros primos relativos con un nimero en.

= :
tero n vy menores que n. Dicha mtidadmdadapurqn}.-_n H 1_._1_ )

I P
de Eu!erf

Con los datos anteriores _noi podemos proponer la bisqueda de todos los |
subgrupos de_ un grupo ciclico de orden finito n. ]

Ejemplo '
Busquemos los subgrupos de Z u ¥ hagamos el correspondiente diagrama
de los subgrupos. - : Vs X R
Hallemos primero los generadores de 4, Estos serdn los primos relati- -
vos con 12, o sea, 1,5.7.11. ya que todo elemento de Z,, se escribe como
n=1" Esto quiere decir que

Z,=W=6)=M=a1)

‘Veamos el subgrupo Q). -
med (2.12) =2; luego Q) tiene seis elementos:

dondcpimnlosflctoresprinmdcn. Av(u)seleﬂmﬁwﬁn

w modo de recordatorio sefialamos que lo estudiado en el p!'inur curso
zbebn sobre las raices n-simas de la unidad en T y, en particular sobre
raices primitivas, no és mds que un caso particular de los resultados que
abamos de estudiar. 2kx

. Llamamos raiz primitiva n-sima de la unidad a una rafz §, =cos T+

41 sen 1"55_ tal que med (k.n) =1, pero como cl grupo €, de las raices

n 7 S N
idad es €, =&,y §=(§)" la definicién de raiz primitiva respon
- mmme aul"«:omlm-l‘:Ell :" lnti‘:ior. En otras palabras, una raiz primitiva
no es mds gque un generador del grupo de hc:cfliees n-simas de la unidad,
"seﬁnlmmsenlosejemplosdesnmos icos. :
~ En algunos casos sencillos el método anterior permite determinar com-
pletam los subgrupos de un grupo finito.

0.2 4.6 8 10
{5 a0}

Ahora busquemos los generadores de Q). Estos serdn los elementos de la
forma 2’ con r primo relativo con 6. esto es, 2°= 10; asi que obtenemos
2)=0). . . ;

Busquemos los otros sui:grupus de Q). _
@) tiene tres elementos ¥a que med (2.6) =2 y —:- =3,
@=10.4. 8} v 8=47 y med (2.3) =1.

Luego @)=G). .
De los subgrupos de Q) falta el ) - 6=2", med (3.6) =3; luega 6) tiene
dos elementos y (6)=1{0.6).

Ya sabemos la forma de ), (1). @), @). &), 6). &), ®5 G0), A1), Que
dan G)y @) y f

Sabemos que () es de orden 4: 3)={0.3.6.9). En cuanto a ®) 9=3'y _
med (3,4) =1; luego B)=3),

214

los subgrupos de Z,x 4 ;
' Segiin el teorema de Lagrln;e.llou s;bsrupos propios de 1,52, pueden
ser de orden 2 o 4. Luego. en este caso las posibilidades son: subgrupos
icos de érdenes 2 y 4 y subgrupos isomorfos aV,.

1 "1xz.='{m.0). 0.1). (0.2, (0.3). (1.0), (1.1), {1.2). (1.})}
_ m-l))‘-'{(o-l)- 0.2), 0.3). 0,0) } ;
; ;. Aplicando a {0.1)) el método de busqueda de generadores y subgrupos,

' I'-' mc I))= @03} )‘
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y son subgrupes de 0.1)): 3 & ; g ~ este caso Z,xZ, no es ciclico y, por tanto, aunque tiene nueve ele-
ntos, no es isomorfo a 7.
0.2))=10.2) 0.0} ; ' Para comprobar que Z,xZ, no es ciclico usaremos el siguiente argumen-
€1.0))=1(1.0), 0.0)}, i : como Z, es ciclico, cada elemento de Z, sumado tres veces consigo mis-
p dard por resultado el neutro, y el subgrupo ciclico generado por cada
Busquemos (1.1))={(1.1). 0.2). (1.3). 0.0)}. . B e
Anlicando de Teevo'el 568, llciiins - _ emento de Z,x 2, serd de orden 3 y no de orden 9 que es el nimero de

ementos de Z,xZ . Asi queda probada nuestra afirmacién’de que 2,xZ,
(L.1))= q1.3)) :  es ciclico.

cuyo dnico subgrupo es ©.2). _ , Este ejemplo muestra cémo obtener un nuevo grupo de orden 9 mediante

Por dltimo, (1.2))=1{(1.2). 0,0) ). g 3 | producto cartesiano de dos grupos conocidos y plantea el problema si-

Asi quedan analizados todos los subgrupos ciclicos de Z ] siente: ¢Cudndo un producto de grupos ciclicos es a su vez ciclico?

En cuanto a un posible subgrupo de orden 4 isomorfo a V, - La respuesta estd dada en el siguiente teorema, cuya demostracién se
esid caracterizada. como sabemos, por poseer un neutro y tres elementos @sa en las técnicas expuestas en los ejemplos anteriores.
queuansupmpioﬁntuim.eﬁoes.trcselemenlosdeordehz,conloqne '
obtenemos P 2OF A 3135 &9 3 : gyt

g rimos 1SOMo a x .

= (©.0). ©.2). (1.0). (1.2)}. . _., ¥ n son p relativos, entonces Z__ es 0 ¢ P

El diagrama de los subgrupos de Z,xZ, es el siguiente: __ el subgrupo ciclico de Z_ xZ, generado por (1.1) y probemos
' gue {(1.1))=2_xZ,. Como Z_x7Z, tiene mn clementos, quedaria probada
' afirmacién. Veamos, pues, que (1.1)):1")(2._

[ S A ; # uests
/ : ! 9 ; ira que (l.l})=1~x1 es necesario que {1,1)) tenga mn elementos, lo
' : ual ocurrird si mn es ¢l menor entero positivo 5 tal que
{0.1)) q1.1)) ¥s | i 13
/ // \ . ‘(l.l) =(0.0), (1,1)'=(0.0) =5=k,n y s=km. :
\02)//. 9 ~ Y como (n.m) =1, el menor multiplo de m y n es mn, con lo que queda

ql'?)) : «le)) : bado que el s bllSCﬂdD es mn.
\ | g . El siguiente corolario se puede demostrar por el método de induccidn. -
(@ 3

: | los ndmeros m,, i=1....,n. son primos relativos dos a dos, esto es,
Con la bdaqued. de todos los subgrupos ciclicos de 4,x2, probamos que ned (m, m;) =1 para i), entonces Hz_, es ciclico y es isomorfo a
este no es ciclico (ya que ningin subgrupo ciclico de 4,x2, coincide con el =1
Brupo completo). : | |
;Sl.metodo anterior de busqueda de subgrupos solo es vdlido, con los co- £l teorema 3.13.5 y este corolario son muy dtiles, ya que permiten re-
-Rocimientos que tenemos hasta el momento, para ciertos grupos muy senci- plver problemas como el siguiente:
llos. Al estudiar los grupos abelianos finitos, podemos ampliar la clase de : ;
grupos a la cual es posible aplicar dicho método; sin embargo, los resulta- . 2, es isomorfo a Z,xZ; ya que 45=32 5.
dos que hallaremos inmediatamente con respecto a grupos del tipo Z_xZ, ‘
. nos ayudardn en ese sentido. D
Veamos primero otro ejemplo:

.J.. -

: En general, dado un nimero entero positivo #, podemos descomponerlo
1 primos: - ]

Eempl : 3  n=(0)" (0)".. ().
omemos Z,xZ,. 3 Entonces Z, serd isomorfo a 2, x... xZ,,.
2,x2,={(0,0), ©.1), (1,0). (1.1), ©,2). (1,2), 2.2), 2.0) @2.1)} Asl, Z,,~2,,x2,~2,,x2,~2,x2, =
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~ TEOREMA 3.13.6

‘Como ya habfamos sefialado el resultado anterior generaliza mediante ¢
pcepto de indice, hpropiedlddehsgmposdclicmﬁnimsdequm
subgrupo para cada orden divisor del orden del grupo.

En los homomorfismos de grupos ciclicos. también la estructura Ae estos
obtener gran informacién, hasta el punto de poder encontrar todos

smiomorfismos de un grupo ciclico.

FOREMA 13.13.8 AT

ean G = () un grupo ciclico y ¢ un homomorfismo con dominio G.

J Entonces ¢ (G) es ciclico y si G es finito, o(@(G) )/o{G) (o sea el orden

¢ G s un multiplo del orden de 9(G)).
) Si H es un grupo ciclico tal que o(H)/o(G) , entonces existe un homomor-

smo de G sobre H.
iGesmfuﬁtmuislenanmrfmdcﬁmbncmkrmpo

¢l teorema 3.13.5 y en los ej @ a partir de la técnica, descrity o
guiente: n mmmmmmh

Si tenemos ' L
un grupo G= IIGJ. producto directo externo de los :
Y @y @y...a,)€G donde’ 'mmm -
LT Aot €l orden de a es r, entonces
X ....)esuualnlmlnmncomdnmﬁlﬁploﬁelos s -
% r,.. -
mpodmn(:rainu::;mmﬁmimuw_mm 3.13.5. El orden g
clemento (a,, a,....a serd el menor entero positivo s tal "9
(ali cjl"“‘ﬂjl."_'m;oonﬂo)‘ que

ml (rl' r’4|..|r’)_ . mﬂmpb man de r]‘ r""'trn; Cﬂ.ﬂ c’.
: !

+

)emostra af{m
) Si G=)= {a" : neZ), entonces
 9(G) =wia") =(0(@)" : ne}=@(a))

e donde tenemos que @(G) es ciclico.
o(©G))/o(G) resulta como consecuencia inmediata del teorema funda-

de homomorfismo y el teorema de Lagrange si G es finito, ya que
- oe(G) =o(G/Ker 9) =o(G) : o(Ker ).

Slmmahonquc}lescicﬁm H=®)y que ¢l orden m de H di-
ide al orden n de G. Esto es, n=mgq. ; {
}={&™). Entonces o(N) =¢ y N es de indi-

“or emos N={e.a",.... @*".
‘m. Como G es ciclico, tenemos que G/N tiene sentido y es ciclico de or-

en m. de donde G/N=H, por lo que podemos deducir que H es la imagen
e G por un homomorfismo cuyo nicleo es N. o
() Por iltimo, si G=) es ciclico infinito, que si G, ={@"), enton-
es ¢l indice de G, en G es n, esto es, o(G/G,) =n y G/G, es la imagen ho-
worfa de G por ¢l homomorfismo canénico. Luego cualquier grupo cicli-

Cocientes y homomorfismos de grupos clclicos

Cos. L
Es ' |
= hucuknﬁt;-natnmlquealpuunlwcimeumntemhm'
grupo e;)bufvmmqueenlgumposcicﬁmpormab:m:
podenm- hallar cociente por cualquier subgrupo, pues #n un grupo abe-

PROPOSICION 3.13.4 )
Elmpomeutedeunmpocklimuciclm-
D 5
Sean G= | .
= Gsi ?:Z; E,‘ H un subgrupo de G, Probaremos que aX genera a G/H.
H;futo.m_ s X€G. entonces x=a" para algun n<Z. Si tomamos xH, xH ~a*
. aqui que G/H ={(ak)" : ned). luego G/H =G@H)) g

Probemos ahora el siguiente resultado referente a los subgrupos de un -

grupo ciclico infinito y al cual ya hicimos referencia anteriormente. o
En un lﬂlml 3&;;1:7 infi 0 de orden n es imagen homomorfa de G. pues podemos construir G/G, b
co i 524 . Ya P i
nito g para cada entero positivo n existe un Gnico 4 amr:o;riom todos los grupos ciclicos infinitos son isomorfos entre i
| a cualquiér grupo ciclico ;

subgrupo de g de indice n.
obvio que G tiene como imagen homomorfa

Demostracion '
> SuG;?){.ﬁndeGesun'grumciclico infinito. Llamemos ¥ = &) ;
mdiuiu;o_s : reZ). De aqui que los cosetos A, aH.,....q" ' H sean
WR“ y t{ue sean los cosetos de H, en G. Luego 4 es de fndice 7
iprocmne.mﬂunsubqupodcmdicem Sabem&queﬂesutﬁf

. {Cudles de los siguicntes grupos son ciclicos? En caso de serlo. busque
~ todos los generadores del grupo; en caso de no serlo, justifique su res-

~ Ppuesta.
" a) (Q.+) b) (6":neZ. ) c) (lasb\2 :abe 2} +) & D, & )
219 '
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3. Pruebe que un grupo que tiene solo un niimero finito de subgry
SUbgrupos dep.

4. Encuentre el nimero d
¢ elementos en cada uno de

3

6.

7.
8.

. 4

Prucbe gue si n es un entero positivo y a es primo relativo con n, en-
\Sugerencia: Pruebe que los numeros enteros positivos primos con n y
menores que n forman un grupo respecto al producto definido en 2/nZ

ser finito,
‘ (r+nZ) (s +nd)=rs+nd. y aplique a dichc grupo el ejercicio 8.

siguientes:
a i : :
b). g” n Z, Pruebe que si p €5 un NUMEro primo y @ ¢s un entero cualquiera. enton-
) G0) en z, ces @=a (mod p). o sea, (¥ —a es divisible por p).
Sugerencia: Si a es primo relativo con p. utilice el ejercicio 13. Sia no

1+i

€) Den(C* .)y( :
7 SR Suger R : . 8
es primo relativo con p. como p es primo, use que p debe dividir a a.

Elarg cada uno de los siguientes grupos halle tod Nod . : :
diagrama correspondiente. 0s los subgrupos y hagy Pruebe que si G es un grupo finito de orden primo p. entonces G es

a) 4 b
» B2, a9z, 92, ozx2, 9 z,xz/!
L]

o 2

nem::: que ;:': un grupo ciclico finito de orden », 1a ecuacion X" =¢ tj

oy ctamea - Ccu;ln soluciones x en G para cada entero positiv pags:
L& es la situacién si | >m>n y m no divide aou;" b

p i
ruebe que si G es un grupo finito ¥y aeG, entonces 0(a)/o(G)

Pruebe que en un i E
i g e grupo finito G de orden » y elemento neutro e, se tie-

Si G es un grupo, a<G y @"=e, pruebe que o(a)/m.

ciclico. ]
b) Prucbe que un grupo que tiene al menos dos elementos y no posce

_ subgrupos propios es finito y de orden primo.
'Si N es un subgrupo normal de un grupo G y aG es de orden n, pruebe
‘que ¢l orden de aN en G/N es un divisor de n.

 Sean a y b elementos de un grupo abeliano G tales que ofa) =n y
‘o(b) =m son primos relativos. Pruebe que
:'i) @)~ b)=e} (¢ clemento neutro de G).
* b) @b) tiene orden mn.
;Smrena‘a: Cunsidere para a) un elemento d dc‘(a)r‘\(b) y pruebe que
n= 2"“0' ‘d=e¢. Para b) pruebe que o(ab)/mn y que mn/o(ab).
5 . . Pruebe que si G ¢s un grupo abeliano finito, G contiene un elemento x
2 _cuyo orden es divisible por el orden de cada elemento de G. -

}?‘- gerencia: Pruebe que es posible construir un elemento cuyo orden sea
¢l minimo comiin multiplo de fodos los elementos de G. usando el ejer-

“eicio 17. '
: " ruebe que si G es un grupo abeliano finito, G es ciclico si y solo si 0(G)
s el menor entero positivo n tal que a"=e (¢ neutro de G) para todo a
Sugerencia: Use el ejercicio 18.
 Pruebe que si G es ciclico de orden n y p divide a n. entonces existe un

homomorfismo de G sobre un grupo ciclico de orden p. i Cudl es ¢l nd-

-

;!. entonces G es ciclico.
ugerencia: Use el ejercici ,
mento de brden n. 10 8 para probar que G debe contener un ele- _

Diga cuantos homomorfismos hay de

:)) ; mb: X f) 2, sobre 2,
c)ingr'z ; s ¥

S &2 h) Z,, sobre Z “eleo de este homomorfismo?
d Zenz S B » : y

y _‘) Z,en 2, ' Sugerencia: Considere G=@) de orden n y H={) de orden p. y defina
e) Z sobre 7 _ §

] ) 4, en 1, ih:-nm\ozﬁ;ﬂ d‘c'.ln fom;nu més natural posible dado que
U=\g .nedjyn= : ned}.
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tenga a S=1{g, : iel}. en el sentido de que cualquier otro subgrupo de G

contenga a S. contendrd 2 dicho subgrupo minimo.

‘Hemos sefialado anteriormente que la interseccidn de una familia no
: . 3 ifa de subgrupos de G es de nuevo un subgrupo de G, vy obviamente si

cada entero positivo g indi ¥ jideramos la interseccién / de la familia de los subgrupos de G que con-

23 en a §. dicha familia es no vacia (G pertenece a ella) y es el menor sub-
5 ?;“;} N y &_I-suharums normales de G tales que RS- A0 Sontiemen 510 g
" @8 ciclico y o(N/M) =2. Prucbe que G/M es I s subgrupo de G

) S=1a,. iellcl
) Si G’ es un sut~rupo de G y S<G'. entonses /<G

Um vez demostrada la existencia del menor subgrupo de G que contiene
§. podemos dar [a definicién siguiente:

JEFINICION 3.14.1

e llama subgrupo de G generado por S, y se denota por (S) al menor sub-
fupo de G que contiene a S. ¢l cual estd dado por la interseccién de todos
s subgrupos de G que contienen a §. :

- La anterior caracterizacién sirve para fines tedricos, pero desde ¢l pun-
) de vista del trabajo con el subgrupo generado, es obvio que no es adecua-
8. Por esto es que caracterizamos el subgrupo por un subconjunto que cum-
a las propiedades (1), (2) y (3) dadas anteriormente y ahora Lrataremos

L

EOREMA 1.14.1

G un grupo y ScG. Entonces

’-%{x' 'xz ‘:--- 'x': P!EN}-

gonde xS 0 x' €5, 1< i< n,

otras palabras, (S) estd formado por los productos finitos de elemen
108 de 5 o de inversos de elementos ge S. (Recordemos que en el caso de
Mbespacio vectorial, el subespacio generado estaba formado por las combi-

Aciones lincales finitas de elementos de S. y observemos la analogia de di-
N0 resultado con el presente.)

] " I IEM0S ® = {x: -x, i .x#. neN}. xi ES o 3 x'-l ES y pruhemu'
de elemenios e §)=x.

wes UN2 familia de elementos de G. Al igual que : E!l efecto, si x, Xy X ER Y Y P -0y, =R, entonces

Pos ciclicos. existird un subgrupo minimo de G que - 2, -5 0 9y RN XD O e,

Subgrupo &enerado por ung Jamiliq
Sean G un
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‘darle una forma mads explicita a dicho subgrupo. Estudiemos el teorema
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os el tnico elemento que es de orden finito es ¢l neutro. Pero si conside-

mos, por ejemplo, Z x Z,, existen elementos distintos del neutro que son -
, orden finito, por ejemplo, 0{0.1))=2, y elementos de orden infinito, el

0) es uno de cllos. Mas atin, si consideramos el grupo multiplicativo

. ), existen elementos de orden finito n para cada n entero positivo da-
5. & la vez que existen elementos de orden infinito.

" Daremos ahora algunas definiciones y resulfados que nos permitirdn ob-

mer una clasificacion de los grupos abelianos.

Luemuesunsnbarupodc(? umple I i :
Lue ysec Ia pro
terizacidn de subgrupo generado por un subconifnto‘?edad et
Por otra X cada rodu o
iy de?e Scn ya que para X,€8. x, es un producto finito de
Por dltimo, si G’ es un subgrupo de G tal
: que ScG’, por la definici
de sul:crupo. G’ debe contener a los elementos de x. Lpt:’ego se :u“mcxdnph '
R G’ para cada G’ tal que S = G. De aqui que
S={x x..x :neNy x,€S o x7' 5},
E ON 3.14.3 ;
e dice que un grupo G es un grupo con torsion. si todo elemento de G es
e orden finito, y que un grupo G es libre de tcrsién si ¢l Gnico elemento de
rden finito es el neutro. G es mixto si no es con torsién ni libre de torsién.

Ejemplos
. En Z,.{4.6.2)=1{0.2,4.6) = @),

2 EnZ,x2, 40.1).2.2h=(0.0).2.2) 0.1.0.2).0.3).2.0).2.1).2.3))

3. En 2x2,.4(1.0). 0.) h=2x2 jemplos
3 / " Todos los grupos finitos son grupos con torsién.

Volvemos a encontrarnos en Z x 7 c i i i de torsién
} ; on la situacién vista en grupos ; 1 i
2. (Z.+) es un grupo libre ,

ciclicos, de que un grupo coincide con

i iy el suhgrupp generado por uno de sus

Nos interesan particularmente los '

: . grupos generados por un su : :

con un numero finito de elementos. esto es, los grupos 2:-: mm':m b
Junto generador finito. : : stid 01§

.*‘le, no €s un grupo con torsiéq. pues
(1.0)={(n.0) : nez):

DEFINICION 3.14.2 _ y tampoco es libre de torsién, pues

' Se dice que un grupo es un grupo finitamente étnemdo si ¥ solo si posee un {0.1))={00.0), ©.1)}.

glﬂnata de generadores finito, €sto es, si existe ScG. § finito, tal que - oty R Ll M U
i . Sin embargo. estudiando los elemen orden un grupo po-

emos obtener el siguiente resultado:

REMA 3.14.2 _ : .
‘un grupo abeliano G. el conjunto de los elementos de orden finito es un

jubgrupo- " de G llamadn el subgrupo de torsién de G.

Cuando el grupo posee un sistema de generadores finito, podemos plantearnos '
qutedadcunsinemagmcmdorminima], es decir, un sistema H:Ique G‘D::::ﬂ:' '
Hcf{entonoes #H)#G. Esta construccién es también similar a la que Iumu'nlm
espacios vectoriales de dimension finita, pues precisamente la biisqueda del sisteme ge.
nerador minimal se realiza eliminando los elementos del sistema generador que se cx
presen como productos finitos de los restantes elementos del sistema y de sus inversos.
A!:llﬂgzmente en los espacios vectoriales buscamos un sistema generador minimal eli-
minando los elementos del sistema que sean combinacion lineal de los restantes.

Antes de seguir adelante queremos sefialar i respec- '
que todo lo dicho co. .
to ua:: up subgrupo generado por un subconjunto, es vilido para :n grupo
Cuaiquiera no necesariamente abeliano; pero como inmi
mos al estudio del caso abeliano. = A g
La estructura de un grupo abeliano j
1 ! . puede ser muy compleja y en su es
l!.ldlg c}esempeﬂa un importante papel el concepto orden de los elementos. -
n los grupos ciclicos, que son los 8rupos que ya conocemos, observamos
que en los finitos todo elemento del grupo es de orden finito —esto ocurré
cn general para los grupos finitos aunque. no sean ciclicos—, y en los infi-
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e l'ﬁﬂ ; ;
" En efecto, sia y b estdn en T es decir, son de orden finito, entonces exis-

en m. n tales que a"=b"=e.
. Probemos que abeT. Para ello basta tomar.(ab)™=(a™)"(6")" =e.

* Por Gltimo, si a es de orden finito, " =e para algin m. De aqui
~ (@-a")"=e"=e

" ;@ Y a—l)- =g" . (a")"=(a")"=e.

on lo cual queda probado que a~' es de orden m.
.i-.nhmmceimhsmpodcwniﬁndennmponunmpomm
. . 225




Ejemplo
El subgrupo de torsién de Zx2,=((0.0). ©0.1)}=2,

En Zx2, todo elemento (n.m) puede ser escrito en forma dnica comg

(n.m) =(n.0) +©,m) donde ned, mel, lo que puede ser verificado muy
fdcilmente. Los elementos dé la forma (n.0), neZ, son de orden infinito ep
2x2,y Zx{0} constituye un subgrupo libre de torsién de Zx1,

Lo anterior nos da la idea de considerar la posibilidad de separar” de
forma adecuada todo Brupo mixto en un grupo libre de torsién y en un
Brupo con torsién, con lo cual el estudio de los grupos abelianos se reduci.
ria a:

1. Los grupos con torsién,
2. Los grupos libres de torsién.

3. Cémo obtener los
bres de torsidn.

grupos mixtos mediante grupos con torsién y'gmpos -

El tercer punto puede ser planteado de otra manera mediante el resul-

tado siguiente:

TEOREMA 3.14.3
$i G es un grupo abeliano y 7 su subgrupo de torsién, entonces G/T es libre
de torsidn. -

Demostracion : : .

En efecto, supongamos que existan en G/T elementos de orden finito.
esto es, g7 tal que (37)"=T para algin entero positivo m.

EN"=g"T= T=3g"eT=(g") "=¢ para algin entero positivo n. Pero

que es de orden finito es el neutro 7'de G/7, y que por tanto, G/7" es libre
de torsién, g

Podemos, pues. plantear el tercer punto de la forma siguiente:

Cémo construir grupos abelianos partiendo de un subgrupo de torsidn
dado 7 y de forma tal que A4/7 sea isomorfo a un grupo libre de torsién
dado, -

Hemos querido dar una idea del planteamiento del problema para gru-
pos abelianos en general. Sin embargo, el estudio de
rresponde al objetive de este libro. Nos limitaremos, pues, a dar para el ca-
so de los grupos abelianos finitamente generados, los resultados que prueban
que estos pueden construirse a partir de Brupos con torsién y grupos libres
_de torsién. Veremos que, al igual que en el caso de los grupos ciclicos, en
¢l cual obtuvimos una clasificacién de estos mediante Z ylos Z_, ahora po-
demos clasificar en forma
rados mediante productos de Z y z,

Muchos de los resultados los daremos sin demostrarlos, ya gue aunqué
el ni
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Esto significa que el tnico elemento de G/7°

este problema no co-

adecuada los grupos abelianos finitamente gene-

nivel de las demostraciones no difiere del encontrado hasta el momento

este texto, son laboriosas y alargarian mucho el presente epig::;l‘:. en el
‘ rincipio solo queremos dar nociones lema.

al segun senalamos al principio so e
1 pasar a dar los resultados que carac abe
:?iglifﬁnu generados, es necesario tratar un conceplo no conocido: ¢l
odut [recto inlerno. : ; g
“El gﬁg&ﬁw encontrard en lo que sigue bzﬁnnac?z;e:r de ;:1: “lgomﬂ
0 i 1 producto directo de sus subgrupos | : _
e (;tiil:;aa‘ :ﬁgrrnacién. ya que FxH es un conjunto de pares de ele
. ~ de G y no es comparable con G en sentido estricto. a0
ealmcm.e lo que ocurre es que al definir ¢l producto directo ex

grupos G,. o sea, HG . podemos considerar los subconjuntos
E i i

f=]

G =llepen v 6.6 10 n8) . 456}

es ¢l elemento neutro de G). : Hos
. [Estos subconjuntos son subgrupos de G isomorfos a los G,. es .1r
""ﬁ paracada ISisny H(_?, es el producto directo interno de los sub-
i

G.. Aungue ya sefalamos que no daremos las demostraciones de mu-

Gﬁ:s resultados donde aparece el concepto de p_roduc:a dirct‘lo inter-
e formalizaremos dicho concepto debido a su gran importancia.

2 clgt?l::n 3&::1;: G es el producto directo interno de sus subgrupos G,

=].....n si y solo si la aplicacién
q'-_Q:,HG,.-—__» G dada por (8.85..+8,) —~8; ' 8; - "&p

B L i1=1 |
em:s?uegr:npol: definicion anterior se afirma que la imagT u:
o de G es G. Esto justifica que, por abusr,: de lenguaje. podlmt)_
térmi ;;mdm:?m de grupos sin especificar si es exé:rnz o T:::::z e
B Veam permitirdn ca .

_ Veamos ahora los resultados que nos |

e los grupos abelianos finitamente generados.

¢ Sl

i hpa Tl

B ﬂipb. ) ibg de torsién, entonces
finitamente generado y T su subgrupo r :
%5;:\“:“:& directo de T'xF. donde F es.un subgrupo de G libre de tor

2 R

2 »
i i isomorfo a un producto ~
de torsion finitamente generado F es s .

)&W :T;epara un cierto nimero de factores m. El nimero m. llamado

il

. m veces x _
Umero de Beui de F. es unico para cada F. b

o ol 1-‘_




Ejemplo

4

_:-.:-..-_ in la parte{l) del lema 3. tcnemos las siguientes posibilidades para
pos de orden 600.

2, x2Z,x2,xA,xA XL,

Un grupo abeliano finito 7" es i os di : 4
' Bbes Shoticon: isomorfo a dos diferentes tipos de productgy

(1) T es isomorfo a8 un producto

- Ay, X2, X X2, ... 7 XA XT %A X2,
donde los p, son primos ¥ no necesariamente disti _ ! 1
co salvo el orden de los factores. : Gﬁmn‘tos. Este producto es dnj. _I,xl,xz,xz,
(2) T es isomorfo a un productc 5 ':z;xzzxzzlexzﬂ
2, x2, x.x1Z,. ) Z,x2,x2Z,xZ,
donde s, divide a m, .. Los nimeros m, se llaman coeficientes de lorsidn Z, x4, <2,

¥

de Ty son tinicos.
rdemos que ef el lema 3 se afirma que los grupos de orden 600 son.

Reiigmnrfm. los seis que acabamos de hallar, los cuales pueden ser ex-
esados también mediante los coeficientes de torsién. Veamos cémo obte-
or esta Ultima expresion de los grupos de orden 600.

' Tomemos la posibilidad 1):

- Z,x2,x2,xA,x2A,x2, ;

‘T En este caso ordenamos los coeficientes primos de los subindices como

B2 2

!
Las denominaciones de numero d, fy ¢ 7
: : e Betti y coeficiente de torsion srovi
3:& dclla topoluga a;_lge!:ratca ¥ son invariantes topolédgicos. El p::nl:::: l:
a nmleméu.co italiano Ensico Betti (1823-1892). ¢l cual observo |
propiedades de dichos invariantss, 3

Lima 4

Los resultados znteriores cond igui .
clusiones: ucen a las siguientes observaciones y con-

El sefialamiento de que los primos p ks

0S Que aparecen en la proposic
r_e:lel lema 3 pucden no ser distintos, es ::lecir. que combinando en dnft?n&
&rfms potencias de un niimero primo dado, podemos obtener grupos distin-
los'el?;r::r::os tic;nei,:?b’ ﬁom Figeni e et A
sty e B » mi squeen 4, x4, = 4, pue-

Realmente el lema 3 ofrece Ia posibilidad de encontrar, salvo isomor-

_ 3

B 5 ,.5

es. alineamos los correspondientes a cada primo por filas, en orden
reciente, y a su vez alineamos los lados derechos de las filas. :

- Para mostrar esto ‘con mas claridad, hagamos el arreglo t_:oncspond:en-
€a):

' 2,x2,x2,<2,x2,

ﬁsmo. todos l@ Erupos ﬁnitos ; L ': st es,
inmediatamente un método. e un orden, dado, para o cual describimos B2 4
Dlr.:h método se basa ¢n c! lema 3, que dice que todo grupo finito es en A 3

~ Aunque no daremos una demostracién formal del método. el estudi
jede observar que estd basado en el siguiente hecho: mediante el ordena-
5 vamos agrupando los factores para formar grupos F{chcns 1snnm_rfos
dados y que cumplan las condiciones de los coeficientes de torsion.

ASL. en Z,x2,,x2 , tenemos.
i,._;],xz.,.. 4,,-2,x2,x2,
ademds, 2 divide a 10 y este a 30.

ddini’.l\'a, salvo mtﬁm ¢ _

2 : . igual a un producto dirscto en icon 8
finitos. y Lambu!n'fzn los resultades que habfamos obtenido M;:fosm ::: :cmlo- [
bre el producto directo de grupos ciclicos.

ante

Si queremos hallar todos los gru i |
pos finitos de orden 600. comenzamos
por descomponer 600 en factores primos: orden 600, zamos

228 '
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Observemos que si
tomamos
denamiento de los coeficientes w““’rmra ﬂk:lsiel{:::um PO} columna en el of. )emostracion : ‘
mos:2 10 30. Entonces a la posibilidad 1). obtens. Segiin el lema 1, G='I'><FdondeTeschrupodcmrsiénchyFes
n grupo libre de torsion. ;
libre de torsién y subgrupo de un grupo

" Como F es un grupo abehiano
beliano finitamente generado, ser

En la posibilidad
(2) obtenemos: 10 60, y de aqui : . wma 4.
Por otra parte, por ser T ¢l grupo de torsion de un grupo finitamente ge-

anl..=11x14xz,xz’xz_ " .
. 3 yerado, serd un grupo finito. (El estudiante puede comprobar gue un grupo
.En total, después de aplicado el : . torsion finitamente generado es finito, mediante la aplicacién de la de-
guientes posibilidades e método tendremos para Z 600 las s
xpresadas en la forma (1) y (2) del lema: -

finicion de grupo finitamente generado.)

" Haciendo, entonces, uso del lema 3 para 7
l). Z,xZ,xZ,xI,xZ,xZ,zZ,xZI,XI, : |
2) 2,%2,x2,x2,x2,~2,x1,,

z:leongz ‘,xz,xl,xz]xzsxz’_
4 a su vez finitamente generado. segin el

del lema 2 para F. queda

d emostrado el teorema.
| Para concluir, veamos algunas aplicac
mente expuestos. |

iones de los resultados anterior-

3) za"l,x?,x!,:. ,xzm /
1) Z,X2,x2,xA,xTyy ~Ax2,x2,, Aplicaciones
5) 2,xZ,x2,x~2,x2,, TEOREMA 3.14.5
Sim divide el orden de un grupo abeliano finito G. entonces G tiene un sub-

6 2 — -
) A, %2, %2, =2, . b0 de orden m.
En la justificacién del método
. K descrito se utiliz igui resultade
que serd necesario en el siguiente teorema y puede ;re}mnglmemn:: verificado

Demostracion

~ Podemos suponer por el lema 3 que

g G=12, X2y, X X2,

~ Entonces

m=py pl ... prcon ISSET,

n de G podia escribirse como n=pj - p§ - ... - P,

b Entonces (p)"~* genera un subgrupo ciclico de Z,, de orden igual al

cociente de (p)" entre el médximo comin divisor de p" y p;*. Como
‘med (pf'. p/~*) =p["". tenemos que (p)" ™ genera un subgrupo ciclico de
4, de orden (p)*. Entonces

i 4 .(p')ﬂ—ll)%«p)'."'l} y 25 @J’!"h)

s ¢l subgrupo ciclico de G de orden m que queriamos encontrar.
Acabamos de demostrar que el reciproco del teorema de Lagrange se
ple para los grupos abelianos finitos. Esto es de gran utilidad, pues per-
s afirmar, por ejemplo, que en un grupo abeliano de orden 24 existen
subgrupos propios de orden 2. 3, 4,6, 8y12.
 Veamos con un ejemplo otro, problema que podemos resolver mediante
el teorema de caracterizacion de los grupos abelianos finitamente gencrados
y finitos que acabamos de estudiar.-

i

Siun;mpot;esproductodim grupos . prod
i to de
d:ractodeLyM.entomuG=LxMTK it ey e
Ahora, de los resultados ar ' obtener teore-
z ,
moque indica la forma de todo grupo abeliano ﬁmtame::cm::n‘:::cdo i
. REMA 3.14.4 (C izaci ‘ !
o Tw; { anclermcﬁ_m de los grupos abelianos finitamente ge-
: grupo abeliano finitamente i '
i dusg el h‘fomf:mrm G es isomorfo a un producto 3
(1) 2, xZ,,.x... XZ o xAXAX... X2
donde los p, son primos :
) ; =
et e i nNo necesariamente distintos,
.(2) 1_‘x1,_’.x....xl_'xlxix...xl.

m”'.-ﬁi\rideam

i+1°

ya que el orden

En i
= dm ::s:: el producto directo es unico, salvo isomorfismo. El n-
les de : (°*&elmim¢md¢fm11esdnicol'cod. icie
torsién m, de G son inicos y las potencias p’*‘mnlmc:: ¥
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Sabemos que un grupo de orden primo es ciclico y también tenemos un
criterio para determinar cudndo un grupo del tipo 4 xZ_ es ciclico, Vamos
ahora a encontrar un eriterio suficiente para que un grupo abeliano finitg

de orden m sea ciclico.

TEOREMA 3.14.6

. 51 m no es divisible por el cuadrado de n
do grupo abeliano de orden m es ciclico.

Demostracién

Sea G un giupo abeliano de orden m, .dnnde m no es divisible por el .cua-
drado de ningin nimero primo.

Sabemos que G es isomorfo a un grupo de la forma
1’?)(1'?)(... de. -

Luego podemos identificarlo con este, /

- Pero como m=p} - p?
ningin nimero primo. tenemos que

n=n=..=r=1
De aqui
G=1’lx1ﬂx...x1’_.

y como los p, son primos relativos, tenemos
G=2Z

Py Pyt s ‘p.'

Por tanto. G es ciclico.
Ejemplo ,

Tomemos un grupo de orden 42, que no es divisible por el cuadrado de
ningdn nimero primo ¥a que sus unicos divisores son 2.

palabras, existe un tdnico Brupo de orden 42, 2,
Observemos que con una aplicacion directa del método de busqueda de
los grupos abelianos finitos de un orden dado, llegariamos al mismo resul-
tado ya que 42=2.3.7 nos da Ia unica posibilidad para un grupo de orden
42: 2,x2,x2,~ 4+ Pero la propiedad dada por el teorema 3.14.6 nos per-
mite ganar tiempo en la bisqueda de los grupos finitos de un orden dado.
. emos que la condicién dada por el feorema anterior es una con-
dicién suficiente pero no necesaria, ya que para los grupos de orden primo
su orden no es divisible por ¢l cuadrado de un primo Y. sin embargo, son
cielicos. '
Hemos dicho en varias ocasiones que los grupos ciclicos son los grupos
mds sencillos que podemos considerar. El siguiente teorema confirma esa
afirmacion en el caso de los grupos abelianos finitos,: "
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inglin nimero primo, entonces to-

e Py m no es divisivle por ¢l cuadrado de.

3.14.7 ' s
1 REMAalxlimm finitos que no son isomorfos a un producto d::ct::dm
' gu g subgrupos propios, son cxactamente los grupos ciclicos de o
(Un :: gur:pz se llama indescomponible. Esto significa, intuitivamente,
lo hemos llevado a la minima expresion.)

emo: gamos'que G es un grupo abeliano finito que no es posible expre-

cum ptudnctochrecto' de dos de sus subgrupos propios .Emone:u(l?‘
sbe ser isomorfo a un producto del tipo Z, x.... xZ,0 ¥ debe constar
plo factor. Esto es,

Ghz,ﬂ - ,

i keciprocamntc. sea un grupo Z . Si 1,,_ pudiera ser ;m;ﬂiozmm

roducto directo de dos de sus subgrupos propios, entonces 2, ~2,x1, con

4+j=r. lo cual es imposible ya que ¢l orden mdximo posible

3 : i es. ntl-b..’,]_ {pl'_ - .

:inzkadis ha lados para grupos abelianos finitos permstc}n m

1 método de bisque ia de los subgrupos, expuesto en ¢l epigrafe e' . oe

dos los grupos abeli:.nos finitos, ya que sapqrms de anl'-‘ml:g qu m{m >

subgrupos de crden m para cada m divisor del orden d z)mpomrm

amente uno de cada orden como en el caso de los ciclmo: ;z.mto
‘conocemos los modelos para clasificar un grupo abeliano cual-

"

Fro los subgrupos de Z,xZ

~ Busquemos los sul 9500 ;

o(@,x2,) =16: lucgo tiene subgrupos propios de drdenes 2.4 y 8. .
2.52,=10.0). 0.1).0.2).0.3) (1.0).(1.1) {1.2).(1.3) 2.0). 2.1).2.2D 2.3).
= 6.0). 6.).6.2.0.3) _
‘ﬂlmwh;mpnsdeordenz son ciclicos:

~ 40.2))=1(0.2).00,0)}
- 2.0))={(2.0).00.0) }
C2.2)={2.2).0.0)}

' Los suﬁmpos ciclicos de orden 4 son:

 (0.1))=((0.1).0.2)0.3).0.0)}
1 3.0) )=1(1,0).2,0).0.0).0.0)}
1.2)=1(1,2).2.0).3.2).00.0)}
.:.«1.3)>=§(l13)-.(2-2)-@JW"’)}
- @1)=12.102.23).00])
C @.3)=13.3.2.2.0.1).00)} -




de orden finito de G ¥ pruebe que
Hay un subgrupo de orden 4 isomorfo a I

7,=10.0).0.2).2.0), 2.2)}

. Sugerencia: Consid;:fre un elemento
. estd contenido en f1.

1 Analizando el orden de los'clememos dc los sm '
. sifiquelos en: libre de torsién. con torsién ¥y

Sﬂmfm
queeswslrcssmposmsoni . :
Prucbe que si Tesel subgrupo de torsion de G. entonces TnH es ¢ sub-
2. Pru

G.
| grupo de torsion de cualquier subgrupo H d‘doq;;
. Pruebe que ¢l subgrupo de torsion de R/Z es :

Q. R/Zy C. cla
: Deduzca de aqui
No hay subgrupo ciclico de orden 8. Por tanto. si existe un subgrupo de
orden 8 tiene que ser isomorfo a Z,xZ, o Z,x2,x2Z, Comoen Z,x7,x1,
no existen elementos de orden 4 y en Z,xZ, si, podemos decir que en
4,xZ;, hay al menos un subgrupo de orden'8 isomorfo a 2,x2,
Realmente podemos buscar los subgrupos de orden 8 pues estdn dados
por grupos isomorfos a los productos de los grupos ciclicos generados por
ciementos de orden 2 y de orden 4. respectivamente: pero esto resulta upn

tanto engorroso y con los resultados hallados tenemos ya una informacién
bastante completa sobre los subgrupos. ¥

- I
Ejercicios _
1. Encuentre todos los grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden:
a) 60 b) 720 <) 1 800 d) 24 €)25 D24 - 25. :

2. Sean m y n primos relativos. Pruebe ﬁue si existen (salvo isomorfismo)
r grupos abelianos de orden m. y s de orden n, entonces existen (salvo
isomorfismo) rs grupos abelianos de orden m xn. )

3. Encuentre el subgrupo de Z,, generado por (2.3}, el generado por {4.6}
y ¢l generado por {8,6,10}. ,

4. Sea G un grupo abeliano de orden 72.

a) Diga cudntos subgrupos de orden 8 tiene. /Por qué?
b) Diga cudntos subgrupos de orden 4 tiene. (Por qué?

5. Pruebe que si un grupo abeliano finito tiene orden una potencia de un
primo p. entonces el orden de cada elemento del Erupo es una potencia
de p. : :

6. Encuentre el subgrupo de torsién 7 de (. -).

7. Sean G. H y K grupos abelianos finitamente generados. Pruebe que si
GxK=H=K, entonces G=H.

8. Pruebe que si G es finitamente generado y 9 es un homomorfismo de G
€n un grupo G', el valor de ¢ en cada elemento de G estd completamen-
te determinado por los valores ®(a). (1< i< n) de los generadores a, de
G.

9. Halle cudntos homomorfismos existen
a) de Z,xZ, en Z, b) de Z,xZ, sobre Z, c) de 2,xZ,en 2,

10. Pruebe que si G es un grupo y H un subgrupo de G tal que G/H es libre
de torsion. entonces H contiene el subgrupo de torsién de G.
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4 Anillos y cuerpos

4.1 Introduccién '

En este capitulo estudiaremos otro tipo de estructura algebraica llamada
anillo. El modelo para esta estructura lo constituye el conjunto Z de los ni.
Mmeros enteros con las leyes de suma y producto Yy sus propiedades.

Mientras que la-teoria de grupos partia fundamentalmente de las trans- ‘

formaciones biyectivas ¥ la estructura que de ellas resulta con la ley de
composicién de aplicaciones, la teoria de anillos surge de diversos proble-
mas, por lo cual se presenta menos ordenada y unificada que la teoria de
grupos.

Sin embargo, veremos que los problemas fundamentales estudiados en
los grupos tienen sus homdlogos en los anillos. Asi. estudiaremos las nocio-
nes de ideal, anillo cociente y homomorfismo de anillos. que son los homé-

- logos de los de subgrupos invariante, grupo cociente Y homomorfismo de gru-
pos. respectivamente. También estudiaremos varios tipos de anillos, en es
pecial los llamados dominios de integridad y los cuerpos. A partir de estos
ultimos haremos una breve introduccién a la teoria de extension de CUETpos.
que de hecho permite formalizar Jas ideas que dieron impulso al dlgebra: las
de la solubilidad de ecuaciones algebraicas.

Duranté la segunda mitad del sigio XIX. el desarrollo de la idea de es

diante el estudio de los “enteros de Gauss", esto es, niimeros complejos de
la forma a+bi. con a y b enteros. Dedekind fue mds lejos en Ia generaliza-
cién con los “enteros algebraicos”, que son nimeros que satisfacen una
ecuacién polinomial de coeficientes enteros y coeficientes principal igual a
uno. Tales sistemas de ~enteros” no Poseen todas las propiedades de los ni-
MEros racionales o reales, ya que no se cumple que todo nimero pertene-
ciente a los enteros de Gauss o a los enteros algebraicos y que sea no nulo,

posea un inverso para la multiplicacién, pero poseen todas las otras propic-

dades de Q y R. mds ain, todas las propiedades de 2.
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i con
El estudio de estas generalizaciones y los ;_vroblcm relncmnar:'iﬂ -
llas. tiene como punto de partida el del mudu;i;: 1;51;03::“ g
R cidos ummer a mediados del _ aproxima
” » nu::;o::ue hng'.i:nk:enidd su antecedente en los trabajos de Gauss y De-

&) 'nd.
.2 Definiciones, ejemplos y primeras propiedades

SEFI 4.2.1 g : finidas
diglggﬁn conjunto 4 no vacio es un anillo si y solo si estdn de

i .y que
sobre A dos operaciones, que se denotan por + Y . respectivamente. y g
cumplen las propiedades siguientes:

~ (A1) (A.+) es un grupo abeliano.

0.
to neutro para + lo dqmlaremos por
(E.:ze}k:‘: I:)peracitfu'l . es distributiva respecto a +, esto es.

" g bro=abra }pura todo a. b. ced.
- (b+¢) -a=ba+ca pa ¥ s ol
'l (,A‘.’:) La operacién - es asociativa, o sea, 4 .(b -¢)=(a - b) -c para todo
g a.b.ced

: ' e llama el grupo aditivo de A. ' i
gilesx?npfl(;‘zl que a-1=1-a=a para todo aeA.decimos que A es

Rty
anillo unitario o con identidad ya 1 lodli?:;mnm elemento unitario
Er el elemento unitario 1 es dnico. X ¢ g
mmmm de anillo uniummmum%qﬁc
trivial {0}, que es en el unico en que es posible que coinci lemen-
108 neutros para la suma y el producto. J
‘ T h .dopudowzuﬁnoeshuﬁsmm.,mt_)p.m :mnt“m
__ﬁtﬁmn.bnque emos adop e a5 Ao A 0y
i @madcmehnmmmtm._ conmutatividad 78 mnnbt‘d:mpw
mo muchos de los ejemplos importanies que aparecen cump iy i 7
oammen particular, cuandoexpliquamselct_:nofptn mdt v area
ks anillo no unitario, encontra

'y - 1 estudio
" Ya sefialamos en la introduccién cémo el esquema s;)g:f}: ;t:l :

de los grupos s repite en lo fundamental 2n los anillos. - anpasenmﬂm
' i '* ente a estudiar el concepto de subesiructura para

; &!:Igeo;:fi'#o. es un subanillo de A si y solo si A" es un anillo pa-

ra las mismas operaciones de A, esto es, si y solo si

o " a) x:i-yeA'
r x.yeA:»{ b) x-yed’ \ e
Con a) aseguramos que (4’ +) sea un subgrupo de (4, +).

aah
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P 5. que estud:
d_ﬂ aﬂ.l“ﬁ es. c“"-l'mltaﬁva, iUd'.'arem::em:-:addanle.

conmutativos es my i
. y amplio, -
de gran Importancia para la Gm

3. Enel grupo ciclico
(Z,. +) podemos :
rcse!rguodeladivisidnc}lea b ent l
S€ convierte en un anillo,

4. El conjunto Z() ={a+ b
=\a+bi: ab : L
tode € y es un subanill oa‘-i::_}?u‘n)amno

% ke (R) con Ia suma y producto de

L. esto es, el coni

- conjunto de i :
operaciones o leyes ilucrn(;.s gg]t::g”m b LA
+8) (x) =f(x) +8(x)  para todo xex

V-8 =f(x) - gx) para todo .

Por { xeX

; d denotamo. . :
clones del anillo 4 y Jas ;cc;"l'.;osm’w"“* Y +) las opera-
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-~ a idea ya que
esempedia en la teoria de anillos la func?ﬂn ;ll':gﬁm.m- |
Realmente nos interesan solo cicr?;

Al comprobar el estudiante que (4", +, -) es un anillo, notard que solo
es necesario utilizar las propiedades de las operaciones en A, ya que

f(x) €A. por lo cual ¢l conjunto X no requiere de ninguna condicién adi-

cional.
El conjunto A con la suma y el producto de funciones definidas arriba

. es un anillo. Si el anillo 4 es conmutativo 0 unitario, también lo serd

A
El anillo 4* generaliza una gran cantidad de ejemplos de anillos de fun-

ciones. como son:
R©1'_ {funciones reales definidas en [0.1]}, R®, etcétera.

En R®!, C[0.1]={funciones reales continuas definidas en (0.1]} es un
subanillo. lo que puede verificarse facilmente mediante las propiedades

de las funciones continuas.
8. Si (4.+) es un grupo abeliano arbitrario, podemos convertirlo en un

anillo definiendo el siguiente producto en A4:

. x-y=0 para todo x.yeA.

(A.+, -) es un anillo.
(@, +) es un anillo con el producto definido por a.beZ,, entonces

-. a - b=r. donde r es el resto de a - b al ser dividido por n. Como ejemplo
.~ presentamos las tablas de multiplicar de Z,. Z, y 4,

ol1[2 ol1l2]3
0|1 _

ollo]o]o ololofo
oll olo

iol1]2 ol1|2]3
1l of1 '

allol2]1 ol2l0]2

ol3l2]1

imeras propiedades (reglas de célculo)

Las siguientes propiedades se conocen como reglas de cdlculo, ya que
riten saber cémo ~operar” en un anillo. Sea 4 un anillo cualquiera.

b En primer lugar, no debemos olvidar que un anillo A es un grupo abe-
jano; por tanto, podemos utilizar en el trabajo con un anillo todas las pro-

des que conocemos para los grupos abelianos para la operacion de

suma del anillo.

a-0=0 -a=0 para todo ge4.
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| En efecto,
4l | a+0=a2a (@40) =g - g=gisg -0=a’sg .0=0

ya que el neutro es wnijc
0.
Andlogamente 0 - g =0,

También para los anillos usaremos la notacion 4=A4", que s¢ lee: A es
somorfo a A', y denotaremos con’ los mismos simbolos las leyes de 4 y 4"

Segin (1). los grupos (A.+) ¥ (A’.+) son isomorfos.

Ljemplos
. El anillo M_ (R) de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes
reales y el anillo End (R*) de los endomorfismos u operadores del espa-

cio vectorial R” son isomorfos.
. Los grupos (Z, +) y 2. +) son isomorfos mediante el isomorfismo

®(n) =2n. Sin embargo, este isomorfismo de grupos no es un isomorfismo
de los anillos (Z, +, -) y 2, +, ), ya que en general

- olxy) #p(x) o(y) para x.yeZ.

~  Los isomorfismos de anillos tienen propiedades similares a los isomorfis-
mos de grupos, como son:

(1) La imagen por @ de un subanillo de 4 es un subanillo de 4"

{2) La preimagen por @ de un subanillo de 4° es un subanillo de 4.

(3) Si A es unitario con elemento unitario 1. entonces 9(4) es unitario y su

elemento unitario es o(1).

Son vilidas también las aclaraciones hechas en el caso de grupos sobre
o decidir si dos anillos son isomorfos o no atendiendo a las propiedades
estructurales de ambos, teniendo en cuenta las dos operaciones en ¢l caso
de los anillos. Por cjemplo, para decidir que (Z. +. -) y(2Z, +. -) noson
isomorfos podiamos haber atendido a que (Z, +. -) es unitario y, sin em-

bargo (22, +, -) no lo es.

. Dijimos anteriormente que una vez estudiado el concepto de isomorfismo

de anillos era posible demostrar que todo anillo no unitario podia ser “su-
sentido de que siempre es posible

mergido” en un anillo unitario, en el
ontrar, dado un anillo 4. un anillo unitario 4° que posea un subanillo
orfo a A. Este hecho permite que muchos problemas sobre los anillos

puedan cstudiarse solamente en el caso de los anillos unitarios. Veamos el

3) ¢-a) “b=a(-b) = —(gh)
Para probarlo consideremos :
0=a -0=q(h-p) =ab+a(-b) sa(—p) = —(ab)

Podemos obtener otras propiedades smula como
@ (-a)(~b).=q . p o i
(5) —a=(-1) -ag
6) n(ab) =(na) b=a(nb

( == ) para todo neZ

(7) Siabed ya ¥ b conmutan, entonce: St

@ oS (") av,

._ ; lo que se conoce como férmula del binomio.

Por supuesto, si 4 . -
a b eq + % 4 €5 conmutativo [a i .
: E"'Pmpledadu&mmm TMUL’;LWPIHM
hbead dejamos como

ejercicio al estudiante, '
sultad * ¥8 que serd de gran utilj :
! Oosfumro., utilidad en Ia obtencidn de re.

cd

Ll . dltu ue l P
5 } que (L.1) ¢Zx{o) leorema siguiente:
Somorfismo de anillos TEOREMA 4.2.1 .
Dado un anillo A. siempre es posible encontrar un anillo unitario 4’ que :

‘contenga un subanillo isomorfo a 4.

Demostracion
Consideremos el siguiente conjunto A"

A'=Z %A =l(n.a) : ned, acA) y definamos las operaciones

| &hmfm
| ©i6n de dos anillos q!uefn“h?mgmmm T .
0. pues, la de Jue son idénticos, Sﬂlvntlnmnbam]mlmﬂmhsnua-
finicién siguiente: re de los elementos. De-

DEFINICION 4.2.3

2 &2 - F ode’. . s
cacion biyectiva de 4 en 4 tal q:e?l anillo 4’ si y solo si existe una apli-

(1) o(a+b) =p(a) +9(b)
() 9la - b) =ola) .,,&,)} para todo .5, €4,
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(m.a) +(n.b) =(m+n.a+b)
(m.a) - (n.b) =(mn.mb+na +ab). £
considerando las operaciones entre los clementos de Z y de 4 como las

uales de esos anillos y na=a+... +a.
241 :




Sabemos que (ZxA4. +) es un grupo abeliano,

son anillos. En los casos en que lo scan, analice si son conmutatives y/o
recto de los grupos (Z, +) y (4. +). Ve oy

ya que es el producto di. S

ropiedades del producig: :
(4 ! 5L en R.
((m.a) - (n.5)) -(g.c) =(mn, mb+na+ab1 “{g.0) a) 4 T{Iad’b \.-%: a.be2l cfm lrasm::‘} eellp;::il:i‘i&‘::if:s en R.
: =((mn)q, (mn)c +qlmb +na +ab) +(mb +na +ab) ) b)) R=la+b\2: a.beQ} con _sul r::duclo usuales enC.
=((mn)q. (mn)c+q(mb) +q(na) +qlab) +(mb)c + ¢) Ri={ri: re R} con la suma y el p

+(na)c +(ab)c) d) Q con respecto a las operaciones © y Ofen ese orden):
(m.a) - ((n.5) -(q.c)) =(m.a) -(ng. nc+qb+be)e as b=a-byaOb=a+b Ya beQ.

- . +migh be) + 7
+§:n(cnf-:rbT}:‘?l oty o y donde +y - son la suma y el producto usuales en Q.

Aplicando las propiedades asociativas para - en 4 y A. la distributivi.

dad de - con respectoa + en 4 y las propiedades de los miiltiplos. cs ficil
Ver que se¢ cumple la asociatividad del producto en ZxA.

El elemento (1.0) es el elemento unitario para Z xA. Rues
(1.0) - (m.a) =(m.a) =(m.a) (1.0) para todo (m.a) cZ x A.
También se cumple la distributividad. ya que

¢) El conjunto M=1{(a.b.c.d) : a.b.c.d=Q} con + y
definidas por :
7 ' d+h)
b.cd) +lefgh)=la+e b+/ c+8 :
Eﬁ.b.f‘.?}l-{é.ﬁg.h} =(ae +bg. af +bh. ce+dg. cf +dh).
f) T={2n+1: neZ) con la suma y ¢l producto de Z.
g) En Z cona @b=a+b+l yaob=a+b+ab

‘ 1 si ¥ =a pare . Pruc-
"3 Un anillo 4 cs un anillo de Boole si y solo si a*=a para todo a<A. P

(m.a) |(n.b) +(q.0) |=(m.a) (n+q.b+c) be que un anillo de Boole cs conmutativo.

=(mn+g). mb+c) +(n+g)a+aib +1))

=(mn +mq. mb+me+na+qa+ab+ac)
(m.a) (n.b) +(m.a) (g.c) =(mn. mb+na +ab) +(mgq. mc +qa +ac)
=(mn+mq.mb+mc +na +qa+ab +ac).

De modo andlogo se prueba la distrib
(4. +. -) es un anillo unitario con

Si tomamos 4=
pues

0.a) —(0.6) =(0.a-b)c 4 ,

©.a) - 0.5) =0.ab)c 4. ’

De manera natural podemos definir
©: A— 4 dado por a-{0.aj.

3 Pruche que la interseccion de una familia de subanillos de un anillo 4
- es un subanillo de A.

:'"4a Sea £ un conjunto y P (E) el conjunto de Lodqs los,subconiumm ;le E
{potencia de E). Considerc en P(E) las operaciones:

A+B=(AB) —(4~B) =|x: (xed 0 xeB) ax ¢AnB}
" 4 .B=A~B. definidas para todo 4. Be P(E).
F a) Pruebe que (P(E). +. - ) esun anillo{. -
: : do E=la.bj.
b) D¢ las tablas para = y - cuan : .
?. " ¢) Pruebe que para todo conjunto E. (P(E), +. -) es un anillo de
3 Boole. 2 ‘ it
' 5. Sean G un grupo abeliano y End (G) ={f: G — G endomorfismo/.
E- a) Pruebe que End (G) con las operaciones:

+8) (x) =/(x) +g(x) VxeG
g-gl (x) =f(g(x)) Vf.ge End (G)

utividid a la derecha. Por tanto,
elemento unitario (1.0).

0.a) : acdl. 4 es evidentemente un subanillo de 4°

Qque es un isomorfismo de anillos, ya quc para todo a.heA4 tenemos:
(1) ola+b) =(0.a+b) =(0.a) +(0.b) =o0(a) +p(b)
(2) ola - b) =(0.ab) =(0.a) -(0.b) =g(a) - (b)

fé es un anillo
Ime=4 por la propia definicién de ¢,

_- " b) (Es cste anillo conmutativo? iEs unitario?
9 es inyectiva pues (0.a) =(0.5) =a=b por la definicién ae igualdad en- R
tre pares. . 1

ados i I anillo formado por las
anillo 4 y ne N. llamarenwsM(:{)a ; ‘
- E;atdc:s“cuadndas de orden n cuyos coef“-:clemcs pertenecen a A.d‘l:ruc
be que si consideramos en M,(4) la suma y ¢l producto usuales mal;
E trices (considerando que los coeficientes se suman y se multiplican e
A). entonces M_(4) es un anillo para dichas operaciones.

Ejercicios
L. Analice cudles de los siguientes comjuntos con las operaciones indicadas
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que satisface todos
dxioma de la con-

ebe que di 1 i
1 +q dicho axioma puede deducirse de

- - +. -) es un anillo unitario.

8. Pruebe que el conjunto Af{R)= {( gt ) rab
i o el a.be R}
de M(R) y que la a

a+bi-—( ; b)
-b a:

9. Pruebe que en un ani
anillo 4 el conjunto de |
os
con cada elemento de un subconjunto § dadp d?i!m::lt?: ;:uu;a;g?m; P
0 de 4

llamado C(S). En el i
. €aso particular S~ 4. i
trode 4 y es un subanillo conmutativo. e e /8

Halle CS) en M, (R) para S={E,; ij=1,...n} £ (@ )
§

1, para k=i
0. para ki

€5 un subani-

plicacién ¢: ¢ — A(R) dada por
€5 un isomorfismo de anillos.

con @, =5, ﬁj_ y ai&:{

Determine M, (R)).

i A Sty £ '
3) Pruebe que P={(a,b. —b.q) : a.beZ} con las operaciones:

::.g. —g.a; +{c.§. —d.c)=(@a+c.b+d
0. —0.a) -(c.d. ~d,¢) =(ac —bd ad.+bc
e (e , s .—ad-be, ac-

un subanillo conmutativo del anillo M del ejerci:::: lid)y analice

si la aplicacién (a. b —
-l on (a.b, —b.a) ~a de Pen 7 €5 un isomorfismo de ani-

b) rnzchcbque la aplicacién

a.0, —0.a) -a+bide P en Z(i) = £

€S un isomorfismo de anjllos(.!) TR

12. En un anillo 4. se dice que xed e
7 >0 tal que x"<0. Pruebe que si
tonces X+y. x -y son nilpotentes

a.beZ} (enteros de Gauss)

s ndpoteme_ s1 y. solo si existe un entero
XY y son nilpotentes y x - y=y . x, en-

14. 8ea 4 un ani itari
anillo unitario. Pruebe que 4 con las operaciones a ® b=

=a+b+1 yaob=ab+a+
es un anillo i o il b (donde + y - son las operaciones de A)
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§.3 Distintos tipos de anillos

. Veamos algunos conceplos que nos permitirdn distinguir entre varios ti-
os de anillos.

Divisores de cero

Al introducir ¢l concepto de anillo dijimes que dicho conceplo podia ser
considerado una generalizacion del conjunto numérico Z. En dicho conjunto
amos acostumbrados a hacer uso de la propicdad:

x - y=0=x=0 o y=0.

| Sobre esta propicdad sabemos de los cursos de Algebra lineal que no la
gonservan anillos mds generales. Por cjemplo, es cldsico en M, (Z) conside-
rar casos como ¢l siguiente:

- a=(! 0)#03?(0 O)my,q-:s:( * )

0 0 A 0 0
que nos indican que dicha propiedad. usual en los conjuntos numéricos, no
se cumple en general en los anillos.

INICION 4.3.1 _
A un anillo. Se dice que a4, a0, es un divisor de cero a la izquierda.

i existc bed. b#0. tal que @ -b=0. Si dado a#0 cxisi¢ b#0 tal que
b-a=0. s¢ dice que a es un divisor de cero a la derecha.

i el anillo s conmutalivo no serd necesario distinguir entre S %
quierdo o derecho y hablaremos simplemente de divisores de cero.

Ejemplos
. En Z,,. son divisores de cero: 2. 3. 4. 6. 8.9y 10. Aprovechemos este

~ gjemplo para mostrar una consecuencia que puede traer la cxistencia de
~ divisores de cero on un anillo.

Es conocido gue para resolver en Z la ecuacién xi-5x+6=0, tomamos
 x!-5x4+6=(x-2)(x—3) =0, de donde se obtienen las soluciones x=2 0
Ex=1.

" De hecho estamos asumiendo que Z no tiene divisores de cero.
~ Pero si planteamos cste problema en 4., o sea. si queremos resolver la
| ceuacién xi-S5x +6=0 (considerando 1.5.6, 0€Z,,), tendremos lambién
. (x-2) (x—3) =0. Sin embargo. en csle caso las soluciones serdn no solo
~ 2y 3. sino muchas mds: por cjemplo, 6 y 11 son soluciones ya que
6-2) (6-3)=4 -3=0
(11-2) (11-3) =9 -8=0.
" Obscrvenmos que los clementos de Z,; que no son divisores de cero. son
~ 1.5.7.11, esto es. los primos relativos con 12 (al hablar de primos rela-
~ tivos nos referimos a los enteros representantes de las clases en Z,)).
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I

- Axd=a.b): a.bed} con la suma’'y ¢l producio com
nente.  es  un  anillo  conmutative umtario
(1.0) -(0.1) =(0.0) ». segtin habiamos visto :
que (1,0) vy (0.1) son divisores de ccroen Zx 4.

Tenemos

= R el
J.EnR"™ ={f: R— R/ con la suma y ¢l producto usuales de funcioncs,

consideremos / dada por x-x|+x y g dada por x ~|x| —x.
Es evidente que / v g son no nulas Y. sin embargo. como f{x)
X< 0 y glx) =0 para x= 0. tenemos que £ g=0.

4. Es clasico el siguiente ejemplo en 4*={f: X — 4} con 4 anillo.
Junto arbitrario y la suma y producto usuales de funciones.

Tomamos X=X"UCX’, donde X' cX Wpsamiiem
; : - . mpl X' e
X. y definimos plemento de X’ ¢n

X con-

< asA para xeX~ ta-a&O]

Axy { 0 para x<CY” 3 J
0 para xeX"

2(x) :{ -
b para xeCX’ (b#0)

es evidente que /'y g asi definidas son no nulos y. sin embargo. f-g=0

' Esl intcresante lg siguiente prt_}picdad quc cncontramos presenle en el
cemplo de Z,, v dejamos como ciercicio al estudiante.

PROPOSICION 4.3.1
En cl anillo Z_ los divisores de cero son

_ _ _ precisamente los elementos
son primos relativos con p, A

Esta propiedad ticne ¢l importantc corolario siguicnte:
CoroLARIO - >

Si ] Cs i 1vi
P ©s primo. entonces Z, no tene divisores de cero.

. .Eslzi claro que la existencia o
inlimamente ligada con la posibili
Poa - bh=a -¢. pero sabemos
ra la multiplicacién de matr
Dado ¢
ducto a:

no de divisores de cero en un anillo ests
dad de ~cancelar™ en una igualdad del ti-
por experiencia que ¢s imposible hacer esto pa-
i ices. Formalicemos esta idea-

L anillo 4. a.b.c. €A. se llama propicdad cancelativa para ¢l pro-

ah=uc con a#0=b=¢ y
ha'=ca con a#0=h=c
PROPOSICION 4.3.2

ll..a ‘proplcdad cancgh_niva para ¢l producto se cumple én un anillo 4 si y so-
0 st 4 no posee divisores de cero.

Demostracion

Sca 4 wun anillo en el cual sc cumple la propiedad cancelativa y supon-
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ponenie a compo-

. = quc
13l0 anteriormente. esto significy

=0 para

Mos que ¢ - h=0 para algin a.beA. Debemos probar que al menos uno de
§ dos. a o h. ¢s cero,

2 §i g #0. cntonces a - b=a -0 implica que b=0 por la promedlad cance-
tiva. y andlogamente. b#0 implica que a=0. Por tanto. no existen divi-
1 divisores de cero ¥ que
b=ac con a#0. Entonces

. ab—ac=alb—c) =0

" Como a#0 y A no liene
¢ Un argumento similar prueba que ba=ca con a#

divisores de cero. tenemos b—c=0 de donde
0 implica que b=c.

nidades en un anillo unitario

" En Z vimos que existe un elemento no nulo distinto de 1, este es ~1. que
' ple (—1) (=1)=1. Una situacién similar encontramos en las matrices,
wde las de determinante no nulo son inversibles. . :
" Precisamente sabemos de los conjuntos numEricos que la d:.[ere:?cna es-
stural entre Z y Q. por ejemplo. es la no existencia en Z de un inverso
tiplicativo para cada entero no mixllio. El _ctt;n':epln inverso para €l produc-
> i ido solamente en un anillo unitario. : _

I;e;zdiiﬁos ahora una definicién que generaliza las situaciones ante-

=1

NICION 4.3.2 ‘ !
A un anillo unitario. Se dice que un elemento u de 4 es una un_:dac'i s
solo si u tiene un inverso multiplicativo en A, estoes. siy solo si existe
Wed tal que u - w'=uw-u=l.

| Estd claro que el clemento unitario es siempre una unidad del anillo.

I
Enp;slas unidades son 1. —1:; en Q. R y C fodos los elementos no nulos.

2. En RLY] anillo, de los polinomios con coeficientes reales, las unidades
. son los polinomios constantes no nulos. :

.En M, ( R) las unidades son las matrices de de_lerminante no nulo.

. En el anillo i) =la+bi: a beZ} de los enteros de Gauss, busquemos las
" unidades. Estas serin los elementos que tengan inverso, esto €s. debe
 existir .

E 1 a—bi a 7

a+bi Tairb T@+b aivh

j ) Aﬂ'}‘bl.) -1 e
& y no es dificil verificar que esto ocurre si y solo s1 a?+b?=1 ya que, en

y b son enieros. i
a*+b? i-iF
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~ #fecto, si a?+b*=1. entonces

4

a
al+b?
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. llnmncia?blzu:rpo de un cuerpo K a todo subconjunto no vacio de K que

a un cuerpo para las mismas operaciones de X. A
‘ En los ejemplos de cuerpos dados anteriormente, Q ¢s un subcuerpo

bcuerpo de R.
£ %xl}n:: :;er:pltgg;ﬁp:it:zt:: de anillos unitarios en los cuales todo ele-

tivos.
nento no nulo es inversible, pero que no son conmutal

--]].mlacclzgx‘!;o 4:13 jm.né isién a un anillo unitario en el cual todo elementod no

nulo es inversible.

Reciprocamente, si eZ y
3 al+h? t al+b?

=meZ, enlonces

[ a* +b? 1 R Al e
= =miinled saiibi=), NV =1 =
(@+b9)? giypr

_ De lo anterior se deduce que las unidades de Z(i) son +1 y *i ya que
i | abeZ.

El ::oru'unto de las uni
piedad siguiente:
PROPOSICION 4.3.3
El conjunto de las unidades de un anillo unitario 4 es un grupo multiplica-
tivo, que se llama &rupo de las unidades del anillo A y se denota por Ui4),
Demostracién ' ;

Basta probar que el producto de dos unidades es una unidad ; que el in-

verso de una unidad es una unidad, ya que el producto es asociativo en el
. anillo y 1 el{4). :

Es obvio que el inverso ! de una unidad  es también una unidad. Pro-
bemos. pues, que si u ¥ ' son unidades, entonces u . y' ¢s una umidad.

dades de un anillo unitario tiene la importante pro-

jemplo

_, .' Sea H:{( _%,% :a.bea:}cM,ur).

.
s facil comprobar que H es un subgrupo de (M, (T), +).
' Por otra parte, tenemos que

; - bc
e L e I e

En efecto,
e uw) =gt gy,

Luego u -’ tiene inverso ¥ €s, por tanto, una unidad.

Hemos visto que existen anillos (Q. R, C, 2 con p primo) en los cuales
el grupo de las unidades estd formado por fodos los elementos no nulos del
anillo. Esto da lugar a la definicidn de un nuevo tipo de estructura.
DEFINICION '4.3.3 3

Se lama cuerpo a un anillo x conmutativo unitario y en el cual todo ele-
mento no nulo es una unidad, -
Ejemplos

I 1 Q‘ R. q?

2. Q(V2)=la+b\2: ab

| Q! con la suma y producto usuales. es un anillo

" 65 coprads phis. 3,88 SR :i(;u :a.mplc I.eH. Ade- 'Ia
" H es un subanillo unitario pues para a=1, b=0, se cumple /, :
mds, es un anillo de division pues '

T
B ) s .
no es conmutativa como puede comprobarse ﬂcﬁmmcj :

:‘j:- llamamos : A : -
B -0 O0E

H puede ser escrita en forma nica

o T N, TN A

. x ( ab )dc
! verificarse que toda matriz x= B_ E

s
= =0.+ '} -1, :
x=a, l.+6¢ i+a‘j+u]k_ donde a=a,+a, \i 1 ¥ b r“) a)m!crbf estd deter- -
l_u:bc{act(; de dos elementos de H “P"’“t,‘o’l en! h axe: las relaciones
mi ... DI:H el producto y la suma en R, la pror g '

. luego
Q(y2) es un cuerpo,

3. Z RIx. M, (R) y Z() no son cuerpos.

~ Enun cuerpo (X, +) y (K*. -) son grupos abelianos y la ecuacién ax=5b
tiene la solucién tnica x=g-'p para cada a=0. Esta solucién suele deno-

f=jl=ki= -1
b .
tarse por el 4 llama cociente de b por a,

{ = —ji=k, jk= —-g?L j:_i_:—l’k:j_ 2< s
—. .- 5 . ; ; » n
1843 Hamilton construyd este ejemplo, que es una unphnm‘: del cuerpo esn

tero: . complejos y esté formado por Cuddruplos (2, @, 9, @) M_ rﬂlﬂm _

B uaes 1 suma.y el producto 5= definen de forms tal, aue ¢ satisfagan las relacio- |
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Esta claro que en un CUETpo no existen divisores de
Un cuerpo y a.beK, entonces a - b=0=a'ab=p—p,
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cero, ya que si-X es




.

f, tenemos el siguiente:

DROLARIO

Existen muchos ot i :
ros ejemplos de anillos de divisian cuya investigacign of _ - ,
'p es primo, Z, es un cuerpo.

éon?ituye una parte importante del Algebra
onocemos ejemplos importantes de ani :

et > anillos, como son: 7 y R
€8ar a ser cuerpos, poseen la propiedad de no tener diviso}res c[i: Lcecize

'Del resultado anterior resultan ejemplos de cuerpos finitos. En particu-

_Vamos a resumir las caracteristicas de los dominios de integridad. los
pillos de division y los cuerpos como sigue:

Ene i ;
< "m:&:‘:“i:l?:luo;oieeﬁ{:ssf dar s?lucldn a problemas que no la tienen en un "
: 0, reso i e 3 . : ; _ . , :

cada factor; pero no se pueden s ]CCnac;olleg algebraicas igualando a cero ' Conmuta- | Existencia | Existencia de|Existencia de | Propiedad
del cociente de d 1 Tesolver ‘otros problemas, como la existenci tividad de ¢lemento | divisores de |unidades cancelativa
5 08 elementos. que sf tienen solucion en un cuerpo, e e

FINICION 4.3 ) e e
Se llama dﬂmiuh; ;}6 ] : : . O NIOS no existen Pueden Se
S € integridad a un anillo conmutativo unitario v sin divi. ¢ integridad si si _Jexis!ir cumpie
Ejemplos | knillos A no existen |Todoelemen-|Se

Z, Rix], 2 : e division no si to no nulo cumple

Sesiin Ia phoposstibe 4 5 o 0 Merpos | : isten |Todo el |$

posicion 4.3.2; e ok uerpos si si no exisien ele- e
propiedad cancelativa para el rond un dominio de integridad se sumple la mento no nu- | cumple
D uctc_i. Todos los ejemplos de cuerpo que jo es unidad

TEOREMA 4.3]
Todo cuerpo K es un dominio de integridad.
Demosiracién - :
Hemos probado que si g es una unidad, a no es divisor de cero. (.‘omuA

todo e i
e lemento no nulo de €s una unidad, queda probado que K no tiene

« ¥ como K es conmutati ST
teorema queda demostrado, talivo v unitario por ser cuerpo. el

Sabe j
mos por los ¢jemplos dados que el reciproco del teorema anterior no

:l; cumplgoe:lleg:nl:z:li:l ;;nrembargo. ¢s posible demostrar que en el caso de
sondmequivalenles. inito los conceptos cuerpo y dominio de integridad
TEOREMA 4.3.2

Todo dominio de integridad finito D es un cuerpo.

Demostracién

Sea D=
existe g,:ip t{gl :Eg";'t‘g'}; 1?""""‘05 probar que si-aeD y a0, entonces
g:g;idercmos los productos a1, aa,....aa. ‘
ces a,=a p?:{;sa 3::;?::;2 son distintos. pues si suponemos aa,=aa, enton-
de cero, ninguno de los E:nceilaz;va, Ademds, como D no tiene divisores
aa,.....aa debe ser igual a 1, esto :s‘ro‘.ma_sil o i e S os
inverso multiplicativo. /=" para algin {, lucgo a tienc un
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{ Las relaciones entre los conceptos dominio de integridad. anillo de divi-

6n y cuerpo pueden representarse asi:

cuerpo=anillo de divisién cuerpo= dominio de integridad

~ dominio de integridad finito=cuerpo
- De manera similar a como se obtuvo el resultado de que todo dominio

¢ integridad finito es un cuerpo, puede probarse que todo dominio de in-
yridad finito es un anillo de divisién. Esto lo plantearemos en los gjerci-

Un resultado mds profundo y muy importante es el debido a Wedder-
(1905). referente a que un anillo de divisién con un nimero finito de
nentos es un cuerpo. Este resultado es de gran aplicacioén en ciertas ra
del Andlisis funcional. Su demostracidén aparece. por ejemplo, en el li-

de I.N. Herstein: Topics in Algebra.

icios

'A. a) Considere el anillo Z(\E) ={a+b \E: abe Z}. iEs Z(\,'f) un_domi-
nio de integridad? Busque las unidades de Z(y2). iEs Z(y2) un

cuerpo?

~ b) Responda las preguntas anteriores para

. Q2)={a+b V2: a.be Q). ;

2. Sea O={(2,, z, -2, 2) : 2, 2; € T} con la suma y el producto defi-

~ nidos como en el ejercicio le del epigrafe 4.2. (Es Q con dichas opera-

. ciones un dominio de integridad? ¢ Es un cuerpo?

i
.k
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3. Busque las unidades en M,(Z,).

4. Considere el anillo del ejercicio 11a del epigrafe 4.2. Busque las unida.
des de dicho anillo. ¢ Es este anillo un dominio de integridad? LEs un
cuerpo?

5. Sea el anillo C[0,1]={/: [0.1] —= R f continua} con las operaciones
usuales de suma y producto de funciones. Pruebe que feC[0.1] es divi.
sof de cero si y solo si {x: fix) =0} contiene un intervalo abierto. Bus
que las unidades de este anillo.

6. Pruebe que un anillo A tal que para cada a#0 y beA, existe re4 tal que
ar=>b es un anillo de divisién.

7. Se llama subdominio de un dominio de integridad D a un subanillo de
D que sea dominio de integridad para las mismas operaciones de D.
Pruebe que la interseccién de una familia de subdominios de D es un
subdominio de D. |

8. Pruebe que un anillo finito unitario y sin divisores de cero es un anillo
de divisién.
Sugerencia: Guiese por la demostracién de que todo dominio finito D es
un cuerpo. Observe que debe demostrar la existencia de inverso a la iz
‘quierda y a la derecha.

9. Pruebe que todo anillo conmutativo finito y sin divisores de cero D es
un cuerpo. ;
Sugerencia: Usando el método de trabajo indicado en ¢l ejercicio 8.
pruebe la existencia de un elemento unitario en D.

10. Pruebe gue en un dominio de integridad X=X =5X=00 X=1 y X" =vu
para algin ne N=X=0.

11. Sea 4 un anillo y x€4 tal que existe y#0 tal que xy x=0. Pruebe que
x es un divisor de cero a la izquierda o a la deregha.

12. Pruebe que en un anillo unitario si 1 —ab es inversible. entonces | —ba
también lo es. '

13. Pruebe que un subcuerpo K’ de un cuerpo K tiene ¢l mismo elemento
unitario que K y que K'cK es un subcuerpo de K si y solo st
abeK'=a-beK ya bekK’ bel=ah 'k’

14. Sea A un anillo unitario y u un elemento de A que tiene un inverso a
la derecha. Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes:
a) u tiene mds de un inverso a la derecha.
b) 4 no es una unidad.
‘c) u es un divisor de cero a la izquierda.

15. En el ejercicio 13 del epigrafe 4.2 definimos los elementos casi inversi-
bles a la izquierda o a la derecha. Pruebe que en un anillo 4 en el cual
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todo clemienio MeNos uno €s casi inversible a la derccha. tiene un cle-

‘mento unitario y es un anillo de division.

res de cero y asuma gue A4 contiene clementos
0 para algun entero posiive k.-Pruebe

" Sea A un anillo sin diviso
‘@ y b no nulos tales que ab +kb=
‘que ca+kc=0 —ac+kc para todo ce4.

4

. Prucbe que x:{( - ) cona. bez.} es un cuerpo de nuecve clemen-
3 ~ba

' tos y que el grupo multiplicativo del cuerpo K es giclico de ocho elemen-

. tos.

4]

: Extensién de un dominio de integridad a un cuerpo

cmbs visto que el anille Z :
ad. pero no un cuerpo. Sin embargo, _
uede construirse @Q. que €s un cuerpo l) gue
te contiene un subanillo isomorfo a Z. ' _ _ Ts ;
= E) objetivo del presente epigrafe es analizar s1 esta _promedad de J ::ruc
¢ ser generalizada a un dominio de integridad cualquiera. esto €s. si d.fd‘g
n dominio D podemos encontrar un cuerpo K que contenga un subanil
omorfo a D. ; - ' (
" Para comprender mejor ¢l método a seguir. estudriarzmos 1a relacidn _elr;—
: un subanillo D de un cuerpo F y ¢ * subcuerpo K de F generado por D.
s son los elementos de K? K deberd contener. dados a heD y h#0.
os elementos de la forma ab"‘l.
" Es facil verificar que {ab
Z:.- que
S K-=lab"':abeD. b0} .
~ Ahora bien. cs'posible gue ocurra que ai?" =rd“‘.‘ con le cual tendria-
mos elementos repetidos. pero esto ocurre st Y solo si ad ;I_ac.
" Volvamos al problema planteado. esto es. dado ur}) dominio
un cuerpo K que contenga un subanillo isomorfo a D.
Lo ;pt:’c ac:ban\os de explicar nos indica que si esto puede haccrse.. los
ntos de Kk deben obtenerse de los pares {a. b!. a.beD y b#0. y que
pares distintos que dan por resultado el mismo elemento. Dc aqui
1a posible no uvnicidad de la representacion de¢ un elemento de K con-

duzca a la idea de relacion de cquivalencia. : g :
" De todo lo anteriormente expuesto s¢ obliene ¢l resultado siguicnte:
3

de los nimeros enteros s un domini:? de "l_s-
es conocido que a partir de Z
“incluye” a Z en el sentido de

. a beD. b#0} es un subcuerpo de F. De

DI encontrar

TEOREMA 4.4.1
Para todo dominio de integridad D pued
contenga un subanillo isomorfo a D. &
dice. entonces. que K es una exiension de D.).

e ser construido un cuerpo K que
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Demostracion

cién
(@.B)R(@’, b) —=ab'=ba’

s. . .
1 mmd:"m qul‘: un numero IECI'O!IBI

l'll.fm:m racional. por ehlﬂplo {1,2) ¥ (2.4) Wdcn répresentar el

un; o

por tanto. clasificg 2
en clases. lo cual permite tomar un re::

lrelacién de equivalencia definida
0s pares de elementos de D x D*
sentante para cada clase y trabajar con este

sobre Dx D= ¥ que,

Tomemos ahora K=D

i m K=DxD*/R esto es. el conj : '

a_relacién de equivalencia R La clase dﬂi"laobcjmmnte de D xD* por
' se r,tprescntn por

{a,b).
Sobre la base de I :
operaciones sisuieniee:s T

Suma: (a.5) +ic.d) =(ad + hc.bd)

Notemos que si ¢ )
xpresamos (a.b) en la f S
iy orma R la regla anterior
B g _ad-l-ﬁ‘
b d bd
7 ;
que es la conocida regla de adicién de fracciones
Producto: (a.5) - (c.d) =(ac.bd) |
el cual en la notacién de fracciones seria
a £t g

— e —

b d bd
Observemos que si b.deD*.

a

entonces bdeD* por ser D integro.

Este par de i
Operaciones cumplen las siguientes propiedades que convier-

ten a (K. +. -) enun cuerpo.

g ) La suma es asociativa
) (0.1) es el elemento :
neutro
(3) (—a.0) es el opuesto de (‘afﬁ?m s
_(4) La suma es conmutativa. -
(5) EI producto es asociativo.

(6) El producto es di i
stributivo con respecto
s a la suma.

sca‘ ucs., = [ {
< ..!

esla
dado por un par de enteros. lo anterin,

podemos definir en DxD*/R las

ro para el producto). -

' {I1.1) es ¢l ciemento unitario (neut
| inverso multiplicativo de (a.b).

' Gi (a.b) £({0.1), entonces .a) es e

se cumplen estas propie
leyes internas. se utiliza
ien definida. pues si

dades y que las operaciones
n técnicas bien conocidas.

Para comprobar que
@b =@.p) y ed =

finidas son verdaderas
¢ ejemplo, la suma estd b
{c.d) . se tiene que

\ ab'=ba’ y cd'=dc'=ab'dd'=ba'dd" y cd’bb’=dc’bb’,
s donde ab'dd’ +cdbb’=ba'dd’ +dc'bb’.

Luego

. (ad +bc) bd'=(ad +bc)bd ¥y

(ad +bc. bd) —(@d +bc. bd).
_ Con esto comprobamos que el resultado es independiente del represen-
nte de la clase gque lomemos.

. Dejamos al estudiante que ver
5t como las propiedades (1) 2 (7).
- Veamos la propiedad (8).
| (@b 0.9 ~Tab.ba) =(1.1). pues ab=ba ya que D es conmutativo.

- Luego hemos encontrado un cuerpc K. Queda probar que cfectivamente
cho cuerpo-K conticne un subanillo isomorfo a D; para ello demostrare-

wos el resultado siguiente:

REMA 4.4.2
ubconjunto D’ de K dado por D

ifique que el producto esta bien definido,

m

={{a.1) : aeDlesun subanillo de K}
) =(a.1) es un isomor{ismo de ani

plicacion i
Demo {racién AT N o okl o %
" D’ es un subanillo de K pues @D -G =-b1 y @l By =
= ‘l}-
" ila+by=@+b.1) =(a.1) +(b.1) =ia) +i(b)

" i@ b =@ b =@D -GI =ia i)
una aplicacién sobreyectiva. pues por definicién i(D) =D". Probemos

que i es inyectiva.
~ Sea i(a) =i(b): entonces @.1) =(b.1). Esto quiere decir que
(@.1) R (b.1). estoes, a-1=b L de donde a=b.

~ Vimos que D’ es un subanillo de K; probemos que no sol

sino que es un dominio de integridad. .
K y pertenece a i(D). y como

’

o es un suba-

i)  es el elemento unitario de
(a.1) ».1) =(0.1) tenemos que
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Luego ab=0. lo cual implica que a=0 o 5=0 por ser D dominio y. po,
tanto. (a.1) =(0.1) o (5.1) =(0.1). : )

Hemos demostrado, pues. que K contiene. un subanillo, ", que es un do
minio de integridad ¢ isomorfo a D.

En general se cumple que 1a imagen por un isomorfismo de anillos de un dominio de
intsgridad €s un dominio de integridad. Dejamos la demostracién como ejercicio al es.
tudiante,

El teorema 4.4.2 permite representar {a.bll €K de la forma siguiente:

@b =@l {18 =@ [B.17 " =ia)/its).

Si identificamos i{a) con a. i(h), con b. podemos decir que todo elementy
de K puede ser representado mediante un cociente de elementos de D, por

lo que al cuerpo K se le denomina cuerpo de cocientes de Iy

Si tomamos D=12. el método anterior nos da la manera ﬁxrmal de cons-
truir Q a partir de Z. Cada numero racional sera una clase de equivalencia
de pares de enteros, y ;

Por las consideraciones que hicimos al principio del epigrafe, estd clarg |

que e_l cuerpo de cocientes de D ¢s el menor™ CUerpo gue contiene a D, ya
Que si un cuerpo K contiene a D, debe contener a los elementos de la forma

a
% con a,beD, b0, y de aguf que deba contener a un subcuerpo isomor-

fo al cuerpo de cociéntcs.
El siguiente resultado generaliza la idea anterior y nos permite llegar a
un resultado de unicidad del cuerpo de cociente.

TEOREMA 4.4.3
Sean D y D’ dominios de integridad v 6: D — D’ un isomorfismo ¥
sean K el cuerpo de cocientes de D ¥ K" un cuerpo cualquiera que contenga
& D. Entonces existe un isomorfismo @ de X en un subcuerpo de K~ tal que
9(a) =é(a) YacD.

(Se dice en este caso que 6 es extendido a 9.) +

Demostracion
Definintds ¢ de la forma mads natural. Ya vimos que todo elemento de

un cuerpo de cocientes de un dominio de integridad puede ser representado

por un cociente de clementos de este iltimo. De aqui que si — ek, defi-
namos b

a y_ ¢
'p(b o) :

Debemos probar que ¢ estd bien definida y que es un isomorfismo de A
en XK',

1) @ estd bien definida, pues al ser %0 y 6 un isomorfismo. § (5) #0: luc-
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kel
-‘-(J'-)-tiene sentido. Ademds, si e o

2) o(x+5) =0(x) +00) ¥ 9(xy) =0(x)
das facilmente a partir

morfismo. Por ejemplo. si x= > 7

2 e tiene ab'=ba’. de donde
b'

; o) _o@)

o(a) o(b") =o(h) #la) ¥ o0 ob)

9o(y) Vx.yeK pueden ser mt
de la definicién de ¢ y del hecho de que ¢ es un

-‘-l-. y:-s-. tenemos

o(xy) =¢(% - -5— )f@(%)_:%:g— =

_ d@ele) _ sa) o) _

S Thed b e
| =m(-§-)m(-§—)=«xn o05).

E o) 4
| @ es inyectiva, pues si qa( )=¢|(£d— ) tenemos %=i§)— de

. : =cb,

’ de o(a) o(d) = (c) 6(b) - Luego olad) =o(ch). y por tanto

: ! a c z

lo que implica i e ;

. identi to — de K.
Finalmente. si a€D, entonces a 5¢ identifica con el elemento :

} uego podemos escribir ¢(a) =e(%)=¢{a). ya que &(1) es el elemento

i fismo.
io de K’ por ser & un isomortism
El resultado anterior tiene los siguientes
s ha s uso mds adelante.

COROLARIO 1

' Todo cuerpo K
cuerpo de cocientes de D.

- Demostracion

 Para demostrarlo tomamos en ¢
'COROLARIO 2

Do cuerpos de cocientes de u
s{, (Esto permite afirmar que ¢
;rld(id “r,ve tnico salvo isomorfismo.)

.v. 3 .. : $ m u
mm:en el teorema K’ como el cuerpo de c?nemcs de D’. Entone
R sado como 2 _ con a'.beD’, b'#0.
todo elemento de K* puede ser expresado >
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importantes corolarios de los

que contenga a un dominio de integridad D. .gont’iene al

1 teorema D=D"y é=id,.

ini i i i rfos entre
n dominio de integridad son 1S0mo! :
1 cuerpo de cocientes de un domimo de inte-




El hecho de que ¢ sea un isomorfismo permile afirmar gue existen

4.5 Ideales
g

#

a.beD tales que a'=o(a). b'=6(h). De aqui que E—=ﬂ—¢.( a ) z
b' &(b) b Nos proponemes ahora realizar con los anillos un cstudio similar al que

hicimos ¢n los grupos, relativo a los homomeriismos y la estructura co-

giente.
" En el caso del anillo cociente. como todo anillo’4 es un grupo abeliano
sara la suma. la parte aditiva de la teoria que desarrollaremos ya la cono-
‘cemos del capitulo 3. asi que trataremos solamenie el aspecto multiplicati-
" yo. Seguiremos el método de razonamiento que usamos en los grupos, o sea,
la busqueda de las relaciones de¢ equivalencia definidas sobre A que
sean compatibles con las operaciones del anilio. las cuales nos permitirdn
 definir una estructura de anillo en ¢l cociente.

. Como seialamos anteriormente, en este andlisis ya tenemos la venlaja
- de conocer que para que A/R sca un grupo aditivo, es condicién necesaria
 y suficiente que R sea de la forma xRy &= x—yel. donde I es un subgrupo
cualquiera de 4. (Al ser (4, +) un grupo abeliano. todo subgrupo es inva-
' riante. de aqui gue no tengamos que exigir a / la condicién de invarianie.)
. Asi. partiremos de relaciones R del tipo xRy e x—yel. donde / s un
subgrupo de (4. +). y analisaremos cudles de estas relaciones son, ademaés.
~ compatibles con ¢l producto del anillo.

' Dada la relacion R que cumple xRy e x—yel, dondé / es un subgrupo

* de (4. +). R debe cumplir. ademds. que

Y. por tanto, ¢ es sobreyectiva.

Tomando D=D’. suponiendo o =i KvE
de D. &btenemos el resultado deseadg?‘ y Ky K’ dos cuerpos de cocientes

Ejercicios
i. a) Describa el cuerpo de cocientes ini |
: rates del. §
2()={n+mi: n.meZ}. .
esto es, indique la forma de los elementos de dicho tuerpo de cocientes

b) Haga lo mismo para el dominio D={m+n 2 : ' m, nedly-

2, D¢ un ejemplo de un cuerpo de cocientes F’ de un subdominio propio D’

de un dominio de integridad"
o egridad 'D. que a la vez sea el cuerpo de cocientes

3, !yPr;eEeH.quc en un dominio de igtegridad_. D, sia beD lale-s que a’%b'
4. Sea D para m.n€ N (m.n primos relativos). entonces a=b,
: D X donuru? de integridad que posea la propiedad siguiente:
: ados a. beD. existe m=0, meD y o Siels: steab Sis :
a) De;ina en DxD* la relacién R dada por , : ..
L (ﬂ. ) R(C.‘ =
ity d)y =(para b,#0 y d,#0 tules que bd,=db, se tiené
Prucbe que esta definicion es independi
y _ ¢pendiente. : :
que R es una relacién de equivalencia e: i)d: LE. seleccion de b, y d,. ¥

' m ={ fixkbx para todo x4
{compatibilidad con el producto del anillo).
La propiedad anterior no la cumple cualquier subgrupo de A. ni siquiera

tunlqum subanillo. Por cjemplo. en M{Z) el conjunto

b

: D xD*/R y llamemos a la clase de equivalencia de (a.b). . a B $ ne ). +
b ; g ."‘""‘{( ) a B. GEI} es un subgri~~ de (M, @), +):

Pruebe ¢ i 1visi
- que F es un anillo de division para las operaciones: 0
& ¢ ad+ch ; ‘
o =TECL donde m=bd,=db, %0 s e ;
4 | w 1 0 (a p (nu B ;
& A,
1 E . ‘

|
(.g_) (% ):%. donde b,;b y eb, =bc,.

Priebe que la aplicacién @~ -~ es un isomorfismo de D en F y que

() () e beD, beth

mnque A es t;n subanillo de 4, pues :
i e gy

De este ejemplo podemos sacar dos conclusiones:

'Notodnslnsmhurupmldeunminodlnhwrlrelm&llip
=_J_l4't=u—yﬁlukswelulcompuﬁhhcmelpwdu¢loddmiﬂu.
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Dentro de los subgru
subanillos, serdn los g
el producto, pero el

POs podemos suponer que aquellos gue son a la vez
ue resolverdn el problema de la compatibilidad para
ejemplo anterior contradice esta suposicidn.

Por tanto, seguimos en la biisqueda de cierto tipo de subgrupos 7 del gru-
po aditivo del anillo 4 tales. que la relacién xRy < x - yel sea compatible
con el producto del anillo. '

Recordemos una vez més la condicidn de compatibilidad con el producto
para R” : : :

R es compatible con el producto en 4 si y solo si

xaRxb = x{a—b) =1

akbﬁ{ axRxb = (a-b xel

para todo xe4.

La condicidn anterior nos sugiere la idea de considerar subgrupos 7 de
{(4.+) que cumplan la condicién adicional

!
xeA. aef:{ el .
axel

Dichos subgrupos reciben el nombre de idegjes. y daremos su definicién
inmediatamente.

(’DEHNJCION 4.5/1

| Se dice que <A, 1#6. es un ideal de A siy sélo si [ es un subgrupo de
i- (4.+) y si para todo xed y todo a</ se tiene que axel y xael.

(Como se observa en la definicién,
po de (4,+) y de subanillo de A).

Si [ es un subgrupo de (4. +) ¥ para todo xe4 y todo ael se tiene que
xael. decimos que I e$ un ideal izquierdo de A. Si I es un subgrupo de
(4.4} ¥y parz lodo x4 y todo ael se tienc que axel. decimos que /
es un ideal derecho de A. I es un ideal de A si y sblo si ¢s a la vez ideal iz-
quierdo y derecho. Nosotros trabajaremos con ideales que a veces se Ilaman
bildteros para indicar que son izquierdos y derechos, aunque daremos ejem-
plos de ideales izquierdos o derechos solamente.

Si ¢l anillo es conmutativo, todo ideal izqnie:du es a la vez derecho.

el ideal es un tipo especial de subgru-

El origen del concepto de ideal wrencontramos en los trabajos de Kummer,
tando de demostrar el famoso iiltimo leorema de Fermat

para lodo entero »>2 no existen valores enteros posi
"=

quien Lra-
—esle teorema ‘establece que
tivos de x. y. z tales que
— pudo probar que se cumple el teorema para una gran cantidad de expo-
nentes. pero no logr* dar una prucha general, La dificultad que encontré Kummer pa-
ra probar este teorema radicaba en el hecho de que. al factorar x* +)" mediante la
solucidn de X" +)" =0 para x en términos de y, los enteros algebraicos (rajces de la
ecuacién) no satisfacen necesariamente el teorema de factorizacién dnica.

Sin embargo aunque Kummer no pudo demostrar ¢l tltimo teorema de Fermat. los re-
sultados obtenidos dieron origen a la teoria de ideales. v con dicha teoria y mediante
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4 6m del anillo cociente s pudo resolver ¢l problema de la no unicidad de

, construcc

. b : . : . .

e 1 | itulo 3. la introduccion del

" : nde s. como vimos en ¢l cap x : : l

# ﬂf“ acbepermwrrm;vxmblmas similares. Es por. ello que mt'rodu:rr::: ;o
mc:en:;eul en este momento del curso y asi no nos alejamos del origen his

AT} r,o - .

de dicho concepto.

nipfas A

Son ejemplos Lrivi . : =

En Z. todos los nZ son ideales de Z ya que m{nx) =nimx)end y

~ (nx)m=n{mx) end. _ v |

1 En Z.. cuya tabla para el producto es la sigwente:

o

les de ideales en un anillo 4. ¢t {0} y ¢l propio 4.

213]4]5

0
" 30ol3]o]3]o]3

0

0

] Y bario
' i I= —{0.2.4) son ideales de Z,. Para compro
'j. z;:nd::::: {t‘n— ;(r);?i!.lc{:n l{;: iadla elemento del id;al por todos los ele-
.' nun::s del anillo en la tabla de multiplicar.
4.Zx2 c;un anillo para la suma y el producto componente a ¢o
~ definidos por :
(n.m) +(,m) =(n+n'.m’+m)
n.m) - (n’,m’) =(an".nm’). :
‘ (' junto I={(0.n) : neZ)} es un ideal de ZxZ, %l::lt:ra;sa gﬁ:
.' El'—?‘(’:]:;l . neZ) es un subanillo de ZxZ. perobno un i
(1?;) -'(u.nl) =(na. nb) no pertencce a A’ para a#o.

5. En M R) si consideramos

i)z

f es un ideal derecho, pero no izquierdo de M{ R).

mponente,
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6. En el anillo RLY] de los polinomios con coeficient ale
es reales.

I={p(x) - g(x) donde
) g(x) dstg oh
¢s un ideal de R[X] €s un polinomio fijo y p(x) recorre Rix]}

7. Sean 4 un anillo
: cualquiera y ae4. Consi
. nsi "
. ad=lax: xed) deremos los conjuntos
Aﬂ'—'{m : XEA}
Enmmeg aAd es "
; un ideal de 4
Analicemos ad ={ax : xeq fecho Y Aa es un ideal izquierdo de 4.

ax—ax'=a(x—-x) ead. |
sk «AUERO a4 es un sy
: alxx’) € aA para todo X'ed, es u?ir;;cln g:rgh:}

Similarme
Nte probamos que Aag es un ideal izquierdo

8. En ¢l anillo de |
as funci A '
P P’ A e g iones acotadas definidas sobre [0.1], due denota

M=({/: [0.1] — R : f acotada ),

M es un subanillo de R®
e RO
ducto usuales de funcionnén:

El conjunto M" de
las funci i
vptapey T 5 nciones de M que tienen
+ Constituye un ideal de M
En efecto, ‘ |
sif. geM. lim (f—
: -2)x) =0

Koy o

2

ysi heM y feM, |
feM, lim (& -/)(x) =0. ya que & est4 acotada en [0.1]

X

K

por tanto, un anillo para la suma y el pro-

limite igual a cero

Ideal
ggnerado por un subconjunto X del anillp A

. Al ser I, subgrupo. debe contener los multiplos de a. es decir, los ele-
mentos del tipo na con neZ y también los multiplos derechos de 4, o sea.

s ax con xeA. Esto conduce a examinar el comjunto

 I,=lna+ax:nel, xed).
o I, esun ideal derecho de A pues (na+ax) ~(ma+ax) =(n-
sa(x-x) el
| Si x’eA. entonces. ,
~ {(na +a.x)x'=nax'+axx‘=a(ux') +a(xx) =a(nx+xx) €l ya que
nx +xx'eA.
‘Ademds, ael, pues a=1-a+d 0.
" Por ultimo, si I’ es un ideal de A y ael’, es
yalizado anteriormehte.
—{ax+na: xeA. neZ) es ¢l menor

" Podemos afirmar, entonces, que /,
4eal derecho de A4 que contiene & a y, por lanto, €5 el ideal derecho gene-

rado por a.
~ Una biisqueda similar
ue este es [ ={xa+na: xed. neZl.
La busqueda del ideal generado adquiere particular interés en el caso de
Jos anillos unitarios, en los cuales toma una forma mas sencilla.
~ +Sielanillo 4 es unitario. sea 1 el elemento unitario del anillo A, tenemos
_ I,.z{xa+na: xeA, neZ). :
Perc xa +na=xa+n(l)a=(x+n(l))a= ya, donde ‘y=x+n(l) €4,
“asi que escribir I,.'-—é{ya : yed}=Aa.
~ De forma similar. [,=a4.
: 'Sielmiﬂodesmmuwﬁwyunim
generado por un clemento a serd

ideal ad, y podremos decir que el ideal
@A o Aa, En este caso al ideal generado por a lo denotamos por @

- mamos ideal principal generado por a. Demos la definicién,

 DEFINICION 4.5.2
{ i A es un anillo conmutativo y unitario y ac4. se llama ideal principal ge-
aAd. o sea, @)=ad=lax: xedl.

m)a+

obvio que ' 5 I, segin lo
para el ideal izquierdo generado por a llevard a

]

_doporayscdenoupor'(a)alidcal
" (De igual modo podriamos definir @)=Aa

 Ejemplos ‘
1. Sabemos que en Z los subgrupos ciclicos ma =1mx : xeZ} son ideales
. En este caso mZ no es mds que el ideal principal (m) géenerado por m.
a2 'Pmmtmiduldezcsunsub;rupoylosmbgmpcsdezsonlos

los ideales son principales de la forma

. mZ. tendremos que en Z todos

- c;] mz =(M}.

2. Una situacién similar se presenta en Rix], donde puede
todos los ideales son principales.

ya que A es conmut_ativo.)

demostrarse que
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En efecto, sea I un ideal de R[X] Si7={0}o/= RIX] s trivial que

sean principales ya que {0}=0) y R(X]=q). _

Supongamos. pues, que / es distinto de {0} y RLX] Entonces existird en
I al menos un polinomio no nulo, y de ahi que podamos deducir la existen-
cia de un polinomio ménico (con coeficiente principal 1) de grado minimo
contenido en /. (Nétese la semejanza de este razonamiento con el seguido
en ¢l estudio de los subgrupos de un grupo ciclico.)

S€a m(x) dicho polinomio. Probemos que [={m(x)).

Sea fix) € I: existen g(x). r(x) tales que

Jix) =m(x)q(x) +r(x) con grr(x) <gr m(x) o r(x)=0.

Entonces -

rx) =fix) —m(x) glx) el =r(x) =0,
pues si no tendriamos una contradiccién. Luego fix) =m(x)qix).

Asi. Ic{n(x)), y como obviamente (m(x)) o 7/, resulta que /={m(x)).

Los ejemplos anteriores motivan la definicién siguiente:

DEFINICION 4.5.3 l

Un anillo conmutativo y unitario tal que todos sus ideales son principales,
se llama anillo principal.

Veamos si un cuerpo X es un anillo principal.
Sean [ un ideal de K e I#{0}). acl

Como / es un ideal, a~'a=lel y VxeK, x-1=xel. De aqui que
I>K y, por tanto I=K.

Og;uﬁm:)s. pues, el importante resultado siguiente:

PROPOSICION 4.5.1
Los ideales de un cuerpo X son {0} y K.
Resulta de manera trivial que X es principal, pues {0}=0) y K=41).

El reciproco de la proposicién anterior se cumple, esto es, si K es un ani-
llo conmutativo y unitario no nulo cuyos tnicos ideales son {0} y K. enton-
ces K es un cuerpo, ya que si a#0, aek, tenemos que @)=K. De aqui re-
sulta que 1 e@) y entonces debe existir x X tal que ax=1 y K es un cuerpo.

Obsérvese en la demostracién que en un anillo conmutativo y unitario 4. si lel, J
ideal. entonces I=A.

De la proposicién y su reciproco obtenemos la siguiente caracterizacién
de los cuerpos.

TEOREMA 4.5.1

Un anillo conmutativo y unitario X es un cuerpo_si y solo si sus inicos
~ ideales son {0} y K. : -

El hecho de que un anillo sea principal permite utilizar determinadas
técnicas de trabajo y obtener resultados que no podemos obtener en un ani-
llo arbitrario. ;

s
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- i servamos que la definicién cunci de divisibili-

. 'Fﬁaﬁﬁ?ﬂinﬂzﬂﬁ que m divide a n si yd:n}o si existe g2 tal que
: puede expresar mediante el lenguaje de los ideales.

g:‘e;:cto. m ;ixvidc a n es equivalente a decir que uz_cmz. y en “efe

nguaje es posible definir también otms, c?nccptos' cltmos_. m:amo :

i o comun divisor, minimo comun miltiplo y numero primo. ;

" El concepto de divisibilidad que conocemos en Z puede ur_:le:;:mnhudoen

r la via de los ideales a un anillo cualguiera y tiene especi

s anillos principales

Eiercicios . y
| Halle todos los ideales de Z,,. Coiriciden los ideales de Z, con los su
. B i ik ideales de Z()
ice si los siguientes subgrupos son ‘i .
a) 1=fzx : xeZ )}, J=15x: xeZ@®), K={(+x: xeZ(i) ).
"y .

3. a) Determine todos los ideales de ZxZ.

: ‘ {anillo T={(% ) :ab.cez} con la
b} Determine lo. ideales del anillo T_{(b c) :a.b.ce } |

 suma y el producto de matrices. @

4, Sca A4 un anillc conmutativo y g€4. Pruebe que Jla={xeA: ax=0] es

~ un ideal de A.

] de un anillo con-
1uest 1 conjunto de los elementos nilpotentes
F mﬁfﬁﬁ&u:; ;on’:]lpotem si y solo si existe neZ tal que a"=g) ﬂzu:
mﬂ de A. llamado radical de A. Encuentre los radicales de Z,,

= Zn* [

6. Muestre que M,Z,) no tiene ideales propios.

1s : ; ideal de 4.

" 7. Sean A un anillo conmutativo e / un ide .

'.7 a:.;ruehe que el conjunto \(l_::{ae.-i : g"el para alsin_nez*}' es un
e Haso. sadical de .. i A= halle- 22 Y 9%

lzz z - . - 1 -
LT{ene relacién este concepto con ¢l de radical de un anillo definido en

" el ejercicio anterior? P -
by Si 1. J son ideales de A, pruebe que Iy =\I W VAT

s =1L ‘

. 8. Sean /. J ideales de un anillo 4. Definimos

I+J=la+b: acl. bel}). :
a) Pruebe que /+J es un ideal.
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b) Pruebe quc Ic/+J, Jci+J.
¢) Pruebe que \7+J =«\ﬁ+\{f.
9. Sean /. J ideales de un anillo 4. Definimos

I .J:{ Z“.l’.- tael bel ned ,}.
iw]

a) .Pruebc que - J.es un ideal de 4.
b) Pruebe que 7 -Jc InJ.

¢) Pruebe que /- (J-K)=(/-J) - K para IJK ideales cualesquiery
de 4.
10. Sean 7, J ideales de un anillo conmutativo 4. Deflinimos
I:J={aeA : abel para todo beJ), '
Pruebe que /: J es un ideal de 4.

11. a) Pruebe que en un anillo de divisién 4 los énicos ideales son'{-o} y A

b) Sea 4 un anillo unitario tal que sus unicos ideales derechos son {0}
y A. Pruebe que 4 es un anillo de divisién. :

12. Sea A un anillo tal que sus nicos ideales son {0} y A. Pruebe que 4 es
un anillo de divisién o 4 es un anillo con un nimero primo de elementos
en ¢l que ab=0 Va. beA.

13: Pruebe que en un anillo conmutativo 4 el ideal generado por un subcon-
junto § de A estd dado por : ,

k g g%s.
{Z"'“f" zqd;: aeS; n.eZ; 4 mi}.
iwl i=1

14. Sean 7 un ideal de un anillo unitario 4. U el grupo de las uni;:lades de
Ay U={aeU : a-1el}. Prucbe que U, es un subgrupo normal de U

15. En Z sean m.neZ. Prucbe que (m, n}))={) donde d=mcd (m.n) y que
m)n(n)={mem (m. n)). : -

16. Sea I un ideal de un anillo 4 y sea M) ={BeM (4) : los coeficientes
de B pertenecen a I}. Pruebe que M (]) es un ideal en M (4).

17. Sea T= {(; 0) con a, b, cez}. Verifique que T es un subanillo de
{‘ y
M{Z). Determine los ideales de 7

4.6 Anillo cociente

Profundizando en ¢l estudié de los ideales nos hemos apartado de nues-
tro objetivo inmediato: la construccidn del anillo cociente. Volvamos a di-
cho problema. (R
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villo cociente por un ideal

bilidad de que las relaciones de equivalencia

' stablecido la posi '
} l:;l?:e: con ambas leyes del anillo 4 sean de la forma

" xRy <> x—yel donde I es un ideal dec A.

esta alirmacion.

1 as relaciones del tipo anterior son compa
r I'un ideal, es un subgrupo, y como ya .
e ocuparnos de la parte aditiva: veamos. pue

' os comprobar

?‘.A*b'_"{mxkbx ;
j'.:ml esa-bel=xia-b) el y (@a—b)x<l para todo x&d.
__'. aqui que

' x(a—b) =xa—xbel = xaRxb
b para todo xeA.
.;-(i;—b)xm-'bx 2l e=saxRbx.

{

‘on lo que queda demostrada la compatibilidad _de Rcon -
. . debemos comprobar que

tibles con las leyes del anillo.
hemos sefalado no tencmos
la multiplicativa.

£

* para todo xe4.

) R C nte. si R es compatible con + ¥ -
;T?;:;‘ei de A tal que xlymx_—-yef.
Del capitulo de grupos ya sabemos que si !
0D es un subgrupo de 4 y xRy = x—yell. Koo
srobamos ahora que para R compatible con + ¥ h xi:tsencia g
so. sino un ideal de 4, ya quedaria demostradl: : .

deal I tal que xRy < x—yel para toda R compatibb mrohar y

Probemos, pues. que C0 es un ideal de 4. Queda solo p

xaeC0
.~ (@eC0, xeA) ={aan)

k- xaR0 & xa=C0
3 aEmHaRﬁ:’{axRO = axe(0
la compatibilidad de R con -. Resulta. entonces. que CO es un ideal
" Resumiendd podemos decir: -
. ibles con las leyes del anillo son

" Las relaciones de equivalencia compati R
E m:anc las de la forma xRy = x—yel donde [ es un idca .
2 -

para todo xeA




Dada i i De- b
una !tl_ﬂ(‘lﬁl‘l R del Lipo anterior. podemos definir en A/l las o .
:.‘.

raciones:

+ dada por Cx+Cr=Cx+y

- dada por Cx - Cy=Cx -y

que convierten a A/R en un anillo.

{Como ejercicio : v
el estudiante :
: puede comprobar ¢
que efectivameny,
4

(A/R.+. ) ¢ i i
| €5 un anillo guidndose por la demostracién hecha en el €aso de]

Brupo cociente.)

Si 4 es conmutativ )
unitario. ativo. A/R sers conmutativo; si 4 es unitario. A/R serg
Como en definitiva la i .
; relacion R. co :
term . ; » compatible ¢ P
inada por un cierto ideal / de 4. usaremos ;i"f;;::ll:i' ? ed: l;;. estd de.
S Brupos.

l. En Z teniamos |
: Os grupos cocientes 2
MR —=m—m's es 4 nd dados por | :
it i:l’: -.lnz._ Estos grupos también son anillos cccia;nf'-‘lm‘::ones
R a _Drlncﬁpal generado por n y Z°nZ serd €s. ya que
¢ de Z por ¢l ideal principal nZ “né serd ahora el anillo

Agui encontramos d
¢ nuevo ¢l y : ¥
olra formu en ¢l epierale 4.2? saile Iy Sebiaes deflinido, de

b

" Fn Z,.. vimosque £ 0.3} ¢s un ideal.

it [ tiess tees elementos. Z, F={0-1 17 240}

= Olese que fuy clases estan determinadas | | WA . |
- g Ppor la estructura de grupo de

Podemos deny : :

: ostrar que 2. 7/=4,. Y ;

Nos 0N isomorios: = v Ya sabemos que como grupos abelia-

kg rios: queda pues verificar lo correspondi . o
a de multiplicar de Z, 7 es: ndiente al producto.

o lil7
o|alala
ro|r|z ;
als]r

S.%nde 0=0~1 i=1+7 3=2.7
NOtese gue esia tabla se con‘ Ve sigu :
NESE sy 20 construyve siguiend
iig;:- :ll.':snﬁ‘c.mén de los elementos de Z, cnodlizh?f:;:elz? de‘- . 1.._ :
structuralmente con la tabla de multiplicar de Z R
3
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" Este es otrd ejemplo en

En este caso vemos que cada clemento no nulo de Z,/1 tiene un inverso.

mientras que en la tabla de Z podemos observar que existen elementos
no nulos sin inverso, por ejemplo. 2.3.4. Luego ¢l cociente ha ~mejora-
do” la estructura del anillo. en el sentido de que hemps obtenido un

cuerpo. 7

En ZxZ vimos que N={@.n) : neZ} es un ideal. Consideremos
4 x2/N.

ivalencia son de la forma (m.0) +N con

En estc caso las clases de equ
a Z mediante el

meZ. por lo cual ZxZ/N es naturalmente isomorfo

 isomorfismo (m.0) +N~m.
Sabemos que en Z, ab=0=a=0 o0 b=0: sin embargo. €slo no ocurre en

Z xZ donde. por ejemplo.

(0.1)(1.0) =(0.0). _ _
el cual el cociente ~mejora™ la estructura del *
anillo, ya que el anillo tenia divisores de cero, mientras que el cociente

no.

'_ De la forma de los ideales de un cuerpo K podemos deducir los posibles

4 cocientes de un cuerpo.
. 'En efecto. si K es un cue

: rpo sabemos que sus unicos ideales son joly K. -
" Los posibles cocientes son K/{0} y K/K. que evidentemente son isomorfos
_a K y a (0}, respectivamente. (Verifiquelo el estudiante.)

" Podemos. pues. decir que mediante cocientes no podemos ~“mejorar” la

. estructura de un cuerpo.

Ejercicios _
|, Utilizando ¢l ejercicio | del epigrale 4.5, halle todos los posibles anillos
~ cociente de Z,, buscando en cada caso un anillo al cual dicho cocicnte
~ sea isomorlo. 3

Construya las tablas de sumar y multiplicar de 22/82. ¢Son 22/82y ,
~ anillos isomorfos?.

¢ Halle Z x2/1 donde 1=1{(0.n) : neZ}.

4. Prucbe que dado un anillo 4 y un ideal / de 4. A/I es conmutalivo si ¥
solo si rs—srel para todo r.seA.

5. Con referencia al ejercicio 5 del epigrafe 4.5, pruebe:

- a) Si I es radical de un anillo conmulativo 4. entonces el r
es {0+

adical de A/I

b) Si A es un anillo conmutativo e [ un ideal de A: si todo elemento de
1 es nilpotente y el radical de 4// es A/I. entoncesel radical de 4 cs A.
dado un ideal [ de

6. Con referencia a los ejercicios $ y 6 del epigrafe 4.5. da
" un anillo conmutativo 4. « qué relacién existe entre VI y el radical de

A/r
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La aplicacién natural de Z en Z. dada por ¢ : Z — Z . donde @(m) =r
y r ¢s ¢l resto de la division de m entre . es un homomorfismo del anillo
, 4 en'cl anillo Z . . -

- Ker ¢=ImeZ : el resto de la divisién entre n es 0} =nZ.
']’ (4,+. ) — (24. +, - ) dada por x~2x no es un homormorfismo de
: -anillos, pues _
- Sxy) =2xy #Q2x)(2)) =f(x) /).
3, En el anillo A={m+n\2: m,ne}, la aplicacién
b g A— 4 dada por g(m+_mﬁ] =m-n \!2_
_es un homomorfismo de anillos. Ker g=10}
4. Sea el anillo ¢{0.1]= {/: [0.1] = R continuas} con la suma y el produc-
- to de funciones! La aplicacién

- S- - - .
considm;l::dl:sI:l::lllinnei:i:;;a::gi::i:nlg'hom
DEF?NICION 4.7.1

cS;: :l:fl:o;ll:.': d:;n‘mo los algillos Ay A" (cuyas leyes '

i o b __.?4 ms;;:r. liene un hoﬂmnmrﬁsmofded en 4’ si y solo si cxi&r
B Sx+5) =f(2) +/1 u-}} i

S 3 <fx) - fipyfFara todo x, yeq, :
S ), T I . ¢:Clo.1]— R dada por W)=fi-i-l

. : Yectiva tenemos e : :
DEFINICION 4.7 Ia definicion de isomorfismo.

seaf:ﬁ'-—-.‘f'u hm‘, : 2
por Ker f a ¥ d_ismo de m}ﬂl"s- Se llama nucleo de [y se denota

¢s un homomorfismo de anillos.
~ En efecto, .
olf+g) =-(f+gl(-;=- l-=ﬂl) +x(% )=o) + o)

Ker_fz{xeA Sx) =0} =f 0). 2

Estd claro que 7 es inyectiva s e - sy -
que desempedia el ntjcleoy;:t;::}::,y so["r:}__ Ker /={0). Si pensamos e papel - o8 =(f-g)(% ) ==f(-2-l -8(3—) =o(f) - olg).
t_re cociente y homomorf; reslulm'lﬁlw L1smos de BIuUpos en Ia relacion en- N : . 0
.,-a,% lde 10: 8:;“05 e, 1 ? natural la definicién anterior en el . Como vimos anteriormente, Ker 9={/=C[0.1] f:'ﬂ-n2—-)=0} es un ideal
resulta - X » e 2 y
cion, dado por la siguiente proposicion reafirma foa i ~ de Cloa) Lk
' ; . b o ‘Los homoniorfismos de anillo tienen propiedades similares a las de los ho-

&. omorfismos de grupos.

Sea f:A — A’ un homomorfismo de anillos. Se cumple:

(1) Si B es un subanillo de 4, entonces f(B) es un subanillo de 4"

(2) Si 7 es un ideal de A, entonces f(/) es un ideal de f(4).

fﬂ),Si B’ es un subanillo de 4", entonces /'(8) -es un subanillo de 4,

" (4) Si I es un ideal de f(4). entonces f'(/) es un ideal de 4.

(5) Si A es unitario, 1 es el elemento unitario y 1 ¢ Ker /. entonces f(1)
s ¢l elemento unitario de fl4). (

© La demostracién de estas propiedades es andloga a la realizada para las

'.pmpiedadessiuﬁlnus:nelcmdehommbqucmdej:mnlﬁ
tudiante como ejercicio. La propiedad del micleo de un homomorfismo de

' anillos de ser un ideal del dominio, surge de nuevo como un caso particular
~ de (3) para B'={0}. ‘

PROPOSICION 4.7
El niicleo de un homomorfismo de anillo /- 4 — 4’ es un ideal del anill
. del anillo,

Sean aE.A ¥ xKer [, entonces
Jxa) =f(x)(a) =0 f(a) =0,

lo cual implica que xaeKer f.
manera similar,
Sax) =fla) -f(x) =/la) <0 =0,
con | ue
© que queda probado que Ker 1 ¢5 un ideal de 4,
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Por supuesto que al ser un homomorfismo de anillos, en primera instan.
cia, un 1smo de grupos, todas
de grupos para la adicién estudiadas anteriormente, son vilidas también en
este caso.

Pasemos ahora a estudiar la relacién entre los homomorfismos de anillo
y los anillos cocientes.

En el caso de los grupos vimos que los 8rupos cocientes estaban deter.
minados exactamente por los nucleos de rfismos de grupo. En los
anillos ocurre exactamente {o mismo. Demostraremos ahora que los anillog
cocientes estdn determinados exactamente por los nicleos de homomorfis.
mos de anillos,

‘Ya sabemos que todo nicleo de homomorfismo de anillos /: 4 —; 4 es
. un ideal del anillo 4 y, por tanto, cociente 4/Ker f

fismo de anillos ¢ tal que Kerg=1, este s exactamente el homomorfismo cq-
nonico ¥ :
9 A——A4/]
* PROPOSICION 4.7.2 !

Si 7 es un ideal de un -anillo
©: A —— 4/ dada por o(x)
anillos cuyo niicleo es 7.

Demostracién

En efecto, sabemos que @ es un homomorfismo de grupos (entre los gru-
Pos aditivos de 4 y 4/]) cuyo nicleo es I

Tomemos @(xx) =xx'+/ =x+0) -(x'+1) =¢(x) - ®(x’), con lo que queda
probado que ¢ es un homomorfismo de anillo,

- Sin embargo, como es conocido del caso
anillos, para un mismo ideal 7 de 4 puede
del anillo 4 del cual 7 sea nicleo.

~ El siguiente teorema, similar al obtenido en el ¢aso de los grupos, pre-
cisa la relacidn entre homomorfismo de anillos e ideales,

TEOREMA 4.7.1 (Teorema fundamental de homomorfismo de anillos)
Sea f: A ~= A’ un homomorfismo de anillos. Entonces existc un isomorfis-
mo natural f: A/Ker f —s f(4) tal que f=f - @ donde 9 ¢s ¢l homomor-
fismo canénico de 4 en A/Ker /

Antes de realizar la demostracién hagamos un diagrama que describe la
situacion:

4. entonces la aplicacién candnica
=x+I para todo xeA4 es un homomorfismo de

de grupos y se mantiene en los
cxistir mds de un 1smo

A——-_f__....fu) |
LY boas
i
A/Ker f

las propiedades de homomorfismo

nitos el dnico es de orden finito es el neutro. Pero si cmub- |
. glpr.'or cj:mmzoxqu;, existen elementos distintos del neutro que nu;

n finito, por ejemplo, 0{0.1))=2, y clementos de orden uﬁnzt:m

d:elh&Misadn.:imnndermclsrupomulti?l; s

: B )ﬁexcn elementos de orden finito n para udn n entero positive

e i existen elementos de orden infinito. )

1 l;nl:e;g ;‘::n algunas definiciones y ;esulfndm gue nos permitirdn ob-

tener una clasificaciéon de los grupos abelianes.

o T TP SR

' on 5i ¢l Gnico elemento de
ito, eungnwﬁe:h_bredemmdns‘:e ni _
o?ﬁﬁ&?ef&:w.Gunﬁmnmummﬂmmhbredetonﬁn.

Ejemplos - el
: B "'l'o’;los los grupos finitos son grupos con t v

2. (Z,+) es un grupo libre de torsién,

;-i._ Z xZ, no es un grupo con torsién, pues

T €1,0))={(n,0) : ne};
‘- y tampoco es libre de torsién, pues

. (©.1)={0.0), 0.1} _ .
’ “Sin embargo, estudiando los elementos de orden finito de un grupe po-
.--; os obtener el siguiente resultado: _

TEORE!

¢ un gmpos;l::hnm"z G. el conjunto de los clementos de orden finito es un

TchllMclxﬂgrupodemm’dnfeG.

i \

~M ostracion F : . :

: En efecto, si @ y b estdn en T es decir, son de orden finito, entonces exis-

a"=b"=e. : o9
'qu::eabeT Para ello basta tpmar (ab) ™ =(a™)"(0") " =e.

k. Por qltimo, si a es de orden finito, ™ =e para algin m. De aqu{
- (@-a)=em=e

by

(@@ =a" @ H"=@")"=e.

mnln cual queda probado que a~' es de orden m.
:.Ihtcﬁ.mdm&m&uwuum@m




Ejemplo b :
El subgrupo de torsién de ZxZ,=(0.0), ©.1)}=2
Tt

E
(n-m)nj:oz); t?&!o el:lmento (n.m) puede ser escrito en forma Unica como
i’dcilmentel o4 .{ﬂ) onde neZ, meZ, lo que puede ser verificado m
: clementos de la forma (n,0), neZ, son de orden infinito :y
Ti

Zx2, y Zx{0} constituye un subgrupo libre de torsién de Z xZ
T

iu anterior nos da la idea d 1
globe 8 de considerar la posibilidad d 3
‘orﬁ';g :g;-::;ig; todo grupo mixto en un grupo libre de tor:id:e iy
oy n. con lo cual el estudio de los gru i b iy
. pos abelianos se reduci.

1. Los grupos con torsién.
2. Los grupos libres de torsién.

3. Cémo i )
obtener los grupos mixtos mediante grupos con torsién ¥ grupos li
| %

bres de torsién.

El lercer punto puede ser
tado siguiente:

TEOREMA 13.14.3

S1 G es un grupo abelian :
e kst 1ano y T su subgrupo de torsién, ‘entonces G/T es libre

planteado de otra manera mediante el resul-

Demostracién
En efecto, supongamos e ‘

' que existan en G/T el .
BﬂO@';{;MXL?;} q;e (87)"=T para algin entero pzml?mde B—.
W) ==memgeTogTnT Brio spee e e DOSIN0 . Pero
Que es de orden finito es el neutro T de G, /Tfllle ¢l inico elemento de G /T
de torsién. + ¥ que por tanto, G/T es libre

Podemos, pues, plantear el t | siguie
o - lercer punto de la forma siguiente:
émo construir grupos abelianos partiendo de un subnrupon:; torsién

dado T y de fo i
dese rma tal qge A/T sea isomorfo a un grupo libre de torsién

m}:;nl?:n?):e;do dar unalldea del planteamiento del problema para gru-
i s gem:ral. Sm‘mbargo. el estudio de este problema mscr:-
it livo de este _hbm, Nos limitaremos, pues, a dar para el
hgly Brupos abchanos_ finitamente generados, los resultados qu eb?
stos pueden construirse a partir de grupos con torsién y gc:-u;g‘:ibreg

.de torsi i
rsion. Veremos que, al igual que en el caso de los grupos ciclicos. en

el cual obtuvimos una clasificaci
: . icacion de estos mediante Z v los
demos clas_tﬁcar en forma adecuada los grupos abelianoi finitza?';:hon o
mdosMur:Medmnd u:1 productos de Z y x. ; e g
\ ¢ los resultados los daremos sin. demost
el nivel de las demostraciones no difiere del emm&mﬂm: ::llu emaunq;:

n este texto, son laboriosas y alargarian mucho ¢l presente epigrafe. en ¢l
segiin seflalamos al principio solo queremos dar nociones del tema.
Antes de pasar a dar los resultados que caracterizan los grupos abelhia-
"os finitamente generados, es necesario tralar un concepto no conocido: el

producto directo inierno.
El estudiante encontrard en lo que sigue afirmaciones de este tipo: " El
de sus subgrupos F y H". Veamos como

grupo G es igual al producto directo
FxH es un conjunto de pares de ele-

jnterpretar esta afirmacion, ya gue
antos de G y no es comparable con G en sentido estricto.
| definir el producto directo externo de

" Realmente lo que ocurre es que a
Jos grupos G., o sea, | |G.. podemos considerar los subconjuntos

i=1

G,=llepern 181 B Euprenn) a,cG,}

fe, es el elemento neutro de G).
Estos subconjuntos son subgrupos de G isomorfos a los G,.

=G, para cada IS iSny HGJ es el producto directo interno de los sub-

';'_' POS 6;. Aungue ya sefialamos que no daremos las demostraciones de mu-
chos de los resultados donde aparece el concepto de producto directo inter-
wo. formalizaremos dicho concepto debido a su gran impo rtancia.

ICION 3.14.4
ice. que un grupo G es el producio directo

§=1...nsi y solo si la aplicacién

_4 ®: HGf'—' G dada por (8,85--++8,) =8 "By '+ 8p
AT i=1 y y

‘es un isomorfo de grupos. - Tiul S-LE IS L)
. Observemos que en la definicién anterior se afirma que la imagen iso-
‘morfa de G, es G, Esto justifica que, por abuso de lenguaje, podamos usar
¢l término producto de grupos sin especificar si es externo O interno.
Veamos ahora los resultados que nos permitirdn dar la caracterizacion
los grupos abelianos finitamente gene _

es decir.

;-:.'_a -
: interno de sus subgrupos G .

l :
€s un grupo
s el producto directo de T

torsién. entonces

finitamente generado y T su subgrupo de
G libre de tor-

F. donde F es un subgrupo de

LEma 2
' rsion finitamente generado F s isomorfo a un producio

'Un grupo libre de to
@'XZx...xZ para un cierto nimero de factores m. El namero m, llar
. m veces '

o de Beui de F. es unico para cada F.

<
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. Segiin la parte (1) del lema 3, tenemos las siguientes posibilidades para

Lema 3
nos de orden 600.

Ungru i i i :
grupo abeliano finito 7" es isomorfo a dos diferentes tipos de productos

de grupos ciclicos: .
) 1) Z,x2,x2,x2,xAx2;

(I) T es isomorfo a un producto ;
2) zlxzauxz!xz’xz‘

1(!,)& xzﬂ)r, X.-.XZO_J,_,
3) A, <A, <2 <24,

ool % ol

5) Z,xZ XA, %Ay

6) I‘,xl,xzz,
se afirma que los grupos de orden 600 son.
' salvo isomorfismo, los seis que acabamos de hallar. los cuales pueden ser ex-
 presados también mediante los coeficientes de torsidn. Veamos como obte-
" ner esta dltima expresién de los grupos de orden 600.

Tomemos la posibilidad 1): .

donde m, divi
( divide a m, . Los nime '
0 Pt y Sk
de 7 y son unicos, l ros m; se llaman coeficientes de torsion

Vil ke SPYW 2
o dcs : ?:ntina?:ones de niimero de Betti y coeficiente de torsion ﬂ i
o809 malso ::g_m_n‘lgel-:rma y son invariantes topolégicos. El pri Sy
matico italiano Enrico Betti (1823-1892), el cuhl t]ilj:»rs't:nﬂ'lcl,ic
2). vo las

propiedades de dichos invariantes.
Lema 4 : 2 Z,x2,x2, x4, x A, x 2,
Los Bubgrupus de ua - ey . : J
A grupo finita : - En este caso ordenamos los coeficientes primos de los subindices como
nerados. po finitamente generado son grupos finitamente ge- -~ sigue:
Los resultados enteriores conducen a las siguientes observaciones e §
' y con- h: ' '
' G

clusionss:
ndientes a cada primo por filas. en orden

los lados derechos de las filas.

. Esto es, alinecamos los correspo
eglo correspondien-

El senalami -
! senalamiento de que los primos p; que aparecen en la proposicion (1)
creciente. y a su vez alineamos

del lema 3 pucden no s .
< ser distintos, es deci £ s
:g:'“ potencias de un niimero primo (.‘u:do.l r},o%umc f-‘mor:gtmando S Gl s :
s por gjemplo, Z. xZ.xZ, no ¢s i 3 ener grupos distin- Para mostrar esto con mas claridad, hagamos ¢l arr
105 elementos ii yX &, X4 no es 1somorfo a Z,xZ, ya qu Z '
tienen a lo sumo orden 15, mient sXLgyaqueend xq x4, te a 2):
den tener orden 45. ; \ rasqueen Z,xZ, = @, pue- L 2 X2 X2, X2, X2
. 1 4+ 1 3 5

Realment Ve _
fismo, todos To: lg:::;;s 3;"1:::;::: ";ela posibilidad de encontrar, salvo isomor- ein.cs;
inmediatamente un método. un orden dado, para lo cual describimos 1 2 4
2 3
4 5.5

n formal del método, ¢l estudiante
basado en el siguiente hecho: mediante ¢l brdena-

los factores para formar grupos ciclicos isomorfos
condiciones de los coeficientes de torsién.

Dicho método se basa ¢n
EE sa ¢n 2l lema 3 i
definitiva. salvo i ? « que dice que todo grupo [ini
fnflos. v iam;ignmg mlor_ﬁsnw. igual a un producto directo :nugrug;t;:l;cg‘
ol e nen en los resultados que habiamos obtenid -
| producto directo de grupos ciclicos 0 anteriormente so-

Aunque no daremos una demostracid

puede observar que estd

miento vamos agrupando

. a los dados y que cumplan las
~ Asi. en Z,x2 x4, lenemos.

. Ag=2,x2, 2,-2,x4,x4,
y ademds, 2 divide a 10 y este a 30.

Ejemplo
Si queremos hallar t
. odos los grupos finit
por descomponer 600 en factores p rf::b = os de orden 600, comenzamos
600=2'.3 .52
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z 2 3
: ,_x.l,,xl,,alﬁl,xl,xi,xl,xI,
n la posibili s
posibilidad (2) obtenemos: 10 60, y de aqui
. u
Z,xluzl,xl‘xl,xl,xl,.

En’total, despué :
guientes pmibiﬁdad:,d' aplicado el método tendremos para Z 600 las
§i-

I) Z,x_!,xz,xl,xl,x.’!,z X4 xd
2) Z,xl‘xZ,xZ,xZ =d,xZ,, :
3 2,x2,x2,x2,~2,x7,,

4 2,x2,x2,x2,x12, =2,x2,x2,, i

3) _z,xz‘xz,xz,a_, X2, '
6) Z,'xZ,xZ,aZ,_

En la justificacién
_ del método descri .
que serd necesari RE escrito se utiliz Ay
i e‘studum:m en el siguiente teorema y puede ;:; ::l:xnlinn: rﬁ;ﬁm‘
. venificado

Si un grupo G es
: producto dir :
directo ecto de los grupos & K
de L y M, entonces G=LxMxK. ¥ K.y H'es producto

.

le'

il- l l I Ic I l r .
(l} z,l; :(1‘,'.)(... Xl. Fa XZ)(Z)(.,. xz

; donde los p son pri

1.0 x ‘gnr::u RO necesariamente distintos,
2) Z_'xz"x...xz_'xz:'(lx...xl
‘donde m, divide a m :

ke
En ambos casos
mero de Betti de (:ol Producto directo es dnico, salvo i el A3
tes de torsidn m d sed. el nimero de factores z) :’lsmm riismo. El wi-
; 9¢ G son unicos y las potencias p'cs n:.::l_ los coeficie
"‘- son 'Qgs'
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\Demostracion
: donde T es el grupo de torsion de G y F es

Segin el lema 1, G=T X F
grupo libre de torsion.
Como F es un grupo abeliano libre de torsion y subgrupo de un grupo
abeliano finitamente generado, serd a su vez finitamente generado. segin el
lema 4.
~_ Por otra parte, por ser T el grupo de torsién de un grupo finitamente ge-
‘nerado, serd un grupo finito. (El estudiante puede comprobar que un grupo
torsién finitamente generado es finito, mediante la aplicacién de la de-
icién de grupo finitamente generado.)
_ Haciendo, entonces, uso del lema 3 para
. demostrado el teorema.
" Ppara concluir, veamos algunas aplicaciones de los resultados anterior-

T y del lema 2 para F. queda

- mente expuestos.

- Aplicaciones

 TEOREMA 3.14.5
8i m divide el orden de un grupo abeliano fi

.~ grupo de orden m.

nito G, entonces G tiene un sub-

" Demostracion :
' Podemos suponer por el lema 3 que ;

G=Z’.,‘ sz'r, Kase xZ’;“ .

; Entonces

" m=p> pi ... pyconlsssr.

_ ya que el orden n de G podia escribirse como n=p7 - p% - ... P}

' ' de orden igual al

Entonces (p)" " genera un subgrupo ciclico de Z,,
* cociente de (p)” entre ¢l mdximo comun divisor de p/ y p/~". Como
. med (p) . p/¥) =p] ", tenemos que (p)" " genera un subgrupo ciclico de
| 4, de orden (p)*". Entonces

L))" "% o) " x... X )"
es ¢l subgrupo ciclico de G de orden m que queriamos encontrar.
el reciproco del teorema de Lagrange se
finitos. Esto es de gran utilidad, pues per-

Acabamos de demostrar que
n un grupo abeliano de orden 24 existen

cumple para los grupos abelianos

mite afirmar, por ejemplo, que €
subgrupos propios de orden 2, 3, 4, 6, 8 y 12.

Veamos con un ejemplo otro problema que podemos resolver mediante
el teorema de caracterizacion de los grupos abelianos finitamente generados

' y finitos que acabamos de estudiar.
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T_EOREMA 3.14.6
. 8i mnoesdivim'bleporelcuadndode i

dvlr“Wlhelilmdtordenmeecich:fuﬂn T pri, i ol

Demostracion

S!.‘l G un giupo ‘&l‘“m d
3 € orde
drado de ningiin némero primo., it

Sabemos que G es isomorfo a yn Brupo de la forma
2, x2,x...x1,, . iy

Luego podemos identificarlo con este,

G=zlr xngx" xz’..
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m no es divisivle por e] cu‘drado de .

EOREMA 3.14.7 |
0s grupos abelianos finitos que no son isomorfos a un producto directo de
ps de sus subgrupos propios, son exactamente los grupos ciclicos de orden

otencia de un primo.

- (Un tal grupo se llama indescomponible. Esto significa, intuitivamente,

ue lo hemos llevado a la minima expresién.) .
mostracion

- Supongamos que G es un grupo abeliano finito que no es posible expre-
garlo como producto directo de dos de -sus subgrupos propios. Entonces G
debe ser isomorfo a un producto del tipo Z,,x... x4, y debe constar de un
plo factor, Esto es,

G=z’:,.

Recipruclmcnte.‘sea un grupo Z‘, SiZ = pudiera ser expresado como
producto directo de dos de sus subgrupos propios. entonces Z =2 _xZ_con
i+j=r. lo cual es imposible ya que el orden méximo posible de los elementos
de 2,x2, 5. p7™ *¥ <p.

.. Los resultados ha iados para grupos abelianos finitos permiten extender
tl método de bisque ia de los subgrupos, expuesto en el epigrafe 3.13, a to-
o los grupos abeli inos finitos, ya que sabemos de antemano que estos po-
seen subgrupos de crden m para cada m divisor del orden del grupo (no ne-
Jesariamente uno de cada orden como en el caso de los ciclicos) vy, por otra
parte, conocemos los modelos para clasificar un grupo abeliano finito cual-
juiera.

;- plo - |

. Busquemos los subgrupos de Z,x2,

o(Z,x2) =16; luego tiene subgrupos propios de 6rdenes 2,4 v 8.

2, xZ,=(0.0). (0.1).0.2).(0.3) (1.0) (1.1) (1.2)(1.3) 2.0) . 2.1).2.2) 2.3).
3 (3,0), 3.1).3.2.3.3)}

Los subgrupos de orden 2 son ciclicos:

j 40.2))=100.2).00.0)}
(2.0))=12.0).0.0)}
Q2)=2.2).00)}

'l' Los subgrupos ciclicos de orden 4 son:

0,1))=1{(0.1).(0.2) (0.3) (0.0) }
€1.0))=1{(1,0).2.0).3.0).(0.0) }

- @.2)=1{(1,2).2.0).3.2).0.0)}

L 03)=101,3),2.2)3.1).0.0) }

- @1))={2.1.40.2.2.3),00)}

- 3.3))={3.3).2.2)(1.1).00.0)}
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ubgrupo de orden 4 isomorfo a Fa
?,-;-{w.o)..m.n.(z.m; 2.2} 1 54 _ ¢ _
No hay subgrupo ciclico de orden 8. Por tanto, si'cxi.ne un subgrupo de
orden 8 tiene que ser isomorfo a 2,X2,02,xZ,xZ, Como en 2,x2,x3,

- Sugerencia: Considere un elemento de orden finito de G y pruebe que
- estd contenido en H.

. 4y C, cla
-Analizando el orden de los elementos dg los grupos Q R/.
:ifiquelos en: libre de torsién, con torsién y mixtos. Deduzca de aqui

que estos tres grupos no son isomorfos.

. Pruebe que si T es el subgrupo de torsién de G, entonces TnH es el sub-
grupo de torsién de cualquier subgrupo H dado en G.

. Pruebe que el subgrupo de torsién de R/Z es Q/Z.

flo existen elementos de orden 4 y en Z,xz,. si, podemos decir que en

+anto engorroso . con los resultados hallados. tenemos ya una informacign |
bastante completa sobre los subgrupos. .

Ejercicios .
- L. Encuentre todos los grupos abelianos (salvo lmnwrﬁnno} de orden:
a) 60 b) 720 ¢) 1 800 d) 24 €)25 )24 .25,

3. Encuentre e} Subgrupo de Z,, generado por {2.3). el generado por {4 4]
¥ €l generado. por {8.6,10).

4. Sea G un grupo abeliano de orden 72.
a) Diga cudntos subgrupos de orden 8 tiene. ;Por qué?
b) Diga cuédntos subgrupgs de orden 4 tiene. Por qué?

5. Pruebe que si un BTupo abeliano finito tiene orden una potencia de un
primo p. entonces el orden de cada elemento del grupo es una potencia
de p. p

6. Encuentre e] subgrupo de torsién T de (C*. .). -

7.8eanG. Hy K Brupos abelianos finitamenge Benerados. Pruebe que si
CxK=H=fK entonces G=H.

9. Halle cuintos homomorfismos existen :
3) de Z,xZ,en Z, b) de 2,x2, sobre Z, ¢) de 2,xZ,en 2,

10. Pruebe que si G es un 8rupo y H un subgrupo de G tal que G/H es libre
de torsién, entonces H contiene el subgrupo de torsidn de G '
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