Variable compleja

Juan Manuel Tejeiro

1 Algebra de los numeros comple os

Lateoria de las funciones complejas es uno de los campos de la matematica mas intere-
santes y tal vez una de las herramientas mas utiles en muchas aplicaciones.

El presente tema se dividira en tres partes, la primera comprende la teoria de los
nameros complejosy las funciones de variable compleja, luego algunos elementos basi-
cos de series y sucesiones de numeros complejos, para finalizar con las expansiones de
series de Taylor y Laurenty los teoremas integrales.

1.1 NuUmeroscomplegos

1-1 Definicién: El conjunto de nimeros complejose define como
Ci={z=z+iy |z,yeR,i®=-1} Q)

Con esta definicién el algebra de los niimeros complejos (sumay producto) se sigue
del &lgebra de los nimeros reales, asi

zitze = T iy + T2 Hiye =31+ 22 +i(Y1 + y2) 2)

21 29 = 2129 = (T1 +iy1) (T2 + iys) = 122 +iT1yo + iy1To + i7Y1yo
= 2173 — Y1y2 +i(T1Y2 + T2y1)

Otra notacion para los numeros complejos surge por el hecho que un nimero com-

plejo z esta determinado por dos nimeros realasy asi se puede identificar el con-

junto C conR? y un algebra definida por las anteriores ecuaciones (2). Asi podemos
escribir un nimero complejo y su algebra de la siguiente forma:

z = (z,y) 3)
z21+22 = (x1+x2,y1 +Y2)
2122 = (122 — 11Y2, T1Y2 + T2y1)

A la primera componente del nUmero complejse le llama la parte real y a la
segunda la parte imaginaria, i.e.,

r=Rez ; y=Imz (4)
Otra operacién fundamental en nimeros complejos es la conjugacion, definida por:

z=x+iy =" =x—1iy (5)
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entonces,
2zz2¥ =22 +y?€eR

Asi, el producto de un nimero complejo por su conjugado da un real, el cual con-
duce a la llama norma dg definida por

|2 = ¢/z2 = ¥/([Re2)? + (Im=)? (6)

Otra representacion util de los nimeros complejos surge de la representacion en
coordenadas polares @2, pues
7= (z,y) = (rcosf,rsin @) @)
con

r=+/x2+y% ; tanﬁ:% (8)

Asi, para un nimero complejotenemos

z = (pcosf,psinh) (9)
Im 2

= . t 9:—
p 2] 5 tanf = o

Con esta representacién el producto de los nUmeros complejos se simplifica, pues

z122 = (py cosby,p;sinby)(py cosba, p,sinby) (10)
(p1p2[cos By cos By — sin b1 sin ba], py py[cos By sin By + cos bs sin b ]
(p1p2 cos(01 + 62), pypy sin(6h + 02))

Para dividir dos nimeros complejos se utiliza el conjugado,

zZ1 Z1%5 1

= = —ZlZ* (11)
22 225 |

= (01/02 cos(f1 —6-), P1/P2 sin(6 — 6))

El angulof se le llama el argumento dg y para—7 < 6 < 7 se le llama el
valor principal. Otra representacion muy Util surge de la relacién entre las funciones
trigonométricas y la funcién exponencial., la cual se puede establecer si escribimos la
expancion en serie de Taylos para estas funciones:

1
e’ = 1+m+§m2+-~~ (12)
= 1 1 2
cosr = —ax + -
] e _3_...
sinr = x+3!x



entonces tenemos

; 1
e = 1+im+§(im)2+--~ (13)

= cosx +isinx

Asi, la representacion de Moevre de un nimero complejo toma la forma

z = pet? (24)

conp y # definidos en la representacion polar. Con esta nueva representacion el pro-
ducto y el complejo conjugado toman la forma simple

2122 = P1PQ€i(91+02) (15)

2* = pe—la

y nos permite obtener las raices de un numero complejo. El teorema fundamental del
algebra establece que todo polinomio de grado n posee n raices, teniendo en cuenta
gue las raices pueden ser iguales reales o complejas. Asi la raiz n-ésima de un numero
complejo debe tener n valores. Notemos que dentro de los complejos los reales son un
caso particular, i.e., son complejos con la parte imaginaria igual a cero.

Entonces, dade = pe’, la raiz n-ésima esté dada por

2 = pt/mett2mR)/n =012, n—1 (16)

1.1.1 Problemas

1.- Escribir los siguientes nimeros complejos en notacién polar y exponencial:
-1 di-—1 ii-4 ive-—i ve-1+44 vi-1—14
2.- Realizar las siguientes operaciongs:zs, z1/ 22, 25, ¥z1, /22, Yz1, 3/ 21/ 22,

|Zl|, |21 + 22|, |2122|, |Zl/22| donde
e37ri/2

l-z1 =144 ;20=1—dli-21=1—1 ;20 = —i lii.- 21 = 120 =
2671371'1/3

2.- Demostrar las siguientes propiedades del &lgebra de los complejos:

i- (21 4+ 22)23 = 2122 + 2223 M- (21 + 22)* = 2§ + 25 lii.- (2120)* = 2725 iv.-
(21/22)" = 2{ /2

3. Calcular:

i- Re 1=t ji.- Im 127 jii.- Re 2", conn € N iv.- | 221

: 247 e—mi ’ Tz=1

2 Funciones analiticas

1-2 Definicién: Definimos una funcién compleja de variable compleja como

f . DCcC—C (17)
z+— f(2)



dondeD es el dominio de la funcién. La funcightiene limite en un puntey € D, si

lim f(z) =1 (18)

Z—Z0
y el limite es Unico, esto significa qwe > 0,35 > 0 tal que si|z — zp| < ¢ =
1f(z) =l <e.
La funcionf se llama continua egy si
lim f(z) = f(z0) (19)
Z—2Z0
y la funcién es continua en el dominio C C si ella es continua en todoe D.

1-3 Definicién: Una funcién de variable complefees diferenciable en un punto
z = zp Si el limite
. flzo+Az)— f(z0) _ .. f(z2)— f(z0
o) = im HOEEG ) =y T2 T0 ( )
existe. Ademas este limite es independiente del camino que se siga en el plano complejo
para pasar de a zo.
Por ejemplo, sed(z) = 22, entonces

(20)

f(z0 + Az) — f(z0)

i . 1
f'(20) : = Jdim X, (21)
N )
Az—0 Az
. 2200z + A2
= hm _—
Az—0 Az
= 22’0

Teniendo en cuenta que la variablee puede escribir el la forma= z + iy, con
x,y reales, entonces

f(z) = u(z) +iv(z) = u(z,y) + iv(z,y) (22)
conu y v funciones reales de, y, tenemos que
fz+Az)—f(z) wu(z+Az) —u(z) +i[v(z + Az) —v(2)]
Az N Az
_u(r+ Az,y + Ay) —u(w,y) +ifv(r + Az, y + Ay) — v(z,y)]
N Az +iAy

y por lo tanto, en general el limite dependera de la forma (camino) como tomemos
Az — 0. Por ejemplo, la funciorf (z) = z* no es derivable en ningln punto, pues

fe+A2)—f(z) _ [+Az—ily+Ay)]—[z—iy]
Az Az +iAy
Az —iAy
- Az +iAy
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entonces, si primero hacemos tendara cero, y luega\x a cero, el limite antrior da

1, pero si primero hacemos tend®s a cero y lugoAy a cero, el limite da -1, lo cual
significa que la funcién no es diferenciable en ningin punto. Esta situacidon conduce a
la siguiente

1-4. Definicién: Una funcioryf(z) de variable compleja se dice analitica en un

puntozy si f(z) esta definida y tiene derivada en todos los puntos de una vecindad
abierta dezy, y se llama analitica en el dominid C C si es analitica en todos los
puntos deD.

2.0.2 Problemas

1.- Demostrar las siguientes propiedades de las derivadas:
i-[f(2) +9(2)] = f'(2) + ¢'(2)
ii.- [f(2)9(2)]" = ['(2)9(2) + f(2)g'(2)
2.- Mostrar que la funciéi(z) = |z|* solamente es diferenciable en el puate 0.
3.- Calcular la derivada en el puntg
- f(2) =222 —42+3i,20=1+1
ii.- f(z) = 2, 29 = —i
ji- f(z2)=(2—i)% 20=3—2i
iv.- f(z) =€*,20=0
V.- f(z) = sinh z
Vi.- f(z) = cosh z
Vii.- f(z) =tanhz
viii.- f(z) = cosh? z — sinh? 2
1

en dondainh z := 1(e* — e7%); cosh z := 1(e* + e7%); tanh z = S2p=

4.- Que relacién hay entre las funciones hiperbdlicas y las trigonométricas?

2.1 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente teorema establece un criterio analitico fundamental para determinar si una
funcion de variable compleja es analitica..
1-1 Teorema: Sed(z) una funcién de variable compleja definida en una region
D C C, entonces la condicién necesaria y suficiente parafguesea analitica es que
las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Ou Ov  Ou  Ov

== =__= 23
Ox Oy’ Oy Oz (23)
se cumplan en la region, en donfle) = u(z,y) + iv(z,y), conz = = + iy.
Demostracion: Sef(z) analitica, entonces la derivada
. flz+A2) - f(2)
! P
f&)= Jim ——x2 (24)



existe, y el limite es independiente del camino pAea— 0. Entonces, sedz =
Az + iAy, y tomemos primero el limite cuandoy — 0, y luegoAxz — 0, asi

: . flz+Az2) = f(2)
! .
Fe = fimg o Az
. . u(a:—|—Aa:,y+Ay)+zv(a:—|—Aa:,y+Ay)—u(m,y)—w(a:,y)
= lim lim -
Az—0 Ay—0 Az +iAy
. ulr+ Ax,y) +iv(z + Az, y) —u(z,y) —iv(z,y)
= lim
Az—0 Ax
Az—0 Az Az—0 Az

ou .Ov
Intercambiando ahora el orden de los limites, i.e., primero— 0y luegoAy —

0, tenemos

e [+ Az) — f(z)
! =1 |
f@) A, Jim TR
o u(@+ Az, y + Ay) + vz + Az, y 4+ Ay) —u(z,y) —iv(z,y)
= lim lim -
Ay—0 Az—0 Az + iAy
_ oy Y@yt Ay) v,y + Ay) —u(z,y) —iv(z,y)
Axz—0 ZAy
o M@yt AY) —u(@y) oy + Ay) —o(e,y)
Az50 iAy Az—=0 1Ay
Ou N ov
B e Tl

Oy Oy
y comparando las dos ecuaciones anteriores obtenemos las ecuaciones de Cauchy-
Riemann.

Supongamos ahora, que las funcionés, y) y v(x, y) son continuas, con primeras
derivadas continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en alguna regién
D. Sea(x,y) € D,y (¢ + Az,y + Ay) € V C D un punto en alguna vecindad del
punto(z,y). Aplicando el teorema del valor medio, tenemos

(26)

ou ou

u(z + Az, y + Ay) —u(z,y) = Aw% + Awa—y (27)
ov v

v(x + Az, y + Ay) —v(z,y) = Aw% +A$a—y (28)

Seaf(z) = u(z,y) + w(z,y) y Az = Az + iAy, entonces de las relaciones
anteriores tenemos

Ou Ou . Ov Ov
flz+Az) - f(z) = %Aaﬂ-a—yAy%-z <%Ax+a—yAy> (29)



aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos

% ov

flz+82) = f(2) = z (Az+ily)+io(Az+ily)
ou .Ov
y por lo tanto el limite
. flz4+Az)— f(2) ou . Ov
! _ — - -
f(Z)——XEEO Az o ax_+28x (31)

existe, y asif(z) es analitica, como se queria probar.

1-2 Teorema: Sed(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcidn analitica de variable
compleja en una regidP, entonces las funciones(z, y) y v(z, y) son soluciones de
la ecuacion de Laplace:

d*u(x,y) N d*u(w,y)

Vu(z,y) = D2 a7 0 (32)
8%v(x, 0%v(x,
Vo(z,y) = 8(352 v, a(y2 Y _y (33)

Las funciones que satisfacen la ecuacién de Lapalce bi-dimensional se llaman fun-
ciones armonicas.

Demostracion: Dado que las funciongg:, y) y v(z,y) se asumen continuas, con
derivadas continuas, entonces sus segundas derivadas mixtas deben ser iguales, es decir

2 2
Fu(z,y) _ Oulz,y) (34)
0xdy Oyox
2 2
Fo(x,y) _ Ov(z,y) (35)
0x0y Oyox
entonces aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos
2 2
Fu(z,y) _ 0v(x,y) (36)
ox? 0x0y
2 2
Fu(z,y) _  _0v(x,y) (37)
oy? Oyox

sumando las ecuaciones obtenemos la ecuaciéon de Laplace. Un calculo similar para la
funciénu(z, y).

2.1.1 Problemas

1.- Cuales (y en que regidn) de las siguientes funciones son analiticas y encontrar su
derivada:



i.- f(z) =Rez i.- f(z)=Imz iii.- f(z) = 7| iv.- f(z) = |2 V.-
f(z)=1/(1-2%)

Vi- f(z)=2z+1/z vii.- f(2) = sinz coshy + i cosx sinh y

2.- Demostrar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares toman

la forma
Ou 10v  Ov  10u

ar  rde or  rol
dondef(z) = u(r,8) + iv(r,8).

3 Sucesiones y series
Una sucesion de numeros complejos es una funcion de los naturdleggdecir

N —» C

n = zp

La sucesion la denotaremos pat z», ... 0 equivalentementgz, },en. Una suce-
sion converge a un puntoe C si

lim 2z, =a (38)
n— 00
0 en términos mas formales,% > 0 3N € N tal que|z, —a| < € paran > N.
Esto significa que la sucesidn converge al punt para cualquier circulo (de radio
€) centrado en el punte todos los puntos de la sucesion, salvo un nimero finito estan
dentro de este circulo.

1-5 Definicién: Una sucesitfr,, } ,en Se llama de Cauchy si

lim |z, —2m,| =0 (39)
n,m—00

es decir si la diferencia entre cualquier par de puntos de la sucesion tiende a cero. Toda

sucesién convergente es de Cauchy, pero, en general, no toda sucesion de Cauchy es
convergente. Asi los espacios donde toda sucesion de Cauchy es convergente, llama-
dos completos, juegan un papel importante en mateméticas. Por ejemplo, los nUmeros

reales y los complejos son espacios completos, y por lo tanto una sucesién convergente

es equivalente a que la sucesion sea de Cauchy. Por ejemplo la sucesion

1 n+1

Zn=—+1 =i (40)
n n
pero las sucesiones
Zn = n (42)
Z, = 14i(=1)" (42)

Nno son convergentes, pues, la primera, para n grandes tiende a infinito, y para la segunda
los términos de la sucesion son de la formd, 1+, 1—i, ...,y auncuando sus términos



permaneces finitos, el limite no existe, pues un resultado importante de la convergencia
de las series es que el limite, si existe, es Unico.

Una sucesion de numeros complejos, es equivalente a dos sucesiones reales, pues
Zn = x, + 1y, €Nntonces si la sucesién — z = = + iy, es equivalente a qug, — «

YYn — Y.

1-6 Definicion: Una sucesiofiz, },en Se dice absolutamente convergente si la
sucesiorz,| converge.

1-7 Definicion: Una sucesiofiz, },en se dice acotada si para todoexiste un
ndmero realk no negativo tal qué, | < k.

Un resultado util para la convergencia de las series es que si una sucesion es con-
vergente entonces la sucesién es acotada. Por lo tanto si una sucesién no es acotada
entonces no converge.

Existen varios resultados importantes respecto a las sucesiones, pero no entraremos
en esos detalles pues nuestro objetivo central es llegar a las expansiones en serie de
Taylory Laurent.

31 Seies

1-8 Definicién: Sed z,, }..en Una sucesion y definamos la sucesion de sumas parciales
por

n
sn:sz:zl-i—ZQ-i—--- (43)
j=1
entonces si la sucesidr,, } nen cOnverge &, es decir sk, — s, entonces se dice que
la serie converge g, i.e.,

o0
S 2= (44)
j=1
Por ejemplo, consideremos la serie
= 1
> o (45)
m=1
entonces la sucesion de sumas parciales esta dada por
1 1 1 1 1
=44 —=1—— 46
Sn 5 + 1 + 3 + + on on (46)
y por lo tantos,, — 1, y asi la serie anterior convergéa
=1
— =1 47
m=1
Otro ejemplo importante y de gran utilidad es la serie geométrica definida por
gt =1+q+q +-- (48)
m=0



entonces la sucesion de sumas parciale toma la forma

spn=1+q+¢+-+¢" (49)

ahora, si tomamos esta suma parcial y la multiplicamog yagl resultado se lo resta-
mos a la suma,,, obtenemos

Sp — (Sn = (]- - Q)Sn =1- qn+1 (50)
entonces sy # 1 tenemos que
1 _ an+1 1 n+1
Sp = q = _ 1 (51)
(l-q) 1-q 1-g
y por lo tanto la serie geométrica converge a
> 1

m=0
si|g| < 1, de lo contrario diverge.
Un resultado importante de las series convergentes es el siguiente
1-3 Teorema: Supongamos que las siguientes series son convergentes

izj:s; iwj:r (53)
j=1 j=1

entonces las series suma, diferencia, producto por un nimero y el complejo conjugado,
también convergen, es decir

oo

Z(zj +w;) = s+r (54)
j=1
Oo(zj—wj) = s—r (55)
j=1
iczj = cs (56)
j=1
izj* = s (57)
j=1

4 Integrales de camino

1-9 Definicién: Una curva sobre los complejo®s una funcion

vy : [a,b]=C
oo ) = o) = () + iy() (58)
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1-10 Definicién: Una integral de linea sobre el plano comp&jde una funcién
f(z) alolargo de una curva(t) = z(t) esta definida por

b
[ 1@z = [ ieen (59)

Ejemplos: a) Sed(z) = 1/z y la curvay : [0,2x] — C el circulo unidad centrado
en el origen, partiendo del puntd, 0) y recorrido en sentido contrario a las agujas del
reloj. Entonces

v(t) = z(t) =cost+isint (60)
% = —sgint +icost (61)
y por lo tanto la integral es a lo largo de un camino cerrado, asi
27 1
ﬁf(z)dz = /0 m(— sint + i cost)dt
= i " dt = 2mi (62)

0
Otra forma de parametrizar la curva anterior es la siguiente:

W) = )= =
Lo e (63)
y por lo tanto ’
ﬁ F(2)dz = /0 " Z:: dt = 2mi (64)

b) Consideremos ahora la funcigfiz) = Re z y la curva como la recta que va del
origen al puntd + i. Entonces la ecuacion paramétrica de la curva estd dada por
2(t) = z(t) +iy(t) =t +it; te[0,1] (65)
entonces

Af(z)dz ::/0 x(t)%dt:/o t(1+i)dt:%(1+i) (66)

Consideremos ahora la misma integral pero siguiendo otro camino: primero a lo
largo del ejer desde el origen hasta el purftig 0), curvay, y luego de este punto a lo
largo del eje imaginarig hasta el punta + ¢, curvary,, entonces

/ f(z)dz = f()dz+ [ f(z)dz (67)
Y 71 Y2
reemplazando, tenemos
1 1
. 1
Af(z)dz = /0 tdt+/0 idt = 3 +1 (68)

11



Cc) Seaf(z) = (2 — z0)™ conm € Z, zy € Cfijoy la curvay un circulo de radip
y centro erx, recorrido en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces la ecuacion
paramétrica de la curva es

2(t) = z+pet; te0,1]=
F@) = (z—2)"=pme™
dz(t o
dgf ) = ipe" (69)
por lo tanto
27 .
/ fxdz : = / ipmHetmtt gy (70)
¥ 0
_ ip" ! [ei(m+1)t m
i(m+1) 0
_ 0 m#-1
o { 2mi m = -1 (71)

4.1 Problemas

1.- Representar paramétricamente las siguientes curvas:

a) La recta que va del puntoal b, donde

i.-aeselpunta =0y bel puntoz = 3 — 121.

ii.- a elpuntoz =1 —iybel punto9 — 5i

b) El circulo de radip y centro e, con:

i-p=2Yyzy=1.

ii-p=6Yz2=—4+06i.

c) Las curvas dadas por las funciones y los puntos extramds

i.- Una pardbolay = 422 + 3;a := (1,7) y b := (3,39)

ii.- Una hipérbolay =1+ 2/z,a:= (1,3) y b:=(3,5/3)

iii.- Una elipse:(z — 2)?/4 + (y + 1)?/9 = 1T, T'a :recorrida en sentido contrario
a las agujas del reloj y luego en el mismo sentido.

2.- Que curvas representan las siguientes funciones:

i-y(t)=14+t—(2—2t)icont € [-1,1]

ii.- v(t) = =2+ 3i + 4e~ " cont € [0, 2]

jii.-y(t) =t —2+ (t —1)* cont € [0, 2]

3.- Calcular la integral de linea g€ z) a lo largo de la curva dada:

i.- f(z) = 22 y v : lade recta del puntf®,0) a2 + i

i.- f(2) = 22y~ :lapardbolay = ? del punto(0,0) a(2,4)

iii.- f(z) =1/(z—3)y~:lacurvalz — 3| = 2 eintegrada en contra 'y luego en la
direccidn de las agujas del reloj

12



iv.- f(z) = Rez y v : un circulo de ardigpp centrado en el origen y en sentido
contrario a las agujas del reloj, partiendo del punte (p,0)

4.- Las siguientes son las propiedades basicas de las integrales de linea:

o [fea= [ s [ f@as v=ven 02

a b
: =— lo | d 73
b /b f(z)dz /a f(z)dz a lo largodey (73)
: A dz =\ d d 74
ot [BAE)+ pEnE = [ @+ [ e (74)
d / F(2)dz| < M1 (75)
I = long.wde la curva

|f(z)] < M Vzsobrey

Verificar las anteriores propiedades para los siguientes casos particulares:

i.- Propiedada) paraf(z) = 1/z con~ el circulo|z| = 1y v, el semicirculo
superior yy, el inferior.

ii.- Propiedac) paraf(z) = 22 con~ larecta del punta : 1+ al puntob : 2 + 2i

iii.- Propiedadc) paraf(z) = 4/z — 2z con+~ el arco menor del circulo unidad
|z| = 1 comprendido entro los puntdse.

iv.- Aplicar la propiedadl) y mostrar que

[yf(z)dz

conf(z) = 1/2?y v larecta del punté al punto4 + i.

[yf(z)dz

conf(z) = z*y v larectadel punte-1 — i al puntol + i.
v.- Encontrar una cota superior para la integral

<4

<8V2

/ e—dz; v el circulo |z| =2
y 2

13



4.2 Teoremaintegral de Cauchy

1-11 Definicién: Un dominio simplemente conexo es una redioa C tal que toda
curva cerrada ey se puede recucir a un punto continuamente.

Por ejemplo el interior de un circulo o un cuadrado son regiones simplemente
conexas pero el interior de un anillo no lo es. Antes de enunciar y probar el teorema de
Cauchy recordemos el teorema de Green en el giéno

1-4 Teorema de Green en el plano: S¢&n,y) y g(x,y) funciones reales sobre
R? entonces, S es una curva cerrada en el plano y simpl& gs la region interior a
la curva, tenemos que

f s +atoin - é [ (52-5) away (76)

Con ayuda de este resultado del calculo real podemos establecer el siguiente teo-
rema fundamental:

1-5. Teorema integral de Cauchy: Siz) es una funcién analitica en una regibn
simplemente conexa del plano complejo, entonces

7( f(z)dz=0 (77)

para toda curva cerrada y simple Bn Sin entrar en detalles de definiciones una curva
simple es aquella que no se corta a si misma.
Demostracion: Sef(z) = u(z,y) +iv(x,y) y dz/dt = dz/dt +idy/dt, entonces

7{ F(2)dz = 7{ (u + iv)(dz + idy)
= ﬁ(udm —vdy) +1i %(udy + vdz) (78)

-
entonces, aplicando el teorema de Green a las dos Ultimas integrales, tenemos

ﬁ(udm —vdy) = é/ <—% — g—Z) dxdy =0 (79)

donde hemos aplicado las ecuaciones de Cauchy-Riemann para funciones analiticas.
Similarmente se muestra que la parte imaginaria también es cero, lo cual prueba el
teorema integral de Cauchy.

Una implicacion directa del teorema integral de Cauchy y de las propiedades de las
integrales de linea, es que la integral de linea de una funcion analitica entre dos puntos
del plano complejo es independiente del camino, pug&sies analitica en unaregién
simplemente conex®, entonces

0 = }éf(z)dz:/%f(z)dz+L2f(z)dz:>
A Sz = - / gez= [ g (80)
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donde por la curva-, entendemos la curva recorrida en sentido contrario. Asi, si
tomamos un punto fijey € D y un punto cualquiera € D tenemos que

e = | i) (81)

independiente del camino de integracion, y solo de los puntos extremos, y por lo tanto
la integral se puede considerar una funcién del punto fin&lalculemos su derivada.
Entonces

z+Az z
Fls+Az)— F(z) = / F()ds — / F()d2!

z+Az
- [ s (82)
y por lo tanto

F(z+ Az) - F(2) 1
Az _f(z)_A_z

z4+Az
/ () - fGld (83)

Problema: Probar la igualdad anterior.

Asumamos qué\z es lo suficientemente pequefio, que el camino de integracion es
la recta que une al puntoconz + Az, y como la funcionf(z) es analitica y por lo
tanto continua tenemos qU&z') — f(2)| < €, entonces aplicando la propiedad d para
las integrales, tenemos que

F(z+ Az) — F(2) ! Az ,
16| = gl U -see
€ z+Az ,
B [ dz'| = ¢ (84)
lo que significa que parAz tendiendo a cero tenemos que
dF(z) .. F(z+Az)—F(z)
dz Alggo Az = 1(2) (85)

este resultado corresponde al teorema fundamental del calculo integral, y nos permite
calcular integrales de linea para funciones analiticas.

Ejemplos: Calcular la integral de linea de la funcifix) = 22 a lo largo de una
curva (no se necesita especificar cual) que une los puptbs- 4i. Entonces aplicando

el teorema anterior
14414 3
p z
/ 2Pdy = |
i 3
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4.2.1 Problemas

1.- Calcular las siguientes integrales de linea de la fung{an entre los puntos dados
ayb.

i.- f(z) =cosz,a:iyb:m/2

i.-f(z)=¢€*,a:0yb:ir

iii.- f(2) = cosh3z,a:0yb:in/6

iv.-f(z) = ze* , a:0yb:2—ir

V-f(z) =sin’z,a: —imyb:in

El siguiente teorema es tal vez uno de los de mayor aplicacién de la variable com-
plejay es una consecuencia fundamental del teorema integral de Cauchy:

1-6 Teorema: (Férmula integral de Cauchy) $éa) una funcion analitica en un
dominio simplemente conexb. Entonces para todg, € D y cualquier trayectoria
sencilla cerrada contenida enD recorrida en sentido contrario a las manecillas del
reloj y que encierre el puntg tenemos que

Mdz = 2mif(zo) (87)

~ zZ — 20
Demostracion: Sef(z) = f(zo0) + [f(z) — f(z0)], entonces
—(Z) dz = f(zo)% 1 dz + 7{ 7f(z) — f(zo)dz
42— 20 42— 20 y Z =20
= 2mif(z0) + 7{ Fe) = fo) (88)
v zZ — 20
la primera integral fue realizada (ecuacion 70) y solo faltaria ver que la Ultima integral

es cero, lo cual se deja como ejercicio, conciderando un circulo de radio arbitrariamente
pequefio que rodee al pundg y aplicando la propiedad d de las integrales de linea.

Ejemplo: Integrar la funciérf(z) = (22 +1)/(22 — 1) alo largo del circulo unidad
concentroena) =1,b)z=1/2¢c)z=-1¢c)z =.

22 +1 2241
7{—22—1d2_£7(2—1)(2+1)d2 (89)

para el disco de radio 1 y centro er= 1 la funcién analitica es

22 +1
f) = (90)
Y zp = 1, entonces
2
|
7{ - i Lz = 2rif(1) = 2ri 91)

Para el circulo con centro en= 1/2 el resultado es el mismo anterior. Para el
circulo con centro ea = —1, la funcién analitica esta dada p) = (22+1)/(2—1)
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Y zp = —1, entonces

2
|
ﬁ;—tldz — i f(—1) = —2ni 92)

y finalmente para el circulo con centto= i ninguno de los puntos = +1 esta en el
circulo y por lo tanto la integral es cero.

4.2.2 Problemas

1.- Integrar la funcioryf (z) = (221)/(2% + 1) sobre el circulo

i-lz—i|=1ii,- |z —2i| =2

2.- Paralos circulok — i| = 1y |z + 1| = 1 es sentido contrario a las agujas del
reloj, integrar las siguientes funciones:

i- f(2) = e*/zii.- f(2) = cosz/2z.ii.- f(2) = (2* +1)/(2? — 2iz)

Otro resultado central, consecuencia del teorema de Cauchy, es que una funcién
de variable compleja, si tiene la primera derivada en una region, a diferencia de las
funciones de variable real, tiene derivadas en a todos los ordenes.

1-7 Teorema: Sif(z) es analitica en un dominid C C, entonces existen las
derivadas a todos los ordenesry su valor en un punte, esta dado por:

omif (z9) = 2% ﬁ %dz :n=0,1,2,.. (93)

Demostracion. Por definiciéon

. flz0 +Az) — f(z0)
! _

flz) = Jim, A
aplicando la férmula integral de Cauchy, tenemos

oy — 1 1 f(z) f(2)
f(z0) = Ali«go 2miAz {?{ z— (20 + Az)dz S mdz} (95)

un célculo directo muestra que

(94)

i 1 _ 1
Az |z— (20 +Az2) z—2
_ 1 " Az (96)

(z—20)2 (2—20—Az)(z —20)2

entonces, de esta expresion se obtiene

flzo) = o f (fidz

2mi z — 2p)>

b olim — % /() dz (97)

Az—0 27iAz [, (2 — 20 — Az)(z — 20)?
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en donde la dltima integral tiende a cero cuamdo — 0, y obtenemos la férmula
integral para la primera derivada. Siguiendo los mismos pasos, i por induccion, se
prueba la formula general para la n-ésima derivada.

El teorema integral de Cauchy establece que la integral cerrada de una funcion
analitica es cero, y el siguiente teorema establece el iverso:

1-8 Teorema de Morera: $i(z) es continua en un dominid simplemente conexo
y la integral de linea para cualquier curva cerraddese anula, i.e.

7{ f(z)dz=0 (98)

entonces la funcién es analitica. !

La demostracion es una aplicacion directa del teorema integral de Cauchy 1-5.

Otra relacién importante es la desigualdad de Cauchy para funciones analiticas, la
cual establece que $i(z) es analitica y consideremos un circulo de radaentrado
en el puntozg, y seaM el valor maximo que toma la funciéfi(z) sobre el circulo,
entonces aplicando la propiedad d) de las integrales de linea, y la féormula integral para
la n-ésima derivada, tenemos

(n) _nt 7[ f(2) o nhy 2
|7 )| = 2 D | S oMo (99)
entonces, de aqui se obtiene la desigualdad de Cauchy:
|
7 )| < (100)

Una consecuencia fundamental de este resultado es el teorema de Liouville:

1-9 Teorema de Liouville: Sf(z) es analitica y acotada en todo el plano complejo,
entonces (z) =constante.

Demostracion: Por hipétesif(z) es acotada, es dedif(z)| < k para todoz,
entonces podemos tomar uncirculo de radtan grande como queramos, & oo
en la desigualdad de Cauchy) y obtenemos ff@e) = 0 para todoz, y por lo tanto

f(z) = cte.
4.2.3 Problemas

1,- Aplicando el teorema 1-7, calcular sobre el cirdalo= 2, en sentido contrario a
las agujas del reloj, la integral de linea de las siguientes funciones:

- f(2) = (24 +2)/(z - 1)?

ii.- f(z) = e*/2™ paran > 0 entero.

jii.- f(z) = sinz/2%" paran > 0 entero.

iv.- f(z) = 23/[(z + 3)(z — i)?].

A partir de la relacion (teorema 1-6 para la formula integral de Cauchy)

- L4 I

= . —
2w N2 =z

(101)
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donde la curvay es circulo centrado en el punigy que contiene al punte, y de la
relacion
1 1
—z Z'—a—(z—a)
1 1

= el = (102)

z'—a

puesto que la variable de integracidrse encuentra sobre el circuly z en su interior,

entonces
zZ—aQa

- ‘ <1 (103)
zZ—a
y podemos aplicar la serie geométrica, esto es
1 z—a z—a\’  [(z—a)/(z' —a)"
— =1 e 104
1- = +z’—a+ +<z’—a> +1—(z—a)/(z’—a) (104)

si introducimos esta expresién en el integrando, obtenemos

f(z —a f(Z') '
T 2mi % - 2 2mi ?{ (z' — a)2dz
8!

Z—(],

I
+- =) dz' + Ry (2) (105)

a)
donde el restd?,,(z) esta dado por
(z —a)"*! 7{ f(Z) '
n = . 1
R (Z) 27 - (Z/ _ a)n+1 (ZI _ Z) dZ ( 06)
entonces de la formula integral para la n-ésima derivada, obtenemos la serie de Taylor
la la funcionf(z) alrededor del punte = a:

)4 L)

Teniendo en cuenta que el red®y,(z) tiende a cero para — oo, obtenemos
la serie de Taylor para representar una funcién analitica como una serie de potencias
alrededor del punte = a:

f'(@)+-- -+ Ru(2) (107)

z) = i %(z —a)"” (108)
n=0

En el caso particular en el cuak= 0 la serie se llama de Maclaurin.

Ejemplo: Encontrar la serie de Maclaurin para la fungi¢on) = 1/(1 — z).

Puesto qudf™ (z)/dz" = n!/(1 —z)"*! entonceg ™ (0) = n!, entonces la serie
de Maclaurin toma la forma

1 oo
—:Zz”:1+z+z2+~~- (109)
z

1-—
n=0
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Notemos que esta serie converge solo para lades qugz| < 1. De hecho en el
puntoz + 1 la funcién anterior no esta definida, y por lo tanto no es analitica. A un
punto del plano complejo en el cual una funcién no es analitica se le llama un punto
singular, siempre y cuando la funcion sea analitica en los puntos vecinos de esta singu-
laridad. Aun asi es posible expandir una funcién alrededor de un punto singular, con
la condicién que la expansion es valida para un anillo (dos circulos concéntricos) cen-
trado en el punto singular. Esta expansion, la cual daremos sin demostracién se llama
la expansién de Laurent, y contiene como caso particular a la serie de Taylor.

1-10 Teorema: Se#(z) analitica en el anillo comprendido por dos circulos con-
céntricosy, Y v, centrados en el punto= a. Entonces (z) puede representarse por
la serie, convergente en el anillo, dada por

) = YobhG-ar+ Y — (110)
7; T; (z —a)
- b0+b1(2—a)+"'+zc_1a+(ZfZGI)Q+"' (111)
donde
1 f(z) /
Cn = QLTFZ (z' —a)" L f(2")d (113)

~

tomando cada integral en sentido contrario a las agujas del reloj y sobre unaycurva
gue esté contenida en el anillo.

Por ejemplo, consideremos la funcigtz) = z2e!/# la cual no es analitica en el
puntoz = 0, entonces su serie de Laurent esta dada por:

21/ — ;2 1.,

z%e =z +Z+2+3!z+4!z2
cuyo calculo, como se puede verificar directamente, es directo (sin necesidad de calcu-
lar las integrales de camino) de la expansion en serie de Taylor para la funcién expo-
nencial.

Como otro ejemplo consideremos la funciffx) = sin z/z3, cuya expansion de

Laurent alrededor del punto= 0 esta dada por (ne nuevo basta con tomar la expansién
para elsin z)

.- (114)

sin z 1 1 22

R TR (115)

Se habia definido un punto singular de una funcién como el punto donde la funcién
no es analitica. La expansién de Laurent nos permite clasificar los diferentes puntos
singulares que se pueden presentar en una funcién analitica. Los términos de la serie
gue contienen a los coeficientgsse le llama la parte principal, entonces si los coefi-
cientes de la parte principal de la serie de Laurent son cero, salvo un nimero finito de

20



términos, entonces

o0
C1 Cm,
z) = bp(z—a)"+ ——+-- -+ —— 116
e S R e (116)
al punto singular = a se le llama un polo de orden. Por ejemplo en la expansion
de la funciérsin z/ 2% el polo es de orden dos, mientras que para la funeiéh’* no
tiene polos enr = a, y a esta singularidad se le llama esencial.

4.3 Residuos

Definimos el residuo de una funcién analitica, la cual presenta una singularidad aislada
en el puntoz = a, como el coeficiente; de la expansion es serie de Laurent de la
funcion, i.e.

Resz:af(z) = (117)
y por lo tanto

7{ f(z)dz = 2micy (118)
Y

Un método sencillo para determinar el residuo de una fung{én en un punto
singular es el siguiente: Supongamos que la funcion tiene un polo derardarionces
su expansion de Laurent esta dada por la ecuacion (116), multiplicando esta ecuacién
por(z —a)™, tenemos

(z—a)"f(2) = cmtcma+ - F+ez—a" +ca(z—a)™!
+bo(z —a)™ + b1 (z —a)™ ! 4. .. (119)
por lo tanto el residuo de la funcién esta dado por el coeficiente del té(mina)™ !
y asi lo podemos calcular utilizando la relacién

m—1
¢1 = Res,—.f(z) = m i ] ;l_}HZ ddszl [(z —a)™ f(2)] (120)

Por ejemplo, sed(z) = 2z/[(z + 4)(z — 1)?]n entonces la funcién tiene un polo
de orden dos en = 1y por lo tanto el residuo es

1 .d 2z 8

oD M Zit: (121)

¢1 = Res,—1 f(z) =

4.3.1 Problemas

1.- Determinar los residuos de los puntos singulares de las siguientes funciones:

I.- f(Z) = 1f

now

ii- f(2) = 324
ii.- f(z) = %
jii.- f(2) = csc? 2
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2.- Calcular las siguientes integrales sobre el circulo unitario en sentido contrario a
las agujas del reloj:

i- § Stlde

22—-2z
ii.- f,y el/zdz
1
.- ﬁy sinzdz
1-10 Teorema del residuo: S¢éz) una funcién analitica dentro y sobre una curva
cerraday, excepto para un nimero finito de puntos singulagess, ..., a, en el inte-
rior dewy, entonces

% f(z)dz =2mi Y Res.—q, f(2) (122)
Y j=1
Ejemplos: a) Sed(z) = (4 — 32)/(2% — 2), es analitica en todas partes excepto

en los puntog = 0y z = 1 donde los residuos son -4 y 1 respectivamente, entonces
integrando sobre cualquier trayectoria que encierre a los polos tenemos

7{ f(z)dz = 2mi(—4+ 1) = —6mi (123)
Y

b) f(z) = 1/(z — a)™, con m € N. cony una trayectoria cerrada que contiene al
puntoz = a. El residuo de la funcion esta dado por

1 m=1
R@Szﬁa(f(z)) = { 0 m = 2 3 (124)
entonces 1
1 m=1
feamt==i{h nlas. o

4.3.2 Problemas

1.- Calcular las siguientes integrales, dondss el circulo unitario utilizando el teorema
del residuo:

- § i dzii- § idzsiii- §tan 2medz;iv ) B0EEd

Entre las aplicaciones mas importantes del teorema del residuo se encuentra el cal-
culo de integrales. Consideremos en primer lugar integrales de funciones racionales
trigonomeétricas, es decir, integrales de la forma

27

R(cosf,sin§)db (126)
entonces, con el cambio de va;)iabla e, tenemos que
cosf = %(ew + e~ i) (127)
sinf = %(ew — e ) (128)
o = = (129)

iz
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llamandof(z) = R(cos#,sin ), la integral toma la forma

7{ HOP (130)
v (74

evaluada sobre el circulo unitario centrado en el origen y recorrido en sentido contrario
a las manecillas del reloj.

Ejemplo. Consideremos la integral, corc r < 1

m 1 dz
- A =¢ — 131
/0 1—2rcost9+r2d6 ﬁi(l—rz)(z—r) (131)

entonces solamente el polc= r esta en el circulo unitario, y por lo tanto

1 1
Resi(l —r2)(z—r)  i(l-rz)|,_,
1
= 1= 132
i(1—72) (132)
entonces )
" 1 2w
= 1
/0 1—2rcos€+r2d0 1— g2 (133)
Consideremos ahora integrales impropias de la forma
/ f(z)dx (134)

las cuales se pueden realizar si extendemos la funcién al plano complejo, e integramos
sobre un semicirculo cerradoes decir

2mi Y Res(f(z)) = ff(z)dz

R
Rli_r}noo {/_Rf(m)da: +/ﬂf(z)dz} (135)

donde la ultima integral sobre el semicirculo superioen el plano complejo se debe
anular, para que el método funcione. Veamos que condiciones debe cumplir la funcién
para que esto sea asi. El semicirculo superior estd dado por la ecuacién paramétrica
Re® conf € [0, 7] entonces

‘L F(2)dz

por lo tanto la funciéry, como funcién del radi® debe comportarse como

< lim 7R |f(Re®| =0 (136)
R—

1

@) = (137)
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para que la integral se anule.
Ejemplo:Consideremos la integral

0 1
—d 138
/0 o (138)

Los polos de la funciérf(z) = 1/(1 + 2*) estan en los puntog = /4, z, =
e2im/4 | 7o = e3i/4 y 2, = e*/4 por lo tanto solo los dos primeros polos estan en el

semiplano superior, y asi

1 L in/a
s = R — __p'T 1
Res,—., f(z) el 1€ (139)
1 1 .
- = _ = —im/4
Res.—., f(z) el 1€ (140)
entonces
< 1 1 [ 1
——dx = = —d
/0 T+t " 2/,001“;4”3
1 . .
— 27Ti§(e—ur/4 _ eur/4)
e
= — 141
Vi (141)
Otra importante aplicacién se encuentra en las integrales de Fourier:
[ee]
/ f(z) cosrzdx (142)
—00
/ f(z)sinrzdx (143)

conr real y positivo, entonces las dos integrales se pueden considerar como las partes
imaginaria y real de la integral
% f(2)em*dz (144)
Y

pues, integrando, como en el caso anterior, sobre un semicirculo en el plano superior,
tenemos que

/ h f(z)e™dz = 2mi Y Res(f(2)e™?) (145)
entonces -

/00 f(z)cosredr = 27 Z Im Res(f(z)e'™) (146)

/00 f(z)sinredr =27 Z Re Res(f(2)e™?) (147)
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Por ejemplo, evaluar las integrales

* cosrx
* sinrx

La funciénei™*/(k? + 22) tiene solamente un polo en el semiplano superior, en
z = ik y por lo tanto

irz eirz e—kr
= = 1
s 2 = 5, ‘k 2ik (130)
entonces .
1,7‘.% 6_ r T
= 2mi = Ze7hr 151
/ T (151)

4.3.3 Problemas

1.- Evaluar Ias siguientes integrales:

27
0 2+cos 24-cos 0 Treos @0

H 2m cos” 0
I 0 26—10c0520d0

COS T
V.- f oz de
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