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Capitulo 11

Polinomios ortogonales

versién preliminar 3.3-25 noviembre 2002

11.1. Definiciones

Definicién 11.1 Sean f, g € C|a,b] y sea p(z) > 0 continua en el intervalo |a, b|. Definimos
el producto interno de f y g con funcion de peso p de la forma siguiente:

(f.9) = / £ (@)g(@)p(e) de . (11.1)

Definicién 11.2 Sean {P,(x)}, .o un conjunto de polinomios reales, donde P,(x) es un
polinomio de grado n. El conjunto {P,(z)}, .y forma un sistema ortogonal de polinomios
con la funcién de peso p(x) si

(P, Pn) = 0pmAm . (11.2)
11.2. Teoremas

Teorema 11.1 Sean {F,(7)}, o polinomios ortogonales en [a,b] con la funcién de peso
p(z). Sea @y un polinomio cualquiera de grado k. Entonces P, (z) es ortogonal a Qy si n > k.

Demostracién Escribamos el polinomio Qy(x) como sigue

Qr(x) = Za,,x” )

v=0

Podemos escribir los ¥ como combinacién de los polinomios P, (x),
v
v o__ v
¥ = E b,P.(z) , con b, o« (z", P,) ,
pu=0

123



124 CAPITULO 11. POLINOMIOS ORTOGONALES

por lo tanto,

v=0 pn=0
k v k v
(P, Qi) = ay Y 0 (P, P =D ay ¥ buAubn, =0,  sin>k
v=0 n=0 v=0 ©=0

q.e.d.

Teorema 11.2 Los ceros de los polinomios ortogonales son reales y simples.

Demostracién Consideremos el polinomio P, 1(x) que tiene n + 1 raices. Por el teorema
anterior

b
(Qr, Poy1) = / Qi (x)Pyyq(x)p(x) de =0 Vk<n.

Supongamos que P,11(z) no tiene raices reales en [a, b]. Al considerar @) = 1 obtenemos

/b 1 X Pyyi(z)p(x) doe #0 .

Esto contradice lo anterior, lo que significa que P,;; tiene por lo menos una raiz en [a,b].
Sea « esa raiz. Podemos factorizar F,;; como

Prir(s) = (& — ) Sy(2).

Sin > 1 se debe tomar @y = (r — «), y como por un lado debe cumplirse
(Pot1,z—a) =0,

y por otro lado, de (11.1),

b
(Pt —a) = / (2 — a)2Su(@)p(z) dz # 0

si S, () no tiene una raiz en [a, b], hay nuevamente contradiccién. Por lo tanto, S, (z) tiene
por lo menos una raiz en [a, b]. Siguiendo con este procedimiento encontramos que P, 1(x)
tiene n + 1 raices reales.

Nos falta demostrar que las raices son simples. Sea z = « una raiz no simple, es decir,

Poii(z) = (z — )" Spy1-m(x) , conm > 2.

Si m es par, sea Q(x) = Spi1-_m(x).

Si m es impar, sea Q(z) = (z — @) Spt1-m(2).

Supongamos que m es impar por simplicidad (si m es par la demostracién es anéloga),
entonces

(Po1, Qu) = / (& = 0)" Sy (@) (& — 0)Ss1m(x) pla)

= [ @ S pla) do £ 0,



11.3. RELACION DE RECURRENCIA 125

distinta de cero porque cada factor de la funcién subintegral es positivo, en los dos primeros
casos por ser las potencias pares y en el ultimo por definicién de p(z). Por otra parte,
grado[Qr(z)] =n+1—m+1=(n+1)— (m—1) <n+1, lo cual significa que

<Pn+17 Qk) =0. =<

Por lo tanto, las raices deben ser simples.
q.e.d.

Teorema 11.3 Teorema de unicidad (sin demostracién)
Si {Pn()},eno ¥ {@n(2)},,cn0 son dos conjuntos de polinomios ortogonales que satisfacen
la misma relacién de ortogonalidad en [a, b], entonces son iguales. Es decir, si

b b
/ By (@) Pr(x)p(x) do = / Qn (2)Qm(2)p(x) dv = Po(x) = Qn() .

11.3. Relacion de recurrencia

Sea {P,(z)},cpo un conjunto de polinomios ortogonales. Se tiene

Po(z) = apz™ + bpa™ '+ cpa™ 4 - - (11.3a)
Poi(2) = ap 12"t Fbp 2" a4 (11.3b)
Proi1(2) = app1 2™ + by ™ + cppgx™ - (11.3¢)

Luego se puede escribir

n+1

‘TPTL('I') = Zﬁn]Pj(x) = 5n0P0 + ﬁnlpl + -+ ﬁnn—i—lpn-‘rl )

j=0

donde, si suponemos adicionalmente que los P,(z) estdn normalizados,

b
Bnj = / p(x)x P, (2) P (z) dx = (35, . (11.4)
Vemos que 3,; # 0sélosin =7,j —1,j+ 1, luego
.Z’Pn(l') - 677, n—l—an-‘,-l(x) + ﬁn nPn(I) + ﬁn n—an—l(l‘) . (115)
Reemplazando (11.3) en (11.5) y comparando potencias, obtenemos para los coeficientes
Qp bn bn—l—l

ap—1
BnnJrl: > ﬁnn:__ 5 ﬁnfln: - .
Ap+1 Qn An41 Qn

[Bnnt1 Y Bnn se obtienen facilmente de (11.5); f3,,_1 ,, se obtiene simplemente desplazando en
1 los subindices para (3, 11, lo cual permite obtener (3, ,_1 por la simetria (11.4).] Reempla-
zando en (11.5) estos resultados, tenemos finalmente

G

Poi(z)+ [b_" LS 4 Pu(z)+ 1P, 1(x) = 0 (11.6)

Gp, Gp+1 n

An1




