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Capitulo 1

Analisis vectorial en coordenadas
curvilineas y tensores.

versién final 1.7-020401%

Anteriormente nos hemos restringido casi por completo a coordenadas cartesianas. Estas
coordenadas ofrecen la ventaja de que los tres vectores unitarios, Z, y, Z, son constantes
tanto en direccion como en magnitud. Infortunadamente, no todos los problemas fisicos se
adaptan bien a una solucién en coordenadas cartesianas. Por ejemplo, si tenemos un problema
de fuerzas centrales, F' = #F(r), tal como una fuerza gravitacional o electroestatica, las
coordenadas cartesianas son particularmente inapropiadas. Tales problemas llaman a usar un
sistema de coordenadas en el cual la distancia radial es tomada como una de las coordenadas,
es decir, coordenadas polares esféricas.

El sistema de coordenadas debe ser elegido apropiadamente para el problema, explotando
cualquier restriccion o simetria presente en él.

Naturalmente, hay un precio que pagar por usar un sistema no cartesiano de coorde-
nadas. Debemos desarrollar nuevas expresiones para el gradiente, la divergencia, el rotor
y el laplaciano en estos nuevos sistemas de coordenadas. En este capitulo desarrollaremos
tales expresiones de una manera muy general para luego particularizarla a los sistemas de
coordenadas méas usados: coordenadas circulares cilindricas y coordenadas polares esféricas.

1.1 Coordenadas ortogonales.

En coordenadas cartesianas nosotros tratamos con tres familias de planos mutuamente per-
pendiculares: x =constante, y =constante, y z =constante. Imaginemos que imponemos
sobre este sistema otras tres familias de superficies. Las superficies de una familia no necesa-
riamente son paralelas unas con otras y ellas pueden no ser planos. Las tres nuevas familias
de superficies no necesariamente son mutuamente perpendiculares, pero por simplicidad, ra-
pidamente impondremos esta condicién. Podemos describir cualquier punto (x,y, z) como
la interseccion de tres planos en coordenadas cartesianas o como la interseccién de las tres
superficies que forman nuestras nuevas coordenadas curvilineas. Describiendo las superficies
de las coordenadas curvilineas por ¢; = constante, g = constante, g3 = constante, pode-
mos identificar nuestro punto por (¢, g2, g3) tanto como por (z,y, z). Esto significa que en

IEste capitulo estd basado en el segundo capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.
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principio podemos escribir

Coordenadas generales curvilinea, Coordenadas circulares cilindricas
q1,492, 93 P, 0,z
iU:x(QhQQ,CIS) —00 < T = p Ccosp <00 (1 1)
y = y(q1, G2, q3) —o00o <y =psenp < o0
z = 2(q1, 42, G3) —00<2z=2<00,

especificando z,y,z en términos de los ¢; y las relaciones inversas,

@ =q(z,y,2) 0<p=(22+9)? <0
G = q2(x,y, 2) 0 < arctan(y/x) < 27 (1.2)
%Z%(%yaz) —0<z=2< .

Como una ilustracién especifica de los abstractos (qi, g2, ¢q3) incluimos las ecuaciones de
transformacién para las coordenadas circulares cilindricas. Para cada familia de superfi-
cies g;=constante, podemos asociar un vector unitario é; normal a la superficie ¢;=constante
y en la direccién de crecimiento de ¢;. Entonces un vector 1% puede ser escrito

—

V=eVi+éVo+é3Vs. (1.3)
Los ¢; estdn normalizados por é¢2 = 1y forman un sistema de coordenadas diestro con volumen
é1 - (ég X ég) > 0.
Diferenciando a z en (1.1) conduce a

ox ox ox
dr = —d —d —d 1.4
x Q1+ o0 q2 + o qs , (1.4)

de la misma manera diferenciando y y z. A partir del teorema de Pitdgoras en coordenadas
cartesianas, el cuadrado de la distancia entre dos puntos vecinos es

ds® = dz® + dy* + d2* . (1.5)
El cuadrado del elemento de distancia en nuestras coordenadas curvilineas puede ser escrito

ds® =g11 dg} + g12 dqudgs + g13 dqrdgs + go1 dgadgs + ga2 dg;
923 daadgs + gs1 dgsdar + gso dqsdgs + gs3dg3 = giydaidy; | (1.6)

1]
donde?

”_(%%_i_ay@jL@z%
957 g, dq;  0qidq;  0q; 0q;

2Los dg; son arbitrarios. Por ejemplo, haciendo dgs = dgz = 0 aislamos g1;.
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Estos coeficientes g;; pueden verse como especificando la naturaleza del sistema de coordena-
das (q1, ¢2, q3). Colectivamente estos coeficientes son referidos como la métrica. Mostraremos
mas adelante que forman un tensor simétrico de segundo rango. En Relatividad General los
componentes son determinados por las propiedades de la materia. La Geometria se mezcla
con la Fisica.

En este punto nos limitamos a sistemas de coordenadas ortogonales (superficies mutua-
mente perpendiculares)

gij:()a P F (1-8)

y € - €; = 0;;. Veremos algo de sistemas no ortogonales en la secciéon del analisis tensorial.
Para simplificar la notacién escribimos g; = h? tal que

ds® = (h1dq1)* + (hadgo)® + (hsdgs)® =Y (i dg;)” . (1.9)

7

Los especificos sistemas de coordenadas ortogonales son descritos en las secciones siguientes,
especificando estos factores de escala hy, ho y hz. Por otra parte, los factores de escala pueden
ser identificados por la relaciéon

para algin dqi dado, manteniendo los otros ¢i constantes. Notemos que las tres coordenadas
curvilineas (q1, g2, ¢3) no necesariamente son una longitud. Los factores de escala h; pueden
depender de las ¢; y pueden tener dimensiones. Los productos h;dg; deben tener dimensiones
de longitud y ser positivos. El vector de desplazamiento diferencial ds puede ser escrito

d5 = hydqé1 + hadgaéy + hsdqsés = Y  hidgié; .

Usando las componentes curvilineas, encontramos que la integral de linea llega a ser

/17 - d3 = Z/V}hidqi .
De la ecuacién (1.10) podemos inmediatamente desarrollar los elementos de drea y de volumen

dO’Z‘j = dSide = hzhjdqldqj (111)

dr = d81d82d83 = hlhghgdqldQqu;g . (112)

Estas expresiones coinciden con los resultados obtenidos al usar las transformaciones explici-
tamente y el Jacobiano.
A partir de la ecuacién (1.11) un elemento de drea puede ser expandido:

do = d82d83é1 + ngdSlég + d81d82é3
= hohsdqadgséy + hahidgsdgqés + hihaodgqidgaés
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Una integral de superficie llega a ser

/ 7. ds — / Vihohsdgadgs + / Vshshidgsdgs + / Vibihodqudgs . (1.13)

Debemos dejar claro que el algebra vectorial es la misma en coordenadas curvilineas ortogo-
nales que en coordenadas cartesianas. Especificamente, el producto punto

A-B=AB) + AyBy + A3 By (1.14)

donde los subindices indican componentes curvilineas. Para el producto cruz

e e &
Ax B = Al A2 A

5 (1.15)
B, B, B

1.2 Operadores diferenciales vectoriales.

Gradiente.

El punto de partida para desarrollar los operadores gradiente, divergencia y el rotor en coor-
denadas curvilineas es nuestra interpretacion del gradiente como un vector que tiene la mag-
nitud y direccion de la méaxima razén de crecimiento. A partir de esta interpretacién las
componentes de ﬁw(ql, ¢2, q3) en la direccién normal a la familia de superficies ¢; =constante
es dado por

o _ o
0s1 B h10q: ’

é1- Vi =Vi|, = (1.16)
ya que ésta es la razén de cambio de 1) para variaciones de ¢, manteniendo ¢» y g3 fijos.
La cantidad ds; es un diferencial de longitud en la direccién de incremento de ¢;. El vector
unitario é; indica la direccion. Si repetimos este calculo para las otras componentes g2 y ¢3
y sumamos vectorialmente obtenemos la expresién del gradiente

= Lo o O
Vi(q1, g2, q3) = é1 D5, + €9 D5 + €3 D

Loy

- h10q e h20qa e h3dqs (1.17)
. 1oy
Yt
- h; Oqi
Divergencia.
El operador divergencia puede obtenerse de una de sus definiciones
V- V(q,q2,q3) = lim fi (1.18)

[ dr—0 f dr ’
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Z
A dss= hydg,
4.— 3

4

ds= h,dq; ds= h,dq,

Figura 1.1: Elemento de volumen curvilineo.

con un volumen diferencial hyhohs dgidgadgs (figura 1.1). Notemos que la direccién positiva
ha sido escogida tal que (g1, q2,q3) o (é1, éa, €3) formen un sistema diestro, é; X é; = €.
La integral de area sobre las dos caras ¢q; = constante es dada por

0 0
[Vﬂlzhz + %(V}tha)d(ﬁ} dgadgs — Vihahs = E(Vi%hzz)dmd%d% ) (1.19)
1 1

considerando las otras componentes

0
(Vahshy) + —(V3h1h2)} dqidgadgs (1.20)

. . 0 0
/V(QI»Q%(B) -dd = {—(Vlhzhs) t3 905

86]1 E

Dividiendo por la diferencial de volumen produce

Y 1 0 0 0
_ _ - g _ 1.21
V- Vig, g, q) o {8(]1 (Vihahs) + aq2(1/'2h3h1) + aqs(vghth)} (1.21)

En la ecuacion anterior, V; es la componente de V en la direccién ¢; en la que crece q;. Esto
es, V;=¢; - V oes la proyeccion de V sobre la direccién é;.

Podemos obtener el Laplaciano combinando las ecuaciones (1.17) y (1.21), usando V =
ﬁw(ql, 42, q3)- Esto produce

ﬁ : ﬁw(%, q2, 613) =

Py [ () O (b 00 0 (0]
hihahs | Oq1 hi Oq 0qz hy Oy 0qs3 hs Ogs .

(1.22)
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Rotor.

Finalmente, para desarrollar V x ‘7, apliquemos el teorema de Stokes y, como con la di-
vergencia, tomemos el limite en que el area de la superficie llega a ser despreciablemente
pequena. Trabajando sobre una componente a la vez, consideremos un diferencial de area en
la superficie curvilinea ¢; = constante. A partir de

/ﬁ XV -dd =é, - (V x V) hyhsdgadgs (1.23)
s
el teorema de Stokes produce

é1- (V x V) hohsdgadgs = fx? -dF (1.24)

con la integral de linea sobre la superficie ¢; =constante. Siguiendo el loop (1, 2, 3, 4) en la
figura 1.2,

. . 0
j{V(Qh q2,q3) - A5 = Vahadgs + [Vghs + —(Vsh:s)d%} dgs

0qs
0
— {szw + %(Véhﬁd%} dgs — Vshsdgs (1.25)
3
0 0
= | —(Vzhs) — =—(Vohsy) | dgodqs .
[8(]2( 3 3) 8q3( 2 2)] 2043

Tomamos el signo positivo cuando vamos en la direcciéon positiva sobre las partes 1y 2 y
negativa sobre las partes 3 y 4 porque aqui vamos en la direccién negativa. Los términos mas
altos en las expansiones de Taylor son omitidos. Ellos desaparecerdn en el limite en que la
superficie llega a ser despreciablemente pequena (dgs — 0, dgs — 0).

A 3
A
(9.,9.) 2 dsz= hzdqgs
2’13 éz 1 é?’

ds= h,dq,

y4

Figura 1.2: Elemento de area curvilineo con ¢; =constante.
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Desde la ecuacion (1.24)

. 1 0 0
_ -z _ 1.2
V><V|1 . a(12(1/3113) aq3(%h2) (1.26)

Las dos componentes restantes pueden ser evaluadas tomando una permutacién ciclica de
los indices. Finalmente, podemos escribir el rotor en forma de determinante

éihy éshy  éshs

1 B, ) G,
9 9 9. (1.27)
hahalis 0y 0gqa  0Ogs

Vi hoVa  hsVs

<
X
<
I

Notemos que esta ecuacion no es idéntica a la forma del producto cruz de dos vectores, ya
que V no es un vector ordinario, es un vector operador.

1.3 Sistemas especiales de coordenadas: introduccion

Hay once sistemas de coordenadas en los cuales la ecuacion tridimensional de Helmholtz
puede separarse en tres ecuaciones diferenciales ordinarias®. Algunos de estos sistemas ad-
quirieron importancia en el desarrollo histérico de la Mecanica Cuédntica. Otros como el
bipolar satisfacen necesidades especificas. Debido al desarrollo de computadores de alta velo-
cidad y a la eficiencia de las técnicas de programacion se ha reducido la necesidad de utilizar
estos sistemas. Nos limitaremos a coordenadas cartesianas, coordenadas polares esféricas, y
coordenadas circulares cilindricas.

Coordenadas cartesianas rectangulares.

Este es el sistema mas simple de todos:

hi=h,=1,
hg=h, =1, (1.28)
hg_hz—l

Las familias de superficies coordenadas son tres conjuntos de planos paralelos: x =constante,
y =constante, y z =constante. Las coordenadas cartesianas es el tinico sistema en que todos
los h; son constantes. Notemos también que los vectores unitarios, é;, és, €3 0 Z, ¢, 2 tienen
direcciones fijas.

Los operadores vectoriales corresponden a

S all 00 00

3 05, T 45 (1.29)

3Ver por ejemplo, Morse and Feshbach.
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Lo 9V, 9V, V.
V= 1.
V-V ax+ay+az’ (1.30)
I 0% 0%p 0%
) = V2 — 1.31
V-V =V ax2+ay2+az2’ (1.31)
VxV=|9 0 0 (1.32)
Jor Jy 0z
2 Vi Vi

1.4 Coordenadas circulares cilindricas (p, ¢, z).

En el sistema de coordenadas circulares cilindricas las tres coordenadas curvilineas (g1, g2, g3)
son reetiquetadas por (p, ¢, z). Las superficies coordenadas mostradas en la figura 1.3 son:

n

Zl

Y

Figura 1.3: Coordenadas circulares cilindricas.

1. Cilindros circulares derechos que tienen el eje-z como eje comtn,

) 1/2 = constante.

p=(2"+y*
2. Semiplanos a través del eje-z,

Y= tan™! (Q) = constante.
T
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3. Planos paralelos al plano xy como en el sistema cartesiano

z = constante.

Los limites para p, ¢ y 2 son
0<p<oo, 0<p<2r, v —o0<z<00.

Notemos que estamos usando p como la distancia perpendicular al eje z. Las relaciones de
transformacion inversas

T = pCcosy ,

y = pseny , (1.33)
2=z,

de acuerdo a las ecuaciones anteriores los factores de escala son

hy=h,=1,
hgzhwzp, (134)
hgzhzzl.

Los vectores unitarios é;, és, é3 son reetiquetados (p, ¢, 2), figura 1.4. El vector unitario p es
normal a la superficie cilindrica apuntando en la direccién de crecimiento del radio p. El vector
unitario ¢ es tangencial a la superficie cilindrica, perpendicular al semiplano ¢ = constante
y apuntando en la direccién de crecimiento del angulo ¢. El tercer vector unitario, 2z, es el
vector unitario cartesiano usual.

X

Figura 1.4: Vectores unitarios en coordenadas circulares cilindricas.

Un vector diferencial de desplazamiento ds puede ser escrito

ds'= pds, + ¢ds, + 2dz = pdp + ppdp + 2dz . (1.35)
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Los operadores diferenciales que involucran V

. G X U
Vi(p, e, 2) = "3 + s tie (1.36)

1O L LV, | OV,

== - 1.
, 10 [ o\ 1% 9%
_to(ovy, Llow oW 1.
VY pop \"op) T o T B (1.38)
poopp
VxPoi|0 0 0| (1.39)
Plop Op 0z
vV, oV, V.

1.5 Coordenadas polares esféricas (r,0, ).

Reetiquetando (g1, g2, g3) como (, 6, ¢), vemos que el sistema de coordenadas polares esféricas
consiste en lo siguiente:

1. Esferas concéntricas centradas en el origen,

r= (ZB2 + y2 + z2)1/2 = constante.

2. Conos circulares centrados sobre el eje z y vertice en el origen

z
6 = arccos (( . . 2)1/2) = constante.
ety -+ 2

3. Semiplanos a través del eje-z,

@ =tan! (Q) = constante.
x

Por nuestra eleccion arbitraria de la definicion de 6, el angulo polar, y ¢, el angulo azimutal,
el eje z queda particularizado para un tratamiento especial. las ecuaciones de transformacion
son

x =rsenfcosyp ,
y =rsenfsenp (1.40)

z=rcosb ,
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midiendo 6 desde el eje z positivo y ¢ en el plano xy desde el eje x positivo. Los intervalos
de valores son 0 <r < o0, 0 <0 <7, y0<¢ <27 A partir de la ecuacién (1.7)

hl - hr =1 ;
hy = hg =, (1.41)

hs =hy, =1rsenf .
El elemento de arco
d3 = Pdr + Ordf + orsenfdyp .
En este sistema de coordenadas esféricas el elemento de drea (para r = constante) es
dA = dog, = r*sen 0dfdy | (1.42)

el area sombreada en la figura 1.5. Integrando sobre el azimutal ¢, encontramos que el
elemento de area llega a ser un anillo de ancho df,

Figura 1.5: Elementos de area en coordenadas polares esféricas.

dA = 2mr? sen 0d6 . (1.43)

Esta forma aparece con frecuencia en problemas en coordenadas polares con simetria azimutal.
Por definicion el stereoradian, un elemento de angulo sélido df) es dado por

dA
dQ) = —3 = sen Odody . (1.44)

Integrando sobre la superficie esférica completa, obtenemos

/dQ:47T.
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Figura 1.6: Coordenadas polares esféricas.

A partir de la ecuacién (1.12) el elemento de volumen es
dr = rdrsen 0dfdyp = r’drdS) . (1.45)

Los vectores unitarios en coordenadas polares esféricas son mostrados en la figura 1.6 Debemos
enfatizar que los vectores unitarios 7, 0 y ¢ varian en direccién cuando los angulos 6 y ¢
varfan. Cuando diferenciamos vectores en coordenadas polares esféricas (o en cualquier otro
sistema no cartesiano) estas variaciones de los vectores unitarios con respecto a la posicién no
deben ser despreciadas. Escribamos los vectores unitarios 7, 6 y ¢ en término de los vectores
unitarios cartesiano de direccion fija z, 7, 2

Tsenfcosy + ysenbfseny + Zcosb |

,,2
0
Q= —Tseny+ ycosy .

Zcosbcosp+ ycosfhsenp — Zsend | (1.46)

Notemos que un vector dado puede ser expresado en un nimero de diferentes (pero equiva-
lentes) maneras. Por ejemplo, el vector posicién 7 puede ser escrtito

ro= 7rr
= f(:n2+y2—|—z2)1/2
= Tz +yy+ 22
= aZrsenfcosy + yrsenfseny + Zrcosf . (1.47)

Podemos seleccionar la forma que nos es més 1til para nuestro problema particular.
A partir de la seccién 1.2 reetiquetando los vectores unitarios en coordenadas curvilineas
€1, €9, €3 como 7, 0, y ¢ tenemos

; v 100 1y
Vilp,.2) ~"or +07“ 00 —HorsenH@go ’

(1.48)
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- o1 9, 4 0 IV,
V-V= m [Senﬁa( V)—l—T%(SeHe%)‘FT%] ) (149)
2, _ 1 g 28_1/J g oY L 82—2/}
V= e * % "o ) T0 P00 ) Tsendogz] (1:50)
Foord rsen 6o
Vxloge|0 0 0 |, (151)

risend |5 99 Oy
V. rVy rsenfV,

1.6 Analisis tensorial.

Introduccién, definiciones.

Los tensores son importantes en muchas areas de la Fisica, incluyendo relatividad y electrodi-
namica. Escalares y vectores son casos especiales de tensores. Como ya vimos, una cantidad
que no cambia bajo rotaciones del sistema de coordenadas en un espacio tridimensional, un
invariante, fue etiquetado como un escalar. Un escalar es especificado por un ntimero real y es
un tensor de rango cero. Una cantidad cuyas componentes transforman bajo rotaciones como
las de la distancia de un punto a un origen elegido fue llamado un vector. La transformacion
de las componentes del vector bajo una rotacién de las coordenadas preserva el vector como
una entidad geométrica (tal como una flecha en el espacio), independiente de la orientacién
del sistema de referencia. En un espacio tridimensional, un vector es especificado por 3 = 3!
numeros reales, por ejemplo, sus componentes, y es un un tensor de rango uno. En un espacio
N dimensional un tensor de rango n tiene N™ componentes los cuales transforman de una
manera definida.
Hay una posible ambigiiedad en la ley de transformaciéon de un vector

A=Y ayA; (1.52)
J

en la cual a;; es el coseno del angulo entre el eje z} y el eje z;.
Si partimos con un vector diferencial de distancia dr, entonces, tomando dz’ como una
funcion de las variables sin primas,

dar; = Z(%]

(1.53)

tomando la diferencial. Si fijamos

ox!
=t 1.54
ij Oz, (1.54)
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las ecuaciones (1.52) y (1.53) son consistentes. Cualquier conjunto de cantidades A; que
transforman de acuerdo a

ox!
Al = E —LA; 1.
! 89@ (1.55)

es definido como un vector contravariante.
Sin embargo, hemos ya encontrado un tipo de transformacion vectorial un poco diferente.

El gradiente de un escalar ,Vy, definido por
dp | Op Oy

Vo =i :
14 xal’l +y8x2 +Z8.CC3

usando (1,2, xr3) para (z,y, z), transforma como
oy’ Oy Ox;
= - 1.57
! ; &cj 83[:; ’ ( )

usando ¢ = ¢(z,y,2) = p(2',y, 7)) = ¢, ¢ definida como una cantidad escalar. Notemos

que esta difiere de la ecuacién (1.55) en que tenemos 0z ;/0x) en vez de 0x}/0x;. Tomemos la

ecuacion (1.57) como la definicién de un vector covariante y al gradiente como el prototipo.
En coordenadas cartesianas

(1.56)

Or; Oz
grj 9t _ 1.58
oxt ~ ow; Y (1.58)

y no hay diferencia entre transformaciones covariantes y contravariantes. En otros sistemas
la ecuacién (1.58) en general no se aplica, y la distincién entre covariante y contravariante es
real y debe ser observado. Esto es de primera importancia en espacios curvos de Riemmann
en relatividad general.

En lo que resta de esta seccién las componentes de un vector contravariante son denotados
por superindices, A’, mientras un subindice es usado para las componentes de un vector
covariante A;.4

Definicién de tensores de rango dos.

Ahora procedemos a definir tensores de rango dos contravariantes, miztos y covariantes por
las siguiente ecuaciones para sus componentes bajo transformacién de coordenadas:

ox}; Ox’;
AIZJ kl
Z 8$k Oa:l ’

Z @l’ 81El 1
o (%ck aLCl
= 2 o0 o
kl 4 J

1Esto significa que las coordenadas (z,y, z) deben ser escritas (z!,22%,23) ya que 7 trasforma como un

vector contravariante. Ya que nos restringiremos réapidamente a tensores cartesianos (donde la distincién
entre contravariante y convariante desaparece) continuaremos usando subindices para las coordenadas. Esto
evita la ambigiiedad de 2 representa el cuadrado de z o y.
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Claramente, el rango va como el nimero de derivadas parciales ( o cosenos directores) en
la definicién: cero para un escalar, una para un vector y dos para un tensor de segundo
rango, y asi sucesivamente. Cada indice (subindice o superindice) corre sobre el nimero de
dimensiones del espacio. El nimero de indices (rango del tensor) es independiente de las
dimensiones del espacio. Vemos que A es contravariante con respecto a ambos indices, Cj;
es covariante respecto a ambos indices, y Bf transforma contravariantemente con respecto al
primero de los indices (k) y covariantemente con respecto al segundo indice (I). Si usamos
coordenadas cartesianas, las tres formas de tensores de segundo rango, contravariante, mixto
y covariante son la misma.

Como con las componentes de un vector, las leyes de transformacion para las componentes
de un tensor, ecuacién (1.59), produce entidades (y propiedades) que son independientes de
la eleccion de un sistema de referencia. Esto es lo que hace el analisis tensorial importante
en Fisica. La independencia del sistema de referencia (invariancia) es ideal para expresar
afirmaciones en Fisica.

El tensor de segundo rango A (de componentes A*) puede ser convenientemente escrito
por sus componentes en un arreglo cuadrado (de 3 x 3 si estamos en un espacion tridimen-
sional),

All A12 A13
A= | A" A2 AB | | (1.60)
A31 A32 A33

Esto no significa que cualquier arreglo de niimeros o funciones formen un tensor. La condicion
esencial es que las componentes transformen de acuerdo a la ecuacién (1.59).

Suma y resta de tensores.

La suma y resta de tensores esta definida en términos de los elementos individuales de la
misma manera que para vectores. Para sumar o restar dos tensores, debemos sumar o restar
sus correspondientes elementos. Si

A+B=C, (1.61)
entonces
A 4+ BY = (O

Naturalmente, A y B deben ser tensores del mismo rango y ambos expresados en un espacio
del mismo niimero de dimensiones.

Convencién de suma.

En analisis tensorial es costumbre adoptar una convenciéon de suma para poner la ecuacion
(1.59) y las subsecuentes ecuaciones tensoriales en forma més compacta. Siempre y cuando
distingamos entre covariante y contravariante, acordemos que cuando un indice aparezca a un
lado de una ecuacién, una vez como superindice y una vez como subindice (excepta para las
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coordenadas donde ambos son subindices), automaticamente sumaremos sobre aquel indice.
Entonces podemos escribir la segunda expresién en la ecuacién (1.59) como

/
J 6% 81‘; Lo

(1.62)

con las sumas sobre k e ¢ implicitas en el lado derecho. Esta es la convencién de suma.

Para ilustrar el uso de la convenciéon de suma y algunas técnicas del andlisis tensorial,
mostremos que la familiar delta de Kronecker, d;;, es realmente un tensor mixto de rango dos,
6F.> la pregunta es: jLa ) transformard de acuerdo a la ecuacién (1.59)? Este es nuestro
criterio para llamarlo un tensor. Usando la convencién de suma tenemos

L 0xl Oy Ox} Oxy,

Dy dx!, — dy O} (1.63)

por definicién de la delta de Kronecker. Ahora

Ox; Oxy  Ox;
Oy, O’ - ox

J

(1.64)

a partir de la regla de la cadena. Sin embargo, z; y 2 son coordenadas independientes, y

por tanto la variaciéon de una respecto a la otra debe ser cero si ellas son diferentes y uno si
ellas coinciden, esto es

83:{ /i

ax'l- =0 . (1.65)

J

Por tanto

(Sli . E)x; 8xl
a 8xk al’;

k
oy,

mostrando que 6F son realmente las componentes de un tensor mixto de rango dos. Notemos
que el resultado es independiente del nimero de dimensiones de nuestro espacio.

La delta de Kronecker posee ademés una interesante propiedad. Tiene las mismos com-
ponentes en todos los sistemas de coordenadas rotados y por lo tanto es llamada isotrépica.
Tensores de primer rango (vectores) no isotrépicos existen.

Simetria—Antisimetria.

El orden en el cual los indices aparecen en nuestra descripciéon de un tensor es importante.
En general, A™" es independiente de A™", pero hay algunos casos de interés especial. Si,
para todo m y n,

Amn = A (1.66)

5Es préctica comin referirse a un tensor A especificando una componente tipica Ajj.
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lo llamaremos un tensor simétrico. Si, por otra parte,
AT = — A" (1.67)

el tensor lo llamaremos antisimétrico. Claramente, cada tensor (de segundo rango) puede ser
resuelto en una parte simétrica y otra antisimétrica por la identidad

1 1
Amn — 5 (Amn + Anm) + 5 (Amn _ Anm) 7 (168)

el primer término de la derecha es un tensor simétrico y el segundo un tensor antisimétrico.
Una similar resolucién de las funciones en una parte simétrica y otra antisimétrica es de
extrema importancia en mecanica cudntica.

Spinores.

Podriamos pensar que un sistema de escalares, vectores, tensores ( de rango dos) y superiores
forman un sistema matematico completo, uno que es adecuado para describir una Fisica
independiente de nuestra elecciéon de sistema de coordenadas. Pero el universo y la fisica
matematica no es asi de simple. En el reino de las particulas elementales, por ejemplo,
particulas de spin cero (mesones 7, particulas «) pueden ser descritos con escalares, particulas
de spin 1 (deuterones) por vectores, y particulas de spin 2 (gravitones) por tensores. Esta
lista omite a las particulas méas comunes: electrones, protones y neutrones, todas ellas con
spin % Estas particulas son propiamente descritas por spinores. Un spinor no es un escalar,
vector o tensor.

1.7 Contraccién y producto directo.

Contraccion.

Cuando tratamos con vectores, formamos un producto escalar sumando el producto de las
componentes correspondientes:

A-B=AB; . (1.69)

La generalizacién de esta expresién en el andlisis tensorial es un proceso conocido como
contraccion. Dos indices, uno covariante y el otro contravariante, se igualan uno con otro
y luego sumamos sobre ese indice repetido. Por ejemplo, veamos la contraccion del tensor
mixto de segundo orden Bj.

/
Ox; Ox; Bk ox;

B - B = — 2tk 1.70
AR T (1.70)

por la ecuacién (1.64) y luego por la ecuacién (1.65)
B =4.BF = B . (1.71)

Nuestro tensor contraido es invariante y por lo tanto un escalar. Esto es exactamente lo que
obtuvimos anteriormente para el producto punto de dos vectores y para la divergencia de un
vector. En general, la operacién de contraccion reduce el orden de un tensor en 2.
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Producto Directo.

Las componentes de un vector covariante (tensor de rango uno) a; y aquellos de un vector
contravariante (tensor de rango uno) ¢’ puede ser multiplicado componente a componente
para dar el término general a;b’. Esto, por la ecuacién (1.59) es realmente un tensor de
segundo orden, por

Oy Oy, Oy O
or, "oxr, 0z Om

CL/ib/J =

(ard') . (1.72)

Contrayendo, obtenemos
alt’ = agh® (1.73)

como en las ecuaciones (1.70) y (1.71) para dar el producto escalar regular.

La operacién de asociar dos vectores a; y &’ como en el tltimo pérrafo es conocido como
el producto directo. Para el caso de dos vectores, el producto directo es un tensor de segundo
rango. En ese sentido podemos atribuir significado a VE , el cual no estaba definido dentro
del esquema del andlisis vectorial. En general, el producto directo de dos tensores es un
tensor de rango igual a la suma de los dos rangos iniciales; esto es,

ALBM = ¢ (1.74)
donde Cjkl es un tensor de cuarto rango. A partir de la ecuacién (1.59)

C/;kl _ Oz Oxy, Oy, O omna (1.75)

Oz, ox’; Oz, Oxy "

El producto directo aparece en fisica matematica como una técnica para crear nuevos tensores
de mayor rango.

Cuando T es un tensor cartesiano de n-ésimo rango, 0/0x;Tjy ..., un elemento de ﬁT,
es un tensor cartesiano de rango n + 1. Sin embargo, 0/0x;Tj ... no es un tensor bajo
transformaciones mas generales. En sistemas no cartesianos 0/0z} actuara sobre las derivadas
parciales 0z,0r, y destruird la relacién simple de transformacién tensorial.

Hasta aqui la distincién entre una transformacion covariante y una contravariante ha
sido mantenida ya que existe en espacio no cartesiano y porque es de gran importancia en
relatividad general. Ahora, sin embargo, nos restringimos al tensor cartesiano. Como se hizo
notar, en el caso cartesiano, la distinciéon entre contravariancia y covariancia desaparece y
todos los indices estan a partir de ahora en adelante mostrado como subindice.

Convencién de la suma.
Cuando un subindice (letra, no nimero) aparece dos veces sobre un lado de una ecuacién,
implica que se suma con respecto a este subindice.

Contraccidon.

La contraccién consiste en fijar dos indices distintos (subindices) igualar uno a otro y luego
sumarlos segiin la convencién de suma.
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1.8 Regla del cuociente.

Si A; y Bj son vectores, podemos facilmente mostrar que A;B; es un tensor de segundo
rango. Aqui, estamos interesados en una variedad de relaciones inversas. Consideremos tales
ecuaciones como

K;A; =B, (1.76a)
Ki;A; = B; (1.76b)
KijAj = By | (1.76¢)
KijnAij = By (1.76d)
Kij A, = By, . (1.76¢)

En cada una de esas expresiones A y B son tensores conocidos cuyo rango estd indicado por
el nimero de indices y el tensor A es arbitrario. En cada caso K es una cantidad desconocida.
Deseamos establecer las propiedades de transformacién de K. La regla del cuociente afirma
que si la ecuacién de interés se mantiene en todos los sistemas (rotados) de coordenadas
cartesianas, K es un tensor del rango indicado. La importancia en fisica tedrica es que la
regla del cuociente puede establecer la naturaleza tensorial de las cantidades. La regla del
cuociente (ecuacién 1.76b) muestra que la matriz de inercia que aparece en la ecuacién de
momento angular L=1 &, es un tensor.

Para probar la regla del cuociente, consideremos la ecuacién (1.76b) como un caso tipico.
En nuestro sistema de coordenadas prima

K';jA'y = B'; = ay By (1.77)
usando las propiedades de transformacion vectorial de B. Ya que la ecuacion se mantiene en
todos los sistemas de coordenadas rotados,

airBr = aip (K Ay) - (1.78)

Ahora, transformando A regresamos al sistema de coordenadas prima (compare la ecuacién
(1.55)), tenemos

K,ijA/j = aikKklaﬂA’j . (179)
Reordenando, tenemos
(K/ij — aikalekl)A’j =0. (180)

Esto debe mantenerse para cada valor del indice ¢ y para cada sistema de coordenadas prima.
Ya que A es arbitrario, concluimos

K'i; = awaj Ky (1.81)

la cual es nuestra definicion de un tensor de segundo rango.

Las otras ecuaciones pueden ser tratadas en forma similar, dando origen a otras formas de
la regla del cuociente. Un peligro menor deberia ser tomado en cuenta, la regla del cuociente
no se aplica necesariamente si B es igual a cero. Las propiedades de transformacion de cero
son indeterminadas.
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1.9 Pseudotensores y tensores duales.

Hasta aqui nuestras transformaciones de coordenadas han sido restringidas a rotaciones pu-
ras. Ahora consideramos el efecto de reflexiones o inversiones. Si tenemos coeficientes de
transformaciones a;; = —0;;, entonces por la ecuacién (1.53)

/

(1.82)

la cual es una inversion o transformacion de paridad. Notemos que esta transformacién
cambia nuestro sistema de coordenadas inicialmente diestro a un sistema de coordenadas
siniestro.® Nuestro vector prototipo 7 con componentes (21, T2, x3) se transforma al vector
7= (2, 2}, xy) = (—x1, —x9, —x3). Este nuevo vector 7’ tiene componentes negativas, rela-
tivas al nuevo conjunto de ejes transformados. Como se muestra en la figura 1.7, invirtiendo
las direcciones de los ejes de coordenadas y cambiando los signos de las componentes da
7 = 7. El vector (una flecha en el espacio) permanece exactamente como estaba antes de
que la transformacién se llevara a cabo. El vector posicion 7y todos los otros vectores cuyas
componentes se comporten de esta manera (cambiando el signo con una inversién de los ejes

de coordenadas) son llamados vectores polares y tienen paridad impar.

X2

Figura 1.7: Inversion de coordenadas cartesianas, vector polar.

Una diferencia fundamental aparece cuando encontramos un vector deﬁmdo como el pro-
ducto cruz de dos vectores polares. Sea C = Ax B donde tanto A como B son vectores
polares. Las componentes de C' estan dadas por

Cl - AQBg - AgBQ . (183)

y asf sucesivamente. Ahora cuando los ejes de coordenadas son invertidos, A; — Aj, B; — B
pero de su definicién C, — +CY; esto es, nuestro vector producto cruz, vector 6, no se
comporta como un vector polar bajo inversion. Para distinguir, lo etiquetamos como pseudo
vector o vector axial (ver figura 1.8) que tiene paridad par.

SEsta es una inversién del sistema de coordenadas, los objetos en el mundo fisico permanecen fijos.
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Figura 1.8: Inversién de coordenadas cartesianas, vector axial.

Ejemplos son:

velocidad angular, U=Wd X1,
momento angular, L=Fx v,
torque, F=7FxF ,
. B -
campo magnético, —cV X F

E:

En ¥ = & x 7, el vector axial es la velocidad angular &, y 7y ¢ = di/dt son vectores polares.
Claramente, los vectores axiales ocurren frecuentemente en Fisica elemental, aunque este
hecho usualmente no es recalcado. En un sistema de coordenadas de mano derecha un vector
axial C tiene un sentido de rotacién asociado con el lado por la regla de la mano derecha. En
el sistema invertido de mano izquierda el sentido de la rotacion es una rotacion de la mano
izquierda. Esto es indicado por las flechas curvadas en la figura 1.8.

La distincién entre vectores polares y axiales también pueden ser ilustradas por una
reflexion. Un vector polar se refleja en un espejo como un flecha fisica real, figural.9a. En la
figuras 1.7 y 1.8 las coordenadas estan invertidas; el mundo fisico permanece fijo. Aqui los
ejes de coordenadas permanecen fijos; el mundo es reflejado como en un espejo en el plano
xz. Especificamente, en esa representacién mantenemos los ejes fijos y asociamos un cambio
de signo con la componenete del vector. Para un espejo en el plano xz, P, — —F,. Tenemos

P = (Pﬂmpyapz) s
P'=(P,,—P,,P,), vector polar.

Un vector axial tal como un campo magnético B o el momento magnético p (= corriente x
area de loop ) se comporta muy diferentemente bajo reflexion.

Consideremos el campo magnético B y el momento magnético i como producidos de una
carga eléctrica moviendose circularmente. La reflexién revierte el sentido de la rotacion de la
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(b)

Figura 1.9: (a) Espejo en el plano zz; (b) Espejo en el plano zz.

carga. Los dos loops de corriente y el resultante de los momentos magnéticos son mostrados
en la figura 1.9b. Tenemos

:u = (luwnu’ymuz) )
W = (—pg, fty, —p12) vector axial.

Si concordamos que el universo no se preocupa si usamos sistemas de coordenadas ya sea
mano derecha o mano izquierda, luego no tiene sentido sumar un vector axial a un vector
polar. En la ecuaciéon vectorial A=B , ambos A y B son tanto vectores polares como vectores
axiales”. Restricciones similares se aplican a los escalares y pseudoescalares y, en general, a
los tensores y pseudotensores.

Usualmente, los pseudoescalares, pseudovectores, y pseudotensores transforman como

S'=lalS
CZ = ‘CL ‘ aijCj y (184)
Ay = lalaiajAu

donde |a| es el determinante de un arreglo de coeficientes a,,,. En nuestra inversién el
determinante es

-1 0 0
la|]=10 -1 0|=-1 (1.85)
0 0 -1
Para la reflexion de un eje, el eje x,
-1 0 0
la|=10 1 0|=-1 (1.86)
0 01

"La gran excepcién a esto esta en el decaimiento beta, interaciones débiles. Aqui el universo distingue
entre sistemas derechos y sistemas izquierdos.
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y nuevamente el determinante es | a | = —1. Por otra parte, para todas las rotaciones puras el
determinante |a| es siempre +1. A menudo las cantidades que transforman de acuerdo a la
ecuacién (1.84) son conocidas como densidad tensorial. Ellos son tensores regulares en cuanto
a rotaciones se refiere, diferenciandose de los tensores solamente en reflexiones o inversiones
de las coordenadas, y luego la tnica diferencia es la aparicion de un signo menos adicional
del determinante | a |.

Anteriormente mostramos que el producto escalar triple S = A x B-C es un escalar
(bajo rotaciones). Ahora considerando la transformacién de paridad dada por la ecuacion
(1.82), vemos que S — —S, probando que el producto escalar triple es un pseudoescalar.
Este comportamiento fue presagiado por la analogia geométrica de un volumen. Si los tres
parametros del volumen, longitud, ancho, profundidad, cambian de distancias positivas a
distancias negativas, el producto de los tres sera negativo.

Simbolo de Levi-Civita.

Para usos futuros es conveniente introducir el simbolo tridimensional de Levi-Civita &
definido por

€123 = €231 = €312 =1,
€132 = €213 = €321 = — 1, (1.87)
todos los otros g, = 0 .

Note que €;;;, es totalmente antisimétrico con respecto a todo par de indices. Suponga que
tenemos un pseudovector de tercer grado d;;i, el cual en un sistema de coordenadas particular
es igual a ;5. Luego

62]"6 =la| QipQjiqQr Epgr 5 (1.88)
por definicion de pseudotensor. Ahora
1pQ2qa3r Epgr = |a| (1.89)

: . : 2 :
por directa expansion del determinante, mostrando que dj53 = |a|” = 1 = 123. Considerando
las otras posibilidades una a una, encontramos

5’»- = Eijk (190)

ijk
para rotaciones y reflexiones. Luego €;;; es un pseudotensor. Ademds, se ve como un pseu-
dotensor isotrépico con las mismas componentes en todos los sistemas de coordenadas carte-
sianos rotados.

Tensores duales.

A cualquier tensor antisimétrico de segundo rango Cjj, (en el espacio tridimensional) podemos
asociarle un pseudo vector dual C; definido por

1
CZ' = igijkcjk . (191)
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Aqui el antisimétrico Cj; puede ser escrito

0 C(12 _031
Cjk = —012 0 023 . (192)
C’31 _023 0

Sabemos que C; debe transformar como un vector bajo rotaciones a partir de la doble con-
traccién del (pseudo) tensor de quinto rango €;j;Cyny, pero éste es realmente un pseudovector

desde la naturaleza pseudo de ¢;j;. Especificamente, los componentes de C' estan dados por
(C1, C2,C3) = (Cas, C31, C12) - (1.93)

Note que el orden ciclico de los indices que vienen del orden ciclico de los componentes
de €;;,. Esta dualidad, dada por la ecuacién (1.93), significa que nuestro producto vectorial
tridimensional puede, literalmente, ser tomado ya sea como un pseudovector o como un tensor
antisimétrico de segundo rango, dependiendo de como escojamos escribirlo.

Si tomamos tres vectores (polares) A, B, y C', podemos definir

Vi =|A; B; Cj|=AB;Cy— AiB.Cj+ ... . (1.94)

Por una extensién del andlisis de la seccién 1.6 cada término A,B,C, es visto como un
tensor de tercer rango, haciendo V;;; un tensor de rango tres. A partir de su definicién como
un determinante Vj, es totalmente antisimétrico, cambiando signo bajo el intercambio de
cualquier par de indices, esto es, el intercambio de cualquier par de filas del determinante.
La cantidad dual es

1
V= iffijk‘/;jk ) (1-95)
claramente un pseudo escalar. Por expansion se ve que
A By G
V=14, By (3, (1.96)
Az Bz Cs

nuestro conocido producto escalar triple.

Para poder escribir las ecuaciones Maxwell en forma covariante, necesitamos extender
este andlisis vectorial dual a un espacio de cuatro dimensiones y, en particular, indicar que
el elemento de volumen cuadridimensional, dzy, dxs, dxs, dxy, es un pseudoescalar.

Introducimos el simbolo Levi-Civita €;;1;, el andlogo cuadridimensional de €;;,. Esta
cantidad €;;,; es definida totalmente antisimétrica respecto a sus cuatro indices. Si (ijkl)
es una permutacion par de (1,2,3,4), luego ¢;;; es definido como +1; si es una permutacién
impar, luego €;;, es -1. El €;;, de Levi-Civita puede probarse que es un pseudotensor de
rango cuatro por andlisis similar al usado para establecer la naturaleza de €;j;. Introduciendo
un tensor de rango cuatro,

 _ |4 B C; D
Huw=|" 5 & D (1.97)

Al Bl Ol Dl
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construyendo a partir de los vectores polares fT, B , C y D podemos definir la cantidad dual

1
H gijleijkl . (198)

4!
Realmente tenemos una cuadruple contraccién la cual reduce el orden a cero. A partir
de la naturaleza pseudo de &z, H es un pseudo escalar. Ahora tomemos ff, é, c y D
como desplazamientos infinitecimales a lo largo de cuatro ejes de coordenadas (espacio de
Minkowski),

— — — —

A = (dz1,0,0,0), B=(0,dz,0,0), C=(0,0,dw5,0), D=(0,0,0,dzy), (1.99)

H = d$1d$2d$3dl‘4. (1100)

El elemento de volumen cuadridimensional estd ahora identificado como un pseudo escalar.
Este resultado era de esperarse a partir de los resultados de la teoria especial de relatividad.
La contraccion de Lorentz-Fitzgerald de dxq, dxo, dxs justo se compensa con la dilatacion
temporal de dzy.

Nos introducimos a este espacio cuadridimensional como una simple extensiéon matematica
del espacio tridemensional y, por supuesto, podriamos haber discutido facilmente espacios de
5, 6 o N dimensiones. Esto es tipico del poder del andlisis de componentes. Fisicamente,
este espacio tetradimensional puede ser tomado como un espacio de Minkowski,

(21, T2, w3, 24) = (x,y, 2, ict) | (1.101)

donde t es el tiempo. Esto es la mezcla de espacio y tiempo realizada en la relatividad
especial. Las transformaciones que describen las rotaciones en un espacio cuadridimensional
son las transformaciones de Lorenzt de la relatividad especial.

Tensores irreducibles.

Para algunas aplicaciones, particularmente en la teoria cuantica del momento angular, nues-
tros tensores cartesianos no son particularmente convenientes. En el lenguaje matematico
nuestro tensor general de segundo orden A;; es reducible, lo que significa que puede ser des-
compuesto en partes de un tensor de menor orden. En efecto, ya hemos hecho esto. De la
ecuacion (1.71)

A=Ay, (1.102)

es una cantidad escalar, la traza de A;;.
La parte antisimétrica

1

han sido mostrada como equivalente a un (pseudo) vector, o

B;j = Cy , permutacion ciclica de i, j, k. (1.104)



30CAPITULO 1. ANALISIS VECTORIAL EN COORDENADAS CURVILINEAS Y TENSORES.

Sustrayendo el escalar A y el vector C de nuestro tensor original, tenemos un tensor de
segundo orden irreducible, simétrico y de traza nula, S;;, en el cual

1 1
Sij = §(Aij + Aji) — §A57:j ; (1.105)

con cinco componentes independientes. Luego, finalmente, nuestro tensor cartesiano original
puede ser escrito

1

Las tres cantidades A, Cj, y S;; forman el tensor esférico de orden 0, 1 y 2 respectivamente,
transformando como los drmonicos esféricos YM para L =0, 1 y 2.

Un ejemplo especifico de la reduccion anterior esta dada por el tensor cuadrupolo eléctrico
simétrico

Qij = /(33713?] — T2(5i]’>p($1,$2,$3) dgl‘ .

El término —r?4;; representa una resta de la traza escalar (los 3 terminos ¢ = j). El resultante
(Q)i; tiene traza cero.

1.10 Tensores no cartesianos, diferenciacion covariante.

La distincién entre transformaciones contravariante y transformaciones covariante fueron es-
tablecidas en la seccion 1.6. Luego, por conveniencia, nos restringimos a coordenadas car-
tesianas (en la cual la distincién desaparece). Ahora en estas dos secciones volvemos a las
coordenadas no cartesianas y resurge la distincion entre contravariante y covariante. Como
en la seccién 1.6, un superindice serd usado para denotar la dependencia contravariante y un
subindice para diferenciar la covariante. El tensor métrico de la seccion 1.1 serd usado para
relacionar los indices contravariante y covariante.

El énfasis en esta seccién es sobre diferenciacién, culminando en la construccién de una
derivada covariante. Vimos en la seccién 1.7 que la derivada de un campo vectorial es un
tensor de segundo orden en coordenadas cartesianas. La derivada covariante de un campo
vectorial es un tensor de segundo orden en sistemas de coordenadas no cartesianas.

Tensor métrico, subida y bajada de indices.

Empecemos con un conjunto de vectores base &; tal que un desplazamiento infinitesimal dr’
podria estar dado por

dit = & dq" + & dq® + &5 dg® . (1.107)

Por conveniencia tomamos &7, &5, £3 formando un sistema diestro. Estos tres vectores no son
necesariamente ortogonales. También, se requerirda una limitacion al espacio tridimensional
solamente para la discusiéon de los productos cruz y rotores. De lo contrario estos &; pueden
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estar en un espacio de N-dimensiones, incluyendo la cuarta dimension espacio-tiempo de la
relatividad especial y general. Los vectores base &; pueden ser expresados por
L or

& = 8—qz )

Note, sin embargo, que los £ no tienen necesariamente magnitud uno. Se puede probar que
los vectores unitarios son

(1.108)

éi = (no hay suma),

1 or
hi 8(]1 ’
y por lo tanto

g; = h;¢; , (no hay suma). (1.109)

Los &; estan relacionados a los vectores unitarios é; por el factor de escala h; de la seccion
1.2. Los ¢; no tienen dimensiones, los €; tienen dimensiones de h;. En coordenadas polares
esféricas, como un ejemplo especifico,

Er = 6p
gg = Té@ y (1.110)

Ep =1 senféy .
Como en la seccion 1.1, construimos el cuadrado de un desplazamiento diferencial
(ds)® = d§-d5 = (& d¢')* = & - £ dq'dg’ . (1.111)

Comparando esto con (ds)? de la seccién 1.1, ecuacién (1.6), definimos £; - €5 como el tensor
métrico covariante

Claramente g¢;; es simétrico. La naturaleza del tensor g;; se deduce a partir de la regla
del cuociente. Tomemos la relacién

9" gk = 6% | (1.113)

para definir el correspondiente tensor contravariante ¢*. El contravariante ¢g** entra como el
inverso® del covariante gi;. Usemos este contravariante g* para subir indices, convirtiendo
un indice covariante en uno contravariante, como se muestra mas adelante. Asi mismo el
covariante gx; serd usado para bajar indices. La eleccién de g** y gx; para esta operacién de
subir y bajar es arbitraria. Cualquier tensor de segundo orden (y su inverso) podria hacerlo.
Especificamente, tenemos

g’g; =", relacién de covariante y

contravariante de vectores bases
L o (1.114)
g"F; = F", relacién de covariante y

contravariante de componentes vectoriales.

8Si el tensor gi; €s escrito como una matriz, el tensor g*/ estd dado por la matriz inversa.
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Entonces

9i;€7 = &, son las correspondientes relaciones

SO | o (1.115)
gijF7 = F;, de bajada de indices.

Como un ejemplo de esas transformaciones comenzaremos con la forma contravariante del
vector

F=F'g . (1.116)
De las ecuaciones (1.114) y (1.115)
F=Fggue" = F& | (1.117)

la igualdad final viene de la ecuaciones (1.113). La ecuacién (1.116) da la representacién
contravariante de F. La ecuacién (1.117) da la correspondiente representacién covariante del
mismo F.

Deberfamos enfatizar de nuevo que &; v £7 no tienen unidades. Esto puede verse en la
ecuaciones (1.110) y en el tensor métrico g;; para coordenadas polares esféricas y su inverso
g7

1 0 0
1 0 0 1
(95) =0 72 0 @) =1" = 0
0 0 7r?sen?f 0 0 1
r2sen? 6

Derivadas y simbolos de Christoffel.

Formemos la diferencial de un escalar

% dq' .

(1.118)
Ya que la dg' son las componentes de un vector contravariante, las derivadas parciales, 9 /9q"
debieran ser un vector covariante, por la regla del cuociente. El gradiente de un escalar llega
a ser

. o .

Vi =—-=£&". 1.119

V= (1.119)

Deberiamos notar que 9v/9q" no son las componentes del gradiente de la seccién 1.2 ya que
g% # ¢; de la seccién 1.2.

Continuando con las derivadas de un vector, encontramos que la situaciéon es mucho mas
complicada por que los vectores bases &; en general no son constantes. Recordemos que
no estamos mas restingidos a las coordenadas cartesianas con sus conveniente z, y, 2. La
diferenciacion directa es

ov _ ovi

OF
oq? o¢? gt oq?

(1.120)
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Ahora 0¢g;/0q¢’ serd alguna combinacién lineal de &, con coeficientes que dependen de los
indices ¢ y j de las derivadas parciales y el indice k del vector base. Escribimos

L —Tkg, . (1.121)

Multiplicando por €™ y usando ™ -

(1.122)

El Ffj es un simbolo de Christoffel (del segundo tipo). También se le conoce como “coeficiente
de conexion”. Estos Ffj no son tensores de rango tres y el 9V*/dq¢’ de la ecuacién (1.120) no
son tensores de segundo rango. En coordenadas cartesianas, Ffj = 0 para todos los valores
de los indices 1, j, k.
Usando la ecuacién (1.108), obtenemos
0¢; o’ 0g

oq? N 0q¢70q" N oq*

== P;?ig"k ) (1.123)
Luego estos simbolos de Christoffel son simétricos en los dos indices inferiores:
Iy =15 (1.124)

Derivada covariante.

Con los simbolos de Christoffel, la ecuacién (1.120) puede ser reescrita

ov oV’

_ 7 = itk =
8—(]]. = 8(]] g+ \%4 Fz’jgk . (1125)

Ahora i y k en el tultimo término son indices mudos. Intercambiando 7 y k, tenemos

v (avi

k1 =
8—qj = 8qﬂ' + \% ij) &g; - (1126)

La cantidad entre paréntesis es denominada derivada covariante, V; Tenemos

Vi= g VT (1.127)

Los subindices .; indican que la diferenciacién es con respecto a ¢’. La diferencial dV se
convierte en
LV o
dv = a—qjdq] = [V5d¢’]&; . (1.128)
Una comparacién con las ecuaciones (1.107) o (1.116) muestran que la cantidad entre parénte-
sis cuadrados es la i-ésima componente de un vector contravariante. Ya que dg’ es la j-ésima
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componente de un vector contravariante, V; debe ser la componente 7j-ésima de un tensor
mixto de segundo rango (regla del cuociente). Las derivadas covariantes de las componentes
contravariantes de un vector forma un tensor mixto de segundo rango, V;

Ya que los simbolos de Christoffel desaparecen en coordenadas cartesianas, la derivada
covariante y la derivada parcial ordinaria coinciden

i

90 =V (En coordenadas cartesianas). (1.129)
q 2

Se puede demostrar que la derivada covariante de un vector covariante V; esta dada por

(1.130)

Como V!, el tensor Vj;; es de rango dos.
La importancia fisica de la derivada covariante es:

Un reemplazo consistente de las derivadas parciales requlares por derivadas
covariantes lleva las leyes de la Fisica (por componentes) desde un espacio tiempo
plano al espacio tiempo curvo (Riemannian) de la relatividad general. Realmente,
esta sustitucion puede ser tomada como una declaracion matemdtica del principio

de equivalencia.’

Los simbolos de Christoffel como derivadas del tensor métrico.

A menudo es conveniente tener una expresion explicita para los simbolos de Christoffel en
términos de derivadas del tensor métrico. Como un paso inicial, definimos el simbolo de
Christoffel del primer tipo [ij, k] por

(i, k] = gmi T3] - (1.131)

Este [ij, k] no es un tensor de rango tres. De la ecuacién (1.122)

. —e
[Zjv k] = gmk€ - a—qj )
1.132
ez (1.132)
=¢&p o .
kg
Ahora diferenciamos g;; = £; - €}, ecuacién (1.112):
S
gl‘j: gk.gj_f_gi.i';’
dq 0q dq (1.133)
= [ik, 3]+ [k, ]

por la ecuacién (1.132).

9C.W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeler, Gravitation. San Francisco: W. H. Freeman (1973), p 387.
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Luego

. 1 [Oga  Ogj 09
= — . - — 134

s ksr: +
Fij =g [% k] )
Lk {8Qik ik 39@} (1.135)

2 Oq dq°  OgF

Estos simbolos de Christoffel y las derivadas covariantes son aplicadas en la préxima seccion.

1.11 Operadores diferenciales de tensores.

En esta seccion la derivada covariante de la seccién 1.10 es aplicada para derivar las opera-
ciones diferenciales vectoriales de la seccion 1.2 en la forma tensorial general.

Divergencia.

Reemplazando las derivadas parciales por la derivada covariante, tomamos la divergencia
como
— — . avl

V- -V=Vie=l
32 aqz

+ VY, (1.136)

Expresando ', por la ecuacién (1.135), tenemos

Iy = 59 {8(]’“ + o 8qm} : (1.137)

Cuando contraemos con ¢ los dos ltimos términos en el paréntesis de llave se cancelan, ya
que

im OGrm mi Ogri im Ogik

— = = ) 1.138
9" g =9 g =9 ggm ( )
Entonces
I, = —¢g"™ . 1.139
ik 29 8qk ( )
Por la teoria de determinantes
dg im OGim
— qqim 1.140

donde ¢ es el determinante de la métrica,g = det(g;;). Sustituyendo este resultado en la
ecuacion (1.139), obtenemos
. 199 1 9g'?
ik 2g OgF - gl/?2 dgk

(1.141)
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Esto da

. ‘ 1 0

V-V =Vi=—s—(g"°VF). 1.142
Para comparar este resultado con la ecuacién (1.21), note que hihohs = g'/? y V? (coeficiente
contravariante de &;)= V;/h; (no hay suma), donde V; es el coeficiente de é;.

Laplaciano.

En la seccién 1.2 reemplazamos el vector V en V-V por Vi para obtener al Laplaciano V-V1).
Aqui tenemos un V* contravariante. Usando el tensor métrico para crear un contravariante
V1, hacemos la sustitucion

o1
Vi gt 1.143
~ 9o (1.143)
Entonces el Laplaciano V- 6¢ se convierte
- o 1 0 o
V- -Vip = ———(g"2g* =) . 1.144
(8 200 (9% aqk) (1.144)

Para los sistemas ortogonales de la seccion 1.2 el tensor métrico es diagonal y el contravariante
ii

g"" (no hay suma) llega a ser

La ecuacién (1.144) se reduce a

1 9 hihshs Oy

en concordancia con la ecuacién (1.22).

Rotor.

La diferencia de derivadas que aparece en el rotor (ecuacion (1.26)) sera escrita
ov, 9V
dgf  Oqt
Nuevamente, recordemos que las componentes de V; aqui son los coeficientes contravariantes

de los vector no unitarios base £%. Los V; de la seccién 1.2 son coeficientes de los vectores
unitarios é;. Usando

k _ 1k
Fij - Fji )
obtenemos
ovi oV, OV . OV,
e 78 p A AT 74
o¢ O o MU g "R (1.145)

- Vi;j - ‘/Jl .
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Las caracteristicas diferencias de derivadas del rotor llega a ser diferencias en derivadas co-
variantes y por lo tanto es un tensor de segundo orden (covariante en ambos indices). Como
enfatizamos en la seccion 1.9, la forma vectorial especial del rotor existe solamente en el
espacio tridimensional.

De la ecuacién (1.135) es claro que todos los simbolos de Christoffel de tres indices se
anulan en el espacio de Minkowski y en el espacio-tiempo real de la relatividad especial con

1 0 0 0
0 -1 0 O
0o 0 0 -1

Aqui
To=ct, T1=T, T2=Y, Y T3=2.

Esto completa el desarrollo de los operadores diferenciales en la forma tensorial general.
En adicion a los campos elasticos y electromagnéticos, estas formas diferenciales encuentran
aplicacion en mecanica (mecanica Lagrangiana, Hamiltoniana, y las ecuaciones de Euler para
la rotacién de cuerpos rigidos); mecdnica de fluidos, y quizds mucho més importante que
todas, en el espacio-tiempo curvado de la teoria moderna gravitacional.
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Capitulo 2

Determinantes y matrices.

versién final 1.31-1604011

2.1 Determinantes.

Comenzamos el estudio de matrices resolviendo ecuaciones lineales las cuales nos llevan a
determinantes y matrices. El concepto de determinante y su notacion fueron introducidos
por Leibniz.

Ecuaciones lineales homogeneas.

Una de las mayores aplicaciones de los determinantes estd en el establecimiento de una con-
dicion para la exixtencia de una solucién no trivial de un conjunto de ecuaciones algebraicas
lineales homdgeneas. Supongamos que tenemos tres incégnitas z, T2, 3 (0 n ecuaciones con
n incégnitas).

a1, + asxs + azxs = 0,
bll‘l + bQIQ + b3l‘3 =0 s (21)

C1T1 + Coxo + C3T3 = 0.

El problema es: jen qué condiciones hay alguna solucion, aparte de la solucion trivial xy = 0,
e = 0, 3 = 07 Si usamos notacién vectorial & = (x1, z9,x3) para la solucién y tres filas

a = (a1, as,az), b = (by,by,b3), ¢ = (c1,c2,c3) para los coeficientes, tenemos que las tres
ecuaciones, ecuacion (2.1), se convirten en

i-£=0, b-7=0, ¢-&=0. (2.2)

Estas tres ecuaciones vectoriales tienen la interpretacién geométrica obvia que ' es ortogonal
a d, b, ¢. Si el volumen sustentado por @, b, ¢ dado por el determinante (o el producto escalar
triple)

. . a; ag as
Dy = (6 X b) - C= det(c_i, b, 5) = b1 bo b3 s (23)
C1 C2 C3

IEste capitulo estd basado en el tercer capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.

39
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no es cero, claramente sélo existe la solucion trivial = 0.

Vice-versa, si el anterior determinante de coeficientes se anula, luego uno de los vectores
columna es una combinacion lineal de otros dos. Supongamos que ¢ esta en el plano que
sustenta a, l;, 1.€., la tercera ecuacién es una combinacion lineal de las primeras dos y no es
independiente. Luego ' es ortogonal a ese plano tal que ¥ ~ @ X b. Ya que las ecuaciones
homogéneas pueden ser multiplicadas por nimeros arbitrarios, solamente las relaciones de z;
son relevantes, para lo cual obtenemos razones de determinantes de 2 x 2

1 (a2b3 — azby)
T3 (alb2 - 6251) ’ (2.4)
ﬁ _ (a1b3 — agbl)
T3 (a1by — agby) ’
a partir de los componentes del producto cruz a x b.
Ecuaciones lineales no homogéneas.
El caso mas simple es de dos ecuaciones con dos incégnitas
a171 + agxry = as , (2.5)

blxl + ngg = b3 s

puede ser reducido al caso previo embebiéndolo en un espacio tridimensional con una solucién
vectorial ¥ = (z1, x5, —1) y el vector fila @ = (aq, az, as), b= (b1, by, b3). Como antes, ecuacién
(2.5) en notacién vectorial, @-Z =0y b7 = 0, implica que ¥ ~ a X b tal que el anédlogo de la
ecuacion (2.4) se mantiene. Para que esto se aplique la tercera componente de @ x b debiera
ser distinta de cero, i.e., a;by — asby # 0, ya que la tecera componente de & es —1 # 0. Esto
produce que los x; tengan la forma

a3 as
((Zng — Clng) b3 b2
' (alb2 - a2b1> a; Qg ( )
by by
a; as
(a1b3 - a3bl) by b3
To = = ) 2.6b
2 (Cllbg — a2b1) a; as ( )
b1 by

El determinante en el numerador de x;(x9) es obtenido a partir del determinante de los
a; Qs
by by
del lado inhomogéneo de la ecuacién (2.5).

coeficientes

reemplazando el primer vector columna (segundo) por el vector (23)
3

Estas soluciones de ecuacion lineal en términos de determinantes pueden ser generalizados
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a n dimensiones. El determinante es un arreglo cuadrado

ay as ... Qp
D= |B b bl 2
Cit C ... Cpn

de nimeros (o funciones), los coeficientes de n ecuaciones lineales en nuestro caso. El niimero
n de columnas (y de filas) en el arreglo es llamado algunas veces el orden del determinante.
La generalizacién de la expansién del producto escalar triple (de vectores fila de las tres
ecuaciones lineales) tiende al siguiente valor del determinante D,, en n dimensiones,

Dn = Z €ijk_,,aibjck e (28)
donde €, . .. ., andlogo al simbolo de Levi-Civita de la seccién (1.2), es +1 para permuta-

ciones pares (ijk...) de (123...n), —1 para permutaciones impares, y cero si algin indice
es repetido.

Especificamente, para el determinante de orden tres D3 de las ecuaciones (2.3) y (2.8)
tenemos

D3 = +CL1[)2€3 - a1b302 — a2b103 + (lngCl + a3b102 - (l3b201 . (29)

El determinante de orden tres, entonces, es esta particular combinacion lineal de produc-
tos. Cada producto contiene uno y sélo un elemento de cada fila y de cada columna. Cada
producto es sumado si las columnas (los indices) representan una permutacién par de (123)
y restando si corresponde a una permutacién impar. La ecuacién (2.3) puede ser considerada
en notacién abreviada de la ecuacién (2.9). El nimero de términos en la suma (ecuacién
(2.8))es 24 para un determinante de cuarto orden, en general n! para un determinante de
orden n. A causa de la aparicién de signos negativos en la ecuacién (2.9) pueden haber can-
celaciones. Debido a ésto es muy posible que un determinante de elementos grandes tenga
un valor pequeno.

Algunas propiedades ttiles de los determinantes de n-ésimo orden siguen de la ecuacion
(2.8). De nuevo, para ser especifico, la ecuacién (2.9) para determinantes de orden tres es
usada para ilustrar estas propiedades.

Desarrollo laplaciano por las menores.
La ecuacion (2.9) puede ser reescrita

Ds = 01(5203 - b302) - a2(b103 - 5301) + ag(b102 - 5201)
b2 b3 bl b3 b1 bg

2
C2 C3 1 C3 1 C2

(2.10)

+Cl3

:a’l

En general, el determinante de orden n-ésimo puede ser expandido como una combinacion
lineal de productos de elementos de alguna fila (o columna) por determinantes de orden
(n—1) formados suprimiendo la fila y la columna del determinante original en el cual aparece
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el elemento. Este arreglo reducido (2 x 2 en el ejemplo especifico) es llamado una menor. Si
el elemento esta en la i-ésima fila y en la j-ésima columna, el signo asociado con el producto
es (—1)". La menor con este signo es llamada el cofactor. Si M;; es usado para designar
la menor formado omitiendo la fila ¢ y la columna j y ¢;; es el cofactor correspondiente, la
ecuacién (2.10) se convierte en

3 3

D3 = Z(—l)jﬂalej = Z a;Cij - (211)

j=1 j=1

En este caso, expandiendo a lo largo de la primera fila, tenemos ¢ = 1 y la suma es sobre j,
las columnas.

Esta expansion de Laplace puede ser usada para sacar ventaja en la evaluacién de de-
terminantes de alto orden en el cual muchos de los elementos son nulos. Por ejemplo, para
encontrar el valor de el determinante

0 1 0 O
-1 0 0 O
D= 00 0 1 (2.12)
0 0 -1 0
expandimos a través de la fila superior para obtener
-1 0 0
D= (o 0 1]. (2.13)
0 -1 0
Nuevamente, expandimos a través de la fila superior para obtener
D=1 (00| Y g
2.14
ol (2.14)
=1 0]

Este determinante D (ecuacién (2.12)) estd formado de una de las matrices de Dirac que
aparecen en la teoria relativista del electréon de Dirac.

Antisimetria.

El determinante cambia de signo si cualquier par de filas son intercambiadas o si cualquier
par de columnas son intercambiadas. Esto deriva del caracter par-impar del Levi-Civita € en
la ecuacién (2.8) o explicitamente de la forma de las ecuaciones (2.9) y (2.10).

Esta propiedad fue usada en la seccién 1.9 para desarrollar una combinacion lineal to-
talmente antisimétrica. Esto es también frecuentemente usado en Mecénica Cuantica en la
construccién de una funciéon de onda de muchas particulas que, en concordancia con el princi-
pio de exclusién de Pauli, sera antisimétrica bajo el intercambio de cualquier par de particulas
idénticas con spin 1/2 (electrones, protones, neutrones, etc).
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Como un caso especial de antisimetria, cualquier determinante con dos filas iguales o dos
columnas iguales es nulo.

Si cada elemento en una fila o de una columna es cero el determinante completo es nulo.

Si cada elemento en una fila o de una columna es multiplicado por una constante, el
determinante completo es multiplicado por esa constante.

El valor de un determinante es inalterado si un miltiplo de una fila es anadido (columna
por columna) a otra fila o si un miltiplo de una columna es anadido (fila por fila) a otra
columna. Tenemos

a; Qa9 as (11—|—k’(12 ao Aas
by by bsy|=|by+kby by by . (2.15)
C1 Co C3 C1+I€C2 Cy C3

Usando el desarrollo de Laplace sobre el lado derecho, obtenemos

ay + kay az as ap az as az Qg as
b1 +kby by bs| =|by by bs|+k|by by b3| , (2.16)
c1+kcy ¢ c3 c1 Cy C3 Cy Cy C3

entonces por la propiedad de antisimetria el segundo determinante del lado derecho se anula,
verificando la ecuacién (2.15).

Un caso especial, un determinante es igual a cero, si cualquier par de filas o columnas son
proporcionales.

Volviendo a las ecuaciones homogéneas (2.1) y multiplicando el determinante de los coe-
ficientes por x1, y luego sumando x5 veces la segunda columna y 3 veces la tercera columna,
podemos establecer directamente la condicién para la presencia de una solucién no trivial
para la ecuacién (2.1):

a1 ao as Tria1 Qo as 121 + aoxo + asTs ao dasg 0 ay as
T b1 bg b3 = Ilbl bg bg = bl.’L'l + bgl’g + b3(L’3 bg b3 =10 bg b3 =0. (217)
c1 Cy C3 TiCc, Co C3 C1T1 + CoTy + C3T3  C3  C3 0 ¢y c3

Por lo tanto x; (x2 y x3) deberian ser cero a menos que el determinante de los coeficientes
sea nulo. Podemos mostrar que si el determinante de los coeficientes es nulo, existe realmente
una solucién no trivial.

Si nuestras ecuaciones lineales son inhomogéneas, esto es, como en la ecuacién (2.5) o si
los ceros en el lado derecho de la ecuacién (2.1) fueran reemplazados por ag, by, ¢4 respecti-
vamente, luego de la ecuacién (2.17) obtenemos,

ay G2 ag
by by b3
o (2.18)
ay ag as
by by b3
1 C2 C3

la cual generaliza la ecuacién (2.6a) a la dimension n = 3. Si el determinante de los coeficientes
se anula, el conjunto de ecuaciones no homogéneas no tiene soluciéon a menos que el numerador
también se anule. En este caso las soluciones pueden existir pero ellas no son tinicas.
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Para el trabajo numérico, esta solucién del determinante, ecuacién (2.18), es enormemente
dificil de manejar. El determinante puede involucrar grandes niimeros con signos alternados,
y en la resta de dos nimeros grandes el error relativo podria remontarse al punto que hace
que el resultado no tenga valor. También, aunque el método del determinante es ilustrado
aqui con tres ecuaciones y tres incognitas, podriamos facilmente tener 200 ecuaciones con
200 incognitas las cuales, involucran sobre 200! términos por determinante, lo que pone un
desafio muy alto a la velocidad computacional. Deberia haber una mejor manera. En efecto,
hay una mejor manera. Una de las mejores es un proceso a menudo llamado eliminacién de
Gauss. Para ilustrar esta técnica, consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones.

Resolvamos

3x+2y+2z=11
20+ 3y + 2z =13 (2.19)
r+y+4z=12.

El determinante de la ecuacién lineal no homogénea ecuacién (2.19) es 18, por lo tanto existe
una solucion.

Por conveniencia y para una 6ptima precision numeérica, las ecuaciones son reordenadas
tal que los coeficientes mayores corran a lo largo de la diagonal principal (superior izquierda
a inferior derecha). Esto ha sido hecho en el conjunto anterior.

La técnica de Gauss es usar la primera ecuacion para eliminar la primera incégnita = de
las ecuaciones restantes. Entonces la (nueva) segunda ecuacién es usada para eliminar y de la
ultima ecuacion. En general, descendemos poco a poco a través del conjunto de ecuaciones,
y luego, con una incégnita determinada, avanzamos gradualmente para resolver cada una de
las otras incognitas en sucesion.

Dividiendo cada fila por su coeficiente inicial, vemos que las ecuaciones (2.19) se convierten
en

L2
T+ -y+-z2=—
3T 3773

3 1 13 (2.20)
$+2y+22f2

L2011
TT3YT3ET g
5 1 17
Oyt 2y 2t 2.21
¢/ T6° " % (2.21)
L%
3T 3FT g
y
L2011
TT3YT3ET g
11 (2.22)
y+52—5

y+11z =25.
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Repitiendo la técnica, usamos la segunda ecuacién para eliminar y a partir de la tercera
ecuacion:

N 2 N 1 11
x+ = —z=—
373773
17 (2.23)
Y*T5FT %
bdz =108,
o
z2=2.
Finalmente, al reemplazar obtenemos
1 17
- X2=—
y+ 5 5
0
y=3
Luego con z e y determinados,
+ - x3+ ! X 2 11
T+ = = = —
3 3 3

La técnica podria parecer no tan elegante como la ecuacién (2.17), pero estd bien adaptada
a los computadores modernos y es mas rapida que el tiempo gastado con los determinantes.

Esta técnica de Gauss puede ser usada para convertir un determinante en una forma
triangular:

aq bl C1
D=0 b2 Cal ,
0 0 C3

para un determinante de tercer orden cuyos elementos no deben ser confundidos con aquellos
en la ecuacién (2.3). De esta forma D = ajbycs. Para un determinante de n-ésimo orden
la evaluacion de una forma triangular requiere solamente n — 1 multiplicaciones comparadas
con las n! requeridas para el caso general.

Una variacion de esta eliminacion progresiva es conocida como eliminacién de Gauss-
Jordan. Comenzamos como si fuera el procedimiento de Gauss, pero cada nueva ecuacion
considerada es usada para eliminar una variable de todas las “otras” ecuaciones, no sélo de
aquellas bajo ella. Si hemos usado esta eliminacién de Gauss-Jordan, la ecuacién (2.23)
llegaria a ser

LT
T+ -z=<
5775
L1 (2.24)
VY553
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usando la segunda ecuacién de la ecuacién (2.22) para eliminar y de ambas, la primera y
tercera ecuaciones. Entonces la tercera ecuacién de la ecuacion (2.24) es usada para eliminar
z de la primera y segunda ecuaciones, dando

y=3 (2.25)

Volveremos a la técnica de Guass-Jordan cuando invertamos matrices.

Otra técnica disponible para el uso computacional es la técnica de Gauss-Seidel. Cada
técnica tiene sus ventajas y desventajas. Los métodos de Gauss y Gauss-Jordan pueden tener
problemas de precisién para un determinante grande. Esto también es un problema para la
inversion de matrices. El método de Gauss-Seidel, como un método iterativo, puede tener
problemas de convergencia.

2.2 Matrices.

El analisis matricial pertenece al algebra lineal ya que las matrices son operadores o ma-
pas lineales tales como rotaciones. Supongamos, por ejemplo, que rotamos las coordenadas
cartesianas de una espacio bidimensional tal que, en notacion vectorial,

(:17/1) _ <:171 cos@ T Sen90> = (3, ayz;) . (2.26)

@ —T9siny xpCoS

Etiquetamos el arreglo de elementos a;; por la matriz A de 2 x 2 consistente de dos filas y
dos columnas, ademads, consideramos los vectores z, ' como matrices de 2 x 1. Tomemos la
suma de productos de la ecuacién (2.26) como una definicién de la multiplicacién matricial
que involucra el producto escalar de cada uno de los vectores fila de A con el vector columna
x. Asi en notacién matricial la ecuacién (2.26) se convierte en

¥ =Ar. (2.27)

Para extender esta definicién de multiplicacion de una matriz por un vector columna a el
producto de dos matrices de 2 x 2, consideremos la rotacién de coordenada seguida por una
segunda rotacién dada por la matriz B tal que

2" =Bz’ (2.28)

Por componentes

.73;/ = Z bl]x; = me Z (Ijkl’k = Z <Z bijajk> Tk - (229)
J J k k J
La suma sobre j es la multiplicacién matricial definiendo una matriz C = BA tal que

r] = Zcikxk , (2.30)
k



2.2. MATRICES. 47

o 2" = Cx en notacién matricial. Nuevamente, esta definicién involucra el producto escalar
de vectores filas de B con vectores columnas de A. Esta definicién de multiplicaciéon matricial
se puede generalizar a matrices de m X n y es util, realmente “su utilidad es la justificacion
de su existencia”. La interpretacién fisica es que el producto matricial de dos matrices, BA,
es la rotacion que conduce del sistema sin prima directamente al sistema de coordenadas con
doble prima. Antes de pasar a la definicién formal, podemos notar que el operador A estd
descrito por sus efectos sobre las coordenadas o vectores base. Los elementos de matriz a;;
constituyen una fepresentacion del operador, una representacién que depende de la eleccion
de una base.

El caso especial donde una matriz tiene una columna y n filas es llamada un vector
columna, |z), con componentes x;, i = 1,2,... .,n. Si A es una matriz de n X n, |z) es un
vector columna de n componentes, A|x) estd definida como en la ecuacién (2.27) y (2.26).
Similarmente, si una matriz tiene una fila y n columnas, es llamada un vector fila, (x| con
componentes x;, i = 1,2,... .n. Claramente, (z| resulta de |z > por el intercambio de filas
y columnas, una operacion matricial llamada transposicion, y pora cualquier matriz A, A
es llamada 2 la transpuesta de A con elementos de matriz (A)Zk = A,;. Transponiendo un
producto de matrices AB se invierte el orden y da BA; similarmente, A|x) se transpone como
(x|A. El producto escalar toma la forma (x|y).

Definiciones basicas.

Una matriz puede ser definida como una arreglo cuadrado o rectangular de nimeros o funcio-
nes que obedecen ciertas leyes. Esto es una extension perfectamente logica de los conceptos
matematicos familiares. En aritmética tratamos con nimeros simples. En la teoria de varia-
ble compleja tratamos con pares ordenados de ntimeros, (1,2) = 1+ 2i, en el cual el orden es
importante. Ahora consideremos nimeros (o funciones) ordenados en un arreglo cuadrados
o rectangular. Por conveniencia en el trabajo posterior los niimeros son distinguidos por dos
subindices, el primero indica la fila (horizontal) y el segundo indica la columna (vertical) en
la cual aparecen los niimeros. Por ejemplo, a3 es el elemento de matriz en la primera fila y
tercera columna. De este modo, si A es una matriz con m filas y n columnas,

aix iz - Aip
Q21 Q22 -+  QA2p

A=| 7 I (2.31)
m1 Am2 - Omn

Quizés el hecho mds importante a notar es que los elementos a;; no estdn combinados unos
con otros. Una matriz no es un determinante. Es un arreglo ordenado de nimeros, no un
simple ntimero.

La matriz A hasta ahora de sélo es un arreglo de niimeros que tiene las propiedades
que le asignamos. Literalmente, esto significa construir una nueva forma de matemaéticas.
Postulamos que las matrices A, By C, con elementos a;j, b;; y ¢;;, respectivamente, combinan
de acuerdo a las siguientes reglas.

2Algunos textos denotan A transpuesta por AT,
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Igualdad.

Matriz A= Matriz B si y sélo si a;; = b;; para todos los valores de i y j. Esto, por su puesto,
require que A y B sean cada uno arreglos de m x n (m filas y n columnas).

Suma.

A+ B = Csiy sélo sia;; + bj; = c;j para todos los valores de i y j, los elementos se
combinan de acuerdo a las leyes del dlgebra lineal (o aritmética si hay nimeros simples). Esto
significa que A + B = B 4+ A, la conmutacion. También, se satisface la ley de asociatividad
(A+B)+C=A+(B+C). Sitodos los elementos son cero, la matriz es llamada matriz nula
y se denota por 0. Para todo A,

A+0=0+A=A,

con
00 --- 0
o=1|. .  |. (2.32)
00 --- 0

Tal que las matrices de m x n forman un espacio lineal con respecto a la suma y la resta.

Multiplicacién (por un escalar).

La multiplicacién de la matriz A por una cantidad escalar « estd definida como
aA = (aA) (2.33)

en la cual los elementos de aA son aa,j; esto es, cada elemento de la matriz A es multiplicado
por el factor escalar. Esto contrasta con el comportamiento de los determinantes en el cual el
factor @ multiplica solamente una columna o una fila y no cada elemento del determinante.
Una consecuencia de esta multiplicacién por escalar es que

aA =Aa, conmutacion. (2.34)

Multiplicacién (multiplicacién matricial) producto interno.
AB=C siysolosi ¢;= Z aikbyj - (2.35)
k

Los elementos i y j de C estan formados como un producto escalar de la i-ésima fila de A con
el j-ésima columna de B (el cual demanda que A tenga el mismo nimero de columnas como
B tiene de filas). El indice mudo k toma los valores 1,2,... ,n en sucesion, esto es,

Cij = apbij + aioboj + asbs; (2.36)
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para n = 3. Obviamente, el indice mudo k£ pude ser reemplazado por algin otro simbolo
que no esté en uso sin alterar la ecuacién (2.35). Quizds la situacion puede ser aclarada
afirmando que la ecuacién (2.35) defina el método de combinar ciertas matrices. Este método
de combinacion, es llamado multiplicacién matricial. Para ilustrar, consideremos dos matrices

(matrices de Pauli)
01 1 0
() 5 (). .

El elemento 1; del producto, (0103)11 estd dado por la suma de productos de elementos de la
primera fila de o; con el correspondiente elemento de la primera columna de o3: Aqui

(0103)i5 = 01110315 + 0112039, -

Una aplicacion directa de la multiplicacién de matrices muestra que

S <_01 (1)) (2.38)

y por la ecuacién (2.35)
0103 = —0103 . (239)
Excepto en casos especiales, la multiplicacién de matrices no es conmutativa.?

AB # BA . (2.40)

Sin embargo, de la definiciéon de multiplicacién de matrices podemos mostrar que se mantiene
una ley de asosiatividad, (AB)C = A(BC). También se satisface una ley de distributividad,
A(B 4+ C) = AB + AC. La matriz unidad tiene elementos d;;, la delta de Kronecker, y la
propiedad de que 1A = Al = A para toda A,

10 - 0
T N (2.41)
00 -~ 1

Notamos que es posible que el producto de dos matrices sea una matriz nula sin ser ninguna
de ellas una matriz nula. Por ejemplo, si

() s ()

AB = 0. Esto difiere de la multiplicaciéon de ntimeros reales o complejos los cuales forman un
campo, mientras que las estructura aditiva y multiplicativa de las matrices es llamada anillo
por los matematicos.

3La perdida de la propiedad conmutativa es descrita por el conmutador [A, B] = AB — BA. La no conmu-
tatividad se expresa por [A, B] # 0.
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Si A en una matriz de n X n con determinante |A| # 0, luego tiene una unica inversa A~1
tal que AA~' = A='A = 1. Si B es también una matriz de n x n con inversa B=!, luego el
producto de AB tiene la inversa

(AB)"' =B 'A!, (2.42)

ya que ABB7!A~! =1 =B !A!AB.

El teorema del producto el cual dice que el determinante de un producto,|AB|, de dos
matrices de n X n A y B es igual al producto de los determinantes, |A||B|, uniendo matrices
con determinantes. El anterior teorema puede ser facilmente probado.

Producto directo.

Un segundo procedimiento para multiplicar matrices, conocido como el tensor producto di-
recto o de Kronecker. Si A es una matriz de m x m y B una matriz de n x n, luego el producto
directo es

AB=C. (2.43)
C es uan matriz de mn X mn con elementos
Cop = Aij B , (2.44)
con
a=n(i—1)+k, B=n(j—1)+1.

Por ejemplo, si A y B ambas son matrices de 2 x 2,

. CLllB CllgB
AwB= (GmB (1225)
a11bi1 @bz aigbin  aigbio (2.45)
a11b21  a11bag  ai2bar  aizbas
a21011  as1b12  axbin  agxnbis

a21b21  a21b92  agebar  agebas

El producto directo es asociativo pero no conmutativo. Como un ejemplo de producto
directo, las matrices de Dirac pueden ser desarrolladas como productos directos de las ma-
trices de Pauli y de la matriz unidad. Otros ejemplos aparecen en la construccién de grupos
en teoria de grupos y en espacios de Hilbert en teoria cuantica.

El producto directo definido aqui es algunas veces llamado la forma standard y es deno-
tado por ®. Otros tres tipos de producto directo de matrices existe como posibilidades o
curiosidades matematicas pero tienen muy poca o ninguna aplicacién en fisica matematica.
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Matrices diagonales.

Un tipo especial muy importante de matrices es la matriz cuadrada en la cual todos los
elementos no diagonales son cero. Espacificamente, si una matriz A de 3 x 3 es diagonal,

a1y 0 0
A= 0 929 0
0 0 as3

Una interpretacién fisica de tales matrices diagonales y el método de reducir matrices a esta
forma diagonal son considerados en la seccion 2.5. Aqui nos limitamos a notar la importante
propiedad de que la multiplicaciéon de matrices es conmutativa, AB = BA, si A y B son cada
una diagonales.

Traza.

En cualquiera matriz cuadrada la suma de los elementos diagonales es llamada la traza.
Claramente la traza es una operacion lineal:

traza(A — B) = traza(A) — traza(B) .

Una de sus interesantes y ttiles propiedades es que la traza de un producto de dos matrices
Ay B es independiente del orden de la multiplicacion:

traza(AB) = Z Z Z a;jbji
= Z Z bjiaij = Z (BA);; (2.46)

= traza(BA) :

Esto se mantiene aiin cuando AB # BA. La ecuacién (2.46) significa que la traza de cualquier
conmutador, [A,B] = AB — BA, es cero. De la ecuacién (2.46) obtenemos

traza(ABC) = traza(BCA) = traza(CAB) ,

lo cual muestra que la traza es invariante bajo permutaciuones ciclicas de la matriz en un
producto.

Para una matriz simétrica o una matriz Hermitica compleja la traza es la suma, y el
determinante el producto, de sus autovalores, y ambos son coeficientes del polinomio carac-
teristico. La traza servird una funcién similar para las matrices como la ortogonalidad sirve
para los vectores y funciones.

En términos de tensores la traza es una contracciéon y como el tensor de segundo orden
contraido es un escalar (invariante).

Las matrices son usadas ampliamente para representar los elementos de grupos. La traza
de las matrices representando los elementos de grupo es conocido en teoria de grupos como el
cardcter. La razén de este nombre especial y espacial atencion es que mientras las matrices
pueden variar la traza o caracter se mantiene inavariante.
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Inversion de matriz.

Al comienzo de esta seccion la matriz A fue presentada como la representacién de un operador
que (linealmente) transforma los ejes de coordenadas. Una rotacién podria ser un ejemplo de
tal transformacién lineal. Ahora buscaremos la transformacién inversa A~! que restablecera
los ejes de coordenadas originales. Esto significa, ya sea como una ecuacion matricial o de
operador?,

AAT=ATIA=1. (2.47)
Podemos probar (ejercicio) que
C..
pyel L 2.4
az] |A| 7 ( 8)

con la suposicién que el determinante de A (JA|) # 0. Si es cero, etiquetaremos a A como sin-
gular. No existe la inversa. Como fue explicado en la seccién 2.1 esta forma con determinante
es totalmente inapropiado para el trabajo numérico con grandes matrices.

Hay una amplia variedad de técnicas alternativas. Una de las mejores y mas comunmente
usada es la técnica de inversién de matrices de Gauss-Jordan. La teoria estd basada en los
resultados que muestran que existen matrices My, tal que el producto M A sera A pero con

a. una fila multiplicada por una constante, o
b. una fila reemplazada por la fila original menos un multiplo de otra fila, o
c. filas intercambiadas.

Otras matrices Mg operando sobre la derecha de (AMg) puede llevar a las mismas opera-
ciones sobre las columnas de A.

Esto significa que las filas y las columnas de la matriz pueden ser alteradas (por multipli-
cacién de matrices) como si estuviéramos tratando con determinantes, asi podemos aplicar
las técnicas de eliminacién de Gauss-Jordan a los elementos de matriz. Por tanto existe una
matriz My, (o Mg) tal que®

MA=1. (2.49)

La M; = A~!'. Determinamos M;, realizando las operaciones de eliminacién idénticas sobre
la matriz unidad. Luego

Mil=M; . (2.50)

Para clarificar ésto consideremos un ejemplo especifico.
Deseamos invertir la matriz

321
A=|2 3 1] . (2.51)
11 4

4Aqui y a través de todo el capitulo nuestras matrices tienen rango finito.
®Recordemos que det(A) # 0.



2.3. MATRICES ORTOGONALES. 53

Por conveniencia escribimos A y 1 lado a lado realizando operaciones idénticas sobre cada
una de ellas

321 100
2 31 010]. (2.52)
11 4 00 1

Para ser sisteméticos, multiplicamos cada fila para obtener az; = 1,

1 2 3 $ 00
1 31 035 0f. (2.53)
11 4 001

Restando la primera fila de la segunda y tercera, obtenemos

2 1 1

121 Lo 0

02 3 -5 3 0] . (2.54)
1 11 1

03 3 -3 01

Entonces dividimos la segunda fila (de ambas matrices) por 5/6 y sustrayéndola 2/3 veces de
la primera fila, y 1/3 veces de la tercera fila. Los resultados para ambas matrices son

1 3 2
10 3 5 —5 0
01 1 -2 2 0 (2.55)
00 18 -1 11

5 5 5

Dividimos la tercera fila (de ambas matrices) por 18/5. Luego como tltimo paso 1/5 veces
la tercera fila es sustraida de cada una de las dos primeras filas (de ambas martices). Nuestro
par final es

11 7 1
100 8 18 18
7 11 1
010 —38 18 i . (2.56)
1 1 5

El chequeo es multiplicar la original A por la calculada A~! para ver si realmente obtuvimos
la matriz unidad 1.

Como con la solucion de Gauss-Jordan de ecuaciones algebraicas simultaneas, esta técnica
esta bien adaptada para computadores.

2.3 Matrices ortogonales.

El espacio de tres dimensiones ordinario puede ser descrito con las coordenadas cartesianas
(21,22, x3). Consideremos un segundo conjunto de coordenadas cartesianas (), x4, 2%) cu-
yo origen y sentido coinciden con el primero pero su orientacién es diferente (figura 2.1).
Podemos decir que el sistema de ejes prima ha sido rotado respecto al inicial sistema de
coordenadas sin prima. Ya que esta rotacion es una operacion lineal, esperamos una ecuacién
matricial que relaciones la base con primas con la sin primas.
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21

Figura 2.1: Sistemas de coordenadas cartesianos.

Cosenos directores.
Un vector unitario a lo largo del eje z (Z;') puede ser resuelto en sus componentes a lo largo

de los ejes x1, x9 v x3 por las usuales técnicas de proyeccion.
~ ! o / A / A /
&' = &y cos(x), x1) + o cos(zy, xy) + T3 cos(xy, x3) . (2.57)
Por conveniencia estos cosenos, los cuales son los cosenos directores, son etiquetados
/ — J—
COS(Il,JIl) =1 Ty = ay ,
/
cos(x),Ta) = 21" - Ty = aja , (2.58)

cos(x,x3) =21 - ¥3 = a3 .

Continuando, tenemos

COS($,27$1) =1y -3 = ay ) (a21 #* alz) ) (2 59)
cos(Th, Ta) = &9 - To = a9y | y asi sucesivamente. '

Ahora la ecuacién (2.57) puede ser reescrita como

~ ! A~ A A~
T1 = T1a11 + Toa12 + T3a13

y también
~ ! A~ A~ A~
Tog = T1G21 + Tolog + T3ao3 (2.60)
A/ A A~ A~ .
T3 = Tia31 + Toazs + T3a33 .

También podemos ir de la otra manera resolviendo &1, Zo y Z3 en sus componentes en el

sistema con primas. Entonces
N~ oA A ~
Ty = T1 Q11 + T2 Q21 + T3 a3y
~ A ! A~ ~
X9 = X1 Q12 + X9 G99 + T3 Q39 (261)

~ A ! A s
T3 =T1 Q13 + T2 Qo3 + T3 33 .
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Aplicaciones a vectores.

Si consideramos un vector cuyas componentes son funciones de la posicién, entonces

—

V(xy, e, x3) = 31V1 + 22 Vo + 23V

SN A A NV NV A / (2‘62)
= V(2 vy, 23) = 21 V] + 25V + 25V,

ya que el punto puede ser dado en cualquiera de los dos sistema de coordenadas (z1, x2, x3) 0
(x], x4, x4). Notemos que V' y V'’ son geométricamente el mismo vector (pero con diferentes
componentes). Si los ejes de coordenadas son rotados, el vector se mantiene fijo. Usando la
ecuacion (2.60) para eliminar &1, 9, 3, podemos separar la ecuacién (2.62) en tres ecuaciones
escalares

Vi = anVi+ a1oVa + a13Vs

Vy = ann Vi + ageVa + assVs (2.63)

Vi = anVi+ azVs + azsVs .

En particular, estas relaciones se mantendran para las coordenadas de un punto (xy, 2, x3)
/ / /
y (2, 2%, 2%), dando
/
Ty = 01171 + a0 + a13T3
/
Ty = 2171 + G22%9 + Q2373 (264)
/
T3 = 3171 + Q3272 + a33T3 ,

y similarmente para las coordenadas primas. En esta notacion el conjunto de tres ecuaciones
(2.64) pueden ser escritas como

3

$; = Z Q25 , (265)

J=1

donde 7 toma los valores 1, 2 y 3 y el resultado son tres ecuaciones separadas.

De la ecuacién anterior podemos derivar interesante informacién sobre los a;; los cuales
describen la orientacién del sistema de coordenadas (2, x4, x4) relativa al sistema (xy, z2, T3).
La distancia respecto al origen es la misma en ambos sistemas. Elevando al cuadrado,

-0
-y (Z x> (Z kxk> (2.66)

k

= E Xy E Q5 Qif;
g,k i
Esto solo puede ser cierto para todos los puntos si y sélo si

> ajan =0,  j k=123 (2.67)
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La ecuacién (2.67) es una consecuencia de requerir que la longitud permanezca constante
(invariante) bajo rotaciones del sistema de coordenadas, es llamada la condicion de ortogo-
nalidad. Los a;; escritos como una matriz A, forman una matriz ortogonal. Notemos que la
ecuacion (2.67) no es una multiplicacién matricial.

En notacién matricial la ecuacién (2.65) llega a ser

2"y = Alx) . (2.68)

Condiciones de ortogonalidad, caso bidimensional.

Podemos ganar un mejor entendimiento de los a;; y de la condicién de ortogonalidad consi-
derando con detalle rotaciones en dos dimensiones. Esto lo podemos pensar como un sistema
tridimensional con los ejes x; y x9 rotados respecto a x3. De la figura 2.2,

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas rotados en dos dimensiones.

/
Ty = T1COSY + Taseny ,

| (2.69)
Ty = —XT1S€N Y + ToCOS © .

Por lo tanto por la ecuacién (2.68)

A ( cos sengo) . (2.70)
—senp cosy
Notemos que A se reduce a la matriz unidad para ¢ = 0. La rotacién cero significa que nada
ha cambiado. Es claro a partir de la figura 2.2 que

aj; = cosp = cos(xy, 1) ,
T , ) ) (2.71)
(1o = Sen Y = oS (5 — gp) = cos(xy,x2) , y asi sucesivamente,
de este modo identificamos los elementos de matriz a,; con los cosenos directores. La ecuacion
(2.67), la condicién de ortogonalidad, llega a ser
sen® p +coslp =1,

(2.72)
sen @ cosp —senpcos =0 .
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la extensién a tres dimensiones ( rotacion de las coordenadas a lo largo del eje z en un dngulo
¢ en el sentido de los punteros del reloj) es simplemente

cosp senp 0
A= |—seny cosp 0] . (2.73)
0 0 1

El as3 = 1 expresa el hecho que 2}, = x3, ya que la rotacién ha sido en torno al eje x3 Los
ceros garantizan que | y z, no dependen de x3 y que x4 no depende de z7 y z5. En un
lenguaje més sofisticado, 1 y x5 se extienden sobre un subespacio invariante, mientras que
x3 forma un subespacio invariante por si solo. La forma de A es reducible. La ecuacién (2.73)
da una posible descomposicion.

Matriz inversa A~L.
Volviendo a la matriz de transformacién general A, la matriz inversa A~! es definida tal que
lz) = A7) . (2.74)

Esto es, A=t describe el inverso de la rotacién dada por A y retorna el sistema de coordenadas
a su posicién original. Simbdlicamente, las ecuaciones (2.68) y (2.74) combinadas dan

lz) = A7'A|z) | (2.75)
y ya que |x) es arbitrario,
ATA=1, (2.76)
la matriz unidad, Similarmente,
AATT=1. (2.77)

usando las ecuaciones (2.68) y (2.74) y eliminando |z’) en vez de |x).

Matriz transpuesta, A.

Podemos determinar los elementos de nuestra postulada matriz inversa A~! empleando la
condicién de ortogonalidad. La ecuacién (2.67), la condicién de ortogonalidad, no esta de
acuerdo con nuestra definiciéon de multiplicaciéon matricial, pero la podemos definir de acuerdo
a una nueva matriz A tal que

&ji = Q45 . (278)
La ecuacién (2.67) llega a ser

AA =1 . (2.79)
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Esta es una reformulacién de la condicién de ortogonalidad y puede ser tomada como una
definicién de ortogonalidad. Multiplicando (2.79) por A~! por la derecha y usando la ecuacién
(2.77), tenemos

A=At (2.80)

Este importante resultado que la inversa es igual a la transpuesta se mantiene solo para
matrices ortogonales y puede ser tomado como una reformulaciéon de la condicién de ortogo-
nalidad.

Multiplicando la ecuacién (2.80) por A por la izquierda, obtenemos

AA =1, (2.81)

Zajiaki = Ojk » (2.82)

i

lo cual es otra forma més de la condicién de ortogonalidad.
Resumiendo, la condicién de ortogonalidad puede ser enunciada de varias maneras equi-
valentes:

Z ;i = 0k (2.83a)
Z Qj;Qk; = Ojk (283b)
AA =AA =1 (2.83c)

A=A, (2.83d)

Cualquiera de estas relaciones es condicién necesaria y suficiente para que A sea ortogonal.
Es posible ahora ver y enteder por qué el nombre ortogonal es apropiado para estas
matrices. Tenemos la forma general

11 Qa2 Q13
A=|au ax azx )

31 dzz G33

de una matriz de cosenos directores en la cual a;; es el coseno del angulo entre 2 y x;. Por lo
tanto, a1, @12, a3 son los cosenos directores de z relativo a xy, x9, 3. Estos tres elementos
de A definen una unidad de longitud a lo largo de z/, esto es, un vector unitario 27,

~/ A~ A~ A~
Ty = T1G11 + T2a12 + T3a13 -

La relacién de ortogonalidad (ecuacién (2.82)) es simplemente una declaracion que los vectores
unitarios 2}, 245, y 25 son mutuamente perpendiculares o ortogonales. Nuestra matriz de
transformacion ortogonal A transforma un sistema ortogonal en un segundo sistema ortogonal
de coordenadas por rotacién y/o reflexion.
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Angulos de Euler.

Nuestra matriz de trasformacién A contiene nueve cosenos directores. Claramente, solo tres
de ellos son independientes, la ecuacién (2.67) proveen seis restricciones. De otra manera,
uno puede decir que necesita dos pardmetros (6 y ¢ en coordenadas polares esféricas) para
fijar el eje de rotacion, mas uno adicional para describir la magnitud de la rotacién en torno a
ese eje. En la formulacién Lagrangiana de la mecanica es necesario describir A usando algin
conjunto de tres parametros independientes mas que los redundantes cosenos directores. La
eleccién usual de estos pardmetros es la de los 4ngulos de Euler®

X3: X3
X5 Xy
Xq
Xy .
Edn| ,
X5 X, Xy
a
~ T | T — !
X X=X
1 %
X1
(a) (b) (c)

Figura 2.3: (a) Rotacién respecto al eje x3 en un dngulo «; (b) Rotacién respecto a un eje z,
en un angulo (; (c¢) Rotacién respecto a un eje 5 en un dngulo 7.

El objetivo de describir la orientacién de un sistema final rotado (zf’, 2%, %) relativo a

algun sistema de coordenadas inicial (x1, 29, x3). El sistema final es desarrollado en tres pasos
cada paso involucra una rotacién descrita por un angulo de Euler (figura 2.3):

1. Los ejes o, x4, y x4 son rotados respecto al eje x3 en un angulo « en el sentido horario
relativo a x1, x5 y z3. (Los ejes x3 y x4 coinciden.)

2. los ejes a7, x4, y x4 son rotados respecto al eje x5, en un angulo 3 en el sentido horario
relativo a 2, o}, y 5. (Los ejes z, y x4 coinciden.)

3. la tercera y final rotacién es en un angulo v en sentido horario respecto al eje x5 produ-

ciendo el sistema (27", 25, #4'). (Los ejes % y x5 coinciden.)

Las tres matrices que describen estas rotaciones son:

cosa  sena 0
R.(a) = [ —sena cosa 0| (2.84)
0 0 1

5No hay una tnica manera de definir los dngulos de Euler. Usamos la eleccién usual en Mecénica Cuantica
de momento angular.
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exactamente como en la ecuacion (2.73,

cosf 0 —senf3
R,(B) = 0 1 0 (2.85)
senf3 0 cospf

y
cosy seny 0
R.(v) = [ —sen~y cosy 0] . (2.86)
0 0 1

La rotacién total es descrita por el producto matricial triple,

Ala, 8,7) = R.(V)Ry(B)R: () . (2.87)

Notemos el orden: R,(«) opera primero, entonces R, (), y finalmente R, (7). La multipli-
cacion da

cosycosFcosa —senysena  COS7yCos/[Fsena — sen-ycosa — cos-ysen (3
A= | —sen~vycosffcosa —cosysena —sen-ycos/3sena + cos-ycos sen 7y sen (3
sen (3 cos « sen (3 sen « cos 3

(2.88)

Comparando A(a;;) con A(a, 3,7) elemento por elemento, nos produce los cosenos directores
en términos de los angulos de Euler.

Propiedades de simetria.

Nuestra descripcién matricial conduce al grupo de rotaciones SO(3) en el espacio tridimen-
sional R?, v la descripcién en términos de dngulos de Euler de las rotaciones forman una base
para desarrollar el grupo de rotaciones. Las rotaciones pueden también ser descritas por el
grupo unitario SU(2) en el espacio bidimensional C?.

La matriz transpuesta es 1til en la discusién de las propiedades de simetria. Si

A=A s ;5 = Ajj (289)

la matriz es llamada simétrica, mientras que si

A=-A s Q5 = —Qyj5 , (290)

es llamada antisimétrica. Los elementos de la diagonal son nulos. Es facil mostrar que
cualquier matriz cuadrada puede ser escrita como la suma de una matriz simétrica y una
antisimétrica. Consideremos la identidad

A:%[AJFA]JF%[A—A] : (2.91)

A + A es claramente simétrica, mientras que A — A es claramente antisimétrica. Esta es la
andloga matricial a la ecuacién tensorial (1.68).
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L

Figura 2.4: Vector fijo con coordenadas rotadas.

Hasta ahora hemos interpretado las matrices ortogonales como rotaciones del sistema de
coordenadas. Estas cambian las componentes de un vector fijo. Sin embargo, una matriz or-
togonal A puede ser interpretada igualmente bien como una rotacion del vector en la direccién
opuesta (figura 2.4).

Estas dos posibilidades, (1) rotar el vector manteniendo la base fija y (2) rotar la base
(en el sentido opuesto) manteniendo el vector fijo.

Supongamos que interpretamos la matriz A como rotar un vector 7 en una nueva posicién
71, i.e., en un particular sistema de coordenadas tenemos la relacién

7= A7 . (2.92)

Ahora rotemos las coordenadas aplicando una matriz B, la cual rota (z,y, z) en (2/,y/, 2'),

B
— BA(B™!B)7 (2.93)
— (BAB™!)B7 = (BAB™})i .

B es justo 71’ en el nuevo sistema de coordenadas con una interpretacién similar se mantine
para B7. Ya que en este nuevo sistema (B7) es rotado a la posicién (Br) por la matriz BAB™.

By = (BAB™!) B
| ! !
A U

En el nuevo sistema las coordenadas han sido rotadas por la matriz B, A tiene la forma A,
en la cual

A =BAB™' . (2.94)

A’ opera en el espacio 2’, 3/, 2/ como A opera en el espacio z, y, z.
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La transformacién definida por la ecuacién (2.94) con B cualquier matriz, no necesa-
riamente ortogonal, es conocida como trasformacién de similaridad. Por componentes la
ecuacion (2.94) llega a ser

a; = bipan(B™1)y; . (2.95)
kel
Ahora si B es ortogonal,
(B™)yy = (B)yy = by , (2.96)
y tenemos
a;; = Z birbjiak - (2.97)
k,l

La matriz A es la representaciéon de un mapeo lineal en un sistema de coordenadas dado
o base. Pero hay direcciones asociadas con A, ejes cristalinos, ejes de simetria en un sélido
rotando y etc. tal que la representacion depende de la base. La transformacion de similaridad
muestran justo como la representaciéon cambia con un cambio de base.

2.4 Matrices Hermiticas, matrices unitarias.

Definiciones.

Hasta aqui hemos generalmente supuesto que nuestro espacio vectorial es un espacio real y
que los elementos de las matrices (la representacion de los operadores lineales) son reales.
Para muchos céalculos en Fisica Clasica los elementos de matriz reales seran suficientes. Sin
embargo, en Mecanica Cuantica las variables complejas son inevitables por la forma de las
reglas de conmutacién bésicas (o la ecuacién tiempo dependiente de Schédinger). Con esto
en mente, generalizamos al caso de matrices con elementos complejos. Para manejar estos
elementos, definamos algunas propiedades.

1. Compleja conjugada, A*, formada por tomar los complejos conjugados (i — —i) de
cada elemento, donde i = v/—1.

2. Adjunta, AT, formada por transponer A*,

*

Al =A* =A" . (2.98)
3. Matriz hermitica: La matriz es etiquetada como hermitica (o autoadjunta) si
A=A, (2.99)

Si A es real, entonces AT = A y las matrices hermiticas reales son matrices reales y
simétricas. En Mecanica Cuantica las matrices son hermiticas o unitarias.
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4. Matriz unitaria: La matriz U es etiquetada como unitaria si
ur=u-t. (2.100)

Si U es real, entonces U™' = U, tal que las matrices reales unitarias son matrices
ortogonales. Este representa una generalizacién del concepto de matriz ortogonal.

5. (AB)* = B*A*, (AB)! = BIAl,

Si los elementos son complejos, a la Fisica casi siempre le interesan las matrices adjuntas,
hermiticas y unitarias. Las matrices unitarias son especialmente importantes en Mecanica
Cuéntica porque ellos dejan el largo de un vector (complejo) inalterado, anédloga a la operacién
de una matriz ortogonal sobre un vector real. Una importante excepcion a este interés en las
matrices unitarias es el grupo de matrices de Lorentz.
En un espacio n-dimensional complejo el cuadrado del largo de un punto = (x1, xs, . .. , z,,),

0 el cuadrado de su distancia al origen, es definido como 2tz = 3, w2, = 3. |2; . Si una
trasformacién de coordenadas y = Uz deja la distancia inalterada, entonces zfz = yly =
(Uz)"Ux = 2TUTUz. Ya que x es arbitrario concluimos que UTU = 1,,, i.e., U es una matriz
unitaria de n xn. Si 2’ = Az es un mapa lineal, entonces su matriz en las nuevas coordenadas
llega a ser una transformacién unitaria (andlogo de una de similaridad)

A = UAU'
porque Uz’ = v/ = UAz = UAU~ 'y = UAUTy.

Matrices de Pauli y de Dirac.

El conjunto de tres matrices de Pauli de 2 x 2 o,

0 1 0 —i 1 0
01:(1 0) , 02:(2. OZ) : agz(o _1> , (2.101)

fueron introducidas por W. Pauli para describir una particula de spin % en Mecénica Cuéntica
no relativista. Se puede demostrar que las o satisfacen

oi0;+ 050, = 20,15, anticonmutacién (2.102)
oi0; = oy, permutacién ciclica de los indices (2.103)
(0:)* = 1o, (2.104)

donde 15 es la matriz unidad de 2 x 2. Asi, el vector &/2 satisface las mismas reglas de
conmutacion

[O’i, O'j] =005 — 0;0; = 2i5ijk0-k s (2105)

que el momento angular L.
Las tres matrices de Pauli & y la matriz unitaria forman un conjunto completo tal que
cualquier matriz de 2 x 2 M puede ser expandida como

M = mol + myoy + moos + mzos =mol +m -7 (2.106)
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donde los m; son constantes. Usando o2 = 1y tr(o;) = 0 nosotros obtenemos a partir de la
ecuacién (2.106) los coeficientes m; de la expansién formando las trazas,

2mo = tr(M) , 2m; =tr(Mo;), i=1,23. (2.107)

En 1927 P.A.M. Dirac extendié este formalismo para particulas de spin % moviéndose a
velocidades cercana a la de la luz tales como electrones Para incluir la relatividad especial
su punto de partida es la ecuacién de Einstein para la energia £E? = p2c® + m?c* en vez de
la energfa cinética y potencial no relativista £ = p?/2m + V. La clave para la ecuacién de
Dirac es factorizar

E?— 2 =E*— (c&-p)* = (E —cd P)(E + G- p) = m?c*, (2.108)
usando la identidad matricial en 2 x 2
(et~ p)* = p°1s . (2.109)

La matriz unidad de 2 x 2 1, no es escrita explicitamente en la ecuacién (2.108) y (2.109).
Podemos presentar las matrices 7, y 7 para factorizar E? — p?c? directamente,

(WE = yed - p)* = W E* + 927 - p)* = Bcd - plyoy +70) = E? — 2 = m?c" . (2.110)
Si reconocemos
Yo —yed - p=7-p= (7,75 (E,cp) , (2.111)

como el producto escalar de dos cuadrivectores v y pt  entonces la ecuacién (2.110) con
p? =p-p= E?*— % puede ser visto como una generalizacién cuadrivectorial de la ecuacién
(2.109). Claramente, para que la ecuacién (2.110) mantenega las condiciones

N=1=—, wr+70=0, (2.112)

debe satisfacerse que las cuatro matrices v* anticonmuten, justo como las tres matrices de
Pauli. Ya que estas tltimas son un conjunto completo de matrices anticonmutantes de 2 X 2,
la condicién (2.112) no puede ser satisfacerse para matrices de 2 x 2, pero ella puede ser
satisfecha para matrices de 4 x 4

10 0 0
o o1 0 0 l, 0
=T =100 -1 0 (0 —12)’
00 0 -1
(2.113)
0 0 01
o 0o 10| [0 1
TZlo 100 <—12 o>
-1 0 00

Alternativamente, el vector de matrices de 4 x 4

0 ¢ " S
v = (_5 g) =0 =01 X7, (2.114)
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puede obtenerse como el producto directo en el mismo sentido de la seccién 2.2 de las matrices
de 2 x 2 de Pauli. De la misma manera, 79 = 03 X 1o y 1, = 15 X 1,.

Resumiendo el tratamiento no relativista de una particula de spin %, produce matrices de
4 x 4, mientras que las particulas no relativistas de spin % son descritas por las matrices de
Pauli o de 2 x 2.

2.5 Diagonalizacion de matrices.

Momento de la matriz de inercia .

En muchos problemas en Fisica que involucran matrices reales simétricas o complejas her-
miticas es deseable llevar a cabo una real transformacién de similaridad ortogonal o una
transformacién unitaria (correspondiente a una rotacién del sistema de coordenadas) para
reducir la matriz a una forma diagonal, con todos los elementos no diagonales nulos. Un
ejemplo particularmente directo de ésto es la matriz del momento de inercia | de un cuerpo
rigido. A partir de la difinicién del momento angular L tenemos

L=13, (2.115)
donde & viene a ser la velocidad angular. La matriz de inercia | tiene elementos diagonales

I, = Z m;(r? — x?) |y asi sucesivamante, (2.116)

el subindice i referencia la masa m; localizada en 7; = (x;,y;, 2;). Para las componentes no
diagonales tenemos

Loy == mzy; =Ly, . (2.117)

Por inspeccién la matriz | es simétrica. También, ya que | aparece en una ecuacion fisica de
la forma (2.115), la cual se mantiene para todas las orientaciones del sistema de coordenadas,
esta puede ser considerada un tensor (regla del cuociente).

La clave ahora es la orientacién de los ejes (a lo largo de un cuerpo fijo) tal que I, y
los otros elementos no diagonales desaparezcan. Como una consecuencia de esta orientacion
y una indicacién de ella, si la velocidad angular estd a lo largo de tales realineados ejes, la
velocidad angular y el momento angular seran paralelos.

Autovectores y autovalores (eigenvector y eigenvalues).

Es quizés instructivo considerar un cuadro geométrico asociado a este problema. Si la matriz
de inercia | es multiplicada a cada lado por un vector unitario cuya direccién es variable,
n = (a, 3,7), entonces en notacién de Dirac

@A) =1, (2.118)
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donde I es el momento de inercia respecto a la direccién n y es un nimero positivo (escalar).
Llevando a cabo la multiplicacién, obtenemos

[ = I,0° + 1,3 + L.y + 21,08 + 21,y + 21,37 . (2.119)
Si introducimos
. n
n= 77 = (n1,n9,n3) , (2.120)

la cual es variable en direccién y magnitud entonces la ecuacién (2.119) llega a ser
1= L.ni + Lyns + L.nj + 2L,ning + 2L.nyng + 21,.n9n3 (2.121)

una forma cuadratica positiva la cual debe ser un elipsoide (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Elipsoide del momento de inercia.

A partir de la geometria analitica es sabido que los ejes de coordenadas pueden ser rotados
para coincidir con los ejes de nuestro elipsoide. En muchos casos elementales, espacialmente
cuando hay simetria, estos nuevos ejes, llamados ejes principales, pueden ser encontrados por
inspeccién. Ahora nosotros procederemos a desarrollar un método general de hallazgo de los
elementos diagonales y los ejes principales.

Si R™' = R es la correspondiente matriz ortogonal real tal que 7’ = R, o |n’) = R|n) en
la notacién de Dirac, son las nuevas coordenadas, luego obtenemos usando (n'|R = (n| en la
ecuacién (2.121)

(n|lln) = (W'|RIR|n'Y = Iin'> + Inl? + Iink® | (2.122)

donde los I > 0 son los momentos de inercia principales. La matriz de inercia I’ en la ecuacién
(2.122) es diagonal en las nuevas coordenadas,

(L 00
'=RIR=[0 1, 0] . (2.123)
0 0 I
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Si reescribimos la ecuacién (2.123) usando R™! =R
RI'= IR, (2.124)

y tomando R = (¥, ¥, U3) compuesto de tres vectores columnas, entonces la ecuacion (2.124)
se separa en tres ecuaciones de autovalores

1%, = 1'%, i=1,2,3, (2.125)

con autovalores I! y autovectores 7;. Como estas ecuaciones son lineales y homogéneas (para
un i fijo), por la seccién 2.1 los determinantes tienen que anularse:

]11 — I{ ]12 ]13
121 ]22 — Ié 123 =0. (2126)
I31 I32 [33 - [[/g

Reemplazando los autovalores I] por una variable A veces la matriz unidad 1, podriamos
reescribir la ecuacién (2.125) como

(I—AL)jv) =0, (2.127)
cuyo determinante
- Al =0, (2.128)

es un polinomio cibico en A; sus tres raices, por supuesto, son los I]. Sustituyendo una raiz
de regreso en la ecuacién (2.125), podemos encontrar los correspondientes autovectores. La
ecuacién (2.126) (o la (2.128)) es conocida como la ecuacion secular. El mismo tratamiento
se aplica a una matriz simétrica real |, excepto que sus autovalores no necesitan ser todos po-
sitivos. También, la condicién de ortogonalidad en la ecuacién (2.83a-2.83d) para R dice que,
en términos geométricos, los autovectores ¥; son vectores mutuamente ortogonales unitarios.
Por cierto ellos forman las nuevas coordenadas del sistema. El hecho que cualquier par de
autovectores U, U; son ortogonales si I] # I} se deduce de la ecuacién (2.125) en conjuncién
con la simetria de | multiplicando con ¥; y ¥}, respectivamente,

(villlor) = Li(vjlvi) = (villlv;) = Li(jlvi) - (2.129)

Ya que I # I} y la ecuacién (2.129) implica que (I] — I}) @; - ¥; = 0, por lo tanto ;- v;; = 0.

Matrices hermiticas.

Para espacios vectoriales complejos las matrices unitarias y hermiticas juegan el mismo rol
como las matrices ortogonales y simétricas sobre los espacios vectoriales reales, respectiva-
mente. Primero, generalicemos el importante teorema acerca de los elementos diagonales y
los ejes principales para la ecuacién de autovalores

Alr) = Alr) . (2.130)
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Ahora mostramos que si A es una matriz hermitica, sus autovalores son reales y sus
autovectores ortogonales.

Sean \; y A; dos autovalores y |r;) y |r;), los correspondientes autovectores de A, una
matriz hermitica. Entonces

Alry) = Nrs) (2.131)
A|T‘j> = /\j|rj>- (2132)

La ecuacién (2.131) es multilicada por |r;)

<Tj|A|T'Z'> = )\z <7"j‘7"i> . (2133)
La ecuacién (2.132) es multiplicada por |r;) para dar

(rilAlr) = A, (rilry) (2.134)
Tomando la adjunta conjugada de esta ecuacién, tenemos

<7‘j|AT|7’i> = \; (rj|rs) (2.135)

(rlAlri) = X} (rylri) (2.136)
ya que A es hermitica. Sustrayendo la ecuacién (2.136) de la ecuacién (2.133), obtenemos
(Ai = X)) (rjlra) - (2.137)

Este es un resultado general para todas las combinaciones posibles de ¢ y j. Primero, sea
j =i. Luego la ecuacion (2.137) se convierte en

(Ai = A7) (rilri) =0 . (2.138)

Ya que (r;|r;) = 0 serfa una solucién trivial de la ecuacién (2.138), concluimos que

A= A5, (2.139)
es decir, \; es real, para todo 1.
Segundo, para i # j y A; # A},
(A = X)) (rilr;) =0 (2.140)
0
(rilr;) =0 (2.141)

lo cual significa que los autovectores de distintos autovalores son ortogonales, la ecuacion
(2.141) siendo la generalizacién de ortogonalidad en este espacio complejo.

Si A; = A; (caso degenerado), (r;| no es automaticamente ortogonal a |r;), pero podria
hacerse ortogonal. Consideremos el problema fisico de la matriz del momento de inercia
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nuevamente. Si x; es un eje de simetria rotacional, entonces encontraremos que Ay = A3. Los
autovectores |rq) y |r3) son cada uno perpendiculares al eje de simetria, |r1), pero ellos yacen
en alguna parte en el plano perpendicular a |r1); esto es, alguna combinacién lineal de |rs) y
|r3) es también un autovector. Considere (aqg|r2) + as|rs)) con as y ag constantes. Entonces

A(CL2|T’2> + CL3|7’3>) = CL2>\2|7’2> -+ (13)\3|T3>

= )\2(@2’7’2) + CL3‘7"3>) , <2142)

como es esperado, para z; un eje de simetria rotacional. Por lo tanto, si |r) y |r2) son
fijos, |r3), puede simplemente escogerse yaciendo en el plano perpendicular a |ry) y también
perpendicular a |rs). Un método general para ortogonalizar soluciones conocido como proceso
de Gram-Schmidt, es aplicado a funciones més adelante.

El conjunto de n autovectores ortogonales de nuestra matriz hermitica de n x n forma un
conjunto completo, generando el espacio de n dimensiones complejo. Este hecho es util en un
calculo variacional de los autovalores. Los autovalores y los autovectores no estan limitados a
las matrices hermiticas. Todas las matrices tienen autovalores y autovectores. Por ejemplo,
la matriz T de poblacién estocastica satisface una ecuacién de autovalores

TPequilibrio = /\Pequilibrio )

con A = 1. Sin embargo, solamente las matrices hermiticas tienen todos los autovectores
ortogonales y todos sus autovalores reales.

Matrices antihermiticas.
Ocasionalmente, en Mecanica Cudntica encontramos matrices antihermiticas:
Al = —-A .
Siguiendo el andlisis de la primera porcién de esta seccion, podemos mostrar que
a. Los autovalores son imaginarios puros (o cero).
b. Los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

La matriz R formada de los autovectores normalizados es unitaria. Esta propiedad antiher-
mitica es preservada bajo transformaciones unitarias.

Ejemplo: Autovalores y autovectores de una matriz real simétrica.

Sea
010
A=11 0 0] . (2.143)
000
La ecuacién secular es
-2 1 0
1 =X 0]=0, (2.144)
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0
AN =-1)=0, (2.145)
expandiéndolo por las menores. Las raices son A = —1,0,1. Para encontrar el autovector
correspondiente a A = —1, sustituimos este valor de vuelta en la ecuaciéon de autovalores,
ecuacion (2.130),
-2 1 0 x 0
1 =X 0 yl=1(0] . (2.146)
0 0 =X z 0
Con A = —1, esto produce
r+y=0, z2=0. (2.147)

Dentro de un factor de escala arbitrario, y un signo arbitrario (factor de fase), (r| = (1, —1,0).
Notemos que (para el real |r) en el espacio ordinario) el autovector define una linea en el
espacio. El sentido positivo o negativo no estd determinado. Esta indeterminacion puede
ser entendida si notamos que la ecuacién (2.130) es homogénea en |r). Por conveniencia
requeriremos que los autovectores estén normalizados a la unidad, (ri|r;) = 1. Con esta

eleccion de signo
1 1
(ri| =71 = (— - ,0) : (2.148)

y=20, r=0, (2.149)
(ra] 0 7 = (0,0,1) es un autovector aceptable. Finalmente, para A = 1, tenemos

—r+y=0, z2=0, (2.150)

(ro| = 7% — <% %o) | (2.151)

La ortogonalidad de 77, 7 y 73, correspondientes a los tres autovalores distintos, puede ser
facilmente verificada.

Ejemplo: Autovalores degenerados.
Consideremos

10 0
A=[0 0 1] . (2.152)
010



2.5. DIAGONALIZACION DE MATRICES. 71

La ecuacién secular es

I-Xx 0 O
0 =X 1]|=0, (2.153)
0 1 =X
0
(1-XNN=1)=0, A=—-1,1,1, (2.154)
un caso degenerado. Si A = —1, la ecuacién de autovalores (2.130) produce
20 =0, y+2z=0. (2.155)

Un autovector normalizado adecuado es
1 1
(ri| =71 = (0, ,——> : (2.156)
\/_
para A = 1, tenemos

Cualquier autovector que satisface la ecuacién (2.157) es perpendicular a ;. Tenemos infinito
nimero de opciones. Tomemos una eleccién posible tomando

(ol = 75 = (07 % %) | (2.158)

la cual claramente satisface la ecuacién (2.157). Entonces 75 debe ser perpendicular a 7 y
puede ser escogido perpendicular a 75 por”

iy =71 x 12 = (1,0,0) . (2.159)

Funciones de matrices.

Polinomios con uno o més argumentos matriciales estdan bien definidos y ocurren a menudo.
Series de potencias de una matriz también pueden estar definidas para dar la convergencia
de la serie para cada uno de los elementos de matriz. Por ejemplo, si A es cualquiera matriz
de n X n entonces la serie de potencia

exp(A) = Z% : (2.160a)
0 2i+1

sen(A) = Z(—w’h : (2.160D)

cos(A) = Z(—l)i% : (2.160c)

"El uso del producto cruz es limitado a tres dimensiones.
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son matrices de n x n bien definidas. Para todas las matrices de Pauli o, la identidad de
Euler para 6 real y k =1, 2 0 3

exp(iog) = 15 cos(0) + oy sen(d) , (2.161)

sale a partir de colectar las potencias pares e impares en series separadas usando o7 = 1.
Para las matrices de Dirac 0% de 4 x 4 con (¢%)? = 1, si j # k = 1,2 o 3, obtenemos de
manera similar (sin escribir las obvias matrices 14 nunca maés)

exp(ia’*0) = cos(f) +ic’" sen(d) , (2.162)
mientras
exp(ic®¢) = cosh(¢) + ic™ senh() , (2.163)

manteniendo ¢ real porque (i0%%)2 =1 para k = 1, 2 0 3.
Para una matriz hermitica A hay una matriz unitaria U que la diagonaliza, es decir,
UAUT = [ay, as, ... ,a,]. Entonces la férmula de la traza

det(exp(A)) = exp(tr(A)) (2.164)

Puede ser facilmente demostrado.
Otra importante relacién es la de formula de Baker-Hausdorff

[iG, [iG, H]] n

exp(iG)H exp(—iG) = H + [iG, H] + 5

(2.165)

lo cual resulta de multiplicar las serie de potencia para exp(iG) y recolectar los términos de
la misma potencia en iG. Aqui definimos

[G,H] = GH — HG

como el conmutador de G con H.

2.6 Matrices normales.

En la seccién 2.5 nos concentramos principalmente en matrices hermiticas o reales simétricas
y en el proceso de encontrar autovalores y autovectores. En esta seccién generalizaremos a
matrices normales con matrices hermitica y unitario como casos especiales. Consideramos los
casos fisicamente importantes como el problema de los modos de vibraciones y el problema
numérico importante de matrices patoldgicas.

Una matriz normal es una matriz que conmuta con su adjunta,

[A,AT] =0.

Ejemplos obvios e importante son las matrices hermiticas y unitarias. Mostraremos que
las matrices normales tienen autovectores (ver tabla 2.1)
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Autovectores
Matriz Autovalores (para diferentes autovalores)
Hermitica Real Ortogonal
Antihermitica Imaginaria puro (o cero) Ortogonal
Unitaria Magnitud uno Ortogonal
Normal Si A tiene autovalor A Ortogonal
A" tiene autovalor A* A y Al tienen los mismos autovectores
Tabla 2.1:
I. Sea |z) un autovector de A con correspondiente autovalor A. Entonces
Alz) = Nz) (2.166)
(A= Al)|x)=0. (2.167)

Por conveniencia la combinacién A — A1 la etiquetamos B. Tomando la adjunta de la ecuacion
(2.167), obtenemos

(z|(A = A1) =0 = (/B . (2.168)

Porque

(A=), (A=AD)T]=[AAT]=0,

tenemos

[B,BT]=0. (2.169)

La matriz B es también normal.

A partir de las ecuaciones (2.167) y (2.168) formamos

(z|B'Blz) =0 . (2.170)

Usando (2.169)

(z|BBf|z) =0 . (2.171)

Ahora la ecuacién (2.171) puede ser rescrita como

Asi

(Bf|2))"(BT|x)) =0 . (2.172)

Bi|z) = (AT — X*1)|z) =0 . (2.173)
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Vemos que para matrices normales, AT tiene los mismos autovectores que A pero los autova-
lores son los complejos conjugados.
II. Ahora, consideremos mas que uno autovector-autovalor, tenemos

Alz;) = Ailzi) (2.174)
Alz;) = Ajlz;) . (2.175)
Multiplicando la ecuacién (2.175) por la izquierda por (z;| produce
(il Alzj) = Nj(@s|z;) - (2.176)
Operando sobre el lado izquierdo de la ecuacién (2.176), obtenemos
(z;]A = (AT|z,)T . (2.177)

A partir de la ecuacién (2.173) sabemos que AT tiene los mismos autovectores que A pero con
los complejos conjugados de los autovalores

(Aflz))t = (A lza)T = Nl - (2.178)
Sustituyendo en la ecuacién (2.176) tenemos

izl z) = Nj(wi|xy) (2.179)

Esta es la misma que la ecuacion (2.140).
Para )\z 7A )‘j

Los autovectores correspondientes a diferentes autovalores de una matriz normal son ortogo-
nales. Esto significa que una matriz normal puede ser diagonalizada por una transformacién
unitaria. La matriz unitaria requerida puede ser construida a partir de los vectores ortonor-
males como se mostro en la seccion anterior.

El converso también es valido. Si A puede ser diagonalizada por una transformacién
unitaria, entonces A es normal.

Modos normales de vibracién.

Consideremos las vibraciones de un modelo clédsico de la molecula de CO4 Esta es una ilustra-
cién de la aplicacién de las técnicas matriciales a un problema que no parte como un problema
de matrices. También provee un ejemplo de autovalores y autovectores de una matriz real
asimétrica.

Ejemplo: Modos Normales.
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K K

Mo 00 M M

X1 X2 X3

Figura 2.6: Vector fijo con coordenadas rotada.

Consideremos tres masas sobre el eje x unidas por resortes como muestra la figura 2.6.
Las fuerzas de los resortes se suponen lineales (para pequenios desplazamientos, ley de Hooke)
y las masas se restringen a mantenerse sobre el eje x.

Usando una coordenada diferente para cada masa la segunda ley de Newton produce el
conjunto de ecuaciones

y k

iy = —M(aﬁl — )

y k k

Tg = —M<QZ’2 —x) — E(xg — T3) (2.181)
e b

l‘g—-M 1’3—1'2) .

El sistema de masa esta vibrando. Buscamos las frecuencias comunes, w tal que todas las
masas vibren en esta misma frecuencia. Estos son los modos normales. Sea

T; = xioei”t s 1= 1, 27 3.
Subtituyendo en la ecuacion (2.181), podemos escribir este conjunto como
k k 0 x1 T
M M
LU N PN R e (2.182)
m m m
0 kE ok
M M Z3 X3

dividiendo por el factor comun e**. Tenemos una ecuacién matricial de autovalores con la
matriz asimétrica. La ecuacién secular es

koo, k
M — W —M 0
k2R Lk (2.183)
m m m
kooko,
O —M M — W
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Esto conduce a

Los autovalores son

todas reales.
Los correspondientes autovectores son determinados sustituyendo los autovalores de re-
greso en la ecuacién (2.182) un autovalor a la vez. Para w? = 0, ecuacién (2.182) produce

.Tl—IQIO
—[L’l—{—Q{EQ—ZEg:O
—J]2+I3:0.

Entonces, tenemos
T = Ty = XT3 .

Esto describe una translacién pura sin movimiento relativo de las masas y sin vibracion.

k
Para w? = U la ecuacién (2.182) produce

r1p = —os3 , To — 0. (2184)
Las masas exteriores se mueven en direcciones opuestas. El masa del centro esta estacionaria.
) 2k
Para w® = — 4+ —, las componentes de los autovectores son
M M
2M
1 = T3, To9g = ——XT1 .
m

Las dos masas exteriores se estan moviendo juntas. La masa del centro se esta moviendo
opuesta a las otras dos. El momentum neto es cero.

Cualquier desplazamiento de estas tres masas a lo largo del eje x puede ser descrito como
una combinacién lineal de estos tres tipos de movimiento: translacion mas dos formas de
vibracion.

Sistemas con condiciones patoldgicas.

Un sistema lineal de ecuaciones puede ser escrito como
Alz) =ly) o AT'y) =|z), (2.185)

con Ay |y) conocido y |x) desconocido. Podemos encontrar ejemplos en los cuales un pequeno
error en |y) resulta en un gran error en |z). En este caso la matriz A es llamada de condicién
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patoldgica. Si |0x) es el error en |z) y |dy) es el error en |y), entonces los errores relativos

pueden ser escritos como
(ox]oa) ]/ (y[6y) ]
{ (x]z) } = K(A){ (yly) } ' (2:186)

Aqui K(A), una propiedad de la matriz A, es etiquetado la condicidn de nimero. Para A
hermitica una forma de la condicién de numero es dada por

A
K(A) = [N i . (2.187)
| A |min
Una forma aproximada debido a Turing es
K(A> - n[Aij]max[Ai_jl]max 3 (2188)

en la cual n es el orden de la matriz y [A;j]max €s €l méximo elemento en A.

Ejemplo: Una matriz patolégica.
Un ejemplo comin de una matriz con condicién patoldgica es la matriz de Hilbert, la
matriz de Hilbert de orden 4 es H;j = (1 +j — 1)1,

1 1 1 1
2 3 4
1 1 1 1
12 3 4 5
Hy = 1111 (2.189)
3 4 5 6
1 1 1 1
4 5 6 7
Los elementos de la matriz inversa (orden n) son dados por
—1)it — 1)! —1)!
(H71), = (ntizin+j-1) (2.190)

i+j+t1 [(i—DIG—1D)2n—10)(n-j "
Paran=4

16 —120 240  —140
-1 | —120 1200 -2700 1680
i = 240 —-2700 6480 —4200 ' (2.191)

—140 1680 —4200 2800

iy

A partir de la ecuacién (2.188) la estimacién de Turing de la condicién de nimero para H,
llega a ser

KTuring =4 x 1 x 6480
2.59 x 10* .
Esto es una advertencia de que un error en la entrada puede ser multiplicado por 26000
en el calculo del resultado de salida. Esto sentencia que Hy tiene condicion patoldgica. Si

usted encuentra un sistema altamente patolégico tiene un par de alternativas (ademds de
abandonar el problema).
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a. Tratar un ataque matematico diferente.

b. Hacer arreglos para llevar mas cifras significativas y a costa de fuerza bruta empujar de
principio a fin.



Capitulo 3

Teoria de grupo.

versién final 1.2-090502"

Disciplined judgment about what is neat
and simmetrical and elegant has time and
time again proved an excellent guide to
how nature work.

MURRAY GELL-MANN

3.1 Introduccion.

En mecanica cléasica la simetria de un sistema fisico conduce a una ley de conservacion. La
conservacién del momentum angular es una consecuencia directa de la simetria rotacional, lo
cual significa invariancia bajo rotaciones espaciales. A principios del siglo pasado, Wigner y
otros comprendieron que la invariancia era el concepto clave en el entendimiento de los nuevos
fenémenos y en el desarrollo de teorias apropiadas. Asi, en mecdnica cuantica los conceptos de
momento angular y spin han llegado a ser aiin mas centrales. Sus generalizaciones, el isospin
en fisica nuclear y la simetria de sabor en fisica de particulas, son herramientas indispensables
en la construccion tedrica y en sus soluciones. Las generalizaciones del concepto de invariacia
de gauge de la electrodinamica clasica para la simetria del isospin conduce a la teoria de
gauge electrodébil.

En cada caso el conjunto de estas operaciones de simetria forman un grupo. La teoria de
grupo es la herramienta matematica para tratar las invariancias y las simetrias. Ella trae
consigo unificacién y formalizacién de principios tales como reflexién espacial, o paridad,
momento angular, y geometria que son ampliamente usados por los fisicos.

En geometria el rol fundamental de la teoria de grupo fue reconocido hace mucho tiempo
por los matematicos. En geometria euclideana la distancia entre dos puntos, el producto
escalar de dos vectores o métrica, no cambia bajo rotaciones o translaciones. Estas simetrias
son caracteristicas de esta geometria. En relatividad especial la métrica, o producto escalar
de cuadrivectores, difiere del de la geometria euclideana en que ya no es més positivo definido
y es invariante ante transformaciones de Lorentz.

IEste capitulo estd basado en el cuarto capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.
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Para un cristal el grupo de simetria contiene sélo un niimero finito de rotaciones en valores
discretos del angulo y reflexiones. La teoria de tales grupos discretos o finitos, desarrollada
inicialmente como una rama de las matematicas pura, ahora es una 1util herramienta para
el desarrollo de la cristalografia y la fisica de la materia condensada. Haremos una breve
introduccion a ellos. Cuando las rotaciones dependen de un angulo continuo el grupo de

rotaciones tiene un nimero infinito de elementos. Estudiaremos tales grupos continuos o de
Lie.

Definicién de grupo.

Un grupo G puede ser definido como un conjunto de objetos u operaciones, llamados los
elementos de GG, que pueden ser combinados o “multiplicados” para formar un producto bien
definido en G el cual satisface las siguientes cuatro condiciones.

1. Si ay b son cualquier par de elementos de GG, entonces el producto ab es también elemento
de G; o (a,b) — ab mapea G x G sobre G.

2. Esta multiplicacién es asociativa, (ab)c = a(bc).

3. Hay un elemento unidad o neutro I en G tal que Ia = al = a para cada elemento a de

G.2

4. Debe haber un inverso o reciproco de cada elemento a de G, etiquetado a=!

aas ' =ala=1.

, tal que

Un ejemplo para un grupo es el conjunto de rotaciones de coordenadas en el sentido del
puntero del reloj,

R(¢) =< Y Sew) (3.1)

—seny cosp

en un angulo ¢ del sistema de coordenadas xy a una nueva orientacion. El producto de dos
rotaciones R(p1)R(¢2) es definida como una rotaciéon primero en un angulo @ y entonces
en un angulo ¢;. De acuerdo a la ecuacién (2.29), esto corresponde al producto de las dos
matrices ortogonales de 2 x 2

COS (1 sen g Cos(py sengy \ _ cos(p1 + ¢2) sen(pr + ¢2) (3.2)
—sen; Cos P —sen @y COS Py —sen(p; + p2)  cos(p1 + ¢2) ’ ’

usando las féormulas de adicion de funciones trigonométricas. El producto es claramente una
rotacién representada por una matriz ortogonal con un angulo ¢y 4+ ¢9. El producto es la
multiplicacion asociativa de matrices. Es conmutativo o abeliano porque el orden en el cual
esta rotaciones son realizadas no importa. El inverso de la rotacién con angulo ¢ es una
con angulo —¢. La unidad o neutro corresponde al angulo ¢ = 0. El nombre del grupo
es SO(2), si el d4ngulo varia continuamente desde 0 a 27. Claramente, SO(2) tiene infinitos
elementos. La unidad con angulo ¢ = 0 y la rotacién con ¢ = 7 forman un subgrupo finito.

2También etiquetan al elemento unidad como E.
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Un subgrupo G’ de un grupo G consiste de elementos de G tal que el producto de cualquiera
de sus elementos esta de nuevo en el subgrupo G, i.e., G’ es cerrado bajo la multiplicacién de
G. Si gg'g ! es un elemento de G’ para cualquier g de Gy ¢’ de G, entonces G’ es llamado
un subgrupo invariante de G.

Las matrices ortogonales nxn forman el grupo O(n), y también SO(n) si sus determinantes
son +1 (S por eSpecial). Si 0, = O; ! parai =1y 2, entonces el producto

O/l\/OQ - 0261 = Oflogl = (0102)71

es también una matriz ortogonal en SO(n). La inversa es la matriz (ortogonal) transpuesta.
La unidad del grupo es 1,. Una matriz real ortogonal de n x n tiene n(n — 1)/2 pardmetros
independientes. Para n = 2 hay sélo un pardmetro: un angulo en la ecuacién (3.1). Para
n = 3, hay tres parametros independientes: los tres angulos de Euler de la seccion 2.3.

De la misma manera, las matrices unitarias de n x n forman el grupo U(n), y también
SU(n) si sus determinantes son +1. Si Ul = U7!, entonces

(UiUp)T = USUT = U MU = (UiUs) 7t

tal que el producto es unitario y un elemento de SU(n). Cada matriz unitaria tiene una
inversa la cual es también unitaria.

Homomorfismo, isomorfismo.

Puede haber una correspondencia entre los elementos de dos grupos (o entre dos representa-
ciones), uno a uno, dos a uno, o muchos a uno. Si esta correspondencia preserva la multipli-
cacion del grupo, diremos que los dos grupos son homomorficos. Una de las més importantes
correspondencias homomérficas entre el grupo de rotaciones SO(3) y el grupo de matrices
unitarias SU(2) serd desarrollado en la préxima seccién. Si la correspondencia es uno a uno,
y ain preserva la multiplicacién del grupo,® entonces los grupos son isomdrficos. Un ejemplo
es las rotaciones de coordenadas a través de un angulo finito ¢ en el sentido horario respecto
al eje z en el espacio tridimensional descrito por

cosp seny 0
R.(¢) = | —sengp cosp O] . (3.3)
0 0 1

El grupo de rotaciones R, es isomérfico al grupo de rotaciones en la ecuacién (3.1).

Representaciones matriciales, reducibles e irreducibles.

La representacion de los elementos de un grupo por matrices es una técnica muy poderosa y ha
sido casi universalmente adoptada por los fisicos. El uso de matrices no impone restricciones
significativas. Puede mostrarse que los elementos de cualquier grupo finito y de grupos

3Supongamos que los elementos del primer grupo son etiquetados por g; y los elementos del segundo
grupo por h;. Entonces g; <= h; en una correspondencia uno a uno para todos los valores de i. Si g;g; = g&
y hih; = hy, entonces g y hy deben ser los elementos correspondientes del grupo.
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continuos pueden ser representados por matrices. Ejemplos son las rotaciones descritas en la
ecuacién (3.1) y (3.3).

Para ilustrar como las representaciones matriciales surgen a partir de una simetria, con-
sideremos la ecuacién estacionaria de Schrodinger (o algin otra ecuacién de autovalores tal
como lv; = Lv; para los momentos principales de inercia de un cuerpo rigido en mecanica
clésica)

H = Eip . (3.4)

Supongamos que la ecuacién (3.4) se mantiene invariante bajo la accién de un grupo G de
transformaciones R en G (rotaciones de coordenadas, por ejemplo, para un potencial central
V(r) en el Hamiltoniano H), i.e.,

Hp =RHR '=H . (3.5)

Ahora tomamos una solucién 1 de la ecuacién (3.4) y la “rotamos™ 1 — Rip. Entonces
Ry tiene la misma energia E porque multiplicando la ecuacién (3.4) por R y usando (3.5)
produce

RHy = E(Ry) = (RHR )Ry = H(Ry) . (3.6)

En otras palabras, todas las soluciones rotadas Ry son degeneradas en energia o forman lo
que los fisicos llaman un multiplete. Supongamos que este espacio vectorial V;, de soluciones

transformadas tiene una dimension finita n. Sean 11,1s, ... , 1, una base. Ya que Ry; es un
miembro del multiplete, podemos expandirlo en términos de esta base
Ry = erkwk : (3.7)
k

Asi, cada R en G puede ser asociado a una matriz (r;;), y este mapeo R — (r;;) es llamada
una representaciéon de G. Si podemos tomar cualquier elemento de V,, y por rotaciones con
todos los elementos de R de G transforman en todos los otros elementos de V,, entonces la
representacion es srreducible. Si todos los elementos de V,; no son alcanzados, entonces V,
se separa en una suma directa de dos o mas subespacién vectoriales, V, = Vi + Vo + ..., los
cuales son mapeados dentro de ellos mismos por rotacion de sus elementos. En este caso la
representacion es llamada reducible. Entonces podemos encontrar una base en Vj, (i.e., hay
una matriz unitaria U) tal que

r 0
Ulr)Uf =10 r2 ... (3.8)
para todos los R de G y todas las matrices (rj5). Aqui ry, ry, ..., son matrices de menor

dimensiones que (7;;) que estan alineadas a lo largo de la diagonal y los 0 son matrices de ceros.
podemos decir que R ha sido descompuestas en r; +ry+. .. en paralelocon V,, = Vi@ VL@ . ..

Las representaciones irreducibles juegan un rol en teoria de grupo que es aproximadamente
analogo a los vectores unitarios en el analisis vectorial. Ellas son las representaciones méas
simples, toda otra puede ser construida desde ellas.
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3.2 Generadores de grupos continuos.

Un caracteristica de los grupos continuos conocidos como grupos de Lie es que los parametros
de un producto de elementos son funciones analiticas de los pardametros de los factores. La
naturaleza analitica de las funciones nos permite desarrollar el concepto de generador y
reduce el estudio del grupo completo a un estudio de los elementos del grupo en la vecindad
del elemento identidad.

La idea esencial de Lie fue el estudio de elementos R en un grupo G que esten infinitesi-
malmente cercanos a la unidad de G. Consideremos el grupo SO(2) como un ejemplo simple.
Las matrices de rotacién de 2 x 2 en la ecuacién (3.1) puede ser escrita en forma exponencial
usando la identidad de Euler ecuacién (2.161) como

B cosp senpy) . B .
R(p) = (_ seng cos 90) = 15 cos ¢ + iog sen p = exp(iogp) . (3.9)
A partir de la forma exponencial es obvio que la multiplicacién de estas matrices es equivalente
a la suma de los argumentos

R(p2)R(p1) = exp(ioapa) exp(ioapr) = exp(ioa(p1 + p2)) = R(w1 + @2) -

Por supuesto las rotaciones cercanas a 1 tienen un angulo pequeno ¢ ~ 0.
Esto sugiere que busquemos una representacion exponencial

R = exp(ieS) , e—0, (3.10)

para elementos del grupos R € GG cercanos a la 1. Las transformaciones infinitesimales S son
llamadas los generadores de GG. Ellos forman un espacio lineal cuya dimension es el orden
de G porque la multiplicacién de los elementos R del grupo se traduce en la suma de los
generadores S.

Si R no cambia el elemento de volumen, i.e., det(R) = 1, nosotros usamos la ecuacién
(2.164) para ver que

det(R) = exp(tr(InR)) = exp(ietr(S)) =1
implica que los generadores son de traza nula,
tr(S) =0.. (3.11)

Este es el caso para el grupo de rotaciones SO(n) y el grupo unitario SU(n), como veremos
mas adelante.

Si R de G en la ecuacién (3.1) es unitario, entonces ST = S es hermitica, lo cual también
es el caso para SO(n) y SU(n). Ya que hay un ¢ extra en la ecuacién (3.10).

Expandamos los elementos del grupo

1

X (3.12)
|2~71 = exp(—i&?iSi) =1- 28151 — 56?512 + ... s

(2
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Figura 3.1: Tlustracién de la ecuacién (3.13).

a segundo orden en el pequeno parametro del grupo ¢; porque los términos lineales y varios
términos cuadraticos se cancelan en el producto (figura 3.1)

=1+¢i; Z c;?iSk +..., (3.13)
k

cuando las ecuaciones (3.12) son sustituidas dentro de la ecuacién (3.13). La ultima linea
es debido a que el producto en la ecuacién (3.13) es nuevamente un elemento, R;; cercano
a la unidad en el grupo G. Por tanto su exponente debe ser una combinacion lineal de los
generadores S y sus parametros infinitesimales del grupo tienen que ser proporcionales al
producto ¢;e;. Comparando ambas lineas (3.13) encontramos la relacién de clausura de los
generadores del grupo de Lie G,

[Si,S5] = Sk (3.14)
k

Los coeficientes cfj son las constantes de estructura del grupo GG. Ya que el conmutador en la
ecuacion (3.14) es antisimétrico en ¢ y en j, también lo son las constantes de estructura en
los indices inferiores,

ko ek (3.15)

Si el conmutador en la ecuacién (3.14) es tomado como la regla de multiplicacion de los
generadores, vemos que el espacio vectorial de los generadores llega a ser un dlgebra, el algebra
de Lie G del grupo G. Para SU(l + 1) el algebra de Lie es llamada A;, para SO(2l+ 1) es B,
y para SO(2l) es D;, donde | = 1,2,... es un entero positivo, esto sera llamado el rango de
grupo de Lie G o de su algebra G.

Finalmente, la identidad de Jacobi se satisface para los doblas conmutadores

[[S;, Sj], Sk] + [[Sj, Sk], Si] + [[Sk, Sil, Sj] =0, (3.16)
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lo cual es facilmente verificable usando la definicién de conmutador. Cuando la ecuacién (3.14)
es substituida en (3.16) encontramos otra restriccién sobre las constantes de estructura,

> {7 Sm, Skl + €f[Sm. Sil + ¢S, S} =0 . (3.17)

Usando de nuevo la ecuacion (3.14) en la ecuacién (3.17) implica que

> {epenSn + ChemiSa + cicn;Su} =0, (3.18)

mn

donde el factor comin S, (y la suma sobre n) pueden eliminarse por que los generadores son
linealmente independientes. Por tanto

Z {clcn 4 chcm; + e} =0 (3.19)

Las relaciones (3.14), (3.15) y (3.19) forman la base de las algebras de Lie desde la cual los
elementos finitos del grupo de Lie cerca de su unidad puede ser reconstruido.

Volviendo a la ecuacién (3.5), el inverso de R es exactamente R™! = exp(—ieS). expandi-
mos Hp de acuerdo a la férmula de Baker-Haudorff, ecuacién (2.17),

S.1iS.H]

H = Hp = exp(ieS)H exp(—ieS) = H + ie[S, H] — & 5

(3.20)

Al simplificar H de la ecuacién (3.20), dividiendo por € y haciendo ¢ — 0. Entonces la
ecuacién (3.20) implica que para cualquier rotacién cercana a 1 en G el conmutador

[S,H =0. (3.21)

Si Sy H son matrices hermiticas, la ecuacién (3.21) dice que S y H pueden ser simultaneamen-
te diagonalizados. Si S y H son operadores diferenciales como el Hamiltoniano y el momento
angular orbital en mecénica cudntica, entoces la ecuacién (3.21) dice que S y H tienen auto-
funciones en comun y que los autovalores degenerados de H pueden ser distinguidos por los
autovalores de los generadores S. Esta es con mucho la mas importante aplicacién de teoria
de grupos a mecanica cuantica.

A continuacién, estudiaremos los grupos ortogonales y unitarios como ejemplos.

Grupos de rotaciones SO(2) y SO(3).

Para SO(2) definido por la ecuacién (3.1) hay s6lo un generador linealmente independiente,
oy y el orden de SO(2) es 1. Obtenemos o5 a partir de diferenciar la ecuacién (3.9) y evaluarla

en cero,
dR -
[dR(p) _ ( sen ¢ Ccos <,0> ‘ - ( (1) (1)> =05 . (3.22)
oo —cosp —seny) | —

—i i
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Para las rotaciones R,(y) sobre el eje z descritas por la ecuacién (3.3), el generador es
dado por

0 0
=S,=[i 0 o], (3.23)
0 0 0

donde el factor extra i es insertado para hacer S, hermitica. La rotacién R,(d¢) en un angulo
infinitesimal dp puede ser escrita como

R.(d¢p) = 13 4+ id¢S, , (3.24)

Una expansién de Maclaurin-Taylor de R, cerca de la unidad ¢ = 0 con términos hasta
orden (d¢)? y los superiores son despreciados. Una rotacién finita puede ser compuesta por
sucesivas rotaciones infinitesimales

Sea dp = ¢/N para N rotaciones, con N — oo. Entonces,
R lim [15+i%s.]" S
p) = lim [L+i5S.] " = exp(iS.) | (3.26)

Esta forma identifica S, como el generador del grupo R., un subgrupo abeliano de SO(3), el
grupo de rotaciones en tres dimensiones con determinante +1. Cada matriz de 3 x 3 R,(¢)
es ortogonal, por lo tanto unitaria, y la tr(S.) = 0 de acuerdo con la ecuacién (3.11).

Por diferenciacién de las rotaciones de coordenadas

1 0 0 cosf) 0 —send
R.(¥)=10 cosy sentyp | , R, (0)=1] 0 1 0 : (3.27)
0 —senty cos) senff 0  cosf
obtenemos los generadores
0 0 O 0 0 —
Se=|00 =), S,=(00 0], (3.28)
0 ¢« 0 t 0 0

de R; y Ry, los subgrupos de rotaciones en torno a los ejes x e y respectivamente.

Rotaciones de funciones y momento angular orbital.

En la discusion precedente los elementos del grupos son matrices que rotan las coordenadas.
Cualquier sistema fisico que esta siendo descrito se mantiene fijo. Ahora mantengamos fijas
las coordenadas y rotemos una funcién ¥ (x,y, z) relativa a nuestras coordenadas fijas. Con
R para rotar las coordenadas,

7' =Rt (3.29)
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definimos R por

Ry (z,y, 2) = '(x,y,2) — (@) . (3.30)

En palabras, la matriz R opera sobre la funcién ¢, creando una nueva funcion )’ que es
numéricamente igual a ¢ (z’), donde Z’ son las coordenadas rotadas por R. Si R rota las
coordenadas en el sentido horario, el efecto de la matriz R es rotar el modelo de la funcion
en el sentido horario.

Volviendo a las ecuaciones (3.3) y (3.28), consideremos una rotacién infinitesimal, ¢ — d¢.
Luego, usando R, ecuacion (3.3), obtenemos

R.(0p)¥(z,y,2) = (x + ydp,y — 2ép, 2) . (3.31)

El lado derecho puede ser expandido como una serie de Taylor de primer orden en dp para

dar

0 0
RA30) (o 2) = vl 2) — g fa Sl =y L+ 0l

= (1 - 2590Lz)¢(% Y, Z) )

la expresiéon diferencial en el paréntesis de llave es ¢L,. Ya que una rotacion primero en @ y
luego en dp alrededor del eje z esta dado por

R-(¢ +00)ib(x,y,2) = R.(6p)R:(p)db(, y, 2) = (1 —idpL)Ro(0)b(,y,2) . (3.33)
tenemos (como una ecuacién de operadores)
R.(p + dp) — R:(¥)
0y

El lado izquierdo es justo dR.(¢)/dp (para dp — 0). En esta forma la ecuacion (3.34) se
integra inmediatamente a

(3.32)

— iL.R.(p) . (3.34)

R.(p) = exp(—ipL.) . (3.35)

Note cuidadosamente que R,(p) rota funciones (en el sentido horario) relativa a las coorde-
nadas fijadas y que L, es la componente z del momento angular orbital L. La constante de
integracion estd fijada por la condicién de borde R,(0) = 1.
Si reconocemos que los elementos de matriz

0

ox

0

a—y )
0

Dz

claramente L,, L,, L, satisface la misma relacién de conmutacion

L, = (z,y,%2)S, (3.36)

que Sz, Sy, S, y tienen a la misma constantes de estructura ie;;, de SO(3).
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Homomorfismo SU(2)-SO(3).

El grupo unitario especial SU(2) de matrices unitarias de 2 X 2 con determinante +1 tiene las
tres matrices de Pauli o; como generadores (mientras que las rotaciones del la ecuacién (3.3)
forman un subgrupo abeliano unidimensional). Por lo tanto SU(2) es de orden 3 y depende
de tres pardmetros continuos reales &, 17 y ¢ los cuales a menudo son llamados los pardmetros
de Caley-Klein. Sus elementos generales tienen la forma

Us(€,m, ¢) = ( e“cosn  e“senn ) _ ( _bil i? ) ' (3.39)

—e % senn e % cosn a

Es fécil chequear que el determinante det(Us) = 1y que U;Ug =1= UQU; se mantiene.
Para obtener los generadores diferenciamos

.OUs B ( 1 0 ) _,
LAY - — U3,
I3 P 0 —1
—i  OU, 0 1
sen7 8—C o = ( 1 0 ) =01, (339)
0%l ( 0 ) .
M |c—o o —i 0 2

Por supuesto, las matrices de Pauli son todas de traza nula y hermiticas.
Con las matrices de Pauli como generadores de los elementos (Uy, Uy, Us) de SU(2) pueden
ser generados por

Uy = exp(iay01/2) , Uy =exp(iaxoe/2), Us = exp(iazos/2) . (3.40)

Los tres pardmetros a; son reales. El factor extra 1/2 estd presente en los exponentes ya que
s; = 0;/2 satisface las mismas relaciones de conmutacién 4

[si,55] = ieijnsk (3.41)

como el momento angular en la ecuacién (3.37).

La ecuacion (3.3) da un operador de rotacién para rotar las coordenadas cartesianas en el
espacio tridimensional. Usando la matriz de momento angular ss, tenemos el correspondiente
operador de rotacion en el espacio de dos dimensiones (complejo) R, (¢) = exp(ivos/2).

Para rotar una funcién de onda vectorial de dos componentes (spinor) o una particula de
spin 1/2 relativa a coordenadas fijas, el operador de rotacién es R.(p) = exp(—ipos/2) de
acuerdo a la ecuacion (3.35).

Usando la ecuacién (3.40) la identidad de Euler, la ecuacién (2.161), obtenemos

U; = cos (%) + 10 sen (%) .

4Las constantes de estructuras (ie;;;) conducen a las representaciones de SU(2) de dimensién 2J = 1
para generadores de dimensién 25 4+ 1, con J = 0,1/2,1,.... Los casos con J entero también conducen a las
representaciones de SO(3).
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Aqui el pardmetro a; aparece como un angulo, el coeficiente de una matriz tipo momento
angular ¢ en la ecuacién (3.26). Con esta identificacién de los exponenciales, la forma general
de la matriz SU(2) (para rotar funciones mas que las coordenadas) podria ser escrita como

U(a, B,7) = exp(—iyos3/2) exp(—ifoy/2) exp(—iaoy/2) .

Como vimos, los elementos de SU(2) describen rotaciones en un espacio complejo bidi-
mensional que deja invariante a |z1]? + |22]?. El determinante es +1. Hay tres pardmetros
independientes. Nuestro grupo ortogonal real SO(3) de determinante +1, claramente descri-
be rotaciones comunes en el espacio tridimensional con la importante caracteristica de dejar
invariante a 22 + 4% + 2. También hay tres pardmetros independientes. Las interpretaciones
de rotacion y la igualdad de nimeros de pardametros sugiere la existencia de alguna clase de
correspondencia entre los grupos SU(2) y SO(3). Aqui desarrollamos esta correspondencia.

U

Ut

Figura 3.2: Tlustracién de M’ = UMUT ecuacién (3.42).

La operacién SU(2) sobre una matriz estd dada por una transformacién unitaria, la ecua-
ci6én (3.5), con R = U y la figura (3.2)

M’ = UMUT . (3.42)
Tomando M como una matriz de 2 X 2, notemos que cualquier matriz de 2 x 2 puede ser

escrita como una combinacién lineal de la matriz unidad y las tres matrices de Pauli. Sea M
la matriz de traza cero,

Z T — 1y
M = = , 4
xoy + Yoo + 203 <x+2y . > , (3.43)
la matriz unidad no entra. Ya que la traza es invariante bajo transformaciones unitarias, M’
deberia tener la misma forma,

M= 2'o) + /oy + /o3 = Z vy (3.44)

- 1 Y o2 3 — ! + Z-y/ — : :

El determinante también es invariante bajo una transformacién unitaria. Por lo tanto

—(2® Y+ 22 = —(x’2 + y'2 + 2'2) , (3.45)
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o (2% + y? + 2%) es invariante bajo esta operacién de SU(2), como con SO(3). SU(2) debe,
por lo tanto, describir una rotacién. Esto sugiere que SU(2) y SO(3) pueden ser isomérficos
o homomérficos.

Aproximemos el problema de qué rotacién describe SU(2) considerando casos especiales.
Retomando la ecuacién (3.38) seaa=¢% y b=0, o

ec 0
Uz = (O €_i£> . (346)

En anticipacién de la ecuacién (3.50), esta U le estd dado un subindice z.
Realizando una transformacion unitaria sobre cada una de las tres matrices de Pauli,

tenemos
€0 01 e 0
t_ (€ , '
U.0nU; = (0 elﬁ) (1 0) ( 0 e%)
(3.47)

0 e
= e~2€ .

Reexpresamos este resultado en términos de las matrices de Pauli para obtener
U,z01Ul = 2 cos 2o, — xsen 280, . (3.48)
Similarmente,

U,yosUl = ysen 20y — ycos 2oy |
yoo U, =y £o1 — ycos 280y (3.49)

UZZO'3UL = zo3 .

A partir de esta expresion de doble angulo vemos que podriamos comenzar con el angulo
medio: £ = /2. Entonces, de las ecuaciones (3.42)—(3.44), (3.48) y (3.49),

T = xTcosa+ ysenw
Yy = —xsena + ycosa (3.50)
Z=z.

La transformacién unitaria de 2 x 2 usando U,(«/2) es equivalente al operador de rotacién
R(«) de la ecuacion (3.3).
El establecimiento de la correspondencia de

B cos3/2 sen(3/2
U,(5/2) = < —senfB/2 cos B2 ) (3.51)

y Ry(3) y de

el = omtly “ntls ) (352

y R.(¢) pueden calcularse como ejercicio. Podemos notar que Ui (1)/2) tiene la forma general

Ur(v/2) = 1cost/2 + o, sent)/2 (3.53)
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donde k =z, v, 2.
La correspondencia

N gia/2 0 cosa sena 0
U, (§> = ( 0 _m/2> — | —sina cosa 0] =R,(a), (3.54)
€ 0 0 1

no es una simple correspondencia uno a uno. Especificamente, como « en R, recorre desde 0
a 2w, el pardmetro U,, a/2, recorre desde 0 a m . Encontramos que

R.(a+27) = R,(«a)
_eia/2 0

UZ(Oé/2—|—7T) = < 0 —ia/2) — _Uz<05/2) ' (355)

—€

Por lo tanto ambos U,(«/2) v U,(a/2 + w) = —U.(a/2) corresponde a R,(«). La corres-
pondencia es de 2 a 1, o SU(2) y SO(3) son homomdrficos. Este establecimiento de la
correspondencia entre las representaciones de SU(2) y de aquella SO(3) significa que las re-

presentaciones conocidas de SU(2) automéaticamente nos proporciona de las representaciones
de SO(3).

Combinando las rotaciones, encontramos que una transformacion unitaria usada

corresponde a la rotacién general de Euler R,(v)R,(3)R.(c). Por multiplicacién directa,

(D20 cos3/2 senf3/2\ [(e/? 0
U(a,ﬂ,y)—( 0 e_”/2> (—sen6/2 cosﬁ/2> ( 0 e_ia/Q)

, ‘ 3.57
B 0+ /2cos 3/2 = /2gen 3/2 (3:57)
T\ =0T 25en 3/2 e 0F N 205 3/2)
Esta es nuestra forma general alternativa, la ecuacion (3.38), con
v+ p (v =)
De la ecuacién (3.57) podemos identificar los parametros de la ecuacién (3.38) como
— oi(rta)/2
a=ce cos 3/2
o/ (3.59)

b= e 2gen 3/2

SU(2) isospin y el octeto SU(3).

En el tratamiento de las particulas con interacciones fuertes de Fisica nuclear y de altas
energfas que conducen al grupo de SU(2) de isospin y la simetria de sabor SU(3), podriamos
mirar el momento angular y el grupo de rotacién SO(3) por una analogia. Supongamos
que tenemos un electrén en un potencial atractivo esféricamente simétrico de algiin nicleo
atémico. La funcién de onda para el electron puede ser caracterizada por tres nimeros
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cuanticos n, [, m, que estan relacionados con los autovalores de los operadores conservados
H, L? L. La energfa, ° sin embargo, es 2] + 1 veces degenerada, dependiendo solamente de
n y [. La razon para esta degeneracion puede ser expresado de dos maneras equivalentes:

1. El potencial es simétricamente esférico, independiente de 6, ¢.

2. El hamiltoniano de Schrodinger —(h?/2m.)V? + V(r) es invariante bajo rotaciones
espaciales ordinarias SO(3).

Como una consecuencia de la simetria esférica del potencial V(r), el momento angular
orbital L es conservado. En la seccién 3.2 las componentes cartesianas de L estén indentifi-
cadas como los generadores del grupo de rotacién SO(3). En vez de representar L, L,, L,
por operadores, usaremos matrices. Las matrices L; son matrices (2 + 1) x (2[ + 1) con la
misma dimensién del nimero de estados degenerados. La dimension 2/ + 1 estd identificada
con los estados degenerados 21 + 1.

Esta degenerancion es removida por un campo magnético E, hecho conocido como el
efecto Zeeman. Esta interaccion magnética anade un término al Hamiltoniano que no es
invariante bajo SO(3). Este es un término quiebra la simetria.

En el caso de particulas con interaccién fuerte (protones, neutrones, etc.) no podemos
seguir la analogia directamente, ya que todavia no entendemos completamente las interaccio-
nes nucleares. La fuerza fuerte esta descrita por la teoria gauge de Yang-Mills basada sobre
la simetria de color SU(3) llamada cromodindmica cuédntica o abreviada QCD. Sin embargo,
QCD es una teoria no lineal y por lo tanto complicada a grandes distancias y baja energia
que permanece no resuelta. Por lo tanto, no conocemos el Hamiltoniano, en vez de esto,
volveremos a la analogia.

En los anos 1930, después del descubrimiento del neutrén, Heinsenberg propuso que las
fuerzas nucleares eran cargas independientes. Los neutrones difieren en masa de los protones
solamente en un 1.6%. Si esta pequena diferencia es ignorada, el neutrén y el protén podrian
ser consideradas como dos estados de cargas (o isospin) de un doblete, llamado nucleén. El
isospin | tiene proyeccion en el eje z I3 = 1/2 para el protén y I3 = —1/2 para el neutrén. El
isospin no tiene nada que ver con el spin (el momento angular intrinseco de una particula) pero
las dos componentes del estado de isospin obedece las mismas relaciones matematicas que el
estado de spin 1/2. Para el nucleén, | = 7/2, son las matrices usuales de Pauli y los estados
1
0 -1
tres estados de carga del pién 7*, #° | 7~ forman un triplete. El pién es la particula mds
liviana con interaccién fuerte y es la mediadora de la fuerza nuclear a distancia, como el foton
es particula que media la fuerza electromagnética. La interaccién fuerte trata igualmente a
miembros de esa familia de particulas, o multipletes y conserva el isospin. La simetria es el
grupo isospin SU(2).

El octuplete mostrado en la tabla 3.1 llama la atencién ®. Los nimeros cudnticos conser-
vados que son andlogos y generalizaciones de L. y L? de SO(3) son I3 e I? para el isospin, e
Y para hipercarga. Las particulas pueden ser agrupadas dentro de multipletes de carga o de

de isospin (£1/2) son autovectores de la matriz de Pauli 75 = ( > Similarmente, los

0

5Para un potencial de Coulomb puro la energia depende sélo de n.
6Todas las masas estan dadas en unidades de energfa.
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Masa [MeV] Y I I3
=" 1321.32 ~1

= -1 !
=0 1314.9 +3
5 1197.43 -1
b 30 1192.55 0 1 0
>+ 1189.37 +1
A A 1115.63 0 0 0
n 939.566 -1

N 1 :
p 938.272 _|_%

Tabla 3.1: Bariones con spin % y paridad par

isospin. Entonces la hipercarga puede ser tomada como dos veces el promedio de carga del

1
multiplete. Para el nucledn, i.e., el doblete neutrén-—protén, Y = 2-=(0+1) = 1. Los valores

de la hipercarga y los del isospin son listados en la tabla 3.1 para bariones como el nucleén y
sus companeros (aproximadamente degenerados). Ellos forman un octeto como lo muestra la
figura 3.3. En 1961 Gell-Mann, e independientemente Ne’eman, sugirieron que la interaccion
fuerte debe ser (aproximadamente) invariante bajo un grupo espacial tridimensional unitario,
SU(3), esto es, tienen simetria de sabor SU(3).

La eleccién de SU(3) estuvo basada primero sobre los dos niimeros cuanticos conservados
e independientes Hy = I3 y Hy = Y (i.e., generados con [I3,Y] = 0), que llaman para un
grupo de rango 2. Segundo, el grupo ha tenido una representacion de ocho dimensiones para
tener en cuenta los cercanamente degenerados bariones y cuatro octetos similares para los
mesones. En un sentido SU(3) es la generalizacién més simple del isospin SU(2). Tres de
sus generadores son matrices hermiticas de 3 x 3 de traza nula que contienen las matrices de
Pauli de 2 x 2 para los isospin 7; en la esquina superior izquierda.

. i=1,2,3. (3.60)

3/
I
o O O

De este modo, el grupo del isospin SU(2) es un subgrupo de SU(3) con I3 = A3/2. Otros
cuatro generadores tienen los no diagonales 1 de 71 e 2, —i de 75 en todas las otras posibles
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-]
* O

> SO/ A > |
e e 1 e
-1 ~1 0  +1% 1 3
= =0
[ J — _1 [ J

Figura 3.3: Octeto bariénico diagrama de peso para SU(3).

ubicaciones para formar las matrices hermiticas 3 x 3 de traza nula.

00 1 00 —i
M=[0oo0o0|, x=[00 0],
100 i 0 0
(3.61)
00 0 00 0
=001, x=[00 —i
010 0 i 0

El segundo generador diagonal tiene la matriz unidad bidimensional 15 en la esquina superior
izquierda, la cual la hace claramente independiente del subgrupo SU(2) isospin ya que su
traza no nula en el subespacio, y -2 en el lugar de la tercera diagonal la hace traza nula,

L {100
d=—(01 0]. (3.62)
V3\o 0 —2

Generalmente hay 3? — 1 = 8 generadores para SU(3) el cual tiene orden 8. De los con-
mutadores de esos generadores pueden obtenerse facilmente las constantes de estructura de

SU(3).

Volviendo a la simetria de sabor SU(3) imaginemos que el Hamiltoniano para nuestro
octeto de bariones estan compuesto de tres partes

H = Hfuerte + Hmedio + Helectromagnético . (363)

La primera parte, Hiyere, tiene la simetria SU(3) y conduce a la degenerancién ocho. La
introduccion del término de quiebre de simetria, Heqi0, Temueve parte de la degeneracion
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dando los cuatro multipletes del isospin (27, Z%), (X7, 3% ¥1), A, y N = (p,n) con diferentes
masas. Estos aun son multipletes ya que Hpeqio tiene la simetria del isospin SU(2). Final-
mente, la presencia de fuerzas dependientes de la carga separan los multipletes de isospin y
remueve la ttima degeneraciéon. Esta secuencia se muestra en la figura 3.4

A A
n
N
Y
+ +
Hfuerte H fuerte +H medio Hfuerte H medio H electromagnéti

Figura 3.4: Separacion de masa bariénica.

Aplicando teoria de perturbacion de primer orden de Mecénica Cuéntica, relaciones sim-
ples de masas de bariénicas pueden ser calculadas. Quizas el suceso mas espectacular de este
modelo SU(3) ha sido su prediccién de nuevas particulas. En 1961 cuatro mesones K y tres
7 (todos pseudoescalares; spin 0, paridad impar) sugieren otro octeto, similar al del octeto
bariénico. SU(3) predice un octavo mesén 7, de masa 563 MeV. El mesén 7 con una masa
determinada experimentalmente de 548 MeV fue encontrado poco después. Agrupamientos
de nueve de los bariones méas pesados (todos con spin 3/2, con paridad par) sugirié un mul-
tiplete de 10 miembros o un decaplete de SU(3). El décimo barién faltante fue predicho con
una masa cercana a 1680 MeV y una carga negativa. En 1964 2~ cargada negativamente
con masa (1675+12) MeV fue descubierta.

La representaciéon de octeto no es la més simple para SU(3). La representacién mas
simple son triangulares como se muestra en la figura 3.5 a partir de las cuales todas las otras
pueden ser generadas por acoplamiento del momento angular generalizado. La representacion
fundamental en la figura 3.5 (a) contiene los quark u (arriba) y d (abajo) y el s (extraneza),
y figura 3.5 (b) los correspondientes antiquarks. Ya que los octetos de mesones pueden ser
obtenidos a partir de la representacién de quark como pares qg, 3% = 8 + 1, esto sugiere que
los mesones contienen quarks (y antiquarks) como sus constituyentes. El modelo de quarks
resultante dan una exitosa descripcion de la espectroscopia hadrénica. La solucién de sus
problemas con el principio de exclusién de Pauli eventualmente conduce a la teoria de gauge
de SU(3)-color de las interacciones fuertes llamada cromodindmica cudntica o QCD.
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Figura 3.5: Separacién de masa barionica.

Para mantener la teoria de grupo en su real perspectiva, podriamos enfatizar que la
teoria de grupo identifica y formaliza las simetrias. Ella clasifica particulas (y algunas veces
predice). Pero a parte de decir que una parte del hamiltoniano tiene simetria SU(2) y otra
parte tiene simetria SU(3), la teorfa de grupo no dice nada a cerca de la interaccién de las
particulas. Recuerde que la afirmacién de que el potencial atémico es esféricamente simétrico
no nos dice nada a cerca de la dependencia radial del portencial o de su funcién de onda. En
contraste, en una teorfa de gauge la interaccién es mediada por bosones vectoriales (como
el fotén media en la electrodindmica cuédntica) y determinado tnicamente por la derivada
covariante de gauge.

3.3 Momento angular orbital.

El concepto clasico de momento angular Eclésico = r X p es mostrado en el capitulo de vectores
para presentar el producto cruz. Siguiendo con la representacion usual de Schrodinger de la
Mecéanica Cuantica, el momento lineal clasico p’ es reemplazado por el operador —iV. El
operador de momento angular en la mecénica cudntica se convierte en 7

Loy = —iF X V. (3.64)
Las componentes del momento angular satisfacen las relaciones de conmutacién

El €;5 es el simbolo de Levi-Civita. Una suma sobre el indice % es sobreentendida.
El operador diferencial correspondiente al cuadrado del momento angular

L*=L - L=L2+L2+12, (3.66)

"Por simplicidad, & = 1. Esto significa que el momento angular es medido en unidades de h.
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puede ser determinado a partir de

—

L-L=(Fxp)-(Fxp), (3.67)

la cual puede verificarse como ejercicio. Ya que L? es un escalar rotacional, [52, L] =0, el
cual también puede ser verificado directamente.

La ecuacién (3.65) presenta las relaciones de conmutacion basicas de los componentes del
momento angular en Mecanica Cuéantica. Por cierto, dentro del marco de la Mecanica Cuan-
tica y la teoria de grupo, estas relaciones de conmutacion definen un operador de momento
angular.

Acercamiento a los operadores de subida y bajada.

Comencemos con una aproximaciéon mas general, donde el momento angular J lo conside-
ramos que puede representar un momento angular orbital L, un spin ¢/2, o un momento

angular total L+o /2, etc. Supongamos que
1. J es un operador hermitico cuyas componentes satisfacen las relaciones de conmutacion
i, Jj) = iendi, (T3] =0. (3.68)
2. |AM) es simultaneamente una aytofuncién normalizada (o autovector) de J, con auto-
valor M y una autofuncién de J 2,

JAM) = MIAM) ,  J2AM) = \AM) . (3.69)

Mostraremos ahora que A = J(J + 1). Este tratamiento ilustrard la generalidad y potencia
de las técnicas de operadores particularmente el uso de operadores de subida y bajada.
Un operador de subida o bajada se defina como

Jp=Jy+udy, Jo=Jy—1Jy . (3.70)

En términos de ese operador J? puede ser reeescrito como
- 1
J?==
2

A partir de las relaciones de conmutacion, encontramos que

(Jod_+J J)+J2. (3.71)

L, Jil=+J, [, J=—J_, [J,J]=2J,. (3.72)
Ya que J, conmuta con J 2. hagalo como ejercicio
JHIIAMY) = T, (T2AM)) = AT ]AM)) | (3.73)

Por lo tanto, J,|AM) todavia es una autofuncién de J2 con autovalores A, y similarmente
para J_|AM). Pero de la ecuacién (3.72)
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L(JEAM)) = T (J. + DIAM) = (M + 1)(J5]AM)) | (3.75)

Por lo tanto, J|AM) todavia es una autofuncién de J, con autovalores M + 1. J, ha
elevado el autovalor en 1 y por eso es llamado operador de subida. Similarmente, J_ baja los
autovalores en 1 y a menudo es llamado operador de bajada.

Tomando los valores esperados y usando Ji = J, , JJ = Jy,

(AM|J? = JZIAM) = (AM|J; + T3 AM) = | J|AM) * + | J,AM)

vemos que A — M? > 0, tal que M es ligado. Sea J el mas grande valor de M. Luego
J¢|AJ) = 0, lo cual implica que J_J;|AJ) = 0. Luego combinando las ecuaciones (3.71) y
(3.72) obtenemos

J = J_J +J.(J.+1), (3.76)
encontramos que a partir de la ecuacién (3.76)
0=J J MM =J)y=(J?=J2=L)AM =J)=(\—J> = J)|AM = J) .
Por lo tanto
A=J(J+1)>0; (3.77)

con un J no negativo. Ahora reetiquetaremos los estados [AM) = |JM). Similarmente, sea
J' el més pequeno de los M. Entonces J_|JJ') = 0. A partir de

J2=J,J —J.(J. +1), (3.78)
vVemos que
0=JuJ [JJY = (J?+ J. = J)JJ) = A+ J — J|JJ) . (3.79)
De manera que
A=JJ+)=JJ -1)=(-J)(-J—-1).
Asi J' = —J, y M corre en pasos enteros desde —J a +.J,
—J <M< +J. (3.80)

Comenzando desde |J.J) y aplicando J_ repetidas veces, alcanzaremos todos los otros estados
|JM). De manera que |JM) forma una representacién irreductible; M varfa y J estd fijo.
Entonces usando las ecuaciones (3.68), (3.76) y (3.78) obtenemos

J_JL|JMY = [J(J + 1) — M(M + 1)]|JM) = (J — M)(J + M + 1)|JM) ,

ST LMY = G+ 1) = MO = D]lgM) = (4 00 - Mg O
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Como J, y J_ son hermiticos conjugados,
J=J, J=u, (3.82)

los autovalores o valores esperados en la ecuacién (3.81) deberian ser positivos o cero.
Ya que J; aumenta el autovalor de M a M + 1, reetiquetaremos la autofuncién resultante
|JM + 1). La normalizacién estd dada por la ecuacién (3.81) como

Jo|IMY =+/(J — M)(J +M+1)|JM +1) , (3.83)

tomando la raiz cuadrada positiva y no introduciendo ningin factor de fase. Por los mismos
argumentos

J_|JM) = /(J+M)(J - M+1)|JM —1) . (3.84)

Finalmente, ya que M va desde —J a +J en pasos unitarios, 2J deberia ser un nimero
entero. J es por lo tanto un entero o la mitad de un entero impar. Como hemos visto, el
momento angular orbital esta descrito con .J entero. A partir de los spin de algunas particulas
fundamentales y de algunos nicleos, tenemos que J = 1/2,3/2,5/2,... Nuestro momento
angular esta cuantizado esencialmente como un resultado de relaciones de conmutaciones. En
coordenadas polares esféricas 6, ¢ las funciones (6, p|lm) = Y;"(0, ¢) son arménicos esféricos.

Resumen de grupos y algebras de Lie.

Las relaciones de conmutaciones generales, ecuacién (3.14) en la seccién 3.2, para un grupo
de Lie clésico [SO(n) y SU(n) en particular] pueden ser simplificadas para verse més como la
ecuacién (3.72) para SO(3) y SU(2) en la seccién 3.3.

Primero escogemos generadores H; que sean linealmente independientes y que conmuten
entre si, estos son generalizaciones de J, de SO(3) y SU(2). Sea [ el nimero maximo de tales
H; con

[H;, Hy] =0 . (3.85)

Entonces [ es llamado el rango del grupo Lie G o de su algebra. El rango y la dimensiéon u
orden de algunos grupos Lie son dados en la tabla 3.2. Todos los otros generadores E, puede
mostrarse que son operadores de subida y bajada con respecto a todos los H;, tal que

[Hi7 Ea] == OéiEa . (386)

El conjunto de los (aq, as, ... , ;) son llamados los vectores raices.
Ya que los H; conmutan entre si, ellos pueden ser diagonalizados simultaneamente. Ellos
nos dan un conjunto de autovalores my, ma,... ,m;. Al conjunto (my,ma,.....m;) se les

llama vectores de peso de una representacion irreductible. Hay [ operadores invariantes
C;, llamados operadores de Casimir, los cuales conmutan con todos los generadores y son
generalizaciones de J?,

(CLH)=0, [CiEJ=0. (3.87)
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Algebra de Lie A B, D,
Grupo de Lie  SU(I4+1) SO(21+1) SO(2l)
rango 1 1 1
orden 1(1+2) 1(214+1)  1(21-1)

Tabla 3.2: Rango y orden de grupos rotacionales y unitarios.

El primero, C1, es una funcién cuadratica de los generadores, los otros son mas complicados.
Ya que C; conmuta con todos los Hj, ellos pueden ser diagonalizados simultdneamente con
los H;. Sus autovalores ci,ca, ... , ¢ caracterizan las representaciones irreductibles y perme-
necen constantes mientras los vectores de peso varian sobre una representacion irreductible
particular. Por lo tanto, la autofuncién general puede ser escrita como

|(c1, 69, . c)my,ma, ... ,my) (3.88)

generalizando |JM) de SO(3) y SU(2). Sus ecuaciones de autovalores son

Hi|(c1,co,... yc)my,mo, ... ,my) = my|(c1, ¢y .. yc)my,ma, ... ,1y) (3.89a)
Cil(cr, ey oo ye)my,ma, ... my) = ¢l(er, o, .o e)my,may ... my) . (3.89b)
Ahora podemos mostrar que E,|(cy,ca, ... ,¢)my, ma, ... ,my) tiene los vector peso (m; +
ag, Mo+, ... ,m+aq;) usando las relaciones de conmutacion, la ecuacién (3.86), en conjunto

con las ecuaciones (3.89a) y (3.89b),

H.E,|(c1,¢a,... ;c)mi,ma, ... ,my) = (EoH; + [H;, Eo))|(c1,c2, ... yc)ma,ma, ... ,my)

= (mi + ;) Eo|(c1, ¢, .. c)my,ma, ... my) .
(3.90)

Por lo tanto
E.l(c1 ¢y 0 ye)my,ma, ... ;my) ~ |(c1,Cay ... yc)my + g, mo + ag, ..., my + )

estas son las generalizaciones de las ecuaciones (3.83) y (3.84) a partir de SO(3). Esos cambios
de autovalores por el operador E, son llamados sus reglas de seleccién en mecéanica cuantica.

3.4 Grupo homogéneo de Lorentz.

En relatividad especial requerimos que nuestras leyes fisicas sean covariantes® bajo
a. traslaciones en el tiempo y en el espacio,
b. rotaciones en el espacio real tridimensional, y

c. transformaciones de Lorentz.

8Ser covariante significa que tienen la misma forma en diferentes sistemas de coordenadas tal que no hay
un sistema de referencia privilegiado.
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El requerimiento para la covarianza bajo traslaciones esta basada en la homogeneidad del
espacio y el tiempo. Covarianza bajo rotaciones es una afirmacion de la isotropia del espacio.
El requerimiento de la covarianza de Lorentz viene de la relatividad especial. Todas estas
tres transformaciones en conjunto forman el grupo inhomogeneo de Lorentz o el grupo de
Poincaré. Aqui excluimos las traslaciones. Las rotaciones espaciales y las transformaciones
de Lorentz forman un grupo, el grupo homogéneo ed Lorentz.

Primero generamos un subgrupo, las transformaciones de Lorentz en el cual la velocidad
relativa U esta a lo largo del eje x = x1. El generador puede ser determinad considerando un
marco de referencia espacio-temporal moviendose con una velocidad relativa infinitesimal dv.
Las relaciones son similares a aquellas para rotaciones en el espacio real, excepto que aqui el
angulo de rotacién es imaginario puro.

Las transformaciones de Lorentz son lineales no sélo en el espacio de ccordenadas x; si
no que también en el tiempo t. Ellas se originan a partir de las ecuaciones de Maxwell
de la electrodinamica las cuales son invariantes bajo la transformaciones de Lorentz, como
veremos luego. Las transformaciones de Lorentz dejan invariante la forma cuadratica siguiente
At? —x? — x5 — 23 = 2% — 2 — 23 — 22 donde x5 = ct. Vemos esto si encendemos una fuente
de luz en el origen del sistema de coordenadas. En tiempo ¢ la luz ha viajado una distancia
ct = /> 2% tal que ¢®t* — x? — 22 — 22 = 0. La relatividad especial requiere esto en todos
los sistemas (inercial) que se mueven con velocidad v < ¢ en cualquier direccién relativa

al sistema x; y que tengan el mismo origen a tiempo ¢t = 0, se mantenga también que
2 2 2 2 . . : o
At — x* — 2f® — 24" = 0. El espacio cuadridimensional con la métrica 22 — 23 — 23 — 23 es

llamado espacio de Minkowski con el producto escalar de dos cuadrivectores definido como
a-b=apby — a-b. Usando el tensor métrico

1 0 0 0
o =1 0 o
0o 0 0 -1

podemos subir y bajar indices de un cuadrivector tal como de las coordenadas = = (xg, ¥)
es decir z, = ¢,,2" = (29, —F) y atgua” = x§ — T2, la convecién de suma de Einstein se
dan por entendida. Para el gradiente 0" = (9/0x, —ﬁ) =0/0x, y 0, = (0/0xy, ﬁ) tal que
0? = 0%/0x3 — V? es un escalar de Lorentz, al igual que la métrica z3 — 7'2.

Para v < ¢, en el limite no relativista, las transformaciones de Lorentz deben ser trans-
formaciones de Galileo. Por lo tanto, para derivar la forma de una transformacién de Lorentz
a lo largo del eje x1, partimos con una transformacién Galileana para una velocidad relativa

infinitesimal dv:

Ty =1 —dvt = 11 — 10003 . (3.92)
v
Como es usual § = —. Por simetria también podemos escribir
c

Ty = xo — ax168 , (3.93)

donde a es un pardmetro a fijar una vez que se imponga que z2 — 27 deba ser invariante,

o) — 2 = —a? (3.94)
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Recordemos que x = (¢; 1, T2, z3) es el prototipo de cuadrivector en el espacio de Minkowski.
Asi la ecuacién (3.94) es simplemente una afirmacién de la invariancia del cuadrado de la
magnitud del vector distancia bajo rotaciones en el espacio de Minkowski. Aqui es donde la
relatividad especial compromete nuestra trasnformacion. Elevando al cuadrado y restando
las ecuaciones (3.92) y (3.93) y descartando términos del orden de §3?, encontramos a = —1.
Las ecuaciones (3.92) y (3.93) pueden ser combinadas como una ecuacién matricial

(ig’) = (1 - 6B0) (if) , (3.95)

o1 es la matriz de Pauli, y el parametro d3 representa un cambio infinetesimal. Repetimos la
transformacion N veces para desarrollar una transformacion finita con el parametro velocidad

p = NO[. entonces
o\ _ (4 Po\N [z
(x’l) B (1 N ) (m) ' (3.96)

En el limite N — oo

: po\ N
A}l_I)ICl)O( _Wl> = exp(—poy) . (3.97)

Interpretamos la exponencial como una serie de Maclaurin

2 3
exp(—po1) =1 — poy + (,0(;1) - (p;l) +oe (3.98)

Notando que 0% =1,
exp(—poy) = lcoshp+ oy senhp . (3.99)
Por lo tanto nuestra transformacion de Lorentz finita es
o\ coshp —senhp) [z
<x’1> N (— senhp  coshp) \x;) ° (3.100)
o1 ha generado las representaciones de esta especial transformacién de Lorentz.

El cosh p y el senh p pueden ser identificados considerando el origen del sistema de coor-
denadas primas, 2} = 0, 0 1 = vt. Sustituyendo en la ecuacién (3.100), tenemos

0 = zycoshp — zpsenhp . (3.101)
Con xy = vty xg = ct.
tanhp =3 = v
c

v
Note que la rapidez p # — excepto en el limite v — 0.
c

Usando 1 — tanh? p = (cosh® p)~,

coshp=(1-p)"Y2 =4, senhp = (v . (3.102)
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El anterior caso especial en que la velocidad es paralela a uno de los ejes espaciales es
simple, pero ilustra la velocidad infinitesimal, la técnica de la exponenciacion y el generador.
Ahora esta técnica puede ser aplicada para derivar las transformaciones de Lorentz para una
velocidad relativa ¥ no paralela a ningin eje. Las matrices dadas por la ecuacién (3.100) para
el caso ¥ = zv, forman un subgrupo. Las matrices en el caso general no lo hacen. El producto
de dos matrices de transformaciones de Lorentz, L(07) y L(%;), producen una tercera matriz
de transformacion L(73), si las dos velocidades ¢} y ¥ son paralelas. La velocidad resultante
v3 estd relacionada con vy y con vy mediante la regla de adicién de velociades de Einstein. Si
U1 y U2 no son paralelas, no existe entonces una relacién simple.

3.5 Covarianza de Lorentz de las Ecuaciones de Max-
well.

Si una ley fisica se mantiene para todas las orientaciones de nuestro (real) espacial sistema de
coordenadas (i.e. es invariante ante rotaciones), los términos de la ecuacién deben ser cova-
riantes bajo rotaciones. Esto significa que escribimos las leyes fisicas en la forma matematica
escalar=escalar, vector=vector, tensor de segundo rango=tensor de segundo rango, y asi su-
cesivamente. Similarmente, si una ley fisica se mantiene para todos los sistemas inerciales,
los términos de la ecuaciéon deben ser covariantes bajo transformaciones de Lorentz.

Usando el espacio de Minkowski (x = x1, y = 9, 2 = x3, ¢t = xo) tenemos un espacio
cuadridimensional cartesiano con métrica g,,. Las transformaciones de Lorentz son lineales
en el espacio y en el tiempo en este espacio real de cuatro dimensiones.

Consideremos las ecuaciones de Maxwell

. - 0B
E=-=" 3.103
V x T ( a)
.~ 9D
V-D=p, (3.103c)
V-B=0, (3.103d)
y las relaciones
D=cE, B=puyH. (3.104)

Todos los simbolos tienen sus significados usuales y hemos supuesto el vacio por simplicidad.
Supongamos que las ecuaciones de Maxwell se mantienen en todos los sistemas inerciales;
esto es , las ecuaciones de Maxwell son consistentes con la relatividad especial. (La covarian-
cia de las ecuaciones de Maxwell bajo transformaciones de Lorentz fue realmente mostrada
por Lorentz y Poincaré antes de que Einstein propusiera su teoria de la relatividad espe-
cial). Nuestro objetivo inmediato es reescribir las ecuaciones de Maxwell como ecuaciones
tensoriales en el espacio de Minkowski. Esto hard la covariancia de Lorentz explicita.
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En términos de los potenciales escalar y vectorial, podemos escribir

o]l
I

VxA,
04
ot

(3.105)

=
I

04 g,
La ecuacion anterior especifica el rotor de ff; la divergencia de A no esté definida. Po-

demos, y por futuras conveniencias lo hacemos, imponer la siguiente relacién sobre el vector
potencial

g 0
VAt et =0. (3.106)
ot
Este es conocido como el gauge de Lorentz. Servird a nuestros propositos de desacoplar las
ecuaciones diferenciales para A y para ¢ .

Ahora reescribimos las ecuaciones de Maxwell en términos de los potenciales. A partir de
la ecuacién (3.103c) para V - Dy (3.105)

. 04 p
Vip4+V. . —=-=L 3.107
otV o ( )

considerando que la ecuacién (3.103b) para V x H y (3.105) y la identidad vectorial para el
rotor del rotor produce

A = D 1 [ce - 5 pU
e V—+ — |VV-A-V?4| = . 3.108
(9152 T 8t + EoMo [ €o ( )

Usando el gauge de Lorentz, la ecuacién (3.106), y la relacién gopy = 1/c?, obtenemos

(3.109)

Ahora el operador diferencial

1 0?
2 _ A2 _
v _0_2@_8 =—-0"0, ,
es un Laplaciano cuadridimensional. Usualmente este operador es llamado el d’Alembertiano
y denotado por (2. Puede probarse que es un escalar.

Por conveniencia definimos

A= _oa o=

o Hoc (3.110)
AQEM—yC:csoAy, Ay =epp=A°.
0
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Si ponemos ademas

Plo o Ply_p2 PPz 3 0 (3.111)
C C C

entonces la ecuacién (3.109) puede ser escrita de la forma
OPAN =it (3.112)

La ecuacién anterior parece una ecuacién tensorial, pero eso no basta. Para probar que es una
ecuacion tensorial, partimos investigando las propiedades de transformacion de la corriente
generalizada .

Ya que un elemento de carga de es una cantidad invariante, tenemos

de = pdridredxs , invariante. (3.113)

Vimos que el elemento de volumen cuadridimensional es también un invariante, dxdzodxsdzy,
comparando estos resultados vemos que la densidad de carga p debe transformar de la mis-
ma manera que xo. Ponemos p = i° con ¥ establecida como la componente cero de un
cuadrivector. Las otras partes de la ecuacién (3.111) pueden ser expandidas como

A P _ pdm

c c dt
3.114
e (3.114)

dt

Ya que justo mostramos que iy transforma como dzg, esto significa que 4; transforma como
dz,. Con resultados similares para i, e i3. tenemos que ¢ transforma como dz*, probando
de esta manera que 7* es un vector, un vector del espacio cuadridimensional de Minkowski.
La ecuacién (3.112), la cual deriva directamente de las ecuaciones de Maxwell, suponemos
que se mantiene en todos los sistemas cartesianos. Entonces, por la regla del cuociente A, es
también un vector y (3.112) es una legitima ecuacién tensorial.
Ahora, devolviendonos, la ecuacién (3.105) puede ser escrita

0A7  0A°
50Ej:__+_a j:172a3a

6930 al‘j

N ) (3.115)
1 3 0A 0A’ (i), k) = (1,2,3)
— Dy = 5 — &7 1,7, = ) < )
Jite Oxr;  Oxy J
y permuitaciones ciclicas.
Definimos un nuevo tensor
0AY  0AH

AT — AN =

— =FW =—F" =0,1,2,3
81'“ 3xu <IU’7V ) )

un tensor antisimétrico de segundo rango, ya que A* es un vector. Escribamoslo axplicita-
mente

0 E, E, E. 0 —-E, —-E, -—FE

- —E, 0 —cB, cB, o E, 0 —cB, cB,

Fuw = &0 ~E, B, 0 —cB,|" B =& E, ¢B., 0 —cB,
—-FE, —cB, c¢B, 0 E. —cB, c¢B, 0

(3.116)
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Notemos que en nuestro espacio de Minkowski E y B no son més vectores sino que juntos
forman un tensor de segundo rango. Con este tensor podemos escribir las dos ecuaciones de
Maxwell nohomogeneas (3.103b) y (3.103c) y combinandolas como una ecuacién tensorial

OF,,

A = (3.117)

El lado izquierdo es una divergencia cuadridimensional de un tensor y por lo tanto un vector.
o

. ox A

de Maxwell (3.103a) para V x E y la ecuacion (3.103d) para V - B pueden ser expresadas en
forma tensorial

. Las ecuaciones

Esto es, por supuesto, equivalente a contraer un tensor de tercer rango

oF: OF: oF
23 O Ol

=0 3.118
0x; 0xy 0xs ’ ( )
para (3.103d) y tres ecuaciones de la forma
OF: O0Fy OF:
Sl L =29, (3.119)

81'2 - (9.253 8330 N

para (3.103a). Una segunda ecuacién permutando 120 y una tercera permutando 130.
Ya que

OF™

PP =
8$A

= t)\w/ ’
es un tensor de tercer rango, las ecuaciones (3.117) y (3.119) pueden ser expresadas por la
ecuacion tensorial

PV M A = () (3.120)

En todos los casos anteriores los indices pu, v y A se suponen diferentes.

Transformaciones de Lorentz de E y B.

La construccién de las ecuaciones tensoriales (3.118) y (3.120) completan nuestro objetivo
inicial de reescribir las ecuaciones de Maxwell en forma tensorial. Ahora explotamos las
propiedades tensoriales de nuestros cuadrivectores y del tensor F*”.

Para las transformaciones de Lorentz que correspoonden a movimientos a lo largo del eje
z(x3) con velocidad v, los “cosenos directores” estén dados por

(3.121)

donde
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y=(1- 52)*1/2 ' (3.122)

Usando las propiedades de transformacion tensorial, podemos calcular los campos eléctrico y
magnético en el sistema en movimiento en términos de los valores en el marco de referencias
original. A partir de las ecuaciones (1.59), (3.116) y (3.121) obtenemos

1
B, = ——— (B~ 5B,) |
T 1— 52 02
1
£ i (5 20 o
— C
E; =F,,

Bi= s (Bt 58
IR =

B. =B, .

Este acoplamiento de E y B es esperado. Consideremos, por ejemplo, el caso de campo
eléctrico nulo en el sistema sin prima

E,=E,=E.=0.

Claramente, no habra fuerza sobre una particula carga estacionaria. Cuando la particula
estd en movimiento con una velocidad pequena v a lo largo del eje z un observador sobre la
particula ve campos (ejerciendo una fuerza sobre la particula cargada) dados por

E! = —vB,,
E; =vB, ,

donde B es un campo magnético en el sistema sin primas. FEstas ecuaciones pueden ser
puestas en forma vectorial

E'=%x B, obien, F=qixB, (3.125)

la cual es usualmente tomada como la definicién operacional del campo magnético B.

Invariantes electromagnéticas.

Finalmente, las propiedades tensoriales (o vectorioles) nos permiten construir una multitud
de cantidades invariantes. Una de las importantes es el producto escalar de los cuadrivectores
Ay y 7). Tenemos

vy v v,
Ay = —ezgA, 20 ceoAyQ — e AL Eopp
c c c

— —

=co(pp —A-J), invariante,

(3.126)
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con A el usual potencial vector y J la densidad de corriente ordinaria. El primer término
pyp es el ordinario acoplamiento electroestdtico con dimensiones de energia per unidad de
volumen. En consecuencia nuestro recien construido invariante escalar es un densidad de
energia. La interaccién dinamica del campo y corriente es dado por el producto A-J. Este
invariante A*i, aparece en los Lagrangianos electromagnéticos.



Capitulo 4

Series infinitas.

versién final 1.3-180602%

4.1 Conceptos fundamentales

Las series infinitas, literalmente sumas de un niimero infinito de términos, ocurre frecuente-
mente tanto en matematicas pura como aplicada. Ellas podrian ser usadas por los matemati-
cos puros para definir funciones como una aproximacion fundamental a la teoria de funciones,
tan bien como para calcular valores precisos de constantes y funciones trascendentales. En la
matematica en ciencias e ingenieria las series infinitas son ubicuas, es por ello que aparecen
en la evaluacion de integrales, en la solucion de ecuaciones diferenciales, en series de Fourier
y compite con las representaciones integral para la descripciéon de funciones especiales. Més
adelante veremos la solucién en series de Neumann para ecuaciones integrales dan un ejemplo
méas de la ocurrencia y uso de las series infinitas.

Encaramos el problema que significa la suma de un nimero infinito de términos. La
aproximacion usual es por sumas parciales. Si tenemos una sucesion de términos infinitos
Uy, U, Ug, Ug, Us, . . ., definimos la suma parcial i-ésima como

S; — i:un 5 (41)
n=1

Esta es una suma finita y no ofrece dificultades. Si las sumas parciales s; convergen a un
limite (finito) cuando i — oo,

lims; =9, (4.2)

71— 00
La serie infinita >~  u, se dice que es convergente y tiene el valor S. Note cuidadosamente
que nosotros razonablemente y plausiblemente, pero aun arbitrariamente definimos que la
serie infinita es igual a S. Podemos notar que una condiciéon necesaria para esta convergencia
a un limite es que el lim, ., u, = 0. Esta condicién, sin embargo, no es suficiente para
garantizar la convergencia. La ecuacién (4.2) usualmente esta escrita en notacién matematica
formal:

IEste capitulo estd basado en el quinto capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.
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La condicion para la existencia de un limite S es que para cada € > 0, haya un
N fijo tal que

|S —si|<e, para todo ¢ > N.

Esta condicion a menudo derivada del criterio de Cauchy aplicado a las sumas parciales
s;. El criterio de Cauchy es:

Una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién (s;) converja es que
para cada ¢ > 0 exista un nimero fijo N tal que

|s; — si| <e para todos los 7,7 > N.

Esto significa que la sumas parciales individuales deben mantenerse cercanas cuan-
do nos movemos lejos en la secuencia.

El criterio de Cauchy puede facilmente extenderse a sucesiones de funciones. La vemos
en esta forma en la seccién 4.5 en la definicion de convergencia uniforme y més adelante en
el desarrollo del espacio de Hilbert.

Nuestras sumas parciales s; pueden no converger a un limite simple sino que podria oscilar,
como en el caso

Sty =1-1+1—1+1— b (=1)" =

n=0

Claramente, s; = 1 para ¢ impar pero 0 para ¢ par. No hay convergencia a un limite, y
series tal como una llamadas oscilantes.
Para las series

1+2+43++n+-

tenemos

Cuando n — oo,

lim s, = 0o .

n—oo
Cada vez que las sumas parciales diverjan (tienden a +oo ), la serie infinita se dice que
diverge. A menudo el término divergente es extendido para incluir series oscilatorias.

Ya que evaluamos las sumas parciales por aritmética ordinaria, la serie convergente, de-
finida en términos del limite de las sumas parciales, asume una posicion de importancia
suprema. Dos ejemplos pueden clarificar la naturaleza de convergencia o divergencia de una
serie y servira como una base para una investigacion mas detallada en la proxima seccion.



4.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 111
Ejemplo Series geométricas.
La sucesiéon geométrica, comenzando con a y con una razon r(r >= 0), estd dado por
a+ar+ar®+ar® +---+ar" 4

La suma parcial n-ésima esta dada por

1—r"
n = 4.3
= 2" (4.3
Tomando el limite cuando n — oo,
) a
lim s, = ] : para r < 1. (4.4)
n—oo — T

De modo que, por definicion, la serie geométrica infinita converge para r < 1y esta dada por

,;:1 ar - (4.5)

Por otra parte, si » > 1, la condiciéon necesaria u,, — 0 no se satisface y la serie infinita
diverge.

Ejemplo Series armonicas.

Consideremos la serie armodnica

> 111 1
71:1 - _ _ — 46
> n totgt gttt (4.6)

n=1

Tenemos que el lim,, . u, = lim, ., 1/n = 0, pero esto no es suficiente para garantizar la
convergencia. Si agrupamos los términos (no cambiando el orden) como

SR ) I N R N (4.7)
2" \3 4 56 7 8 9 16 ’ '

se verd que cada par de paréntesis encierra p términos de la forma

1 1 1 p 1
_—t — 4 —— > — = — 4.8
p+1 p+2 p+p 2p 2 (48)
Formando sumas parciales sumando un grupos entre paréntesis por vez, obtenemos
st =1, Sq4 > 5 ,
3 6
52257 $5>§, (4.9)
S 4 - n+1
S3 > — Sn
P70 2
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Las series armonicas consideradas de esta manera ciertamente son divergentes. Una demos-
tracién independiente y alternativa de su divergencia aparece en la seccion 4.2.
Usando el teorema del binomio, podriamos expandir la funcién (1 + x)~ !

=1- 2 (=) 4.10
_ 4+t -+ . ()" + ( )

Si tomamos x — 1, la serie se convierte
1-14+1-1+1-1+..., (4.11)

una serie que etiquetamos como oscilatoria anteriormente. Aunque no converge en el sentido
usual, significa que puede ser ligada a su serie. Euler, por ejemplo, asignado un valor de 1/2 a
esta sucesion oscilatoria sobre la base de la correspondencia entre esta serie y la bien definida
funcién (1 + z)~!. Desafortunadamente, tal correspondencia entre la serie y la funcién no es
Unica y esta aproximacién deberd ser redefinida. Otros métodos de asignar un significado a
una serie oscilatoria o divergente, métodos de definir una suma, han sido desarrollados. Otro
ejemplo de generalizar la convergencia lo vemos en las serie asintdtica o semiconvergente,
consideradas mas adelante.

4.2 Pruebas de Convergencia

Aunque las series no convergentes pueden ser tutiles en ciertos casos especiales, usualmente
insistimos, como una materia de conveniencia si no de necesidad, que nuestras series sean
convergentes. Por lo tanto esto llega a ser una materia de extrema importancia para ser
capaz de decir si una serie dada es o no convergente. Desarrollaremos un nimero de posibles
pruebas, comenzando con una prueba simple pero poco sensible y posteriormente trabajar
con una mas complicada pero muy sensible.

Por ahora consideremos una serie de términos positivos, a,, > 0, posponiendo los términos
negativos hasta la préxima seccion.

4.2.1 Pruebas de comparacion.

Si término a término una serie de términos u, < a,, en el cual los a, forman una serie
convergente, las series ) u, también es convergente. Simbdlicamente, tenemos

E ap =a1 +ag+az+---, convergente,
n

Zun:u1+u2+u3+--~

Si w, < a, para todo n, luego > u, <> a,y >, u, por lo tanto es convergente.
Si término a término es una serrie de términos v, > b,, en el cual b, forma una serie
divergente, las series ) v, también es divergente. Note que las comparaciones de u,, con b,
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0 v, con a, no dan informaciéon. Aqui tenemos

Z b, =01 +by+bg+---, divergente,

Zvn:?}1+v2+?}3+"'

n

Si v, < by, para todo n, luego > v, <> b,y > v, por lo tanto es divergente.

Para las series convergente a,, tenemos las series geométricas, mientras las series armo-
nicas serviran como las series divergentes b,. En tanto otras series son identificadas como
convergentes o divergentes, ellas pueden ser usadas como las series conocidas en estas pruebas
de comparacion.

Todos las pruebas desarrolladas en esta seccion son esencialmente pruebas de comparacién.
La figura 4.1 muestra estas pruebas y sus relaciones.

, Integral de

Raiz de CauchF Kummer,a, Euler MaclauriA
(Comparacion con las (Comparacion con
series geomeétricas) la integral)
a,= 1 a,;=n
Y Y
Razén de D’Alembert
Raabe
Cauchy

(También por comparacion

: s a=ninn
con la series geomeétricas)

Y Y

Gauss

Figura 4.1: Test de comparacion.

Ejemplo Las series p.

Ly b, =n"! forman

—0999 o9 divergente.

Probamos Y n™?, p = 0.999, por convergencia. Ya que n=%%9 > n~
la serie arménica divergente, la prueba de comparacién muestra que ) n
Generalizando, > n~P se ve como divergente para todo p < 1.

4.2.2 Prueba de la raiz de Cauchy.

Si (an)l/ " < r < 1 para todo n suficientemente grande, con r independiente de n, entonces
> a, es convergente. Si (a,)'/™ > 1 para todo n suficientemente grande, entonces Y a, es
divergente.
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La primera parte de esta prueba se verifica ficilmente elevando (a, )" < r a la n-ésima
potencia. Obtenemos

a, <r"<1.

Ya que 7" es s6lo el término n-ésimo en una serie geométrica convergente, > a, es con-
vergente por la prueba de comparacion. Conversamente, si (an)l/ " > 1, entonces a, > 1
y la serie deberia diverger. La pruebe de la raiz es particularmente 1util en establecer las
propiedades de la serie de potencias.

4.2.3 Prueba de la razéon de D’ Alembert o Cauchy.

Si apy1/a, < r < 1 para todo n suficientemente grande, y r independiente de n, entonces
Zn a, es convergente. Si a1 / a, > 1 para todo n suficientemente grande, entonces Zn ap,
es divergente.

La convergencia estd dada por la comparacién directa con las series geométricas (1 4 r +
r?> 4+ ...). En la segunda parte a,,; > a, y la divergencia debe ser razonablemente obvia.
Aunque la prueba no es tan sensible como la prueba de la raiz de Cauchy, esta prueba de
la razén e D’ Alembert es una de las mas faciles de aplicar y es ampliamente usada. Una
afiramcién alternativa de la prueba de la razén esta en la forma de un limite: Si

. An41
lim
n—oo an

<1, convergencia

> 1, divergencia (4.12)

=1, indeterminado.

A causa de la posibilidad de ser indeterminado, la prueba de la razon es probable que falle
en puntos cruciales, y se hace necesario una prueba mas delicada y sensible.

Podriamos preguntarnos cémo podria levantarse esta indeterminacion. Realmente fue
disimulado en el primera afirmacién a,,.1/a, < r < 1. Podriamos encontrar a,.y1/a, < 1 para
todo n finito pero ser inapropiado escoger un r < 1 e independiente de n tal que a,11/a, <r
para todo n suficientemente grande. Un ejemplo estd dado por las series armonicas

An+1 n
= <1 4.13
a, n+1 ’ ( )

Ya que

lim 2 = (4.14)

n—oo  (y,

no existe una razén fija r < 1 y la prueba de la razon falla.

Ejemplo Prueba de la razéon de D’ Alembert.
Probar la convergencia de 2n_n

1 (n+1)/2"0  1n+1

an n/2r 2 n

(4.15)
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Ya que
i1 3 aran > 2 (4.16)
a, ~ 4 P - '
tenemos convergencia. Alternativamente,
. an+1 1
1 =—, 4.17
e T3 @)

y de nuevo converge.

4.2.4 Prueba integral de Cauchy o Maclaurin.

Esta es otra clase de prueba de comparacion en la cual comparamos una serie con una integral.
Geométricamente, comparamos el area de una serie de un rectangulo de ancho unitario con
el area bajo la curva.

Sea f(x) una funcién continua, mondtonamente decreciente en la cual f(n) = a,. Luego
> an converge si [ f(x)dx es finita y diverge si la integral es infinita. Para la i-ésima
suma parcial

si:Zan:Zf(n) : (4.18)

Pero

s > /Hl f(z)dx (4.19)

por la figura 4.2a, f(x) es monétonamente decreciente. Por otra parte, de la figura 4.2b,

si—ap < /1 f(z)dx (4.20)

en la cual la serie estd representada por los rectangulos inscritos. Tomando el limite como
1 — 00, tenemos

C>of(:z:)daz:<ian< Oof(x)dx+a1 . (4.21)
o et |

De modo que la serie infinita converge o diverge cuando la integral correpondiente converge
o diverge respectivamente.

La prueba de la integral es particularmente ttil para acotar superior e inferiormente el
resto de una serie, después de que algunos ntimeros de términos iniciales hayan sido sumados.
Esto es,

[e') N 0o

Zanzzan+ Z Qp
n=1 n=1

n=N-+1
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A (@ A (D)

0\ D=2 0\ f()=a,

X

X
>

-
12 34 12345

Figura 4.2: (a) Comparacién de la integral y la suma de bloques sobresalientes. (b) Compa-
racién de la integral y la suma de bloques envueltos.

donde

fz)de < Z an < f(x)dr +antr -
N+1 R N4l N+1

Podemos liberar la prueba de la integral de los requerimientos muy restrictivos de que la
funcion de interpolacién f(z) sea positiva y monétonamente decreciente, basta que la funcién
f(z) tenga una derivada continua que satisfaga

>t = [ @der [Ce-lhr@d (4.22)

Aqui [z] denota el entero mayor por debajo de x, tal que = — [z] varfa como diente de sierra
entre 0 y 1.

Ejemplo Funcién Zeta de Riemann.

La funcién zeta de Riemann estd definida por
=S (42)
n=1

Podemos tomar f(x) = 27 y entonces
x_p+1 o
0 y P 7& 1
/ g Pde={ PT1 1 (4.24)
1

lnx}(l)o , p=1
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La integral y por lo tanto la serie son divergentes para p < 1 y convergente para p > 1. De
modo que la ecuacion (4.23) lleva la condicién de p > 1. Esto, incidentalmente, es una prueba
independiente de que la serie arménica (p = 1) diverge y lo hace en forma logaritmica. La
suma del primer millén de términos 21'000'000 n~!, es solamente 14.392726 ... .

Esta comparaciéon con la integral también puede ser usada para dar una cota superior a
la constante Euler-Mascheroni definida por

~ 1
v = lim ( g — —1In n> . (4.25)
n—o0 m

m=1

Volviendo a las sumas parciales,
= -1 " dl‘
sp=Y m'—Inn< [ ——Ilnn+1. (4.26)
m=1 1 L

Evaluando la integral del lado derecho, s,, < 1 para todo n y por lo tanto v < 1. Realmente
la constante de Euler-Mascheroni es 0.57721566 ... .

4.2.5 Prueba de Kummer.

Esta es la primera de tres pruebas que son algo mas dificiles para aplicar que las anteriores.
Su importancia radica en su poder y sensibilidad. Frecuentemente, al menos una de las tres
funcionara cuando las pruebas maés faciles sean indeterminadas. Debe recordarse, sin embar-
go, que estas pruebas, como aquellas previamente discutidas, estan finalmente basadas en
comparaciones. Esto significa que todas las pruebas de convergencia dadas aqui, incluyendo
la de Kummer, puedan fallar algunas veces.

Consideremos una serie de términos positivos u; y una sucesién de constantes positivas
finitas a;. Si

Unp

1> C >0, (4.27)

G,
un—l—l

para todo n > N, algin nimero fijo, entonces » .- u; converge. Si

G g <0 (4.28)
Un+1

y Yo a; ! diverge, luego Y 0, u; diverge.
La prueba de este poderoso test es simple y queda como ejercicio.
Si las constantes positivas a,, de la prueba de Kummer son elegidas como a,, = n, tenemos

la prueba de Raabe.

4.2.6 Prueba de Raabe.

Siu, >0ysi

n<“” —1>2P>1, (4.29)

Up+1
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para todon > N, donde N es un entero positivo independiente de n, entonces ), u; converge.
Si

n(“”—q)gl, (4.30)

Un+1

entonces Y, u; diverge (> n~'diverge).
La forma en limite en el test de Raabe es

IMn(%l—Q:P. (4.31)
=00\ Un+1
Tenemos convergencia para P > 1, y divergencia para P < 1, y no hay prueba para P =1
exactamente como con el test de Kummer. Esta indeterminancia esta expresada en que
podemos encontrar ejemplos de una serie convergente y una divergente en que ambas series
tienden a P =1 en la ecuacioén (4.31).

El test de Raabe es mds sensible que la prueba de la razén de D’Alembert ya que > > n~
diverge més lentamente que >~ 1. Obtenemos una prueba ain mds sensible (y una relati-
vamente facil de aplicar) si escogemos a,, = nlnn. Esto es la prueba de Gauss.

1

4.2.7 Prueba de Gauss.

Si u, > 0 para todo n finito y

. h B
un g b @X
n n

4.32
Un+1 ( )

en el cual B(n) es una funcién acotada de n para n — oo, luego >, u; converge para h > 1
y diverge para h < 1.

La razén u, /u,11 de la ecuacién (4.32) a menudo llega a ser como la razén de dos formas
cuadraticas:

W tanta (4.33)

un+1 n —|— bln + bo
Se puede mostrar que tenemos convergencia para a; > by + 1 y divergencia para a; < by + 1.
El test de Gauss es un test extremadamente sensible para la convergencia de series. Esto
funcionara para practicamente todas las series que encontraremos en Fisica. Para h > 1 o

h < 1 la prueba se deduce directamente del test de Raabe

hmn{1+%+£m”—1}=nm{h+§ﬁﬁ}=h. (4.34)

n—00 n? n—oo n

Si h = 1, falla el test de Raabe. Sin embargo, si volvemos al test de Kummer y usamos
a, = nlnn, tenemos

E%{”mnﬁ+%+}i?]—wﬁﬁﬂMn+U}
= {” b @ —(n+1)In(n + 1)] (4.35)

n—oo

1
= lim (n + 1) [lnn—lnn—ln <1 + —>}
n
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Pidiendo prestado un resultado de la seccién 4.6 (el cual no es dependiente de la prueba de
Gauss) tenemos

. 1 ) 1 1 1

De modo que tenemos divergencia para h = 1. Esto es un ejemplo de una aplicacion exitosa
del test de Kummer en el cual el test de Raabe falla.

Ejemplo Series de Legendre.

La relacion de recurrencia para la solucién en serie de la ecuacion de Legendre pueden ser
colocadas en la forma

A25+2 2j(2j + 1) — l(l + 1)

= . , 4.37
Esto es equivalente a ugjio/uy; para x = +1. Para j > |
; 27+ 1)(27 + 2 27 + 2 1
a9jt2 2j(25 + 1) 27 j

Por la ecuacién (4.33) la serie es divergente. M4és adelante exigiremos que las series de
Legendre sean finitas (se corten) para x = 1. Eliminaremos la divergencia ajustando los
parametros n = 2jy, un entero par. Esto truncara la serie, convirtiendo la serie infinita en
un polinomio.

4.2.8 Mejoramiento de convergencia.

En esta seccion no nos preocupara establecer la convergencia como una propiedad matemati-
ca abstracta. En la practica, la razén de convergencia puede ser de considerable importancia.
Aqui presentamos un método que mejora la razén de la convergencia de una serie ya conver-
gente.

El principio basico de este método, debido a Kummer, es formar una combinacion lineal
de nuestra serie lentamente convergente y una o mas series cuya suma es conocida. Entre las
series conocidas la coleccion

> 1
1 = —_— e s
! ;n(n—i—l)
> 1 1
a2_;n(n+1)(n+2) T4
1 1

nn+1)(n+2)(n+3) 18~

8
I
NE

1

3
Il

- 1 1
Oép:2:n(n—i—1)(n+2)-~-(n+p) :p~p! ’

n=1
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es particularmente ttil. Las series estdn combinadas término a término y los coeficientes en
combinacion lineal son escogidos para cancelar los términos que convergen lentamente.

Ejemplo Funcién zeta de Riemann, ((3).

Sea la serie a ser sumada -, n~°. En la seccién 4.10 estd identificada como una funcién
zeta de Riemann, ((3). Formamos una combinacién lineal

oo o a

_ — 2
Sy =304 2
n=1 n=1

a; no estd incluida ya que converge mas lentamente que ((3). Combinando términos, obte-
nemos sobre la mano izquierda

(1 as = n?(l+a)+3n+2
Z{$+n(n+1)(n+2)}_; n3n+1)n+2)

n=1
Si escogemos as = —1, la ecuacion precedente tiende a
- 1 3n + 2
3) = —3 = _ . ) 4.39
¢3) ;” 4+n2_:1n5(n+1)(n+2) (439)

4

La serie resultante no es muy bonita pero converge como n~*, apreciablemente més rapido

que n3.

El método puede ser extendido incluyendo asos para obtener la convergencia como n >,
asay para obtener la convergencia como n~ %, etc. Eventualmente, usted tiene que alcanzar
un compromiso entre cuanta algebra usted hace y cuanta aritmética la computadora hace.
Como las computadoras lo hacen mas rapido, el balance esta seguramente sustituyendo menos

algebra hecha por usted por mas aritmética realizada por el computador.

4.3 Series alternadas.

En la seccién 4.2 nos limitamos a series de términos positivos. Ahora, en contraste, conside-
raremos series infinitas en las cuales los signos se alternan. La cancelacion parcial debido a
la alternancia de los signos hace la convergencia mas rapida y mucho mas facil de identificar.
Probaremos que el criterio de Leibniz es una condicién general para la convergencia de una
serie alternada.

4.3.1 Criterio de Leibniz.

Consideremos la serie > 7 (=1)"*'q, con a,, > 0. Si a,, es mondtonamente decreciente (para
N suficientemente grande) y el lim,,_., a, = 0, entonces la serie converge.
Para probar esto, examinemos las sumas parciales pares
Sop = Q1 — Qg + A3 — ... — A9y ,

(4.40)

Sont2 = Son + (Q2n+1 — Qoni2) -
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Ya que ag,11 > Aopto, tenemos
Sonio > Sop - (4.41)
Por otra parte,
Sonyo = a1 — (ag —az) — (ag —az) — ... — agpi2 - (4.42)
De modo que, con cada par de términos ag, — agp+1 > 0,
Sop+2 < @1. (4.43)

Con las sumas parciales pares acotamos So, < So,12 < a1 y los términos a,, decrecen mono-
tonamente aproximandose a cero, esta serie alternada converge.

Un resultado mas importante puede ser extraido de las sumas parciales. A partir de las
diferencias entre el limite de la serie S y las sumas parciales s,

S — 8, = Qpi1 — Gpio + Anas — Qpia + . ..
+1 +2 +3 +4 (4.44)

= Qp41 — (an+2 - an+3) - (an+4 - an+5) .

S —8p < apy1. (4.45)

La ecuacién (4.45) dice que el error en el corte de una serie alternada después de n términos
es menor que a,y1, el primer término excluido. Un conocimiento del error obtenido de esta
manera puede ser de gran importancia préactica.

4.3.2 Convergencia absoluta.

Dada una serie en términos de u, en la cual u, puede variar en signo, si > |u,| converge,
entonces > u, se dice que es absolutamente convergente. Si > u, converge pero »_ |u,|
diverge, la convergencia recibe el nombre de condicional.

La serie alternada armoénica es un ejemplo simple de esta convergencia condicionada.
Tenemos

1 1 1 1
E (_1)n71n71:1__+§__+...+__... (446)
convergente por el criterio de Leibniz, pero

in1:1+1+1+1+...+1+...
— 2 3 4 n
se ha demostrado que es divergente en la seccion 4.1 y 4.2.
Podemos notar que todas las pruebas desarrolladas en la seccion 4.2 supone una serie de
términos positivos. Por lo tanto, todas las pruebas en esa seccién garantizan la convergencia

absoluta.
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Ejemplo

Para 0 < 2 < 7 la serie de Fourier

i w — In (2 sen %) , (4.47)

n=1

converge teniendo coeficientes que cambian de signo frecuentemente, pero no tanto para que
el criterio de convergencia de Leibniz se aplique facilmente. Apliquemos el test de la integral
de la ecuacion (4.22). Usando integracién por partes vemos de inmediato que

/ cos(nx) dn — [sen(nm)] _1/ sen(;m) dn
1 n nr |, zJ/ n

converge para n — 00, y la integral del lado derecho incluso converge absolutamente. El
término derivado en la ecuacién (4.22) tiene la forma

/100(71 _ ) {—fsen(m;) _ M} dn

n n?

donde el segundo término converge absolutamente y no necesita ser considerado. Lo pro-

ximo es observar que g(N) = [, (n — [n])sen(nz)dn es acotado para N — oo, tal como

i N sen(nx) dn es acotado debido a la naturaleza periddica de sen(nz) y a su regular cambio
de signo. Usando integracién por partes nuevamente

[, [0)] [,

vemos que el segundo término es absolutamente convergente, y el primero va a cero en el
limite superior. Por lo tanto la serie en la ecuacién (4.47) converge, lo cual es duro de ver
usando otro test de convergencia.

4.4 Algebra de series.

Establecer la convergencia absoluta es importante porque puede probarse que las series abso-
lutamente convergentes pueden ser manipuladas de acuerdo a las reglas familiares del algebra
o aritmética.

1. Si una serie infinita es absolutamente convergente, la suma de la serie es independiente
del orden en el cual los términos son anadidos.

2. La serie puede ser multiplicada por otra serie absolutamente convergente. El limite del
producto sera el producto de los limites de las series individuales. El producto de las
series, una doble serie, también sera absolutamente convergente.

No hay tales garantias en series condicionalmente convergentes. Nuevamente consideremos
la serie armonica alternada. Si escribimos

1 1 1 11 11
l— 4+ =12 )=(==Z2)=... 4.4
23717 <2 3> (4 5> ’ (4.48)
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es claro que la suma

o0

(-t < (4.49)

n=1

Sin embargo, si rearreglamos los términos sutilmente, podemos hacer que la serie armoénica
alternada converja a 3/2. Reagrupamos los términos de la ecuacién (4.48), tomando

1+1+1 1+ 1+1+1+1+1 1
3 9 2 7T 9 11 13 15 4

T [ R
17 25) 6 \27 35) 8 '

Tratando los términos agrupados en paréntesis como términos simples por conveniencia, ob-
tenemos las sumas parciales

(4.50)

s1=1.5333 s, =1.0333
s3=1.5218 s, = 1.2718
ss = 1.5143 s = 1.3476
s;=1.5103  sg=1.3853
sg = 1.5078  s39 = 1.4078

A partir de esta tabulacién de los s, y el grafico de s, versus n en la figura 4.3 es clara la
convergencia a 3/2. Hemos rearreglado los términos, tomando términos positivos hasta que
la suma parcial sea igual o mayor que 3/2, luego sumando los términos negativos hasta que
la suma parcial caiga bajo 3/2, etc. Como las series se extienden hasta infinito, todos los tér-
minos originales eventualmente apareceran, pero las sumas parciales de este reordenamiento
de esta serie arménica alternada converge a 3/2. Por un reordenamiento de términos una
serie condicionalmente convergente podria ser hecha para converger a algiin valor deseado o
para que diverja. Esta afirmacion es dada como el teorema de Riemann. Obviamente, series
condicionalmente convergentes deberian ser tratadas con precaucion.

4.4.1 Mejoramiento de la convergencia, aproximaciones racionales.

La serie
o0 xn
In(1 = —1)nt —1<z<1 4.51
(1) = 31 v, (4.51)

converge muy suavemente cuando x se aproxima a +1. La razén de convergencia podria ser
mejorada sustancialmente multiplicando ambos lados de la ecuacién (4.51) por un polinomio
y ajustando los coeficientes del polinomio para cancelar las porciones que convergen mé&s
lentamente en la serie. Consideremos la posibilidad més simple: Multiplicar In(1 4+ x) por
1+ arx.

o0

(I1+a1x)In(1+2) = Z(—l) - — +ay Z(_l)nﬂ%

n=1 n=1
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Figura 4.3: Serie armonica alternada, rearreglo de términos para dar convergencia a 1.5.

Combinando las dos series sobre la derecha término a término, obtenemos

(14 az)In(l+2) =2+ i(—l)”‘l (l — ) "

- n n-—1
= n(l—a)—1
— _1n1 n
x+;( ) n(n—1)

Claramente, si tomamos a; = 1, el n en el numerador desaparece y nuestra serie combinada
converge como n-= 2.

Continuando este proceso, encontramos que (1 + 2z + 2?)In(1 + z) se anula como n~3,
(1+ 3z + 322 + 2%)In(1 + ) se anula cuando n~*. En efecto estamos desplazéndonos desde
una expansion de serie simple de la ecuacién (4.51) a una representacién racional en la cual

la funcién In(1 4 z) estd representada por la razén de una serie y un polinomio:

S

Tales aproximaciones racionales pueden ser amba compactas y precisas. Los programas com-
putacionales hacen extensivo el uso de ellas.

4.4.2 Reordenamiento de series dobles.

Otro aspecto del reordenamiento de series aparece en el tratamiento de series dobles (figura

4.4):

0o 00
2D anm

m=0 n=0
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n=0

A0 1311/:,/312’;31
w AT
8 A ayp Ay

Figura 4.4: Series dobles, la suma sobre n es indicada por lineas segmentadas verticales.

sustituyamos

Esto resulta en la identidad

m=0 n=0

n=q=>0,
(¢ <p)

p

(4.52)

QAqp—q -
p=0 ¢=0

La suma sobre p y ¢ de la ecuacién (4.52) estd ilustrada en la figura 4.5. La sustitucién

p—0 1 2 3

q=0
1

2

3

Ao Yp1 dg2 g3

aip ai; A2
Ay dnp
as

Figura 4.5: Series dobles nuevamente, la primera suma es representada por lineas segmentadas
verticales pero estas lineas verticales corresponden a las diagonales en la figura 4.4.
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n=s>0, m=r—2s>0, <s§g>
tiende a
co 00 oo [r/2]
DPSLIED 3 SN 5
m=0 n=0 r=0 s=0
con [r/2] = r/2 para r par, (r — 1)/2 para r impar. La suma sobre r y s de la ecuacién

(4.53) estd mostrada en la figura 4.6. Las ecuaciones (4.52) y (4.53) son claramente reordena-
mientos del arreglo de coeficientes a,, ,,, reordenamientos que son validos en tanto tengamos
convergencia absoluta. La combinacién de las ecuaciones (4.52) y (4.53),

=0 1 2 3 4
=0 8o 9y dp 3 dyu

1 dyp dgp dp

9 Ay

Figura 4.6: Series dobles. La suma sobre s corresponde a la suma a lo largo de la lineas
segmentadas inclinadas, en la figura 4.4.

o P oo [r/2]
DD Gapa =D Y Goras (4.54)
p=0 ¢q=0 r=0 s=0

es usada en la determinacién de la forma en serie de los polinomios de Legendre.

4.5 Series de funciones.

Extendemos nuestro concepto de series infinitas para incluir la posibilidad que cada término
u, pueda ser una funcién de alguna variable, u,, = u,(x). Numerosas ilustraciones de tales
series de funciones apareceran més adelante. Las sumas parciales llegan a ser funciones de la
variable x

Sp(x) = () + ue(z) + - - - + up(z) | (4.55)
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tal como lo hacemos para la suma de serie, definimos el limite como el limite de las sumas
parciales

o0
g up(x) = S(z) = lim s,(x) . (4.56)
n—oo
n=1
Hasta ahora nos hemos ocupado del comportamiento de las sumas parciales como una funcién
de n. Ahora consideremos como las cantidades anteriores dependen de x. Aqui el concepto
clave es la convergencia uniforme.

4.5.1 Convergencia uniforme.

Si para cualquier € > 0 pequeno, existe un numero N, independiente de x en el intervalo
[a,b] con (a <z <b) tal que

|S(z) —sp(x)| <e,Vn> N, (4.57)

se dice que la serie converge uniformemente en el intervalo [a,b]. Esto dice que para que
nuestra serie sea uniformemente convergente, debe ser posible encontrar un N finito tal que
la cola de la serie infinita, | >~ \; u;(x)|, sea menor que un € arbitrariamente pequefio para
todo x en el intervalo dado.

Esta condicién, ecuacién (4.57), la cual define la convergencia uniforme, es ilustrada en
la figura 4.7. El punto es que no importa cuan pequeno sea € podemos siempre tomar un n
suficientemente grande tal que la magnitud absoluta de la diferencia entre S(x) y s,(x) sea
menor que € para todo z, a < x < b. Si esto no puede ser hecho, entonces > u,(x) no es
uniformemente convergente en el intervalo [a, b].

Figura 4.7: Convergencia uniforme.
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Ejemplo

;un Z [(n— 1)z + 1][71:15 +1] (4.58)

n=1

La suma parcial s,(z) = nz(nz + 1)~ puede ser verificada por induccién matemdtica. Por
inspeccion esta expresién para s,(x) es valida para n = 1,2. Suponemos que se mantiene
para el término n y probamos para n + 1.

X

[nx + 1)[(n + 1)x + 1]

e+ 1 e+ [nt Dz 1
 (n+1)x
T n+ D41

Sn+1 = Sp +

completando la prueba.
Tomando n — oo tenemos

S(0) = Tim $,(0) = 0 ,

n—oo

S(IB#O)ZJE{}O%(!B#O)ZL

Tenemos una discontinuidad en el limite de la serie en x = 0. Sin embargo, s,(z) es una
funcién continua de z, en el intervalo 0 < = < 1, para todo n finito. La ecuacién (4.57)
con ¢ suficientemente pequeno, sera violado para todo n finito. Nuestra serie no converge
uniformemente.

4.5.2 Prueba M de Weierstrass.

La prueba més comunmente usada para la convergencia uniforme es la prueba M de Weiers-
trass. Si podemos construir una serie de nimeros y ;° M;, en la cual M; > |u;(x)| para todo
z en el intervalo [a,b] y > 7" M; es convergente, nuestra serie > u;(x) serd uniformemente
convergente en [a, b].

La prueba de este test M de Weierstrass es directa y simple. Ya que ), M; converge,
existen algunos nimeros N tal quen+1> N,

> Mi<e. (4.59)

Esto a partir de nuestra definicién de convergencia. Entonces, con |u;(x)| < M; para todo x
en el intervalo a < x < b,

Z ui(z)] < e . (4.60)

i=n+1
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De modo que

[e.e]

> uilx)

i=n-+1

|S(x) — sn(z)| = <e, (4.61)

y por definicién »(° u;(x) es uniformemente convergente en [a, b]. Ya que tenemos especifica-
dos valores absolutos en el planteamiento de la prueba M de Weierstrass, la serie Y ;° u;(x)
también es vista como serie absolutamente convergente.

Podemos notar que la convergencia uniforme y convergencia absoluta son propiedades
independientes. Una no implica la otra. Para ejemplos especificos,

Z( -,  —oo<z<00 (4.62)
— n+x
y
Y =mte),  0<z<l1, (4.63)
n
n=1

converge uniformemente en los intervalos indicados pero no converge absolutamente. Por
otra parte,

> 1 0< 1
S-apr=q 0 ST (4.64)
0, r=1

n=1

converge absolutamente pero no uniformemente en [0, 1].
A partir de la definicién de convergencia uniforme podriamos mostrar que cualquier serie

= un(x), (4.65)

no puede converger uniformemente en ningin intervalo que incluya una discontinuidad de

().
Ya que la prueba M de Weierstrass establece tanto la convergencia uniforme como abso-
luta, necesariamente falla para series que son uniformes pero condicionalmente convergentes.

4.5.3 Prueba de Abel.

Una prueba algo més delicada para la convergencia uniforme ha sido dada por Abel. Si

un () = anfulz)
Z a, = A, convergente,
y las funciones f(z) son monétonas [f,11(z) < f.(x)] y acotadas, 0 < f,(z) < M, para todo

x en [a, b, entonces > u,(x) converge uniformemente en [a, b].
Las series uniformemente convergentes tienen tres propiedades particularmente tutiles.



130 CAPITULO 4. SERIES INFINITAS.

1. Si los términos individuales u,(z) son continuos, la suma de la serie

f(z) = Zun(x) : (4.66)
n=1
es también continua.

2. Si los términos individuales u,(x) son continuos, las series pueden ser integradas término
a término. La suma de las integrales es igual a la integral de la suma.

/a ’ fla)de = i / b Un(z)dz . (4.67)

3. Las derivadas de la suma de la serie f(x) es igual a la suma de los términos individuales
derivados,

df (x) _ o dug(2)
de de (4.68)

siempre que las siguientes condiciones sean satisfechas:
duy, (z)
dz
. dup(z)
dx

un(z) y son continuas en [a, b].

es uniformemente convergente en [a, b].

n=1

La integracién término a término de una serie uniformemente convergente? requiere sélo
continuidad de los términos individuales. Esta condicién casi siempre es satisfecha en las
aplicaciones fisicas. La diferenciacién término a término de una serie a menudo no es valida
porque deben satisfacer condiciones mas restrictivas. Por cierto, encontraremos casos en
series de Fourier, en la cual la diferenciacion término a término de una serie uniformemente
convergente tiende a una serie divergente.

4.6 Expansion de Taylor.

Esta es una expansiéon de una funciéon en una serie infinita o en una serie finita mas un
término remanente. Los coefeicientes de los términos sucesivos de la serie involucra las
derivadas sucesivas de la funcién. Este tipo de expansiones de son ampliamente usadas.
Ahora derivaremos la expansién de Taylor.

Supongamos que nuestra funcién f(z) tiene una derivada n-ésima continua en el intervalo
a < x < b. Entonces, integrando esta n-ésima derivada n veces,

[ 1@ e = 50| = @) - e

a

/az (/j £ () d:z:) dr = /j[f(nl)(x) — fmD ()] dx (4.69)
= FD(2) = fO 2 (a) = (x — a) "V (a) .

2La integracién término a término también puede ser valida en ausencia de convergencia uniforme.
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Continuando, obtenemos

[ [ [ 0w = o9 - 109 - @ -y - 50 o0

(4.70)
Finalmente, integrando por n-ésima vez,
[ [ 0@ = 1) - 0 - @ - o)+
“ 9 (4.71)
(:L’—CL) 1" (x—a) n—1)

Note que esta expresion es exacta. No hay términos que hayan sido excluidos, ni aproxima-
ciones hechas. Ahora, resolviendo para f(z), tenemos

(x —a)?

2!

(x —a)" !

RCEE o Ya)+R,. (472)

f(@) = f(a) + (z —a)f'(a) +

fla)+--+

El remanente, R, esta dado por la integral n-dimensional

/a o / £ (@) (da)" (4.73)

Este remanente, ecuacién (4.73), puede ser puesto en una forma mads inteligible usando la
forma integral del teorema del valor medio

/ " (@) dr = (z - a)g(€) (4.74)

con a < ¢ < x. Integrando n veces obtenemos la forma Lagrangiana del remanente:

(fﬂ—a)

R, = ~———f"(¢). (4.75)

Con la expansion de Taylor en esta forma no estamos interesados en cualquier pregunta de
convergencia de series infinitas. Esta serie es finita, la sola pregunta que nos importa es la
magnitud del remanente.

Cuando la funcién f(z) es tal que

lim R, =0, (4.76)

n—0o0

la ecuacién (4.72) se convierte en la serie de Taylor

(4.77)
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Nuestra serie de Taylor especifica el valor de una funciéon en un punto, x, en términos del
valor de la funcién y sus derivadas en un punto de referencia, a. Esta es una expansion en
potencias de un cambio en la variable, Ax = x — a en este caso. La notacién puede ser
variada segin la conveniencia del usuario. Con la sustituciéon x — = + h y a — x tenemos
una forma alterna

f(x+h) —Zn—n
-0

Cuando usamos el operador D = d/dx la expansién de Taylor se convierte en

flot =3 pa) = M f()

n=0

Un forma en operadores equivalente de la expansién e Taylor. Una derivacién de la expansion
de Taylor en el contexto de la teoria de variable compleja aparece en el proximo capitulo.

4.6.1 Teorema de Maclaurin.

Si expandimos alrededor del origen (a = 0), la ecuacién (4.77) es conocida como la serie de
Maclaurin

f() = f(0) + 2 f'(0) + f”()
:Z“_

Una aplicacién inmediata de la serie de Maclaurin (o serie de Taylor) estd en la expansién de
varias funciones transcendentales en una serie infinita.

(4.78)

8

Ejemplo

Sea f(x) = e”. Diferenciando, tenemos

Fm(0) =1, (4.79)
para todo n, n =1,2,3.... Entonces, para la ecuacién (4.78), tenemos
2 $3 o "
e_1+x+§+§+ Z;E' (4.80)

Esta es la expansion en serie de la funcién exponencial. Algunos autores usan esta serie para
definir la funciéon exponencial.

Aunque esta serie es claramente convergente para todo z, podriamos chequear el término
remanente, R,. Por la ecuacién (4.75) tenemos

(4.81)
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Por lo tanto

In

Rl < e (4.82)

lim R, =0 (4.83)

n—oo

para todo los valores finitos de x, el cual indica que esta expansion de Maclaurin de e* es
valida sobre el intervalo —oco < x < 0.

Ejemplo

Sea f(z) = In(1 + z). Diferenciando, obtenemos

1
flla) = ——=,
1
(1+2) . (4.84)
™ (z) = (=1)"Yn - 1)l——
£ @) = (1" = D
La expansion de Maclaurin produce
2 23 a2t
In(1 =r——4+—=———+4+--+R,
n(l+z)==z 5+ T 1 +-
- Z . lxp (4.85)
En este caso el remanente estd dado por
= —=f"ME), 0<e<a
(4.86)

xn
<T ., 0<¢<z<l.
n

Ahora el remanente se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente, dado 0 < z < 13.
Como una serie infinita

o0

In(1+x) = Z(—l)”‘lx—; : (4.87)

n=1

la cual converge para —1 < x < 1. El intervalo —1 < x < 1 es facilmente establecido por la
prueba de la razén de D’ Alembert. La convergencia en x = 1 se deduce a partir del criterio
de Leibniz. En particular, en = 1, tenemos

11
n2=1—2>+4-
t 573

=> (-1)"—1

la serie armonica alterna condicionalmente convergente.

1
5
(4.88)

Y

1
s
1
n

3Este intervalo puede ser facilmente extendido a —1 < 2 < 1 perono a z = —1.
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4.6.2 Teorema Binomial.

Una segunda, aplicacion extremadamente importante de las expansiones de Taylor y Maclau-
rin es la derivacién del teorema binomial para potencias negativas y/o noenteras.

Sea f(x) = (1 4 z)™, en la cual m puede ser negativo y no estd limitado a valores
integrables. La aplicacién directa de la ecuacién (4.78) da

—1
(1+x)m:1+mx+%x2+~~+Rn. (4.89)
Para esta funcién el remanente es
Ry= (1 +&™ " xm(m—1)- (m—n+1) (4.90)
n!

y £ con 0 < & < x. Ahora, paran > m, (1 + &)™ " es un maximo para £ = 0. Por lo tanto

n

Rng%xm(m—l)---(m—nJrl). (4.91)

Note que los factores dependientes de m no dan un cero a menos que m sea entero no negativo;
R, tiende a cero cuando n — oo si x esta restringido al intervalo 0 < x < 1. La expansion
binomial resulta

(m—1) 5 mm—-1)(m—2) 4

m
(1—|—$)m:1—|—mx+Tx + 3l x4 (4.92)

En otra, notacion equivalente
(0.9}

m!
(14+x)" = Z T E— n)'x”

n=0 )

S

E (m) " .
n

n=0

La cantidad ('), la cual igual a m!/(n!(m — n)!) es llamado el coeficiente binomial. Aunque
hemos mostrado solamente que el remanente se anula,

(4.93)

lim R, =0,

n—oo
para 0 < x < 1, la serie en la ecuacién (4.92) realmente puede mostrarse que converge en el
intervalo extendido —1 < = < 1. Para m un entero, (m —n)! = oo si n > m y las series
automaticamente terminan en n = m.
Ejemplo Energia relativista.
La energia total relativista de una particula es

) 02\ 2
E=mc(1-— : (4.94)

2
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Comparemos esta ecuacion con la energia cinética clésica, §mv2.

U2

Por la ecuacién (4.92) con v = —— y m = —3 tenemos
¢
1/ v\ (=1/2)(=3/2) [ v*\°
— 2 _ o = -
b =me [1 2< c2)+ 2l z) "
(—1/2)(—3/2)(—5/2)( UQ>3
3! c?
0
1 3 ,0* 5 2\
E=mc*+ EmUQ + gmUQZ—Z + 1—6m1)2 <Z—2) + (4.95)

El primer término, mc?, lo identificamos como la masa en reposo. Entonces

302 5 [02\?
1+ 4o () +--
c

R (4.96)

1
2
Ecinética - 5 muv

Para la velocidad de la particula v < ¢, donde ¢ es la velocidad de la luz, la expresién en
los paréntesis cuadrados se reduce a la unidad y vemos que la porcién cinética de la energia
relativista total concuerda con el resultado clasico.

Para polinomios podemos generalizar la expansion binomial a

|
(al—l—a2+---+am)m:Z%a?la?---afg‘ )
nNpNal .My

donde la suma incluye todas las combinaciones diferentes de nq,ns,... ,n,, con ZZ’;I n; = n.
Aqui n; y n son enteros. FKEsta generalizacién encuentra considerables usos en Mecanica
Estadistica.

Las series de Maclaurin puede aparecer algunas veces indirectamente mas que el uso
directo de la ecuacién (4.78). Por ejemplo, la manera mas conveniente para obtener la
expansion en serie

. N 3 3a2°
- ST A 1.97
e 7; el 2n+1 C 76 Ta T (497)

es hacer uso de la relacién

L at
Sen x—om.

Expandimos (1 — ¢?)~/2? (teorema binomial) y luego integramos témino a término. Esta
integracién término a término es discutida en la seccién 4.7. El resultado es la ecuacion
(4.97). Finalmente, podemos tomar el limite cuando = — 1. La serie converge por la prueba
de Gauss.
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4.6.3 Expansion de Taylor de mas de una variable.

La funcién f tiene més de una variable independiente, es decir, f = f(x,y), la expansién de
Taylor se convierte en

F.y) = flab) + (o —a) Lt (-0
—i—%[(w—a)a—f Q(x—a)(y—b)aag +<y_b>2g_y£}+
1 N OB Ff (4.98)
b3 — PG+ st - 0t -0yt

3 ad
+3(z —a)(y — b)Zaan;Q + (- 6)38—;;1 tee

con todas las derivadas evaluadas en el punto (a,b). Usando ot = x; — xjo, podemos escribir
la expansion de Taylor para m variables independientes en la forma simbdlica

< m (I 9\
n=0 i=1 Tp=Tho
Una forma vectorial conveniente es
) 1 _’ . .
Z m a-Vv)"(r) . (4.100)
n=0

4.7 Series de potencias.

Las series de potencias son un tipo especial y extremadamente 1til de series infinitas de la
forma

f(x) = ap + arx + agax® + aza® + - - -

_ Z oot z” | (4.101)
n=0
donde los coeficientes a; son constantes e independientes de z.%

4.7.1 Convergencia.

La ecuacién (4.101) puede testearse rapidamente para la convergencia ya sea por la prueba
de la raiz de Cauchy o por la prueba de la razén de D’ Alembert. Si

lim 2L — Rt (4.102)

n—oo (U,

4La ecuacién (4.101) puede ser reescrita con z = x + iy, reemplazando a . Luego todos los resultados de
esta seccion se aplican a series complejas
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la serie converge para —R < x < R. Este es el intervalo o radio de convergencia. Ya que las
prueba de la raiz y la razén falla cuando el limite es la unidad, el punto final del intervalo
requiere atencién especial.

Por ejemplo, si a, = n~!, entonces R = 1y, la serie converge para x = —1 pero diverge
para x = +1. Si a, = n!, entonces R = 0 y la serie diverge para todo x # 0.

4.8 Convergencia uniforme y absoluta.

Supongamos que nuestra serie de potencia sea convergente para —R < x < R; entonces serd
uniforme y absolutamente convergente en cualquier intervalo interior, —5 < x < S, donde
0 < S < R. Esto podria ser probado directamente por la prueba M de Weierstrass usando

4.8.1 Continuidad.

Ya que cada término u,(x) = a,2™ es una funcién continua de z y f(z) = > a,z™ converge
uniformemente para —S < x < S, f(x) deberfa ser una funcién continua en el intervalo
de convergencia uniforme. Este comportamiento es contradictorio con el comportamiento
impresionantemente diferente de las series de Fourier, en el cual las series de Fourier son
usadas frecuentemente para representar funciones discontinuas tales como ondas cuadradas
y ondas dientes de sierra.

4.8.2 Diferenciacion e integracion.

Con u,(x) continua y > a,x™ uniformemenete convergente, encontramos que la serie difee-
renciada es una serie de potencia con funciones continuas y del mismo radio de convergencia
que la serie original. Los nuevos factores introducidos por diferenciacién (o integracién) no
afecta ni a la prueba de la raiz ni a la de la razén. Por lo tanto nuestra serie podria ser dife-
renciada o integrada tan a menudo como uno deseemos dentro del intervalo de convergencia
uniforme.

En vista de las restricciones algo severas puestas en la diferenciacién, esto es un resultado
valioso y notable.

4.8.3 Teorema de la singularidad.

En la seccion precedente, usando las series de Maclaurin, expandimos e* y In(1l + z) en
series infinitas. En los capitulos venideros las funciones son frecuentemente representadas e
incluso definidas por series infinitas. Ahora estableceremos que la representacion de la serie
de potencias es unica.
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Si

f(x):Zanx", —R, <z <R,
=0 (4.103)
:an{[”, —Ry<ax< Ry,

con intervalos de convergencia sobrepuestos, incluyendo el origen, luego
an = by , (4.104)

para todo n; esto es, supongamos dos representaciones de serie de potencias (diferentes) y
luego procedamos a demostrar que las dos son idénticas.
De la ecuacion (4.103)

ianx” = i by, —R<zxz<R (4.105)
n=0 n=0

donde R es el mas pequeno entre R,, R,. Haciendo z = 0 para eliminar todo salvo el término
constante, obtenemos

ag = bo . (4106)

Ahora, aprovechandose de la diferenciabilidad de nuestra serie de potencia, diferenciamos la
ecuacion (4.105), obteniendo

i na,x" "t = i nbyz" ! . (4.107)
n=1 n=1

De nuevo ajustamos x = 0 para aislar el nuevo término constante y encontramos

a; = by . (4.108)
Repitiendo este proceso n veces, obtenemos

an = by, , (4.109)

lo cual muestra que las dos series coinciden. Por lo tanto nuestra representacion en serie de
potencia es unica.

Esto sera un punto crucial cuando usamos una serie de potencia para desarrollar soluciones
de ecuaciones diferenciales. Esta unicidad de las series de potencia aparece frecuentemente
en fisica teorica. La teoria de perturbaciones en Mecanica Cudntica es un ejemplo de esto.
La representacién en serie de potencia de funciones es a menudo 1til en formas de evaluacion
indeterminadas, particularmente cuando la regla de 1’'Hospital puede ser inconveniente de
aplicar.
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Ejemplo
Evaluemos

. 1—cosz

Remplazando cosz por su expansion en serie de Maclaurin, obtenemos

1—cosz 1—(1—a%/2!+a%/4—..")
22 x?
2220 — 2t /4 4 -
1 x?
STRTI

Tomando x — 0, tenemos

(4.111)

La unicidad de las series de potencia significa que los coeficientes a,, pueden ser identifi-
cadas con las derivadas en una serie de Maclaurin. A partir de

o0 o0

1
@) =3 ae =32 /00
tenemos
]' n

4.8.4 Inversion de series de potencia.

Supongamos que dada una serie
Yy —yo = a1z — x0) + ag(x — w0)* + -+

i (e —zo)" (4.112)

n=1

Esta dada (y — yo) en términos de (z — xp). Sin embargo, podria ser deseable tener una
expresion explicita para (x — ) en términos de (y — yo). Podriamos resolver la ecuacién
(4.112) para (x — x) por inversién de nuestra serie. Supongamos que

r—x0= baly—1y0)" . (4.113)
n=0

con b,, determinado en términos de la supuestamente conocidos a,,. Una aproximacién a fuerza
bruta, la cual es perfectamente adecuada para los primeros pocos coeficientes, es simplemente
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sustituir la ecuacién (4.112) en la ecuacion (4.113). Igualando los coeficientes de (x — ()™
en ambos lados de la ecuacién (4.113), ya que la serie de potencia es tnica, obtenemos

1
bl =
a1
bZ = a_§ )
aj
; (4.114)
aj
1
by = —(5a1aza3 — alay — bay) y asi sucesivamente.
a;

Los coeficientes mayores son listados en tamblas generalmente. Una aproximacion mas general
y mucho mas elegante es desarrollada usando variables complejas.

4.9 Integrales elipticas.

Las integrales elipticas son incluidas aqui parcialmente como una ilustracién del uso de las
series de potencias y por su propio interés intrinseco. Este interés incluye la ocurrencia de
las integrales elipticas en problemas fisicos y aplicaciones en problemas matemaéticos.

Ejemplo Periodo de un péndulo simple.

Para pequenas oscilaciones de amplitud nuestro péndulo, figura 4.8 tiene un movimiento
armoénico simple con un periodo T = 2m(l/g)"/?. Para una amplitud grande 6,, tal que
sen @, # 0,,, la segunda ley de movimiento de Newton y las ecuaciones de Legrange conducen
a una ecuacién diferencial no lineal (sinf es una funcién no lineal de 6 ), asi que tomemos
un acercamiento diferente.

Figura 4.8: Péndulo simple.

La masa oscilante m tiene una energia cinética de 1/2mi?(df/dt)? y una energia potencial
de —mglcos @ (0 = w/2 como la eleccién del cero de la energia potencial). Ya que df/dt =0
en 0 = 6,,, el principio de la conservacion de la energia da

1 do

2
—ml* (=) - =— : 4.11
2ml <dt> mgl cos 0 mgl cos 0y (4.115)
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Resolviendo para df/dt obtenemos

9\ 1/2
% =+ (Tg) (cos @ — cos Oy;)"/? (4.116)

con la cancelacién de la masa m. Tomando ¢ como cero cuando # = 0 y df/dt > 0. Una
integracién desde § = 0 a 0 = 0,,, produce

On 1/2 1/2
/ (cos @ — cosBy) /2 df = (21‘(]) / dt = (21‘(]) t. (4.117)
0 0

Esto es 1/4 del ciclo, y por lo tanto el tiempo ¢ es 1/4 del periodo, T. Notemos que 0 < 6,,,

trataremos la sustitucién
7 0
sen (5) = sen <7M) sen . (4.118)

Con esto, la ecuacién (4.117) se convierte en

1/2 w/2
T=4 (f) / dy (4.119)
g 0 0
1 — sen? 3 sen?

Aunque no hay un obvio mejoramiento en la ecuacién (4.117), la integral ahora define la
integral eliptica completa del primer tipo, K (senf,,/2). A partir de la expansién de serie, el
periodo de nuestro péndulo puede ser desarrollado como una serie de potencia en sen 6,,/2:

NPT 1 0 9 0
T =2m (—) [l—i——sen?—M—i——sen‘l—M—i—--l (4.120)
g

4.9.1 Definiciones.

Generalizando el ejemplo anterior para incluir el limite superior como una variable, la integral
eliptica del primere tipo esta definida como

Fp\a) = /Ow o (4.121)

V1 —sen2 asen? 6

0<m<1. (4.122)

F(z|m) = / :
V(=1 —mt2)

Para ¢ = 7/2, x = 1, tenemos la integral eliptica completa de primer tipo,

do
fm) = / V1 29
-
0 e sen (4.123)

_/ dt
o A=) T =)
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conm=sen’a, 0 <m < 1.
La integral eliptica de sequndo tipo esta definida por

2
E(p\a) = / V1 —sen?asen? df (4.124)
0

T 1T me
E(a:\m):/O ,/T"I;dt, 0<m<1 (4.125)

Nuevamente, para el caso ¢ = 7/2, = 1,tenemos la integral eliptica completa de sequndo
tipo:

w/2
E(m):/ V1 —msen?6df
0

1 — mt?
1—1t¢2

(4.126)
0<m«<1.

La figura 5.9 muestra el comportamiento de K(m) y E(m). Los valores de ambas funciones
pueden encontrarse en tablas o evaluar en software como Mathematica.

3

0.2 0.4 0.6 0.8 1
m

Figura 4.9: Integrales elipticas completas, K(m), E(m).

4.9.2 Expansiéon de series.

Para nuestro intervalo 0 < m < 1, el denominador de K (m) puede ser expandido en serie
binomial

1 3
(1—msen?0)"2 =1+ Emsen29+ ngSen49 + -
= wm" sen?" @) .

(2n)!

n=0
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Para cualquier intervalo cerrado [0, mumax], Mmax < 1 esta serie es uniformemente convergente
y puede ser integrada término a término.

/2 on — 1)!!
sengdg — Pn=DH T (4.128)
0 (2n)!! 2

(2 ? (L3 ? 2, (135 ? -
2) M \og) " T \oae) "
Similarmente,

s =5 () 5 (1) 5 -(5e) T e

Mas adelante estas series son identificadas como funciones hipergoemétricas, y tenemos

De modo que

(4.129)

s 11
Km) =2, (=21 4.131
(m) 22 1(2727 7m> ( )
11
E(m) = ggFl (—5,5,1%) (4.132)

4.9.3 Valores limites.

De las series de las ecuaciones (4.129) y (4.130), o a partir de las integrales definidas,

lim K (m) = — , (4.133)
m—0 2
lim B(m) = g . (4.134)

Para m — 1 las expansiones de series son de poco uso. Sin embargo, la integrales tienden
,LH_n,l K(m) =0, (4.135)
la integral diverge logaritmicamente, y
nlgn}1 Eim)=1. (4.136)

Las integrales elipticas han sido usadas ampliamente en el pasado para evaluar integrales.
Por ejemplo, integrales de la forma

I= / R(t,\/ast* + ast3 + ast? + art + ag) dt |
0

donde R es una funcién rotacional de ¢ y del radical, puede ser expresado en términos de
integrales elipticas. Con los computadores de alta velocidad disponibles para la evaluacion
numérica directa, el interés en estas técnicas de integrales elipticas ha declinado. Sin embargo,
las integrales elipticas todavia mantienen el interés a causa de su apariencia en problemas en
Fisicos.
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4.10 Numeros de Bernoulli.

Los nimeros de Bernoulli fueron introducidos por Jacques Bernoulli. Hay muchas defini-
ciones equivalentes, pero debe tenerse extremo cuidado, porque algunos autores introducen
variaciones en la numeracion o en signo. Un acercamiento relativamente simple para definir
los ntimeros de Bernoulli es por la serie®

00 Bn n
=y (4.137)

et —1

la cual convege para |r| < 27 usando el test del cuociente. Diferenciando esta serie de
potencia repetidamente y luego evaluando para x = 0, obtenemos

d" x
B,=|— . 4.1
|:dxn (eac - 1):|x:0 ( 38)
Especificamente,

d x
B, = —
! dx(ez—l)

como puede ser visto por la expansién en series de los denominadores. Usando By = 1y
By = —1/2, es facil verificar que la funcién

T

1
=—= 4.139
2 ? ( )

x ze
et —1 (e* —1)2

z z =, B, z" x
1+ 2= = (e ®-1)=-1-Z2 4.140
er —1 +2 ‘ n! z(e ) ’ ( )

n=»

es par en z, tal que todos los By, 11 = 0.
Para derivar una relacion de recurrencia para los nimeros de Bernoulli, multiplicamos

e —1 = > xm T 2. By,
T -1 - _Z
r e”—1 [mzzo (m+1)! 2 +; (2n)!

= 1 1 N By,
:1+mzll° {(m+1)!_2m!}+zx %/2[(271)!(1\/—271“)!]‘

N=2 1<
(4.141)
La ecuacion (4.141) produce
1 N+1 1
SN+ 1) -1 > Bgn< o ) SV —1), (4.142)
1<n<N/2
la cual es equivalente a
N
2N +1
N-—-= B n )
()
N1 . (4.143)
N—-1= By, .
()

5La funcién puede ser considerada una funcion generatriz ya que genera los nimeros de Bernoulli.

e.’I,'
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n B, B,

0 1 1.000000000
1 —% -0.5000 00000
1 % 0.1666 66667
1 - % -0.0333 33333
1 ﬁ 0.0238 09524
1 - % -0.0333 33333
1 S 0.075757576

[=2]
(=]

Tabla 4.1: Ntmeros de Bernoulli

A partir de la ecuacién (4.143) los nimeros de Bernoulli en la tabla 4.1 se obtienen répida-
mente. Si la variable = en la ecuacién (4.137) es remplazada por 2zi (y B elegido igual a
-1/2), obtenemos una definicién alternativa (y equivalente) de Ba,, la expresién

o0 2 2n
xcotr = Z(—l)”Bgn <(2n))' , —Tm<zxr<T. (4.144)
n=0

Usando el método del residuo o trabajando a partir de la representacion de producto
infinito de sen(x), encontramos que

o

(=1)"12(2n)!
By, = e Z , o n=1,23.... (4.145)

Esta representacion de los ntimeros de Bernoulli fue descubierta por Euler. Es facil ver a
partir de la ecuacién (4.145) que |Bs,| aumenta sin limite cuando n — oco. Ilustrando el
comportamiento divergente de los nimeros de Bernoulli, tenemos

By = —5.291 x 102
Bogy = —3.647 x 1015 .

Algunos autores preferien definir los niimeros de Bernoulli con una versiéon modificada de la
ecuacién (4.145) usando

2(2n)! o= 1

— 4.146
27r)2n p2n ’ ( )

B2n =

—~

p=1
el subindice es justo la mitad de nuestro subindice original y todos los signos son positivos.
Nuevamente, se debe chequear cuidadosamente la definicién que se esta usando de los niimeros
de Bernoulli.

Los nimeros de Bernoulli aparecen frencuentemente en teoria de nimeros. El teorema de
von Standt-Clausen establece que

By = A, — — — — — — — ... - (4.147)
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en el cual A, es un entero y pi,ps,...pr son numeros primos tal que p; — 1 es un divisor de
2n. Podemos facilemnte verificar que esto se mantiene para
BG(A3 = 17p = 27377) )
Bs(Ay=1,p=2,3,5), (4.148)
Blo(A5 == 1,]? == 2, 3, 11) s

y otros casos especiales.
Los nimeros de Bernoulli aparecen en la suma de potencias enteras de enteros,

N
ij , p entero.
j=1

y en numerosas expansiones de series de las funciones trascendentales, incluyendo tan x, cot x,
sen”!z, In|sen x|, In|cosz|, In|tan x|, tanh z, cothx y cosh™' z. Por ejemplo,
x?) 2 (_1)n—122n(22n _ 1)B2nx2n71 N

t = Ty S
an(x) :c—|—3—|—15:c+ + n)]

(4.149)

Los nimeros de Bernoulli probablemente vengan en tales expansiones en series a causa de
las ecuaciones de definicién (4.137) y (4.143) y de su relacién a la funcién zeta de Riemann

o0

cn) =S — . (4.150)

4.10.1 Funciones de Bernoulli.

Si la ecuacién (4.137) puede ser facilmente generalizada, tenemos

Te®s & "
~S"B, ()% 4151
S aasn

definiendo las funciones de Bernoulli, B, (s). Las primeras siete funciones de Bernoulli estan
dadas en la tabla 4.2.
De la funcién generadora, ecuacion (4.151),

By(0)=B,, n=12 ... (4.152)

la funcion de Bernoulli evaluadas en cero igual a al correspondiente niimero de Bernoulli. Dos
propiedades particularmente importantes de las funciones de Bernoulli se deducen a partir
de la definicién: una relacién de diferenciacion

Bl (s)=nB,_1(s), n=1,2,... . (4.153)
y una relacion e simetria
B,(1)=(-1)"B,(0), n=12,.... (4.154)

Estas relaciones son usadas en el desarrollo de la férmula de integracién de Euler-Maclaurin.
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Bo == 1
— _1
Bl = X B
BQ = 1'2—37+é
By = 2*—32"+ 1

By = a* =242 —
_ 5 _5.4,5.2 1
By = =z STT+ 3w 5T
6 _ 9.5 1 5,4 1,2 1
Bs = = 3z + 3z 327+ 35

Tabla 4.2: Funciones de Bernoulli

4.10.2 Foérmula de integracion de Euler-Maclaurin.

147

Uno de los uso de las funciones de Bernoulli es la derivacion de la formula de integracion de
Euler-Maclaurin. Esta férmula es usada en el desarrollo de una expresion asintética para la
funcién factorial- serie de Stirling. La técnica es integracion por partes repetida usando la
ecuacién (4.153) para crear nuevas derivadas. Comenzamos con

A partir de la ecuacién (4.153

Sustituyendo Bj(z) en la ecuacién (4.155) e integranddo por partes, obtenemos

/01 f(z)de = /01 () Bo() dz .
)

Bi(z) = By(z)=1.

/0 f(x)da = F(1)By(1) — f(0)By(0) — / f(@) B () da

1 b
=W =01 - [ @B

Nuevamente, usando la ecuacién (4.153), tenemos

1
5 Ba(7)

Bl(l') = 9

e integrando por partes

/0 F(a)dr = S[F(1) = FO)] — = [f/(1)Ba(1) — F(0)Ba(0)] +

Usando las relaciones,

2 (1) !
%/0 @ (x)By(x) dx |

B2n(1> = BZn(O) = B2n )
Bsnt1(1) = Bant1(0) =0,

n=20,1,2,...
n=1,23,...,

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)
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y continuando este proceso, tenemos

| ey de = 51500 = £ = 3 G Bl - rO 0]+
0 o P! (4.161)

— 29 (1) By (z) dx
+QMh£f (#) Bag() d

Esta es la férmula de integracion de Euler-Maclaurin. Supone que la funcién f(z) tiene las
derivadas requeridas.

El intervalo de integracién en la ecuacién (4.161) puede ser trasladado de [0,1] a [1,2]
reemplazando f (a:) por f(x 4 1). Sumando tales resultados hasta [n — 1,7/,

/‘f SO+ 1)+ F@)+ -+ fn = 1)+ 5 (n) +
’ 2p 1 2p—1 1 —
_pz sz )(n)—f( )(0)]+ @) / ng szof (x+v)d

(4.162)

Los términos 3 f(0) + f(1) 4+ ... + 3 f(n) aparecen exactamente como una integracion tra-
pezoidal o cuadratura. La suma sobre p puede ser interpretada como una correccién a la
proximacion trapezoidal. La ecuacién (4.162) es la forma usada en la derivacién de de la
formula de Stirling.

La féormula de Euler-Maclaurin es a menudo 1util para sumar series al convertirlas en
integrales.

4.10.3 Funcion zeta de Riemann.

Estas series Z;; p~2" fueron usadas como series de comparacién para probar la convergencia
y en la ecuacién (4.144) como una definicién de los niimeros de Bernoulli, Bs,. También sirve
para definir la funcién zeta de Riemann por

1
((s) = — s>1. (4.163)
nS
n=1
La tabla 4.3 muestra los valores de ((s) para s entero, s = 2,3,...,10. La figura 4.10 es

un gréfico de ((s) — 1. Una expresién integral para esta funcién zeta de Riemann aparecerd
como parte del desarrollo de la funciéon gama.
Otra interesante expresion para la funcién zeta puede ser derivada como

1 1 1 1 1
1-27%) =1 4.164
¢(s)( =1ttt (28+ +o > (4.164)
eliminando todos los n™%, donde n es un multiplo de 2. Entonces

1 1 1 1
1—27%)(1— =14+ —+—4+—4—
C(s)( )(1—37%) +35+55+78+98+

PR (4.165)
<3s+§+15s+”'>’
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¢(s)
1.64493 40668
1.20205 69032
1.08232 32337
1.03692 77551
1.01734 30620
1.00834 92774
1.00407 73562
1.00200 83928
1.00099 45751

O © 0O T W IN®

—_

Tabla 4.3: Funcién zeta de Riemann.
10

0.1
((s)-1

0.01}

0.001 }

0. 0001

S

Figura 4.10: Funcién zeta de Riemmann, ((s) — 1 versus s.

eliminando todos los términos remanentes en el cual n es un multiplo de 3. Continuando,
tenemos ((s)(1—27%)(1—-37%)(1=57%) ... (1— P~*), donde P es un ntimero primo, y todos los
términos n™*, en el cual n es un multiplo entero por sobre P, son cancelados. Para P — oo,

oo

()1 =271 =37)--(1-P ") =((s) [[] a-P*)=1. (4.166)
P(primo)=2
Por lo tanto
)= ] a-p> (4.167)

P(primo)=2
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dando ¢(s) como un producto infinito.5

Este procedimiento de cancelacién tiene una clara aplicacion en el calculo numérico. La
ecuacion (4.164) dard ¢(s)(1 —27*) con la misma precisién como la ecuacién (4.163) da ((s),
pero solamente con la mitad de términos. (En cuyo caso, podria hacerse una correccién
para despreciar la cola de la serie por la técnica de Maclaurin reemplazando la serie por una
integral).

Conjuntamente con la funcién zeta de Riemann, habitualmente se definen otras tres fun-
ciones de sumas de potencia reciprocas:

0:01 1 1
A= nZ:O 2n+1)y ( - 2_> <)
y
B(s) = Z(—l)”m :

A partir de los nimeros de Bernoulli o de las series de Fourier podemos determinar algunos
valores especiales

1 1 w2
9N — 14+ — 4 .=
) +22+32+ 6
1 1 d
A) =14+ — 4 = ... =
() +24+34+ 90

2

—_
—_
3

n(2) SERAEEY 12

1 1 Tt
A =1 — 4 — ...
n(4) 91 T 3 720

1 w2

AM2)=14+ =+ = = —

(2) +32+52+ 3

1 1 d

AM4) =14+ —+ = = —

(4) +34+54+ 96

1 1 T
DN=1—-4—..=_

1 1 3

) =] — — 4 =

B3) 33+53 32

La constante de Catalan
1 1
6(2):1—?—1—?—'--:0.91596559... ,

6Este es el punto de partida para la vasta aplicacién de la funcién zeta de Riemann a la teorfa de niimeros.
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4.10.4 Mejoramiento de la convergencia.

Si requerimos sumar una serie convergente ZZL a, cuyos términos son funciones racionales

de n, la convergencia puede ser mejorada dramaticamente introduciendo la funcion zeta de
Riemann.

Ejemplo Mejorando la convergencia.

1 1 1 1

El problema es evaluar la serie Z m Expandiendo T = —————— por

n=1

division directa, tenemos

1 1 1 1 n=6
= (1-=4 =
1+n?2 n? n? nt 1+n2

Por lo tanto

o o0}

R CRD S

Las funciones ¢ son conocidas y el remanente de la series converge como n~%. Claramente,
el proceso pueden ser continuado hasta cuando uno desee. Usted puede hacer una eleccién
entre cuanta algebra hard y cuanta aritmética hara el computador.

Otros métodos para mejorar la efectividad computacional estdan dadas al final de la seccién
4.2 v 4.4.

4.11 Series asintdticas o semiconvergentes.

Las series asintéticas frecuentemente ocurren en Fisica. En cdlculo numérico ellas son em-
pleadas para la precision del célculo de una variedad de funciones. Consideremos aqui dos
tipos de integrales que conducen a series asintdticas: primero, una integral de la forma

he) = [ e wdu.

donde la variable x aparece como el limite inferior de una integral. Segundo, consideremos

la forma
& U
I = =) d
2(7) /0 e f(x) u

con la funcién f expandible en serie de Taylor. Las series asintoticas a menudo ocurren como
solucién de ecuaciones diferenciales. Un ejemplo de este tipo de series aparece como una de
las soluciones de la ecuacién de Bessel.
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4.11.1 Funcion gama incompleta.

La naturaleza de una serie asintética es quizds mejor ilustrada por un ejemplo especifico.
Supongamos que tenemos una funcién integral exponencial”

Bi(z) = / ’ %du | (4.168)
_Bi(—g) = /oo % du= Ei(z) | (4.169)

para ser evaluada para grandes valores de x. Mejor todavia, tomemos una generalizacién de
la funcién factorial incompleta (funcién gama incompleta),

I(z,p) = / e uPdu=T(1—-p,zx), (4.170)

en la cual x y p son positivas. De nuevo, buscamos evaluarla para valores grandes de z.
Integrando por partes, obtenemos

e

-z oo cw e e—m pe—r o) o
I(z,p) = . —p/m e P du = —xp+1+p(p+1)/x e P2 du (4.171)

x xP

Continuando para integrar por partes, desarrollamos la serie

A P p(p+1) w1 (ptn—2)
I(z,p) =e (; gl ) (o — Dlar1) (4.172)
(p—l—n—l)!/oo . —p— |
+ (=)' e "u P " du .
=) (p—1)! x

Esta es una serie notable. Chequeando la convergencia por la prueba de D’ Alembert, en-
contramos

el () 1

1 _
novo [un| e (ptn— 1)z
4.173
_ iy P (4.173)
n—oo €T

=

para todos los valores finitos de x. Por lo tanto nuestras series son series infinitas que divergen
en todas partes!. Antes de descartar la ecuacién (4.172) como inutil, veamos cuan bien una
suma parcial dada se aproxima a la funcién factorial incompleta, I(x,p).

— (—1)n+1<£f—’f;; / ety = Ro(ap) (4.174)

"Esta funcién ocurre con frecuencia en problemas astrofisicos que involucran gases con una distribucién
de energia de Maxwell-Boltzmann.
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En valor absoluto

(p+n)t [ —p—n—1
|f<x,p>—sn<x,p>|sm/x e

Luego sustituimos © = v + z la integral se convierte en

o0 oo
/ ety Py = e / e V(v+a) P dy
T 0

e_w oo _ v 7])77171
= m/ e v (]. + _> dU .
xP 0 x

Para x grande la integral final se aproxima a 1y

_(ptn) e
T (p— et

| 1(x,p) — su(z,p) | (4.175)
Esto significa que si tomamos un x suficientemente grande, nuestra suma parcial s,, es arbi-
trariamente una buena aproximacion a la funcién deseada I(x,p). Nuestra serie divergente
por lo tanto es perfectamente buena para calculos de sumas parciales. Por esta razén algunas
veces es llamada serie semiconvergente. Notemos que la potencia de x en el denominador del
remanente (p+mn+ 1) es mas alto que la potencia de z en ltimo término incluido en s,(z, p),
(p+n).

Ya que el remanente R, (z,p) alterna en signo, las sucesivas sumas parciales dan alterna-
damente cotas superiores e inferiores para I(x, p). El comportamiento de la serie (con p = 1)
como una funcién del nimero de términos incluidos es mostrado en la figura 4.11. Tenemos

0.21 T T T T T T T T

019 -

s (x=5) | ,// .
0.1704 + 0.1741

Tl R =
/ < 0.1664

015 F -

4
1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 1C

Figura 4.11: Sumas parciales de e*E;(x)
=5

v (4.176)
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la cual es evaluada en x = 5. Para un valor dado de x las sucesivas cotas superiores e inferiores
dadas por las sumas parciales primero converge y luego diverge. La determinacion éptima de
e’y (z) estd dado por la aproximacién més cercana de las cotas superiores e inferiores, esto
es, entre s4 = s¢ = 0.1664 y s5 = 0.1741 para x = 5. Por lo tanto

0.1664 < e"F;(x) <0.1741 . (4.177)
=5
Realmente, a partir de las tablas,
e’ By (x) =0.1704 , (4.178)
=5

dentro de los limites establecidos por nuestra expansion asintética. Note cuidadosamente
que la inclusion de términos adicionales en la serie de expansion mas alla del punto 6ptimo
literalmente reduce la precision de la representacion.

Cuando aumentamos z, la diferencia entre la cota superior méas baja y la cota inferior
més alta disminuird. Tomando z suficientemente grande, uno podria calcular e* Ey(x) para
cualquier grado de precision deseado.

4.11.2 Integrales coseno y seno.

Las series asintoticas también pueden ser desarrolladas a partir de integrales definidas si el
integrando tiene el comportamiento requerido. Como un ejemplo, las integrales seno y coseno
estan definidas por

® cost
Ci(z) z—/ %dt, (4.179)
si(z) = —/ %ﬂtdt, (4.180)

Combinando estas con funciones trigonométricas regulares, podemos definir

f(z) = Ci(z) sen(z) — si(z) cos(z) = /OO sen(x)
oo (ZJO;E;; (4.181)
g(x) = =Cli(zx) cos(z) — si(x) sin(z) = /0 o
con la nueva variable y = ¢t — x. Llevando a variable compleja, tenemos
‘ o iy )
e /0 S (4.182)

:/ ze' Ju
o l4iu
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en el cual u = —iy/z. Los limites de integracién, 0 a oo, a mas que de 0 a —ico, puede ser
justificado por el teorema de Cauchy. Racionalizando el denominador e igualando las parte
reales y las parte imaginarias, obtenemos

* ue T
= ——d
g9(z) /0 T2 %

e—zu

La convergencia de las integrales requiere que Re(z) > 0.8
Ahora, desarrollamos la expansién asintética, sea v = zu y expandimos el factor [1 +
(v/2)*7! por el teorema del binomio. Tenemos

(4.183)

1 > —v n,U2n 1 n<2n)'
s [ Y a1 3 ey
0<n<N 0<n<N
- 4.184
1 [ _, vt 1 . (2n+1)! ( )
o~ [ S = 3
0 0<n<N 0<n<N
De las ecuaciones (4.181) y (4.184)
, sen(z . (2n)! cos(z . (2n+1)!
Gite) =52 5 (i Bh -2 57 ap B
0<n<N 0<n<N (4.185)
, cos(x) . (2n)! sen(x) . (2n+1)! '
SZ(;U) ~ = T Z (_1) 22n - 72 Z (_1) JIT )
0<n<N 0<n<N

las expansiones asintoticas deseadas.

La técnica de expandir el integrando de una integral definida e integrar término a término
lo volveremos a aplicar para desarrollar una expansién asintética de la funcién de Bessel mo-
dificada K, y también para las expansiones de las dos funciones hipergeométricas confluentes
M(a,c;z) y Ula,c;x).

4.11.3 Definicion de series asintoticas.

El comportamiento de estas series (ecuaciones (4.172) y (4.185)) en consistencia con las
propiedades definidas para una serie asintética’. Siguiendo a Poincaré, tomamos

"Ry (x) = 2"[f(z) — sn(2)] , (4.186)
donde

ap Gz an
() = e 4.187
Sp () G+ _—+ o+t ( )

8La parte real.
9No es necesario que las series asintéticas sean series de potencia.
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La expansion asintética de f(z) tiene las propiedades que

lim 2"R,(z) =0, para n fijo, (4.188)
y
lim 2"R,(z) = o0, para z fijo, (4.189)

Vemos la ecuaciones (4.172) y (4.173) como un ejemplo de estas propiedades. Para series
de potencias, como las supuestas en la forma de s,(x), R,(z) ~ 7" '. Con condiciones
((4.188)) y ((4.189)) satisfechas, escribimos

f(x) ~ Zanxin . (4.190)

n=0

Notemos el uso de ~ en lugar de =. La funcién f(x) es igual a la serie solamente en el limite
cuando xr — oc.

Las expansiones asintéticas de dos funciones pueden ser multiplicadas entre si y el resul-
tado sera una expansion asintética de un producto de dos funciones.

La expansion asintética de una funcién dada f(t) puede ser integrada término a término
(justo como en una serie uniformemente convergente de una funcién continua) a partir de
x <t < ooy el resultado serd una expansion asintotica de [ f(t)dt. Una diferenciacion
término a término, sin embargo, es valida solamente bajo condiciones muy especiales.

Algunas funciones no poseen una expansién asintética; e es un ejemplo de tales fun-
ciones. Sin embargo, si una funcién tiene una expansion asintotica, tiene solamente una.
La correspondencia no es uno a uno; muchas funciones pueden tener la misma expansion
asintdtica.

Uno de los métodos més poderoso y 1til de generar expansiones asintoticas, es el método
de steepest descents, sera desarrollado més adelante. Las aplicaciones incluyen la derivacion
de la féormula de Stirling para la funcién factorial (completa) y las formas asintéticas de las
varias funciones de Bessel. Las series asintoticas ocurren a menudo en fisica matematica. Una
de las aproximaciones m&s primeras y aun importante de mecanica cuantica, la expansion
WKB, es una serie asintética.

4.11.4 Aplicaciones a calculo numérico.

Las series asintéticas son usadas frecuentemente en el calculo de funciones por los computado-
res. Este es el caso de las funciones de Neumann Ny(x) y Ny(z), y las funciones modificadas
de Bessel I,,(x) y K, (z). Las series asintéticas para integrales del tipo exponencial, ecuacién
(4.176), para las integrales de Fresnel, y para la funcién de error de Gauss, son usadas para
la evaluacion de estas integrales para valores grandes del argumento. Cuan grande deberia
ser el argumento depende de la precision requerida.
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4.12 Productos infinitos.

Consideremos una sucesién de factores positivos fi « fo - f3 - fa--+ fu(fi > 0). Usando 7
mayuscula para indicar el producto, tenemos

fl-fg-fg-f4---fn:ﬁfi. (4.191)
i=1
Definimos p,,, como el producto parcial, en analogia con s, la suma parcial,
Pn = f[ fis (4.192)
i=1
y entonces investigamos el limite
Jirgopn =P. (4.193)

Si P es finito (pero no cero), decimos que el producto infinito es convergente. Si P es infinito
o cero, el producto infinito es etiquetado como divergente.
Ya que el producto divergera a infinito si

lim f, > 1 (4.194)
O a cero para
0< lim f, <1, (4.195)

es conveniente escribir nuestro producto como

[e.e]

H(l +ay) .

n=1

La condicién a,, — 0 es entonces una condicién necesaria (pero no suficiente) para la conver-
gencia.

El producto infinito puede ser relacionado a una serie infinita por el método obvio de
tomar el logaritmo

[ +a) =) In(1+a,). (4.196)
n=1 n=1
Una relacion mas 1til es probada por el siguiente teorema.

4.12.1 Convergencia de un producto infinito.

Si0 < a, < 1, el producto infinito [~ (1+a,) y [[,—,(1—a,) converge si Y~ a, converge
y diverge si >~ | a, diverge.
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Considerando el término 1 + a,, vemos que de la ecuacién (4.80)

1+a, <e™. (4.197)
Por lo tanto el producto parcial p,
pn < €77, (4.198)
y haciendo n — oo,
[[a+an) <exp) an. (4.199)
n=1 n=1

estableciendo una cota superior para el producto infinito.
Para desarrollar una cota mas baja, notemos que

pn:1+zn:ai+zn:2n:aiaj+"'>8n, (4200)
i=1 i=1 j=1

ya que a; > 0. De modo que

ﬁ(l +an) > ian (4.201)

Si la suma infinita permanece finita, el producto infinito también lo hara. Si la suma infinita
diverge, también lo hara el producto infinito.

El caso de [[(1—a,) es complicado por el signo negativo, pero una prueba de que depende
de la prueba anterior puede ser desarrollada notando que para a,, < 1/2 (recuerde que a,, — 0
para convergencia)

1
1—a,) <
( a)_1+an
y
(1—an) > ! (4.202)
an, Z Tr o, )

4.12.2 Funciones seno, coseno y gama.

El lector reconocera que un polinomio de orden n P,(x) con n raices reales puede ser escrito
como un producto de n factores:

n

Py(x) = (x—21)(x —22) -+ (& — 2n) = [[(z — 2:) . (4.203)

i=1

De la misma manera podemos esperar que una funcién con un nimero infinito de raices
pueda ser escrito como un producto infinito, un factor para cada raiz. Esto es por cierto el
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caso de las funciones trigonométricas. Tenemos dos representaciones muy ttiles en productos
infinitos,

2

sen(z) = :z:i[l (1 - nfﬂ) , (4.204)

cos(z) = ﬁ {1 - ﬁ} . (4.205)

La mas conveniente y quizas la mas elegante derivacion de estas dos expresiones es usando
variable compleja. Por nuestro teorema de convergencia, las ecuaciones (4.204) y (4.205) son
convergentes para todos los valores finitos de x. Especificamente, para el producto infinito
para el sen(z), a,, = z%/n’*n?,

T T
2 =52 =
= - (4.206)
6

La serie correspondiente a la ecuacion (4.205) se comporta en una manera similar.
La ecuacién (4.204) conduce a dos resultados interesantes. Primero, si fijamos z = 7/2,
obtenemos

- gﬁ 1) =51 %] (200

=1

Resolviendo para 7/2, obtenemos
T (2n)? 2-2 4-4 6-6
== = : . e 4.208
2 H[(Qn—l)@n—i—lJ 1-3 3-5 5.7 ’ ( )
la cual es la famosa férmula de Wallis para /2.

El segundo resultado involucra la funciéon factorial o funciéon gama. Una definicion de la
funcién gama es

r=1

() = [xewﬁ (1+§) e%‘”ll , (4.209)

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni, seccién 4.2. Si tomamos el producto de I'(x) y
['(—x), la ecuacién (4.209) tiende a

(4.210)
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Usando la ecuacion (4.204) con x reemplazado por mz, obtenemos

™

[(2)D(~z) = — (4.211)

xrsen(mx)
Anticipando una relacién de recurrencia desarrollada posteriormente, tenemos que usando
—z'(—z) =T'(1 — z). La ecuacién (4.211) puede ser escrita como

[(z)T(1 - 2) = (4.212)

sen(mx)
Esto sera til cuando tratamos la funciéon gama.

Estrictamente hablando, podriamos chequear el intervalo en x para el cual la ecuacién
(4.209) es convergente. Claramente, para © = 0,—1,—2,... los factores individuales se
anulan. La prueba que el producto infinito converge para todos los otros valores (finitos) de
x es dejado como ejercicio.

Estos productos infinitos tienen una variedad de usos en matematica analitica. Sin em-
bargo, a causa de su lentitud de convergencia, ellas no son aptas para un trabajo numérico
preciso.



Capitulo 5

Funciones de una variable compleja I.
Propiedades analiticas y Mapeo.

versién final 1.2-2606021
Veamos ahora el estudio de funciones de una variable compleja. En esta drea desarrollamos
alguna de las herramientas mas poderosas y tutiles de todo el analisis matematico.

1. Para muchos pares de funciones u y v, ambas satisfacen la ecuacion de Laplace

P(z,y) N P(x,y)

Ox? oy? =0

V2 =

De modo que u o v pueden ser usados para describir un potencial electroestatico bidi-
mensional. La otra funcién que da una familia de curvas ortogonales a aquella de la
primera funcion, puede ser usada para describir el campo eléctrico E. Una situacién
similar se mantiene para la hidrodindmica de un fluido ideal en movimiento irrotacio-
nal. La funcién u podria describir el potencial de velocidades, mientras que la funcién
v podria entonces ser la funciéon de flujo.

En muchos casos en que las funciones v y v son desconocidas, un mapeo conforme o
transformacién en el plano complejo nos permite crear un sistema de coordenadas hecho
a la medida para el problema en particular.

2. Veremos que ecuaciones diferenciales de segundo orden de interés en Fisica pueden ser
resueltas por series de potencia. Las mismas series de potencia pueden ser usadas en
el plano complejo reemplazando x por la variable compleja z. La dependencia de la
solucién f(z) de un zy dado sobre el comportamiento de f(z) en todas partes nos da
un mayor discernimiento del comportamiento de nuestra solucién y una herramienta
poderosa (continuacién analitica) para extender la regién en la cual la solucién es vélida.

3. El cambio de un parametro k£ de real a imaginario, £k — ik, transforma la ecuacion
de Helmholtz en la ecuacion de difusion. El mismo cambio transforma las soluciones
de la ecuacién de Helmholtz (funciones de Bessel y funciones esféricas de Bessel) en
las soluciones de la ecuacién de difusién (funciones de Bessel modificada y funciones
esféricas modificadas de Bessel).

4. Las integrales en el plano complejo tienen una amplia variedad de aplicaciones ttiles.

IEste capitulo estd basado en el sexto capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.

161
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a) Evaluacion de integrales definidas.
b

)
)

(¢) Formacién de productos infinitos.
)

(b) Inversién de series de potencia.

(d) Obtener soluciones de ecuaciones diferenciales para valores grandes de la variable
(soluciones asintéticas).

(e) Investigacién de la estabilidad de sistemas potencialmente oscilatorios.

(f) Inversién de transformadas integrales.

5. Muchas cantidades fisicas que originalmente fueron reales se convierten en complejas
cuando una teoria fisica simple se generaliza. Los indices reales de difraccion de la luz
se convierte en una cantidad compleja cuando la absorcién es incluida. La energia real
asociada con un nivel de energia se convierte en compleja cuando la vida media finita
del nivel es considerado.

5.1 Algebra compleja.

Un ntimero complejo es nada més que un par ordenado de dos nimeros reales, (a,b) o a+ib,
en el cual 7 es v/—1. Similarmente, una variable compleja es un par ordenado de dos variables
reales,

z=(z,y) =x+iy . (5.1)

Veremos que el orden es importante, que en general a + bi no es igual a b+ at y x + 1y no
es igual a y + xi.2 Frecuentemente es conveniente emplear una representaciéon grafica de la
variable compleja. Graficando z la parte real de z como la abscisa e y la parte imaginaria de
z como la ordenada, tenemos el plano complejo o plano Argand mostrado en la figura 5.1. Si
asignamos valores especificos a x e y, entonces z corresponde a un punto (z,y) en el plano.
En términos del ordenamiento mencionado antes, es obvio que el punto (z,y) no coincide con
el punto (y,x) excepto para el caso especial de x = y.

Figura 5.1: Plano complejo, diagrama de Argand.

2l algebra de los niimeros complejos, a + ib es isomérfica con la de las matrices de la forma (_ab fL)



5.1. ALGEBRA COMPLEJA. 163

Todo nuestro anélisis de variable compleja puede ser desarrollado en términos de pares
ordenados de nimeros (a, b), variables (z,y), y funciones (u(z,y), v(z,y)). La i no es necesaria
pero es conveniente. Sirve para mantener el par en orden algo como un vector unitario. De
modo que la suma y la multiplicacién de niimeros complejos puede estar definida en términos
de sus componentes cartesianas como

2+ 20 = (21, 91) + (22, 92) = (21 + T2, y1 + ¥2)

=z + 2o+ i(y1 + o) , (5:2)
2122 = (T1,41) - (T2, 92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) - (5.3)
De la figura 5.1 podemos escribir
x = rcos(f) (5.4)
y = rsen(0)
y
z = r(cos(f) + isen(h)) . (5.5)

Usando un resultado que fue sugerido (pero no rigurosamente probado) en la seccién 4.6,
tenemos la muy til representacion polar

z=re" . (5.6)

En esta representacion r es llamado el médulo o magnitud de z (r = |z| = (2% 4+ 3?)"/?) y el
dngulo 6 (= tan~!(y/x)) se conoce como argumento arg(z) o fase de z.

La eleccién de la representacién polar, ecuacién (5.5), o representacién cartesiana, la ecua-
ci6n (5.1), es un asunto de conveniencia. La suma y la resta de variables complejas son mas
faciles en representacién cartesiana, ecuacién (5.2). La multiplicacién, divisién, potencias,
y raices son mds féaciles en la forma polar, ecuacién (5.6). Analiticamente o gréficamente,
usando la analogia vectorial, podemos mostrar que el modulo de la suma de dos ntmeros
complejos no es mayor que la suma del médulo y no es menor que la diferencia, ejercicio,

|21] — |22] < |21 + 22| < |z1] + |22 - (5.7)

A causa de la analogia vectorial, estas son llamadas las desigualdades tridngulares.
Usando la forma polar, ecuacién (5.5), encontramos que la magnitud de un producto es
el producto de las magnitudes,

|21] -+ |22| = |21+ 2] - (5.8)
También,

arg(zy - z2) = arg(z1) + arg(z2) . (5.9)
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A partir de nuestra variable compleja z las funciones complejas f(z) o w(z) pueden ser
construidas. Estas funciones complejas pueden ser resueltas en su parte real y su parte
imaginaria

w(z) = u(z,y) +iv(z,y) , (5.10)

en la cual las funciones separadas u(z,y) y v(x, y) son reales puras. Por ejemplo, si f(z) = 22,

tenemos

£2) = (@ +iy)°
= (2% — %) + 22y .

La parte real de la funcién f(z) serd etiquetida R[f(z)], mientras la parte imaginaria serd
etiquetada I[f(2)]. En la ecuacién (5.10)

Rlw(2)] = ulz,y) , Sw(z)] = v(z,y) .

La relacién entre la variable independiente z y la variable dependiente w es quizas mejor
representada como una operacién de mapeo. Dado un z = x + 4y, un punto en el plano z. El
valor complejo w(z) es entonces un punto en el plano w. Puntos en el plano z se mapean en
puntos en el plano w y curvas en el plano z se mapean en curvas en el plano w como indica
la figura 5.2.

y plano z y plano w

‘\_/‘2 /\'2
1 1
X X

Figura 5.2: La funcién w(z) = u(z,y) + iv(x, y) mapea puntos en el plano zy en puntos en
el plano uv.

5.1.1 Conjugacién compleja.

En todos estos pasos, niimeros complejos, variables, y funciones, la operacion de reemplazar
1 por —t es llamada “tomar el complejo conjugado”. El complejo conjugado de z se denota
por z*, donde?

= —iy. (5.11)

3El complejo conjugado es a menudo denotado por Z
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La variable compleja z y su complejo conjugado z* es una imagen especular la una de la otra
reflejadas por el eje x, esto es, inversién del eje y (compare la figura 5.3). El producto zz* es

22* = (v +iy) (v —dy) = 2> +y =1r? . (5.12)

De modo que

la magnitud de z

(%)

Figura 5.3: Puntos de complejos conjugados.

5.1.2 Funciones de una variable compleja.

Todas las funciones elementales de variables reales pueden ser extendidas al plano complejo
reemplazando la variable real x por la variable compleja z. Esto es un ejemplo de la con-
tinuacion analitica mencionada en la seccién 5.5. La relacién extremadamente importante,
ecuaciones (5.5) y (5.6), es una ilustracién de ésto. Moverse en el plano complejo abre nuevas
oportunidades para analisis.

Ejemplo Férmula de Moivre.
Si la ecuacién (5.6) es elevada a la n-ésima potencia, tenemos

e = (cos() + isen(6))" . (5.13)
Expandiendo la exponencial ahora con argumento nf, obtenemos
cos(nf) + isen(nd) = (cos(f) + isen())" . (5.14)

Esta es la féormula de Moivre.

Ahora si el lado derecho de la ecuacién (5.14) es expandido usando el teorema del binomio,
obtenemos cos(nf) como una serie de potencias de cos(f) y sen(). Numerosos de otros
ejemplos de relaciones entre funciones exponenciales, hiperbdlicas y trigonométricas en el
plano complejo podemos encontrarlas como ejercicios. Ocasionalmente hay complicaciones.
El logaritmo de una variable compleja puede ser expandida usando la representacién polar

In(z) = In(re)

=In(r) + 0 . (5.15)
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Esto no esta completo. Al dngulo fase #, podemos anadirle algiin miltiplo entero de 27 sin
cambiar z. Luego la ecuacion (5.15) deberia leerse

Inz=1In (reiw”’”))

=In(r) +i(0 + 2nn) . (5.16)

El parametro n puede ser cualquier entero. Esto significa que In z es una funciéon multivaluada
teniendo un numero infinito de valores para una pareja de valores reales de r y #. Para evitar
esta ambigiiedad, usualmente concordamos a tomar n = 0 y limitar la fase a un intérvalo de
longitud 27 tal como (—m, )% La linea en el plano z que no es cruzada, el eje real negativo
en este caso, es conocida como linea de corte o de ramificacion. El valor de Inz con n = 0
es llamado wvalor principal de In z. Més adelante discutiremos estas funciones, incluyendo el
logaritmo, aparece en la seccién 5.6.

5.2 Condiciones de Cauchy-Riemann.

Habiendo establecido las funciones complejas de una variable compleja, ahora procederemos
a derivarlas. La derivada de f(z), como la de una funcién real, estd definida por
fet02)—f() . 07E) _df

hm = |l1im =
6z—0 z + 0z — 2 52—0 Oz dz

(), (5.17)

a condicion que el limite sea independiente de la forma de aproximacion particular al punto
z. Para variables reales requerimos que el limite por la derecha (r — xy desde arriba) y el
limite por la izquierda (z — xo desde abajo) sea iguales para que la derivada df (x)/dx exista
en x = x9. Ahora, con z (0 z) algin punto en el plano, nuestro requerimiento de que el
limite sea independiente de la direccion de aproximacion es muy restrictiva.

Consideremos incrementos dx y dy de las variables x e y, respectivamente. Entonces

0z = dx + iy . (5.18)
También,

Of = du+idv , (5.19)
tal que

of  du+wov

-t 2

0z  dx+idy (5:20)

Tomemos el limite indicado en la ecuacién (5.17) por dos aproximaciones diferentes como
muestra la figura (5.4). Primero, con 0y = 0, sea dz — 0. La ecuacion (5.17) tiende

lim ﬁ = lim ((5_u + 25—1})

52—0 0z 6z—0 \ Oz ox (5.21)
Oz ox’

4Hay elecciones inusuales de fase. La fase apropiada depende de cada problema.
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Figura 5.4: Aproximaciones alternativas a 2.

suponiendo que las derivadas parciales existen. Para una segunda aproximacién, fijamos
0x = 0 y entonces hacemos dy — 0. Esto tiende a
) ou v
lim —f = lim [ —i— + —
52—0 0z 8y—0 oy Oy
Ou . ov
= —i—+ —.
9y 9y
Para tener una derivada df /dz, las ecuaciones (5.21) y (5.22) deben ser idénticas. Igualando
parte real a parte real y parte imaginaria con imaginaria (como los componentes del vector),
obtenemos

(5.22)

ou Ov ou B ov

w5 3= 5| (5.23)

Estas son las famosas condiciones de Cauchy-Riemann. Ellas fueron descubiertas por Cauchy
y usadas ampliamente por Riemannn en su teoria de funciones analiticas. Estas condiciones
son necesarias para la existencia de una derivada de f(z), esto es, si df /dz existe, la condicién
de Cauchy-Riemann debe satisfacerse.

Inversamente, si las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen y la derivada parcial de
u(z,y) y v(x,y) son continuas, la derivada df /dz existe. Esto puede ser mostrado escribiendo

ou . Ov ou Ov

La justificacion para esta expresion depende de la continuidad de la derivada parcial de u y
v. Dividiendo por 4z, tenemos

of _ (0u/0x +i(0v/0x))dx + (Ju/dy +i(dv/0y))dy
5z dx + idy
(Ou/0x +i(0v/0x)) 4+ (Ou/dy + i(Ov/Dy))dy/dx
1 +i(0y/éx)
Si 6 f/dz tiene un valor unico, la dependencia de dy/dx deberia eliminarse. Aplicando las
condiciones de Cauchy-Riemann a las derivadas de y obtenemos
Ou ov_Ov, 0u
dy oy Oxr Ox

(5.25)

(5.26)
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Sustituyendo la ecuacién (5.26) y (5.25), podemos cancelar la dependencia dy/dx y
of ou Ov

la cual muestra que el limite §f/dz es independiente de la direccién de aproximacién en el
plano complejo ya que las derivadas parciales son continuas.

Es digno de atencién notar que las condiciones de Cauchy-Riemann garantizan que las
curvas u = c; seran ortogonales a las curvas v = ¢;. Esto es fundamental en la aplicacion
de problemas de potencial en una variedad de areas de la Fisica. Si u = ¢; es una linea de
fuerza eléctrica, entonces v = ¢, es una linea equipotencial (superficie), y vice versa.

Funciones analiticas.

Finalmente, se f(z) es diferenciable en z = z;, y en algunas pequenas regiones alrededor
de 2o decimos que f(z) es analitica ® en z5. Si f(z) es analitica en todo el plano complejo
(finito), la llamaremos una funcién entera. Nuestra teoria de variables complejas aqui es
escencialmenteuna de funciones analiticas de variables complejas, la cual destaca la impor-
tancia crucial de las condiciones de Cauchy-Riemann. El concepto de analiticidad presente
en teorias avanzadas de la fisica moderna, por ejemplo este concepto juega un rol crucial en
la teorfa de dispersién (de particulas elementales). Si f'(z) no existe en z = zy, entonces z
es conocido como punto singular.

Para ilustrar las condiciones de Cauchy-Riemann, consideremos dos ejemplos muy simples.

Ejemplo
Sea f(z) = z2. Entonces la parte real u(x,y) = 2> —y? y la parte imaginaria v(z, y) = 2zy.
Siguiendo la ecuacién (5.23)

Vemos que f(z) = 2? satisface las condiciones de Cauchy-Riemann a través del plano com-

plejo. Ya que las derivadas parciales son claramente continuas, concluimos que f(z) = 2% es

analitica.

Ejemplo
Sea f(z) = z*. Ahora u = x y v = —y. Aplicando las condiciones de Cauchy-Riemann,
obtenemos
ou_ o
ox dy

Las condiciones de Cauchy-Riemann no son satisfechas y f(z) = z* no es una funcién analitica
de z. Es interesante notar que f(z) = z* es continua, aquello provee un ejemplo de una funcién
que es continua en todo lugar pero en ninguno diferenciable.

La derivada de una funcién real de una variable real es escencialmente una caracteristica
local, que provee informacién a cerca de la funcién solamente en un vecindario local por

5Algunos autores usan el término holomérfica.
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ejemplo, como una expansion de Taylor truncada. La existencia de una derivada de una
funcién de una variable compleja tiene muchas mas implicancias de conocimiento lejano.
Las partes reales e imaginarias de nuestra funciéon analitica debe satisfacer separadamente
las ecuaciones de Laplace. Mas ain, nuestra funcién analitica esta garantizada para las
derivadas de todo orden, seccion 4.4. En este sentido las derivadas no solamente gobiernan el
comportamiento local de la funcién compleja, sino que controla el comportamiento distante
también.

5.3 Teorema integral de Cauchy.

5.3.1 Integrales de contorno.

Con la diferenciacién bajo control, veamos la integracion. La integral de una variable compleja
sobre un contorno en el plano complejo puede ser definida en cercana analogia a la integral
de (Riemann) de una funcién real integrada a lo largo del eje = real.

Dividimos el contorno zpz{, en n intervalos tomando n — 1 puntos intermedios z1, 2, . . . ,
sobre el contorno (figura 5.5). Consideremos la suma

Sp = Z Gz — 2j-1) (5.28)

donde (; es un punto sobre la curva entre z; y z;_;. Ahora hagamos n — oo con
|2 = 21| =0,

para todo j. Siel lim,,_ . S, existe y es independiente de los detalles de eleccién de los puntos
2; ¥ (j, entonces

tiw Y S~ 2m0) = [ He s (5.20)

El lado derecho de la ecuacion es llamado integral de contorno de f(z) (a lo largo del contorno
especifico C' desde z = 2 a z = 2{)).

El procedimiento desarrollado para la integral de contorno es cercanamente analogo a
la integral de Riemann de una funcién real de una variable real. Como una alternativa, la
integral de contorno puede ser definida por

U ) ds = / ) + v, o)l [de + idy]

2,Y2

— /lﬂz},y2 [u(z, y)dz — v(z, y)dy] +i/ [o(@, y)da +u(z, y)dy] ,

1,Y1 Z1,Y1

con el camino que une (z1,y1) y (x2,y2) espcificado. Esto reduce la integral compleja a la
suma compleja de integrales reales. Esto es algo analogo al reemplazo de una integral vectorial
por la suma de vectores de integrales escalares.
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Figura 5.5: Camino de integracién.

Un ejemplo importante es la integral de contorno | o 2"dz, donde C' es un circulo de radio
r > 0 alrededor del origen z = 0 en el sentido matemadtico positivo (en el sentido contrario a
los punteros del reloj). En coordenadas polares de la ecuacién (5.6) parametrizamos z = re®
y dz = ire?df. Para n # —1 obtenemos

1 ptl o 2w
— [ 2"dz = / expli(n + 1)0] d
2mi Jo 2 J,

o (5.30)

__r [ i(n+1)9]2” —0

omi(n + 1) o~
ya que 27 es un perfodo de e/™+1? mientras que paran = —1
1 [d 1 [

g o =1, (5.31)

2m Jo 2 2m Jo

nuevamente independiente de r. Estas integrales son ejemplos del teorema integral de Cauchy
el cual consideraremos en la préxima seccién.

5.3.2 Prueba del teorema de Stoke.

El teorema de la integral de Cauchy es el primero de dos teoremas basicos en la teoria del
comportamiento de funciones de una variable compleja. Primero, una prueba bajo condiciones
relativamente restrictivas, condiciones que serian intolerables para matematicos desarrollando
una bella teoria abstracta, pero que son satisfechas usualmente en problemas fisicos.

Si una funcién f(z) es analitica (por lo tanto simplemente valuada) y sus derivadas par-
ciales son continuas a través de una regién simplemente conexa R,° para cada camino cerrado
C' (figura 5.6) en R la integral de f(z) alrededor de C' es cero o

/Cf(z) dz = J(Iif(z) dz=0. (5.32)

6Una regién o dominio simplemente conexo es aquel en el cual cada contorno cerrado en la regién encierra
s6lo puntos contenidas en ella. Si la regién no es simplemente conexa es multiplemente conexa. Como un
ejemplo de una regién multiplemente conexa, consideremos el plano z con el circulo unitario interior excluido.
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El simbolo § es usado para enfatizar que el camino es cerrado. Recordemos que en el capitulo
de vectores una funcién tal como f(z), identificada como una fuerza fue etiquetada como
conservativa.

y

7 / Y
=

~

\§

Figura 5.6: Un contorno cerrado C' dentro de una regiéon R simplemente conexa.

En esta forma el teorema de la integral de Cauchy puede ser dado por aplicacion directa
del teorema de Stokes. Con f(z) = u(x,y) +iv(x,y) v dz = dx + idy,

fcf(z)dz = j{(u + iv)(dx + idy)

= %(ud:c —ovdy) +1i %(vdm + udy) . o)

Estas dos integrales de linea pueden ser convertidas a integrales de superficie por el teorema
de Stokes, un procedimiento que es justificado si las derivadas parciales son continuas dentro
de C. Aplicando el teorema de Stokes podemos notar que las dos ultimas integrales de la
ecuacién (5.33) son completamente reales. Usando

—

V=aVo+9Vy,

tenemos
ov, 09V,
V.d V,dy) = —Y — =2 ) dady . 5.34
$ v+ v = [ (5255 asay (5.34)
Para la primera integral en la ultima parte de la ecuacién (5.33) sea u = V, y v = =V,.7

"En la prueba del teorema de Stokes, V. y V, son cualquier par funciones (con derivadas parciales conti-
nuas).
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Entonces

j{(udx —vdy) = 7{ (Vadx + V,dy)
c C
B ov, IV,

v  OJu
[ (&-5)

Para la segunda integral del lado derecho de la ecuacion (5.33) sea u =V, y v = V,. Usando
nuevamente el teorema de Stokes, obtenemos

]{ (vdz + udy) — / <% _ g—;’) ddy (5.36)

Aplicando las condiciones de Cauchy-Riemann que se deben satisfacer ya que f(z) se supone
analitica, cada integrando se anula y

ov  Ou 4 ou Ov
%f(z) dz = —/ (% — 8_y) dxdy + z/ (% — 8_31) dxdy (5.37)
=0.

5.3.3 Prueba de Cauchy-Goursat.

Esto completa la prueba del teorema integral de Cauchy. Sin embargo, la prueba esta es-
tropeada desde el punto de vista tedrico por la necesidad de continuidad de las primeras
derivadas parciales. Realmente, como se muestra por Goursat, esta condicién no es esencial.
Un perfil de la prueba de Goursat es como sigue. Subdividimos la regién dentro del contorno
C en una red de pequenos cuadrados como estd indicado en la figura 5.7. Luego

}{Cﬂz) dz = qufc f(2)dz , (5.38)

todas las integrales a lo largo de las lineas interiores se cancelan. Para atacar la [ o f(z)dz,
J
construimos la funcion

f(z) = f(z) _ df(z)

z =z dz

0;(z,2;) = : (5.39)

Z2=zj

con z; un punto interno de la j-ésima subregion. Note que [f(z) — f(z;)]/(z — z;) es una
aproximacién a la derivada en z = z;. Equivalentemente, podemos notar que si f(z) tenfa
una expansion de Taylor (la cual todavia no hemos dado), entonces J;(z, z;) seria del orden
de z — z;, aproximdndose a cero cuando la red fuera hecha muy fina. Podemos hacer

10;(2,2) | < ¢, (5.40)

donde € es una cantidad arbitrariamente escogida pequena y positiva.
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y (o

7

Y

Figura 5.7: Contorno de Cauchy-Goursat.

Resolviendo la ecuacién (5.39) para f(z) e integrando alrededor de C}, obtenemos
j{ f(z)dz = 7{ (z — 2;)0i(2, 2j) dz (5.41)
G G

las integrales de los otros términos se anulan.® Cuando las ecuaciones (5.40) y (5.41) estén
combinadas, uno puede mostrar que

Z j{C ]. f(2)dz

donde A es un término del orden del area de la regién escogida. Ya que ¢ es arbitrario,
tomemos ¢ — 0 y concluimos que si una funcién f(z) es analitica sobre y dentro de un
camino cerrado C,

< Ae | (5.42)

ff@ﬁhZO- (5.43)

Detalles de la prueba de esta forma significativamente més general y poderosa puede ser
encontrada en la literatura de variable compleja (Churchill). Realmente podemos todavia
comprobar el teorema para f(z) analitica dentro del interior de C' y solamente continuas en
C.

La consecuencia del teorema integral de Cauchy es que para funciones analiticas la integral
de linea es una funcién solamente de sus puntos extremos, independiente del camino de
integracion,

/ U ) dz = F(z) — F(a) = / ) ds | (5.44)

de nuevo exactamente como el caso de la fuerza conservativa.

8§ dzy ¢ 2dz = 0 por la ecuacién (5.30).
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5.3.4 Regiones multiplemente conexas.

El enunciado original de nuestro teorema demanda una region simplemente conexa. FEsta
restriccion puede ser facilmente relajada por la creacién de una barrera, una linea de contorno.
Consideremos la regién multiplemente conexa de la figura 5.8, en la cual f(z) no estd definida
para el interior de R’. El teorema de la integral de Cauchy no es valido para el contorno
C', como lo demostramos, pero podemos construir un contorno C’ para el cual el teorema se
mantenga. Dibujemos una linea desde el interior de la regién prohibida R’ a la regién exterior
prohibida a R y luego corre un nuevo contorno C’, como se muestra en la figura 5.9.

1

L

R
L(®
C

Figura 5.8: Contorno cerrado C' en una regién multiplemente conexa.

X
Figura 5.9: Conversién de una regién multiplemente conexa a una region simplemente conexa.

El nuevo contorno C" a través de ABDEFGA nunca cruzara la linea de contorno que
literalmente convierte a R en una regién simplemente conexa. Por la ecuacién (5.44)

/GA F(2)dz = — /ED f(2)dz | (5.45)
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f(2) sido continua a través de la linea de contorno y los segmentos de linea DE y G A estan
arbitrariamente cerca. Entonces

}{ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz
o ABD EFG
=0

(5.46)

por el teorema integral de Cauchy, con la regién R simplemente conexa. Aplicando la ecuacién
(5.44) una vez mas con ABD — (] y EFG — —C}, obtenemos

f(z2)dz= ¢ f(z)dz, (5.47)
i e

en la cual C y CY ambos son recorridos en la misma direccién (de los punteros del reloj).

Deberia enfatizarse que la linea de contorno aqui es un asunto de conveniencia matemé-
tica para permitir la aplicacién del teorema integral de Cauchy. Ya que f(z) es analitica en
la regién anular, es necesariamente univaluada y continua a través de cualquier linea de con-
torno. Cuando consideremos puntos de ramificacion nuestras funciones no serdan univaluadas
y una linea de corte sera requerida para hacerlas univaluadas.

5.4 Foérmula integral de Cauchy.

Como en la seccién anterior, consideremos una funcién f(z) que es analitica sobre un contorno
cerrado C' y dentro de la regién rodeada por C'. Buscamos probar que

ﬁdz =27if(20) , (5.48)
c R — 20

en la cual zy es algin punto en la region interior encerrada por C. Este es el segundo de los
dos teoremas basicos mencionados anteriormente. Note que z estd sobre el contorno de C'
mientras zp estd en el interior, luego z — zy # 0 y la integral de la ecuacién (5.48) esté bien
definida.

Aunque f(z) se supone analitica, el integrando es f(z)/(z — zo) y no es analitico en z = 2
a menos que f(zg) = 0. Si el contorno esta deformado como se muestra en la figura 5.10 se
aplica el teorema de la integral de Cauchy. Por la ecuacion (5.47)

Mdz _ Mdz =0, (5.49)

c R — 20 C2Z—ZO

donde C' es el contorno externo original y C5 es el circulo circundante del punto zy recorrido
en sentido contrario a los punteros del reloj. Sea z = zy + re?, usando la representacion de
coordenadas polares a causa de la forma circular del camino en torno a zy. Aqui r es pequeno
y eventualmente se aproximara a cero. Tenemos

FG) g f fotre?)

- rie'?dd .
Cs Z— 20 Co re
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A ©
/ Linea de contorn

-

X

Figura 5.10: Exclusién de un punto singular.

Tomando el limite cuando r — 0, obtemos

(2)

022—20

dz = zf(zo)/c do

= 27TZf(Zo) y

ya que f(z) es analitica y por lo tanto continua en z = z;. Esto prueba la férmula de la
integral de Cauchy.

Este es un resultado notable. El valor de una funcién analitica f(z) estd dado en un
punto interior z = zg una vez que los valores sobre el contorno C' son especificados. Esto es
intimamente analogo a una forma de la ley de Gauss bidimensional en la cual la magnitud
de una carga lineal interna estaria dada en términos de la integral de superficie cilindrica del
campo eléctrico E.

Una analogia adicional es la determinacién de una funcion en el espacio real por una inte-
gral de la funcién y la correspondiente funcién de Green (y sus derivadas) sobre la superficie
de contorno. La teoria de difraccién de Kirchoff es un ejemplo de ésto.

Ha sido enfatizado que zg es un punto interior. ;Qué ocurre si zy es exterior a C'?. En
este caso el integrando entero es analitico sobre y dentro de C'. El teorema de la integral de
Cauchy, se aplica y la integral se anula. Tenemos

(5.50)

2m Jo 2 — 2

1 [ f(z)dz _ {f(zo) : 2o interior

0, Zp exterior

5.4.1 Derivadas.

La formula integral de Cauchy puede ser usada para obtener una expresion para la derivada
de f(z). A partir de la ecuacién (5.48), con f(z) analitica,

Flao+02) — flzo) 1 <7§ ONE f(Zo>dZ>_

020 20 2 Z— 20— 029 Z— 20
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Entonces, por definicién de la derivada (ecuacién (5.17)),

f'(20) = lim ! 7{( 020/ (2) dz

dz0—0 27(2620 Z— 20— (520)(2 - ZO)
1 f(2)
© 2mi % (z — Zo)de '

Podemos ver que este resultado podria haber sido obtenido por diferenciacion de la ecuacién
(5.48) bajo el signo integral con respecto a z.

Esta técnica para construir derivadas puede ser repetida. Escribamos f'(zo+020) v f'(20),
usando la ecuacién (5.51). Sustrayendo, dividiendo por dzp, y finalmente tomando el limite

cuando dzy — 0, obtenemos
2
f(2)(20) - ]{&dz

T omi f (2 — )

Notemos que f?(z) es independiente de la direccién de §zy como debe ser. Continuando,
obtenemos

(5.51)

1™ (z0) = 2 jﬁiz-:fﬁfl--dz (5.52)

2mi | (2 — zo)"tt

esto es, el requerimiento que f(z) sea analitica no sélo garantiza una primera derivada sino
que las derivadas de todos los ordenes también. Las derivadas de f(z) son automdaticamente
analiticas.

5.4.2 Teorema de Morera.

Otra aplicacion de la férmula de la integral de Cauchy estd en la prueba del teorema de
Morera, el cual es la inversién del teorema de la integral de Cauchy. El teorema establece lo
siguiente:

Si una funcion f(z) es continua en una region simplemente conexa R y fcf(z)dz =0
para cada contorno cerrado C' dentro de R, entonces f(z) es analitica a través de R.

Integremos f(z) desde z; a z3. Ya que cada integral cerrada de camino de f(z) se anu-
la, la integral es independiente del camino y depende solamente de sus puntos extremos.
Etiquetemos el resultado de la integracién F(z), con

m@pmug:/ (=) d= (5.53)
Como una identidad,

Flw) = F(a) ) LG = fGoldt (5.54)

22— 2 Z9 — 21

usando t como otra variable compleja. Ahora tomemos el limite cuando zy — 2.

RO = deld

2221 Z9 — 21

0, (5.55)
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va que f(t) es continua®. Por lo tanto

lim Flz) = F(z1) = F'(2) = f(z1) (5.56)

2221 29 — 21
por definicién de derivada (ecuacién (5.17)). Hemos probado que F'(z) en z = z; existe y es
igual a f(z1). Ya que z; es cualquier punto en R, vemos que F'(z) es analitica. Entonces por
la férmula de la integral de Cauchy (compare la ecuacién (5.52)) F'(z) = f(z) es también
analitica, probando el teorema de Morera.

Dibujando una vez més en nuestro andlogo electroestatico, podriamos usar f(z) para re-
presentar el campo electroestatico E. Sila carga neta dentro de cada region encerrada en
R es cero (ley de Gauss), la densidad de carga es donde quiera igual a cero en R. Alterna-
tivamente, en términos del andlisis vectorial, si f(z) representa una fuerza conservativa (por
definicién de conservativa), y entonces encontramos que es siempre posible expresarla como
la derivada de una funcién potencial F'(z).

Si f(z) = > a,z" es analitica y acotada, |f(z)| < M sobre un circulo de radio r alrededor
del origen, entonces

la, |r" < M (5.57)

da cotas superiores para los coeficientes de su expansién de Taylor. Para probar la ecuacion
(5.57) definamos M (r) = maxy,j=|f(2)| y usemos la integral de Cauchy para a,

f(2) 27r
/|z:T 02| S Mr)g 2y

Una consecuencia inmediata de la desigualdad (5.57) es el teorema de Liouwville: Si f(z) es
analitica y acotada en el plano complejo ella es constante. En efecto, si |f(z)| < M para
cualquier z, entonces la desigualdad de Cauchy (5.57) da |a,| < Mr~™ — 0 cuando r — oo
para todo n > 0. De modo que f(z) = ay.

1
|an|:2_
T

Inversamente, la desviacion mas leve de una funcién analitica a partir de un valor constante
implica que debe haber al menos una singularidad en alguna parte del plano complejo infinito.
A parte de las funciones constantes triviales, entonces, las singularidades son un hecho de la
vida, y debemos aprender a vivir con ellas. Pero haremos més que ésto. Expandiremos una
funcién en una serie de Laurent en torno a una singularidad, y usaremos singularidades para
desarrollar el poderoso y ttil calculo del residuo en el préximo capitulo.

El teorema fundamental del dlgebra, el cual dice que cualquier polinomio P(z) = "'_ a,2"
conn >0y a, # 0 tiene n raices, también se deduce del teorema de Liouville. Suponga que
P(z) no tiene cero. Entonces, 1/P(z) es analitica y acotada cuando |z| — oo. De modo que
f(2) es una constante por el teorema de Liouville, q.e.a. Por lo tanto P(z) tiene al menos una
raiz por la cual puede ser dividida. Luego repetimos el proceso para el polinomio resultante
de grado n — 1. Esto tiende a la conclusién que P(z) tiene exactamente n raices.

9Podemos usar aqui el teorema del valor medio.
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5.5 Expansion de Laurent.

5.5.1 Expansion de Taylor.

La férmula de la integral de Cauchy de la seccién precedente abre el camino para otra deriva-
cién de la serie de Taylor, pero esta vez para funciones de una variable compleja. Supongamos
que tratamos de expandir f(z) en torno a z = zg y que tenemos z = z; como el punto mas
cercano sobre el plano complejo para el cual f(z) no es analitica. Construimos un circulo C'
centrado en z = 2z con radio |2’ — zp| < |21 — 20| (5.11). Ya que supusimos z; como el punto
méas cercano en el cual f(z) no era analitica, f(z) es necesariamente analitica sobre y dentro
de C.

Figura 5.11: Expansién en torno a zy con z; el primer punto en que f(z) no es analitica.

A partir de la ecuacién (5.48), la férmula de la integral de Cauchy,

1 f(zhdz
f(Z)—% s
1 f(zhdZ
B e e (5.58)
1 f(zhdz'

Comi Jo (2 — 2)[1— (2 — 20)/(7 — 20)]

Aqui 2’ es un punto en el contorno de C' y z es cualquier punto interior a C'. No es riguro-
samente legal expandir el denominador del integrando en la ecuacién (5.58) por el teorema
binomial, porque todavia no hemos probado el teorema binomial para variables complejas.
En cambio, notemos la identidad

1 [ee]
— =14 t+2+2+ =) " 5.59
T o Lttt A+ nEO : (5.59)

la cual puede ser facilmente verificada multiplicando ambos lados por 1 —¢. La serie infinita,
siguiendo el método de la seccién 4.2, es convergente para |t| < 1.
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Ahora para el punto z interior a C, |z — 29| < |2’ — 2o/, y usando la ecuacién (5.59), la
ecuacién (5.58) se convierte en

(z — z0)" f()d7
= omi f Z (2/ — 29) "+1 (5.60)

Intercambiando el orden de la integracién y de la suma (vélida ya que la ecuacién (5.59) es
uniformemente convergente para |t| < 1), obtenemos

1l " f(zhdz
f(z) = i ;(2 ) im (5.61)
Usando la ecuacién (5.52),0btenemos
s (n)
F) =3 - (5.62)
n=0 '

la cual es nuestra expansién de Taylor deseada. Note que esta basada solamente en la
suposicion de que f(z) es analitica para |z — zg| < |21 — 20]. Al igual que para series de
potencia de variable real, esta expansion es tnica para un zy dado.

5.5.2 Principio de Reflexién de Schwarz.

A partir de la expansién binomial de g(z) = (2 — )" para n entero es facil ver que el
conjugado complejo de una funcion es la funciéon del complejo conjugado, para xq real

9 (2) = ((z = x0)")" = (2" —x0)" = g(2") . (5.63)

Esto conduce al principio de reflexién de Schwarz: Si una funcion f(z) es (1) analitica sobre
alguna region incluyendo el eje real y (2) real cuando z es real, entonces

[r(z) = f(z") . (5.64)

Ver figura 5.12.
Expandiendo f(z) alrededor de algiin punto (no singular) z, en el eje real,

> ™ (24
flz) =) (z— wo)”f n<! ) : (5.65)

por la ecuacién (5.61). Ya que f(z) es analitica en z = x¢, esta expansién de Taylor existe.
Ya que f(z) es real cuando z es real, f(™(x,) debe ser real para todo n. Luego cuando
usemos la ecuacién (5.63), la ecuacién (5.64), el principio de reflexién de Schwarz, sigue
inmediatamente.
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ul
f(z)=u(x.y)+iv(x,y)

=f*(z*)=u(x,~y)=iv(X,~y)
Vv

f(2%)=u(x,~y) Hv(x,-Y)
T =@Ruy) vy

Figura 5.12: Principio de reflexiéon de Schwarz.

5.5.3 Continuacion analitica.

Es natural pensar los valores f(z) de una funcién analitica f como una entidad tnica que
usualmente esta definida en alguna regién restringida S; del plano complejo, por ejemplo una
serie de Taylor (ver figura 5.13). Entonces f es analitica dentro del circulo de convergencia
(1, cuyo radio estd dado por la distancia r; desde el centro de C; a la singularidad mas
cercana de f en z; (en figura 5.13). Si escogemos un punto dentro de C; que este més alld de
r1 desde la singularidad de z; y hacemos una expansién de Taylor de f, luego el circulo de
convergencia Cy usualmente se extendera més alla del primer circulo C. En la regién que se
superponen ambos circulos C, Cs la funcién f estd definida en forma tnica. En la region del
circulo Cy que se extiende mas alld de C, f(z) estd definida en forma tnica por la serie de
Taylor en torno al centro de C5 y es analitica alli, aunque la serie de Taylor en torno al centro
de C] no es mas convergente alli. Después Weierstrass este proceso es llamado continuacion
analitica. Esta define la funcién analitica f en términos de su definicién original (en C}) y
todas sus continuaciones.

Figura 5.13: Continuacién analitica.
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Un ejemplo especifico es la funcion meromdorfica

1
= ; 5.66
FE) = 1 (5.66)
la cual tiene un polo simple en z = —1 y es analitica donde sea. La expansion de la serie
geométrica
1 2 - n
1+Z:1—z—i—z —'--:ngzo(—z) : (5.67)

converge para |z| < 1, i.e., dentro del circulo C en la figura 5.13. Supongamos que expandi-
mos f(z) alrededor de z = i, tal que

() = 1 1 1

1+z 1+4i+(z—i) (@+a)(Ll+(z—14)/(L+1))
z—1 (z—i)z_'“] 1

1 T Ty 1+i

(5.68)

b

converge para |z —i| < |1 + 4| = /2. Nuestro circulo de convergencia es Cy en la figura
5.13. Ahora f(z) estd definida por la expansion (5.68) en Sy la cual se superpone a S; y
se extiende més alld en el plano complejo!®. Esta extensién es una continuacién analitica, y
cuando tenemos solamente puntos singulares aislados con quien enfrentarnos, la funcién puede
ser extendida indefinidamente. Las ecuaciones (5.66),(5.67) y (5.68) son tres representaciones
diferentes de la misma funcién. Cada representacion tiene su propio dominio de convergencia.
La ecuacién (5.67) es una serie de Maclaurin. La ecuacién (5.68) es una expansion de Taylor
alrededor de z = i y desde el siguiente parrafo la ecuacién (5.66) se ve como una serie de
Laurent de un término.

Una continuacion analitica puede ser tomada de muchas formas y la serie de expansion ya
consideradas no es necesariamente la técnica mas conveniente. Como una técnica alternativa
usaremos una relacion de recurrencia para extender la funcién factorial alrededor de los puntos
singulares aislados, z = —n,n=1,2,3,....

5.5.4 Permanencia de la forma algebraica.

Todas nuestras funciones elementales, e*, sen(z), etc., pueden ser extendidas al plano com-
plejo. Por ejemplo, ellas pueden ser definidas por expansiones de series de potencias tal
como

B z 22 e
e:1+ﬁ+§+--~=;a, (5.69)

para la exponencial. Tales definiciones concuerdan con las definiciones de variable real a lo
largo del eje = y literalmente constituyen una continuacién analitica de las correspondientes
funciones reales en el plano complejo. Este resultado a menudo es llamado permanencia de
la forma algebraica

10Uno de los méds poderosos y hermosos resultados de la mds abstracta teorfa de funciones de variable
compleja es que si dos funciones analitica coinciden en una region, tal como la interseccién de S; y Ss, o
coinciden sobre cualquier segmento de linea, ellas son la misma funcién en el sentido que ellas coincidiran en
cualquier parte siempre que ambas estén bien definidas.
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5.5.5 Serie de Laurent.

Frecuentemente encontramos funciones que son analiticas en una region anular, es decir, de
radio interno r y radio externo R, como lo muestra la figura 5.14. Dibujando una linea de

Linea de
contorno

Figura 5.14: |2' — 20lcy, > |2 — 205 |2/ — 20l < |2 — 20]-

contorno auxiliar para convertir nuestra regién en una regién simplemente conexa, aplicamos
la férmula integral de Cauchy, y para los dos circulos, Cy y C, centrados en z = z5 y con
radios 75 v 71, respectivamente, donde r < 5 < 7 < R, tenemos'!

1 f(zhdz 1 f(z)d
f(z)—% o T, e (5.70)

Note cuidadosamente que en la ecuacién (5.70) un signo menos explicito ha sido introducido
asi que el contorno Cy (como C}) sea recorridos en el sentido positivo (contra los punteros
del reloj). El tratamiento de la ecuacién (5.70) ahora procede exactamente como la ecuacién
(5.58) en el desarrollo de la serie de Taylor. Cada denominador escrito como (2’ —zg) —(z—zp)
y expandido por el teorema del binomio el cual ahora sigue a la serie de Taylor (ecuacién
(5.62)). Notando que para C, |z — 29| > |z — 20| mientras que para Cs, |2’ — 20| < |2 — 20/,
encontramos

e e}

f(z) = 2%2 ZO(Z — 20)" j{n (Zf(,W Zl z—2z) " ]{32(2’ — 20)" f(2)d2

(5.71)

El signo menos de la ecuacién (5.70) ha sido absorbido por la expansién binomial. Etique-
tando la primera serie S; y la segunda S,,

1 " f(z"dz

C1

HUPodemos tomar ry arbitrariamente cerca de r y 7 arbitrariamente cerca de R, maximizando el 4rea
encerrada por Cy y Cs.
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la cual es la expansion de Taylor regular, convergente para |z — 2| < |2/ — 29| = r1, esto es
) ) )
para todo z interior del circulo, C. Para la segunda serie de la ecuacion tenemos

S, = Qim ;(Z )" fc = o) () (5.73)

convergente para |z — zg| > |2/ — 29| = 79, esto es, para todo z exterior al circulo més pequeno
(5. Recuerde, C5 ahora va en contra del sentido de los punteros del reloj.
Estas dos series pueden ser combinadas en una serie'?( una serie de Laurent) por

Z an(z —20)" , (5.74)

n=—oo

donde
S S G 4G
L= fc : (5.75)

2mi 2! — zp)tt

Ya que, en la ecuacién (5.75), la convergencia de la expansién binomial ya no es un problema,
C' puede ser cualquier contorno dentro de una regién anular r < |z — z5| < R encerrando a
2o una vez en sentido antihorario. Si suponemos que en una regién anular la convergencia
existe, la ecuacién (5.74) es la serie de Laurent o la expansién de Laurent de f(z).

El uso de una linea de contorno (figura 5.14) es conveniente para convertir la regién anular
en una region simplemente conexa. Ya que nuestra funcién es analitica en esa regién anular
(y por lo tanto univaluada), la linea de contorno no es esencial y, por cierto, las funciones con
puntos de ramificacién deben tener lineas de corte. Los coeficientes de las series de Laurent
no necesitan venir de la evaluacién de las integrales de contorno ( las cuales pueden ser muy
dificiles de trabajar). Otras técnicas tales como las expansiones de series ordinarias pueden
dar los coeficientes.

Nos limitaremos a un ejemplo sencillo para ilustrar la aplicacién de la ecuacién (5.74).

Ejemplo
Sea f(z) = [2(z — 1)]7. Si escogemos 2y = 0, entonces 7 = 0y R = 1, f(z) diverge en
z = 1. A partir de las ecuaciones (5.75) y (5.74)

RN
n = 271 ( /)n+2( r_ 1)n+1
- X

De nuevo, intercambiando el orden de la suma y la integracién (series uniformemente con-
vergentes), tenemos

(5.76)

an =5 27{ e (5.77)

12Reemplazando n por —n en Sy y sumando.
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Si empleamos la forma polar, como en la ecuacién (5.52)

rie’df
27'('7, Z 7’”+2 mez (n+2—m)0

(5.78)
= %27Timzzo5n+2—m,1 :
En otras palabras,
-1 > —1
0 paran < —1.
La expansion de Laurent (ecuacién (5.74)) se convierte en
1 1
— =1z
z2(z—1) z
o0 (5.80)

:—ZZ".

n=—

Para esta funcion simple la serie de Laurent puede, por su puesto, ser obtenida por una
expansion binomial directa.

La serie de Laurent difiere de la de Taylor por las caracteristicas obvias de las potencias
negativas de (z — zg). Por esta razén la serie de Laurent siempre divergird al menos en z = 2
y quizds en cuanto a alguna distancia més alld de r (figura 5.14).

5.6 Mapeo.

En las seccciones precedentes hemos definido las funciones analiticas y hemos desarrollado
alguna de sus principales caracteristicas. A partir de estos desarrollo las relaciones integrales
del préximo capitulo se derivan directamente. Aqui introducimos algunos de los aspectos mas
geométricos de las funciones de variables compleja, aspectos que seran tutiles en la visualiza-
cion de las operaciones integrales en el préoximo capitulo y que seran valiosas en si mismas
para resolver la ecuacion de Laplace en un sistema de dos dimensiones.

En geometria analitica comin podemos tomar y = f(x) y graficar y versus x. Nuestro
problema aqui es mas complicado, porque z es una funcién de dos variables x e y. Usamos
la notaciéon

w = f(z) =u(x,y) +iv(z,y) , (5.81)

Entonces para un punto en el plano z (valores especificos de x e y) alli puede corresponder
valores especificos para u(x,y) y v(z,y) los cuales producen luego un punto en el plano w.
Asi los puntos en el plano z transforman o son mapeados en puntos en el plano w, lineas
o areas en el plano z seran mapeados en lineas o areas en el plano w. Nuestro propdsito
inmediato es ver cuantas lineas o areas mapean desde el plano z al plano w para un niimero
de funciones simples.
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5.6.1 Traslacion.

w=z+2 . (5.82)

La funcion w es igual a la variable z mas una constante, zg = xo + 1yo. Por las ecuaciones

(5.1) y (5.81)

U=x+x,

5.83
U:y+907 ( )

representando una traslacion pura de los ejes de coordenadas como muestra la figura 5.15.

(X, %)

X

Figura 5.15: Translacion.

5.6.2 Rotacion.

w =22 . (5.84)

Aqui es conveniente volver a la representacién de coordenadas polares, usando

w=pe® | z=re? vy z5=ree?, (5.85)
entonces
pe'? = rryel0+0) (5.86)
0
p=TTo
5.87
=0, (5.87)

Dos cosas han ocurrido. Primero, el médulo r ha sido modificado, ya sea expandido o
contraido, por el factor ro. Segundo, el argumento ¢ ha sido aumentado por la constante
aditiva 6y (figura 5.16). Esto representa una rotacién de la variable compleja en un éngulo
0p. Para el caso especial de zy = i, tenemos una rotacién pura en 7/2 radianes.
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p: r ro
v w
(0,1)
Lo % $=6+6, y
Figura 5.16: Rotacién.
5.6.3 Inversion.
1
=—. 5.88
W=~ (5.59)
Nuevamente, usando la forma polar, tenemos
) 1 1 .
ip _ — 0
pe = (5.89)
la cual muestra que
1
p=-, p=-0. (5.90)
,

La primera parte de la ecuacién (5.90) muestra claramente una inversién. El interior del
circulo unitario es mapeado en el exterior y vice versa (figura 5.17). En suma, la segunda
parte de la ecuacién (5.90) muestra que el angulo polar se le invierte el signo. La ecuacién
(5.88), por lo tanto, también involucra una reflexién del eje y exactamente como la ecuacién
del complejo conjugado.

Para ver como las lineas en el plano z se transforman en el plano w, simplemente volvamos
a la forma cartesiana:

U+ =

. 91
T+ 1y (5:91)

Racionalizando el lado derecho multiplicando el numerador y el denominador por z* y luego
igualando las partes reales e imaginarias, tenemos

X u
u=——- r=———
2+ y?’ u? + 02’
y v (5.92)
V= ——— =——.
I2+y27 Yy U2+U2

Un circulo centrado en el origen en el plano z tiene la forma

2?4yt =07, (5.93)
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(0.1)

Figura 5.17: Inversién.

y por la ecuacién (5.92) se transforma en

AN RN (5.94)
(u2+0v2)2  (u?+02)? '
Simplificando la ecuacion (5.94), obtenemos
2o D 5.95
u + v = i o, (5.95)
la cual describe un circulo en el plano w también centrado en el origen.
La linea horizontal y = ¢; se transforma en
—v
S —— 5.96
(u? + v?)? s (5.96)
0
9 o9 U 1 1
— = 5.97
u® + v’ + . + ol [2a) (5.97)
la cual describe un circulo en el plano w de radio (1/2)¢; y centrado en u = 0,v = —1/2¢;
(figura 5.18).
Podemos probar otras posibilidades, x = £c¢1, y = —cyq, o rotar los ejes xy. En general,

cualquier linea recta o circulo en el plano z transformara en linea recta o circulo en el plano

w.
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0-Lc)

Figura 5.18: Inversion, linea—circulo.

5.6.4 Puntos de ramificacién y funciones multivaluadas.

Las tres transformaciones ya discutidas todas han involucrado una correspondencia uno a
uno de puntos en el plano z a puntos en el plano w. Ahora ilustraremos la variedad de
transformaciones que son posibles y los problemas que ellas puedan presentar, introduciremos
una correspondencia de dos a uno y luego una correspondencia de muchos a uno. Finalmente,
tomaremos los inversos de esas dos transformaciones.

Consideremos primero la transformacion

w= 2%, (5.98)
la cual conduce a
p=r?, ©=20. (5.99)

Claramente, nuestras transformacion es no lineal, para el modulo es cuadrado, pero la carac-
teristica significante de la ecuacién (5.99) es que el dngulo fase o argumento estéd doblado.
Esto significa que:

primer cuadrante de z, 0 < § < 7/2 — semi plano superior de w, 0 < p < T,

semi plano superior de 2z, 0 < 6 < ™ — plano completo de w, 0 < 0 < 27.

El semi plano inferior de z mapea sobre el ya cubierto el plano completo de w, cubriendo
el plano w por segunda vez. Esta es nuestra correspondencia dos a uno, dos puntos distintos
en el plano z, zg y 20" = —zy, correspondiendo al punto tinico w = z2. En representacién
cartesiana

u+iv = (x +iy)?

5.100
=2 —y* + 22y, ( )
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produciendo

2 2
u=z" -y,
Y (5.101)
v =21y .

De modo que las lineas u = ¢;, v = ¢, en el plano w corresponden a z2 — y% = ¢, 22y = o,
hipérbolas rectangular (y ortogonal) en el plano z (figura 5.19). Para cada punto sobre la

A A "

2Xy=C,

u=c,

V=C,

Y

Figura 5.19: Mapeo en coordenadas hiperbdlicas.

hipérbola 22 —y? = ¢; en el semi plano derecho, x > 0, un punto sobre la linea u = ¢; también
corresponde a un punto sobre la hipérbola #?> — y? = ¢; y en el semi plano izquierdo, z < 0,
como se explico.

En la préxima seccién mostraremos que si las lineas en el plano w son ortogonales las
correspondientes lineas en el plano z también son ortogonales, ya que la trnasformacién es
analitica. Aunque u = ¢; y v = ¢ son construidas en forma perpendicular una a otra, las
correspondientes hipérbolas en el plano z son ortogonales. Literalmente hemos construido un
nuevo sistema ortogonal de lineas hiperbdélicas (o superficies si anadimos un eje perpendicular
a x e y). Podria notarse que si las lineaas hiperbdlicas son lineas de fuerza eléctrica o
magnética, entonces tenemos un lente cuadrupolar 1til en enfocar haces de particulas de alta
energia. El inverso de la cuarta transformacién (ecuacién (5.98)) es

w=2zY% . (5.102)
De la relaciéon
i _ 1/2,6/2

pe : (5.103)

20 =10, (5.104)
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ahora tenemos dos puntos en el plano w (argumentos ¢ y ¢ + ) corresponden a un punto
en el plano z (excepto para el punto z = 0). O, poniendolo de otra manera, 6 y 6 + 27
corresponden a ¢ y a ¢ + 7, dos puntos distintos en el plano w. Esto es en variable compleja
el andlogo de la ecuacién en variable real simple % = z, en la cual dos valores de y, més y
menos, corresponden a cada valor de z.

El punto importante aqui es que podemos hacer la funcién w de la ecuacién (5.102) una
funcién univaluada en vez de una funcién bivaluada si acordamos en restringir ¢ a un rango
tal como 0 < 6 < 27. Esto puede ser hecho acordando nunca cruzar la linea 8 = 0 en el plano
z (figura 5.20). Cada una de las lineas de demarcacién es llamada una linea de corte.

Linea de corte

L

X

Figura 5.20: Linea de corte.

La linea de corte acopla las dos singularidades de puntos ramificados en 0 y oo, donde la
funcién es claramente no analitica. Cualquier linea desde z = 0 a infinito serviria igualmente
bien. El proposito de la linea de corte es restringir el argumento de z. Los puntos z y
zexp(27i) coincide en el plano z pero produce diferentes puntos: w y —w = wexp(wi), en
el plano w. De modo que en ausencia de una linea de corte la funcién w = z/? es ambigua.
Alternativamente, aunque la funcién w = 2?2 es bivaluada, también podemos pegar dos
hojas del plano complejo z junto a lo largo de la linea de corte tal que arg(z) aumente mas
alla de 27 a lo largo de la linea de corte bajar desde 47 sobre la segunda hoja hasta la partida
sobre la primera hoja. Esta construccién es llamada superficie de Riemann de w = 2'/2.
Encontraremos puntos ramificados y lineas de corte frecuentemente en el préximo capitulo.

La transformacion

w=e", (5.105)
produce
pe'? = et (5.106)
(6]
i eﬂ’»‘ ,
P (5.107)
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Si y pertenece a 0 < y < 27 (0 —7 < y < 7), entonces ¢ cubre el mismo intervalo. Pero
esto es el plano w completo. En otras palabras, una franja horizontal en el plano z de ancho
27 mapea en el plano w entero. Mas amplio, cualquier punto (por la ecuacién (5.107)), en el
plano w. Tenemos una correspondencia de muchos a uno (infinitamente muchos). Finalmente,
el inverso de la quinta transformacién (ecuacién (5.105)), tenemos

w=1Inz. (5.108)

Expandiendola, tenemos

u+iv = Inre?

) (5.109)
=Inr+160 .

Para un punto zy dado en el plano z el argumento 0 es inespecifico dentro de un multiplo
entero de 27. Esto significa que

v=~0+2nm (5.110)

y como en la transformacién exponencial, tenemos una correspondencia de muchos a uno.

La ecuacién (5.108) una simpdtica representacion fisica. Si vamos alrededor del circulo
unitario en el plano z, r = 1 y por la ecuacién (5.109), u = Inr = 0; pero v = 0, y 0 estd
aumentando establemente y continiia aumentando cuando 6 continia, pasado 2.

La linea de corte acopla el punto ramificado en el origen con infinito. Cuando # aumenta
pasado 27 pegamos una nueva hoja del plano complejo z a lo largo de la linea de corte,
etc. Haciendo un recorrido alrededor del circulo unitario en el plano z es como avanza un
desatornillador como si rotara o la subida de una persona ascendiendo una escalera de espiral
(figura 5.21), la cual es la superficie de Riemann de w = In z.

X

Figura 5.21: Esta es la superficie de Riemann para In(z), una funcién multivaluada.

Como en el ejemplo precedente, también podemos hacer la correspondencia tnica (y
ecuacién (5.108) inambigua) restringendo # a un intervalo tal como 0 < # < 27 tomando la
linea @ = 0 (eje real positivo) como una linea de corte. Esto es equivalente a tomar una y
solamente una vuelta completa de la escalera de espiral.
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Esto a causa de la naturaleza multivaluada de In z que la integral de contorno

d
Y _oni40,
ya

integrando alrededor del origen.

El concepto de mapeo es amplio y 1til en matematicas. Nuestro mapeo del plano complejo
z a un plano complejo w es una generalizacién simple de una definicién de funcién: un mapeo
de z (a partir de un arreglo) en y en un segundo arreglo. Una forma maés sofisticada de mapeo
aparece cuando usamos la funcién delta de Dirac §(z — a) para mapear una funcién f(z) en
su valor en el punto a.

5.7 Mapeo conforme

En la seccién 5.6 las hipérbolas fueron mapeadas en lineas rectas y lineas rectas mapeadas en

circulos. Aun en todas esas transformaciones una caracteristica permanecio constante. Esta

constancia fue un resultado del hecho que todas las transformaciones de la secciéon 5.6 eran

analiticas. Ya que w = f(z) es una funcién analitica, tenemos
df  dw Aw

= = lim
dz dz  Az—0 Az

(5.111)

Suponiendo que esta ecuacion esta en una forma polar, podemos igualar el médulo al médulo
y el argumento al argumento. Para el dltimo (suponiedo que df /dz # 0)

’ Aw . Aw
e N0 Az T armo MEAL
= dimperetw — fim argds (5-112)
df
= arga =,

donde «, el argumento de la derivada, puede depender de z pero es una constante para
un z fijo, independiente de la direccién de aproximacion. Para ver el significado de esto,
consideremos dos curvas, C, en el plano z y la correspondiente curva C,, en el plano w (figura
5.22). El incremento Az estd mostrado en un angulo 6 relativo al eje real (z) mientras el
correspondiente incremento Aw forma un angulo de ¢ con el eje real (u). De la ecuacién
(5.112)

p=0+a, (5.113)

o cualquier linea en el plano z es rotado a través de un angulo « en el plano w ya que w
es una transformacién analitica y la derivada es distinta de cero®. Entonces para el angulo
entre estas dos lineas

pr—p1=(02+a)—(h+a)=60,—10;, (5.114)

13Si df /dz = 0 las fases quedan indefinidas y la transformacién no necesariamente preservara los 4ngulos.



194 CAPITULO 5. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA I.

C

y
Az AW Cw

Zy a) W ¢:9+0(

B B

planoz X planow U

Figura 5.22: Mapeo conforme preservacion de los dangulos.

la cual muestra que el angulo incluido es preservado bajo una transformacion analitica. Tal
transformacién que preserva el angulo son llamadas conformes. El angulo de rotacién «, en
general, dependerd de z. Adicionalmente |f(z)| usualmente, serd una funcién de z.

Histéricamente, estas transformaciones conformes han sido de gran importancia para los
cientificos e ingenieros en resolver la ecuacion de Laplace para problemas de electroestatica,
hidrodinamica, flujo de calor y etc. Desafortunadamente, el acercamiento por transforma-
cién conformes, siempre elegante, esta limitada a problemas que pueden ser reducidos a dos
dimensiones. El método es a menudo bello si hay una alta simetria presente pero a menudo
imposible si la simetria estd rota o ausente. A causa de estas limitaciones y principalmente
a causa de la alta velocidad que los computadores que ofrecen una 1til alternativa (solucio-
nes iterativas de la ecuaciones diferenciales parcial), los detalles y aplicaciones del mapeo
conforme son omitidas.



Capitulo 6

Funciones de una variable compleja 11.
Calculo del residuo.

versién final 1.4-120702%

6.1 Singularidades.

En este capitulo volvemos a la linea de analisis que comenzamos con las condiciones de
Cauchy-Riemann en el capitulo anterior y nos condujo a la expansion de Laurent. La ex-
pansion de Laurent representa una generalizacién de las series de Taylor en presencia de
singularidades. Definimos el punto zy como un punto singular aislado de la funcién f(z) si
f(2) no es analitica en z = zy pero es analitica en las cercanias del punto. Una funcién que es
analitica en el plano complejo entero finito excepto por polos aislados es llamada meromdrfica.

6.1.1 Polos.
En la expansién de Laurent de f(z) alrededor de z

oo

f(z) = Z an(z — z9)" . (6.1)

n=—oo

Si a, = 0 para todon < —m < 0y a_,, # 0, decimos que zy es un polo de orden m. Por
ejemplo, si m = 1; esto es, si a_1/(z — 2zg) es el primer término no nulo en la serie de Laurent,
tenemos un polo de orden uno, a menudo llamado un polo simple.

Si, por otra parte, la suma continua en n = —oo, entonces z; es un polo de orden
infinito y es llamado una singularidad esencial. Estas singularidades esenciales tienen muchas
caracteristicas patologicas. Por ejemplo, podemos mostrar que en cualquier pequena vecindad
en torno a una singularidad esencial de f(z) la funcién f(z) llega a ser arbitrariamente cercana
a cualquier cantidad compleja seleccionada wy. Literalmente, el plano w complejo es mapeado
en el entorno del punto z5. Un punto de diferencia fundamental entre un polo de orden finito
y una singularidad esencial es que un polo de orden m puede ser removido multiplicando f(z)
por (z — 2z9)™. Esto obviamente no puede ser hecho para una singularidad esencial.

IEste capitulo estd basado en el séptimo capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.
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El comportamiento de f(z) cuando z — oo esta definido en términos de f(1/t) cuando
t — 0. Consideremos la funcién

o0 (_1)n22n+1

sen(z) = Z I (6.2)

n=0

Cuando z — oo, reemplazamos la z por 1/t para obtener

sen G) -y % | (6.3)

n=0

Claramente, a partir de la definicién, sen(z) tiene una singularidad esencial en infinito. Este
resultado podria anticiparse ya que

sen(z) = sen iy , cuando z =0

=14senhy ,

el cual tiende a infinito en forma exponencial cuando y — oo. Por lo tanto, aunque el valor
absoluto de senx para x real es igual a o menor que uno, el valor absoluto de sen z no esta
acotado.

6.1.2 Puntos de ramificacion.

Hay otra tipo de singularidad que serda importante en las iltimas secciones de este capitulo.
Consideremos

f(z) =2,

en el cual @ no es un entero®. Cuando z se mueve alrededor del circulo unitario desde e a

627”,

F(z) = € e

para a no entero. Como en el capitulo anterior, tenemos un punto ramificado en el origen y
otro en infinito. Los puntos €% y 2™ en el plano z coinciden pero esos puntos coincidentes
producen valores diferentes de f(z); esto es, f(z) es una funcién multivaluada. El problema
es resuelto construyendo una linea de corte uniendo ambos puntos de ramificaciéon tal que
f(2) este inicamente especificada para un punto dado en el plano z.

Note cuidadosamente que una funcién con un punto de ramificaciéon y una requerida linea
de corte no sera continua a través de la linea de corte. En general, serd una fase diferente
sobre el lado opuesto de esa linea de corte. De modo que las integrales de lineas sobre los
lados opuestos de estos puntos ramificados de la linea de corte generalmente no se cancelaran
unas con otras.

2z = 0 es técnicamente un punto singular, para z® tiene un ndmero finito de derivadas, mientras una

funcién analitica tiene garantizada un ndmero infinito de derivadas. El problema es que f(z) no es una
funcién monovaluada cuando tomamos un circulo en torno al origen. La férmula integral de Cauchy no puede
ser aplicada.
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La linea de contorno usada para convertir una regién multiplemente conexa en una regién
simplemente conexa es completamente diferente. Nuestra funciéon es continua a través de la
linea de contorno, y no existen fases diferentes.

Ejemplo
Considere la funcién
fR)=CE -1 =+ P-1". (6.4)
El primer factor sobre el lado derecho, (z = 1)!/2, tiene un punto de ramificacién en z = —1.

El segundo factor tiene un punto de ramificacién z = +1. En infinito f(z) tiene un polo
simple. La linea de corte conecta ambos puntos ramificados. Consideremos la posibilidad de
tomar el segmento de linea que une z = +1 y 2z = —1 como una linea de corte, sigamos las
fases de estos dos factores cuando nos movemos a lo largo del contorno mostrado en la figura
6.1.

4@?,:0‘2@1»
\__'5 B\ A7 X

Figura 6.1: Contorno que rodea a un par de puntos de ramificacién.

Por conveniencia en los siguientes cambios de fase sea z+1 = re? y 2 —1 = pe’?. Entonces
la fase de f(z) es (0 + ¢)/2. Comenzamos en el punto 1 donde ambos z + 1y z — 1 tienen
una fase de cero. Moviendose desde el punto 1 al punto 2, ¢, la fase de z — 1 = pe’? aumenta
por w. (z — 1 llega a ser negativo). ¢ luego permanece constante hasta que el circulo es
completado, moviendose desde 6 a 7. 6, la fase de z + 1 = re’® muestra un comportamiento
similar aumentando por 27 cuando nos movemos desde 3 a 5. La fase de la funcién f(z) es
(0 4 ¢)/2. Esto es tabulado en la columna final de la tabla 6.1.

Dos caracteristicas emergen;

1. La fase en los puntos 5 y 6 no es la misma que la de las fases de los puntos 2 y 3. Este
comportamiento puede ser esperado en una linea de corte de punto ramificado.

2. La fase en el punto 7 excede a la del punto 1 por 27 y la funcién f(z) = (2% — 1)'/2
es por lo tanto univaluada para el contorno mostrado, circunscribiendo ambos puntos
ramificados.

Si tomamos el eje z —1 < x < 1 como una linea de corte, f(z) estd unicamente especifica-
da. Alternativamente, el eje x positivo para x > 1y el eje x negativo para x < —1 puede ser
tomado como linea de corte. Los puntos ramificados no pueden ser encerrados y la funcion
permanece univaluada.
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Punto 6 ¢ (0+¢)/2
1 0 0 0
2 0 /2
3 0 /2
4 T T s
5 2r ow 3m/2
6 2 w 3r/2
7 2r 2m 2m

Tabla 6.1:

Generalizando a partir de este ejemplo, tenemos que la fase de una funcién

f(z) = fi(2) - fa(2) - f3(2) ...

es la suma algebraica de la fase de sus factores individuales:

axglf(2)] = arglfi ()] + anglfa(2)] + anglfs(2)] + ... -

La fase de un factor individual puede ser tomada como el arcotangente de la razén de su
parte imaginaria y su parte real,

argl ()] = et (2

Para el caso de un factor de la forma

fi(z) = (2 — 20)

la fase corresponde a la fase angular de un vector bidimensional desde +zy a z, la fase
aumenta en 27 cuando el punto +z; es encerrado. Inversamente, la transversal de cualquier
loop cerrado que no encierre a 2y no cambia la fase de z — 2.

6.2 Calculo del residuo.

6.2.1 Teorema del residuo.

Si la expansién de Laurent de una funcién f(z) = > a,(z — )" es integrada término
a término usando un contorno cerrado que circunscribe un punto singular zy aislado en un

sentido antihorario, obtenemos

n+1 |?2

Ny —a (2 — 20)
a"f{(z_’z“) dz=an =7 . (6.5)

=0 para todo n # —1 .
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Sin embargo, sin = —1,

c 10 do
a_q ]{(2 —2) tdz =a_, f e — = 2mia_q . (6.6)

ret?

Resumiendo las ecuaciones (6.5) y (6.6), tenemos

o $71) (6.7)

La constante a_, el coeficiente de (2 —29) ™! en la expansién de Laurent, es llamada el residuo
de f(2) en z = 2.

Figura 6.2: Excluyendo singularidades aisladas.

Un conjunto de singularidades aisladas pueden ser manejada adecuadamente deformando
nuestro contorno como es mostrado en la figura 6.2. El teorema integral de Cauchy conduce
a

j{f(z) dzt ¢ f(Ndet § f()det b F)dzte—0. (6.8)
C Coh C1 Ca
La integral cerrada en torno a cualquier punto singular es dada por la ecuacién (6.7).

7{ f(z)dz = —2mia_y , (6.9)
C;

suponiendo una expansion de Laurent en torno del punto singular, z = z;. El signo negativo
viene de la integracién en sentido horario como muestra la figura 6.2. Combinando las
ecuaciones (6.8) y (6.9), tenemos

2)dz =2mi(a_1 0+ Q1. A 1.+ -
§ 1) = 2mila sy s o o) o

= 27i(la suma de los residuos encerrados) .

Este es el teorema del residuo. El problema de evaluar una o mas integrales de contorno
es reemplazado por el problema algebraico del cédlculos de residuo en los puntos singulares
encerrados.



200 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA II.

El primer uso que le daremos al teorema del residuo es desarrollar el concepto del valor
principal de Cauchy. Entonces en el remanente de esta seccion aplicaremos el teorema del
residuo a una amplia variedad de integrales definidas de interés matemético y fisico. En la
seccion 6.3 el concepto del valor principal de Cauchy es usado para obtener las importantes
relaciones de dispersion . El teorema del residuo también sera necesario mas adelante para una
variedad de transformadas integrales, particularmente la transformada inversa de Laplace.
Usando la transformacién z = 1/w para w — 0, podemos encontrar la naturaleza de la
singularidad en z — oo y el residuo de una funcién f(z) con sélo singularidades aisladas y
no en puntos ramificados. En tales casos conocemos que

Z residuos en el plano finito z + residuo en z — 0o =0 .

6.2.2 Valor principal de Cauchy.

Ocasionalmente un polo de primer orden aislado estara directamente sobre el contorno de
integracion. En este caso podemos deformar el contorno para incluir o excluir el residuo
deseado incluyendo un desvio semicircular de radio infinitesimal. Esto es mostrado en la
figura 6.3. La integracién sobre el semicirculo luego da con z — xg = de'¥, dz = ade’dyp,

zZ — X9

2
=1 dp= m, e, ma_ sentido antihorario,
™

dz [ . . . . .
/ = z/ dp =—im, 1i.e.,— Tia_ sentido horario,
Z — X -

esta contribucién, + o —, aparece sobre el lado izquierdo de la ecuacién (6.10). Si nuestro
desvio es en sentido horario, el residuo no puede ser encerrado y alli no estaria el correspon-
diente término sobre el lado derecho de la ecuacién (6.10). Sin embargo, si nuestro desvio es
en sentido antihorario, este residuo podria estar encerrado por el contorno C' y un término
2mia_, apareceria sobre el lado derecho de la ecuacién (6.10). El resultado neto del desvio
ya sea para el horario o antihorario es que un polo simple sobre el contorno es contabilizado
como un medio de lo que podria ser si estuviera dentro del contorno. Esto corresponde a
tomar el valor principal de Cauchy.

Xo \_/

Figura 6.3: Bypass de puntos singulares.

Por ejemplo, supongamos que f(z) con un polo simple en z = z; es integrado sobre el
eje entero real. El contorno esta encerrado con un semicirculo infinito en la mitad del plano
superior (6.4). Entonces

xro—0 00
f{f(z)dz:/ f(z)dx + (2)dz + f(x)dx+/
—00 Cay x0+0 C semicirculo infinito (611)

= 271 E residuos encerrado .



6.2. CALCULO DEL RESIDUO. 201

Si el semicirculo pequeno Cy, incluye z (moviendose a lo largo del eje x, en sentido antihora-
rio), xo estd encerrado, y su contribucién aparece dos veces como mia_ en |, c,, ¥ COMO 2mia_q
en el término 27i Y residuo encerrado para una contribucién neta de mia_;. Si el semicirculo
pequeno superior es elegido, xg es excluido. La tinica contribucion es de la integracion sobre
Cy, en el sentido antihorario la cual tiende a —mia_;. Moviendo esto al extremo derecho de
la ecuacién (6.11), tenemos +mia_y, como antes.

A
y Z

Figura 6.4: Cerrando el contorno con un semicirculo de radio infinito.

Las integrales a lo largo del eje x pueden ser combinadas y al radio del semicirculo lo
hacemos tender a cero. Por lo tanto definimos

lim { / 7 e de+ ;5 (@) da:} :ﬁz f@)d (6.12)

6—0 —oo

La P indica el valor principal de Cauchy y representa el proceso limite precedente. Note
cuidadosamente que el valor principal de Cauchy es un proceso de cancelacién o de balance.
En la vecindad de nuestra singularidad en z = xy,

a_q

f(z) ~ (6.13)

T —T9

Esto es impar, respecto a . El intervalo simétrico o par (respecto a x) da la cancelacién del
area achurada, figura 6.5. La contribucion de la singularidad esta en la integracion alrededor
del semicirculo. Algunas veces, esta misma técnica limite es aplicada para los limites de
integracién +o0o. Podemos definir

ﬁoo f(z)dx = lim ’ f(z)dx . (6.14)

a—00
—a

Un tratamiento alternativo mueve el polo fuera del contorno y luego considera el comporta-
miento limite cuando es traido de vuelta.
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Figura 6.5: Valor principal de Cauchy.

6.2.3 Expansion en polos de funciones meromorficas.

Las funciones analiticas f(z) que tienen solamente polos bien separados como singularidades
son llamadas meromérficas. Por simplicidad suponemos esos polos en z = a, finito con
0 < |ai| < |az| < --- son todos simples con residuos b,. Entonces una expansién de f(z)
en términos de b,(z — a,)~" depende solamente de las propiedades intrinsecas de f(z), en
contraste a la expansién de Taylor cerca de un punto analitico arbitrario zg de f(z) o de la
expansion de Laurent cerca de algin punto singular de f(z).

Consideremos una serie de circulos concentricos C,, alrededor del origen tal que C,, incluya
ai,as, -+ ,a, pero no otros polos, su radio R, — oo cuando n — oo. Para garantizar la
convergencia suponemos que |f(z)| < eR, para cualquier constante positiva pequefia ¢ y
todo z sobre C,,. Entonces la serie

1O = O+ b | o] (6.15

converge a f(z). Para probar este teorema (debido a Mittag-Leffler) usamos el teorema del
residuo para evaluar la integral de contorno para z dentro de C,,:

1 f(w)

" o c, w(w — z)

n 6.16
) ba . $E) - 1(O) (6:16)
= +
— ap(am — 2) z
En C, tenemos para n — oo
| f(w) | eR,
L, | <27R, <e.
o e S R (B~ o)~ R[]~ ©

Usando I, — 0 en la ecuacién (6.16) probamos la ecuacién (6.15).
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Si |f(2)| < eRPT! entonces evaluamos la integral de forma similar

1
/&dwﬁo cuando n — o0,

n— o _.
2mi ) wPtt(w — 2)
y obtenemos la expansién en polo analoga

P £(p) 0 p ot P+
f(z):f(0)+zf’(0)+---—l—%'(0)+2%. (6.17)
’ n=1 n

6.2.4 Expansion en producto de funciones enteras.

Una funcién f(z) que es analitica para todo z finito es llamada una funcién entera. La
derivada logaritmica f’/f es una funcién meromérfica con una expansién en polos.
Si f(z) tiene un cero simple en z = a,,, entonces f(z) = (¢ — a,)g(2) con g(z) analitica y
g(a,) # 0. de modo que la derivada logaritmica
fiz) 1 9'(2)
= -
f (Z) 2= Qp g (Z )
tiene un polo simple en z = a, con residuo 1, y ¢'/g es analitica alli. Si f’/f satisface las
condiciones que conducen a la expansién en polos de la ecuacién (6.15), entonces

, (6.18)

fz)  J0)  —[1 1
f(z) — f(0) +; [an + Z_an] ) (6.19)

se mantiene. Integrando la ecuacién anterior obtenemos

/OZ féj)) dz =1n f(z) — In £(0)

f
/( ) niz—a — In(—a —

y expandiendo obtenemos el expansion en producto

£(2) = £(0) exp Zﬂg))) ﬁ (1 - f) exp (;—n) . (6.20)

n=1

n=1

Ejemplos son las expansiones en productos

sen(z) = 2 f[ (1- ) e = zf[ (1 - nf;) ,
el , n=l (6.21)
o) =T (1~ =)

Otro ejemplo es la expansion en producto de la funcion gamma la cual sera discutida mas
adelante.
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Como una consecuencia de la ecuacién (6.18) la integral de contorno de la derivada loga-
ritmica puede ser usado para contar el nimero Ny de ceros (incluyendo sus multiplicidades)
de la funcién f(z) del contorno C:

1 !
—/ O (6.22)
2mi Jo f(2)
Por otra parte, usando

/
z
/f;éz)) 4z = In f(2) = In| £(2)| +iarglf(2)] (6.23)
vemos que la parte real en la ecuacién (6.23) no cambia cuando z se mueve una vez al rededor
del contorno, mientras el correspondiente cambio en arg[f] debe ser

Ac arg[f] = 27TNf . (624)

Esto conduce al teorema de Rouché: Si f(z) y g(z) son analiticas dentro y sobre un contorno
encerrado C, y |g(2)| < |f(2)| sobre C, entonces f(z) y f(2) + g(z) tienen el mismo nimero
de ceros dentro de C.

Para mostrar esto usamos

2nNpyg = Acarg[f + g] = Acarg[f] + A.arg [1 + %}

ya que |g| < |f| en C, el punto w = 1+ g(2)/f(z) es siempre un punto interior del circulo

en el plano w con centro en 1 y radio 1. De modo que arg[l + g/ f] deberia volver a su valor

original cuando z se mueve al rededor de C'; no puede disminuir o aumentar por un miltiplo
de 27 tal que A arg[l + g/f] = 0.

El teorema de Rouché puede ser usado como una prueba alternativa del teorema fun-

damental el dlgebra: Un polinomio Y _ a,z™ con a, # 0 tiene n ceros. Definamos

f(2) = a,z™. Entonces f tiene un cero de orden n en el origen y no otros ceros. Sea
-1 : ; , :

g(z) =>4 amz™. Apliquemos el teorema de Rouché a un circulo C' con centro en el origen

y radio R > 1. En C, |f(2)| = |an|R" y

n—1
l9(2)| <lao|+lar| R+ -+ |an1| R < <Z|aml> R

m=0

Por lo tanto |g(z)| < |f(2)| para z en C dado R > (320 ' |am|)/|an|. Para todo circulo
C suficientemente grande, por lo tanto, f + g = > _ a,,z™ tiene n ceros dentro de C' de
acuerdo al teorema de Rouché.

6.2.5 Evaluacion de integrales definidas.

Las integrales definidas aparecen repetidamente en problemas de fisica matematica tanto
como en matematica pura. Tres técnicas moderadamente generales son ttiles para evaluar
estas integrales definidas: (1) integrales de contorno, (2) conversién a funciones beta o gamma
y (3) cuadratura numérica. Otros acercamientos incluyen expansién en serie con integracién
término a término y transformadas integrales. Como veremos, el método de integracién de
contorno es quizas el mas versatil de esos métodos, ya que es aplicable a una amplia variedad
de integrales.
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6.2.6 Evaluacion de integrales definidas: fo% f(sen 6, cos)dl

El céalculo del residuo es 1til evaluando una amplia variedad de integrales finitas tanto en
problemas de la fisica como en matematica pura. Consideremos, primero, integrales de la

forma
27

I= f(sen®, cosf)db (6.25)
0

donde f es finita para todos los valores de . También requerimos que f sea una funcion
racional de sen 6 y cosf que serd univaluada. Sea

z=¢e" dz =ie"do .
De esto,
dz z— 2zt z+ 271
df i— sen(0) 5 cos(6) 5 (6.26)

Nuestra integral se convierte en

z—2z7t 24271\ dz
I =—3 — 2
()T (627

con el camino de integracion sobre un circulo unitario. Por el teorema del residuo la ecuacion

(6.20),

I =(—1)2mi Z residuo dentro del circulo unitario. (6.28)
Note que estamos después del residuo de f(z)/z.
Ejemplo

Nuestro problema es evaluar la integral definida

2w do
1:/ — <.
o l+ecost

Por la ecuacién (6.27) ésta se convierte en
dz

[ =—i
fi:l’rculo unitario Z[]- + (8/2)(2 + 2_1)]

——igj(l{ dz
e ) 2420241

El denominador tiene raices

1 1 1 1
z,:———g\/l—f«:z y z+:—g+g\/1—52

£
24 estd dentro del circulo unitario; z_ esté afuera. Luego por la ecuacion (6.28)
2 1
I =—i-2mi

1 .
€ z+ 1/6 + (1/8) V91— g? z=—1/e+(1/e)V1—e?

/2” do 2 el<1
= , e :
o 14 ecos(0) 1—¢2

Obtenemos
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6.2.7 Evaluaciones de integrales definidas: [~ f(z)dx.

Supongamos que nuestra integral definida tiene la forma
I- / (@) da | (6.29)

y satisface las dos condiciones:

a. f(z) es analitica en el semiplano superior excepto para un nimero finito de polos. (Su-
punemos que aqui no hay polos en el eje real. Si se presentan polos en el eje real, ellos
podrian ser incluidos o excluidos como se discutié anteriormente).

b. f(z) se anula tan fuertemente® como 1/z2 para |z| — oo, 0 < arg[z] < 7.

A
y Z

R— o0

Figura 6.6: Contorno de integracion.

Con estas condiciones, podemos tomar como un contorno de integracién el eje real y un
semicirculo en el plano medio superior como muestra la figura 6.6. Tomemos el radio R del
semicirculo infinitamente grande. Entonces

R T
]{ f(2)dz = lim f(z)dz + lim f(Re)iRe" db
R—o0 _R R—o 0

(6.30)
= 27 Z residuos (en el semiplano superior).
De la segunda condicién la segunda integral (sobre el semicirculo) se anula y
/ f(z)dx = 2mi Z residuos (en el semiplano superior). (6.31)

3Podrfamos usar que f(z) se anula més rdpido que 1/z, pero queremos tener f(z) monovaluada.
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Ejemplo

Evalue

I:/oo dr (6.32)

0o 1+ 22

A partir de la ecuacién (6.31)

< dx
/_ N 1722 = 2mi Z residuos (en el semiplano superior).

Aqui y en cada problema similar tenemos una pregunta: ;donde estan los polos? Reescri-
biendo el integrando como

1 1 1

= . , 6.33
1422 z44i z—1 (6.:33)
vemos que hay polos simples (orden 1) en z =4y z = —i. Un polo simple en z = z; indica
(y estd indicado por) una expansién de Laurent de la forma
a_ (o ¢]
flz)=——+ap+ > an(z—2)". (6.34)
zZ— 20 —
El residuo a_; es facilmente aislado como
a—l - (Z - Zo)f(z)|z:zo ° (635)

Usando la ecuacién (6.35), encontramos que el residuo en z = i es 1/(27), mientras que en
z = —ies —1/(2i). Entonces

© g 1
/ M _oni—=x. (6.36)

Aqui hemos usado a_; = 1/(2¢) para el residuo del unico polo incluido en z = i. Es fécil
probar que es posible usar el semicirculo inferior y que esta opciéon conducird al mismo
resultado, I = 7.

6.2.8 Evaluacién de integrales definidas: [~ f(z)e™*dx.

Consideremos la integral definida

I= /OO f(z)e™ dx | (6.37)

con a real y positivo. Esto es una transformada de Fourier. Suponemos las dos condiciones:

a. f(z) es analitica en el semiplano superior excepto para un ntimero finito de polos.
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lim f(z)=0, 0<arg[z] <m. (6.38)

|z|—o0

Note que esta es una condiciéon menos restrictiva que la segunda condicién impuesta sobre
. . (o ¢]
f(z) para la integral previa [~ f(z)dx.

Empleamos el contorno mostrado en la figura 6.6. La aplicacién del célculo del residuo es
la misma cuando sélo se considera uno, pero aqui tenemos que trabajar un poco mas duro
para mostrar que la integral sobre el semicirculo (infinito) va a cero. Esta integral se convierte
en

IR — / f(ReiG)eiaRcosﬁ—aRsenGiReiO do . (639)
0
Sea R tan grande que |f(2)| = |f(Re?)| < e. Entonces

|[R‘ < €R/ 6faRsen9 do
0

e (6.40)
= 25R/ e~eftsent gy
0
En el rango [0, 7/2]
2
—0 <senf .
T
Por lo tanto (figura 6.7)
w/2
|Ir| < 2eR / e~ R/ qp (6.41)
0

Ahora, integrando por inspeccion, obtenemos

y

(@)

Y

I 0
2

Figura 6.7: (a) y = (2/m)0, (b) y = sen6.
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| In| <2 o
8 e
il = aR2/m
Finalmente,
lim < ~¢ . (6.42)
[IrR| @
De la ecuacioén (6.38), ¢ — 0 cuando R — oo y
lim |Ip]=0. (6.43)

R—o0

Este 1til resultado es a veces llamado lema de Jordan. Con esto, hemos preparado para
atacar las integrales de Fourier de la forma mostrada en la ecuacién (6.37).
Usando el contorno mostrado en la figura 6.6, tenemos

/ f(z)e™ dx + }%im Ir = 2mi Z residuos (en el semiplano superior).
Ya que la intengral sobre el semicirculo superior I se anula cuando R — oo (lema de Jordan),

/ f(x)e"™ dv = 2mi Z residuos (en el semiplano superior) (a > 0) . (6.44)

Ejemplo Singularidad sobre el contorno de integracién.

El problema es evaluar

I= / Fsen@) 4o (6.45)

X

esto puede ser tomado como la parte imaginaria de?
eiz
I, :]5 —dz. (6.46)
z

Ahora el tinico polo es un polo simple en z = 0 y el residuo dado por la ecuacién (6.35) es
a_; = 1. Escogemos el contorno dado por la figura 6.8 (1) para evitar el polo, (2) para incluir
el eje real y (3) para procurar que tienda a cero el integrando para z = iy con y — oo. Note
que en este caso un semicirculo grande (infinito) en el semiplano inferior serfa desastroso.

Tenemos
izd T izd R d izd
%6 Z:/ ezm_x+/6 Z+/ ezx_x+/€ Z:O’ (647)
zZ R i C1 ya r X Cs A

*Uno puede usar [[(e® — e~%?)/2iz]dz, pero entonces dos diferentes contornos serdn necesarios para las
dos exponenciales.
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/———5\
- ~
- ~

7 ~N

\\\CZ
»Cl/\r »R = X

Figura 6.8: Contorno de integracion.

el cero final viene del teorema del residuo (ecuacién (6.20)). Por el lema de Jordan

/ Tdz_y (6.48)
Co

z

izd izd 00 md
746 Z:/e Z+f S (6.49)
z o) z — 0 X

La integral sobre el pequenio semicirculo produce (—)mi veces el residuo de 1, el signo menos
es el resultado de ir en sentido horario. Tomando la parte imaginaria, tenemos

/_Z@dx:n, (6.50)

/Oo Sel;(x> dz = g . (6.51)

El contorno de la figura 6.8, aunque conveniente, no es tnico. Encuentre alternativas de
contorno para evaluar la ecuacién (6.45) como ejercicio.

Ejemplo Scattering en mecdnica cudntica.

El analisis mecanico cuantico del scattering conduce a la funcién

°° zsen(x)dr
I(o) = /_ e, (6.52)
donde o es real y positivo. A partir de las condiciones fisicas del problema hay un reque-
rimiento posterior: (o) estd para tener la forma € tal que representard una onda saliente
(outgoing scattered). Usando

1 1 . 1 .
sen(z) = - senh(iz) = Ze“ — Ze_“' , (6.53)
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escribimos la ecuacién (6.52) en el plano complejo como
I(O’) :.[1+IQ s (654)

con
1 [e'e] Zeiz

— 5 2 2
2t J_2¢—0

1 [ ze®

]1 dZ,

(6.55)

]2: dz .

9 2 _ 2
2 J_ 2" —0

La integral I; es similar al ejemplo anterior y, como en este caso, podriamos completar el

contorno por un semicirculo infinito en el semiplano superior como muestra la figura 6.9a.

Para I la exponencial es negativa y completamos el contorno con un semicirculo infinito en el

semiplano inferior, como muestra la figura 6.9b. Como en el ejemplo anterior, el semicirculo

no contribuye a la integral, lema de Jordan.

y A

N M o
—a —a

a
7 A

Figura 6.9: Contorno de integracion.

Todavia esta el problema de localizar los polos y evaluar los residuos. Encontramos polos

en z =40y z = —o sobre el contorno de integracion. Los residuos son
=0 z=—0
620’ 6—20'
L —
2 2
e—ia eiU
I —
2 2

Rodeando los polos, como se muestra en la figura 6.9 (esto se complica un poco si vamos de
arriba a bajo), encontramos que el teorema del residuo conduce a

1 e—ia 1 eia 1 eia
Pl —m | — | =] — =27 | — | — i
1 — i (22) 5t (21) 5 i (21) 5 (6.56)
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por tener encerrada la singularidad en z = o pero excluida en z = —¢. En un aspecto similar,
pero notando que el contorno para I es en sentido horario,

—1\ e —1\ e —1\ e
Pl —7mi| — | — | — =2m|—) = .
9 72(22_) 2+m(2i) 5 7TZ<21,) 5 (6.57)

Sumando las ecuaciones (6.56) y (6.57), tenemos

PI(o) =PI + PI, = g (e +e7") = mcoshio (6.58)

= T COSO .

Esta es una buena evaluacion de la ecuacién (6.52), pero desafortunadamente la dependencia
del coseno es apropiada para una onda estacionaria y no para una onda saliente como se
especificd. Para obtener la forma deseada, tratamos una técnica diferente. En vez de rodear
los puntos singulares, los movemos fuera del eje real. especificamente, sea ¢ — o + 7,
—0 — —o — 17, donde 7 es positivo pero pequeno y eventualmente tendera a cero, ésto es,

I (o) = }Yll% I(o +1iv) . (6.59)

Con esta sustitucion simple, la primera integral I; se convertira

(6.60)

1 6i(o+i'y)
22)

Li(o + i) = 2mi <—, 5

por directa aplicacion del teorema del residuo. También,

(6.61)

-1 ei(cr—i-w)
2_z> 2

Ly(o +ivy) = —2mi (

Sumando las ecuaciones (6.60) y (6.61) y haciendo luego v — 0, obtenemos

! (6.62)

= lim me' @t = geiv

7—0
un resultado que ajustan las condiciones de borde de nuestro problema de scattering.
Es interesante notar que la sustitucion ¢ — o — 7y tendria que conducir a

I (o) =me™™ | (6.63)

la cual representaria una onda entrante. Nuestros resultados anteriores (ecuacién (6.58)) es
visto como el promedio aritmético de las ecuaciones (6.62) y (6.63). Este promedio es el valor
principal de Cauchy de la integral. Note que tenemos esas posibilidades (ecuaciones (6.58),
(6.62) y (6.63)) por que nuestra integral no es inicamente definida hasta que especifiquemos
el proceso limite particular (o promedio) a ser usado.
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6.2.9 Evaluacién de integrales definidas: formas exponenciales.

Con funciones exponenciales o hiperbdlicas presentes en el integrando, la vida es mas compli-
cada que antes. En vez de una prescripcion general completa, el contorno debe ser escogido
para ajustar la integral especifica. Estos casos son oportunidades para ilustrar la versatilidad
y poder de la integracion de contorno.

Como un ejemplo, consideremos una integral que serd muy 1til en el desarrollo de una rela-
ci6én entre z! y (—2z)!. Note cémo la periodicidad a lo largo del eje imaginario es aprovechada.

—R+ 211I R+ 2111

-R Rl x

Figura 6.10: Contorno de integracion.

Ejemplo Funcién factorial.

Deseamos evaluar

[:/ © _dr, O<a<l. (6.64)
oo L+ €7

Los limites sobre a son necesarios (y suficientes) para prevenir la divergencia de la integral
cuando © — Zoo. Esta integral (ecuacién (6.64)) puede ser manejada reemplazando la
variable real x por la variable compleja z e integrando alrededor del contorno mostrado en
la figura 6.10. Si tomamos el limite cuando R — oo, el eje real, por supuesto, tiende a la
integral que deseamos. El camino de vuelta a lo largo de y = 27 es escogido para dejar el
denominador de la integral invariante, al mismo tiempo introducir un factor constante e?7
en el numerador. Tenemos, en el plano complejo,

az R azr R ar
f ¢ dz = lim / ¢ dx — e?™@ / ¢ dz
1+e* R—oo \ J_p1+e” _pl+4e*

i2ma > e’
:(1—(32 )/_ool—i-e”"dx'

En suma hay dos secciones verticales (0 < y < 27), la cual se anula (exponencialmente)
cuando R — oo. Ahora jdénde estan los polos y ciales son los residuos? Tenemos un polo
cuando

(6.65)

e” =e"e¥ = —1. (6.66)
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La ecuacién (6.66) es satisfecha cuando z = 0 + im. Por una expansién de Laurent® en
potencias de (z — i7) el polo es un polo simple con un residuo de —e™. Luego, aplicando el
teorema del residuo,

(1—et™m™) /OO N j_ = dx = 2mi(—e™) . (6.67)
Esto rapidamente se reduce a
/ C dr="% 0<a<1. (6.68)
oo L+ €% sen ma

Usando la funcién beta, podemos mostrar que la integral es igual al producto (a — 1)!(—a)!.
Esto resulta en la interesante y 1til relacién de la funcién factorial

Ta

al(—a)! = (6.69)

senrwa

Aunque la ecuacién (6.68) se mantiene para a real, 0 < a < 1, la ecuacién (6.69) puede
ser extendida por una continuacion analitica de todos los valores de a, reales y complejos,
excluyendo solamente los valores reales enteros.

Como un ejemplo final de integrales de contorno de funciones exponenciales, consideremos
nuevamente los nimeros de Bernoulli

Ejemplo Numeros de Bernoulli.

En la seccién 5.9 los nimeros de Bernoulli fueron definidos por la expansién

0o Bn
o=y T (6.70)
—~ n!

em—lz

Reemplazando = por z (continuacién analitica), tenemos una serie de Taylor (compare con
la ecuacién (5.52)) con
n! z dz

By = —— 2
2mi Jo, €2 — 127+’

(6.71)

donde el contorno Cj estd rodeando el origen en sentido antihorario con |z| < 27 para dar
los polos en 427i.

Para n = 0 tenemos un polo simple en z = 0 con un residuo de +1. De modo que por la
ecuacion (6.20)

B 0! 2mi(1 1 6.72
=— 2m(l)=1. :
o= 5 2mi(1) (6.72)

Para n = 1 la singularidad en z = 0 llega a ser un polo de segundo orden. El residuo puede
mostrarse que es —1/2 por la expansién en serie de la exponencial, seguida por la expansién
binomial. Esto resulta en

1! 1 1
g o (Y _ 1 6.73
LT o m( 2) 2 (6.73)
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Figura 6.11: Contorno de integracion para los nimeros de Bernoulli.

Para n > 2 este procedimiento llega a ser algo tedioso, y recurrimos a diferentes maneras de
evaluar la ecuacién (6.71). El contorno esta deformado, como lo muestra la figura 6.11.

El nuevo contorno C' todavia encierra el origen, como se requirié, pero ahora también
encierra (en una direccién negativa) series infinitas de puntos singulares a lo largo del eje
imaginario en z = +p27i, con p = 1,2,3,.... La integracién de ida y vuelta a lo largo del eje
x se cancelan, y para R — oo la integracion sobre el circulo infinito tiende a cero. Recuerde
que n > 2. Por lo tanto

d o0
% z c — _omi Zresiduos (z = £p2mi) . (6.74)
Co

er — 1 zntl
p=1

En z = p27i tenemos un polo simple con un residuo (p27i)~". Cuando n es impar, el residuo
en z = p2mi se cancela exactamente con el de z = —p27me y por lo tanto B,, = 0, conn = 3,5, 7,
etc. Para n par los residuos se suman, dando

_ =y S (6.75)

donde ((n) es la funcién zeta de Riemann.

51 L =1 _;r_ezfiﬂ'e«%iﬂ' — ] — erim — —(Z —’L"]T) (1 + z;fﬂ + (Z—Bi! )2 n )
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6.2.10 Residuos de un polo de orden m.

Si f(z) tiene un polo de orden m en z = 2y, donde m es un nimero entero positivo, entonces
el residuo R de f(z) en z = z es

1 dm—l

R = (m — 1)' zlLH,le dzm—1 [(Z - Zo)mf(z)] ) (676)

donde la derivada de orden cero de la funcién se entiende la funcién misma y 0! = 1.

6.3 Relaciones de dispersion.

El concepto de relacion de dispersion lo introduce en fisica los trabajos de Kroing y Kramers en
Optica. El nombre de dispersiéon viene de la dispersién 6ptica, un resultado de la dependencia
del indice de refraccién con la longitud de onda o frecuencia angular. El indice de refraccion
n puede tener una parte real determinada por la velocidad de fase y una (negativa) parte
imaginaria determinada por la absorcién, ver ecuacién (6.91). Kroing y Kramers mostraron
en 1926-1927 que la parte real de (n? — 1) podria ser expresada como una integral de la
parte imaginaria. Generalizando esto, aplicaremos la etiqueta de relaciones de dispersion a
cualquier par de ecuaciones que dan la parte real de una funcién como una integral de su
parte imaginaria y la parte imaginaria como una integral de su parte real ecuaciones (6.82) y
(6.83). La existencia de tales relaciones integrales puede entenderse como un analogo integral
a las relaciones diferenciales de Cauchy-Riemann, seccion 5.2.

Las aplicaciones en fisica moderna son extensas. Por ejemplo, la parte real de la funcién
podria describir el scattering hacia adelante de un rayo gamma en un campo nuclear de
Coulomb. Luego la parte imaginaria describiria la produccién del par electron-positrén en
este mismo campo de Coulomb. Como serd visto més adelante, las relaciones de dispersion
pueden ser tomados como una consecuencia de la causalidad y por lo tanto son independientes
de los detalles de la interaccién particular.

Consideremos una funcién compleja f(z) que es analitica en el semiplano superior y sobre
el eje real. También requerimos que

‘l|im | f(z)|=0, O0<argz<m, (6.77)
Z|—00
para que la integral sobre un semicirculo infinito se anule. El punto de esta condicién es que
podemos expresar f(z) por la férmula integral de Cauchy, ecuacién (5.48),
Ly, (6.78)

2mt | z— 2z

f(20)

6

La integral sobre el semicirculo superior® se anula y tenemos

f(Zo)

La integral sobre el contorno mostrado en la figura 6.12 se ha convertido en una integral a lo
largo del eje x.

R G ICORp (6.79)

2m ) T — 2

6El uso de un semicirculo para cerrar el contorno de integracién es conveniente, pero no obligatorio. Otros
caminos son posibles.
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-R— — R— o

Figura 6.12: Contorno de integracion.

La ecuacién (6.79) supone que 2 estd en el semiplano superior interior al contorno cerrado.
Si zp estuviera en el semiplano inferior, la integral produciria cero por el teorema integral
de Cauchy. Ahora, ya sea dejando que z, se aproxime al eje real desde arriba (zy — ), o
colocandolo sobre el eje real y tomando un promedio de la ecuacién (6.79) y cero, encontramos
que la ecuacién (6.79) se convierte en
oo
f(o) = L @) 4 : (6.80)

IT) oo T — To

donde P indica el valor principal de Cauchy.
Separando la ecuacién (6.80) en partes real e imaginaria’ produce

f(xo) = u(wo) + iv(wo)

21]500 v() dx_i')é“ @) - (6.81)

T)_ oo T — Tp T _ oo T — To

Finalmente, igualando las partes reales y las partes imaginarias obtenemos

u(xo)zlﬁoo @) g (6.82)

T oo T — To

v(xo):—lfoo ur) gy (6.83)

) oo T — Tp

Estas son las relaciones de dispersion. La parte real de nuestra funcién compleja es expresada
como una integral sobre la parte imaginaria. La parte imaginaria esta expresada como una
integral sobre la parte real. Las partes reales e imaginarias son transformaciones de Hilbert
una de la otra. Note que estas relaciones son significativas solamente cuando f(x) es una
funcion compleja de la variable real x.

Desde un punto de vista fisico u(z) y/o v(z) representan alguna medida fisica. Luego
f(2) = u(z) +iv(z) es una continuacién analitica sobre el semiplano superior, con el valor en
el eje real sirviendo como una condiciéon de borde.

"El segundo argumento, y = 0 es omitido. u(xg,0) — u(zo).
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6.3.1 Relaciones de Simetria.

En ocasiones f(x) satisfacera una relacién de simetria y la integral desde —oo a 400 puede ser
reemplazada por una integral solamente sobre valores positivos. Esto es de importancia fisica
considerable ya que la variable x podria representar una frecuencia y solamente frecuencias
> 0 son posibles en fisicas. Supongamos®

fl=z) = f(z) . (6.84)
Entonces
u(—z) +iv(—z) = u(x) —iv(x) . (6.85)

La parte real de f(z) es par y la parte imaginaria es impar. En problemas de scattering en
mecanica cudntica estas relaciones (ecuacién (6.85)) son llamadas condiciones de cruzamiento.
Para sacar utilidad de estas condiciones, reescribimos la ecuacién (6.82) como

w(wo) = 1]50 GO RPN lﬁ)w @) gy (6.86)

T) 0o T — Xo . r — X9

Haciendo x — —z en la primera integral al lado derecho de la ecuacién (6.86) y sustituyendo
v(—z) = —v(zx) de la ecuacién (6.85), obtenemos

14 1 1
U(fl'o)—;]f U(x){x+xo+x—mo} dx

6.87
2]500 xv(zx) (687)
- 72 dv
Similarmente,
2 5% zou(x)
= —— dx . 6.88
v(xo) 7r]§ g x (6.88)

Las originales relaciones de dispersién 6ptica de Kroing-Kramers eran de esta forma.

6.3.2 Dispersiéon optica.

La funcién expli(kz — wt)] describe una onda moviéndose a lo largo del eje x en la direccién
positiva con velocidad v = w/k, w es la frecuencia angular, k el niimero de onda o vector de
propagacion, y n = ck/w el indice de refraccién. A partir de las ecuaciones de Maxwell, la
permitividad eléctrica €, y la ley de Ohm con conductividad o el vector de propagacion k
para un dieléctrico llega a ser

2 4
W= (1 + zﬂ) (6.89)

8Esto no es una feliz coincidencia. Esto asegura que la transformada de Fourier de f(x) serd real.
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(con p, la permeabilidad magnética tomada como uno). La presencia de la conductividad (la
cual significa absorcién) da un aumento en la parte imaginaria. El vector de propagacién k
(y por lo tanto el indice de refraccién n) se ha convertido en complejo.

Inversamente, la parte imaginaria (positiva) implica absorcién. Para conductividades
pobres (4mo /we < 1) una expansién binomial produce

2ro
k= it
\/_ +1 NG

ei(ka:fwt) _ eiw(x\/E/cft)ef%ra'x/c\/E :

una onda atenuada.
Volviendo a la expresién general para k?, encontramos que la ecuacién (6.79) el indiuce
de refraccién se convierte en
27.2
ck Arno
n2:—2:8+z— : (6.90)
w w
Tomamos n? como una funcién de la variable compleja w (con ¢ y o dependiendo de w). Sin
embargo, n? no se anula cuando w — 00 sino realmente se aproxima a la unidad. Tal de
satisfacer la condicién, ecuacién (6.77), uno trabaja con f(w) = n?(w) — 1. Las relaciones
originales de dispersion éptica de Kroing-Kramers estaban en la forma de

Rin?(wp) — 1] — 2 ]foo wSn*(w) 1]

2 _ 2
(i w? — wg

S[n’(wo) — 1] = W]f wog%biig Y o

El conocimiento de los coeficientes de absorcién en todas las frecuencias especifica la parte
real del indice de refraccién y vice versa.

(6.91)

6.3.3 La relacion de Parseval.

Cuando las funciones u(z) y v(x) son transformadas de Hilbert una de la otra y cada una es
cuadrado integrable?, las dos funciones estdn relacionadas por

/: lu(z)|? do = /_Z|v(x) ? dv . (6.92)

Esta es la relacion de Parseval.
Para derivar la ecuacién (6.92), comenzamos con

°°1 s)d 1 v(t)dt
- s—x m Oot—:c

9Esto significa que [*°_|u(z)|* dz y [ |v(z)|? dz son finitas.
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usando la ecuacién (6.82) dos veces.
Integrando primero con respecto a z, tenemos

Parte de la integracion en x produce una funcion delta:
1 [ dx

) (s—a)t—x)

=d(s—1t).
Tenemos
/_Oo ) [P do = /_OO /_OO o(s)(s — £) ds v(t) dt . (6.94)

Luego la integracion en s es llevada a cabo por inspeccion, usando la propiedad que define la
funcién delta.

/ v(s)d(s —t)ds = v(t) . (6.95)
Sustituyendo la ecuacién (6.95) en la (6.94), tenemos la ecuacién (6.92), la relacion de Par-
seval.

6.3.4 Causalidad.

El significado real de las relaciones de dispersion en fisica es que ellas son una consecuencia
directa de suponer que un sistema fisico en particular obedece causalidad. Causalidad es
dificil para definir precisamente pero el significado general es que el efecto no puede preceder
la causa. Una onda scattered no puede ser emitida por el centro scattering antes de que la
onda incidente haya llegado. Para sistemas lineales la relacién mas general entre una funcion
de entrada G (la causa) y la funcién de salida H (el efecto) puede ser escrita como

H(t) = /_ TR — )G dt (6.96)

La causalidad es impuesta requiriendo que
Fit—t)=0 parat—t <0.

La ecuacion (6.96) da la dependencia temporal. La dependencia en la frecuencia es obtenida
tomando las transformadas de Fourier. Por el teorema de convolucion de Fourier,

hw) = f(w)g(w) ,

donde f(w) es la transformada de Fourier F'(t), etc. Inversamente, F'(t) es la transformada
de Fourier de f(w).

La coneccién con las relaciones de dispersion estan dadas por el teorema de Tichmarsh.
Este establece que si f(w) es cuadrado integrable sobre el eje real w, entonces cualquiera de
las tres afirmaciones implica las otras dos.
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1. La transformada de Fourier para f(w) es cero para ¢t < 0 ecuacién (6.96).

2. Remplazando w por z, la funcién f(z) es analitica en el plano complejo z para y > 0y se
aproxima a f(z) casi en cualquier lugar cuando y — 0. Ademas,

/ | fz+iy)|? de < K paray >0,

—00

esto es, la integral esta acotada.

3. Las partes reales e imaginarias de f(z) son transformaciones de Hilbert la una de la otra:
ecuaciones (6.82) y (6.83).

La suposicién de esta relacion entre la entrada y la salida de nuestro sistema lineal es
casual (ecuacién (6.96)) significa que la primera afirmacién es satisfecha. Si f(w) es cua-
drado integrable, entonces el teroema de Tichmarsh tiene la tercera afirmacién como una
consecuencia y tenemos relaciones de dispersion.

6.4 El método de steepest descents.

Analizado problemas en fisica matematica, a menudo uno encuentra deseable conocer el com-
portamiento de una funciéon para valores grandes de la variable, esto es, el comportamiento
asintotico de la funcién. Ejemplos especificos son proporcionados por la funcién gamma y
los varios tipos de funciones de Bessel. El método de steepest descents es un método para
determinar tales comportamientos asintéticos cuando la funcién puede ser expresada como
la integral de la forma general

I(s) = /Cg(z)esf(z) dz . (6.97)

Para el momento, tomemos s real. El contorno C' de integracion es entonces escogido tal que
la parte real de f(z) tienda a menos infinito en ambos limites y que el integrando se anulard
en ambos limites, o es escogido como un contorno cerrado. M4és aun, supongamos que el
factor g(z) en el integrando es dominado por la exponencial en la regién de interés.

Si el parametro s es grande y positivo, el valor del integrando llegara a ser grande cuando
la parte real de f(z) es grande y pequeno cuando la parte real de f(z) es pequena y negativa.
En particular, cuando s se le permite aumentar indefinidamente (dejando la dependencia
asintdtica), la contribucién completa del integrando a la integral vendré de la regién en la
cual la parte real de f(z) tome un valor maximo positivo. Fuera de este valor maximo positivo
el integrando llegard a ser en comparacién despreciablemente pequeno. Esto se ve expresando
f(z) como

f(2) = u(z,y) +iv(z,y) .

Entonces la integral puede ser reescrita como

I(s) = / g(2)es @V isv@y) g (6.98)
c
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Si ahora, adicionalmente, imponemos la condicién que la parte imaginaria del exponente,
iv(z,y), sea constante en la region en la cual la parte real toma su valor méximo, esto es,
v(x,y) = v(xo, Yo) = vo, podemos aproximar la integral por

I(s) ~ e / g(2)e @Y dz (6.99)
C

Fuera del méaximo de la parte real, la parte imaginaria se le puede permitir oscilar como
desee, por el integrando despreciablemente pequeno y el factor de fase variante es por lo
tanto irrelevante.

La parte real de sf(z) es un maximo para un s dado cuando la parte real de f(z), u(z,y)
es un maximo. Esto implica que

ou  Ou 0
oxr oy
y por lo tanto, por el uso de las condiciones de Cauchy-Riemann

df ()
dz

=0, (6.100)

procedemos a buscar tales ceros de la derivada.

Es esencial notar que el valor méximo de u(zx,y) es el maximo sélo en un contorno dado.
En el plano finito ni la parte real ni la parte imaginaria de nuestra funcién analitica posee un
maximo absoluto. Esto puede ser visto recordando que ambas u y v satisfacen la ecuacion
de Laplace

0*u  0%u

g T =0 (6.101)

A partir de ésto, si la segunda derivada con respecto a x es positiva, la segunda derivada con
respecto a y debe ser negativa, y por lo tanto ni u ni v pueden poseer un maximo o minimo
absoluto. Ya que la funcién f(z) fue tomada como analitica, los puntos singulares claramente
estdn excluidos. La anulacién de la derivada, ecuacién (6.100), implica que tenemos un punto
de ensilladura, un valor estacionario, el cual puede ser un méximo de u(x,y) para un contorno
y un minimo para otro (figura 6.13).

Nuestro problema, entonces, es escoger el contorno de integraciéon para satisfacer dos
condiciones. (1) El contorno debe ser escogido tal que u(x,y) tenga un maximo en el punto
de ensilladura. (2) El contorno debe pasar a través del punto de ensilladura de tal manera
que la parte imaginaria, v(x, y) sea una constante. Esta segunda condicién conduce al camino
de descenso mas abrupto steepest descent y da al método su nombre. Del capitulo anterior
sabemos que las curvas correspondientes a u = constante y a v = constante forman un sistema
ortogonal. Esto significa que una curva v = ¢;, constante, es tangencial en cualquier parte
a la gradiente de u, Vu. Por lo tanto, la curva v = constante es la curva que da la linea de
steepest descent desde el punto de ensilladura.'”

0La lfnea de steepest ascent estd también caracterizada por v constante. El punto de ensilladura debe
ser inspeccionado cuidadosamente para distinguir la linea de steepest descent respecto a la linea de steepest
ascent.
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u(x, y)

Path of steepest descent

X Contour lines, u = constant

Figura 6.13: Punto de ensilladura.

En el punto de ensilladura la funcién f(z) puede ser expandida en serie de Taylor para
dar

F(2) = Fle) + 50z = 20" (z0) + (6.102)

La primera derivada estd ausente, ya que obviamente la ecuacién (6.100) es satisfecha. El
primer término de correccién, (z — z9)2f”(20)/2, es real y negativo. Es real, porque hemos
especificado que la parte imaginaria es constante a lo largo de nuestro contorno y negativo
porque nos estamos moviendo hacia abajo del punto de ensilladura. Entonces, suponiendo
que f"(zp) # 0, tenemos

Lo

£(2) = Fz0) = (e = 20 f (o) = 52 (6.103)

la cual sirve para definir una nueva variable ¢. Si (z — zp) es escrito en forma polar
(z — 20) = 6™ | (6.104)
(con la fase a mantenida constante), tenemos
t? = —sf"(z)0%e* . (6.105)
Ya que t es real'!, la ecuacién puede ser escrita como
t =46 sf"(z0) |V* . (6.106)

Sustituyendo la ecuacién (6.103) en (6.97), obtenemos

L d
I(s) = g(z)e*! = / et /2d—'§dt. (6.107)

HTa fase del contorno (especificada por «) en el punto de ensilladura es elegida tal que S[f(z) — f(z0)] = 0,
lo que implica que 1 (z — z9)?f"(z9) debe ser real.
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Tenemos

dz  (dt\"'  [dtds\ v 1/2 e
E:<E) :(%E) = [sf"(z0) |, (6.108)

a partir de las ecuaciones (6.104) y (6.106). La ecuacién (6.107) se transforma en

sf(z0) pic o0
I(s) ~ %/ et (6.109)
sf"(zg —o0

Se notara que los limites han sido ajustados como menos infinito a més infinito. Esto es
permitido, porque el integrando es esencialmente cero cuando ¢ se desvia apreciablemente
del origen. Note que la integral remanente es una integral de error de Gauss igual a /2,
finalmente obtenemos

N A/ 27Tg(20)€5f(z0)€ia
|5 f"(20) |

La fase « fue introducida en la ecuacién (6.104) como la fase del contorno cuando pa-
sO a través del punto de ensilladura. Esta es escogida tal que las dos condiciones dadas
[a=constante; R[f(z)]=méaximo] son satisfechas. Ocurre algunas veces que el contorno pasa
a través de dos o mas puntos de ensilladura en sucesién. Si este es el caso, necesitamos
solamente anadir la contribucién hecha por la ecuacién (6.110) para cada uno de los puntos
de ensilladura para obtener una aproximacién a la integral total.

Una nota de advertencia: Supusimos que la tnica contribucion significativa a la integral
viene de la vencindad inmediata del o de los puntos de ensilladura z = zj, esto es,

1(s)

(6.110)

Rf(2)] = ulz,y) < ulzo,yo) ,

sobre el contorno entero a partir de 2y = xg + 1yg. Esta condiciéon debe ser chequeada para
cada uno de los nuevos problemas.

Figura 6.14: Contornos para las funciones de Hankel.

Ejemplo Forma asintética de la funcién de Hankel, Hzgl)(s)
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Las funciones de Hankel satisfacen las ecuaciones de Bessel y pueden ser definidas por

1 [ d
HO(s) = — e(s/zxzfl/z)% , (6.111)
i Joo, zY
HO () = - / b e<8/2><2—1/z>d—i1 | (6.112)
T J —s0Cy z¥

El contorno C] es la curva en el semiplano superior de la figura 6.14. El contorno Cy estd

en el semiplano inferior. Aplicamos el método de steepest descent a la primera funcién de
Hankel, Hél)(s), con f(z) dado por

) =3 (z - ;) . (6.113)

Diferenciando, obtenemos

1 1
"(2)= =4+ — . 6.114
Fijando f’(z) = 0 de acuerdo con la ecuacién (6.90), obtenemos
p=i,—i. (6.115)
De modo que hay puntos de ensilladura en z = +2 y 2z = —i. La integral para Hél)(s)

es escogida tal que comience en el origen, se mueva tangencialmente al eje real positivo, y
luego se mueva a través del punto de ensilladura en z = +i¢ y hacia afuera a menos infinito,
asintética con el eje real negativo. Debemos escoger el contorno a través del punto z = +1
en tal manera que la parte real de (z — 1/z) sea un maximo y al fase sea constante en la
vecindad del punto soporte. Tenemos

1
§R(z——>:0 para z = 1.

z

Requerimos que R(z — 1/2) < 0 para el resto de C;(z # 1).
En la vecindad del punto de ensilladura en zy = +7 tenemos

z—i=0de", (6.116)

donde ¢ es un numero pequeno. Entonces

1
)

1 .
2f(z):z—;:(5ew‘+i—
_ 1

dcosa+i(dsena + 1)

dcosa —i(dsena + 1)
14 2dsena + 62

=dcosa+i(dsena+1)

(6.117)

=dcosa+i(dsena+ 1) —
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Por lo tanto nuestra parte real llega a ser

1
%(z——) =dcosa —dcosa(l +25sena + 6%) 7" . (6.118)
z

Recordando que § es pequeno, expandimos por el teorema del binimio y despreciando ordenes
en 0% y mayores.

R (z— %) = 26 cosasena + O(6%) ~ 6% sen 2a . (6.119)
Vemos que la parte real de (z — 1/2) tomard un valor extremo si sen2a es un extremo,
esto es, si 2a es /2 o 3w/2. De modo que la fase del contorno v debe escogerse como /4
o 3m/4. Una eleccién representard el camino de steepest descent que deseamos. La otra
alternativa representara el camino de steepest ascent que debemos evitar. Distinguimos las
dos posibilidades sustituyendo los valores espacificos de «. Para o = /4

3%(2—-1):=52. (6.120)

z

Para la eleccidén z = 7 es un minimo.
Para o = 37/4

it z—l = 6%, 6.121
(:-1) (6.121)

z

y z =1 es un maximo. Esta es la fase que deseamos.
La sustitucién directa en la ecuacién (6.110) con o = 37w /4 ahora produce

H(l) 1 \/We(s/m(i—l/i)ei(&r/él)
(3) - E | <5/2>(_2/23) |1/2

/2 o
— _e(W/Q)(—V—Q)ezsez(?mM) '
s

Combinando términos, finalmente obtenemos

HO(s5) = 4| 2 eitavm/2=r/4) (6.123)
s

., . s . ., 1 7 . .
que conducen a la expansién asintética de la funcién de Hankel HY )(s). Los términos adi-
cionales, si se desean, pueden ser obtenidos suponiendo una serie de potencias descendentes
y sustituyendo de regreso en la ecuacién de Bessel.

(6.122)

Ejemplo Forma asintética de la funcion factorial, s!.

En muchos problemas fisicos, particularmente en el campo de la mecanica estadistica, es
deseable tener una aproximacion precisa de la funciéon gamma o funcion factorial de niimeros
muy grandes. Como desarrollaremos més adelante, la funcion factorial puede ser definida por
la integral

sl = / ple P dp = 35+1/ =2 g | (6.124)
0 oc
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Aqui hemos hecho una sustitucién p = zs para que la integral este en la forma requerida
por la ecuacién (6.97). Como antes, suponemos que s es real y positiva, de la cual sigue que
el integrando se anula en los limites 0 y oo. Diferenciando con respecto a z el exponente,
obtenemos

df (2) d 1

0= E(lnz —z) = o 1, (6.125)

la cual muestra que el punto z = 1 es un punto de ensilladura. Sea
z—1=de", (6.126)

con J pequeno para describir el contorno en la vecindad del punto de ensilladura. Sustituyendo
en f(z) =Inz — z, desarrollamos una expansién en serie

f(z) = (1 +8e') = (1 +6e)
. 1 ; '
_ Seia _ 55262104 4+ =1 0e'™ (6127)

RS VR
2
De esto vemos que el integrando toma un valor méximo (e~*) en el punto de ensilladura si
escogemos nuestro contorno C' siguiendo el eje real, una conclusion que se puede llegar mas
0 menos intuitivamente.
Una sustitucién directa en la ecuacién (6.110) con o = 0 ahora da

2 s+1,—s
sl (6.128)
|s(=1)72|

Por lo tanto el primer término en la expansion asintotica de la funcion factorial es
sl ~ V2rss®e™ . (6.129)

Este resultado es el primer término en la expansion de Stirling de la funcion factorial. El
método de steepest descent es probablemente la més facil manera de obtener este primer
término. Si se desean mas términos en la expansién, entonces es preferible otro método, el
cual veremos en el préoximo curso.

En los ejemplos precedentes el calculo fue llevado a cabo suponiendo s como real. Esta
suposicién no es necesaria. Se puede mostrar que la ecuacién (6.129) también se mantiene
cuando s es reemplazada por la variable compleja w, probando solamente que la parte real
de w se requiere grande y positiva.
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Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales.

versién final 1.2-170702%

7.1 Ecuaciones diferenciales parciales, caracteristicas y
condiciones de borde.

En Fisica el conocimiento de la fuerza en una ecuacién de movimiento usualmente conduce
a una ecuacion diferencial. Por lo tanto, casi todas las partes elementales y numerosas
partes avanzadas de la Fisica tedrica estan formuladas en términos de ecuaciones diferenciales.
Algunas veces son ecuaciones diferenciales ordinarias en una variable (ODE). Mas a menudo
las ecuaciones son ecuaciones diferenciales parciales (PDE) en dos o mas variables.

Recordemos del calculo la operacién de tomar una derivada ordinaria o parcial es una
operacion lineal® (L)

d(ap(z) + bp(z))  dp  di
0 =ag Yha

para ODE que involucran derivadas en una variable x solamente y no cuadréticas, (di/dx)?,
o potencias mayores. Similarmente, para derivadas parciales,

I ap(z,y) +bY(z,y)) aaw(fv,y) +b3¢(:r,y)

or ox or

En general
L(ap + ) = aLl(p) +bL(Y) . (7.1)

Asi, las ODE y las PDE aparecen como ecuaciones de operadores lineales

L) =F,

IEste capitulo estd basado en el octavo capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.

2Estamos especialmente interesados en operadores lineales porque en mecénica cudntica las cantidades
fisicas estan representadas por operadores lineales operando en un espacio complejo de Hilbert de dimension
infinita.
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donde F' es una funcién conocida de una (para ODE) o més variables (para PDE), £ es una
combinacion lineal de derivadas, ¢ es una funcién o solucién desconocida. Cualquier combi-
nacion lineal de soluciones es de nuevo una solucién; esto es el principio de superposicion.

Ya que la dindmica de muchos sistemas fisicos involucran solo dos derivadas, e.g., la ace-
leracién en mecanica clésica y el operador de energfa cinética,~ V2, en mecénica cudntica,
las ecuaciones diferenciales de segundo orden ocurren més frecuentemente en Fisica. [Las
ecuaciones de Maxwell y de Dirac son de primer orden pero involucran dos funciones des-
conocidas. Eliminando una incégnita conducen a una ecuacién diferencial de segundo orden
por la otra.]

7.1.1 Ejemplos de PDE.

Entre las PDE mas frecuentemente encontradas tenemos:

1. La ecuacién de Laplace, V1) = 0. Esta ecuacién muy comin y muy importante aparece
en el estudio de

a. Fenomenos electromagnéticos incluyendo electroestaticos, dieléctricos, corrientes esta-
cionarias y magnetoestatica.

b. Hidrodindmica (flujo irrotacional de liquidos perfectos y superficies de ondas).
c. Flujo de calor.

d. Gravitacién.

2. La ecuacién de Poisson, V2¢) = —4mp En contraste a la ecuacién homogenea de Laplace,
la ecuacion de Poisson es no homogenea con un término de fuente —4mp.

3. Las ecuaciones de onda (Helmholtz) y las ecuaciones de difusién tiempo independiente,
V2 £ k%1 = 0. Estas ecuaciones aparecen en fendmenos tan diversos como
a. Ondas eléasticas en sélidos incluyendo cuerdas vibrantes, barras y membranas.
b. En sonido o actstica.
c. En ondas electromagnéticas.

d. En reactores nucleares.
4. La ecuacién de difusién tiempo dependiente
1 0y
a? ot ’
y su correspondiente forma cuadridimensional que involucra el D’Alembertiano, un andlogo
cuadridimensional del Laplaciano en el espacio Minkowski,

Vi =

(9“0“:82:?@—

5. Las ecuaciones de onda tiempo dependiente, 9% = 0.



7.1. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 231

10.

La ecuacién del potencial escalar, 9?1) = 4wp. Como la ecuacién de Poisson esta ecuacién
es no homogénea con un término de fuente 4mp.

La ecuacién de Klein-Gordon, 9%t = —pu?4, y las correspondientes ecuaciones vectoriales
en la cual la funcion escalar 1 es reemplazada por una funcién vectorial. Otras formas
complicadas son comunes.

La ecuacién de onda de Schrédinger,

R o L Oy
5V Vi = i

h2
—5 -V VY = By,
2m

para el caso tiempo independiente.
Las ecuaciones para ondas elasticas y liquidos viscosos y la ecuacion telegrafica.

Ecuaciones diferenciales parciales acopladas de Maxwell para los campos eléctricos y mag-
néticos son aquellas de Dirac para funciones de ondas relativista del electron.

Algunas técnicas generales para resolver PDE de segundo orden son discutidas en esta

seccion:

1. Separacién de variables, donde el PDE es separada en ODE que estan relacionadas

por constantes comunes las cuales aparecen como autovalores de operadores lineales,
L) = [1p, usualmente en una variable. La ecuacién de Helmholtz dada como ejemplo
3 anteriormente tiene esta forma, donde el autovalor k? puede surgir por la separacién
del tiempo t respecto de las variables espaciales. Como en el ejemplo 8, la energia E es
el autovalor que surge en la separacion de t respecto de 7 en la ecuacién de Schrodinger.

. Conversién de una PDE en una ecuacién integral usando funciones de Green que se

aplica a PDE no homogeneas tales como los ejemplos 2 y 6 dados més arriba.

. Otros métodos analiticos tales como el uso de transformadas integrales que seran desa-

rrolladas en el préximo curso.

. Calculo numérico. El desarrollo de los computadores ha abierto una abundancia de

posibilidades basadas en el calculo de diferencias finitas. Aqui también tenemos los
métodos de relajaciéon. Métodos como Runge-Kutta y predictor-corrector son aplicados

a ODEs.

Ocasionalmente, encontramos ecuaciones de orden mayor. En ambos la teoria del movi-

miento suave de un liquido viscoso y la teoria de un cuerpo elastico encontramos la ecuacion

(V) =0.
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Afortunadamente, estas ecuaciones diferenciales de orden mas altos son relativamente raras
y no son discutidas en una etapa introductoria como esta.

Aunque no son tan frecuentemente encontrados y quizas no son tan importantes como
las ecuaciones diferenciales de segundo orden, las ecuaciones diferenciales de primer orden
aparecen en Fisica tedrica y algunas veces son pasos intermedios para ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Las soluciones de algunos de los tipos mas importantes de ODE de primer
orden son desarrollados en la seccién 7.2. Las PDEs de primer orden siempre pueden ser
reducidas a ODEs. Este es un proceso directo pero lento e involucra una busqueda para las
caracteristicas que son presentadas brevemente mas adelante.

7.1.2 Clases de PDE y caracteristica.

Las PDEs de segundo orden forman tres clases: (i) Las PDEs elipticas que involucran V? o

c20% /0t +V?; (ii) Las PDEs parabdlica, ad/dt —V?; (iii) Las PDEs hiperbdlica, c=29? /0t* —

V2. Estos operadores canénicos aparecen por un cambio de variables & = £(z,y), n = n(z,y)
en un operador lineal (para dos variables sélo por simplicidad)
2 o2 2 9 9

b — 4+ d—+e— 7.2

Ox? Oxdy + C@yz + Ox + eﬁy AR (72)

la cual puede ser reducida a las formas canénicas (i), (ii), (iii) de acuerdo a si el discriminante

D =ac—b >0,=00<0. Si(z,y) es determinada a partir de la ecuacién de primer

orden, pero no lineal, PDE

R [

donde los términos de més bajo orden en £ son ignorados, entonces los coeficientes de 9% /9&>
en L es cero (i.e., ecuacion (7.3)). Sin es una solucién independiente de la misma ecuacién
(7.3), entonces el coeficiente de 9%/9n? también es cero. El operador remanente 9%/90£0n en L
es caracteristico del caso hiperbdlico (iii) con D < 0, donde la forma cuadrdtica aA? + 20\ + ¢
es factorizable y, por lo tanto, la ecuacién (7.3) tiene dos soluciones independientes &(x,y),
n(x,y). En el caso eliptico (i) con D > 0 las dos soluciones &, i son complejos conjugados los
cuales, cuando se sustituyeron en la ecuacién (7.2), remueven la derivada de segundo orden
mezclada en vez de los otros términos de segundo orden produciendo la forma canénica (i).
En el caso parabdlico (ii) con D = 0, solamente 9?/0¢? permanece en £, mientras que los
coeficientes de las otras dos derivadas de segundo orden se anulan.

Si los coeficientes a ,b, c en L son funciones de las coordenadas, entonces esta clasificacion
es solamente local, i.e., su tipo podria cambiar cuando las coordenadas varian.

[ustremos la fisica implicita en el caso hiperbdlico mirando la ecuacién de onda (en 1 4

1 dimensiones por simplicidad)
1 02 0?
(————)1/}:0. (7.4)

Ya que la ecuacién (7.3) se convierte en

e\ ? oe\?  [oc  og\ [oc  dE\
(a) - (a—) %a*%) (a“a—x)—o’ (7:5)
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y es factorizable, determinamos la solucién de 0§/0t — c0¢/0x = 0. Esta es una funcién
arbitraria £ = F(z + ct), y £ = G(xz — ct) resuelve 9&/0t + cO&/0x = 0, la cual se verifica
rapidamente. Por superposicién lineal una solucién general de la ecuacién (7.4) es ¢ =
F(x + ct) + G(x — ct). Para funciones periddicas F', G reconocemos los argumentos  + ct y
x — ct como la fase de la onda plana o frente de ondas, donde las soluciones de la ecuacién
de onda (7.4) cambia abruptamente (de cero a sus valores actuales) y no estan dnicamente
determinadas. Normal al frente de onda estan los rayos de la éptica geométrica. De este modo,
las soluciones de la ecuacién (7.5) o (7.3) mas generalmente, son llamadas caracteristicas o
algunas veces bicaracteristicas (para PDE de segundo orden) en la literatura matemadtica
corresponde a los frente de ondas de la solucion de la éptica geométrica de la ecuacién de
onda completa.
Para el caso eliptico consideremos la ecuacién de Laplace

9%y 0%
9 T =0 (7.6)

para un potencial ¢ de dos variables. Aqui la ecuacién caracteristica es

06\®  (0e\* [0  9E\ (06 O¢
(3) < (5) = (5+5) (5 5) = D
tiene soluciones complejas conjugada: & = F'(z+1iy) para 0/0x+i0/0y = 0y & = G(z—1iy)
para 0¢/0x — i0¢/Jy = 0. Una solucién general de la ecuacién de potencial (7.6) es por lo
tanto v = F(x + iy) + G(z — iy), tanto la parte real como la imaginaria de 1, las cuales
son llamadas funciones armdnicas, mientras que las soluciones polinomiales son llamadas
polinomios armonicos.

En mecénica cudntica la forma de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) de ¢ = exp(—iS/h)
para la soluciéon de la ecuacion de Schroedinger

h? Y
(—%VQ + v) =il (7.8)

conduce a la ecuacion Hamilton-Jacobi de la mecanica clasica,

1 oy o, OS
5o (VS V==, (7.9)

en el limite A — 0. La accién clasica de S entonces llega a ser la caracteristica de la ecuacion
de Schroedinger. Sustituyendo Vi) = —iwﬁS/h, O /0t = —iyp0S/0t/h en la ecuacion (7.8),
dejando la totalidad de los factores de v no nulos, y aproximando V%) = —i)V2S/h —
V(VS)?/h? ~ —p(VS)?, i.e., despreciando —iV?1) /h, realmente obtenemos la ecuacién (7.9).

Encontrando las soluciones de PDE por resolver las caracteristicas es uno de varias técnicas
generales. Para mas ejemplos y tratamientos detallados de las caracteristicas, las cuales no
perseguimos aqui, nos referimos a H. Bateman, Partial Differential Equations of Mathematical
Physics. New York: Dover (1994); K.E. Gustafson, Partial Differential Equations and Hilbert
Space Methods, 2nd ed. New York: Wiley (1987).
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7.1.3 Las PDE no lineales.

Las ODEs y PDEs no lineales son un campo importante y de rapido crecimiento. Encontramos
mas arriba la ecuacién de onda lineal més simple
0 0
WLy,
ot Ox
como la PDE de primer orden a partir de la caracteristica de la ecuacién de onda. La ecuacién
de onda no lineal mas simple
oy O
2w =
ot ox
resulta si la velocidad local de propagacion, ¢, no es constante sino que depende de la onda ).
Cuando una ecuacion no lineal tiene una solucién de la forma ¢ (z,t) = A cos(kx — wt) donde
w(k) varfa con k tal que w”(k) # 0, entonces ella es llamada dispersiva. Quizas la ecuacién
dispersiva no lineal méas conocida de segundo orden es la ecuacién de Korteweg-de Vries

oy oY P

E—l-w%#—%—o, (7.11)

0, (7.10)

la cual modela la propagacién sin pérdidas de las ondas de agua superficiales y otros fenéme-
nos. Esta es ampliamente conocida por sus soluciones soliton. Un soliton es una onda viajera
con la propiedad de persistir a través de una interaccion con otro solitén: Después de que
ellos pasan uno a través del otro, ellos emergen en la misma forma y con la misma velocidad
y no adquieren mas que un cambio de fase. Sea 1(§ = = — ct) tal onda viajera. Cuando es
sustituida en la ecuacién (7.11) esta produce la ODE no lineal

dy  d*y B
la cual puede ser integrada dando
d2,¢ 1/}2

No hay constantes de integracién aditivas en la ecuacién (7.13) para asegurar que d*¢/dé* — 0
con Y — 0 para ¢ grande, tal que ¥ estd localizado en la caracteristica £ = 0, o x = ct.
Multiplicando la ecuacién (7.13) por di/d€ e integrando nuevamente tenemos

dip\® P
<d_§) —ep - (7.14)

donde dy)/d§ — 0 para € grande. Tomando la raiz de la ecuacién (7.14) e integrando una vez
mas encontramos la solucién soliténica

3¢
5 ( T — ct> '
cosh” | y/c 5

U(r —ct) = (7.15)
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7.1.4 Condiciones de borde.

Usualmente, cuando conocemos un sistema fisico en algin momento y la ley que rigen ese
proceso fisico, entonces somos capaces de predecir el desarrollo subsecuente. Tales valores ini-
ciales son las més comunes condiciones de borde asociadas con ODEs y PDEs. Encontrando
soluciones que calcen con los puntos, curvas, o superficies dados correspondientes al proble-
ma de valores de contorno. Las autofunciones usualmente requieren que satisfagan ciertas
condiciones de borde impuestas (e.g., asintéticas). Estas condiciones pueden ser tomadas de
tres formas:

1. Condiciones de borde de Cauchy. El valor de una funcién y su derivada normal es-
pecificada en el borde. En electroestatica estas significarian ¢, el potencial, y E,, la
componente normal del campo eléctrico.

2. Condiciones de borde de Dirichlet. El valor especifico en el borde.

3. Condiciones de borde de Neumann. La derivada normal (gradiente normal) de una
funcién especifica en el borde. En el caso electrestatico este seria F, y por lo tanto o,
la densidad de carga superficial.

Un resumen de las relaciones de estos tres tipos de condiciones de borde con los tres tipos
de ecuaciones diferenciales parciales bidimensionales estan dadas en la tabla 7.1. Para discu-
siones mas extensas de estas ecuaciones diferenciales parciales puede consultar Sommerfeld,
capitulo 2, o Morse y Feshbach, capitulo 6.

Partes de la tabla 7.1 son simplemente un asunto de mantener la consistencia interna,
o sentido comin. Por ejemplo, para la ecuacién de Poisson con una superficie cerrada,
las condiciones de Dirichlet conducen a una solucion unica y estable. Las condiciones de
Neumann, independiente de las condiciones de Dirichlet, del mismo modo conducen a una
solucion tnica y estable independiente de la solucion de Dirichlet. Por lo tanto las condiciones
de borde de Cauchy (lo que significa la de Dirichlet mas la de Neumann) conducen a una
inconsistencia.

El término de condiciones de borde incluye como un caso especial el concepto de condi-
ciones iniciales. Por ejemplo, especificando la posicion inicial zy y la velocidad inicial vy en
algunos problemas de dindmica corresponderia a condiciones de borde de Cauchy. La tnica
diferencia en el presente uso de las condiciones de borde en estos problemas unidimensionales
es que estamos aplicando las condiciones en ambos extremos del intervalo permitido de la
variable.

7.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden.

La fisica involucra algunas ecuaciones diferenciales de primer orden, ellas fueron estudiadas
en el primer curso. Por completitud parece ser deseable revisarlas brevemente.
Consideremos aqui ecuaciones diferenciales de la forma general

dy __ P(z,y)

(7.16)
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Condiciones Tipo de ecuacion diferencial parcial
de borde Elipticas Hiperbdlicas Parabdlicas
Laplace, Poisson Ecuacion de Ondas Ecuacion de difusion
en (z,y) en (x,t) en (z,t)
Cauchy

Superficie Abierta

Superficie Cerrada

Dirichlet
Superficie Abierta

Superficie Cerrada

Neumann
Superficie Abierta

Resultados no fisicos
(inestabilidades)

Demasiado
restrictivo

Insuficiente

Solucidn unica
y estable

Insuficiente

Solucion dnica
y estable

Demasiado
restrictivo

Insuficiente

Solucién no
Unica

Insuficiente

Demasiado
restrictivo

Demasiado
restrictivo

Solucion unica y
estable en 1 dim

Demasiado
restrictivo

Solucion unica y
estable en 1 dim

Superficie Cerrada  Solucion unica Solucién no Demasiado
y estable unica restrictivo
Tabla 7.1:

La ecuacién (7.16) es claramente una ecuacién de primer orden ordinaria. Es de primer orden
ya que contiene la primera derivada y no mayores. Es Ordinaria ya que la derivada dy/dx
es una derivada ordinaria o total. La ecuacién (7.16) puede o no puede ser lineal, aunque

trataremos el caso lineal explicitamente mas adelante.

7.2.1 Variables separables.

Frecuentemente la ecuacién (7.16) tendra la forma especial

Entonces la podemos reescribir como
P(z)dz + Q(y)dy =0 .

Integrando de (zg,v0) a (x,y) tiende a

/x P(')da’ + /y y Qy)dy' =0 .

(7.17)

(7.18)
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Ya que los limites inferiores xg e yo contribuyen en unas constantes, podriamos ignorar los
limites inferiores de integracién y simplemente anadir una constante de integracién al final.
Note que esta técnica de separacion de variables no requiere que la ecuacion diferencial sea
lineal.

Ejemplo Ley de Boyle.

Una forma diferencial de la ley de los gases de Boyle es

awv. v

dP P’
para el volumen V de una cantidad fija de gas a presién P (y temperatura constante). Sepa-
rando variables, tenemos

av._ dpP

V P

InV=—-mP+C.

Con dos logaritmos presentes, es mas conveniente reescribir la constante de integracién C
como In k. Entonces

InV+mP=nnPV =k

PV =Fk.

7.2.2 Ecuaciones diferenciales exactas.

Reescribimos la ecuacién (7.16) como
P, y)d + Q(, y)dy = 0. (7.19)

Esta ecuacion se dice que es ezacta si podemos calzar el lado izquierdo de ella a un diferencial
dep,

9 9
dp = a—id:c + a—zdy . (7.20)

Ya que la ecuacién (7.19) tiene un cero a la derecha, buscamos una funcién desconocida
¢(x,y) =constante tal que dp = 0. Tenemos (si tal funcién ¢(z,y) existe)

dyp

0
P(z,y)dx 4+ Q(z,y)dy = a—idw + O_ydy (7.21)
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X o). ZE=qu). (7:22)

La condicion necesaria y suficiente para que la ecuacién sea exacta es que la segunda derivada
parcial mezclada de ¢(z,y) (supuesta continua) es independiente del orden de diferenciacion:

%0 OP(z,y)  9Q(z,y) Py (7.23)
dydr  dy  Odxr  Oxdy’ |

Si la ecuacién (7.19) corresponde a un rotor (igual cero), entonces un potencial, ¢(x,y),
debiera existir.
Si p(x,y) existe entonces a partir de las ecuaciones (7.19) y (7.21) nuestra solucién es

p(z,y) =C". (7.24)

Podemos construir ¢(z,y) a partir de sus derivadas parciales de la misma manera que cons-
truimos un potencial magnético vectorial en el capitulo de vectores a partir de su rotor.

Podemos volver a la ecuacion (7.19) y ver que pasa si no es exacta, la ecuacién (7.23) no
es satisfecha. Sin embargo, siempre existe al menos una o quizas una infinidad de factores de
integracién, a(z,y), tales que

Oé(ZE, y>P<I7y)dI + Oé(]?, y)Q(x,y)dy =0

es exacta. Desafortunadamente, un factor de integracién no siempre es obvio o facil de
encontrar. Diferente es el caso de la ecuacion diferencial de primer orden lineal considerada
a continuacion, no hay una manera sistematica de desarrollar un factor de integraciéon para
la ecuacién (7.19).

Una ecuacion diferencial en la cual las variables han sido separadas es automaticamente
exacta. Una ecuacion diferencial exacta no es necesariamente separable.

7.2.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden lineales.

Si f(z,y) en la ecuacion (7.16) tiene la forma —p(x)y + ¢(x), entonces la ecuacion (7.16) se
convierte en

dr +p(z)y = q(z) . (7.25)

La ecuacién (7.25) es la ODE de primer orden lineal méas general. Si ¢(z) = 0, la ecuacién
(7.25) es homogénea (en y). Un ¢(x) distinto de cero puede representar una fuente o un
término de forzamiento. La ecuacién (7.25) es lineal; cada término es lineal en y o dy/dx.
No hay potencias mayores; esto es, no hay 32, ni productos, y(dy/dz). Note que la linealidad
se refiere a el y y a la dy/dx; p(z) y g(x) no es necesario que sean lineales en z. La ecuacién
(7.25), es la mas importante de estas ecuaciones diferenciales de primer orden para los fisicos
y puede ser resuelta exactamente.
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Busquemos un factor de integracion o(z) tal que

o) + ofa)p(r)y = ala)a(x) (7.26)
puede ser reescrito como
d
Jple(a)y] = alz)q(z) . (7.27)

El propésito de esto es hacer el lado izquierdo de la ecuacién (7.25) una derivada total que
pueda ser integrada por inspeccién. Esto también, incidentalmente, hace la ecuacién (7.25)
exacta. Expandiendo la ecuacion (7.27), obtenemos

La comparacién con la ecuacién (7.26) muestra que debemos requerir que

do(z)
dz

= a(z)p(zx) . (7.28)

Aqui hay una ecuacién diferencial para a(x), con las variables a y = separables. Separamos
variables, integramos, y obtenemos

a(x) = exp {/ p(x) dx’} (7.29)
como nuestro factor de integracion.

Con «(z) conocida procedemos a integrar la ecuacién (7.27). Esto, por supuesto, fue el
objetivo de introducir v en primer lugar. Tenemos

x d x
/ @[a(x’)y] dr' = / a(z)q(x") dx' .
Ahora integrando por inspeccién, tenemos
a(x)y :/ a(xg(x)yds" + C .

Las constantes a partir del limite inferior de integracién constante son reunidas en la constante
C. Dividiendo por a(z), obtenemos

y(z) = —— {/ a(z')q(2) do’ + 0} .

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (7.29) por o conduce

y(z) = exp {— / “p(t) dt] { / " exp [ / () dt} o(s) ds+C} | (7.30)
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Aqui las variables mudas de integraciéon han sido reescritas para hacerlas inambiguas. La
ecuacién (7.30) es la solucién general completa de la ecuacién diferencial lineal, de primer
orden, la ecuacién (7.25). La porcién

yi(z) = Cexp {— / o) dt} (7.31)

corresponde al caso g(z) = 0 y es solucién general de la ecuacién diferencial homogénea. El
otro término en la ecuacién (7.30),

y(x) = exp {— / o) dt] / "exp { / () dt} g(s)ds | (7.32)

es una solucién particular que corresponde al término especifico de fuente ¢(z).

Podemos notar que si nuestra ecuacién diferencial de primer orden es homogénea (¢ = 0),
entonces ella es separable. De lo contrario, salvo casos especiales tal como p =constante,
q =constante, o ¢(z) = ap(x), la ecuacién (7.25) no es separable.

Ejemplo Circuito RL.

Para un circuito resistencia-inductancia las leyes de Kirchhoff producen a

dI(t)
LT +RI(t)=V(t),

para la corriente I(t), donde L es la inductancia y R es la resistencia, ambas constantes. V()
es el voltaje aplicado tiempo dependiente.
De la ecuacién (7.29) nuestro factor de integracion «(t) es

t
at) = exp/ %dt

— oRU/L

Entonces por la ecuacién (7.30)
" rnV(®)
I(t) = —Rt/L / Rt/L_dt C
(0= MO

con la constante C' es determinada por una condicién inicial (una condicién de borde).

Para el caso especial V (t) = Vj, una constante,
Vo L

It — —Rt/L _0_

(t)=e TR

= % + Ce BT

e/ 4 C]

Si la condicién inicial es 1(0) = 0, entonces C' = —V,/R y

It =2 [t
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7.2.4 Conversion a una ecuacion integral.

Nuestra ecuacién diferencial de primer orden, ecuacién (7.16), puede ser convertida a una
ecuacion integral por integracion directa:

y(x) — y(zo) = /zf[a:,y(a:)] dz . (7.33)

Como una ecuacién integral hay una posibilidad de una solucién en serie de Neumann (se verd
en el préximo curso) con la aproximacién inicial y(x) & y(zo). En la literatura de ecuaciones
diferenciales esto es llamado el “método de Picard de aproximaciones sucesivas”.

Ecuaciones diferenciales de primer orden las encontraremos de nuevo en conexién con las
transformadas de Laplace y de Fourier.

7.3 Separacién de variables.

Las ecuaciones de la fisica matematica listada en la seccién 7.1 son todas ecuaciones diferen-
ciales parciales. Nuestra primera técnica para su solucién es dividir la ecuacién diferencial
parcial en n ecuaciones diferenciales ordinarias de n variables. Cada separacion introduce
una constante de separacion arbitraria. Si tenemos n variables, tenemos que introducir n — 1
constantes, determinadas por las condiciones impuestas al resolver el problema.

7.3.1 Coordenadas cartesianas.

En coordenadas cartesianas las euaciones de Helmholtz llegan a ser

Py 0% Y,
57 a7 T TRV =0, (7.34)

usando la forma cartesiana para el Laplaciano. Por el momento k? serd una constante. Quizas
la manera mas simple de tratar una ecuacién diferencial parcial tal como la ecuacién (7.34)
es dividirla en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto puede ser hecho como
sigue. Sea

Uy, 2) = X(2)Y(y)Z(2) (7.35)

y sustituir de vuelta en la ecuacion (7.34). ;Cémo sabemos que la ecuacién (7.35) es vélida?.
La respuesta es muy simple. jNo sabemos si es validal. Mejor dicho, estamos procediendo en
este espiritu y tratando a ver si trabaja. Si nuestro intento es exitoso, entonces la ecuacion
(7.35) serd justificada. Si no es exitoso, lo descubriremos pronto y luego trataremos otro
ataque tal como las funciones de Green, transformadas integral, o andlisis numérico a la
fuerza bruta. Con 1) supuestamente dada por la ecuacién (7.35), la ecuacién (7.34) llega a
ser
d*X A’y d*Z

YI— + X7— + XY—— +k’XYZ=0. 7.36
dx? + dy? + dz? + (7.36)
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Dividiendo por ¢y = XY Z y rearreglando los términos, obtenemos

2 2 2
id_X:_kZ_id_Y_lﬁ _ (7.37)
X dz? Y dy?> 7 dz?
La ecuacién (7.37) exhibe una separacién de variables. El lado izquierdo es sélo funcién de
x, mientras que el lado derecho depende solamente de y y z. Asi la ecuacién (7.37) es una
clase de paradoja. Una funcién de x es igualada a una funciéon de y y z, pero z, y y z son
todas coordenadas independientes. Esta independencia significa que el comportamiento de x
como una variable independiente no esta determinada ni por y ni por z. La paradoja esta
resuelta fijando cada lado igual a una constante, una constante de separacién. Escogemos?

1 d*°X
it .
X dn? : (7.38)
1d*Y 1d*Z
S S :
Y dy? 7 dz? (7.39)

Ahora, volviendo nuestra atencién a la ecuacién (7.39), obtenemos

1 d%Y 1d*Z

——— =K+ P - ==, (7.40)

Y dy? Z dz?
y una segunda separacion ha sido realizada. Aqui tenemos una funcién de y igualada a una
funcion de z y aparece la misma paradoja. La resolvemos como antes igualando cada lado a
otra constante de separacién, —m?

)

1 d?Y )
= A1
1 d2Z 2 2 2 2

introduciendo una constante n? por k? = [* 4+ m?*+ n? para producir un conjunto simétrico de
ecuaciones. Ahora tenemos tres ecuaciones diferenciales ordinarias ((7.38), (7.41), y (7.42))
para reemplazar en la ecuacién (7.34). Nuestra suposicién (ecuacién (7.35)) ha sido exitosa
y es por lo tanto justificada.

Nuestra solucién seria etiquetada de acuerdo a la eleccion de nuestras constantes [, m, n,
esto es,

Vimn (2,9, 2) = X1(2) Y (y) Zn(2) - (7.43)

Sujeto a las condiciones del problema que se resuelve y a la condicién k? = % + m? + n?,
podemos escoger [, m, n como queramos, y la ecuacién (7.43) serd todavia una solucién de
la ecuacién (7.34), dado que X;(z) es una solucién de la ecuacién (7.38) y asi seguimos.

3La eleccién de signo es completamente arbitraria, serd fijada en un problema especifico por la necesidad
de satisfacer las condiciones de borde.
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Podemos desarrollar la solucién mas general de la ecuacién (7.34) tomando una combinacién
lineal de soluciones ¥,

v = Z almnwlmn . (744)

I,m,n

Los coeficientes constantes a;,,, finalmente son escogidos para permitir que ¥ satisfaga las
condiciones de borde del problema.

7.3.2 Coordenadas cilindricas circulares.

Si consideramos que nuestra funcién desconocida i) depende de p, ¢, z la ecuacién de Helm-
holtz se convierte en

V20 (p, 0, 2) + E(p, 0, 2) = 0, (7.45)

10 oY 10% 0% 9
;a_p(pa_p)+?8_302+w+k¢_o' (7.46)

Como antes, suponemos una forma factorizada para 1,
U(p,p,2) = P(p)2(p)Z(2) . (7.47)

Sustituyendo en la ecuacién (7.46), tenemos

o7 d dP PZ d*® d*Z
——(p— Po KPOZ =0 . 7.48

p dp (pdp) p? ds02+ e (748)
Todas las derivadas parciales han llegado a ser derivadas ordinarias. Dividiendo por P®Z y
moviendo la derivada z al lado derecho conduce a
1 d dP 1 d*® 1 d*Z
Ppdp \" dp P2® dp? 7 dz?

De nuevo, tenemos la paradoja. Una funcién de z en la derecha aparece dependiendo de

una funcién de p y ¢ en el lado izquierdo. Resolvemos la paradoja haciendo cada lado de la
ecuacién (7.49) igual a una constante, la misma constante. Escojamos® —I?. Entonces

d2Z
P ’Z . (7.50)
y
1 d [ dP 1 2o, )
I “® — 2. 51
Ppdp (pdp>+p2®d<p2+k : (75

4La eleccién del signo de la constante de separacién es arbitraria. Sin embargo, elegimos un signo menos
para la coordenada axial z en espera de una posible dependencia exponencial en z. Un signo positivo es
elegido para la coordenada azimutal ¢ en espera de una dependencia periddica en .
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Ajustando k? + I = n%, multiplicando por p?, y reordenando términos, obtenemos

pd [ dP L,  1d®
pd ( dP __lae 7.52
Pdp (pdp>+np O dp? (7.52)

Podemos ajustar el lado derecho a m? y
32—;2) = —m?® (7.53)
Finalmente, para la dependencia en p tenemos
pd% (p%) + (n?p* —m*P =0. (7.54)

Esta es la ecuacion diferencial de Bessel. La solucion y sus propiedades seran presentradas
en el proximo curso. La separacién de variables de la ecuacion de Laplace en coordenadas
parabdlicas también conduce a ecuaciones de Bessel. Puede notarse que la ecuacién de Bessel
es notable por la variedad de formas que puede asumir.

La ecuaciéon original de Helmholtz, una ecuacion diferencial parcial tridimensional, ha
sido reemplazada por tres ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones (7.50), (7.53) y
(7.54). Una solucién de la ecuacién de Helmholtz es

V(p,p,2) = P(p)®(p)Z(z) . (7.55)

Identificando las soluciones especificas P, ®, Z por subindices, vemos que la solucién maés
general de la ecuacién de Helmholtz es una combinacion lineal del producto de soluciones:

V(p,p,2) = Z W P (P) P () Z0n(2) - (7.56)

7.3.3 Coordenadas polares esféricas.

Tratemos de separar la ecuacién de Helmholtz, de nuevo con k? constante, en coordenadas
polares esféricas. Usando la expresién del Laplaciano en estas coordenadas obtenemos

1 2 28_¢ ﬁ 8_1/} 1 az_w = _k2
r2sen [sen@ (r 8r> i (sen&ae) T end op?| i (7.57)

Ahora, en analogia con la ecuacién (7.35) tratamos

U(r,0,¢) = R(r)O(0)®(p) - (7.58)

Sustituyendo de vuelta en la ecuacién (7.57) y dividiendo por RO®, tenemos

1 d [ ,dR 1 d do 1 d*®
_ —_ S— 0— —————y 7.59
Rr2dr (T dr ) * Or?send do <sen > * Or2sen? § dp? (7.59)
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Note que todas las derivadas son ahora derivadas ordinarias mas que parciales. Multiplicando
por 7% sen? §, podemos aislar (1/®)(d*®/dp?) para obtener®

120, , 1 d [ ,dR 1 d 0
5% = 7 S€En 0|: k’ —@5 <T %) —m@ (Senew)] . (760)

La ecuacién (7.60) relaciona una funcién tnicamente de ¢ con una funcién de r y 6. Ya
que 7, 0, y ¢ son variables independientes, igualamos cada lado de la ecuacién (7.60) a una
constante. Aqui una pequena consideracién puede simplificar el analisis posterior. En casi
todos los problemas fisicos  aparecera como un angulo azimutal. Esto sugiere una solucion
periédica mds que una exponencial. Con esto en mente, usemos —m? como la constante
de separacién. Cualquier constante lo hard, pero ésta hara la vida un poquito mas facil.
Entonces

1 20 ,
-2 _ _ 61
B a2 m (7.61)
y
1 d [ ,dR 1 d doe m?
- i - - = o— | — ——  — %, 7.62
r2Rdr (r dr) + r2 sen 0O df <sen d@) r?sen2 0 ( )

Multiplicando la ecuacién (7.62) por r? y reordenando términos, tenemos

2
L d ( dR) +rk? = — L d (sen0@> SRS (7.63)

Rdr dr sen 0O df df sen? 0

Nuevamente, las variables son separadas. Igualamos cada lado a una conmstante () y final-
mente obtenemos

1 d doe m?
Sen@@ (Sen 9@) — Sen2 0@ -+ Q@ = 0 (764)
1d 2 dR QR
e k2 X =0, .
rZdr ( dr ) UL S r2 0 (7.65)

Una vez mas hemos reemplazado una ecuacién diferencial parcial de tres variables por tres
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las soluciones de estas tres ecuaciones diferenciales or-
dinarias son discutidas en el préximo curso. Por ejemplo, la ecuacién (7.64) es identificada
como la ecuacién de asociada de Legendre en la cual la constante @) llega a ser [({ + 1); con {
entero. Si k? es una constante (positiva), la ecuacién (7.65) llega a ser la ecuacién de Bessel
esférica.

Nuevamente, nuestra solucién més general puede ser escrita

bam(r, 0, 9) = ZRQ (1) Ogm(8) B () - (7.66)

5El orden en el cual las variables son separadas aqui no es tinico. Muchos textos de mecénica cudntica
separan la dependencia en r primero.
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La restriccién que k? sea una constante es innecesariamente severa. El proceso de separacién
serd todavia posible para k? tan general como

B = £r) + 50(6) +

En el problema del dtomo de hidrégeno, uno de los ejemplos mas importantes de la ecuacion
de onda de Schrodinger con una forma cerrada de solucién es k* = f(r). La ecuacién (7.65)
para el a&tomo de hidrégeno llega a ser la ecuacion asociada de Laguerre.

La gran importancia de esta separacion de variables en coordenadas polares esféricas
deriva del hecho que el caso k* = k*(r) cubre una tremenda cantidad de fisica: las teorfas de
gravitacién, electroestatica, fisica atémica y fisica nuclear. Y, con k? = k?(r), la dependencia
angular es aislada en las ecuaciones (7.61) y (7.64), la cual puede ser resuelta exactamente.

Finalmente, una ilustraciéon de cémo la constante m en la ecuacién (7.61) es restringida,
notamos que ¢ en coordenadas polares esféricas y cilindricas es un angulo azimutal. Si esto es
un problema clésico, ciertamente requeriremos que la solucién azimutal ®(¢) sea univaluada,
esto es,

h(g) + K* . (7.67)

r2sen2 0

B+ 21) = () . (7.68)

Esto es equivalente a requerir que la solucién azimutal tenga un periodo de 27 o algiin multiplo
entero de él. Por lo tanto m debe ser un entero. Cual entero, depende de los detalles del
problema. Cada vez que una coordenada corresponda a un eje de translacion o a un angulo
azimutal la ecuacion separada siempre tendra la forma

d*®(p) 2
para ¢, el angulo azimutal, y
d*Z 9

para z, un eje de traslacion en un sistema de coordenadas cilindrico. Las soluciones, por su-
puesto, son sen az y cos az para —a? y la correspondiente funcién hiperbélica (o exponencial)
senh az y cosh az para +a?.

Otras ecuaciones diferenciales ordinarias encontradas ocasionalmente incluyen las ecua-
ciones de Laguerre y la asociada de Laguerre del importante problema del atomo de hidrégeno
en mecanica cuantica:

d*y dy
i h—n® =0 (7.71)
:I:dx2 $d:v ay =0 . )

De la teoria de la mecanica cuantica del oscilador armoénico lineal tenemos la ecuacion de
Hermite,

d
— — 295—96 +2ay =0 . (7.72)
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Finalmente, de vez en vez encontramos la ecuacion diferencial de Chebyshev

y=0. (7.73)
Para una referencia conveniente, las formas de la solucién de la ecuacién de Laplace, la ecua-
ciéon de Helmholtz y la ecuacién de difusion en coordenadas polares esféricas son resumidas

en la tabla 7.2. Las soluciones de la ecuacién de Laplace en coordenadas circulares cilindricas
son representadas en la tabla 7.3.

w = Z almwlm
I,m

ST e o )
Lo e i)
{ (cos8)

(cos0)

} { oS Mp }
sen mep

Tabla 7.2: Soluciones en coordenadas polares esféricas

2. VX +ER=0 Yim,

3. VX —k*%=0 Yim

V=) mathma, V=0

; R A | it

b b = { I (ap) }{ cos mep }{ cos vz }
K.(ap) sin mep sen oz
a =0 (no hay P COS MY
C. . wm =
dependencia en z) —m
p sen mep

Tabla 7.3: Soluciones en coordenadas cilindricas circulares

Para las ecuaciones de Helmholtz y de difusién la constante £k? se agrega a la constante
de separacién +a? para definir un nuevo pardmetro v* o —%. Para la eleccién de ++? (con
7?2 > 0) obtenemos J,,(7p) v Np(vp). Para la elecciéon —v? (con ¥ > 0) obtenemos I,,(vp)
y Kn(7vp) como previamente.

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias y sus generalizaciones seran examinadas y siste-
matizadas en el préximo curso



