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Introduccion

En los ultimos afios el interés por la Combinatoria ha aumentado conside-
rablemente. En gran parte esto se debe al desarrollo de la Ciencia de la
Computacién, en la cual juega un rol central el concepto de algoritmo. Para
estimar la eficiencia de un algoritmo es necesario contar el niimero de veces
que se ejecutard cada paso del mismo, y esto es un tipico problema combi-
natorio. Asimismo la Combinatoria tiene aplicaciones en las ciencias fisicas
(ver por ejemplo la discusién del modelo de Ising en [P1]). Por otra parte
las técnicas combinatorias son ampliamente usadas en toda la Matematica,
desde la Teoria de Grupos hasta la Teoria de Probabilidades. La demostra-
cién de Wielandt del teorema de Sylow (ver [H3|) y la teoria de paseos al
azar (ver [F1]) son dos hermosos ejemplos de lo afirmado. Otros ejemplos se
encuentran en geometria combinatoria (ver [H1]), teoria de grafos (ver [B2],
[H2]), optimizacién combinatoria (ver [F2]), etc.

Sin embargo, no abundan las obras dedicadas a la exposicién sisteméati-
ca de los principios fundamentales de la Combinatoria. Por ese motivo es
frecuente encontrar, en libros dedicados a diversas ramas de la matemati-
ca, estadistica y computacion, secciones mas o menos extensas en las cuales
se desarrollan los conceptos y técnicas combinatorias requeridos por cada
autor. Se trata sin embargo de exposiciones parciales, mas o menos circuns-
criptas a ciertas necesidades especificas. En idioma castellano, en especial,
las obras de Combinatoria son muy escasas y de dificil obtencién. Estas con-
sideraciones nos motivaron a preparar este trabajo, en el cual tratamos de
afirmar la unidad de la Combinatoria desarrollandola a partir de un pequeno
nimero de principios basicos. No pretendemos sin embargo realizar una ex-
posicién exhaustiva de los innumerables problemas, resultados y teorias que
comprende la Combinatoria, sino mas bien exponer sus fundamentos y pre-
sentar un buen niimero de tépicos representativos de las diversas direcciones
que ha tomado la investigacion en el area. La selecciéon hecha inevitable-



mente refleja de algin modo las preferencias e intereses del autor, aunque
hemos hecho un esfuerzo por incluir un conjunto variado y equilibrado de re-
sultados, que puedan ejemplificarse con aplicaciones a diferentes campos de
la matemadtica (algebra, geometria, teoria de grafos, probabilidades, teoria
de nimeros, etc.)

La exposicién trata de enfatizar en todo momento el enfoque tipicamen-
te combinatorio de los problemas tratados, aunque también se explican (y
utilizan cuando es necesario) otros métodos. Los ntmeros de Stirling, por
ejemplo, se definen por su propiedad de contar el nimero de permutaciones y
particiones de determinada clase, y no de la manera usual como coeficientes
de ciertos cambios de base en un espacio vectorial de polinomios.

Al final de cada capitulo se incluyen ejercicios y problemas que ilustran
o amplian el material tratado y brindan al lector la oportunidad de poner
a prueba su comprensién del texto. En un Apéndice se proporcionan solu-
ciones y sugerencias, pero las mismas no deberian ser consultadas antes de
haber hecho un serio esfuerzo para solucionar cada problema. Este tipo de
actividad es fundamental para aprovechar cabalmente este o cualquier otro
libro de matemaética.

Los prerrequisitos para comprender este libro no son muchos, siendo
suficiente lo que suele ensenarse en un curso de matematicas generales de
nivel universitario. Las excepciones se encuentran en el Capitulo 8, que
presupone cierta familiaridad con la teoria de grupos, y en algunos ejemplos
y ejercicios.

El texto puede ser usado de varias maneras. Los tres primeros capitulos
son de naturaleza elemental y proporcionan una introduccién a la combina-
toria adecuada para cursos universitarios de matemadtica general, algebra,
probabilidad y otros que lo requieran. Los capitulos 4, 5 y 6 contienen
material algo mas sofisticado y son apropiados para cursos de matemati-
ca discreta, en especial para carreras de computacion, por sus aplicaciones
al andlisis de algoritmos. Los dos tultimos capitulos requieren una mayor
madurez matematica, y estdn dirigidos fundamentalmente a estudiantes y
profesores de esta disciplina.

viii



Capitulo 1

Conceptos basicos

“La matematica es rica en técnica y argumentos. En esta gran
variedad de situaciones una de las més esenciales herramien-
tas de trabajo es el conteo. Y sin embargo, aunque parezca
extrano, es una de las cosas mas dificiles. Al hablar de conteo,
a lo que queremos referirnos es al proceso de saber en forma
precisa cuantas son las posibilidades en situaciones altamente
complejas.”

I.N. Herstein [H3] pag. 87-88.

1.1 Qué es la Combinatoria

Si se les pregunta qué es la Combinatoria, la mayoria de los mateméticos
responderan algo asi como “el arte y ciencia de contar”. Sin embargo esta
definicién es inadecuada, pues tipicos problemas combinatorios como el de
describir todos los grafos con un cierto nimero de vértices o el de la exis-
tencia de cuadrados latinos ortogonales, quedarian fuera de su alcance. Si
bien los métodos de recuento forman parte esencial de la Combinatoria, ésta
contempla también otros aspectos. Ademéds de contar el nimero de arbo-
les con n vértices, por ejemplo, interesa también describirlos, decir cudles
son. En este sentido Claude Berge [B1] propone definir la Combinatoria
como el estudio de las configuraciones formadas con los elementos de un
conjunto finito, entendiendo por tales las aplicaciones del conjunto en otro
(posiblemente provisto de cierta estructura) que satisfagan unas restriccio-
nes determinadas. Dentro de esta concepcion pueden considerarse varios
aspectos, entre ellos: el estudio de configuraciones conocidas, el estudio de
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la existencia de ciertas configuraciones, el conteo del nimero de configura-
ciones de un tipo dado, la enumeracion o descripcién de configuraciones, la
optimizacion combinatoria, es decir la determinacién de las configuraciones
que maximizan o minimizan una funcién dada, etc.

Otros autores, como Aigner [Al], distinguen dentro de la Combinatoria
varias dreas principales, tales como los problemas de enumeracién, el estudio
de estructuras de orden en conjuntos finitos, los teoremas de existencia tipo
Ramsey, Sperner, etc. y el estudio de configuraciones. En cualquier caso el
campo abierto a la Combinatoria es amplio y fascinante, repleto de bellos
resultados e interesantes problemas abiertos.

1.2 Origenes y evolucién de la Combinatoria

En cierto sentido la combinatoria puede considerarse tan vieja como la pro-
pia Matematica, ya que la operacion basica de contar los elementos de un
conjunto esté ligada al origen mismo del concepto de ntimero en los tiempos
prehistéricos.

Los matematicos griegos no prestaron mucha atencién a los problemas
combinatorios, si exceptuamos el estudio de los ntimeros poligonales reali-
zado por los pitagéricos. Segin Bourbaki [B3] la férmula (g) = @ ya
era conocida en el siglo III de nuestra era. En el siglo XII el matematico
hindd Bhaskara conocia ya la formula general para (Z) y Levi Ben Gerson
(1288-1344) realiz6 un estudio més detallado de las permutaciones, arreglos
y combinaciones de un conjunto de objetos. Sin embargo sus escritos apa-
rentemente no alcanzaron mucha difusion, y varios de sus resultados fueron
redescubiertos varias veces por los matematicos de los siglos siguientes.

Cardano (1501-1576) mostr6 que el nimero de partes de un conjunto de
n elementos es 2. Nicolo Fontana de Brescia, contemporaneo de Cardano y
mas conocido como Tartaglia, estudié un rectangulo aritmético equivalente
al tridangulo que posteriormente recibiria el nombre de Pascal y que apare-
ci6 en su obra (en parte péstuma) “Tratado general sobre el nimero y la
medida” (1556-1560).

Pascal y Fermat, en el curso de sus estudios sobre los juegos de azar y en
particular sobre el problema de “la divisién de la apuesta” (planteado por el
caballero de Meré) volvieron a encontrar la férmula para (;) Dichos estudio
constituyeron, por otra parte, el punto inicial del cdlculo de probabilidades
moderno. Pascal parece haber sido el primero en relacionar los ntimeros (;)
con el teorema del binomio (el cual en alguna forma era ya conocido por los
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arabes en el siglo XIII y por los chinos en el siglo XIV). Public6 su célebre
“Tratado del tridangulo aritmético” en 1665 y aunque dicho triangulo ya era
conocido por matematicos anteriores como Tartaglia, Stevin y Stifel, desde
entonces es conocido con su nombre.

Leibniz (1646-1716) dedicé bastante atencién a la Combinatoria, no sélo
desde el punto de vista matematico sino también desde una perspectiva fi-
loséfica. En un ensayo de juventud (“De Arte Combinatoria”, 1666) escribe:

. todo brota interiormente de la teoria de las variaciones, la
cual conduce al espiritu que a ella se confia, casi por si mismo,
a través de la totalidad infinita de los problemas, abarcando en
si la armonia del universo, la estructura mas intima de las cosas
y toda la serie de las formas.

Hacia 1676 obtuvo la férmula para los coeficientes multinomiales, redescu-
bierta y publicada por De Moivre veinte anos mas tarde.

Newton extendié el teorema del binomio al caso de exponentes fracciona-
rios. De Moivre (1667-1754) usé por primera vez funciones generatrices para
resolver la relacion de recurrencia x,, = x,—1 + £,—_2, la cual tiene su origen
en el problema de la multiplicacién de los conejos tratado por Leonardo de
Pisa (Fibonacci) en su “Liber abaci” hacia el ano 1202.

Bernoulli extendio la teoria de combinaciones en su “Ars Conjectandi”
(1713), el primer libro de importancia dedicado al célculo de probabilida-
des. Euler (1707-1783) hizo aportes fundamentales. Debemos destacar su
solucién al problema de los siete puentes de Konigsberg usando argumentos
combinatorios, que lo convirtieron simultaneamente en el padre de la Topo-
logia y de la Teoria de Grafos. También desarroll6 el método de las funciones
generatrices, aplicindolo al problema de las particiones (entre otros).

Cailey (1821-1895) atacé el problema de determinar el nimero de iséme-
ros de los hidrocarburos saturados C,Han12, para cualquier valor de n, lo cual
equivale a un problema de enumeracién de cierto tipo de arboles.

En el presente siglo F. P. Ramsey (1903-1930) descubrié un importante
teorema combinatorio de existencia trabajando en el contexto de la légica
matematica. En la década de 1930 Paul Erdos y otros matematicos hiingaros
dieron un nuevo impulso a la Combinatoria. De hecho Erdés ha sido, hasta
el presente, uno de los investigadores mas prolificos en este campo.

Motivado en problemas de la teoria de grafos con origen en la quimica,
como Cailey, George Polya [P2] desarrollé en 1937 una poderosa técnica
(en parte anticipada por J. H. Redfield [R1]) para resolver problemas de
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enumeraciéon. Su método, basado en la teoria de grupos, ha tenido gran
influencia en el desarrollo contemporaneo de la Teoria combinatoria.

En la actualidad la Combinatoria “pura” evoluciona en la direcciéon de
buscar principios y teorias unificadoras que permitan ordenar y sistematizar
el gran nimero de resultados existentes, aparentemente dispersos e incone-
xos. Ejemplo de tales teorfas son: el estudio combinatorio de los conjuntos
parcialmente ordenados (ver [Al]) y en particular la extensién a estos con-
juntos de las funciones de Mobius y férmulas de inversién (ver [R7], [RS1] y
[G2]), la teoria de matroides (ver [Al]), los “tableaux” (ver [B1] y [R4]) y la
teorfa de especies combinatorias (ver [M2]). Al mismo tiempo, tiene lugar
un gran desarrollo de las ramas mas ricas en aplicaciones inmediatas, tales
como la optimizacién combinatoria.

1.3 Los principios basicos

Denotaremos N,, al conjunto de los ntimeros naturales entre 1 y n, es de-
cir N, ={1,2,...,n} = {i € N:1 <4i <n}. Dos conjuntos A y B se
dicen coordinables si existe una funcion biyectiva f : A — B. En este ca-
so escribiremos A ~ B. Un conjunto A es finito si es vacio o si existe un
numero natural n tal que A ~ N,,. En este caso, si f : N,, — A es biyec-
tiva, poniendo a; = f(i) para ¢ = 1,...,n podemos denotar el conjunto A
como {aj,as,...,a,}. Los conjuntos finitos pueden caracterizarse también
intrinsecamente por la propiedad de no ser coordinables con ninguno de sus
subconjuntos propios (ver por ejemplo [R3]). Denotaremos mediante |A|
al numero de elementos (o cardinal) del conjunto finito A. Si A es vacio,
entonces |A| =0, y si A ~ N,, entonces |A| = n.

En todo lo que sigue, salvo mencién expresa en sentido contrario, consi-
deraremos solamente conjuntos finitos.

Principio de correspondencia. 1.3.1. Si A ~ B entonces |A| = |B].

Demostracion. Si A =0y A~ B entonces B =0y |Al =|B| =0. Si
|[Al=ny f:N, - Ay g:A— B son biyectivas, entonces la composicién
go f: N, — B es biyectiva, lo cual prueba |B| =n = |A| O

El principio de correspondencia es usado muy frecuentemente en Combina-
toria. A pesar de su sencillez permite resolver muchos problemas de conteo
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de manera sorprendente, como en el ejemplo siguiente:

Ejemplo: En un campeonato de béisbol jugado por el sistema de elimina-
torias se enfrentan n equipos. En cada ronda los equipos perdedores salen
del torneo. Al formar los pares de equipos que se van a enfrentar puede
eventualmente quedar un equipo sin jugar; éste descansa y pasa a la ronda
siguiente. Se desea saber cuantos juegos se realizaran durante el campeona-
to.

Aparentemente una forma de resolver este problema seria contar el niime-
ro de juegos en cada ronda y sumar. Pero este cédlculo se complica por la
posibilidad de tener un ntmero impar de equipos en algunas rondas, y un
numero par en otras. El caso més simple se da cuando el niimero de equipos
participantes es una potencia de 2, digamos n = 2¥. Entonces evidentemen-
te habra k rondas, y el ntiimero total de juegos serd 28~1 4 282 1 ... 4 1,
osea 28 —1 = n — 1. Usando el principio de correspondencia podemos
demostrar que, en general, el nimero de partidos sera siempre n — 1. En
efecto, al finalizar el campeonato tendremos un equipo campeén y n — 1
equipos eliminados. Cada uno de ellos fue eliminado en algin partido (y
sé6lo en uno), y en cada partido fue eliminado un equipo. Esto significa que
la correspondencia que asigna a cada partido jugado el equipo eliminado en
dicho partido, es biyectiva. Por lo tanto se jugaron tantos partidos como
equipos resultaron eliminados, esto es n — 1.

Principio de la suma. 1.3.2. Si ANB = () entonces |AUB| = |A|+|B|.

Demostracion: Este principio es obvio, pero si se desea una demostra-
cién rigurosa puede procederse de la siguiente manera: sean f:N,, — Ay
g : N,, — B ambas biyectivas. Entonces la funcién h : N1, — AU B defi-
nida del modo siguiente:

h(i):{f(i) sii<m

gli—m) sim<i<m+n.
es biyectiva, probando asi que |[AU B| =m +n = |A| + |B|. O

El principio de la suma se enuncia a veces en los términos siguientes: “Si un
suceso A puede ocurrir de m maneras y otro suceso B puede ocurrir de n
maneras, y no pueden ocurrir ambos simultaneamente, entonces el suceso ‘A
o B’ puede ocurrir de m—+n maneras”. Este enunciado puede parecer un poco
impreciso, pero es posible convertirlo en una proposiciéon matematicamente
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aceptable mediante el modelo siguiente: sea X un conjunto cuyos elementos
representan los posibles resultados de un cierto experimento FE. Llamemos
sucesos a los subconjuntos de X. Si A es un suceso y el resultado x del
experimento E pertenece al conjunto A, entonces diremos que “ocurrio el
suceso A”. Sea B otro suceso. Es claro que el suceso ‘A o B’ ocurre cuando
el resultado del experimento E estd en AU B, y decir que “A y B no pueden
ocurrir simultdneamente” significa que A N B = (). Asimismo la frase “A
puede ocurrir de m maneras” no significa otra cosa que |A| = m. Vemos
entonces que el enunciado del principio de la suma en términos de sucesos,
bajo esta interpretacién, afirma que si |A| = m, |B| = ny ANB = () entonces
|AU B| =m+ n, lo cual no es més que el enunciado original.
Veamos algunas consecuencias del principio de la suma:

Proposicién 1.3.3. Si A C B entonces |A| < |B|.

Demostracion: Si A C B entonces B= AU (B\A) y AN (B\A) =0, por
lo tanto |B| = |A| + |B\A4| > | 4| O

Proposicién 1.3.4. Si f : A — B es inyectiva entonces |A| < |B].

Demostracion. Si f es inyectiva entonces A ~ f(A), por lo tanto |A| =
|f(A)] < [B]. [

Proposicién 1.3.5. Si f: A — B es sobre entonces |A| > |B|.

Demostracion. Para cada elemento b € B escojamos una preimagen suya
g(b) en A. De este modo resulta una funcién g : B — A inyectiva, ya que
g(b) = g(v') implicarfa b = f(g(b)) = f(g(b')) = V. Entonces por 1.3.4
tenemos |B| < |A]. O

Proposicion 1.3.6. Si Ay, ..., A, son disjuntos dos a dos entonces:
[Af U UA,| = ALl + -+ |Asl.

Demostracion. Esta generalizacién del principio de la suma se prueba
facilmente por induccién. O

(Més adelante veremos una generalizacién aun mayor de este resultado: el
principio de inclusiones y exclusiones)

Principio del producto (versién 1) 1.3.7. |A x B| = |A|-|B].
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Demostracion. Este principio puede visualizarse disponiendo todos los
elementos del producto cartesiano A X B en una tabla. Suponiendo que
A=A{ai,...,am} y B ={b1,...,b,} entonces los elementos de A x B son
los pares ordenados:

(a1,b1) (al,bg) e (al,bn)
(ag,bl) (CLQ,bQ) e (ag,bn)
(am‘, b1) (am., by) . (am‘, bn)

Se ve claramente que el cuadro tiene m filas y n columnas, y por lo tanto
m-n = |A| - |B| elementos.
O

Una demostraciéon mas rigurosa podria seguir las siguientes lineas: si A
o B son vacios entonces A x B es vacio y se cumple |A x B| =0 = |A]|-|B].
En caso contrario sean f : N,, — Ay ¢ : N,, — B biyectivas y definamos
h : Ny — A X B de la manera siguiente: dado ¢ € N, sean g y r el
cociente y el resto respectivamente de la division entera de i — 1 entre m.
Entonces,

h(i) = (f(r+1),9(¢+1))

la funcién h asi definida es biyectiva: su inversa es

W= (f(k),9(5)) = (j — m + k

lo cual prueba que |A x B| =m - n. O
Un enunciado algo mas general del principio del producto es el siguiente:

Principio del producto (versién 2) 1.3.8. Si un primer objeto puede
escogerse entre m posibles, y después de realizada esta seleccion puede es-
cogerse un sequndo entre n posibles, entonces pueden escogerse m -n pares
diferentes.

Demostracion. En esta versién el conjunto de objetos entre los cuales se
puede seleccionar el segundo puede depender del primer objeto elegido. La
situacién puede representarse en el cuadro:

(a1,b11)  (a1,b12) ...  (a1,bipn)
(ag,b21)  (a2,b22) ... (a2,b2p)

(am’bml) (an%me) (an”ubmn)
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y vemos que también aqui el numero total de pares es m - n. O

El principio del producto puede generalizarse facilmente para varios fac-
tores:

Principio del producto (versién 3) 1.3.9.
‘A1XA2X"'XA7Z’:‘A1"|A2‘ ..... ’An|

Demostracion: induccién en n, basdndonos en (1.3.7). O]

La generalizacién correspondiente de la segunda version del principio
seria la siguiente:

Principio del producto (versién 4) 1.3.10. Si un primer objeto puede
escogerse entre ny posibles, y para cada seleccion puede escogerse un sequndo
objeto entre ng posibles, y luego un tercero entre ng posibles, etc., hasta un
k-esimo objeto que se puede escoger de ny maneras, entonces el numero de
grupos ordenados de k objetos que pueden seleccionarse esmny-ng----- ng.

Demostracion: Induccién en k, basandonos en (1.3.8). O

Ejemplo: Si en la serie arménica 1 +1/24---4+1/n+--- (que como
se sabe es divergente) se suprimen todos los términos en cuyo denominador
aparezcan uno o mas sietes (tales como 1/7,1/17, etc.) ;la serie resultante
converge o diverge?.

Para responder a esta pregunta calculemos en primer lugar la cantidad
de ntmeros de n cifras entre cuyos digitos no aparece el 7. La primera cifra
puede escogerse de ocho maneras, ya que no puede ser ni 7 ni 0. Cada una de
las restantes puede escogerse de 9 maneras. La cantidad buscada es entonces
8-9"~1. Todos los términos de la serie en cuestién con denominador de n
cifras son menores que 10~ (™1 por lo tanto la serie se puede acotar por la
serie geométrica:

9 9 2 9 n—1

por lo cual la serie propuesta es convergente. Este resultado puede parecer
paraddjico, pues aparentemente al quitar los términos con 7 estamos quitan-
do relativamente pocos términos de la serie armonica. Pero es una ilusién
provocada por el examen de los niimeros de pocas cifras. De hecho, entre los
nimeros de n cifras la proporcién de niimeros sin sietes es (8/9)(9/10)" 1,
la cual tiende a cero al aumentar n.
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Ejemplo: ;De cuantas maneras pueden colocarse una torre blanca y
una torre negra en un tablero de ajedrez de modo que se ataquen?

El tablero de ajedrez tiene 8 x 8 = 64 casillas, y este es el ntimero de
maneras en que se puede ubicar la torre blanca. Una vez ubicada la torre
blanca, la torre negra debe colocarse en una casilla de la misma columna
o fila ocupada por la torre blanca. Como el nimero de estas casillas es
7+ 7 = 14 la respuesta al problema es 64 x 14 = 896.

Observemos que si se tratase de colocar dos torres del mismo color, indis-
tinguibles, defendiéndose mutuamente, entonces el niimero anterior deberia
dividirse entre 2, resultando 448.

Como otra aplicacién interesante del principio del producto demostrare-
mos el siguiente resultado:

Proposicién (Erdos - Szekeres [ES1]) 1.3.11. Toda  sucesion  de
mn + 1 numeros diferentes contiene una subsucesion creciente de longitud
mayor que n o una subsucesion decreciente de longitud mayor que m.

Demostracion. Seaaq,as, ..., amna1 la sucesion y denotemos [; la longitud
de la subsucesién decreciente més larga que comience con a;. Anédlogamente
sea L; la longitud de la subsucesién creciente mas larga que comience en a;.
Supongamos por absurdo que I; < m y que L; < nparai=1,...,mn+
1. Sea f:Nppt1 — Ny x Ny, la aplicacién definida asi:  f(i) = (I;, L;).
Esta funcién es inyectiva, ya que si ¢ < j entonces o bien a; < a; o bien
a; > aj. En el primer caso anteponiendo el elemento a; a una subsucesién
creciente de L; elementos que comience con a; obtenemos una subsucesion
creciente de primer elemento a; y L; + 1 elementos, probando que L; > Lj;.
En el segundo caso se prueba por un razonamiento similar que l; > I;, y
entonces en cualquier caso se tiene que f(i) # f(j). Pero esto conduce a
una contradiccién, ya que por (1.3.4) tendriamos que |Nypi+1] < [Ny, X Ny,
o sea mn + 1 < mn, lo cual es absurdo. O

El conjunto de todas las funciones de un conjunto A en otro B lo deno-
tamos BA. Si A y B son finitos entonces el cardinal de B4 viene dado por
la siguiente proposicion:

Proposicién 1.3.12. |B4| = |B|/4l.

Demostracion. Supongamos que |A| = nysea f: N, — A biyectiva. Esta
funcién f nos permite definir una correspondencia T : B4 — BN~ poniendo
T(h) = ho f para toda h € B4. Esta correspondencia es biyectiva, ya que f
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lo es. Pero BN no es otra cosa que el producto cartesiano B x B x --- x B
(n factores) y entonces por (1.3.9)
|BA| = |BN*| = |Bx B x --- x B| = |B|* = | B O

Proposicion 1.3.13. El conjunto de partes de un conjunto finito A tiene
214l elementos.

Demostracion. A cada subconjunto X de A hagdmosle corresponder su
funcién caracteristica fx : A — {0,1} definida asi:

fX(x):{1 sizeX

0 en caso contrario

De este modo resulta una correspondencia entre subconjuntos de A y fun-
ciones de A en {0, 1}, y facilmente se ve que se trata de una biyeccién. Por
lo tanto en virtud de (1.3.12) el nimero de elementos del conjunto de partes
de A es |24 = 214l O

Usaremos la notacién [z],, para indicar el producto de n factores decre-
cientes z(z—1)(z—2) - - - (t—n+1), a veces llamado factorial inferior de x de
orden n. Observemos que [n], es el factorial ordinario n! = n(n—1)---3-2-1.
Adoptaremos ademés la convencién [z]y = 1.

Proposicion 1.3.14. El nimero de funciones inyectivas de un conjunto A
en otro B es [|Bl] 4]

Demostracion. Sean n = |A| y m = |B|. Sin > m entonces por (1.3.4) no
hay funciones inyectivas de A en B y el producto m(m —1)---(m —n+1)
nos da el resultado correcto pues uno de los factores serd nulo. Supongamos
entonces que n < m y sea A = {ay,...,an}. Si queremos definir una
funcién inyectiva de A en B, tenemos m posibilidades para elegir f(aq),
m — 1 para f(ag), ..., m —n+ 1 posibilidades para f(a,). Entonces, por
el principio del producto, el niimero de funciones inyectivas de |A| en |B| es
m(m—1)---(m—n-+1) = [m],. O

1.4 Ejercicios

1. Pruebe que si A y B son conjuntos finitos entonces se cumple
|AU B| = |A| + |B| — |[AN B|
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10.

. Sean A y B dos conjuntos finitos y f una funcién de A sobre B tal

que |f~1(b)| = k (constante) para todo b € B. Pruebe que entonces
|Al =k - | B

(Principio de Dirichlet)

Sean ai,...ap enteros no negativos. Si n objetos se distribuyen en
k cajas C1,...,Cxy yn > a1 + ...+ ar — k + 1 entonces para algin
i (1 <i<k)lacajaC; contiene al menos a; objetos.

En un acto deben hablar Luis, Marfa, Pedro, Pablo y Luisa. ;De
cuantas maneras se puede confeccionar la lista de oradores con la con-
dicién de que Luis hable antes que Pedro? ;Y si la condicién es que
Maria hable inmediatamente después que Luis? ;Y si deben alternarse
oradores de distinto sexo?

. (De cuantas maneras se pueden seleccionar cuatro cartas de un mazo

de 52, de modo que haya una de cada palo?

. De un mazo de 52 naipes se extraen diez al azar. ;Cudl es la pro-

babilidad de no sacar ningun as? ;Y de sacar al menos un as? ;Y
exactamente uno?

. (Cual es la probabilidad de que al escoger un nimero de tres cifras al

azar las tres cifras sean diferentes?

. Supongamos que cada automoévil se identifica mediante una sucesién

de tres letras seguidas de tres digitos, y que las placas se otorgan en
orden alfabético-numérico comenzando con la AAA000. Las letras que
se utilizan son las veintiséis siguientes:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

., Cuantas placas diferentes son posibles con este sistema? ;Cuantos
carros se matricularon antes que el CGU735 7

. (Cuantos pares ordenados de fichas de domin6 pueden formarse de

modo tal que “liguen”, es decir, que tengan al menos un digito en
comin? (Suponga que hay suficientes fichas de todos los tipos.)

., De cuantas maneras pueden colocarse en un tablero de ajedrez tres
torres blancas idénticas de modo que no se ataquen?
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;,De cuantas maneras pueden colocarse un alfil blanco y uno negro en
un tablero de ajedrez de modo que se ataquen mutuamente (es decir,
que estén en una misma diagonal)?

Pruebe que el ntimero méximo de fichas que se pueden colocar en un
tablero cuadrado de n X n sin que haya dos en una misma diagonal es
2n — 2, y que el numero de estas configuraciones maximales es 2™.



Capitulo 2

Las configuraciones clasicas

combinar tr. Unir cosas diversas, de manera que formen un
compuesto o agregado.

Diccionario de la Lengua espanola 20°. edicién,
Real Academia Espanola, 1984.

Dado un conjunto de m objetos existen ciertas formas tipicas de agru-
par, distribuir o seleccionar sus elementos. En este capitulo consideraremos
esas configuraciones estudiadas por la teoria combinatoria clasica, indicando
también el punto de vista moderno.

2.1 Arreglos

Se llaman arreglos de m objetos tomados de n en n a las sucesiones de n
términos diferentes que pueden formarse con los m objetos. Asi por ejemplo
los arreglos de las letras a, b, c tomadas de dos en dos son: ab, ac, ba, bc, ca, cb.

Varios términos se han usado como sinénimos de arreglos, entre ellos:
variaciones, disposiciones, coordinaciones, etc.

Observemos que si A = {ay,...,a,} entonces los arreglos de los elemen-
tos de A tomados de n en n no son otra cosa que las funciones inyectivas de
N,, en A. For lo tanto en vista de (1.3.14) tenemos que:

Proposiciéon 2.1.1. El nimero de arreglos de m elementos tomados de n
ennes[mlp,=m(m—1)---(m—n+1).

Regla de formacién recursiva de los arreglos 2.1.2. Para formar los
arreglos de m elementos tomados de n en n, suponiendo que ya han sido



14 José H. Nieto

formados los den—1 enn—1, se colocan a la derecha de cada uno de estos
ultimos, sucesivamente, los elementos que no figuran en ellos.

Ejemplo
Sea A = {a,b,c,d}. En el cuadro siguiente se ilustra la formacién de los
arreglos segtn la regla anterior:

delenl de 2 en 2 de 3 en 3 de 4 en 4

a ab abc abed
abd abdc

ac acb acbd

acd acdb

ad adb adbc

adc adcb

b ba bac bacd
bad badc

bc bca bcad

bed beda

bd bda bdac

bdc bdca

c ca cab cabd
cad cadb

cb cba cbad

cbd cbda

cd cda cdab

cdb cdba

d da dab dabc
dac dacb

db dba dbac

dbc dbca

dc dca dcab

dcb dcba

Es fécil probar por induccién que la regla enunciada es correcta. Si ya se
ha formado una lista con todos los arreglos de m objetos tomados de n — 1
en n — 1 entonces dado cualquier arreglo de n en n, quitandole el ultimo
elemento queda un arreglo de n — 1 en n — 1 que debe estar en la lista.
Esto garantiza la aparicién del arreglo dado al aplicar la regla. Ademas
no aparecen arreglos repetidos, ya que si en la lista son todos diferentes al
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aplicar la regla resultaran arreglos que, si no difieren en los primeros n — 1
elementos, diferiran en el ultimo.

De la regla de formacién se deduce que el nimero de arreglos de m
objetos tomados de n en n, que denotaremos A}, satisface la relacién de
recurrencia siguiente:

AV =(m—n+1)A"

n

ya que de cada arreglo de n — 1 en n — 1 se obtienen m — (n — 1) arreglos
diferentes de n en n, agregando al final cada uno de los m— (n—1) elementos
que no figuran en él. Puesto que obviamente A" = m esta relacion de
recurrencia nos da:

Ay =(m -2+ 1A = (m —1)m,
A =(m—-3+1)A3' = (m —2)(m —1)m

y en general A" = (m —n+1)---(m — 1)m, en concordancia con nuestro
resultado anterior.

2.2 Arreglos con repeticion

Se llaman arreglos con repeticion de m elementos tomados de n en n a
las sucesiones de n términos que pueden formarse con los m elementos,
entendiendo que cada uno de ellos puede aparecer repetido. Asi por ejemplo
los arreglos con repeticion de los elementos a,b y ¢ tomados de dos en dos
son los siguientes:

aa ab ac ba bb be ca ¢b cc

Proposicién 2.2.1. El nimero de arreglos con repeticion de m elementos
tomados de n en n es m™.

Demostracion. Los arreglos con repeticién de m elementos a1, aq, ..., G, NO
son otra cosa que las funciones de N,, en el conjunto {ai,as,...,an} y por
lo tanto su ndmero es m" como vimos en (1.3.12). O

2.3 Permutaciones

Los arreglos de n objetos tomados de n en n son llamados permutaciones
de los n objetos. Se tiene obviamente que:
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Proposicion 2.3.1. El ndmero de permutaciones de n objetos es n!

Demostracion: En efecto,
nlp,=nn—-1)---(n—n+1)=nn-1)---2-1=n! O

Regla de formacién de las permutaciones 2.3.2.

Puede particularizarse la regla de formacion de los arreglos, o seguir este
otro procedimiento: ya formadas las permutaciones de los n — 1 elementos
ai, .. .,ay agreguemos el elemento a, a cada una de ellas, en todas las posi-
ciones posibles.

Ejemplo
Formacion sucesiva de las permutaciones de {a}, {a,b} v {a,b, c}:

abc
ab acb
cab

bac
ba bca
cba

2.4 Permutaciones con repeticion

Dados los elementos aq, asg,...,a, y nimeros naturales ki, ko, ..., k, consi-
deremos las sucesiones de n = k1 + ky + -+ - + k, términos que se pueden
formar con los a; de modo que a1 aparezca ki veces, as aparezca ko veces,

.y a, aparezca k, veces. A estas sucesiones se les llama permutaciones
con repeticion de los elementos dados (con multiplicidades ki, ..., k, ). Para
contar su numero consideremos un conjunto A de n elementos, particionado
en clases disjuntas C,Co, ..., C, tales que |C;| = k;. Digamos que dos per-
mutaciones f y g de los elementos de A son equivalentes si los elementos f (i)
y g(i) pertenecen a la misma clase en A para i =1,2,...,n. Los elementos
de C; pueden permutarse entre si de k;! maneras. Como esto ocurre para
cada ¢ de 1 hasta r es claro que para cada permutacién de los elementos
de A hay k1! ko! ... k,! permutaciones equivalentes. El niimero de clases de
equivalencia serd entonces el cociente entre el total de permutaciones de A
y este numero ki!ks! ... k.!. Pero es claro que estas clases de equivalen-
cia pueden ponerse en correspondencia biyectiva con las permutaciones con
repeticién, por lo tanto hemos establecido que:
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Proposicién 2.4.1. El numero de permutaciones con repeticion de r ele-
mentos con multiplicidades ki, ko, ..., k. es:

n!

ki'ka!. . k!
siendon =k +ko+ -+ k.

Ejemplo

Determinemos cuantas palabras diferentes pueden formarse permutando
las letras de la palabra MATEMATICA. Tenemos diez letras, que se reparten
en tres A, dos M, dos T, una E una I y una C . Por lo tanto la respuesta
se obtiene dividiendo 10! entre 3!2!2!1!1!1! lo cual resulta ser 151200.

2.5 Combinaciones

Llamaremos combinaciones de m elementos a1, as, ..., a, tomados de n en
n a los subconjuntos de n elementos del conjunto {aj,as,...,an,}. Denota-
remos el nimero de tales combinaciones mediante el simbolo (:’J), notacién
introducida por Andreas von Ettingshausen en su obra Die Combinatorische
Analysi (Viena, 1826).

Ejemplo
Las combinaciones de los cuatro elementos a, b, c,d tomadas de dos en dos
son : {a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d} y {c,d}. Por lo tanto (;1) = 6.

Nota: Generalmente se escriben las combinaciones sin las llaves que se usan
para denotar conjuntos. Asi en el ejemplo anterior tendriamos ab, ac, ad,
be, bd, cd. Sin embargo al usar esta notacién hay que tener en cuenta que
no importa el orden de los elementos dentro de cada grupo, a diferencia de
lo que sucede con los arreglos.

Para cada combinacién de m elementos tomados de a n formemos las
n! permutaciones posibles con sus elementos. De este modo se obtendran
arreglos de m elementos tomados de a n. Es claro que todos los arreglos
formados seran distintos, pues si provienen de combinaciones distintas di-
fieren en algin elemento, y si provienen de la misma difieren en el orden
de los elementos. Ademds es evidente que se obtendran todos los arreglos
de los m elementos tomados de n en n. Puesto que cada una de las (7::)
combinaciones origina n! arreglos resulta que (?Z)n‘ = [m],, y por lo tanto:
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Proposiciéon 2.5.1. El numero de combinaciones de m elementos tomados
den enn es:

<m> mly _ mm—1)--(m-n+1) _ ml

n! nn—1)---3-2-1 n!(m —n)!

Si ya se han escrito todas las combinaciones de m elementos tomados de
n—1en n—1, escribiendo a la derecha de cada una de ellas, sucesivamente,
cada uno de los elementos que siguen a los que entran en la combinacion, se
obtienen todas las combinaciones tomadas de n en n.

La comprobacion de la correccién de esta regla se deja como ejercicio.
Nos limitaremos a ilustrarla con un ejemplo.

Ejemplo
Sea A = {a,b,c,d}. Las combinaciones que pueden formarse son:

delenl de 2 en 2 de 3 en 3 de 4 en 4

a ab abc abed
abd
ac acd
ad
b bc bed
bd
c cd
d

Las combinaciones pueden ser estudiadas también desde otro punto de
vista. Para ello introduzcamos un orden lineal estricto en el conjunto A =
{a1,as,...an} definiendo a; < a; siy sélo si i < j. Entonces podemos es-
tablecer una correspondencia entre las funciones estrictamente crecientes de
N,, en A y los subconjuntos de A con n elementos. En efecto, si f: N, — A
es estrictamente creciente (es decir que 7 < j implica f(i) < f(j)) hagdmosle
corresponder su imagen Im(f) = {f(1), f(2),..., f(n)}. Esta corresponden-
cia es sobreyectiva, ya que dado un subconjunto B de A con n elementos,
ordenémoslos y sean estos by < by < --- < b,. La funcién f: N, - A
definida como f(i) = b; es estrictamente creciente y se tiene obviamente
Im(f) = B. La correspondencia es también inyectiva pues si f y g son dos
funciones distintas de N,, en A, ambas estrictamente crecientes, sea j el me-
nor numero natural (entre 1 y n) tal que f(j) # g(j). Supongamos para
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fijar ideas que g(j) < f(j). Entonces si 1 <i < j se tiene f(i) = g(i) < g(4),
mientras que si j < i < n entonces ¢g(j) < f(j) < f(7) . En todo caso g(j)
no pertenece a Im(f) y por lo tanto Im(f) # Im(g).

La correspondencia biyectiva que se acaba de establecer nos permite
afirmar que hay tantas funciones estrictamente crecientes de N,, en A como
combinaciones de los elementos de A tomados de n en n. Més en general
podemos substituir N,, por otro conjunto linealmente ordenado cualquie-
ra. Ademds los razonamientos hechos son vélidos también para funciones
estrictamente decrecientes. Por lo tanto podemos afirmar que:

Proposiciéon 2.5.2. El nimero de funciones estrictamente crecientes o es-
trictamente decrecientes de un conjunto linealmente ordenado B de n ele-
mentos en otro A de m elementos es (T:)

2.6 Combinaciones con repeticién

Las combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n son
los grupos de n elementos que pueden formarse con los m dados, sin tomar
en cuenta el orden y admitiendo elementos repetidos. Asi por ejemplo las
combinaciones con repeticién de los elementos a,b y ¢ tomados de dos en
dos son las siguientes:

aa, ab, ac,bb, be, cc

Una forma interesante de representar las combinaciones con repeticiéon
de m elementos a1, a9, ..., a; es en forma de monomio afll a? ...alm donde el
exponente de cada elemento ajindica el nimero de veces que dicho elemento
aparece en la combinacién. Es claro que de este modo se establece una co-
rrespondencia biyectiva entre combinaciones con repeticion de m elementos
tomados de n en n y monomios de grado n en m variables, con coeficiente
unidad. Para contar el niimero de tales monomios hagamos corresponder
a cada uno de ellos una sucesiéon de ceros y unos, escribiendo para cada
variable una hilera de tantos unos como indique el exponente (ninguno si el
exponente es cero) y usando ceros como elementos de separacién entre las
hileras de unos correspondientes a variables distintas. El resultado tendra el

siguiente aspecto:

1---101-+-10++-... 01 - -1
—_— Y ——

i1 12 im
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Si algtin exponente es nulo la hilera correspondiente de unos sera vacia,
apareciendo por consiguiente dos o més ceros consecutivos. En cualquier
caso habra m — 1 ceros y la longitud de la sucesién serd i1 + o + - -+ + i, +
m—1=n+m-—1.

Veamos como ejemplo algunos monomios de sexto grado en cuatro va-
riables a, b, ¢, d y las sucesiones de ceros y unos asociadas:

a’bc®d 110101101
bid? 011110011
db 000111111
ab 111111000

Es claro que la correspondencia establecida es biyectiva, y por lo tanto
hay tantos monomios de grado n en m variables con coeficiente unidad como
sucesiones de n+m — 1 términos, de los cuales n son unos y m — 1 son ceros.
El ntimero de tales sucesiones es obviamente ("Jﬂg_l) pues una vez elegidas
las n posiciones donde se van a poner los unos los m — 1 puestos restantes
deben llenarse con ceros. Quedan probadas entonces las dos proposiciones
siguientes:

Proposicion 2.6.1. El numero de las combinaciones con repeticion de m
-1
elementos tomados de n en n es ("ﬂ'j ).

Proposicion 2.6.2. El numero de monomios de grado n en m wvariables

con coeficiente unidad es (”+Zl_l).

Una forma mas moderna de tratar las combinaciones con repeticién con-
siste en ordenar el conjunto A = {ai,...,a;,} como lo hicimos antes y
considerar las funciones crecientes (en sentido amplio) de N,, en A. Con
razonamientos andlogos a los hechos para las combinaciones simples y las
funciones estrictamente crecientes puede verse que existe una corresponden-
cla biyectiva natural entre combinaciones con repeticiéon de m elementos
tomados de de n en n y funciones crecientes (en sentido amplio) de un con-
junto linealmente ordenado de n elementos en otro de m elementos. Estos
hechos se resumen en el siguiente enunciado:

Proposicién 2.6.3. El nimero de funciones crecientes (o decrecientes) en
sentido amplio de un conjunto linealmente ordenado de n elementos en otro
de m elementos es ("ﬂf*l).
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2.7 Algoritmos combinatorios

El problema de generar permutaciones, combinaciones y otros objetos com-
binatorios con el computador ha dado origen a una serie de interesantes
algoritmos. Como ejemplo incluimos a continuacién uno que genera las per-
mutaciones de los nimeros del 1 al n en orden lexicografico, comenzando
por 1,2, ....n y finalizando con n,n — 1,...,2,1 . Cada permutacion se
representa mediante un arreglo a[l],a[2],...,a[n]. Usamos la flecha hacia la
izquierda para denotar la asignaciéon de un valor a una variable.

Algoritmo generador de permutaciones 2.7.1.

Paso 1 (inicializar) Para i = 1 hasta n hacer a[i] < i
Paso 2 Imprimir a[l],a[2],...,a[n]

Paso 3 Hallar el mayor ¢ tal que a[i] < a[i 4+ 1]. Si no se encuentra tal i el
algoritmo finaliza (esto ocurrird necesariamente luego de imprimir la
permutacién n,n —1,...,3,2,1)

Paso 4 Hallar el menor a[j] con j > i y tal que a[j] > ali]
Paso 5 Intercambiar los valores de a[i] y a[j]
Paso 6 Invertir la sucesion afi + 1],...,a[n]

Paso 7 Volver al Paso 2.

Para més detalles sobre éste y otros algoritmos combinatorios vea [K1],
N3] y [R2].

2.8 Ejercicios

1. ;Cuéantas banderas con tres franjas horizontales del mismo ancho y
distintos colores pueden formarse, si se dispone de tela amarilla, azul,
verde, blanca y roja?

2. En el alfabeto Morse, usado en telegrafia, se emplean solamente dos
signos: el punto y la raya. ;Cuantas palabras distintas pueden formar-
se compuestas de uno, dos, tres, cuatro o cinco signos? Generalice.

3. (De cuantas maneras puede formarse una ronda con diez ninos?
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10.

11.

12.

13.

14.

José H. Nieto

Con diez cuentas de vidrio de distintos colores, ;jcuantos collares dife-
rentes se pueden formar?

;,Cuantos nimeros mayores que 3000 y menores que 4000 pueden for-
marse con los digitos 2, 3, 5y 7

a) si cada cifra puede usarse sélo una vez?

b) si cada cifra puede emplearse las veces que se desee?

,Cuantas palabras diferentes pueden formarse con las letras de la pa-
labra POLINOMIO?

Si se forman todos los nimeros que resultan de permutar las cifras de
123579 y se ordenan en forma creciente, jqué lugar ocupara el niimero
5371927

De un grupo de seis hombres y cuatro mujeres,
a);Cudntas comisiones de tres personas se pueden formar?
b);Cudntas en las que haya exactamente un hombre?
¢);Cudntas en las que haya al menos un hombre?

;,Cuantos tridngulos se pueden formar que tengan como vértices los
vértices de un decdgono regular?

Si n puntos distintos situados en una circunferencia se unen de todas
las maneras posibles, ;cuantos puntos de interseccién resultan, como
maximo?

En un plano hay n puntos, k de los cuales estan alineados. A excepcién
de ellos no hay tres en linea recta. ;Cuantas lineas rectas diferentes
resultan si se unen los n puntos dos a dos?

JEn cuantos puntos se cortan n rectas, k de las cuales son paralelas
entre si?

;,Cuantas naranjas se necesitan para formar una pirdmide de base
triangular con n naranjas en cada lado de la base?

. De cuantas maneras se pueden comprar diez frutas, si el frutero sélo
ispone de naranjas, mangos y nisperos?
d d , ?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(De cuantas maneras se pueden colocar las figuras blancas (un rey,
una dama, dos alfiles, dos torres y dos caballos) en la primera fila del
tablero de ajedrez?

De un total de N articulos de los cuales B son buenos y los restantes,
D = N — B son defectuosos se escoge al azar una muestra de n articu-
los. ;Cudl es la probabilidad de que en la muestra haya x articulos
buenos (y n — x defectuosos)?

,Qué dimension tiene el espacio vectorial de los polinomios de grado
menor o igual a n en k variables?

Para escribir todos los nimeros naturales desde 1 hasta 1000000, ; cuan-
tos ceros se necesitan?

En un acto deben hablar n mujeres y £ hombres. ;De cuiantas maneras
se puede ordenar la lista de oradores con la condicién de que no hablen
dos hombres consecutivamente?

(Kaplansky) Pruebe que el nimero de subconjuntos de N,, con k ele-
mentos y sin enteros consecutivos es ("_]]:H).

(Kaplansky) Pruebe que el nimero de subconjuntos de N, con k ele-
mentos y que no contienen enteros consecutivos ni a 1 y n simultanea-

mente es:
n n—=k
n—k k
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Capitulo 3

Coeficientes binomiales y
multinomiales

“La cantidad (Z) se denomina coeficiente binomial; estos
nimeros tienen una cantidad extraordinaria de aplicaciones.
Son quiza las cantidades mdas importantes que aparecen en el
analisis de algoritmos y, por tanto, se recomienda al lector que
se familiarice con ellos.”

D.E. Knuth [K1] vol.1

“The binomial coefficients are virtually ubiquitous in Com-
binatorial Theory and it would be folly to attempt to count

anything without their aid.”
D.I.A. Cohen [C]]

3.1 Los coeficientes binomiales

En el capitulo anterior definimos (7:) como el nimero de subconjuntos de
cardinal n de un conjunto de m elementos. A continuacién veremos que
estos nimeros admiten también interpretaciones algebraicas y geométricas
y estableceremos unas cuantas de sus propiedades.

Teorema del binomio 3.1.1.
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Demostracion: (z+y)™ es el producto de m factores (x+y). Al desarrollar
el producto se obtiene una suma de monomios de grado m en las dos variables

xz,y. El monomio z™ - 4™ ™" aparece tantas veces como formas haya de
escoger n de los m paréntesis para seleccionar la x en ellos. Este nimero es
justamente (''). O

Nota: A raiz de este teorema los nimeros (7;1) se denominan “coeficientes
binomiales”, nombre que se remonta a M. Stifel (1486-1567). Es corriente
demostrar el teorema del binomio por induccién, utilizando la férmula de
Stifel (3.1.4) para justificar el salto inductivo. Sin embargo creemos que
debe preferirse esta sencilla demostracion combinatoria pues ademés de su
brevedad permite deducir la férmula para el desarrollo del binomio, mientras
que la demostracion por induccién requiere conocer la férmula de antemano.

Una interpretacion geométrica de los coeficientes binomiales

Consideremos las poligonales PyP; ... P, en el plano cartesiano cuyos
vértices cumplen la condicién siguiente: “Si P; tiene coordenadas (z,y) en-
tonces P11 tiene coordenadas (x + 1,y) o (z,y + 1)”. En otras palabras, se
trata de poligonales cada uno de cuyos segmentos P; P; 1 es paralelo a uno de
los ejes coordenados, tiene longitud unidad y estéd orientado igual que el eje
al cual es paralelo. Llamaremos a estas poligonales “caminos ascendentes”
o simplemente caminos.

Proposicion 3.1.2. El nimero de caminos ascendentes de longitud m que
parten del origen es 2™. El nimero de caminos que parten del origen y

finalizan en el punto de coordenadas (n,k) es ("Zk)

Demostracion. Para construir un camino de longitud m partiendo del ori-
gen debemos elegir primeramente P;, que solamente puede ser (0,1) o (1,0).
Tenemos pues dos posibilidades. Una vez elegido P; hay dos posibilidades
para escoger P», y asi sucesivamente. Por el principio del producto resulta
entonces que pueden construirse 2™ caminos de longitud m. Para contar los
caminos FPyP; ... P, con Py = (0,0) y P, = (n,k) observemos en primer
lugar que debe ser m = n+ k, pues cada vértice P; (1 < i < m) tiene o bien
su abscisa o bien su ordenada una unidad mayor que la del vértice anterior
P;_1. Por lo tanto, para ir desde (0,0) hasta (n, k) un camino debe tener n
segmentos paralelos al eje Oz y k segmentos paralelos al eje Oy, siendo su
longitud m = n+k. Ahora bien, el camino queda determinado si conocemos



Teoria Combinatoria 27

cudles de sus n + k segmentos son paralelos a Oz, pues los restantes serdn
necesariamente paralelos a Oy. El problema se reduce entonces a escoger n
elementos de un total de n+ k, lo cual puede hacerse de (”:k) maneras. [

A continuacién estudiaremos una serie de proposiciones relativas a los
coeficientes binomiales. Para cada una de ellas se pueden seguir al menos
cuatro estrategias de demostracién :

1. Estrategia combinatoria pura: consiste en interpretar (Tg) como el
nimero de subconjuntos de n elementos de un conjunto de m ele-
mentos, y usar técnicas de conteo.

2. Estrategia aritmética: consiste en calcular aritméticamente a partir de

la formula () = oromsy

3. Estrategia algebraica: consiste en interpretar (7:) como el coeficiente
de z"y™~" en el desarrollo de (z+y)™ y realizar calculos y operaciones
algebraicas con polinomios.

4. Estrategia geométrica: consiste en interpretar (TT?) como el nimero
de caminos ascendentes desde (0,0) hasta (m — n,n) y efectuar luego
razonamientos “geométrico-combinatorios”.

Para algunas de las proposiciones siguientes daremos cuatro demostracio-
nes, correspondientes a las cuatro estrategias mencionadas. En otros casos
proporcionaremos sélo una demostraciéon (generalmente la que considera-
mos mas elegante) pero sugerimos al lector que construya demostraciones
alternativas siguiendo las estrategias restantes.

Simetria de los coeficientes binomiales 3.1.3.
m\ m
n) \m—-n

Demostracién combinatoria: Sea A un conjunto de m elementos. Lla-
memos Fj a la familia de todos los subconjuntos de A con k elementos y
definamos f : F,, — F},,_, haciendo corresponder a cada miembro X de F),
su complemento en A, que tendrd m — n elementos y estara por lo tanto en
Fr—n. En simbolos, f(X) = A\X. Es inmediato verificar que f es biyec-
tiva: f(X) =f(Y)=AX=A\Y =X =Y ,ysiY € F,_, entonces
X =AY €eF,y f(X)=A\X = A\(A\Y) =Y. Entonces por el principio

de correspondencia tenemos que |Fy| = |Frp—p|, es decir: (M) = (™ ) O
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Demostracion aritmética:

<mnj n> B <m—n>!<n2n!— (m=mn))l — (m —mr!w!n! - (7:)

Demostracion algebraica: Basta comparar el coeficiente de z"y™ ™" en

el desarrollo de (z + y)™ con el de y™ "z™ en el desarrollo de (y + x)™.
Puesto que (z+y)™ = (y+ )™, estos coeficientes deben ser iguales, lo cual

demuestra la proposicién. O

Demostracion geométrica: La simetria respecto a la bisectriz del primer
cuadrante (es decir la recta y = x) establece una correspondencia biyectiva
entre los caminos ascendentes que parten del origen y llegan a (m —n,n) y
aquellos otros que partiendo del origen alcanzan el punto simétrico (n, m—n).
Pero el nimero de estos ultimos es segun (3.1.2):

()= ()

O
Férmula de Stifel 3.1.4.
()= (" )+ ()
= +
n n n—1
Demostracion combinatoria: Sea A = {aj,as,...,am,}. Los subconjun-

tos de n elementos de A pueden dividirse en dos clases: la de aquellos que
no contienen al elemento a,, y la de los que si lo contienen. La primera
clase estd constituida simplemente por los subconjuntos de n elementos de

{ai,a9,...,am—1} y su nimero es (m;l) En cuanto a los subconjuntos
que contienen al a,, observemos que quitandoles este elemento resulta un
subconjunto de n — 1 elementos de {a1,...,am—1}. Por lo tanto su nimero

es (:’;__11) Aplicando el principio de la suma queda entonces demostrada la
proposicion. O
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Demostracion aritmética:

(m; 1) + (7:—_11> By (7(7:1—_111! D = 1)![(7(7;”—_1;)i n—1)!

B (m—l)!(m—n)—i;(m—l)!n_ (m—=1D(m—-n+n)  (m
B n! (m —n)! B n! (m —n)! _< >

n

Demostracion algebraica:

m—1
@) = @+y)" " @+y) = (Z (" 1)m"ym“> @+v)

n=0

Calculando ahora el coeficiente de z"y™ ™" en esta ultima expresion resulta
. m—1 m—1
ser justamente (n_l) + ( " ) [
Demostracion geométrica: (7:;‘) es el nimero de caminos ascendentes
que partiendo del origen alcanzan el punto de coordenadas (m — n,n).
El peniltimo vértice de cualquiera de estos caminos debe ser necesaria-
mente (m —n — 1,n) o (m —n,n — 1). Esto nos permite clasificar los
caminos en cuestiéon en dos clases disjuntas. Los caminos con penulti-
- —n—1 -1 .
mo vértice en (m —n — 1,n) son ((m " H”) = (™), mientras que los

que tienen el pentltimo vértice en el punto (m — n,n — 1) son a su vez:
() = (o) 0
El triangulo aritmético
La férmula (3.1.4) permite calcular los coeficientes binomiales recursivamen-
te: conocidos los coeficientes con indice superior m — 1 se pueden calcular
los de indice superior m mediante simples sumas. Si disponemos los coefi-
cientes binomiales en una tabla triangular, como se indica a continuacién,
entonces cada uno de ellos es igual a la suma de los dos que estan en la fila
inmediata superior, a su izquierda y a su derecha. Esta tabla se conoce con
el nombre de “tridngulo aritmético” o “triangulo de Pascal” y posee muchas
propiedades interesantes. Una monografia de caracter elemental sobre este
tridngulo es la de Uspensky [U1].

Obsérvese que los lados del triangulo sélo contienen unos, puesto que
('0) = () =1, para todo m > 0.

m
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En el siguiente tridngulo hemos calculado efectivamente todos los coefi-
cientes binomiales con indice superior menor o igual a diez.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 26 28 8§ 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Proposicién 3.1.5.

Demostracion aritmética: Por el teorema del binomio (3.1.1) el miembro
izquierdo de (3.1.5) es igual a (1 +1)" = 2. O

Demostracion combinatoria: Sea A un conjunto de n elementos. Puesto
que (Z) es el numero de subconjuntos de A con k elementos, es claro que el
miembro izquierdo de la igualdad a demostrar representa la cantidad total
de subconjuntos de A, que ya sabemos que es 2" por (1.3.4). O
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Demostracion geométrica: El nimero de caminos ascendentes de longi-
tud n que parten del origen es 2™ (3.1.2). Estos caminos se pueden cla-
sificar segin el punto de llegada, que debe ser de la forma (h,k) con h,k
enteros no negativos y h + k = n. Estos puntos estan alineados, y son
(0,n),(1I,n —1),(2,n —2),...,(n,0). Segtin (3.1.2) el nimero de caminos
que llegan a (h,n — h) es (2), por lo tanto una aplicacion del principio de la
suma completa la demostracion. ]

Proposiciéon 3.1.6. Para todo n > 0 se tiene:
n n n n
— —_ . e . —1 n . prm—

Demostracion aritmética: El miembro izquierdo es el desarrollo de
(1 —1)"y por lo tanto debe ser 0. O

Demostracion combinatoria: Escribiendo (3.1.6) en la forma siguiente:

)+ (e)= () =)+ () o

vemos que podemos darle la siguiente interpretacién combinatoria: para
todo conjunto finito no vacio, el nimero de sus subconjuntos con cardinal
par es igual al niimero de sus subconjuntos con cardinal impar. Para probar
esto sea A = {a1,as,...,a,} y consideremos la funcién f : 24 — 24 definida
asi: si X C A entonces f(X) = XA{a1}. En otras palabras, a X le hacemos
corresponder el subconjunto de A que resulta de agregarle aq, si no lo tenia,
o de quitarselo, si lo tenfa. Esta funcién es biyectiva, ya que obviamente es
su propia inversa, y transforma conjuntos de cardinal par en conjuntos de
cardinal impar y viceversa. Por lo tanto hay tantos de una clase como de la
otra. O

Proposicién 3.1.7.

)= () () e )
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Demostracion: Sea A = {aj,as,...,a,4+1} un conjunto de cardinal n + 1
y sea C; la clase formada por los subconjuntos de k+ 1 elementos de A cuyo
elemento con mayor subindice sea el a;. Tendremos asi clases Cyx1,...,Ch.
Es facil ver que |C;| = (121) y entonces (3.1.7) se sigue del principio de la
suma. O

(Otra demostraciéon de 3.1.7 puede obtenerse aplicando la férmula de Stifel
(3.1.4) en forma sucesiva.)

Identidad de Vandermonde 3.1.8.

()= @)+ ) =G+ () ()

Demostracion algebraica: (n+m) es el coeficiente de =" en el desarrollo
de (z +y)"™™. Pero como (z +y)"™"™ = (z 4+ y)"(z + y)™, si desarrollamos
por separado (z+y)" y (x+y)™ y luego hacemos el producto, el coeficiente

de z" resulta ser justamente el miembro derecho de (3.1.8). O

Demostracion combinatoria: Sean A = {ai,...,ap,}y B ={b1,...,bn}
dos conjuntos de cardinales n y m respectivamente. Entonces podemos
interpretar el miembro izquierdo de (3.1.8) como la cantidad de subconjuntos
de r elementos de la union A U B. Pero cada uno de esos subconjuntos
estard formado por un cierto niimero j de elementos de A y r — j elementos
de B. Por el principio del producto el niimero de conjuntos que pueden
formarse con j elementos de A y r — j elementos de B es (?) (r”fj) y sumando
estas cantidades para j entre 0 y r resulta (3.1.8).

3.2 Coeficientes multinomiales

Dados un ndmero natural m y enteros ni,na,...,ng (k > 2) sean X =
{z1,29,...,2m} e Y = {y1,92,...,yx} dos conjuntos de m y k elementos
respectivamente. Denotaremos mediante el simbolo

m
ny Ny ... Ng
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al nimero de funciones f : X — Y tales que |f~'(y;)| = n; para i =
1,2,...,k. Llamaremos a estos nimeros “coeficientes multinomiales”. Usan-
do un lenguaje mas informal podriamos definir estos niimeros como la canti-
dad de maneras de distribuir m objetos en k cajas rotuladas y1, . . . , yr de ma-
nera tal que la caja y; contenga exactamente n; objetos, para i =1,2,..., k.

Observemos que segun nuestra definicion si no se cumplen las condiciones
n; > 0parat=1,2,....,ky m=mn1; +ngo+ -+ ng entonces

(o) =0
ny ng ... Ng

Proposicién 3.2.1. Sin; >0 parai=1,2,....kyni+no+---+np=m

entonces
m m!
nine ... ng)  nilng! .. .ng!

Demostracion: Sean X = {x1,z9,...,xm} , Y = {y1,y2,...,yr}. Para
definir una funcién f : X — Y tal que |f~'(y;)| = n; parai = 1,2,...,k
seleccionemos primero los nq elementos cuya imagen serd y;. Esta seleccion
podemos realizarla de (;Z) maneras. Luego escojamos entre los m — ng
elementos restantes de X aquellos cuya imagen sera yo. El nimero de formas
de hacer esta segunda seleccion es (m;;”) y prosiguiendo de esta manera y
aplicando el principio del producto llegamos entonces a que:

B B iy

B m! (m —mnq)! (m—mny—--—ng_q)!
gl (m—ny)!ng! (m—ny —n2)! ng!(m—ng — - —ny)!
m!
nl!ng! nk'
]

Es posible dar una interpretacién algebraica a estos niimeros mediante
la siguiente generalizacién del Teorema binomial (3.1.1):

Teorema multinomial 3.2.2.

m
(x1+x2+ o) = Z (n " >x?1$gzxzk
nitng+--+ng=m Leee Tk
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(la sumatoria se extiende a todos los conjuntos ordenados de k nimeros
enteros no negativos tales que su suma sea m)

Demostracién: Al desarrollar (x1 + --- 4 x1)™ se obtienen k™ monomios

de grado m en k variables x1,...,xr. El nimero de veces que aparece uno

de estos monomios, digamos z]' x5 .. xzk es igual al nimero de maneras

de escoger n; factores (r1 + - - - 4+ x)) para seleccionar 1, ne factores para
seleccionar xo, ... , nj factores para seleccionar xj. Pero esto puede hacerse

justamente de
m
ni... ng

maneras, por la forma en que hemos definido estos niimeros. O

Nota: El teorema que acabamos de demostrar justifica el nombre de “coe-
ficientes multinomiales” que hemos dado a los nimeros que estamos estu-
diando.

Proposiciéon 3.2.3.

> (")

ni+--+ng=m

Demostracion: Es una consecuencia inmediata del teorema multinomial

si ponemos 1 = --- =z = 1. [

La proposicién anterior puede probarse también asi: sean
X ={x1,...,zm} e Y ={y1,...,yx} conjuntos de m y k elementos respec-
tivamente. (n1 n;”nk) es por definicién el ntimero de funciones f : X — Y
tales que y; tiene exactamente n; preimagenes, para ¢ = 1,2,...,k. Por
lo tanto, si sumamos estos coeficientes para todos los conjuntos ordenados
posibles de nimeros no negativos ni,...,n; que sumen m, tendremos el

numero total de funciones de X en Y. El resultado, £, coincide con el que
ya habiamos obtenido en (1.3.12). Ahora bien, si restringimos la sumatoria
imponiendo la condicién de que todos los n; sean estrictamente positivos, es
claro que estaremos contando solamente aquellas funciones f : X — Y tales
que cada y; tiene al menos una preimagen, es decir, las funciones sobreyec-
tivas. Queda asi demostrada la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.2.4. El numero de funciones sobreyectivas de un conjunto
de m elementos en otro de k elementos es:

> (")

ni+--+ng=m
n; >0

Interpretacién geométrica de los coeficientes multinomiales

La interpretacion geométrica que dimos a los coeficientes binomiales pue-
de generalizarse a los multinomiales. Para ello consideremos las poligonales
en R¥ con vértices de coordenadas enteras PyP; ... P, tales que cada vec-
tor P;P;y1 coincida con alguno de los versores de la base canénica de RF
(en otras palabras, las coordenadas de P;;; son iguales a las de P; excepto
una de ellas, que es una unidad superior). Llamemos a estas poligonales
“caminos ascendentes” en R*. Entonces el coeficiente (m o nk) cuenta el
nimero de caminos ascendentes que partiendo del origen llegan hasta el
punto (ni,na,...,ng).

Utilizaremos esta interpretaciéon geométrica para demostrar la siguiente
generalizacion de la férmula de Stifel:

Proposiciéon 3.2.5.

m m—1 m—1
= + +
n1 No ... Ng n—1ne ... ng nyno—1...ng
m
_l’_
niy ng...nk—l

Demostracion: Los caminos ascendentes de longitud m que parten del
origen y llegan al punto (n1,ng,...,nx) deben tener como penultimo vérti-
ce uno de los k puntos: (n1 — 1,n9,...,nk), (n1,n2 — Ling,...,ng),...,
(n1,n2,...,n, — 1), y es claro que quedan determinados al conocer sus pri-
meros m — 1 segmentos. El segundo miembro de la igualdad que queremos
probar no es més que la suma de la cantidad de caminos ascendentes de lon-
gitud m — 1 que parten del origen y llegan a cada uno de dichos puntos, por
lo cual una aplicacién del principio de la suma concluye la demostracién. [J

3.3 Ejercicios

1. Pruebe las identidades siguientes:
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() k(%) =n(iy)

(b) (n—=k)(R) =n("3")

() (2 +200) + () = ()

(d) (1) +2(5) +3(5) +-- +n(;) =n2n""!

2. Calcule las sumas siguientes :

(@) (o) + () + )+

() () +G) + () +-

() (B) =)+ (D) -

(@) (1) = () +G) -

() 1-2-3-4-54+2-3-4-5-6+---+n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
(1) (1) —2() +3(5) -

(8) 2p=1(— )ka( )

() >y 71 (7)

. ;Para un valor dado de m, cual es el valor de n que hace maximo el

coeficiente binomial (”;)7

. Demuestre el teorema del binomio por induccién matemaética, usando

la férmula de Stifel.

. {Cudntos caminos ascendentes van desde el punto de coordenadas en-

teras (a,b) hasta el (¢, d), en el plano? Generalice el resultado a R".

. (Principio de reflexién) Pruebe que si (a,b) y (¢, d) son dos puntos del

plano cartesiano con coordenadas enteras situados a un mismo lado de
la diagonal y = = entonces el nimero de caminos ascendentes que van
desde (a,b) hasta (c,d) tocando la diagonal y = x es igual al nimero
total de caminos ascendentes que van desde (b, a) hasta (c,d).

. (Teorema de la votacién) Pruebe que si en una eleccién entre dos

candidatos el ganador obtiene p votos y el perdedor ¢ entonces la
probabilidad de que al hacer el escrutinio el ganador vaya siempre
adelante de su oponente es 24 » + . Sugerencia: represente cada escrutinio
posible mediante un camino ascendente que parte del origen y llega
hasta (p, q) y aplique luego el principio de reflexién (Problema 6).
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8.

10.

11.

12.

La entrada al teatro cuesta 50 Bs. Al abrir la taquilla la caja esta vacia.
En una cola esperan turno para comprar su entrada n personas con
un billete de 100 Bs cada una, y k personas con un billete de 50 Bs
cada una. ;Cudl es la probabilidad de que la cola avance fluidamente,
sin que la cajera tenga problemas para darle su vuelto a nadie?

. Sea X = {0,1}". La distancia de Hamming entre dos puntos de X,

a={ay,...,an} y b={b1,...,b,}, se define como:

d(a,b) = |a; — bil
=1

Es claro que d(a,b) es igual al niimero de coordenadas en las cuales a
y b difieren, o bien (si a y b son interpretados como nimeros binarios
de n digitos) el nimero de digitos binarios (“bits”) que a y b tienen
diferentes. Un subconjunto W de X tal que la distancia de Hamming
entre dos cualesquiera de sus puntos es mayor que 2r (para cierto natu-
ral r) se dice que es un cddigo corrector de orden r. Un tal subconjunto
W tiene la propiedad de que ningin elemento de X \ W puede estar
a distancia menor o igual que r de dos elementos diferentes de W. La
utilidad de un cédigo tal consiste en que si una sucesién w € W de
n digitos binarios es transmitida por un canal con “ruido” y se recibe
una sucesiéon z € W con r o menos errores, entonces es posible cono-
cer cual fue el cédigo transmitido, a saber el tnico elemento w € W
tal que d(z,w) < r. Sea M(n,r) el maximo nimero de palabras que
puede tener un codigo corrector W C X de orden r. Pruebe que se
cumple la desigualdad siguiente:

on
©) + )+ + ()

(El miembro derecho es conocido como “cota de Hamming”)

M(n,r) <

.De cuantas maneras pueden distribuirse 3n objetos en 3 cajas distin-
tas, de modo que cada caja reciba n objetos?

;Cudl es el coeficiente de 2*yw® en el desarrollo de (z +y + z +w)'* ?

(a) ;Cuantas palabras distintas pueden formarse con las letras de la
palabra MISSISSIPPI 7
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(b) {Y con la condicién adicional de que no haya dos letras I conse-
cutivas?

13. Pruebe que (n!)" divide a (n?)!



Capitulo 4

Principio de Inclusiones y
Exclusiones y aplicaciones

4.1 El Principio de Inclusiones y Exclusiones

Si Ay B son dos conjuntos disjuntos entonces el principio de la suma nos
dice que |[A U B| = |A| + |BJ. Sin embargo, si A y B no son disjuntos la
férmula anterior deja de ser vélida porque los elementos de la interseccion
AN B aparecen “contados dos veces” en la suma |A| 4 |B|. Esta situacién
se corrige facilmente restando |A N B, y se obtiene asi la férmula siguiente,
vélida en todos los casos: |AUB| = |A|+|B|—|ANB| . Una férmula similar
puede obtenerse para tres conjuntos , a saber :

[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|

En efecto, en la suma |A| + |B| + |C]| los elementos de la unién AUBUC
que pertenecen a exactamente dos de los tres conjuntos estan contados dos
veces. Esto se corrige restando [AN B, [ANC|y |[BNC|. Sin embargo
esto deja fuera de la cuenta a los elementos que estan en los tres conjuntos,
puesto que aparecen contados tres veces y luego restados otras tres veces.
Por eso se suma el término |A N B N C| equilibrando la férmula. Resulta
bastante claro que estos razonamientos pueden generalizarse a uniones de n
conjuntos. Dicha generalizacién constituye el llamado “principio de inclu-
siones y exclusiones”. Pero antes de enunciarlo y demostrarlo rigurosamente
necesitamos una notacién adecuada: dados n conjuntos A1, Ao, ..., A, y un
conjunto de indices F' C N,, no vacio denotaremos mediante Ar a la inter-
seccién de los A; tales que i € F, en simbolos:Ap = [;cp Ai. En particular
A{i} =Ay A{z‘,j} = A; N A;. Silos conjuntos A; estdn todos contenidos en
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un “conjunto universal” X y F = () entonces siguiendo la convencién usual

Ay =

Lema 4.1.1. Si I es un conjunto finito entonces

a) Z DHIFl =0 b) Z DIFl = —1

FcI 0£FCI

Demostracion: Si |I| = n entonces I tiene (Z) subconjuntos de k ele-

mentos. La suma de los términos (—1)IF correspondientes a estos sub-
conjuntos serd entonces (—1)’“(2) Pero si sumamos estas expresiones para
k=0,1,...,nelresultado es 0, como demostramos en (3.1.6) . Asi resulta la
primera igualdad. Para obtener la segunda simplemente se pasa al segundo
miembro el término correspondiente al conjunto vacio, que es (—1)° =1. O

Principio de inclusiones y exclusiones 4.1.2.

Jail=- > 1Fljag

Demostracion: Sea A = |J | A;. Si x € A definamos I(z) = {i € N,
x € A;}. Entonces se tiene:

= Y GO = - Y Y 1=

0#FCNp 0#FCNp, z€AF
S P MR SR WY
TEA P£FCI(x z€A z€A

La justificacién de las igualdades anteriores es la siguiente: en primer
lugar substituimos |Ar| por una suma de tantos unos como elementos tenga
Ap. En la doble sumatoria resultante invertimos el orden de sumacién, de
modo que en la primera sumatoria x recorre A y en la segunda sumamos en
aquellos conjuntos de indices F' C N,, tales que F # () y z € Ap. Pero esta
ultima condicién es equivalente a decir que F' C I(x). Finalmente aplicamos
la segunda igualdad del Lema (4.1.1). O
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Foérmula de Sylvester 4.1.3. Si Ay,..., A, son subconjuntos de un con-
junto X entonces

Observaciones: A; es el complemento de A; respecto a X, es decir X\ A;. En
el miembro derecho de la igualdad F puede ser vacio. Segun la convencion
Ay = X el término correspondiente en la sumatoria es (—1)%1|Ay| = | X]|.

Demostracion:

Al =X\ Al = x]- Al =
=1 =1 i=1
= X[+ > (-D"NApl= > (1) Ap|

@#FCN,L FCNy,

4.2 Funciones sobreyectivas

Como aplicacién del principio de inclusiones y exclusiones calcularemos el
ntimero de funciones sobreyectivas de un conjunto finito A = {ay,...,a,}
en otro B = {b1,...,bn}. Denotaremos mediante Sobre(A, B) el conjunto
de las funciones de A sobre B.

Proposicién 4.2.1. Si |A| =n y |B| = m entonces

Sobre(A, )| = 3~ (<1 () om=r = ki(—l)’”m (7 )e

k=0 =1

Demostracion: Sea G; = {f : A — B\{b;}} el conjunto formado por las
funciones de A en B que no toman el valor b;. Es claro que podemos escribir
Sobre(A, B) = BA\(U™,G;). Observemos también que si F' es un conjunto
de k indices entre 1 y m entonces N;c pG; son las funciones de A en B que no
toman ningun valor b; con i € F. Es decir que N;crG; son las funciones de
Aen B\{b; : i € F'}, y por lo tanto su nimero es (|B| — |F|)" = (m — k)".
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Por tltimo, recordemos que para cada k entre 0 y m hay (r,';) subconjuntos
de N,,, con k elementos. Estamos ya en condiciones de aplicar (4.1.3):

Sobre(4, ) = 3 (-0 (Y61l = (-0 ) - i

FCN, IS k=0

En esta 1dltima sumatoria podemos hacer variar el indice k desde 0 hasta
m — 1, puesto que el sumando correspondiente a £k = m es nulo. Para
obtener la segunda expresién para |Sobre(A, B)| basta efectuar el cambio de
variable h = m — k en la férmula que acabamos de demostrar, recordando

aue (,,",) = (%) -

4.3 Desarreglos

Un desarreglo de los niimeros del 1 al n es una permutacién o de N,, tal que
o(1) #1,¥i=1,...,n. En otras palabras los desarreglos son las permuta-
ciones sin puntos fijos. Aplicando el principio de inclusiones y exclusiones
es posible calcular facilmente el namero de desarreglos.

Proposicion 4.3.1. El numero de desarreglos de los niumeros del 1 aln es

Demostracion: Sea S, el conjunto de todas las permutaciones de los nu-
meros del 1 al n. Definamos A; como el conjunto de las permutaciones que
dejan fijo el nimero ¢, es decir A; = {0 € S,, : (i) = i}. Es claro que |A4;| =
(n — 1)!', puesto que A; se puede identificar con las permutaciones de un
conjunto de n — 1 elementos, a saber {j € N,, : j #¢}. Si F' C N,, entonces
NicrA; son las permutaciones de N,, que dejan fijos todos los elementos de
F. El nimero de tales permutaciones es (n — |F'|)!. Nuevamente estamos en
condiciones de aplicar (4.1.3):

{o €Sy o(i)#£iVi=1,...,n} =)A=
i€EF

n n no Nk
S ()l — P = Z(—M(k) (k) =t 3 ;!)

FCN, k=0
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Observacién: De (4.3.1) se deduce que lim,,_o.(Dy/n!) = e~1. Esto se puede
decir en lenguaje probabilistico asi: la probabilidad de que una permutacion
de los nameros del 1 al n escogida al azar sea un desarreglo tiende al valor
limite e~! cuando n tiende a infinito.

4.4 Aplicaciones a la teoria de nimeros
La funcién g de Mobius se define para cada nimero natural n > 1 de la
manera siguiente:

(n) {(1)7" si n es producto de r primos diferentes
u(n) =

0 si n es divisible por un cuadrado perfecto mayor que 1

Ademds por convencién (1) = 1. Asi por ejemplo tenemos que u(2) =
—1, u(6) =1, p(12) =0y p(30) = —1.

Proposicién 4.4.1. Sin > 1 entonces

> ud) =0
dln

Demostracion: Es claro que los tnicos divisores de n que hace falta consi-
derar son el 1 y los que son producto de primos diferentes ya que los demas
(es decir los que sean divisibles por un cuadrado perfecto) no contribuiran
en nada a la suma. Sean p1,...,pg los divisores primos de n. Aceptando
por convencién que un producto vacio (sin factores) es 1, resulta claro que:

Soudy= > w([]r)= > D"

dn FCNg i€F FCNg
pero esta tltima suma es 0 en virtud de (4.1.1). O

Como una ultima aplicacién del principio de inclusiones y exclusiones
consideremos la siguiente cuestién: si se toman dos nimeros naturales “al
azar”, jcudl es la probabilidad de que sean primos entre si?. La siguien-
te proposicién da un sentido preciso a esta pregunta y la correspondiente
respuesta.
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Proposicién (Lejeune Dirichlet) 4.4.2. Sea ¢, el nimero de pares or-
denados de numeros naturales coprimos menores o iguales que n. Entonces
Cn 6

lim - = —
n—oon2 12

Demostracion: La cantidad de miltiplos de un ntimero natural a meno-
res o iguales que otro natural n es la parte entera de 7, que denotaremos
mediante {%J En efecto, los multiplos en cuestién son a,2a, ..., ta siendo ¢
el mayor entero tal que ta < n, es decir que ¢t = |%|. La cantidad de pares
ordenados de nimeros naturales menores o iguales que n y ambos multiplos
de a serd entonces, por el principio del producto, {%Jz Aplicando ahora el

principio de inclusiones y exclusiones (4.1.3) resulta:

n

1 R 1

p p<q
primo primos

I
—

Ahora bien, como

B - =G-ED G D) <%

resulta:

23

k=1

puesto que, como es bien sabido, Y ;_,(1/k) = log,n + v+ o(1) (siendo v
la constante de Euler-Mascheroni. Ver [R3] pag. 314). Entonces:

ner:
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puesto que todos los términos de la ultima serie, excepto el primero, son
nulos en virtud de la Proposicién (4.4.1). Ahora bien, la suma de la serie
S22 1 (1/k?) es 72 /6. Este conocido resultado puede obtenerse fcilmente
evaluando en = = 0 el desarrollo en serie de Fourier de cosenos de la funcién
|z| en el intervalo (—m, 7) y por varios otros métodos (ver por ejemplo [C2]).
Por consiguiente:

cn = (k) 1 _ 6

2 = 2 T oo 1 2
n—oo N — k Zk:l]? T

4.5 Ejercicios

1. En un grupo de 100 hindies hay 40 que hablan hindi, 40 que hablan
bengali y 20 que hablan penjabi. Hay 20 que hablan hindi y bengali y
5 que hablan hindi y penjabi. Hay 31 que hablan al menos dos de las
tres lenguas y 33 que no hablan ninguna de ellas. ; Cuantos hablan las
tres lenguas?

2. (Cuéantos nimeros del 1 al 1000000 no son ni cuadrados perfectos, ni
cubos perfectos ni potencias cuartas perfectas?

3. Pruebe que si aq, a9, ..., a, son nimeros naturales primos entre si en-
tonces la cantidad de multiplos de algin a; menores o iguales que n
viene dada por:

N N e b e e

i=1 1<j 1<j<k

4. Demuestre el principio de inclusiones y exclusiones usando el método
de induccién matematica.

5. Sea ¢(n) el nimero de enteros positivos menores o iguales que n y co-
primos con n (¢ se conoce con el nombre de funcién de Euler). Usando
el principio de inclusiones y exclusiones pruebe que si p1, p2, . .., pg son
los factores primos distintos de n entonces

=123
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Pruebe también que ¢ es multiplicativa, es decir que si m y n son
coprimos entonces ¢(mn) = ¢(m)p(n).
Por tdltimo pruebe que }_;, #(d) = n.

. Una mesa redonda estd dispuesta para 2n comensales. ;De cuantas

maneras pueden sentarse n matrimonios con la condicién de que nin-
guna esposa esté junto a su esposo?

. (Problema de los matrimonios) Una mesa redonda estéd dispuesta para

2n comensales. ;De cuantas maneras pueden sentarse n matrimonios
con la condicién de que se alternen hombres y mujeres y ninguna esposa
esté junto a su esposo?

. Dados n conjuntos finitos Ay, ..., A, pruebe que:

\ﬂAifz— Z (_1)|F||UA2'|
i=1

0#FCNy, icF

. (Férmula de la criba de Jordan)

Dados n conjuntos finitos A1, ..., A, y un entero k, 0 < k < n, pruebe
que el ntimero de elementos que pertenecen a exactamente k conjuntos
es:

5 oy ()

FCNy,
|F|=k

(Este resultado es una generalizacién de la férmula de Sylvester, la
cual se obtiene como caso particular para k = 0.)



Capitulo 5

Relaciones de recurrencia y
funciones generatrices

5.1 Numeros de Fibonacci

En el “Liber Abaci”, obra escrita a comienzos del siglo XIII y que compen-
dia el conocimiento aritmético y algebraico de la época, Leonardo de Pisa,
también conocido como Fibonacci, plantea el siguiente problema: “En un
patio cerrado se coloca una pareja de conejos para ver cuantos descendientes
produce en el curso de un afio, y se supone que cada mes a partir del segundo
mes de su vida, cada pareja de conejos da origen a una nueva”’. Fibonacci
resuelve el problema calculando el niimero de parejas mes a mes, y expone
sus resultados en forma de tabla. Ademaés de las condiciones expresas en el
planteo del problema, supongamos que ningin conejo muere y que la pareja
inicial acaba de nacer. Llamemos F}, al nimero de parejas de conejos exis-
tentes en el mes n. Entonces es claro que £} = 1y F» = 1. En el tercer
mes la pareja inicial alcanza su madurez sexual y por lo tanto engendra una
nueva pareja. Asi tenemos F3 = 2. Es claro también que Fy = 3. En el
quinto mes, la pareja nacida en el tercer mes esta también en condiciones
de procrear por lo cual nacerdn dos nuevas parejas, y tendremos F5 = 5.
Asi podriamos continuar analizando el nimero de nacimientos mes a mes.
Observemos sin embargo que existe una manera muy sencilla de calcular el
numero de parejas en un mes determinado si se conoce el niimero de pare-
jas existente en los dos meses precedentes. En efecto, el nimero de parejas
nacidas en el mes n es igual al niimero de parejas que habia en el mes n — 2,
pues ésas son las que en el mes n tendran dos meses o mas de edad y por
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lo tanto estaran en condiciones de procrear. A este niimero debemos sumar
el de parejas existentes en el mes n — 1 | ya que todas ellas (debido a la
suposicién de que no hay decesos) seguiran viviendo en el mes n. Por lo
tanto tenemos que para todo n > 2 se verifica la relacién F,, = F,,_o+ F,,_1
la cual aparece explicitamente en los trabajos de Kepler, unos cuatrocientos
afios después de la aparicién del Liber Abaci. Aplicando esta relacién es
facil computar sucesivamente los términos de la sucesién {F,} , conocida
como “sucesién de Fibonacci” : Fs=F1+Fo=1+1=2, Fy =F, + F3 =
1+2=3, Fs=F3+F,=24+3=5, Fg=F,+Fs=34+5=8, I =
Fs+Fg=5+8=13, Fg = Fg+ F7y =8+ 13 = 21, etc.

Esta sucesion tiene muchas propiedades interesantes, y se le ha dedi-
cado una abundante literatura. Una interesante monografia, de caracter
elemental, es la de N. Vorobyov [V2]. En Boténica los nimeros de Fibo-
nacci aparecen al estudiar la filotaxia, o sea la disposiciéon de las hojas en
los arboles, de los foliculos en flores como la del girasol, de las escamas de
la pina, etc. (ver [C3] y [C4]). La relevancia de los nimeros de Fibonacci
para la teoria de los algoritmos se puso de manifiesto por primera vez en
1844, cuando G. Lamé la utilizé para analizar el nimero de divisiones que
se efectiian en el algoritmo de Euclides (vea a este respecto el volumen 2 de
la obra de D. E. Knuth [K1].)

El siguiente resultado se refiere a las sucesiones en las cuales, como en
la de Fibonacci, cada término estd determinado por uno o varios de los
términos precedentes.

Proposicién 5.1.1. Sea X un conjunto, k un natural, f : X* — X una

funcion y ay,...,ar elementos de X. Entonces existe una Unica sucesion
{zn}52, de elementos de X tal que x; = a; para i = 1,...,k y x, =
f(@p—k,...,xn_1) para todo n > k.

Demostracion: Definamos z; = a; para ¢ = 1,...,k. Una vez hecho esto,
definamos xp41 como f(x1,...,2x) , Txro como f(xa,...,Tk41), y asi suce-
sivamente. Mas precisamente, si n > k y ya han sido definidos los términos
x; para i < n , entonces definimos z, como f(Tp_k,...,2n—1). El prin-

cipio de induccién matemédtica garantiza que la sucesién {z,} estd bien
definida, y obviamente cumple las condiciones exigidas. También es inme-
diato probar la unicidad. En efecto, si {y,} es otra sucesién que satisface
las condiciones pedidas, entonces y; = a; = z; para i = 1,...,k. Para
n > k, supongamos por inducciéon que y; = x; para todo ¢ < n. Entonces
Un = fWn-tks s Yn-1) = f(@n—ts- -, Tn1) = Tp O
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Una relacién del tipo z, = f(xp—g,...,2n—1) es llamada “relacién de recu-
rrencia”’. No es sin embargo el tinico tipo de relacién de recurrencia posible;
mas adelante veremos algunos ejemplos més complicados. Su importancia
en Combinatoria proviene del hecho de que la mayoria de los problemas de
conteo dependen de uno o mas pardmetros enteros, por lo cual la solucién
general consiste en una sucesién (o una sucesién doble, triple, etc.) con esos
parametros como indices, resultando muchas veces mas facil encontrar una
relacion de recurrencia satisfecha por los términos de esa sucesién que en-
contrar una férmula explicita para calcularlos. Ademds el conocimiento de
la relacion de recurrencia permite no solamente calcular cudntos términos
se deseen de la sucesion, sino que muchas veces permite también deducir
propiedades de la misma. Tomaremos como ejemplo para ilustrar esta afir-
macion la propia sucesién de Fibonacci:

Proposiciéon 5.1.2. Los términos F), de la sucesion de Fibonacci satisfacen
las desigualdades a2 < F,, < o™~ para todon > 1, siendo o = (14++/5) /2.

Demostracion: Observemos en primer lugar que el niimero « (conocido
como la “razén durea”) satisface la igualdad a? = 1 4+ a. La demostracién
procede por induccién. Se verifica de inmediato que las desigualdades se
satisfacen para n = 1 y n = 2. Supongamos que o2 < Fj, < of~! para
todo k < n. Entonces: Fj, = F, o+ F, 1 <a" 3 +a"2=a"3(1+a)=
a3 . a? = o™ ', Andlogamente: F,, = F,,_o+ F,_1 > o" 4+ a3 =
an—4(1 + Oé) — an—4 . 042 — an—2' ]

Los ntimeros de Fibonacci estan relacionados con numerosas cuestiones
combinatorias. Consideremos por ejemplo el problema de subir una escalera
de n escalones, suponiendo que sélo pueden darse pasos sencillos (subiendo
un escalén) o dobles (subiendo dos escalones). ;De cudntas maneras puede
subirse la escalera? Llamemos F,, a ese numero. Entonces obviamente F; =
1. Una escalera de dos escalones puede subirse con un solo paso doble o con
dos pasos sencillos, por lo tanto Fy = 2. Para n = 3 hay tres posibilidades:
tres pasos sencillos, uno doble seguido de otro sencillo y uno sencillo seguido
de otro doble. Por tanto E3 = 3. Es fécil ver que la sucesién { E, } satisface la
misma relacién de recurrencia que los niimeros de Fibonacci. En efecto, los
modos de subir una escalera de n escalones (con n > 2) pueden clasificarse en
dos categorias disjuntas: aquellos en los cuales se pisa el escalén n—1 (y que
son obviamente E,_1) y aquellos en los cuales se llega al escalén n—2 y luego
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se da un paso doble. Estos tltimos son evidentemente E,,_s. Por el principio

de la suma se tiene entonces que F, = E,,_1 + F,_o. Esta sucesién no es
idéntica a la de Fibonacci, ya que Fo = 2 mientras que F, = 1. Sin embargo
entre ambas existe una relacién muy estrecha, a saber: E, = F,,; 1. Esta

asercién se demuestra facilmente por induccién. En efecto, £ =1 = Fy y
Es =2 = F3 . Aceptando ahora que Ej = Fj,1 para todo k < n , se tiene
que B, =FE, 1+ FE,_2=F,+ F,_1 = F,11. Podemos decir entonces que
F,, es el nimero de maneras de subir una escalera de n — 1 escalones, con
pasos dobles o sencillos.

Utilizaremos esta interpretacién combinatoria para demostrar el siguien-
te resultado, del cual pueden deducirse interesantes propiedades aritméticas
de los niimeros de Fibonacci (ver problemas al final del capitulo).

Proposicién 5.1.3.

Fn+m:Fn+1Fm+FnFm—1

Demostracion: F, ., es el nimero de maneras de subir una escalera de
n + m — 1 escalones con pasos sencillos o dobles. Pero una tal escalera se
puede subir o bien pisando el escalén ntmero n o bien sin pisarlo. Hay
FE, modos de llegar hasta el escalon n y E,,—1 modos de subir los m — 1
escalones restantes. Entonces, por el principio del producto, los modos de
subir pisando el escaléon n son E,FE,,_1 = F,11F,,. Para subir la escalera
sin pisar el escalén n hay que llegar hasta el escalén n — 1 (lo cual puede
hacerse de E,,—1 modos), dar un paso doble para situarse en el escalén n+ 1
y luego subir los m — 2 escalones restantes (lo cual puede hacerse de E,,_2
modos). Entonces, por el principio del producto, el nimero de maneras
de subir sin pisar el escalén n es E, _1FE,,_o = F,F,,_1. Por el principio
de la suma el nimero total de maneras de subir la escalera es entonces
FoaFy + FoFo—a. ]

5.2 Funciones generatrices

JExistird alguna férmula que nos dé el n-simo término de la sucesién de
Fibonacci? Esta pregunta puede parecer un tanto ociosa, por cuanto una
férmula para F), no es en definitiva mas que una expresién simbdlica indi-
cativa de las operaciones que deben ser realizadas, dado n, para calcular
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F,,. Pero ya conocemos un método efectivo para calcular F;, , a saber la
aplicacién sucesiva de la relacion de recurrencia partiendo de los términos
iniciales F} = F» = 1. Sin embargo, disponer de una férmula para F;, podria
tal vez permitirnos obtener mas informacién sobre esta sucesién. Este pro-
blema fué resuelto por A. De Moivre unos quinientos afios después de la
publicacién del Liber Abaci. El método que utilizé se basa en el uso de
las llamadas “funciones generatrices” y tuvo gran importancia en el desa-
rrollo de la Combinatoria y del Célculo de Probabilidades ya que puede ser
aplicado con éxito a muy diversos problemas.

Supongamos que ag, a1, a2, ... s una sucesion de nimeros reales o com-
plejos y consideremos la serie de potencias y >, anz™. Siesta serie converge
en algin entorno del origen a una funcién g(z) diremos que g(z) es la fun-
cion generatriz de la sucesion dada. Analogamente, si la serie de potencias
Yo o(an/n!)z™ converge en algin entorno del origen a una funcién h(z)
diremos que h(z) es la funcion generatriz exponencial de la sucesién {a,}.
Por ejemplo, la funcién generatriz de la sucesién constante 1,1,1,... es ﬁ
y su funcién generatriz exponencial es e?.

En el caso de la sucesién de Fibonacci {F), }, definiendo F = 0 (lo cual
es compatible con la relaciéon de recurrencia F,, = F,,_s + F,,_1 y hace que
ésta sea valida para todo n > 1) tenemos que su funcién generatriz es:

o0
g(z) = Fua"=z+2"+22° +32 +52° + 80+ 132" + -
n=0
(En virtud de la Proposicién (5.1.2) el radio de convergencia de esta serie es
positivo, més exactamente es é)
Proposicién 5.2.1. La funcion generatriz de la sucesion de Fibonacci es:

z

Demostracion:

o0 o0
9@) =2+ 224 )Y B =222+ (Faoi+ Fag)e" =
n=3 n=3

o o0
=2+ 22+ zZFnz" + 22 ZFnz" =2+ 29(2) + 2%g(2)

n=2 n=1

Despejando g(z) se obtiene el resultado deseado. ]
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Ya estamos en condiciones de obtener una férmula para los ntimeros de
Fibonacci:

Proposicién 5.2.2.
oo V5 ((1evB)_ (1-45)"
"5 2 2
Demostracién: 1 — z — 2% se factoriza como (1 — az)(1 — 32) , siendo

a=(1++5)/2y 8= (1-+/5)/2. Por lo tanto la funcién generatriz de la
sucesion de Fibonacci se descompone en fracciones simples como:

z A B

1—2_22 1—ozz+ 11—z
para ciertas constantes A y B. La determinacion de estas constantes da
A=+/5/5, B=—/5/5. Por lo tanto:

> Fua"=g(z) = f(Z (@2)" =S (B = f(w — g)en
n=1

n=1 n=1 n=1

de donde F, = ¥5(am — g"). 0

A continuacién utilizaremos la funcién generatriz para establecer una
interesante relacion entre los nimeros de Fibonacci y los coeficientes bino-
miales:

Proposicién 5.2.3.

Demostracion:
Z n? 1—2—-22 1—-2(1+42) ZZZ( +2)
n=0 n=0
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5.3 Relaciones de recurrencia lineales

En esta seccién trabajaremos en el campo de los niimeros complejos. Lla-
maremos “relacién de recurrencia lineal de orden k” a una relacion de la
forma:

Ty = C1Tp—1+ -+ ckTp_k + f(n) (5.1)

donde f es una funcién, cy,...,cr son constantes y ¢ # 0 . Si no aparece
el término funcional f(n) diremos que la relacién es homogénea.

Una solucion de la relacién (5.1) es cualquier sucesion numérica {2z, }22
que satisfaga la igualdad:

Zp =Cl2Zp—1+ -+ Cpzp_k + f(n)

para todo n > k. En virtud de la Proposicién (5.1.1) cualquier conjunto
de valores iniciales zy, . .., zx—1 determina una tnica solucién {z,}. Muchos
problemas combinatorios se reducen al estudio de relaciones de recurrencia
de este tipo, por lo cual su estudio tiene para nosotros especial importancia.
Por otra parte estas relaciones permiten construir modelos apropiados para
una gran diversidad de problemas cientificos. La teoria de las relaciones de
recurrencia lineales presenta gran analogia con la de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales. De hecho las ecuaciones diferenciales pueden ser
aproximadas por “ecuaciones en diferencias” (ver [L1]) cuya solucidn, en el
caso mas simple, puede obtenerse por los métodos que estudiaremos a conti-
nuacion. Una monografia elemental dedicada a las relaciones de recurrencia
lineales es [M1]. Numerosos ejemplos se encuentran en [T2].

Proposicién 5.3.1. Una progresion geométrica {r"™} de razén r es solucion
de la relacion lineal homogénea de orden k :

Tp =C1Tp—1++ + CkTp—k
sty solo st r es raiz de la llamada “ecuacion caracteristica”

:ck—cwk_l—--o—ckzo.

Demostracion: Sir es raiz de la ecuaciéon caracteristica entonces:

rF—erk - g =0



54 José H. Nieto

k

y multiplicando por r™~% se obtiene, para todo n > k :

1

e R =0

Reciprocamente, si {r"} es solucién de la relacién de recurrencia la igual-
dad anterior se verifica para todo n > k y en particular para n = k con lo
que resulta que r es raiz de la ecuacién caracteristica. O

Proposicién 5.3.2. Sila ecuacion caracteristica de la relacién de recurren-
cia lineal homogénea de orden k:

Tp =C1Tp—1++ CkTp—k

tiene k raices distintas r1,...,r, entonces la solucion general de la relacion
de recurrencia es:

{Arr} + -+ Apri}
siendo Ai,..., A constantes arbitrarias.

Demostracion: Es muy facil comprobar que la sucesién {A;r™ + --- +
Agr™} es solucién de la relacién de recurrencia para valores cualesquiera
de las constantes Aj,..., A;. En efecto, cada sucesion {rI'} lo es (por la
Proposicién precedente) y por lo tanto se tiene que :

rit = cyri! —I—---—i—ckr?_k,para todon>kytodoi=1,...,k
Multiplicando estas k igualdades por A1, Ao, ..., A respectivamente y luego
sumando se obtiene el resultado deseado.

Reciprocamente, debemos demostrar que toda soluciéon de la relacion
de recurrencia es una combinacién lineal de las progresiones geométricas
{r'} . Para esto es suficiente mostrar que dada una solucién {z,} existen

constantes Aq, ..., A tales que se satisfacen las siguientes igualdades :
Aﬁ“? —+ -+ A]J“,? = 2o
Alr% —+ -+ Akr,i =
Aﬂ“lfil 4+ -+ AkT‘Zil = Zk_1

En efecto, si esto se logra entonces {Air} + --- + Apri} y {2,} serdn
dos soluciones de la relacion de recurrencia que coinciden en sus primeros
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k términos, por lo tanto deberdn coincidir en todos los demés. Ahora bien,
las igualdades precedentes pueden ser consideradas como un sistema lineal
de ecuaciones en las incégnitas Aj,..., A , el cual tiene solucién (tnica)
si el determinante del sistema es no nulo. Pero éste es el bien conocido
determinante de Van der Monde:

1 1 ... 1
’,"1 /’“2 .. /r'k
2 2 2
Ty roooo T | T H (rj — i)
1<i<j<n
k=1 k-1 -1
T 2 Tk
que no es nulo por ser las raices rq,...,7; todas distintas. O

Como ejemplo determinemos la soluciéon de la relacién de recurrencia
T, = 5Tn_1 — 6x,_o con condiciones iniciales xg = 4 , x1 = 7 . La ecuacién
caracteristica es 22 — 5z + 6 = 0 , que tiene raices r; = 2 y r3 = 3. Por
lo tanto la solucién general es z, = A - 2" + B - 3". Para satisfacer las
condiciones iniciales deben determinarse A y B de modo tal que:

A+B = 4
2A+3B =T
Resolviendo este sistema se obtiene A =5, B = —1 por lo cual la soluciéon

buscada es x,, = 52" — 3".

Cuando la ecuacion caracteristica tiene raices multiples la forma de la
solucién general es algo mas complicada. Enunciaremos el resultado corres-
pondiente sin demostracién. El lector interesado puede tratar de dar una
demostracién propia o consultar algin tratado sobre ecuaciones en diferen-
cias finitas, por ejemplo [L1].

Proposicién 5.3.3. Sila ecuacion caracteristica de la relacion de recurren-
cia lineal homogénea de orden k:

Tp =C1Tp—1 + -+ CkTn—ik

tiene raices ri,...,r: con multiplicidades mq,...,my entonces la solucion
general de la relacion de recurrencia es:

{Pr(n)ry + -+ Py(n)r'}

siendo P;(n) un polinomio en n de grado menor que m;.
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Determinemos por ejemplo la solucién general de la relacién:
Tn = 122, 1 — dT7xp_o + 134, _3 — 156x,_4 + 722, _5
Su ecuacién caracteristica es:
a® — 122% + 572% — 1342 4+ 1562 — 72 = 0

que tiene la raiz triple 71 = 2 y la raiz doble ro = 3. Por lo tanto la solucion
general es z,, = (An? + Bn + C)2" + (Dn + E)3™.

Si se dan condiciones iniciales xg, x1, T2, 3, x4 entonces la solucién co-
rrespondiente puede obtenerse resolviendo un sistema de cinco ecuaciones
lineales en las incégnitas A, B, C, Dy E.

Hasta el momento hemos considerado tnicamente relaciones de recu-
rrencia lineales homogéneas. Para resolver relaciones no homogéneas no hay
reglas fijas infalibles. Sin embargo es muy importante el siguiente resultado,
segun el cual para conocer la solucién general de una relacién lineal no ho-
mogénea es suficiente conocer una solucién particular y la solucién general
de la relacion homogénea asociada.

Proposicién 5.3.4. Si {z,} es una solucion de la relacion de recurrencia
Tp = C1Tp—1 + -+ + CxTp—k + f(n)

entonces cualquier otra solucion es de la forma {z, + wy} siendo {w,} una
solucion de la relacion homogénea :

Tp =C1Tp—1++ CkTpn—k

Demostracion: Dada una solucién {y,} tenemos que:
Yn = C1Yn—1 + -+ + CkYn—r + f(n) , para todo n > k
y restando miembro a miembro la igualdad:
Zn =C12p—1+ -+ ckzn_k + f(n) , para todo n > k
se obtiene:
Yn = Zn = C1(Yn—1 — Zn—1) + - + k(Yn—k — Zn—k)

Definiendo w,, = y, — 2z, es claro que {w,} es solucién de la relacién ho-
mogénea , y que Y, = 2, + w,. Reciprocamente, es inmediato verificar que
si a {z,} se le suma cualquier solucién {w,} de la relacién homogénea se
obtiene una solucion de la relacién original. O
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El siguiente problema proporciona un ejemplo muy sencillo, pero com-
binatoriamente interesante, de relacién de recurrencia lineal no homogénea.
Supongamos que en el plano se trazan n rectas en posicién genérica (es decir,
tales que no haya dos de ellas paralelas ni tres concurrentes en un punto).
JEn cudntas regiones queda dividido el plano?

Sea R, el numero buscado. Es inmediato verificar mediante un dibujo
que Ry =2, Ry =4, R3 =7y Ry = 11. Pero ya no es tan simple comprobar
por métodos graficos que Rs = 16, Rg = 22 y Ry = 29. Sin embargo no es
dificil obtener una relaciéon de recurrencia satisfecha por los R,,. Para ello
observemos que la recta n-sima debe intersectar a las n — 1 anteriores en
n — 1 puntos diferentes, quedando ella misma dividida en n intervalos (n —2
segmentos y 2 semirrectas). Cada uno de esos n intervalos desconecta una
de las regiones en que estaba dividido el plano por las primeras n — 1 rectas.
De este modo, al trazar la recta n-sima el nimero de regiones aumenta en
n , o dicho en simbolos:

R,=R,_1+n

Esta relacién de recurrencia puede ser resuelta facilmente sumando miembro
a miembro las igualdades:

Ro=R1+2,R3=Ro+3,..., Ry =Rp—1+n

Luego de las cancelaciones, y tomando en cuenta que Ry = 2, se tiene que
R,=Ri+ 243+ +n)=n*+n+2)/2.

Otra técnica, que se puede emplear en general cuando el término funcio-
nal f(n) de una relacién de recurrencia lineal es un polinomio, consiste en
buscar soluciones particulares de tipo polinémico por el método de los coe-
ficientes indeterminados. Generalmente es suficiente probar con polinomios
de grado igual al de f(n) , pero a veces es necesario ensayar con polinomios
de grado superior. En nuestro caso, ensayemos con polinomios de segundo
grado An?+ Bn+C (por cuanto es evidente que no hay soluciones polinémi-
cas de primer grado). Se tiene:

An? +Bn+C=An—-12+Bn-1)+C+n

de donde resulta (1—2A)n+ (A— B) = 0. Para que esta igualdad se cumpla
para todon debeser 1 =24 =0y A—B =0, por lo tanto A = B =1/2. La
solucién general es entonces (n? +n)/2 + C. Utilizando la condicién inicial
Ry = 1 se determina que C' = 1, llegando al mismo resultado obtenido
anteriormente.
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5.4 Numeros de Catalan

Consideremos el problema de determinar el nimero 7, de triangulaciones
de un poligono convexo, es decir el nimero de maneras de dividir el poligono
en tridngulos mediante diagonales que no se intersecten. Este problema ya
fué estudiado por Euler, quien lo resolvié utilizando el método de las funcio-
nes generatrices. Nosotros lo emplearemos para introducir una relaciéon de
recurrencia no lineal que se presenta en diversos problemas combinatorios.

Es claro que T35 = 1y T, = 2. El pentiagono admite cinco triangulaciones,
como se muestra en la siguiente figura:

IAEANAEAN

Por lo tanto 175 = 5 . Para hallar una relacién de recurrencia satisfe-
cha por los ntimeros 7T, consideremos un poligono convexo de n + 1 vértices
Vl,...,Upn,Unt1 (numerados recorriendo el borde del poligono en sentido ho-
rario). Para cada triangulacién el lado v1v,41 debe pertenecer a uno y sélo
un tridngulo, cuyo vértice restante serd v para algin k£ = 2,...,n. El
nimero de triangulaciones que contienen al triangulo viv,+1v, es evidente-
mente igual al niimero de triangulaciones del poligono de vértices viva . .. vy,
es decir T,,. Anédlogamente el nimero de triangulaciones que contienen al
tridngulo vivy,11v9 es también T),. Si 2 < k < n entonces todas las triangu-
laciones que contienen al tridngulo viv,+1vr pueden obtenerse combinando
una triangulacién del poligono de vértices vivs ... v con una triangulacién
del poligono de vértices vgvgy1 ... vp41. Por el principio del producto hay
entonces Ty T, _+o triangulaciones que contienen al tridngulo vyvy,4+1v. Ha-
ciendo variar k desde 2 hasta n y sumando se obtiene entonces que:

Tn+1 = Tn + TSTn—l + -+ Tn—1T3 + Tn

Aceptaremos por convencién que T, = 1 , con lo cual la relacién anterior
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puede escribirse en la formas:

n
Tot1 = Z T Th—k+2
k=2

Esta relacion es méas complicada que las que hemos considerado hasta ahora,
ya que no es lineal y ademaés T, aparece relacionado con todos los términos
precedentes y no sélo con un nimero determinado de ellos. Sin embargo es
claro que esta relacién determina por completo a los 7T}, y permite calcular
cuantos términos se deseen. Por ejemplo:

Ty,=TYI354+T3575=1-14+1-1=2
T5:T2T4—|-T3T3—|-T4T2:1'2+1'1+2'1:5

T6:T2T5+T3T4+T4T3+T5T2:1'5+1'2+2-1+5~1:14

A continuacién hallaremos una férmula explicita para los T},. Comencemos
por observar que toda triangulacién de un poligono convexo de n vértices
consta de n—2 tridngulos. En efecto, la suma de los dngulos internos de todos
los triangulos de una triangulacién debe ser igual a la suma de los dngulos
internos del poligono, que como es bien sabido es (n—2)m. Y como la suma de
los dngulos de cada tridngulo es 7 , el niimero de éstos debe ser n—2. Por otra
parte el nimero de diagonales en cualquier triangulacién es n—3. En efecto,
cada diagonal que se traza hace aumentar el nimero de regiones en una, por
lo cual para llegar a tener n — 2 tridngulos partiendo de una sola region
(el poligono original) es necesario trazar n — 3 diagonales. Contemos ahora
el namero total de diagonales que aparecen en todas las triangulaciones de
un poligono convexo de n lados. Este nimero es naturalmente (n — 3)7,, ,
pero también puede obtenerse teniendo en cuenta que la diagonal vyvy (para
2 < k < n) aparece en T}, T}, o triangulaciones. Por lo tanto 757, 1+ - -+
T,—1T3 es el numero de apariciones de las diagonales vivg (k=3,...,n—1)
en todas las triangulaciones. Si contamos de igual manera las diagonales
con un extremo en v; para 1 = 2,...,n y sumamos llegamos a un total
de n(T5Tp—1 + -+ + T,—113). Pero en esta expresién cada diagonal v;v;
estd contada dos veces, una vez como diagonal con extremo en v; y otra
como diagonal con extremo en vj, por lo cual el nimero total de diagonales
en todas las triangulaciones es §(7375,—1 + --- + T,,_173). Por lo tanto:

n

(n—3)T, 5

(3T5—1 4 -+ Ty, 1 T3)
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Como por otra parte sabemos que:
Tn+1 =20, =131 1+ -+ T, 113
se llega a que:

2(2n — 3)

Tn+1 = T,

A partir de esta relacién ya es facil encontrar la expresiéon que buscadbamos
para 1T, :

Proposicion 5.4.1. El ndmero T, de triangulaciones que admite un poligo-
no convexro de n lados viene dado por la formula :

1 [2n—4
T, = "
n—1\n—2

., 2(2n—3
Demostracion: Como acabamos de ver T), 11 = %

T,, por lo cual:

T, — 2(2n — S)Tn—l _ (2n —4)(2n — 5)

n—1 (n—1)(n—2) nol

(2n —4)(2n —5)(2n —6)(2n —7)
(n—1)(n—2)(n—2)(n—3)

(2n —4)!

S S [T

O

Consideremos ahora el problema de poner paréntesis en un producto de n
factores (n > 2) de tal manera que cada subproducto conste de exactamente
dos factores, y llamemos P, al nimero de maneras de hacerlo. Veamos
algunos ejemplos:

P,=1 : (ab)
Ps=2 : ((ab)c), (a(bc))
Py=5 : (((ab)e)d), ((a(be))d), ((ab)(cd)), (a((be)d)), (a(b(cd)))
Para hallar una relacién de recurrencia satisfecha por los nimeros P, su-

pongamos que los n factores son x1x2 ...z, y observemos que el par de
paréntesis exteriores siempre indica el producto de dos subproductos de la
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forma z;...25 y Tgy1...2n. En el primer subproducto se pueden poner
paréntesis de P, maneras, y en el segundo de P,_j maneras. Aceptemos
por convencién que P; = 1 , para que lo anterior valga incluso cuando uno
de los dos subproductos conste de un solo elemento. Entonces, aplicando el
principio del producto y luego sumando para k =1,...,n — 1 se tiene que :

n—1
Py=PiPo i+ PPy g+ + Py aPL=> PPy
k=1

Proposicién 5.4.2. El numero de maneras de poner paréntesis en un pro-
ducto x1x5...x, den factores (n > 2) de tal manera que cada subproducto
conste de exactamente dos factores es:

1/2n—2
Pn: n+1:< >
n\n—1

Demostracion: Probaremos por inducciéon que P, = T, 1. Paran =1 se
tiene P} = 1 =T5. Supongamos que Py = T4+ para todo k < n. Entonces

n—1 n—1 n
P, = Z PP, = Z Te1Th—pi1 = Z T Th—k+2 = Ths1
k=1 k=1 k=2
O
Los ntimeros C,, = n%rl (277:) son llamados “numeros de Catalan” en ho-
nor a Eugene Charles Catalan (1814-1894) quien los encontré al resolver el
problema de los paréntesis, aunque como hemos visto ya habian sido obser-
vados por Euler en conexién con el problema de las triangulaciones. Estos
numeros estan relacionados con numerosos problemas combinatorios (ver los
ejercicios al final del capitulo).
La siguiente Proposicién resume las propiedades de los nimeros de Ca-
talan y sus relaciones con T, y P,.

Proposicién 5.4.3. La sucesion {Cy} es la inica solucion de la relacion

de recurrencia Ty, = ZZ:O TpTp—r con condicion inicial xg = 1. Ademds

4n—2
Cn = nt1 = Thyo = T:Li_i_lcn—l-
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Demostracion: Es obvio que dada la condicion inicial zg la relacion de
recurrencia tiene una solucién tnica. La sucesién {C),} es solucién ya que:

n n n+1
Z CrpCpy = Z Py Py g1 = Z PyPy_yo = Pryo = Cphyq
k=0 k=0 k=1

Como ademas Cy = 1, queda probada la primera afirmacién. La igualdad
de Cy, Ppy1y Thy2 es consecuencia de las dos Proposiciones precedentes.
La ultima igualdad se demuestra facilmente a partir de la definicién de C,
o a partir de la propiedad correspondiente para T5,. O

5.5 Ejercicios
1. Pruebe que >} Fy = Fpyo — 1.
2. Pruebe que Fy,1F, 1 — F2 = (—1)".
3. Pruebe que si n|m entonces F,|Fy,.
4. Pruebe que ntmeros de Fibonacci consecutivos son coprimos.

5. Pruebe que si d es el maximo comun divisor de n y m entonces el
méaximo comun divisor de F,, y F, es Fy.

6. Pruebe que el nimero de maneras en que un rectangulo de dimensiones
2 x n se puede dividir en n rectangulos de dimensiones 2 x 1 es Fj,41.

7. Pruebe que el nimero de subconjuntos de N, que no contienen enteros
consecutivos es Fj,yo.

8. Pruebe que el desarrollo en fraccién continua de (1 + v/5)/2

. F,
es 1+ — y que su n-simo convergente es g”.
n

1+

14+---

9. Pruebe que cada entero positivo n se puede expresar de modo tnico
como una suma de ndmeros de Fibonacci Fj, + --- + F}, con k1 >
ky> >k, >0 (r >1), donde i > j significa i > j + 2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dos jugadores sacan alternativamente fichas de un montén que inicial-
mente contiene n. El jugador que comienza puede sacar una o mas
fichas, pero no el montén completo. A partir de entonces, cada juga-
dor puede sacar una o mas fichas pero no mas del doble de las que
saco el jugador anterior. Gana el que saque la ultima ficha. Pruebe
que si n no es un nimero de Fibonacci, hay una estrategia ganadora
para el primer jugador. Si no, la hay para el segundo.

De las regiones en que queda dividido el plano por n rectas en posiciéon
genérica, ; cudntas son acotadas?

LEn cudntas regiones queda dividido el plano por n circunferencias
secantes dos a dos y tales que no haya tres concurrentes en un punto?

LEn cuantas regiones dividen el espacio n planos en posicién genérica
(es decir, tales que no haya dos paralelos ni tres que contengan una
misma recta)? ; Cudntas de esas regiones son acotadas?

(a) Halle el término general de la sucesién de Lucas {L,}, definida
por la relacién L,, = L,,_1 + L,,_2 y las condiciones iniciales Ly =
2,L; =1.

(b) Pruebe que L,, = F,,_1 + F,,+1 para todo n > 1.

(c) Pruebe que el nimero de subconjuntos de N,, que no contienen
enteros consecutivos ni a 1 y n simultaneamente es L,,.

Sia = {an}y>, es una sucesién sean Go(z) = > o anz" y Eu(z) =
Yoo o(an/n!)z™, que supondremos convergentes en algin entorno del
origen. Sea ademds Ta la sucesién “trasladada” (Ta), = ap+1. Si
b = {by}72 es otra sucesiéon definamos a xby a Ab asi: (axb), =
> b Whkbn—ks (aAb)n = Y7o (7) arbn—r. Pruebe que Gotp = Go+Gh,
Ea+b = Ea+Eb7 Ga*b = GaGb7 Ea/\b = EaEba GTa(Z) = (Ga(z)_GO)/z
y Erq = (Ea),-

Halle la solucién de la relacion de recurrencia:

Ty = 3Tpn_1 +4Tn_o — 12x,_3
con condiciones iniciales xog = 1,21 = =27, 29 = —1.
Halle la solucién de la relacion de recurrencia:

Ty =6x,_1 — 12,9 + 8xy_3
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

José H. Nieto

con condiciones iniciales xg = 4,1 = 4, x5 = 24.
Dada la relacién de recurrencia:
Tp = TTp_1 — 102,_9 + 12n% — 70n + 53

(a) Halle una solucién particular de tipo polinémico.

(b) Halle la solucién general.

., De cuantas maneras un rectangulo de 3 x n se puede dividir en
rectangulos de 2 x 1 7

esuelva la relacién de recurrencia =S 4 ArA,_ con condi-
Resuel 1 1 d An+1 k=0 Ak An—k
cién inicial Ay = @ usando funciones generatrices.

Dados 2n puntos en una circunferencia, ;de cudntas maneras pueden
unirse de a pares mediante n segmentos que no se intersecten?

Un drbol binario, segun la definicién recursiva dada por Knuth (ver
[K1]) es “un conjunto finito de nodos que esta vacio, o se compone de
una raiz y de dos arboles binarios disjuntos, llamados subarboles de
la derecha y de la izquierda de la raiz”. Haciendo abstraccién de la
naturaleza de los nodos, ; cudntos arboles binarios de n nodos hay?
O en otras palabras, jcuantas estructuras diferentes puede tener un
arbol binario de n nodos?

Supongamos que en el Ejercicio 8 del Capitulo 3 hay n personas con
billetes de 50 Bs y n personas con billetes de 100 Bs. Pruebe que el
numero de ordenaciones de las 2n personas en la cola, para que ésta
pase sin contratiempos por la taquilla, es C,,.



Capitulo 6

Permutaciones y particiones

“Como todo lo que es o puede ser pensado estd formado por
partes reales o, por lo menos, imaginarias, aquello que se
distingue especificamente tiene necesariamente que distinguir-
se, bien por poseer otras partes o por contener las mismas,
ordenadas de otro modo.”

Leibniz, De arte combinatoria, (1666).

6.1 Permutaciones

Una permutacion de los ntimeros del 1 al n es una aplicaciéon biyectiva del
conjunto N,, = {1,...,n} en s{ mismo. Estas permutaciones forman, con la
composicién como operacién, un grupo que denotaremos S,. Ya sabemos
que |S,| = nl. Las permutaciones o € S,, suelen representarse mediante la

(1 2 ... n)
g =
ar ag ... A,

la cual significa que o(i) = a; para i = 1,2,...,n. Un ciclo es un tipo es-
pecial de permutacién que describiremos a continuaciéon. Sean aq, asg, ..., ag
k numeros naturales distintos entre 1 y n y consideremos la aplicacion
0 : N,, — N,, definida asi:
G(al) = aj+1 sil<i<k
O(ar) = @
0(5) jsigeN, \{a,...,ar}

notacion siguiente:

B
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Es claro que 6 € S,,. Diremos que 6 es un ciclo y escribiremos 6 =
(a1,...,ax). La longitud de este ciclo es k (se dice también que 6 es un
“k-ciclo”). Cuando k = 1 entonces el ciclo (a;) es la identidad. Si k& = 2
entonces (a1, a2) tiene el efecto de intercambiar los elementos a; y ag entre
si, por lo cual un 2-ciclo es llamado también transposicion. Observemos que
un ciclo de longitud k se puede escribir de k& maneras distintas, permutando
ciclicamente sus elementos. En otras palabras:

(al,ag,...,ak) = (ag,...,ak,al) == (ak,al,...,ak_l)
Dos ciclos (ai,...,ax) vy (b1,...,by) se dicen disjuntos si

{al,...,ak}ﬂ{bl,...,bh}ZQ)

Es facil ver que si 6 y w son ciclos disjuntos entonces conmutan, es decir
wof = fow. Para ello basta aplicar cada uno de los productos a un elemento
cualquiera j de N,,.

Proposicion 6.1.1. Toda permutacion o € S, se puede descomponer en
producto de ciclos disjuntos. Dichos ciclos estdn univocamente determinados
por o .

Demostracion: Comencemos por definir una relacion ~ en N,, asi:
Jj ~ k siy sélo si existe un entero i tal que k = o'(j)

Es inmediato verificar que ~ es una relaciéon de equivalencia, y por lo tanto
N,, queda particionado en clases de equivalencia. Dado a € N,, considere-
mos la sucesién infinita a,o(a),0?(a),.... Es claro que esta sucesiéon debe
tener elementos repetidos. Digamos que o*(a) = 07 (a), con i < j. Entonces
077 (a) =a,y j—i > 0. Sea m el menor nimero natural tal que 0™ (a) = a.
Entonces los elementos a,o(a),...,0™ !(a) son todos distintos y estdn en
la clase de equivalencia de a. De hecho cualquier niimero equivalente con a
est4 en la lista anterior, ya que si a ~ b entonces b = o?(a) para algin entero
t, y efectuando la division entera de t entre m tendremos t = gm + r con
0 <r <m,y por lo tanto b = 7" (a) = ¢"(a). En conclusién, la clase de
equivalencia del elemento a es C(a) = {a,0(a),..., 0™ 1(a)}. Observemos
también que el ciclo (a,0(a),...,0™ 1(a)) acttia igual que o sobre C(a). Si
para cada clase de equivalencia formamos un ciclo de acuerdo al procedi-
miento anterior obtendremos un conjunto de ciclos disjuntos 64, ..., 0, tales
que 0 =01 0650---005. En efecto, cada j € N,, aparece en uno y sélo uno
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de los ciclos 0; (aquel que corresponde a la clase de equivalencia de j) y para
ese ciclo se tiene 0;(j) = o(j), mientras que los ciclos 6 con k # i (por ser
disjuntos de 6;) dejan fijos a los elementos j y o(j). Por otra parte es facil
ver que en cualquier descomposicion de o en ciclos disjuntos éstos deben
estar constituidos por los elementos de una misma clase de equivalencia, y
como cada ciclo actia sobre sus elementos igual que o resulta que quedan
univocamente determinados. O

Observacion: Al escribir una permutacién como producto de ciclos disjuntos
se suelen omitir los ciclos de longitud 1, ya que son la identidad y no afectan
el producto. Sin embargo nosotros los escribiremos siempre explicitamente
porque su numero tiene importancia combinatoria.

Ejemplo

Dada la permutacién
(12345673
~\3 75 481 26
tenemos que o(1) = 3,0(3) = 5,0(5) = 8,0(8) =6y o(6) =1 . Por lo
tanto la clase del 1 es {1,3,5,8,6} y el ciclo correspondiente (1,3,5,8,6). Del

mismo modo se encuentran los ciclos (2,7) y el 1-ciclo (4). Por lo tanto
o =(1,3,5,8,6)(2,7)(4).

Denotaremos mediante \;(s) al nimero de ciclos de longitud i que apa-
recen en la descomposicién de o en producto de ciclos disjuntos.

Proposicién 6.1.2. Sio € S, entonces Y i, iXi(0) =n

Demostracion: El producto i\;(c) nos da la cantidad de elementos en las
clases de equivalencia de cardinal ¢, por lo tanto al sumar desde 7 = 1 hasta
n tenemos el total de elementos en N,,. ]

Proposiciéon 6.1.3. Si A\1,..., A\, son enteros no negativos que satisfacen
la relacion Y~ | i\; = n entonces el nimero de permutaciones o € S,, con
Ai ciclos de longitud © para i =1,...,n viene dado por:

n!
121242 .. -77,)‘”)\1!)\2! ce !
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Demostracion: Los ciclos que aparecen en la descomposicién de una per-
mutacién o € S, son unicos, pero no lo es la manera de escribirlos. De
hecho, cada ciclo de longitud A; se puede escribir de A; maneras, y ademas
los ciclos pueden permutarse entre ellos. Si adoptamos la convencién de
escribir primero los ciclos de longitud 1, luego los de longitud 2 y asi su-
cesivamente entonces el nimero de maneras de escribir la descomposicion
correspondiente a una permutacién o con \;(o) = \; seré:

1)\12)‘2 s n)‘")\l!/\gl e AR

En efecto, el factor k* corresponde al nimero de maneras de “rotar” los
elementos de cada uno de los A, k-ciclos, mientras que el factor Ag! co-
rresponde al nimero de maneras de permutar entre si esos mismos ciclos.
Hagamos ahora una lista con las n! permutaciones de los niimeros del 1 al
n escritas como sucesiones de n elementos, y pongamos paréntesis del modo
siguiente: A1 pares de paréntesis encerrando a cada uno de los A; primeros
elementos de cada entrada de la lista, Ao pares de paréntesis encerrando
de a pares a los 2y elementos siguientes, y asi sucesivamente. La condi-
cion Ay 4+ 2Xe + -+ - + n), = n asegura que el ultimo paréntesis cerrara a
la derecha del dltimo elemento. En la lista resultante apareceran todas las
permutaciones o € S, tales que \;(o) = \; para i = 1,...,n ,pero de
acuerdo con nuestra discusion inicial es claro que cada una de ellas apa-
recerd 121222 ... pAn ) INo!- -\, veces. Para obtener el nimero de estas
permutaciones dividimos n! (el total de entradas en la lista) por la canti-
dad de veces que aparece repetida cada una de ellas, obteniendo el valor
deseado. O

Como un caso particular de la Proposiciéon que acabamos de demostrar
se obtiene que el nimero de permutaciones de N,, que constan de un dnico
ciclo de longitud n es (n — 1)!. Estas son las llamadas “permutaciones cir-
culares” de la Combinatoria clésica. Otra situacién interesante se presenta
cuando n es par y nos preguntamos por el nimero de permutaciones que se
descomponen en producto de n/2 = m transposiciones disjuntas, sin puntos
fijos. En este caso A2 = n/2y \; = 0 para i # 2. Por lo tanto el nimero
buscado es n!/(2™"m!) = (n —1)(n —3)---3-1=(n—1)IL
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6.2 Numeros de Stirling de primera clase

Llamaremos numero de Stirling de primera clase [Z] a la cantidad de per-
mutaciones o € S, que se descomponen en producto de exactamente k ciclos
disjuntos. Si n > 0 es claro que [g] = 0. Aceptaremos por convencién que
[8] =1y [2] =0, Vn > 0 (esta convencién se justifica si se considera que
So es el conjunto de biyecciones del conjunto vacio en si mismo y tiene un
solo elemento, a saber la funcion vacia, la cual se descompone en producto
de 0 ciclos).Lamentablemente no existe acuerdo sobre la notacién para los
niimeros de Stirling (se usa s(n, k), s,.x, S¥, etc.) Muchos autores asignan
incluso un signo negativo a la mitad de estos ntimeros. Nosotros adoptamos
la notacién de Knuth ([K1]), pues enfatiza la interesante analogia existente
entre estos nimeros y los coeficientes binomiales.

A continuacién demostraremos varias propiedades de estos nimeros.

Proposicién 6.2.1. Para todo n > 0 se cumple:
n| _ 1. ni_ (n— 1), no|_(n
n 1 n—1 2

Demostracion: Sio € S, se descompone en n ciclos disjuntos, todos ellos
deben ser 1-ciclos y por lo tanto o es la identidad. Esto prueba la primera
igualdad. En cuanto a la segunda observemos que si o € S, se descompone
en un solo ciclo, esto significa que ¢ es un n-ciclo. Entonces aplicando la
Proposicion 6.1.3con Ay =--- = A\,_1 = 0, A\, = 1, se obtiene que el niimero
de n-ciclos es (n — 1)!. Para demostrar la tercera igualdad observemos que
si o € S5, se descompone en producto de n — 1 ciclos disjuntos todos ellos
deben ser de longitud 1 salvo uno, que sera de longitud 2. Esto significa
que o es una transposiciéon. Por lo tanto [nfl] representa el ntmero de
transposiciones en S,. Pero una transposiciéon queda determinada por el
par de elementos que transpone, por lo tanto hay tantas como pares de
elementos en N,,, es decir (g) ]

Proposicién 6.2.2. Para todon >0 y k > 0 se cumple:

N s R
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Demostracion: Entre las [Z] permutaciones de N,, que se descomponen
en producto de k ciclos disjuntos contemos aquellas que dejan fijo el ele-
mento n. Su numero debe ser [Z:ﬂ, pues si dejan n fijo deben permutar
los elementos {1,...,n — 1} entre si y descomponerse en producto de k — 1
ciclos en S,,_; para completar con el 1-ciclo (n) el total de k ciclos. En las
permutaciones que no dejan fijo a n este elemento debe aparecer en algin
ciclo acompanado al menos de otro elemento. Eliminando a n de ese ciclo
resulta una permutacién de N,,_1 que se descompone en producto de k ciclos
disjuntos. Por este procedimiento se pueden obtener en verdad todas estas
permutaciones, pero cada una de ellas aparecera repetida n — 1 veces porque
el elemento n puede reinsertarse en n — 1 posiciones diferentes. Por lo tanto
el nimero de permutaciones de N,, que se descomponen en k ciclos disjuntos
y que no dejan fijoanes (n—1) ["gl] . Una aplicacién rutinaria del principio
de la suma completa la demostracién. ]

La relacién que acabamos de demostrar, parecida a la formula de Stifel
para los coeficientes binomiales, permite calcular los nimeros de Stirling de
primera clase recursivamente y construir un tridangulo similar al de Pascal:

Nk 0 1 2 3 4 5 6
0 1

1 0 1

2 0 1 1
3.0 2 3 1

4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1

Los lados del tridngulo se llenan con ceros y unos en virtud de las igual-
dades [2] =0,Vn >0y [Z] =1, Vn > 0. Las entradas restantes se
obtienen sumando el nimero que se halla en la fila superior un lugar a la
izquierda con el que estd arriba multiplicado por su nimero de fila. Por

ejemplo en la fila 5 y columna 3 tenemos [g] =1146 x4 = 35.

Proposicién 6.2.3. Para todo n > 0 se cumple:

x(x+1)---(x+n—1):f:mxk

k=0
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Demostracion: Lo probaremos por induccién en n. La igualdad se cumple
para n = 0 (interpretando el producto vacio a la izquierda como igual a 1) y
paran = 1, en cuyo caso se reduce a © = x. Puesto que z(z+1)--- (z+n—1)
es un polinomio de grado n en la variable x lo podemos escribir en la forma
Apo + Apgx + - + Ay 2. Sea n > 0. Nuestro objetivo es probar que
App = [Z] Supongamos inductivamente que A,_1j; = [";1] Como el
polinomio z(z +1)---(x +n — 1) se anula en x=0 y tiene el coeficiente de
x™ igual a 1 es claro que A, =0= [8] yAu,=1= [Z] Ahora bien,

> Apgpat = (@@ +1)-(w+n-2)(z+n—1)
k=0

n—1
= (Z An_kak) (z+ (n—-1))
k=0

n n—1
= Z Anfljkflxk + (n — 1) Z An,kak
k=1 k=0

n—1

=z" + Z (Ap_1po1+(n—1)A, 1 5) 2"
p}

Por lo tanto si 0 < k < n se tiene:
n—1

App =An_ i1 +(n—1)Au 14 = [k - 1] 1) [n ; 1] _ [Z]

siendo las dos tdltimas igualdades consecuencia de la hipétesis inductiva y
de la Proposicién (6.2.2). O

Proposicién 6.2.4. Para todo n > 0 se cumple:

w(—1)(z—n+1) = Zn:(—nn—’f m ot

k=0

Demostracion: Basta substituir  por —x en la Proposicién 6.2.3 y mul-
tiplicar luego ambos miembros por (—1)". m

Diremos que la sucesion de niimeros reales aq,as,...,a, presenta un
minimo de izquierda a derecha en la posicién ¢ si se cumple que a; > a; para
todo j < 4. Los ntimeros de Stirling de primera clase estan relacionados con
este concepto del modo siguiente:
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Proposiciéon 6.2.5. El numero de permutaciones de N,, que al ser escri-

tas en forma de sucesion presentan exactamente k minimos de izquierda a
n

derecha es [k]

Demostracion: Diremos que la descomposicién en producto de ciclos dis-
juntos de una permutacién o € S, estd escrita en forma candnica si se
satisfacen las dos condiciones siguientes:

1. Cada ciclo est4 escrito comenzando por su menor elemento.

2. Los ciclos estan ordenados de izquierda a derecha en orden decreciente
de sus primeros elementos.

Es claro que toda permutacién puede escribirse de acuerdo a estas reglas,
y de una tnica manera. Por ejemplo :

12345678
‘7_(2 45178 3 6>_(6’8)(3’5’7)(1’2’4)

La ventaja de la forma candnica es que si quitamos los paréntesis que encie-
rran a cada ciclo, la permutacion original puede ser reconstruida abriendo
paréntesis antes de cada minimo de izquierda a derecha. En efecto, el pri-
mer elemento de un ciclo en una descomposicion escrita en forma candnica
es menor que el primer elemento de cualquier ciclo que lo preceda y por lo
tanto menor que cualquier elemento de ese ciclo. En consecuencia, el primer
elemento de cada ciclo es un minimo de izquierda a derecha, y obviamente
no hay otros minimos. Construyamos ahora una aplicacién f : S, — S,
del modo siguiente: a cada o € S, la descomponemos en producto de ci-
clos disjuntos, escribimos la descomposicién en forma canodnica, quitamos los
paréntesis e interpretamos el resultado como una permutacién escrita en for-
ma de sucesién. Por ejemplo si o es la permutacién del ejemplo precedente
entonces

3
3
La posibilidad de reconstruir una permutaciéon a partir de la sucesion de
elementos que aparecen en su forma candnica nos muestra que f es una
biyeccién, y ademas hace corresponder a cada permutacién que se descom-

ponga en k ciclos disjuntos otra con k minimos de izquierda a derecha. Una
aplicacién del principio de correspondencia finaliza la demostracién. O

Otro tratamiento de este tema puede verse en [N2].
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6.3 Aplicacién al analisis de algoritmos

FEl algoritmo que analizaremos a continuacién es muy sencillo, y consiste
en examinar secuencialmente un arreglo numérico x[1],z[2],...,x[n] para
hallar el minimo elemento. Al finalizar, la variable min contendra el valor
del menor elemento del arreglo y la variable j su correspondiente indice.
Supondremos, para mayor sencillez, que todos los elementos del arreglo son
distintos.

PASO 1. (Inicializacién) j < 1; min « x[l]; i < 2 ;
PASO 2. Sii > n finalizar.

PASO 3. Si z[i| > min ir al PASO 5.

PASO 4. min « x[i]; j < 1;

PASO 5. i — i+ 1; Ir al PASO 2.

El anélisis combinatorio de este algoritmo consiste sencillamente en con-
tar el nimero de veces que se ejecuta cada paso del mismo. Esto es facil,
excepto para el PASO 4, cuya ejecucion depende de los datos de entrada
(los elementos almacenados en el arreglo). Como méximo este paso se eje-
cutard n — 1 veces, y esto ocurrird si y sélo si z[1] > x[2] > --- > z[n]. Pero
también puede ocurrir que no se ejecute nunca, si los elementos del arreglo
son tales que z[1] < z[2) < --- < z[n]. En general, llamando A al nimero
de veces que se ejecuta el PASO 4, tendremos:

PASO veces que se ejecuta

U W N =
B
—

El valor exacto de la cantidad A es inferior en una unidad al nimero de
minimos de izquierda a derecha que presente la sucesién x[1], z[2], ..., z[n].
Puesto que a los fines de este andlisis no tienen importancia los valores ab-
solutos de los nimeros z[i] sino solamente las relaciones de orden entre ellos,
supongamos que z[1],z[2], ..., z[n] son una permutacién de los nimeros del
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1 al n. Entonces la Proposicién (6.2.5) nos dice que el nimero de permuta-
ciones para las cuales A = k es [kil} . Si suponemos que las n! permutaciones
son equiprobables como datos de entrada, entonces la probabilidad de que
sea A=k es:

1| n
pr = Prob(A =k) = n!{kﬂ— J

Para obtener el valor esperado y la variancia de A calculemos primero la
correspondiente funcién generadora de momentos:

n—1 n—1
1 n 1
k=0 k=0

donde la tltima igualdad es consecuancia de (6.2.3). Calculemos la derivada
logaritmica de G(x) :

G'(z) 1 4 1 ey 1

Gx) x4+1 z+2 x4+n—1

Como G(1) = 1, poniendo 2 = 1 en la expresién anterior resulta que el valor
esperado de A es:

1 1 1
(A) (1) 5 + 3 +---+ - n
siendo H,, la suma de los primeros n términos de la serie armonica.

Derivando una vez mas resulta:

G"(x)G(x) = (G'(x)> 1 1 1
G2 (x) (x4 1)?2 (z+2)2 (x+n—1)2
y calculando nuevamente en x=1 tenemos
1 1 1
G'(1) = (G ==y = g =+ =y = 1= H

siendo H\? = > r_1(1/k?). Ahora podemos calcular la variancia de A:
Var(A) = G"(1) + G'(1) — (G'(1))? = H,, — H{?

Con esto finaliza el analisis estadistico del algoritmo. Utilizando estas mis-
mas ideas se puede analizar el algoritmo de ordenacién por seleccién (ver
ejercicios al final del capitulo).
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6.4 Particiones, nuimeros de Stirling de segunda
clase y nimeros de Bell

Una particién de un conjunto X es una coleccién {A; : ¢ € I} de subconjun-
tos no vacios de X, disjuntos dos a dos y tales que su unién sea X. Cada
particién de X permite definir una relacién de equivalencia ~ en X en la
cual x ~ y si y sélo si x,y € A; para algun ¢ € I. Reciprocamente cada
relacion de equivalencia en X induce una particién de X, a saber aquella
constituida por las clases de equivalencia. Es claro que esta correspondencia
entre particiones de X y relaciones de equivalencia en X es biyectiva.

Cada funcion f : X — Y induce una relacion de equivalencia ~ en
su dominio definiendo a ~ b si y sélo si f(a) = f(b). A la particién de X
determinada por esta relacion de equivalencia se le llama nicleo de la funcién
f. Si f es sobreyectiva y el conjunto Y tiene k elementos y1, ...,y entonces
el niicleo de f se compone también de k clases, a saber f=(y1),..., [~ (yx).
El nimero de particiones (o lo que es lo mismo, el nimero de relaciones de
equivalencia) que admite un conjunto de n elementos se denomina nimero
de Bell de orden n, y lo denotaremos B,,. Aceptaremos por convenciéon que
By = 1, aunque esto puede también justificarse observando que el conjunto
vacio admite exactamente una particién, a saber la particién vacia (es decir
la particién sin miembro alguno). El nimero de particiones que admite un
conjunto de n elementos con exactamente k clases se denomina numero de
Stirling de segunda clase con indices n y k y lo denotaremos mediante el
simbolo {Z} Es claro que si n > 0 entonces {8} = 0. También es obvio que
si n < k entonces {Z} = 0. Aceptaremos por convencién, o en virtud del
mismo razonamiento que hicimos mas arriba para By, que {8} =1.

A continuacién demostraremos varias propiedades de los ntimeros de
Stirling de segunda clase.

Proposicion 6.4.1. Para todo n > 0 se cumple:

(h={ = =z 0= 0)

Demostracion: Si X = {z1,...,x,} es un conjunto con n > 0 elementos
entonces la dnica particién de X con una sola clase es obviamente {X}. A
su vez, la tnica particiéon de X con n clases es {{z1},...,{z,}} y asi quedan
probadas las dos primeras igualdades. En cuanto a la tercera hagamos co-
rresponder a cada subconjunto A de X , no vacio y distinto del propio X, la
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particion {A, X \ A}. De este modo se obtienen todas las particiones de X
en dos clases, pero cada una de ellas aparece dos veces puesto que A y X\ A
determinan la misma particion. Como X tiene 2" subconjuntos, descontan-
do ) y X y dividiendo entre dos resulta (2" —2)/2 = 2"~! — 1. Por tltimo,
para probar la cuarta igualdad basta observar que cualquier particion de X
en n — 1 clases debe constar de una clase de dos elementos y n — 2 clases de
un elemento cada una. Pero una particion de este tipo queda determinada
una vez que sabemos cual es la clase con dos elementos, para lo cual hay
precisamente (g) posibilidades. ]

Proposiciéon 6.4.2. Para todon >0 y k > 0 se cumple:
n n—1 n—1
= k
{k} {k—1}+ { k }

Demostracion: Sea X = {z1,...,x,}. Las particiones de X en k clases
pueden clasificarse en dos categorias: las que contienen la clase {x,} y las
que no la contienen. Las primeras son {Z:}}, puesto que si {z,} es una clase
debe haber k — 1 clases adicionales, cuya unién serd {z1,...,x,-1}. En las
particiones de la segunda categoria el elemento x,, debe pertenecer a alguna
de las k clases, que contendra también algin otro elemento. Quitando x,, re-
sultard una particién de {x1, ..., z,—1} con k clases, de las cuales hay {”;1}
Sin embargo aplicando este procedimiento cada particién de {x1,...,zp—1}
en k clases se obtiene k veces, pues x, podria estar en cualquiera de las k
clases. De este modo resulta que el nimero de particiones en la segunda
categoria es k{";l} O

La relacion que acabamos de demostrar, andloga a la férmula de Stifel para
los coeficientes binomiales y a la Proposicién (6.2.2) para los nimeros de
Stirling de primera clase, permite calcular los niimeros de Stirling de segunda
clase recursivamente y construir una tabla semejante al tridngulo de Pascal:

n\k 01 2 3 4 5 6

0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 01 3 1

4 01 7 6 1

) 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1
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En este triangulo, luego de llenar los lados con ceros y unos, se obtiene
cada nimero sumando al que esta en la fila superior y un lugar a la izquierda,
el que estd encima multiplicado por su nimero de columna. En la fila 5 y
columna 3 se tiene por ejemplo {g} =746 x3=25.

(-2 O

Demostracion: Sea X = {x1,22,...,2n+1}. En cada particién de X en
k + 1 clases eliminemos la clase que contiene a x,4+1. Queda entonces una
particién de un subconjunto B de {x1,...,z,} en k clases. Reciprocamente
si a una particién de un conjunto B C {z1,...,x,} en k clases le agregamos
la clase X \ B (que no es vacia pues al menos contiene a x,1) resulta una
particion de X en k41 clases. Las dos correspondencias que hemos definido
son claramente inversas una de la otra, por lo tanto aplicando el principio
de correspondencia y luego el de la suma resulta que:

S EEPIRELY.

Proposiciéon 6.4.3.

BC{z1,....xn}
Para concluir la demostracién basta observar que para cada j = 0,1,...,n
hay exactamente (?) subconjuntos B de {x1,...,z,} con j elementos. []

Proposicién 6.4.4. El numero de funciones sobreyectivas de un conjunto
de n elementos en otro de k elementos es k'{Z}

Demostracién: En primer lugar probaremos que si dos funciones f y g
de un conjunto X en otro Y son sobreyectivas y tienen el mismo ntcleo,
entonces existe una unica biyeccién ¢ : Y — Y tal que f = 0 og. En
efecto, si y € Y sea z € X tal que g(x) = y y definamos o(y) = f(z).
La definicién es buena pues si 2’ es otro elemento de X tal que g(2') = y
entonces g(x') = g(x) y como g y f tienen el mismo nicleo resulta f(a') =
f(x). Es claro que con esta definicién se cumple que 0 o g = f, y como g
es sobre o es la tnica funcién que satisface esta relacién. Como f es sobre
resulta también que o lo es. En cuanto a la inyectividad si o(y1) = o(y2)
sean x1,ry tales que g(x;) = v;, ¢ = 1,2. Entonces o(g(z1)) = o(g(x2)) y
por lo tanto f(x1) = f(x2), pero como f y g tienen el mismo nicleo resulta
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que g(x1) = g(z2), es decir y; = y2. La propiedad de tener el mismo nicleo
induce obviamente una relacién de equivalencia en la familia de las funciones
de X sobre Y. Si | X|=ny |Y| =k entonces en virtud de lo que acabamos
de probar cada clase de equivalencia debe tener k! elementos (tantos como
biyecciones o : Y — Y) y el nimero de clases de equivalencia serd igual al
numero de particiones de X en k clases, es decir {Z} Por lo tanto el niimero
total de funciones de X sobre Y es k'{’;} O

Proposiciéon 6.4.5.

(et s (Lm)

ni+--+n=n
n; >0

Demostracion: Es consecuencia inmediata de las Proposiciones (6.4.4) y
(3.2.4). O
Proposicion 6.4.6.

(- a S Qe 30 ()

Demostracion: Es consecuencia inmediata de las Proposiciones (6.4.4) y
(4.2.1). O

> (){i-r

Demostracion: Sean X e Y dos conjuntos tales que | X| =ny |Y]| = k.
Toda funcién de X en Y es sobre algtin subconjunto de Y. Como el niimero
total de funciones de X en Y es k™ tenemos entonces que:

Proposicién 6.4.7.

> |Sobre(X, B)| = k"
BCY
Pero para cada j entre 0 y k hay (’;) subconjuntos de Y con j elementos, y

el nimero de funciones de X sobre cada uno de ellos es j ‘{T;} segin (6.4.4).
Una aplicacion del principio de la suma concluye la demostracion. O
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Proposicién 6.4.8.

se anula para cualquier entero positivo k por la Proposicién (6.4.7). Por lo
tanto, debe ser idénticamente nulo. ]

Proposiciéon 6.4.9. Supongamos que Ai,...,\, son enteros no negativos
tales que A1 +2Xo+---+nh\, = n. Entonces el nimero de particiones de un
conjunto de n elementos con \; clases de i elementos parai=1,...,n es:

n!
(INAL(20)A2 - (ph)An A IAL -2 A,

Demostracion: Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el con-
junto de n elementos es N,,. Escribamos las n! permutaciones de los nimeros
del 1 al n en forma de sucesion y a cada una de ellas hagamosle corresponder
una particién de N,, de la siguiente manera: con los primeros \; elementos
formamos \; clases de un elemento cada una; con los siguientes A9 pares de
elementos formamos Ao clases de dos elementos cada una, y asi sucesivamen-
te. Es claro que de este modo se obtienen todas las particiones de N,, con

A; clases de 7 elementos para cada ¢ = 1,...,k, pero cada una de ellas apa-
rece repetida (11)* (2022 - .- (n))* A\ I\g! - -+ \,! veces. En efecto, para cada
k=1,...,n hay Ay clases de k elementos, y los elementos de cada una de

estas clases pueden permutarse entre si de k! maneras. Esto da cuenta del
factor (k!)*. Por otra parte las A clases de k elementos pueden permutarse
entre si de \;! maneras. ]

Proposicién 6.4.10. La funcion generatriz exponencial de los numeros de
Stirling de sequnda clase {Z} para k > 0 fijo es (et — 1)F/k!.
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Demostracion: Utilizando (6.4.5) se tiene:

1 (n =1 n

il "= — t"
Zn'{k} Zn!k‘! Z (nl,...,nk>
n=k n=k ni+--+ng=n

1 & 1 "
:HZ Z nl'nk‘ t

n=k \ni+--+ng=n
IR b= 1)k
“r\nTatan ) T

Proposicién 6.4.11.
" (n
-3 {}]
k=0

Demostracion: Clasifique las particiones de un conjunto de n elementos

segun el numero de clases que contengan, y aplique el principio de la suma.
O

Proposicion 6.4.12.

By = Z <Z> By,

k=0

Demostracion: Todas las particiones de N, 11 pueden obtenerse escogien-
do primero el conjunto de elementos F' C N,, que acompanardn a n + 1 en
su clase y efectuando luego una particién de N,, \ F. Por lo tanto:

n
B = Z B || :Z Z Bk

FCNn k:O FCNn
|F|=k

=3 (3) B =3 (}) 3
k=0 k k=0 k

(la dltima igualdad es consecuencia de la simetria de los coeficientes bino-
miales). O
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Proposicién 6.4.13. La funcion generatriz exponencial de los numeros de
Bell es:

o

Z &tn _ eetfl
n!

n=0

Demostracion: Aplicando las Proposiciones (6.4.10) y (6.4.11) se tiene:

> 2y ({1}
n=0 n=0 k=0
— L fn n = 1 t k et—1
:Z n‘{k‘}t :ZH(E -1)f=e
k=0 n=k k=0

(Otras demostraciones de este resultado conocido como “férmula de Bell”
pueden verse en [R6], [B1] y [T1]. Vea también el Ejercicio 13).

Triangulo de Bell

Los ntimeros de Bell pueden obtenerse a partir del siguiente tridngulo, en el
cual B,, es el ultimo ndmero de la fila n. La regla de formacién de cada fila
es la siguiente: se coloca como primer elemento el ultimo ntmero de la fila
anterior, luego se suma este primer elemento con el nimero que esta arriba
suyo y el resultado se coloca como segundo numero de la fila, la suma de
éste con el que esta arriba suyo es el tercero, y asi sucesivamente. La fila
nimero 5 por ejemplo se obtuvo asi: su primer elemento es el tdltimo de
la fila 4, es decir el 15. El segundo elemento es 15 4+ 5 = 20, el tercero
2047 = 27, el cuarto 27+ 10 = 37 y el quinto y tUltimo By = 37 + 15 = 52.
El proceso comienza colocando B; = 1 en la primera fila. La justificacion
de este procedimiento se deja al lector (ver Ejercicio 16).

= 1

= 1 2

= 2 3 5

= 5 7 10 15

15 20 27 37 52

92 67 87 114 151 203
203 255 322 409 523 674 877
877

|
0~ DU W

BB BB BB BB
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Para finalizar, recomendamos al lector el interesante articulo de divul-
gacién de Martin Gardner [G1] sobre los nimeros de Bell.

6.5 Ejercicios

1. Pruebe que el niimero de Stirling de primera clase [Z] es igual a la
suma de todos los productos de n — k ntmeros distintos entre 1 y
n— 1. Por ejemplo, [3] =1-24+1-3+1-4+2:3+2-4+3-4=35.
Deduzca como corolario la siguiente acotacién:

n n—1\2
=)o
2. (Algoritmo de ordenacién por seleccion)
El siguiente algoritmo ordena el arreglo z[1],...,z[n] en forma ascen-
dente:
Paso 1. k1
Paso 2. Si k > n — 1 finalizar.
Paso 3. j «— k; M «— x[k]; i —j+1
Paso 4. Sii > n ir al Paso 8.
Paso 5. Si z[i] > M ir al Paso 7.
Paso 6. M «— z[i]; j«— i
Paso 7. ¢ — i+ 1; Ir al Paso 4.
Paso 8. z[j] < z[k]; z[k] — M; k «— k+1; Ir al Paso 2.
Calcule el nimero de veces que se ejecuta cada paso distinto del Paso
6. Pruebe que si z[1],...,z[n] es una permutacién de los niimeros del

1 al n tomada al azar entonces el valor esperado del nimero de veces
que se ejecuta el Paso 6 es (n+ 1)H,, — n.

3. Demuestre la Proposicién (6.4.9) a partir de la (6.1.3).
4. Pruebe que {",} = (3) +3(})

5. Pruebe que {, "} = (}) +10(%) + 15(3)
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6.

10.

11.

12.

Pruebe que el nimero de particiones de N,, en k clases que no conten-
. -1
gan elementos consecutivos es {271 .

Como aplicacién, muestre que el nimero de banderas con n franjas
horizontales que se pueden pintar con k colores, de modo que aparezcan
todos los colores y no haya franjas adyacentes del mismo color, es

G

. Pruebe que para un k fijo, la funcién generatriz de los nimeros de

Stirling de segunda clase {"Zk } es:

i{”}ik}x”: (1—95)(1—2;).--(1—@)

n=0

. Pruebe que el nimero de Stirling de segunda clase {Z} es igual a la

suma de todos los productos de n — k factores entre 1 y k , donde
puede haber factores repetidos. Por ejemplo,

)
{3}:1-1+1-2+1-3+2-2+2~3+3-3:25

. Los polinomios [z]p =1, [z)i = x,..., [zl =2z —-1)---(x —n+1)

forman una base del espacio vectorial de los polinomios a coeficientes
reales y grado menor o igual a n , del mismo modo que los polinomios
1,z,22%,...,2". Exprese las matrices de cambio de una a otra base
utilizando los niimeros de Stirling. Multiplicando una de estas matrices
por su inversa obtenga relaciones entre los nimeros de Stirling de

primera y segunda clase.

Si n > 1 es producto de k factores primos distintos, pruebe que el
nimero de descomposiciones de n en producto de factores mayores
que 1 es By.

Pruebe que el nimero de particiones de N,, tales que cada clase tiene
al menos dos elementos es igual al niimero de particiones de N,,_; tales
que al menos una clase tiene exactamente un elemento.

Demuestre la Proposicién (6.4.12) a partir de las Proposiciones (6.4.3)
y (6.4.11).
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13.

14.

15.

16.

José H. Nieto

Obtenga la féormula de Bell multiplicando la funcién generatriz expo-
nencial de la sucesién {B,} por el desarrollo en serie de e* y usando
la Proposicién (6.4.12).

Demuestre la “férmula de Dobinsky”:
1 /1™ 2 3"

Pruebe que el nimero de particiones de N,, tales que ninguna clase
contiene elementos consecutivos es B,,_1.

Justifique la contruccién del tridngulo de Bell.



Capitulo 7
Teoremas de existencia

“Mirando bien las cosas, parece que el mateméatico debe tener
el valor de afirmar sus convicciones intimas, lo que le llevara a
decir que las estructuras matematicas estdn dotadas de una
existencia independiente de la mente humana que las piensa.
Esta existencia es, sin duda alguna, muy diferente de la exis-
tencia concreta y material del mundo exterior, pero no por eso
deja de estar relacionada de manera sutil y profunda con la
existencia objetiva.”

René Thom.

En este capitulo hemos agrupado algunos resultados que afirman la exis-
tencia de algtin tipo de objeto matemadtico a partir de consideraciones com-
binatorias, entre ellos el teorema de Ramsey y algunas de sus consecuencias
y el Teorema de Philip Hall sobre sistemas de representantes distintos. In-
cluimos el teorema de Van der Waerden por cuanto creemos que pertenece
a este mismo orden de ideas, aunque también podria ser considerado un
resultado de teoria de nimeros. Por iltimo aprovechamos la ocasién para
ilustrar la significaciéon y las posibilidades de las estructuras de orden en
Combinatoria.
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7.1 EIl Teorema de Ramsey

El Teorema de Ramsey es una generalizacién profunda del llamado “Princi-
pio de Dirichlet”, por lo cual demostraremos en primer lugar este resultado.
(Acotemos sin embargo que desde el punto de vista que hemos adoptado
en esta obra el de Dirichlet no es un “verdadero” principio, sino una conse-
cuencia mas o menos inmediata de los principios de correspondencia y de la
suma)

Principio de Dirichlet 7.1.1. Sean ay,...,ar nimeros enteros no nega-
tivos y sean =a1+--+ar—k+1. Si|X|>nyX =4 U---UA; es
una descomposicion de X como union de subconjuntos disjuntos, entonces
para algin i (1 <i<k) se tiene |A;| > a;.

Demostracion: Supongamos por absurdo que |A4;| < a; para todo i
1,...,k. Entonces |A;| < a; — 1 y por lo tanto | X| = |A1]| + -+ + | 4|
(a1 —1)+---+(ar—1) = n—1, en contradiccién con la hipétesis | X| > n.

OIA

En lo sucesivo, si X es un conjunto y r un entero no negativo, P,(X)
denotard la coleccién de subconjuntos de r elementos del conjunto X, es
decir P (X)={AC X : |A| =r}.

Teorema de Ramsey 7.1.2. Sean r,aq,...,a enteros tales que 1 < r <
a; para © = 1,...,k.  Entonces existe un minimo numero entero
R(ai,...,ag;r) tal que si X es un conjunto con |X| > R(ai,...,ar;7) y
P.(X) = A1 U---U A es una descomposicion de P.(X) en k subconjuntos
disjuntos entonces para algin i (1 < i < k) existe un subconjunto Y de X
con |Y|=a; y P(Y) C A;i. (Los numeros R(ai,...,ax;r) cuya existencia
afirma este Teorema se conocen como numeros de Ramsey)

Demostracion: Si identificamos X con Pj(X) por medio de la biyeccién
natural que lleva 2 en {x} el Principio de Dirichlet (7.1.1) nos muestra que
este Teorema es vélido para r = 1. Mas atn nos dice que:

R(al,...,ak;l)§a1_|-..._|_ak_k_|_1

De hecho es facil ver que se cumple la igualdad. Para k = 1 y r cualquiera
la demostracion es también facil. En este caso se tiene R(aj;7) = aj. En
efecto,si | X| > a1 sea Y cualquier subconjunto de X con a; elementos.
Entonces P.(Y) C P.(X) = Aj, y obviamente a; es el menor entero con
esta propiedad.



Teoria Combinatoria 87

Ahora probaremos el teorema para k = 2. En primer lugar observemos
que si R(aq,az;7) existe entonces también existe R(ag,a1;7) y son iguales.
En efecto, si |X| > R(ai,a9;r) y P(X) = By UBy con BN By = 0
entonces escribiendo P.(X) = BsU By y aplicando la propiedad que define a
R(a1,a2;r) resulta que existe Y C X tal que |Y| =a; y P.(Y) C Ba, o bien
Y| =a2 y P.(Y) C B; . Esto significa que R(ag,a1;7) existe y es menor o
igual que R(a1,a9;r). Andlogamente se ve que R(a1,a9;r) < R(agz,ai;r).

También tenemos que R(ai,7;7r) = a;. En efecto, si | X| > a1y P (X) =
A1 UAy , con A1 N As = (), hay dos posibilidades:

1) A2 = (. En este caso A; = P,(X) y tomando cualquier Y C X con a4
elementos tenemos P,(Y) C P.(X) = A;.

2) As # 0 . En este caso sea T € As. Puesto que T es un subconjunto
de X de r elementos, tenemos que P.(T) = {T} C As. Esto prueba que
R(ay,r;7) < aj. Pero si |X| < ay, escribiendo P,(X) = P,.(X) U vemos
que no hay subconjuntos de X con a; elementos, ni tampoco subconjunto Y
alguno de r elementos con P.(Y) = {Y} C (. Por lo tanto R(ay,r;r) = ay.
Por la simetria senalada anteriormente también se tiene R(r,aq;r) = as.

A continuacién demostraremos la existencia de los nimeros R(a1, az;r)
por induccién en aq,as y r, partiendo de la existencia ya demostrada para
r =1 < ay,a9, y para r cualquiera y a; o ag iguales a r. Supongamos
entonces 1 < r < a;(i = 1,2). Por hipdtesis inductiva existen by = R(a; —
1,ag;7) , ba = R(a1,a2 — 1;7) y R(b1,ba;r —1). Seam = R(by,bo;r—1)+1
y sea X un conjunto tal que |X| > m. Sea z un elemento cualquiera de
X yseaT = X\{z}. Si P.(X) = A1 U Ay con A1 N A2 = () entonces
podemos descomponer P,(T") como unién disjunta de dos subconjuntos B
y By definidos ast:

Bi={ZeP_(T): {z}UZecA}, (i=1,2)

Como |T| = |X| -1 > m —1 = R(b1,ba;7 — 1) resulta que T tiene un
subconjunto U con |U| = by y P,—1(U) C Bi, o un subconjunto V' con
|V|=bay P,_1(V) C By. Analizaremos solamente el primer caso, ya que el
otro es analogo. Sea C; = P.(U)N A4, (i = 1,2). Entonces P.(U) = C1 UCq
y C1NCy = (. Como |[U|] = by = R(a; — 1,az;7) entonces U contiene
un subconjunto W con |W| =a; — 1y P.(W) C C; o un subconjunto Y
con |[Y| = a2y P.(Y) C Co. En este ultimo caso estamos listos ya que
Cy C As. En el otro caso tomemos Y = {z} UW, con lo cual |Y| = a;.
Probaremos ahora que P.(Y) C A;. En efecto, si un subconjunto de Y de r
elementos no contiene al elemento z, entonces estd en P,(WW) y por lo tanto
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en Ay. Los subconjuntos de Y de r elementos que contienen al elemento
x son de la forma {z} U Z con Z € P,_1(W). Pero W C U, de donde
Z e P1(W)C P_1(U)U By y por la definiciéon de B; tenemos entonces
que {z} U Z € A;. Hemos probado asi que existe un nimero m con la
siguiente propiedad: “Si |X|>m, P.(X) = A1UAsy A1 N As = () entonces
existe Y C X tal que |Y| =a; y P-(Y) C A;, parai =1 0 2”. Debe existir
entonces un minimo entero con esa propiedad, y ése es R(ay, az;r).

Finalmente probaremos la existencia de R(ai,...,ax;r) para todo k >
lyl <r <a (i =1,...,k), por inducién en k. Como ya lo he-
mos probado para k = 1 y k = 2, supongamos entonces k£ > 2 y sea
m = R(ay,...,ax—2, R(ax—1,ax;7);7). Sea X un conjunto con |[X| > m
y P.(X) = A1 U---U Ag una descomposicién de P.(X) en k subconjuntos
disjuntos. Agrupando Aj_1 y A tenemos una descomposicién de P,(X) en
k — 1 subconjuntos disjuntos:

P(X)=A1U---UAp_oU (Ax_1 U Ag)

Entonces por la definicién de m existe Y C X tal que ocurre una de las dos
cosas siguientes:

1) Para algiin i (1 <i <k —2) setiene |Y|=a;y P.(Y) C 4;

2) |Y| = R(ak_l, ag; 7“) y PT(Y) C A1 UAL

En el primer caso, ya estd listo. En el segundo podemos escribir P,(Y) =
(A1 NP(Y))U (AN P.(Y)) y entonces por la definicién de R(ag—1, ax;r)
existe Z C Y tal que |Z| = ax—1 y Pr(Z) C Ag—1,0 |Z] =ar y P (Z) C Ag.

Esto prueba que R(aq,...,ax;r) existe, y mas ain
R(ay,...,a;r) < R(ay,...,ax—92, R(ag_1,ax;7);T)
[
Proposicién 7.1.3. i) R(a;r)=a (1<r<a)

”) R(ala"'>ak;1):al+"'+ak_k+1 (alw"vakzl)
iii) R(a,r;r) = R(r,a;r)=a (1<r<a)

iv) R(a,b;r) < R(R(a—1,b;7), R(a,b—1;r);r —1)+1
(a,b>r>1)

v) R(a,b;2) < R(a—1,b;2) + R(a,b—1;2) (a,b>2)



Teoria Combinatoria 89

/UZ) R((I]_,. ’ "ak;r) < R((Zl, .. '7ak—27R(ak—1,ak;T);T)
parak>3yl<r<a,... a

Demostracion: Todos estos resultados han sido establecidos en el trans-
curso de la demostracién del Teorema de Ramsey (7.1.2), con excepcién de
V), que es consecuencia inmediata de iv) y ii). O

Salvo por los casos triviales a que hacen referencia los puntos i), ii) y
iii) de la Proposicién anterior son pocos los nimeros de Ramsey cuyo valor
se conoce exactamente. Los valores conocidos de R(p, ¢;2) se resumen en la
tabla que aparece al final del libro. Ademads se sabe que R(3,3,3;2) = 17.
(Vea también [W2]).

7.2 Aplicaciones a la teoria de grafos

A continuacién haremos un resumen de las definiciones y conceptos bésicos
de la teorfa de grafos que necesitaremos. El lector no familiarizado con esta
teorfa puede consultar [B2] o [H2]. Un grafo es un par G = (V, A) donde
V' es un conjunto no vacio y A es un conjunto de pares (desordenados) de
elementos distintos de V, es decir un subconjunto de P»(V'). El grafo es
finito si V' lo es. Los elementos de V' se llaman wvértices y los de A aristas.
Se llama extremos de una arista a los dos vértices que le pertenecen. Dos
vértices distintos son adyacentes si son extremos de una misma arista. Un
conjunto de vértices W C V es independiente si no contiene ningin par de
vértices adyacentes. Un vértice y una arista son incidentes si el primero es
un extremo de la segunda. La wvalencia o grado de un vértice v € V es el
ntimero de aristas incidentes con v. La denotaremos mediante p(v). Como
cada arista tiene dos extremos, para los grafos finitos se cumple la siguiente
identidad debida a Euler:

> plv) =2/A]

veV

de la cual se deduce que el niimero de vértices con valencia impar debe ser
par. El grafo G = (V, A) es completo si A = P,(V), es decir si todo par de
vértices distintos de V' son adyacentes. Es claro que un grafo de n vértices
es completo si y sélo si tiene n(n — 1)/2 aristas. Un grafo G' = (V/, A’) es
subgrafo de G = (V,A)si V' c Vy A C A. Si G = (V,A) es un grafo y
W C V, entonces el subgrafo generado por W es H = (W, B), siendo B el
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conjunto de aristas de G con ambos extremos en W. El complemento del
grafo G = (V, A) es el grafo G = (V, Po(V)\A).

Proposicién (Erdés - Szekeres) 7.2.1. Dados enteros a,b > 2 existe un
minimo entero N (a,b) tal que todo grafo con N(a,b) o mds vértices contiene
un subgrafo completo de a vértices o un conjunto de b vértices independien-
tes. Ademds se cumple la desigualdad

N(a,b) < (“:ff)

Demostracion: La primera parte de esta proposicion resulta del teorema
de Ramsey al tomar k = r = 2 y N(a,b) = R(a,b;2). Para probar la
desigualdad observemos que:

N(a,2) = N(2,a) = R(2,a;2) = a = ((a Zi)l_ 2)

Procediendo ahora por inducciéon tenemos que si a, b > 2 entonces:

N(a,b) < N(a—1,b)+ N(a,b—1)
(Mt ) ()= ()

Una coloracion de las aristas de un grafo G = (V, A) con k colores es
una funcién f : A — C siendo C un conjunto de k elementos (no imponemos
ninguna restriccién sobre los colores de aristas con un extremo comin). Un
subgrafo de un grafo coloreado se dice monocromdtico si todas sus aristas son
del mismo color. La existencia de los nimeros de Ramsey R(ai,...,ax;2)
nos permite enunciar la siguiente proposicién:

O

Proposiciéon 7.2.2. Dados k nimeros ay,...,ar > 2 existe un minimo
entero N(aq,...,ax) tal que si las aristas de un grafo de N(aq,...,ar) o
mds vértices se colorean con k colores, entonces para algin i (1 <i<k) G
contiene un subgrafo monocromdtico completo de a; vértices.
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O

Proposicién 7.2.3. Si G = (V, A) es un grafo infinito numerable, entonces
G contiene un subgrafo completo infinito o un conjunto infinito de vértices
independientes.

Demostracion: Sea F ={veV: p(v) < oo} el conjunto de los vértices
con valencia finita. Distinguiremos dos casos:
a) F es infinito.

En este caso sean ui,us,... los vértices con valencia finita. Construya-
mos inductivamente una nueva sucesion de vértices asi: sea v; = uj, y como
v9 tomemos el primer u; no adyacente a vi. Como vs tomamos el primer
u; no adyacente a v; ni a vg,... y en general si ya hemos elegido vy, ..., v
entonces como viy1 tomamos el primer u; no adyacente a ninguno de los
vértices vi, vo, ..., V. Esto siempre es posible por tener éstos vértices valen-
cia finita, mientras que los u; son infinitos. Los vértices v; asi construidos
constituyen un conjunto infinito independiente.

b) F es finito.

En este caso V) = V\F debe ser infinito. Sea u; un elemento cualquiera
de V1 y sea Up el conjunto formado por los vértices de Vi adyacentes a uq.
Es claro que |U;| = oo ya que p(u1) = oo y fuera de V; hay sélo un ntimero
finito de vértices. Definamos ahora V5 como el conjunto de elementos de Uy
que son adyacentes a infinitos vértices de U;. Si [Va2| < oo entonces se puede
aplicar al subgrafo de G generado por U; el razonamiento que hicimos para
el caso a) resultando en la existencia de un conjunto independiente infinito.
Por el contrario si V3] = oo escojamos uy € Vi y repitamos el proceso
definiendo Us como el conjunto de vértices de Vo adyacentes a us, etc. Si
este proceso se detiene al resultar algiin V,, finito, entonces existe un conjunto
infinito independiente. Si por el contrario el proceso no se detiene, entonces
la sucesién uq,uo, ... genera un subgrafo infinito completo. O

La generalizacién correspondiente de (7.2.2) es la siguiente:

Proposicién 7.2.4. Si las aristas de un grafo completo con una infinidad
numerable de vértices se colorean con r colores, entonces existe un subgrafo
completo infinito y monocromdtico.

Demostracion: Por induccién en r. Para r = 1 es obvio, y para r = 2
es la Proposicién (7.2.3). Supongamos ahora que el resultado es cierto para
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un r > 2. Dado un grafo completo infinito numerable, si las aristas se
colorean con r+ 1 colores 1,2, ..., r+ 1, identifiquemos los colores r y r + 1.
Entonces por la hipétesis inductiva existe un subgrafo completo infinito con
las aristas de un mismo color i para algin ¢ = 1,...,r — 1, o un subgrafo
completo infinito con las aristas coloreadas con los colores r y r + 1, el cual
a su vez por la Proposicién (7.2.2) debe tener un subgrafo completo infinito
monocromatico. O

7.3 Una aplicacion geométrica

Se dice que un conjunto de puntos del plano estd en posicién genérica si no
hay tres de ellos alineados.

Proposicién (Erdos - Szekeres) 7.3.1. Para cada entero m > 3 existe
un minimo entero N, con la propiedad siguiente: para cualquier conjunto
de n puntos del plano en posicion genérica con n > N,, hay m de ellos que
son los vértices de un poligono convezo.

Demostracion: Es claro que N3 = 3 pues todos los tridngulos son con-
vexos. N4 debe ser mayor que cuatro, ya que cuatro puntos dispuestos de
modo que uno de ellos sea interior al tridngulo determinado por los otros tres
no son los vértices de un cuadrildtero convexo. Probemos que Ny = 5. En
efecto, la capsula convexa de un conjunto de 5 puntos en posiciéon genérica
es un pentagono, un cuadriladtero o un tridngulo. En los dos primeros casos,
tomando cuatro vértices de la capsula convexa estamos listos. En el tercer
caso dos de los puntos (digamos A y B) son interiores al tridngulo deter-
minado por los otros tres (digamos C, D y E). La recta AB deja en un
mismo semiplano a dos de los vértices del tridngulo (digamos a C'y D) y en
el semiplano opuesto al vértice restante. Es facil ver entonces que 4, B,C'y
D son vértices de un cuadriladtero convexo.

Ahora probaremos que si n puntos estdn en posicién genérica y cuatro
cualesquiera de ellos son los vértices de un cuadrildtero convexo entonces los
n puntos son los vértices de un n-gono convexo. Para verlo sean Py, ..., Py,
los vértices de la capsula convexa, numerados en el orden en que aparecen al
recorrer su perimetro en uno de los dos sentidos posibles. Si m < n, entonces
alguno de los puntos dados es interior a la capsula convexa y por lo tanto
a alguno de los triangulos P PoPs, PLPsPy, ..., PiP,,_1P,,. Pero entonces
tendriamos cuatro puntos tales que uno de ellos es interior al tridngulo de-
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C D

terminado por los otros tres, y no serfan vértices de un cuadrilatero convexo
contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto n = m, como queriamos probar.

Sean ahora m > 4 y n > R(m,5;4). Dado un conjunto X de n puntos
del plano en posicién genérica descompongamos Py (X) en la unién disjunta
de dos subconjuntos A y B, poniendo en A aquellas cuaternas de puntos de
X que sean vértices de un cuadrildtero convexo, y en B las restantes. En
virtud de la definicién de R(m,5;4) existen dos posibilidades:

a) Hay un subconjunto de X de m puntos tal que todos sus subconjuntos de
4 puntos estdn en A. En este caso los m puntos son vértices de un m-gono
convexo, como probamos mas arriba.

b) Hay un subconjunto de X de 5 puntos tales que todos sus subconjuntos
de 4 puntos estan en B. Pero esto es imposible, pues ya probamos que un
pentdgono contiene al menos un cuadrildtero convexo (Ny = 5).

Entonces R(m,5;4) satisface la propiedad deseada. Por tanto hay un
minimo entero N,,, < R(m,5;4) con esta propiedad. Ol

Los tinicos valores conocidos de N, son N3 =3, Ny =5y N5 = 9. Se ha
conjeturado que N,, = 2™"2 + 1.

La Proposicién (7.3.1) puede generalizarse a R™ (Ver ejercicio 9 al final
del capitulo).
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7.4 El Teorema de Graham - Rothschild

En lo que sigue, si a y b son niimeros enteros y a < b, usaremos la notacion
[a, b] para referirnos al conjunto de los nimeros enteros comprendidos entre
a y b, ambos inclusive. En otras palabras, [a,b] = {n € Z : a <n < b}.

Si z,y € [0,t]™ diremos que son t-equivalentes si sus componentes coin-
ciden hasta la ultima aparicién de ¢ (si la hay) inclusive. En otras palabras,
= (21, .., ZTm) Yy Y= (y1,...,Ym) son t-equivalentes si y sélo si no existen
indices iy j, 1 <1< j <m, tales que: 1) x; #y; ;2) x; =t oy; =t.

Teorema de Graham - Rothschild 7.4.1. Para todo nimero natural r
existe un minimo entero N(t,m,r) tal que si n > N(t,m,r) y [1,n] se
colorea con 1 colores, entonces existen naturales a,dy, ..., d,, que satisfacen
a+ty ", d; <n vy tales que para cada clase de t-equivalencia E de [0,t]™
el conjunto:

{a+2xidi : (x1,...,xm) € E}

es monocromdtico.

Demostracion: Llamaremos A(t, m) al enunciado de esta Proposicién. La
idea de la demostracion es hacer una induccion doble en ¢ y m, probando
que:

I) A(1,1) es verdadero
IT) A(t,k) parak=1,...,m= A(t,m+1)
III) A(t,m) Ym >1 = A(t+1,1)

En primer lugar aclaremos el significado de A(t,1). Los elementos de
[0,%]! son simplemente los enteros del 0 al ¢, y las clases de t-equivalencia
son solamente dos, a saber {0,1,...,¢t — 1} y {t}. Por lo tanto A(¢,1) se
reduce a la afirmacién siguiente: “Para todo natural r existe un minimo
entero N(t,1,7) tal que si n > N(¢,1,7) y [1,n] se colorea con r colores
existen naturales a y d que satisfacen a + td < n y los conjuntos {a,a +
d,...,a+ (t —1)d)} y {a + td} son monocromaticos”. En otras palabras,
dados ¢ y r si n es suficientemente grande y [1,n] se colorea con r colores hay
una progresién aritmética de longitud ¢ con todos sus términos del mismo
color. Este es un famoso teorema demostrado por primera vez por Van der
Waerden [W1].

Procedamos ahora con la demostracién:
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I) A(1,1) en virtud de la discusién anterior es trivialmente verdadero (Basta
tomar N(1,1,r) =2).

IT) Para un r fijo sean M = N(t,m,r)y M’ = N(t,1,7™), los cuales existen
por la hipétesis inductiva. Sea C' : [1, MM’'| — [1,r] una r-coloracién.
Definamos una 7-coloracién C’ : [1, M'] — [1,7]M del modo siguiente:

C'(k) = (C((k — )M +1),0((k — 1)M +2),...,C(kM))

Por definicién de M’ deben existir o’ y d’ tales que o’ +td' < M’y C'(a’+zd’)
es constante para x = 0,1,...,t — 1. Considerando el intervalo
[(a' —1)M + 1,a’M] y aplicdndole A(t,m) vemos que existen a,dy,...,dn,
con (@ —1)M+1<aya+t) i d; <aM tales que C(a+ Y i xid;) es
constante en las clases de t-equivalencia. Definamos d; = d; (1 <i<m)y
d),, .1 = d'M. Entonces:

m—+1 m
a+tYy di=a+t> di+tdM<dM+tdM=(d +td)M < M'M
=1 i=1

Sean ahora (x1,...,Zm+1) ¥ (Y1, ..., Ym+1) dos elementosde t-equivalen-
tes de [0,#]™"!. Sean:

m+1 m+1
X:a+zxidg, Y:a+Zyidﬁ;
=1 i—1

Probaremos que C(X) = C(Y). Si ;41 0 Ymy1 valen t entonces por la

definicién de t-equivalencia tendremos z; = y; para ¢ = 1,...,m + 1y
por lo tanto X =Y | de donde C(X) = C(Y). En caso contrario x,,+1,
Ym+1 € [0,t—1] y (z1,...,2m) es t-equivalente con (y ..., ym). Ahora bien,

como C'(a') = C'(d' + xpmy1d) resulta que C((a/ — 1)M + j) = C((d' +
Tmi1d —1)M + j), Vj € [1, M]. Sean ahora

m m
Xo :a—i-Za:id; . Y :a—l—Zyidg

i=1 i=1
Por la hipdtesis inductiva se tiene que C'(Xp) = C(Yp). Ahora bien, puesto
que Xg > a > (d-1)M+1y Xy < a+t>_", d, < a’M entonces X se puede
escribir como (a’ — 1)M + h para algin h € [1,M], y X = Xo+ zpmi1d M =
(/ =14+ zpm41d )M + h de donde resulta que C(Xy) = C(X). Andlogamente
se ve que C(Yp) = C(Y), y por lo tanto C(X) = C(Y) como queriamos
probar.
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III) Probaremos que N(t + 1,1,7) existe y no supera a N(t,r,7). Si C :
[1,N(t,r,r)] — [1,7] entonces existen a,dy, ..., d, tales que a +t ;_; d; <
N(t,r,r) y Cla+ >, xid;) es constante en cada clase de t-equivalencia.
Entre los r + 1 vectores (0,...,0), (¢,0,...,0), (¢,¢,0,...,0),..., (¢,...,t)
de [0,¢]" debe haber dos en los cuales la t aparece digamos u y v veces y son
tales que C(a+t> 7 d;) = Cla+t> 7, d;). Supongamos u < v. Como
(ty...,t,z,...,2,0,...,0)y (t,...,t,0,...,0) para cualquier z € [0,¢— 1]
—— —— N—— —— ——

u v—u T—v u T—u
son t-equivalentes se deduce que los t 4+ 1 ntmeros:

a+tzu:di+x ZU: di , x=0,...,t
i=1

i=u+1
tienen el mismo color. Es decir que hemos probado A(t + 1,1). ]

Teorema de van der Waerden 7.4.2. Para todo par de enteros positivos
t y r existe un menor entero W(t,r) tal que si n > W(t,r) y [1,n] se
colorea con 1 colores entonces hay una progresion aritmética monocromdtica
de longitud t.

Demostracion: Como ya observamos es un caso particular del teorema
anterior, para m = 1. Vea también [GR1]. O

7.5 Conjuntos parcialmente ordenados

Un orden parcial en un conjunto X es una relacién reflexiva, antisimétrica
y transitiva. En otras palabras < es un orden parcial en X si y solamente
si cumple:

l.xxx, Ve X
2.2y, yzr= =y, Vr,ye X
.rx=y,y=z=> =3z, Vr,y,z2e€ X

En lo que sigue supondremos que X es un conjunto finito, y que =< es
un orden parcial en X. Si Y C X diremos que z € Y es el mdximo de Y si
y = z para todo y € Y. Analogamente w € Y es el minimode Y si w <Xy
para todo y € Y. El maximo y el minimo pueden no existir, pero si existen
son unicos. Dos elementos z,y € X son comparables si x <y oy < z. Un
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subconjunto C' de X es una cadena si todos los pares de elementos de C'
son comparables. Es ficil ver que una cadena finita siempre tiene maximo
y minimo. Una cadena es maximal si no estd estrictamente contenida en
ninguna otra cadena. En otras palabras, la cadena C' es maximal si para
todo z fuera de C existe algin y € C' no comparable con z. Es claro que
toda cadena C en X estd contenida en una cadena maximal, que se puede
obtener agregando a C uno a uno los elementos de X que sean comparables
con todos los de C' (este argumento no seria valido si X fuese infinito, pero
el resultado sigue siendo cierto y se puede probar usando el Lema de Zorn).
Un subconjunto T' de X es una anticadena o transversal si no contiene
ningin par de elementos comparables. Una anticadena es mazimal si no
estd estrictamente contenida en ninguna otra anticadena. Es facil ver que
una anticadena T es maximal si y sélo si cualquier elemento de X que
no pertenezca a T es comparable con algin elemento de T, y que toda
anticadena estd contenida en una anticadena maximal.

Denotaremos mediante ¢(X) al minimo nimero de cadenas que puede
haber en una particién de X en cadenas, y mediante a(X ) al mdximo nimero
de elementos que puede tener una anticadena en X.

Teorema de Dilworth 7.5.1. Para todo conjunto finito parcialmente or-
denado X se cumple a(X) = ¢(X).

Demostracion: Observemos en primer lugar que a(X) < ¢(X), ya que si
T es una anticadena con a(X) elementos, en cualquier particién de X en
cadenas cada elemento de T' debe pertenecer a una cadena distinta.

Procederemos por induccién en el nimero de elementos de X. Si | X| =1
entonces obviamente a(X) = ¢(X) = 1 y el resultado es cierto. Supongamos
ahora que |X| =n > 1y que el teorema es cierto para conjuntos con menos
de n elementos. Sea C' una cadena maximal en X y sea Y = X\C. Por
la hipétesis inductiva se tiene a(Y) = ¢(Y). Ademsds es claro que a(Y) <
a(X). Si esta tltima desigualdad es estricta entonces Y puede particionarse
en ¢(Y) = a(Y) cadenas, y agregando C' tenemos una particién de X en
a(Y)+1 < a(X) cadenas, probando que ¢(X) < a(X) y por lo tanto ¢(X) =
a(X). Por el contrario, si a(Y) = a(X) = m entonces sea T' = {y1,...,Ym}
una anticadena en Y con m elementos. Esta anticadena debe ser maximal
tanto en Y como en X. Sean:

X ={zxeX :zx<y paraalgini=1,...,m}
Xt ={recX:y <zxparaalgini=1,...,m}
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Como T es una anticadena maximal en X cualquier elemento de X es com-
parable con algtin y;, por lo tanto se tiene que X = X~ U X ™. Sea x¢ el
minimo elemento de la cadena C' y x; el maximo. Entonces xo € X , ya
que si y; = xo para algin y; entonces agregando y; a C se obtendria una
cadena, contradiciendo la maximalidad de C'. Andlogamente x; ¢ X . Por
lo tanto X~ y X T son subconjuntos propios de X y se les puede aplicar la
hipétesis de inducciéon. Como a(X~) = a(X ™) = m (pues ambos conjuntos
contienen la anticadena T') entonces X~ puede particionarse en m cadenas
Ki,...,K,, y XT en m cadenas L1,...,L,,. Sin pérdida de generalidad
podemos elegir la numeracion de manera tal que y; € K; v y; € L; para
i=1,...,m. Entonces y; es el maximo de K;. En efecto, si x € K1, x # y;
entonces debe ser x = y; pues de lo contrario, por ser K; una cadena, seria
y; = v ; pero v = y; para algin j, por definicién de X, y tendriamos
y; = y; contradiciendo el hecho de ser 7" una anticadena. Andlogamente se
prueba que y; es el minimo de L;. De aqui se deduce que M; = K; U L; es
una cadena para cada ¢ = 1,...,m. Es ficil ver que estas cadenas M; son
disjuntas. En efecto si i # j, puesto que K; N K; = L; N L; = (), se tiene que
M;NM; = (K;NLj)U(L;NKj;). Perosix € K;NL; entonces ¢ < y;, y; 2 T
lo cual conduce al absurdo y; = y;. Por lo tanto K; N L; es vacio, y de modo
andlogo se prueba que L; N K; también lo es.

Hemos probado entonces que M, ..., M,, es una particion de X en ca-
denas, por lo cual ¢(X) < m = a(X). O

El valor comun de a(X) y ¢(X) se denomina ndmero de Dilworth del
conjunto parcialmente ordenado X.

Un grafo G = (V, A) se dice que es bipartito si el conjunto de vértices V'
es la unién de dos subconjuntos disjuntos independientes V7 y V5. En este
caso todas las aristas de G tendran un extremo en Vi y otro en Vo. Un pareo
del grafo bipartito G = (V3 U Va, A) es una funcién inyectiva f : V; — V5 tal
que {v, f(v)} € AVwv € Vj. Otra forma de pensar en un pareo es como un
conjunto de aristas tales que cada vértice de V; es extremo de una y sélo
una de ellas, y ningtin vértice de V5 es extremo de mas de una de ellas. Si
W C Vi denotaremos W* al conjunto de vértices adyacentes a algin vértice
de W, es decir:

W* ={veVy: {w,v} € Apara algin w € W}

Teorema del matrimonio 7.5.2. Un grafo bipartito G = (V1 UVa, A) ad-
mite un pareo si y solo si |W*| > |W| para todo W C Vj.
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Demostracion: Siexiste un pareo f : V3 — Vo y W C Vj entonces f(W) C
W* y como f es inyectiva se tiene |W| = |f(W)| < [W*|.

Supongamos ahora que se cumple la condicién |W*| > |W| para todo
W C Vi. Definamos un orden parcial en el conjunto de vértices V de G
poniendo u <vsiysélosiu=vou€ Vi, v e Vay{uv}e A

Sea T una anticadena en V y T; =T NV;, i = 1,2. Entonces T es la
unién disjunta de 77 y T>. Ademés 17 C V2\T5, por lo tanto

2] — L2 = [V2\L2| Z |41 | Z 1
Vol = |Ta| = [Va\T3| > |T7| = |Th]

y en consecuencia |T| = |T1| + |T2| < |Vz2|. Como por otra parte Vo mismo
es una anticadena, tenemos que el maximo nimero de elementos en una
anticadena es |V3|. El teorema de Dilworth nos permite afirmar la existencia
de una particién de V en |V3| cadenas disjuntas. Es claro que cada una de
esas cadenas contiene uno y sélo un elemento de V5. Cada elemento u € Vj
pertenece a una y sélo una de esas cadenas, digamos {u,w} con w € Vj
adyacente a u. Poniendo f(u) = w resulta un pareo. O

El teorema del matrimonio admite la siguiente interpretacién, que jus-
tifica su nombre: sea Vi un conjunto de muchachas y Vo un conjunto de
muchachos. Construyamos un grafo bipartito G = (V4 U V5, A) incluyendo
una arista {u, w} cada vez que a la muchacha u le agrade el muchacho w. Un
pareo no es mas que una forma de asignar a cada muchacha un muchacho
que sea de su agrado, de modo que ningiin muchacho sea asignado a mas de
una muchacha. El teorema (7.5.2) nos dice que existe un pareo si y sélo si
para cualquier conjunto de n muchachas hay al menos n muchachos que son
del agrado de por lo menos una de ellas.

7.6 Sistemas de representantes distintos

Sea X un conjunto y § = {S1,...,S,,} una familia de subconjuntos de X.
Un conjunto {x1, ..., Z, } de elementos diferentes de X se denomina sistema
de representantes distintos de S si x; € S;, parai=1,...,m.

Teorema de Philip Hall 7.6.1. Si la familia S = {S1,...,Sn} de sub-
conjuntos de X satisface la condicion | Ujep S;| > |F| Y F C N, entonces S
admite un sistema de representantes distintos.

Demostracion: Sean Vi = Sy Vo = X. Consideremos el grafo bipartito
con conjunto de vértices V3 U Vs y en el cual S; y x son adyacentes si y sélo
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siz € S;. Si F CN,, ydefinimos W = {S; : i € F'} entonces W* = U;cpS;.
Por lo tanto |W*| > |F| = |W|. Se satisfacen entonces las hipétesis del
teorema del matrimonio (7.5.2) por lo cual existe un pareo f : Vi — Va.
El conjunto {f(S1),..., f(Sm)} es claramente un sistema de representantes
distintos. O

Sea Lpm = {(i,j) : i = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m}. A las filas
y columnas de L, las denominaremos indistintamente hileras. Si A C
L, llamaremos h(A) al minimo nimero de hileras suficientes para cubrir
el conjunto A y t(A) al maximo numero de elementos de A que puedan
tomarse de modo que no haya dos con una coordenada igual. En términos
ajedrecisticos L(n,m) es un tablero de n x m y t(A) es el maximo nimero
de torres que pueden colocarse en las casillas del conjunto A de modo que
ninglin par de ellas se ataquen.

Teorema de Konig-Frobenius 7.6.2. Para todo A C Ly, se tiene
h(A) =t(A).

Demostracion: Tomemos un cubrimiento de A por medio de r filas y s
columnas, con r + s = h(A). Como h(A) y t(A) son obviamente invariantes
por permutaciones de filas o de columnas podemos suponer que el cubri-
meiento consta de las primeras r filas y las primeras s columnas. Es claro
que t(A) < h(A) yaquesi B C Ay |B| > h(A) entonces alguna hilera del cu-
brimiento debe contener dos o méas puntos de B. Para probar la desigualdad
contraria consideramos los conjuntos S; ={j : s+1<j<my (i,j) € A}
parai=1,...,7. Si F C {1,...,r} entonces | Ujcr S;| > |F|, ya que de lo
contrario podriamos obtener un cubrimiento de A con menos de h(A) hile-
ras reemplazando las |F| filas con indices ¢ € F' por columnas con indices
J € UjepS;. Por el teorema de Philip Hall (7.6.1) se concluye que Sy, ..., S,
tienen un sistema de representantes distintos ji,...,Jj.. Andlogamente se
prueba que los conjuntos 7; = {i : r+1 < i < my (i,j) € A} para
7 =1,...,s tienen un sistema de representantes distintos i1, ..., ¢s. Es claro
ahora que {(1,71),..., (7, jr), (41,1),..., (is,s)} es un subconjunto de A con
r+ s = h(A) elementos de los cuales no hay dos en una misma hilera. Por
tanto, h(A) < t(A). O

7.7 Ejercicios

1. Pruebe que R(3,3;2) =6
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10.

11.

. Pruebe que si R(a —1,b;2) y R(a,b— 1;2) son ambos pares entonces

R(a,b;2) < R(a—1,b;2) + R(a,b—1;2) .

. Pruebe que R(3,4;2) =9y R(3,5;2) = 14.

. Pruebe quesi k> 2y a; >3 parat=1,...,k entonces:

R(ai,...,ax;2) < R(a; — 1,a2,...,ax;2) + R(aj,as — 1,...,a5;2) +
T R(al,...a—1:2) —k+2

Aplicacién: probar que R(3,3,3;2) <17 .

. Pruebe que R(a; +1,...,a;+1;2) < ( ar+-+ay )

ai az ... ag

. Pruebe que en cualquier coloraciéon de las aristas del grafo completo

de n vértices con dos colores hay por lo menos n(n — 1)(n — 5)/24
tridngulos monocrométicos si n es impar y n(n — 2)(n — 4)/24 si n es
par.

(Greenwood y Gleason) Pruebe que R(3,...,3;2) < |en!] + 1
——

n

. Pruebe que toda sucesiéon de niimeros reales tiene una subsucesion

estrictamente creciente, estrictamente decreciente o constante.

. Pruebe que si los puntos del plano se pintan con 7 colores, entonces

existe algtin tridngulo equildtero con los tres vértices del mismo color.
(Para » = 2 éste es un problema elemental pero interesante. Para
r cualquiera se puede demostrar a partir del Teorema de Van der
Waerden 7.4.2)

Pruebe que si los puntos de coordenadas enteras de R? se pintan con
r colores, y si F' es un conjunto finito de tales puntos, existe otro
conjunto F’ afinmente equivalente a F' y con todos sus puntos de un
mismo color.

(Sperner) Pruebe que el nimero de Dilworth del conjunto de partes
de un conjunto de n elementos, ordenado parcialmente por inclusién,

es (LgJ)'
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12. Pruebe que el niimero de Dilworth del conjunto de particiones de N,
ordenado por refinamiento es mayor o igual que el maximo nimero de
Stirling de segunda clase {}'}.



Capitulo 8

Enumeracion bajo accion de
grupos

Polya had a theorem

(Which Redfield proved of old)
What secrets sought by graphmen
Whereby that theorem told!

- Blanche Descartes

En muchas ocasiones al contar configuraciones se presenta la necesidad
de considerar a algunas de ellas como “equivalentes”. Por ejemplo si se desea
pintar un cubo de madera con dos colores, digamos rojo y azul, pintando
cada cara de un solo color, puesto que hay dos modos de pintar cada cara
y el cubo tiene seis caras llegamos a la conclusién de que existen 26 = 64
coloraciones diferentes. Este resultado supone sin embargo que las seis caras
del cubo son completamente distinguibles entre si, como en efecto ocurriria si
estuviesen numeradas o si el cubo estuviese montado en una posicién fija, que
nos permitiese reconocer cada cara por su orientacién. Sien cambio podemos
mover el cubo y rotarlo y las caras no se distinguen entre si excepto por su
color, vemos que el nimero de coloraciones “diferentes” se reduce bastante.
En efecto, las seis coloraciones del cubo fijo que tienen una cara roja y
las otras cinco azules se vuelven indistinguibles. Asimismo las (g) =15
coloraciones del cubo fijo con dos caras rojas y las demas azules se reducen
a solamente dos: una en la cual las dos caras rojas son adyacentes y otra
en la cual son opuestas. Prosiguiendo con este andlisis se ve facilmente
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que hay solamente diez coloraciones esencialmente diferentes. El problema
se complica bastante, sin embargo, si aumentamos el nimero de colores
disponibles o si sustituimos el cubo por un poliedro mas complicado, como
por ejemplo un dodecaedro. En la teoria de grafos se presentan numerosos
problemas semejantes, por ejemplo el de determinar el nimero de grafos no
isomorfos con un nimero dado de vértices y aristas.

En general, supongamos que un grupo de permutaciones actiia sobre un
conjunto de configuraciones y que consideramos a dos configuraciones equi-
valentes cuando una permutaciéon del grupo lleva una en la otra. Entonces
nos planteamos el problema de contar el niimero de configuraciones no equi-
valentes. En este capitulo, luego de introducir algunas nociones basicas sobre
accién de grupos, demostraremos algunos resultados que nos permitiran ha-
cer tal cosa, especialmente el llamado “Teorema de Polya”. Los resultados
fundamentales de esta teoria fueron obtenidos en primer lugar por J. H.
Redfield (ver [R1]), como lo da a entender el poema de Blanche Descartes
citado en el epigrafe, pero pasaron desapercibidos durante muchos afios has-
ta que Polya (ver [P2]), Bruijn y otros mateméticos los redescubrieron y
enriquecieron.

8.1 Accién de un grupo sobre un conjunto

Sean GG un grupo y A un conjunto. Una accion de G sobre A es una aplica-
cién ¢ : G x A — A tal que:

1. ¢(e,x) =z, Vo € A (siendo e la identidad de G)
2. #(g,6(h,z)) = ¢(gh,x), Vg,h € G, Vo € A

Se acostumbra simplificar la notacién escribiendo gz en lugar de ¢(g, z).
Entonces las condiciones 1 y 2 pueden reformularse asi:

l. ex =2, Yz € A (siendo e la identidad de G)
2. g(hx) = (gh)x, Vg,h € G, Vx € A

Dada una accién de G sobre A es posible definir una relacién de equiva-
lencia R en A del siguiente modo:

xRy si existe g € G tal que y = gx

La condicién 1 nos asegura que R es reflexiva. También es transitiva pues si
Ry e yRz entonces existen elementos g, h € G tales que y = gz, z = hy de
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donde z = h(gz) = (hg)x y por lo tanto zRz. Finalmente, R es simétrica
pues siy = gr vy h = g~ ! es el elemento inverso de g en G entonces hy =
h(gx) = (hg)x = ex = x.

A las clases de equivalencia determinadas por esta relacién se les llama
orbitas. La érbita de un elemento x € A es el conjunto {gz : g € G}
que denotaremos Gz o bien Z. Al conjunto de érbitas (es decir al conjunto
cociente de A por la relacién R) lo denotaremos A/R o simplemente A.

La accién de G sobre A es transitiva si cualquier par de elementos de A
son equivalentes, es decir si dados z,y € A existe g € G tal que y = gz. En
este caso hay una sola drbita, el propio conjunto A.

Cada elemento g € G induce una aplicaciéon g* : A — A definida me-
diante ¢g*(x) = gz, Vo € A. Al elemento identidad de G le corresponde
obviamente la aplicacion identidad de A en A, es decir e* = Id4. Ademés
si g,h € G entonces se tiene: (gh)*(x) = (gh)z = g(hz) = g*(h*(x)) =
g* o h*(z), Yz € A. En otras palabras (gh)* = g*oh*. Si h = g~! es
el elemento inverso de g en G se tiene que g* o h* = h* o g* = e* = Idyg,
y por lo tanto h* es la aplicacion inversa de g*. De aqui resulta en par-
ticular que ¢* es una biyeccion de A en A, es decir un elemento del grupo
S(A) de las permutaciones de A. La aplicacién 0 : G — S(A) que a ca-
da g € G le hace corresponder g* es un homomorfismo de grupos, ya que
O(gh) = (gh)* = g* o h* =0(g) o 8(h). Si # es un monomorfismo, es decir si
es inyectivo, se dice que la accion es efectiva. En este caso el grupo G puede
identificarse con un subgrupo de S(A). Es interesante observar que dado un
homomorfismo ¢ : G — S(A) existe una tunica accién de G sobre A cuyo
homomorfismo inducido es precisamente ¢, a saber la que viene dada por
#(g,2) = v(g)(z). De hecho, algunos autores definen el concepto de accién
de un grupo G sobre un conjunto A como un homomorfismo de G en S(A).

El estabilizador de un elemento x € A es el conjunto G, de elementos
de G que dejan fijo a x. En otras palabras :

Gy={9€G:gx =1z}

Es claro que G, es un subgrupo de G, ya que si g, h € G entonces
gr = hx = x y tenemos:

(gh Hz = (gh™ Hhe = (gh*h)zr =gz ==

Los estabilizadores de elementos de una misma érbita son subgrupos
conjugados. En efecto si y = hx entonces g € Gy & gy =y & ghx = hx &
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(h='gh)r =z < h™lgh € G, & g € hG h™!, es decir que Gy, = hG h™L,
En el caso de que la accién sea transitiva, todos los estabilizadores son
subgrupos conjugados.

Si g € G entonces al subconjunto de A formado por los puntos fijos de
g” lo denotaremos A,. En simbolos:

Aj={reA: gz =z}
Observemos que x € Ay siy sélo si g € G.

Ejemplos de acciéon de grupos sobre conjuntos

1. Sea A el plano y G el grupo de las rotaciones alrededor de un punto
O. La accién viene dada simplemente por gz = g(x). Las érbitas son las
circunferencias de centro O.

2. Sea A el conjunto de vértices de un poligono regular de n lados y G el
grupo de simetrias del poligono (este grupo se suele designar D,,) . Sin >3
el homomorfismo 6 : D,, — 5,, es inyectivo, ya que un movimiento del plano
que deja fijos tres puntos no alineados es la identidad. Esto prueba que D,
es isomorfo a un subgrupo de S,.

3. El grupo de rotaciones de un poliedro lo podemos hacer actuar sobre el
conjunto de vértices, el de aristas o el de caras del poliedro.

4. Sea G un grupo. Entonces la propia operacién binaria del grupo, como
aplicacién de G X G en G, constituye una acciéon de G sobre si mismo.
Otra accién de G sobre G es la llamada conjugacion, que viene dada por

¢(g,h) = ghg™'.

A continuacion probaremos algunas proposiciones bésicas sobre accién
de grupos.

Proposicion 8.1.1. Si G es un grupo finito que actia sobre un conjunto
A, entonces |z| - |Gz| = |G|, Vx € A.

Demostracion: Sea T = {x1,x2,...,T} y sean g1, g2, . . ., gk elementos de
G tales que z; = g;x, i = 1,2,...,k. Sean ademas hq, ..., h, los elementos
de G;. Afirmamos que los productos g;h; son todos distintos. En efecto, si
gihj = gshy aplicando ambos miembros a x se obtiene g;x = gsx , es decir
xz; = zg de donde i = s. Multiplicando ahora ambos miembros de la igualdad
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gih; = gihs a la izquierda por g, ! resulta hj = hyy j =t. Los elementos de
la forma g;h; son en total kr = |Z|-|G;|. La demostracién quedara completa
si probamos que los g;h; son en realidad todos los elementos de G. Para ello
sea g € (G. Para algun i debe ser gr = x; = g;z, de donde g;lgsn = x. Esto
significa que gz-_lg € G, es decir gi_lg = hj para algin j y g = g;h;. O

Proposicién 8.1.2. Sea G un grupo finito que actia sobre un conjunto A,
y sea Y un grupo aditivo. Supongamos que p : A — Y es una funcion tal
que p(gx) = p(z), Yg € G, Yx € A (en otras palabras, p toma el mismo
valor en elementos equivalentes de A). Sea D : A — Y la tnica funcién tal
que p(T) = p(z), Yo € A. Entonces:

GIY p@ = > »l)

zEA gEG zEA,
Demostracion:
Yo @)=Y pa) = |Galp(x) =D > (IGI/[E)p(x)
geG xcAy €A geGy z€A TEA TET
= (G/[z)p@) =D |Gp(E) = |G| >_ (@)
TEA TET zEA z€A

O

Lema de Burnside 8.1.3. Si G es un grupo finito que actia sobre un con-
junto A entonces el nimero de drbitas de A viene dado por:

— 1
A=Y |4

geG

Demostracion: Basta tomar en la Proposicién anterior Y = Z (los enteros)
y como p: A — Y la funcién constante p(x) =1 Vz € A. m

8.2 La Accion de Polya

Sean D y C dos conjuntos y G un subgrupo de S(D). Sea A = CP el
conjunto de todas las funciones de D en C. Definamos ¢ : G x A — A asi:
#(g, f) = f-g~'. Es inmediato verificar que ¢ es una accién, y es conocida
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con el nombre de “accion de Polya”. Si pensamos en los elementos de D
como objetos a pintar y en los elementos de C' como colores, entonces los
elementos de A son “coloraciones” o maneras de pintar los elementos de D.
En lo sucesivo utilizaremos este lenguaje.

Proposicion 8.2.1. Sean D y C dos conjuntos finitos y G un subgrupo del
grupo de permutaciones de D. Consideremos la accion de Polya de G sobre
A= CP. Entonces el niimero de drbitas viene dado por

1
@l Z |CM9)

geG

siendo \(g) el nimero de factores en la descomposicion de g en producto de
ciclos disjuntos.

Demostracion: Por el lema de Burnside (8.1.3) el nimero de 6rbitas es
(1/|G]) >opec |Agl. Ahora bien, Ay estd constituido por todas las colora-
ciones f : D — C tales que f-g~' = f. Afirmamos que f-g¢~' = f si
y sélo si f asigna el mismo color a todos los elementos de cada ciclo de
g. En efecto, supongamos que f-g~' = f y sea (di,...,d;) un ciclo de
g. Entonces g(d;) = d;j+1 para 1 < i < ty g(d;) = dy. En consecuencia,
F(ds) = Flg (disn)) = fldisn) para 1 < i < ty f(di) = f(g~\(dn)) =
f(dy). Reciprocamente si f es una coloracién constante en cada ciclo de g,
puesto que el elemento g~!(d) est4 en el mismo ciclo que d para todo d € D,
tendremos que f(g~'(d)) = f(d). Esto significa que hay tantos elementos en
Ay como formas de asignar un color de C' a cada ciclo de g, y este nimero
es precisamente |C|M9), O

Ejemplo: Coloracién del cubo con r colores

El resultado recién demostrado nos permite resolver con toda generalidad
el problema planteado al principio del capitulo.

El grupo de rotaciones del cubo estd constituido por 24 rotaciones, que
clasificaremos en 5 tipos:

1. La identidad.

2. Rotaciones de 120° y 240° alrededor de las diagonales del cubo. Como
hay cuatro diagonales, hay 8 rotaciones de este tipo.

3. Rotaciones de 90° y 270° alrededor de los 3 ejes que pasan por los
centros de caras opuestas del cubo. Son 6 rotaciones.
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4. Rotaciones de 180° alrededor de los mismos ejes que las del tipo an-
terior. Son 3 rotaciones.

5. Rotaciones de 180° alrededor de los ejes que pasan por los puntos
medios de aristas opuestas. Hay 6 rotaciones de este tipo.

Cada una de estas rotaciones induce una permutacién de las seis caras del

cubo que se descompone en ciclos de la manera siguiente:

Con la informacién anterior ya podemos afirmar que el nimero de colora-
ciones del cubo no equivalentes por rotacién viene dado por la férmula:

1
(r% + 872 + 6r° + 3r* + 6r°) =

La identidad se descompone en seis 1-ciclos.
Las rotaciones del tipo 2, en dos 3-ciclos cada una.

Las del tipo 3, en dos 1—ciclos y un 4-ciclo (total: tres ciclos cada

Las del tipo 4, en dos 1—ciclos y dos 2—ciclos. (total: cuatro ciclos cada

Las del tipo 5, en tres 2—ciclos cada una.

24

la cual nos permite construir la tabla siguiente:

numero de | nimero de coloraciones
colores no equivalentes
1 1

2 10

3 57

4 240

5 800

6 2226

7 5390

8 11712

9 23355

10 43450

20 2690800

30 30490050

40 171019200

50 651886250

1
— 2t 32 4 128 +8
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En lo que sigue supondremos, para simplificar la notaciéon, que C' =
{1,2,...,r} (esto equivale a “numerar” los colores).

Sea Y = Q[z1,z2,... ,z,] el anillo de los polinomios en r variables con
coeficientes racionales. Definamos una funcién p : CP — Y del modo si-
guiente:

p(f)= 1%, VfeC”.

deD

Es claro que p(f) es un monomio de grado n = |D| en las variables z1, ..., x,
y que el exponente de z en p(f) corresponde al nimero de puntos de D
pintados con el color k£ en la coloracién f.

Observemos ademés que p(gf) = p(f), Vg € G,¥f € CP. En efecto,

plgf) = H Tyf(d) = H T f(g=1(d))

deD deD

pero como ¢ es una biyeccién de D en D, cuando d toma todos los valores
en D también lo hace g~'(d). Por lo tanto el tltimo producto es igual a
p(f) como querfamos probar. Esto significa que estamos en condiciones de
aplicar la Proposicién (8.1.2) a la accién de Polya de G sobre A = CP, y

obtenemos:
G B =>> p(f)

feA 9€G feA

Ahora bien, como vimos en la demostraciéon de la Proposiciéon anterior
f € Ay siysélosi f asigna el mismo color a los elementos de cada ciclo de
g. Por lo tanto si g € G se descompone en A ciclos cy,...,cy de longitudes
ai,...,ay y si f asigna el color i; a los elementos del ciclo c¢; entonces
p(f) serd de la forma aj! .. :c;? Maés atn, p establece una correspondencia
biyectiva entre los monomios del tipo antedicho y las coloraciones f € Aj.
Por consiguiente:

Z p(f) :Zx?f xf;

feA,
:(x‘lll +...+$gl)(x‘1l2+...+x?2)...(x‘fk_|_..._|_x?>\)
= Va1 Vas - - - Yay
siendo vy las funciones simétricas ¥y (x1,...,2,) = w’f 4+ a:ff Cada

aparece en el producto ¥4, vVq, - . . 14, tantas veces como ciclos de longitud
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k aparezcan en la descomposicién de g, es decir A\ix(g). Hemos probado
entonces el siguiente teorema:

Teorema de Polya 8.2.2.

S 57 |IZH (@1, )
— 1L

feA

O

Observaciones: 1) Definiendo el polinomio indicador de ciclos del grupo G
(G subgrupo de S(D), con |D| = n) del siguiente modo:

Pg(xy,...,2p) ]G| Zaj ...:U,’:”(g)
geG

el Teorema de Polya puede enunciarse asi:

Zp PG 1111(331» Y )7"'7wn(x17"'axr))

feA

2) Poniendo en el Teorema de Polya 1 = x9 = --- = x,, = 1 se obtiene como
caso particular la proposicién (8.2.1).
Ejemplo:

El analisis de las rotaciones del cubo realizado en el ejemplo anterior nos
permite escribir el polinomio indicador de ciclos de inmediato:

1
— (29 + 822 + 627y + 32722 + 623)

Pa(x1, 29,23, 24, T5, 26) = 51

Supongamos que se va a colorear el cubo con dos colores, digamos rojo y
azul. Calculando Pg (1, .. .,16) con ¥y = z+y, e = 22 +y2, 3 = 23 + 93,
Wy = z* + y?, resulta el polinomio

2%+ x5y + 2ac4y2 + 2x3y3 + 23:23/4 + acy5 + y6

(hemos usado x, y en lugar de 1 , x5 para aligerar la notacién) El término
223y por ejemplo, nos dice que hay dos coloraciones con tres caras pintadas
de rojo y las otras tres de azul.
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8.3 Enumeracion de grafos no isomorfos

La teoria de Polya puede ser usada para determinar el nimero de grafos no
isomorfos con un numero de vértices y aristas dado. Para esto considere-
mos el grafo completo de n vértices K. A cada coloracién de las aristas de
K,, con dos colores, digamos rojo y azul, le podemos hacer corresponder el
grafo cuyos vértices son los mismos de K, y cuyas aristas son las colorea-
das de rojo. Es claro que cualquier grafo de n vértices puede ser obtenido
de esta manera a partir de una bicoloraciéon de K,. Observemos sin em-
bargo que la correspondencia descripta no es inyectiva, ya que coloraciones
diferentes pueden dar lugar a grafos isomorfos. Recordemos que dos grafos
son isomorfos cuando existe una aplicacion biyectiva entre sus vértices que
preserva la relacién de adyacencia. Entonces dos coloraciones de K, daran
lugar a grafos isomorfos cuando ambas difieran en una permutacién de las
aristas de K, inducida por una permutacién de sus vértices. En simbolos, si
K,=(V,A)y f:A— (r,a) es una coloracién de A con dos colores r y a, el
grafo correspondiente a f es Gy = (V, Ay) siendo Ay ={ec A : f(e) =r}.
Dos coloraciones f y g dan lugar a grafos isomorfos si existe una permu-
tacion o de V' tal que {u,v} € Ay siy sélo si {o(u),o(v)} € Ay. Esto
equivale a decir que f({u,v}) = g({o(u),0(v)}), Yu,v € V o més simple-
mente f = g o7 siendo & la permutacién de A inducida por o, a saber
g({u,v}) ={o(u),o(v)} Vu,v € V, u #v.

Sea G el grupo de las permutaciones de A inducidas por permutaciones
de V. Entonces la accién de Polya de G sobre las bicoloraciones de K, induce
una relacion de equivalencia bajo la cual dos coloraciones son equivalentes si
y s6lo si les corresponden grafos isomorfos. El niimero de grafos no isomorfos
de n vértices sera entonces igual al nimero de érbitas, y puede obtenerse
a partir del lema de Burnside. El teorema de Polya permite, méas aun,
calcular el nimero de grafos no isomorfos con n vértices y m aristas. Pero
para aplicar el teorema de Polya es necesario conocer como se descompone
en ciclos cada elemento del grupo G. Sea ¢ una permutaciéon del conjunto
de vértices V' con \; ciclos de longitud i, parai =1,2,...,n. Sea a = {u,v}
una arista de K,,. Consideraremos varios casos:

1) Si u y v pertenecen a un mismo ciclo de o de longitud impar 2k + 1
entonces la arista o pertenece a un ciclo de & de longitud 2k + 1, a saber
{u, v}, {o(u),o()}, ..., {o%(u),c?(v)}. Puesto que las (2k2+1) = (2k+1)k
aristas cuyos extremos son vértices del ciclo o se agrupan en ciclos disjuntos
de longitud 2k 4 1 concluimos que hay k de estos ciclos. Por lo tanto cada
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ciclo de longitud impar 2k + 1 en o da origen a k ciclos de longitud 2k + 1
en o.

2) Si u y v pertenecen a un mismo ciclo de o de longitud par 2k entonces
la arista « puede estar en un ciclo de & de longitud 2k o bien en uno de
longitud k. Por ejemplo si consideramos el ciclo (1 2 3 4) entonces las aristas
{1,2},{2,3},{3,4} y {1, 4} pertenecen al 4-ciclo ({1,2} {2,3} {3,4} {1,4}),
pero las aristas {1,3} y {2,4} pertenecen al 2-ciclo ({1,3} {2,4}). En
general es facil ver que el 2k-ciclo (v1,...,vq;) dard origen a un k-ciclo
({v1,vk11} {v2, vkyo} .. {vg,va}) vy a k—1 2k-ciclos.

3) Si u pertenece a un r-ciclo de o y v a un s-ciclo entonces la arista {u, v}
estard en un ciclo de o de longitud igual al minimo comun multiplo de r
y s. En efecto para que se cumpla que {o!(u),c'(v)} = {u,v} debe ser
ol(u) = u 'y o'(v) = v (no puede ser o'(u) = vy o'(v) = u ya que uy v
estan en ciclos disjuntos). Por lo tanto debe cumplirse que r|t y s|t, lo cual
implica m.c.m.(r, s)|t. El numero de ciclos disjuntos en los cuales se dividen
las rs aristas con un vértice en cada ciclo serd entonces rs/m.c.m.(r,s) =
m.c.d.(r, s) (méximo comun divisor de 7 y s).

Como consecuencia del andlisis anterior podemos afirmar que en la des-
composicién de & en producto de ciclos disjuntos tendremos:

1) Ar(r —1)/2 r-ciclos, para cada r impar entre 1 y n.

2) Ar g-ciclos y § — 1 r-ciclos para cada r par entre 1y n.

3) ArAsm.c.d.(r, s) m.c.m(r, s)-ciclos para cada par de nimeros distintos r, s
entre 1 yn, y r()‘QT) r-ciclos , para cada r entre 1 y n (ya que existen \;\s
maneras de escoger un r-ciclo y un s-ciclo, si r # s, y ()‘2’") maneras de

escoger un par de r-ciclos distintos)

Si aplicamos el Teorema de Polya (8.2.2) para dos colores, dando a la
variable x1 el valor 1 y recordando que el niimero de permutaciones con A;
ciclos de longitud ¢ para¢:=1,...,n es

n!
1222 oA Aol LA,

K(Alv"'a)‘n)

resulta la siguiente:

Proposicién 8.3.1. El nimero de grafos no isomorfos con n vértices y m
aristas es igual al coeficiente de ™ en el polinomio que se obtiene sumando,
para cada solucion de la ecuacion diofdntica 1Ay + 2 o + - -+ nA, = n un
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término de la forma:

1
KA1, A) [w?wi?s ] [(wwd) 2 (wawh)M (wawd) e .. ]

n!
1(%1) 2(%2) 3(*3
[wl( 2 )wz( 2 )w3( ?) . ArAsmed(r,s)

mem(r,s)

r#s

siendo wy, el polinomio 1 + z*.

]

Excepto para pequenos valores de n el calculo manual del nimero de gra-
fos no isomorfos utilizando la ultima Proposicién es imposible, y se requiere
la ayuda del computador. En el Apéndice 2 incluimos una tabla obtenida
con un programa basado en la Proposicién (8.3.1), que muestra el nimero
de grafos no isomorfos con n vértices y m aristas para 1 <n < 12.

8.4 Ejercicios

1.

;,De cuantas maneras se puede pintar un tablero cuadrado de 2 X 2 con
r colores, pintando cada casilla de un color y considerando equivalentes
las coloraciones que difieren en una rotacién del tablero?

. ;De cuéntas maneras se pueden marcar con una X ocho de las dieciséis

casillas de un tablero cuadrado de 4 x 4, considerando equivalentes
las configuraciones que se obtienen unas de otras por rotaciones o
simetrias del cuadrado?

Determine el nimero de coloraciones de las caras de un poliedro regular
(tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro) con r colores, no
equivalentes por rotaciones.

(Bruijn , [B4])

Sea G un subgrupo de S(D) y H un subgrupo de S(C). Considere la
accién de G x H sobre A = CP definida asf:

(g:h)f=hofog 'V(g,h)EGxH, VfeA
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Pruebe que si C'y D son finitos y |D| = n entonces el nimero de
6rbitas viene dado por la féormula siguiente:

Ak(g)

E 338 | [ D35}

gEG heH k=1 \ ik

siendo \;(o) el nimero de ciclos de longitud ¢ en la descomposicién de
la permutaciéon ¢ en producto de ciclos disjuntos.
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