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Introduciremos las operaciones con conjuntos que nos van a permitir obtener nuevos conjuntos, partiendo
de conjuntos ya conocidos. A y B serdn dos conjuntos cualesquiera de un universal arbitrario % .

2.1 Definiciones

Definiremos las principales operaciones entre conjuntos.
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2.1.1 Union

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A
0 a B. Se nota AU B.

AUB={z:x€ AVz e B}.

La disyuncion, V, se utiliza en el sentido inclusivo, es decir, significa “y/o”.

2.1.2 Interseccién

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen
aAyaB. Senota AN B.

ANB={z:z€ ANz € B}

Si A y B no tienen elementos en comiin, es decir, si AN B = 0, entonces diremos que A y B son
conjuntos disjuntos.

Ejemplo 2.1 Sean A, By C tres conjuntos.
(a) Demostrar que si C C Ay C C B, entonces C C (AN B), es decir, AN B es el mayor conjunto que
contiene a A y a B.
(b) Demostrar que si C 2 Ay C 2 B, entonces C 2 (AU B), es decir, AU B es el conjunto més

pequeno que contiene a A y a B.

Solucién

(a) Supongamos que C C Ay C' C B, entonces la proposicién
Ve(xeC=2x€ A) AN Vez(x € C = z € B)

es verdad. Esta proposicién es equivalente a

Ve[reC=2€A) N (x€(C =z € B)

la cual, a su vez, equivale a
Ve,z€eC = (x €A N z € B)]

de aqui que
Ve, v € C =z € [(AN B)]

y, por lo tanto,
CCANB

(b) Supongamos que C' D Ay que C D B, y sea x un elemento arbitrario de A U B entonces,

r€(AUB) < z€AV zeB {Definicién de unién}
= z€C VzeC {Por hipdtesis}

= zeC {Idempotencia de V}

luego,
Vo, (xt € AUB =z € ()

de aqui que
C2(AuUB)
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2.1.3 Diferencia

La diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen
a A y no pertenecen a B. Se nota por A\ B.

A\B={z:2€ A N z ¢ B}

El conjunto A\ B se lee “A menos B” y recibe también el nombre de complementario relativo del
conjunto B respecto del conjunto A.

2.1.4 Complementario

El complementario de un conjunto A es el conjunto formado por todos los elementos del conjunto
universal que no pertenecen a A. Se nota A°.

A={z:x €U Nz ¢ A}

Obsérvese que el complementario de A es igual a la diferencia entre % y A, es decir, A = U \ A.

2.1.5 Diferencia Simétrica

La diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos que
pertenecen a A o a B pero no a ambos. Se nota por A A\ B.

AAB=(A\B)U(B\ A)

AUB

A\ B ﬁ ANB | B\ A

Operaciones con conjuntos
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Ejemplo 2.2 Sean los conjuntos

A={neZ":n<13}
B={n€Z" :nesparyn<20}
C={n€eZ" :nespar}

Hallar AUB, ANB, A¢, B, A\B, B\ A, AAB, BNCy B\C.

Solucién
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AUB = {neZ':n<13}U{n€Z" :nesparyn<20}
= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13} U {2,4,6,8, 10, 12, 14, 16,18, 20}
= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 16, 18, 20}

ANB = {neZ':n<13}N{n€Z" :nesparyn<20}
= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} N {2, 4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18,20}
= {2,4,6,8,10,12}

A = {neZ't:n¢A}
= {neZ":n>13}

B¢ = {neZ":n¢ B}
= {neZ":-(neB)}
= {neZ":-[nesparA(n<20)}
= {neZ":-(nespar)V-(n<20)}
= {n€Z":(nesimpar)V (n > 20)}
— {1,3,5,7,9,11,...) U{21,22,23,24,.. .}
— {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,22, 23,24, ...}

A\B = {neZ':neAAn¢ B}
= {neZ*:neAAne B}
= {neZ":n<13Ane€ B}
— {1,3,5,7,9,11,13}

B\A = {neZ":neBAn¢A}
= {neZt:neBAne A}
= {neZt:nesparyn<20yn>13}
= {neZ":nesparyld<n<20}
—  {14,16,18,20}

AAB = (A\B)U(B\A)
= {1,3,5,7,9,11,13} U {14, 16, 18, 20}
= {1,3,5,7,9,11,13, 14, 16, 18,20}

BNC = {neZ:nesparyn<20tN{n€Z" :nespar}

<
<

= {neZ":nesparyn<20ynespar}

= {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}

B\C = {neZt:neByn¢C}
= {neZ":nesparyn<20ymnesimpar}
=0
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2.2 Algebra de conjuntos. Dualidad

Bajo las operaciones definidas en los apartados anteriores, los conjuntos satisfacen varias leyes o identi-
dades. Observaremos que existe una dualidad entre las leyes que utilizan la interseccién y las que utilizan
la unién.

2.2.1 Leyes Idempotentes

Dado cualquier conjunto A en un universal arbitrario % , se verifica:

1. AUA=A
2. ANA=A
Demostracién

En efecto, sea & un elemento arbitrario del universal %/. Entonces,

r€(AUA) < ze€AV xeA {Definicién de unién}
— z€d {Idempotencia de V}
De la arbitrariedad de x se sigue que

Ve[z e (AUA) < z € A

de aqui que

AUA=A

2. Analogamente se prueba que AN A = A.

2.2.2 Leyes Conmutativas

Dados dos conjuntos A y B de un universal arbitrario % , se verifica:
1. AUB=BUA
2. ANB=BnNA
Demostracién

En efecto,

1. Sea z cualquier elemento de % . Entonces,
r€(AUB) <= z€ AV z€ B {Definicién de unién}
< z€BV zeA {Commutatividad de V}
<~ z€(BUA) {Definicién de unién}
Como z es cualquiera de %, se sigue que

Ve[r € AUB < z € BU A

por lo tanto,
AUB=BUA

2. De una forma similar se demuestra que AN B = BN A.
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2.2.3 Leyes Asociativas

Dados tres conjuntos A, B y C' de un universal arbitrario, % , se verifica:
1. AUBUC)=(AUuB)UC
2. AN(BNC)=(AnB)NnC
Demostracion

En efecto, sea x es un elemento arbitrario de % . Entonces,

: r€AU(BUC) < z€AV [ze(BUQO)] {Definicién de unién}
< z€AV (xeB V ze€(C) {Definicién de unién}
< (x€AV zeB)V xeC {Asociatividad de V}
<— (r€AUB) VzelC {Definicién de unién}
— ze€(AUB)UC {Definicién de unién}

De la arbitrariedad de = se sigue que
Velr € AU(BUC) <z € (AUB)UC]|

de aqui que
AU(BUC)=(AuB)UC

2. Aniélogamente se demuestra que

AN(BNC)=(ANB)NC

2.2.4 Leyes Distributivas

Dados tres conjuntos A, B y C de un conjunto universal arbitrario, % , se verifica:
1. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
2. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Demostracion

En efecto,

1. En efecto, sea x cualquier elemento del conjunto universal 7%, entonces

r€AU(BNC) < zc€AV [zxe(BnNO)] {Definicién de unién}
<~ €AV (xeB AN ze() {Definicién de interseccién}
<— (x€AVaxzeB) AN (xeAV zeC) {Distributividad}
— z€(AUB) AN ze(AUQ) {Definicién de unién}
— z€(AUB)N(AUC) {Definicién de interseccién}

Al ser x cualquier elemento de %, se sigue que

Velr € AU(BNC) < x€(AUB)N(AUC)]
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consecuentemente,

AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)
2. De una forma similar se prueba que

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

2.2.5 Leyes de Identidad

Dado un conjunto cualquiera de un universal arbitrario, % , se verifica:
1. Aup=A
2. AV =2
3. An0 =10
4. AN =A

Demostracién

1. AUD = A. En efecto, sea x es un elemento arbitrario de %. Entonces,
re(AUP) < xe€AV ze€d {Definicién de unién}
— zcA {z € 0 es falso siempre}

luego,
Vo[ € (AUD) <= z € 4]

de aqui que
Aud=A

2. AUZ = % . Sea x un elemento cualquiera de % . Entonces,
r€(AU%) <= x€AV xze€% {Definicién de unién}
= zEeU {x € % es verdad siempre}

luego,
Velr € (AU ) =z € U]

es decir,

AVU =%
3. AN0 = 0. Si x es cualquiera de %, entonces
ze€(ANP) < z€A AN xeld {Definicién de unién}
— z€l {z € 0 es falso siempre}

luego,

AND=10
4. AN = A. Sea x un elemento arbitrario de %. Entonces,
r€EANY <— x€A N x€% {Definicién de interseccién}
— z€d {x € % es verdad siempre}

luego,
ANY = A
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2.2.6 Ley Involutiva

Dado un conjunto cualquiera A de un universal % , se verifica:

(A=A
Demostracion
Sea z cualquiera de % . Entonces,
r € (A9 = =x¢A° {Definicién de complementario}
< ~(x e A% {Negacién}
< —(z ¢ A) {Definicién de complementario}
< -~(x e A) {Negacién}
<— z€d {Doble negacién}
luego,
Vr [z € (A°)° <= 1 € A]
es decir,

(A%)° = A

2.2.7 Leyes del Complementario

Dado un conjunto cualquiera A de un universal arbitrario % , se verifica:

1. AUA =Y

2. %=1

3. ANAc =10

4. 0 =w
Demostracién

1. AU A° = % . En efecto, sea x cualquier elemento de % . Entonces,

r€(AUA®) <= zxze€AV xeA {Definicién de unién}
— z€AVae¢A {Complementario}
<— x€AV ~(reA {Negacién}
= €U {Tautologia}

luego,
Vo |z € (AU A®) <=z € %]

por lo tanto,

AUA =
2. %°¢ =10. En efecto,

U ={oeW:vecUt={acU Nx¢U}=0
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3. AN A¢ = (. En efecto,

ANA={o e 2€AN2€EAY={aeW zcAANx¢A =0

4. )¢ =% . En efecto,

Vo={oce:zcl}={oecWU:2¢0}={acU}t=U

2.2.8 Leyes de De Morgan

Dados dos conjuntos A y B en un universal % , se verifica:
1. (AUB)¢ = A°N B¢
2. (ANB)c=A°UDB®

Demostracién

1. (AUB)¢ = A°N B¢
En efecto, sea x un elemento arbitrario del conjunto universal %/. Entonces,
x € (AU B)° z ¢ (AUB) {Definicién de complementario}
- [z € (AU B)) {Negacién}
—[(zx € A)V (z € B)] {Definicién de unién}
—(x € A)A—(z € B) {De Morgan para V}
(x ¢ A)A(z ¢ B) {Negacién}
(x € A) N (xz € B¢)  {Definicién de complementario}

FT1e1117

xz € (A°N B°) {Definicién de interseccién}
y al ser z un elemento arbitrario de %, se sigue que
Vz [r € (AUB)" <= z € (A°N B°)]

luego,
(AUB) = A°NB°

2. Analogamente se prueba que
(AN B)¢ = A°U B¢

Ejemplo 2.3 Sean A, B, C y D subconjuntos arbitrarios de un conjunto universal arbitrario, % .
Entonces,

(a) AA\BCA
(b) SSAC By C C D, entonces (AUC) C (BUD)
d) AC(AUB)

)
)
(¢) SSAC By CCD,entonces (ANC) C (BND)
(d)
(e) ANBCA
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)

)
(h) A\D=A
(i) An(B\4) =
() Au(B\A) =
(k) A\ (BUC)=
(1) AN(BNC) =

Solucién

(a) AA\BCA

En efecto, sea x un elemento arbitrario de %,

luego,

AU
(A\B)N(A\C)
(A\B)U(A\C)

Francisco José Gonzdlez Gutiérrez

r€A\B <= x2€A A x¢ B {Definicién de diferencia}

=

consecuentemente,

(b) SSAC By C C D, entonces (AUC) C

Ve |x € A\ B= z € 4]

{Simplificacién}

En efecto, supongamos que A C By C C D y sea x un elemento arbitrario de %/, entonces

luego,

por lo tanto,

(¢) SSAC By CCD,entonces (ANC) C

Se prueba de forma andloga a la anterior.

(d) Ac(AUB)

En efecto, si x es cualquiera de %, entonces

luego,

de aqui que

r€AUC <= z€AV zeC {Definicién de unién}

==

<— z€(BUD)

r€B V ze€D {Hipdtesis}

{Definicién de unién}

Ve[z € (AUC) =z € (BUD)]

AUCCBUD

r€A = ze€AV zeB {Adicién}

~— x€AUB

Ve[r e A=z € (AU B)]

{Definicién de unién}
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(e) ANBCA
En efecto, sea x un elemento cualquiera de A N B. Entonces,
r€ANB <= x€A N xe€B {Definicién de interseccién}
= z€A {Simplificacién}

luego,
Vz [z € (ANB) = x € 4]

de donde se sigue
ANBCA

(f) Si AC B, entonces AUB =B
En efecto, sea x cualquiera de % y supongamos que A C B.
r€(AUB) < z€A V zeB {Definicién de unién}
= x€B V ze€B {Hip6tesis}

< z€B {Idempotencia de V}

luego,
Ve [z € (AUB) = x € B]

por lo tanto,
AUBCB

y por (d)
BC(AUB)

De la doble inclusién se sigue la igualdad que buscamos.

(g) Si AC B, entonces ANB = A

Por el apartado (e), tenemos que
ANBCA

Veamos la inclusién contraria.
Supongamos que A C B y sea x un elemento arbitrario de %, entonces
r€A = z€A N xzeB {Hipdtesis}

<~ z€(ANB) {Definicién de interseccién}

luego,
Ve[r € A=z € (AN B)]

de aqui que
AC(ANDB)

Tenemos, pues, que
AC(ANB)y (ANB)CA

por lo tanto,
A=ANB

(h) A\0=A
Sea z cualquiera de % . Entonces,
zr€A\D < z€A AN x¢D {Definicién de diferencia}
< z€A {Por ser x ¢ () verdad, siempre}
luego,

A\D={z:z€A}=A

26



Matemdtica Discreta Francisco José Gonzdlez Gutiérrez

(i) An(B\A) =10
En efecto,
An(B\A) = An(BnA°) {Diferencia de conjuntos}
= ANn(A°nB) {Conmutatividad de la unién}
= (ANA°)NB {Asociatividad de la interseccién}

= 0nB {Leyes del complementario}
=0 {Leyes de identidad}

(j) AU(B\A)=AUB

En efecto,
AU(B\A) = AU(BNA° {Diferencia de conjuntos}

= (AUB)N(AUA°) {Distributividad}
= (AUB)N% {Leyes del complementario}
= AUB {Leyes de identidad}

(k) A\(BUC) = (A\B)N(A\C)

A\ (BuUC) = An(BUOQO)* {Diferencia de conjuntos}
= ANn(B°NC°) {De Morgan}

(AnA)n(B°nC°) {Idempotencia de la interseccién}
= (ANB)N(AnC°) {Commutatividad y asociatividad}
= (A\B)Nn(A4\Q) {Diferencia de conjuntos}

() A\N(BNC)=(A\B)U(A\C)

La demostracion es similar a la del apartado anterior.

Ejemplo 2.4 Probar las identidades siguientes:

(a) AU(ANB)=A

(b) AN(AUB) =4

(c) A\B=An Be

(d) AU(A°NB)=AUB

(e) AN(A°UB)=ANB
Solucién

(a) AU(ANB)=A

Sea x un elemento cualquiera del universal %, entonces

re AU(ANB) <= z€AV zec(ANB) {Definicién de unién}

= zc€A
luego Vo, x € AU(ANB) = x € A es decir,

AU(ANB)C A
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Por otro lado, siempre se verifica que
ACAUX, VX e

en particular,
ACAU(ANDB)

De la doble inclusién se sigue el resultado,

A=AU(ANB)

(b) AN(AUB) = A

En efecto,
AN(AUB) = (ANnA)U(ANB) {Distributividad}
= AU(ANB) {Idempotencia de la interseccién}
= A {Apartado (a)}

(c) A\B=ANDB*
En efecto, sea x cualquiera del conjunto universal %/, entonces
r€A\B <= zc€A AN x¢B {Definicién de diferencia}
<~ x€A AN xe€ B {Definicién de complementario}

< ze€(ANB° {Definicién de interseccién}

luego,
Ve, v € A\ B<=z € (AN B°)

por lo tanto,
A\B=ANnB*

(d) AU(A°N B) = AU B En efecto,

AU(A°NB) = (AUA°)N(AUB) {Distributividad}
= N(AUB) {Leyes del complementario}
= AUB {Leyes de identidad}
(e) AN(A°UB)=ANB
AN(A°UB) = (ANA°)U(ANB) {Distributividad}
= QU(ANnDB) {Leyes del complementario}
= ANnB {Leyes de identidad}

2.3 Conjunto de las Partes de un Conjunto

Dado un conjunto A, si nos referimos a algunos de sus subconjuntos estariamos considerando un conjunto
de conjuntos. En tales casos hablaremos de una clase de conjuntos o coleccién de conjuntos en vez de
un conjunto de conjuntos. Si quisiéramos considerar algunos de los conjuntos de una clase dada de
conjuntos, entonces hablaremos de una subclase o de una subcoleccion.
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Ejemplo 2.5 Sea A ={a,b,c,d,e} y sea &/ la clase de subconjuntos de A que contienen exactamente
tres elementos de A. Entonces,

o ={{a,b,c},{a,b,d}, {a,b,e},{a,c,d}, {a,c e}, {a,d e}, {bc,d},{bc, e}, {c,d e}}

siendo los elementos de &7 los conjuntos:

{a,b,¢},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,d}, {a,ce},{a,d e}, {bc,d},{bc,e} v {c,d, e}

2.3.1 Definicion

Dado un conjunto A, llamaremos conjunto de las partes de A a la clase o coleccion de todos los
subconjuntos de A y se nota por P(A).

Obsérvese que de acuerdo con esta definicién, si X es un conjunto cualquiera de %/, entonces

XeHPA) = XCA

Ejemplo 2.6 Sea A = {1,2,3}. Entonces,
2(A) =1{0,{1}, {2}, {3} . {1.2} . {1, 3},{2,3} ,{1,2,3}}

Nota 2.1 Si el conjunto A es finito y tiene n elementos, entonces Z(A) también es un conjunto finito
y tiene 2" elementos.

En efecto, sea X un elemento arbitrario de #?(A). Para cada a € A, hay dos opciones a € X 6 a ¢ X;

como hay n elementos en A, habra
n veces

diferentes conjuntos X. Es decir, Z(A) tiene 2" elementos.
Veremos otra demostracién en una leccién posterior.

Ejemplo 2.7 Especificar el conjunto de las partes para cada uno de los conjuntos siguientes:

(a) {a,b,c}
(b) {{a,b},{c}}
(¢) {{a,b},{b,a},{a,b,b}}

Solucién
(a) {a,b,c}
Z ({a,b,c}) = {0,{a},{b},{c}.{a,b} ,{a,c},{b,c},{a,b,c}}

(b) {{a,b},{c}}
2 ({{a, b}, {c}}) = {0, {{a, b}}, {{c}} {{a, b} , {c} }}

(c) {{a,b},{b,a},{a,b,b}}
z ({{a7 b} ) {bv a} ) {av b, b}}) = ({av b}) = {Q)v {a7 b} {{a’ b}}}
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2.4 Producto cartesiano de conjuntos

El concepto matemaético de relacién esta basado en la nocién de relacién entre objetos. Algunas relaciones
describen comparaciones entre elementos de un conjunto: Una caja es méas pesada que otra, un hombre
es mas rico que otro, etc. Otras relaciones involucran elementos de conjuntos diferentes, tal como “z
vive en y”, donde = es una persona e y es una ciudad, “x es propiedad de y” donde x es un edificio e y
es una empresa, 6 “x nacid en el pais y en el ano z2”.

Todos los ejemplos anteriores son de relaciones entre dos o tres objetos, sin embargo, en principio,
podemos describir relaciones que abarquen n objetos, donde n es cualquier entero positivo. Cuando
hagamos una afirmacién que relacione n objetos, serd necesario no solamente especificar los objetos en si
mismos sino también una ordenacién de los mismos. Por ejemplo, la posicién relativa de 3 y 5 da lugar
Unicamente a dos afirmaciones “5 < 3” y “3 < 5”7, siendo una de ellas falsa y la otra verdadera.

Usaremos las n-tuplas ordenadas de elementos para especificar una sucesién finita de objetos no nece-
sariamente distintos; la posicién relativa de los objetos en la sucesién nos dara la ordenacién necesaria
de los mismos.

2.4.1 n-tupla ordenada

Llamaremos n-tupla ordenada a una sucesion de n objetos ai,as,...,a, dados en un cierto orden y
la notaremos por (ay,as, ..., an).

Obsérvese que es fundamental el orden en que escribamos los elementos de la n-tupla, asi
(a17a27 .. 'aan) 7é (a27a17 .. -aan)

Si n = 2, una n-tupla ordenada se llama “par ordenado” y si n = 3, “terna ordenada”.

2.4.2 Igualdad de n-tuplas

Diremos que dos n-tuplas ordenadas son iguales si, y solo si, sus i-€simas componentes son iguales
para todo v, 1 <t < n, es decir,

(al,ag,...,an):(bl,bg,...,bn)<:>ai:bi, Vz,lgzgn

Muchas veces trataremos con colecciones de n-tuplas donde la componente i-ésima de cada n-tupla es
un elemento de un conjunto A;. Definimos el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas.

2.4.3 Producto cartesiano

Dada una coleccion arbitraria de conjuntos Ay, As, ..., Ay, llamaremos producto cartesiano de los
mismos y lo notaremos por A1 X As X +-- X A, al conjunto formado por todas las n-tuplas ordenadas,
(a1,a2,...,a,), donde a; € A;, 1 <i < n, es decir,

Ap X Ay x -+ x A, ={(a1,a2,...,a,) 1 a; € A; 1 <i < n}
En el caso de dos conjuntos A y B, tendremos
Ax B={(a,b):a€ A N be B}
y este producto se llama binario si A = B, o sea,

AxA={(a,b):a€ A N be A}
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y suele notarse por A2.

Su extensién a n conjuntos se define como

(n .
Ax Ax - xA={(ar,a2,...,a,) :0; €A, 1 <i<n}
y lo notaremos por A™.

Nota 2.2 Obsérvese que A x ) = (). En efecto, si A x () no fuese vacio, entonces existiria, al menos, un
par (a,b) € A x () de aqui que a € A y b € 0, lo cual es imposible.

Ejemplo 2.8 Considerando el conjunto R de los nimeros reales, el producto cartesiano R? = R x R
es el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales.

R xR=R?*={(z,y): z,y € R}
Cada punto P representa un par ordenado (z,y) de ntimeros reales y viceversa. A R? se le llama
normalmente plano cartesiano.

Ejemplo 2.9 Sean A={zcR:1<2<2}yB={yeR:0<y<1}. Hallar Ax By B x A.

Solucién
AxB={(z,y):1<x<2 A 0<y<1}
BxA={(y,):0<y<1 A 1<2<2}
30 34
2 @ 9
Bx A
1 e 1
Ax B
0 1 2 3 0 1 9 3
Ejemplo 2.9

Cuando A y B son, como en este caso, conjuntos de numeros reales, su producto cartesiano puede
representarse como un conjunto de puntos en el plano cartesiano.

Ejemplo 2.10 Sea A ={1,2} y B = {a,b,c}. Entonces
Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}
B x A={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c, 1), (c,2)}
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también,

Ax A= {(1, 1), (1,2), (27 1), (2,2)}
B x B ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,d),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)}

Nota 2.3 En los ejemplos anteriores se observa que el producto cartesiano de dos conjuntos no es
conmutativo. Es decir, en general, A x B # B x A

Ejemplo 2.11 Sean A; = {1,2}, Ay = {a,b} y A5 = {z,y}. Calcular A7 x Ay x Ag, Ay x A1 x Az 'y
A2

Solucién
Al X A2 X A3 = {(LCL, .’L‘), (17 a, y)v (1a ba Z‘), (1a ba y)v (2a CL,Z‘), (2a aay)v (2a b71‘)7 (2a b7 y)}
A? X Al X A3 = {(av ]-ax)v (CL, 13 y)> (aa 2755)7 (aa 27y)7 (ba 171’)7 (ba 17y)7 (ba 2’1')7 (ba 27y)}

A% = A3 x Az = {(l‘,x% (xay)v (y,:c), (yvy)}

2.4.4 Propiedades

El producto cartesiano es distributivo respecto de la union y la interseccion de conjuntos, es decir, si
A, B y C son tres conjuntos cualesquiera, se verifica:

(a) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC)
(b) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
(¢) (AUB)xC=(AxC)U(BxC)
(d) (ANB)xC=(AxC)n(BxC)

Demostracién
(a) Ax (BUC)=(AxB)U(Ax ()

En efecto, sea (x,y) un elemento arbitrario de A x (B U C), entonces,

(r,y) e AXx(BUC) <= z€A ANye(BUQO) {Def. producto cartesiano}

<— x€AAN(yeB VvV yel) {Def. de unién}
— (€A ANyeB)V (reA AN yeC) {Dist. de A respecto de V}
— (r,y) € (AXB) V (z,y) € (Ax () {Def. producto cartesiano}
— (z,y) € (AxB)U(AxC) {Definicién de unién}

luego,

V(z,y) ((z,y) € Ax (BUC) < (z,y) € (Ax B)U(A x (C))
es decir,

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

Los apartados (b), (¢) v (d) se demuestran de una forma similar.

Ejemplo 2.12 Si % =7Z*, A= {1,2,3,4}, B = {2,5} y C = {3,4,7}, determinense los conjuntos
siguientes:

(a) AxB
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(b) Bx A

(¢) AU(BxC)

(d) (AUB)xC
)

(e) (AxC)YU(BxC(C)

Solucién

(a) Ax B={(a,b):a€ ANb€ B}

luego,
: Ax B=1{(1,2),(1,5),(2,2),(2,5),(3,2),(3,5),(4,2), (4,5)}

(b) Bx A={(b,a):be BAa€ A}

luego,
© Bx A=1{(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4)}
(c)
AU (B xC)=1{1,2,3,4,(2,3),(2,4),(2,7),(5,3), (5,4),(5,7)}
(d)
(AUB)x C = {(1,3),(1,4),(1,7),(2,3),(2,4),(2,7),(3,3),
(3’ 4)7 (37 7)’ (47 3)7 (4’ 4)7 (47 7)’ (57 3)7 (5’ 4)7 (57 7)}
(e)

(AxC)U(BxC) = {(1,3),(1,4),(1,7),(2,3),(2.4),(2,7),(3,3),
(3,4),(3,7), (4,3),(4,4),(4,7),(5,3), (5,4), (5, 7)}

Ejemplo 2.13 Sean A = {a,b,c}, B = {b,¢,d} y C = {a,d}. Encontrar A x B x C utilizando un
diagrama en arbol.

Solucién

Ejemplo 2.13
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La figura muestra el diagrama en arbol. Recorriendo cada una de las ramas obtenemos las distintas
ternas que integran el producto cartesiano de los tres conjuntos, es decir,

AxBxC = {(a,b,a),(a,b,d),(a,c,a),(a,cd),(a,d,a),(a,dd),(bba),(bd,d),(b,c,a)
(b,e,d), (b,d,a), (b,d,d),(c,b,a),(c,b,d), (c,c,a),(c,c,d),(c,d,a),(c,d,d)}

Ejemplo 2.14 Dados tres conjuntos arbitrarios A, B,C C %, probar Ax (BNC) = (AxB)N(AxC)
Solucién

Ax (BNC)=(Ax B)N(AxC) En efecto,
Y(a,b) € Ax (BNCQC) acA Nbe(BNO)

acA N (DbeB ANbel)

(aeANDbeEB)AN(aecA Nbe()

(a,b) e Ax B A (a,b)e AxC

(a,b) € (Ax B)N (A x C)

11111

luego,
’ Y(a,b) ((a,b) € Ax (BNC) < (a,b) € (Ax B)Nn (A x ())

es decir,
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC)

Ejemplo 2.15 Se consideran los conjuntos A = {r €Z:3< 2 <8}y B={r€Z:—-6<z<—4}.
Hallar A x B

Solucién
A={reZ:3<x<8}=1{3,4,5,6,7,8}
B={re€Z:—-6<uz< -4} ={-5-4}
luego,
Ax B=

{(37 _5)7 (47 _5)7 (57 _5)7 (67 _5)’ (77 _5)’ (87 _5)’ (37 _4)’ (47 _4)’ (57 _4)’ (67 _4)7 (77 _4)7 (87 _4)}

Ejemplo 2.16 Demostrar que
(A1 X Bl) N (A2 X Bg) = (Al N Ag) X (Bl N BQ)

Solucién

En efecto, sea (a,b) un elemento arbitrario de (A; x By) N (A2 x Bz). Entonces,

(a,b) € (A1 x B1) N (As x Bs) (a,b) € (A1 x B1)) A (a,b) € (A3 x By)  {Def. de N}
(a€ Ay NbeBy) A (a€ Ay AN be By) {Def. de x}
(a€ Ay N a€Ay) AN (be By A be By) {Asoc. y conm.}
a€ (AiNA) AN be (BN By
(a,b) € (A1 N A2) x (B1 N By)

11ttt
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luego,
¢ V(CL, b) ((a,b) S (Al X Bl) n (AQ X Bg) < (a,b) S (Al N AQ) X (B1 n Bg))
es decir,
(A1 X Bl) N (A2 X Bg) = (Al n AQ) X (Bl n BQ)

Ejemplo 2.17 Dados los conjuntos A = {a,b,¢,d}, B=1{1,2,3} y C ={a, 5,7}, hallar

(a) Ax BxC
(b) Ax (BNCO)
(¢c) Ax (BUCQC)

Solucién
(a)
AxBxC = {(a1,),(a1,0),(a1,7),(a,2,a),(a,2,0),(a,2,7), (a,3, @), (a,3, B),
(@,3,7), (b, 1, ), (b, 1, ), (b, 1,7), (b, 2, ), (0,2, 8), (b, 2,7), (b, 3, @),
(0,3,0),(b,3,7), (¢, 1,0), (¢, 1, 8), (¢, 1,7), (¢, 2,a), (¢, 2, ), (¢, 2,7),
(¢,3,),(¢,3,0),(¢,3,7), (d, 1, ), (d, 1, ), (d, 1, ), (d, 2, @), (d, 2, B),
(d,2,7),(d,3,a),(d,3,0), (d,3,7)}

(b) Ax(BNC)=Ax0=0
(¢) Ax (BUC)
Segun hemos visto en la leccién,
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
luego,
Ax(BUC) = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3),(c,1),(c,2),(c,3),(d,1),(d,2),(d,3)
(a, @), (a, B), (a,7), (b; @), (b, ), (b,7), (¢, ), (¢, B), (¢,7), (d, ), (d, ), (d, )}

Ejemplo 2.18 Para A,B,C C %, probar que A x (B\ C) = (A x B)\ (4 x C).

Solucién
En efecto,
V(a,b) e Ax (B\C) <= a€A ANbeB\C

<~ ac€A AN (beBANDLEO)
<~ (a€ANDEB) AN (aeA ANDbECO)
<~ (a,b) e AxB A (a,b) ¢ (AxC)
— (a,b) e (AxB)\(Ax(C)

luego,

’ V(a,b) ((a,b) € Ax (B\C) < (a,b) € (Ax B)\ (Ax())
es decir,

x (B\C) = (A x B)\ (A x C)
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