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Proélogo

El objeto fundamental de la edicién de este documento es facilitar a los alumnos de ingenieria de la Escuela
Politécnica Superior de Linares el desarrollo de los contenidos teéricos de la asignatura Estadistica. Desde un
punto de vista menos local, espero que sea 1til, en alguna medida, a todo aquel que necesite conocimientos

bésicos de las técnicas estadisticas mas usuales en el ambiente cientifico-tecnolégico.

A todos ellos, alumnos y lectores en general, quiero facilitarles el privilegio de aprender de quienes yo he
aprendido, sugiriéndoles cuatro manuales que para mi han sido referencias fundamentales. Se trata, en primer
lugar, del magnifico libro de Sheldon M. Ross, Introduccion a la Estadistica. En él puede encontrarse la
mayor parte de lo que vamos a estudiar aqui, explicado de forma sencilla y clara, pero también comentarios
histéricos, resenas bibliogréaficas sobre matematicos y estadisticos relevantes y ejemplos muy apropiados.
En segundo lugar, recomiendo los trabajos de William Navidi, Estadistica para ingenieros y cientificos, y
Jay Devore, Probabilidad y estadistica para ingenieria y ciencias, sobre todo por la actualidad de muchos
de sus ejemplos y por como enfatizan el caracter aplicado, practico, de la Estadistica en el ambito de la
Ciencia y la Tecnologia. Finalmente, debo mencionar también el libro de Mendenhal & Sincich, Probabilidad
y FEstadistica para Ingenieria y Ciencias, que incluye, como los dos anteriores, unos ejemplos y ejercicios

propuestos magnificos.

En el actual contexto del Espacio Europeo de Educacién Superior, la asignatura Estadistica tiene, en la mayor
parte de los grados en ingenieria, un caracter basico y una dotaciéon de 6 créditos ECTS. Asi ocurre, por
ejemplo, en las ramas de industriales o telecomunicaciones que se imparten en la Universidad de Jaén. Otras
ramas, como la de ingenieria civil/minera, han optado por incluirla como asignatura obligatoria, compartida
con una asignatura de ampliaciéon de matemaéticas en la que se proponen 3 créditos ECTS de estadistica. Con
todo, creo que estos apuntes pueden adaptarse a esos distintos contextos, aclarando qué temas pueden ser

mas adecuados para cada titulacién. En concreto:

1. Para las distintas especialidades de la rama de industriales serian oportunos los capitulos 1, 2, 3, 4, 6,
7, 8,9 y 10. El capitulo 9, sobre contrastes no paramétricos puede darse a modo de seminario, si el
desarrollo de la docencia asi lo sugiere. Sin embargo, el capitulo 10, sobre regresion lineal simple, me

parece imprescindible en la formacién de un futuro ingeniero industrial.

2. En los grados de la rama de telecomunicaciones, creo que son necesarios los capitulos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 y 11. Resulta asi el temario quizd més exigente, debido a la necesidad de introducir un capitulo
sobre vectores aleatorios previo a otro sobre procesos estocasticos. Queda a iniciativa del docente la
posibilidad de recortar algunos aspectos en los temas tratados en aras a hacer mas ligera la carga

docente.

3. Finalmente, en los grados de la rama civil y minera, donde la dotacién de créditos es menor, creo que

9
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son adecuados los capitulos 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 y 10, si bien eliminando algunos de sus apartados, cuestién
ésta que dejo, de nuevo, a juicio del docente. También sugiero que se trabajen los problemas sobre estos

capitulos directamente en el contexto de unas préacticas con ordenador.

Solo me queda pedir disculpas de antemano por las erratas que, probablemente, contienen estas paginas. Os

ruego que me las hagais llegar para corregirlas en posteriores ediciones.

Linares, junio de 2012.

10 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Capitulo 1

Introduccion

Llegara un dia en el que el razonamiento estadistico serd tan necesario para el ciudadano como

ahora lo es la habilidad de leer y escribir

H.G. Wells (1866-1946)

Resumen. El capitulo incluye una introduccién del término Estadistica y presenta los conceptos més basicos

relativos a poblaciones y muestras.

Palabras clave: estadistica, poblacién, poblacién tangible, poblacién conceptual, variable, muestra, muestra

aleatoria simple.

1.1. ;Qué significa Estadistica?

Si buscamos en el Diccionario de la Real Academia Espanola de la Lengua (DRAE) el vocablo Estadistica

aparecen tres acepciones de dicha palabra':

1. Estudio de los datos cuantitativos de la poblacion, de los recursos naturales e industriales, del trdfico o

de cualquier otra manifestacion de las sociedades humanas.
2. Conjunto de estos datos.

3. Rama de la matemdtica que utiliza grandes conjuntos de datos numéricos para obtener inferencias

basadas en el cdlculo de probabilidades.

Probablemente el més comun de los significados conocidos de la palabra sea el segundo, y por ello solemos
ver en los medios de comunicaciéon que cualquier recopilaciéon de cifras referentes a algin asunto es llamado

(de forma muy reduccionista) estadistica o estadisticas.

Sin embargo, el valor real de la Estadistica como ciencia tiene que ver mucho mas con la primera y la tercera
acepcion del DRAE. Concretamente, el primero de los significados se corresponde con lo que vamos a estudiar
como FEstadistica Descriptiva, donde la Estadistica se utiliza para resumir, describir y explorar datos, y el

tercero con lo que denominaremos Inferencia Estadistica, donde lo que se pretende mediante la Estadistica

Thttp://buscon.rae.es/drael /SrvitGUIBusUsual?ZLEM A —estad %C3 %ADstica
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es utilizar datos de un conjunto reducido de casos para inferir caracteristicas de éstos al conjunto de todos

ellos.

1.2. La Estadistica en el Ambito de la Ciencia y la Ingenieria

El papel de la Estadistica en la Ciencia y la Ingenieria hoy en dia es crucial, fundamentalmente porque
al analizar datos recopilados en experimentos de cualquier tipo, se observa en la mayoria de las ocasiones
que dichos datos estan sujetos a algin tipo de incertidumbre. El investigador o el profesional debe tomar
decisiones respecto de su objeto de anélisis basandose en esos datos, para lo cual debe dotarse de herramientas

adecuadas.

A continuacién vamos a describir una serie de problemas practicos en los que se plantean situaciones de este
tipo. Vamos a ponerle un nombre especifico porque iremos mencionandolos a lo largo del curso, conforme

seamos capaces de responder a las cuestiones que cada uno de ellos dejan abiertas.

1.2.1. Ejemplo de las capas de 6xido de silicio

El articulo “Virgin Versus Recycled Wafers for Furnace Qualification: Is the Expense Justified?” (V. Czitrom y
J. Reece, en Statistical Case Studies for Industrial Process Improvement, ASA y STAM, 1997:87-104) describe
un proceso para el crecimiento de una capa delgada de diéxido de silicio sobre placas de silicio que se usan en
la fabricacion de semiconductores. En él aparecen datos relativos a las mediciones del espesor, en angstroms
(;1), de la capa de 6xido para pruebas realizadas en 24 placas: en concreto, se realizaron 9 mediciones en cada
una de las 24 placas. Las placas se fabricaron en dos series distintas, 12 placas en cada serie. Estas placas
eran de distintos tipos y se procesaron en distintas posiciones en el horno, ya que entre otros aspectos, el
proposito de la recopilacién de los datos era determinar si el espesor de la capa de 6xido estaba afectado por
el tipo de placa y por la posicién en el horno. Por el contrario, el experimento se disenié de tal manera que

no se esperaba ninguna diferencia sistematica entre las dos series. Los datos se muestran en la Tabla 1.1.

Lo primero que salta a la vista al mirar esos datos es que es muy complicado hacerse una idea global de los
resultados. Parecen estar en torno a 90 /01, pero con variaciones importantes respecto de ese valor. Algunas de
esas variaciones son especialmente llamativas (77.5, 106.7, ...): ;qué paso en esas placas? En suma, es evidente
que se hace necesaria una manera sisteméatica de analizar los datos, tratando de describirlos de forma precisa
y objetiva, respondiendo a las preguntas que subyacen en el disenio del experimento: json las dos series de

experimentos homogéneas? ;afecta el tipo de placa? jafecta la posiciéon en el horno? ...

1.2.2. Ejemplo de la bombilla de bajo consumo

En el envoltorio de la bombilla marca ANTE de 14W se afirma literalmente “Ldmpara ahorradora de energia.

Duracion 8 anos”.

Debo reconocer de que tengo mis dudas. Para empezar, jes que a los 8 anos, de repente, la lampara se
rompe? Por otra parte, creo que todos nosotros hemos experimentado el hecho de que éstas lamparas que
supuestamente tienen una duracién mayor que las tradicionales lamparas incandescentes (segun el envoltorio,
8 veces mayor), sin embargo, se rompen con facilidad. Luego, ;qué quiere decir exactamente el envoltorio al

afirmar que su duracion es de 8 anos?
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o

Serie Placa A
1 1 90.00 92.20 9490 9270 916 88.20 92.00 98.20  96.00
1 2 91.80 94.50 93.90 77.30 920 89.90 87.90 92.80  93.30
1 3 90.30 91.10 93.30 93.50 87.2 88.10 90.10 91.90  94.50
1 4 92.60 90.30 92.80 91.60 92.7 91.70 89.30  95.50  93.60
1 5 91.10 89.80 91.50 91.50 90.6 93.10 88.90 92.50  92.40
1 6 76.10 90.20 96.80 84.60 93.3 95.70 90.90 100.30 95.20
1 7 92.40 91.70 91.60 91.10 83.0 9240 88.70 92.90  92.60
1 8 91.30 90.10 9540 89.60 90.7 95.80 91.70 97.90  95.70
1 9 96.70 93.70 93.90 87.90 90.4 92.00 90.50 95.20  94.30
1 10 92.00 94.60 93.70 94.00 89.3 90.10 91.30 92.70  94.50
1 11 94.10 91.50 95.30 9280 934 92.20 89.40 94.50  95.40
1 12 91.70 9740 95.10 96.70 77.5 9140 90.50 95.20  93.10
2 1 93.00 89.90 93.60 89.00 93.6 90.90 89.80  92.40  93.00
2 2 91.40 90.60 92.20 9190 924 87.60 88.90 90.90  92.80
2 3 91.90 91.80 92.80 96.40 93.8 86.50 92.70  90.90  92.80
2 4 90.60 91.30 9490 88.30 879 92.20 90.70 91.30  93.60
2 5 93.10 91.80 94.60 8390 90.0 97.90 92.10 91.60  98.40
2 6 90.80 91.50 91.50 91.50 94.0 91.00 92.10 91.80  94.00
2 7 88.00 91.80 90.50 90.40 90.3 91.50 89.40  93.20  93.90
2 8 88.30  96.00 92.80 93.70 89.6 89.60 90.20 95.30  93.00
2 9 94.20 92.20 95.80 9250 91.0 91.40 92.80 93.60  91.00
2 10 101.50 103.10 103.20 103.50 ~"96.1 102.50 102.00 106.70 105.40
2 11 92.80 90.80 92.20 91.70 83.0 88.50 87.50 93.80  91.40
2 12 92.10 93.40 94.00 94.70 90.8 92.10 91.20 92.30 91.10

Cuadro 1.1: Datos del espesor de las capas de éxido de silicio

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo
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En realidad, nosotros deberemos aprender a analizar este problema, asumiendo que la duracién de esta
bombilla no es un valor fijo y conocido, sino que esta sujeto a incertidumbre. Lo que haremos serd dotarnos
de un modelo mateméatico que nos permita valorar si es probable o no que una lampara ANTE se rompa

antes de un ano, después de tres anos, etc.

1.2.3. Ejemplo de los niveles de plomo

Un articulo publicado en Journal of Environmental Engineering en 2002, titulado “Leachate from Land Dis-
posed Residential Construction Waste”, presenta un estudio de la contaminacion en basureros que contienen
desechos de construccién y desperdicios de demoliciones. De un sitio de prueba se tomaron 42 muestras de
lixiado, de las cuales 26 contienen niveles detectables de plomo. Se pone asi de manifiesto que s6lo una parte
de los basureros esta contaminada por plomo. La cuestion es jqué proporciéon supone esta parte contaminada

de la superficie total de los basureros?

Si una ingeniera desea obtener a partir de esos datos una estimacion de la proporciéon de los basureros que

contiene niveles detectables de plomo debe ser consciente de dos cuestiones:

1. Es imposible analizar todos los rincones de todos los basureros.

2. Si se basa solo en los datos del articulo, esa estimacion serd solo eso, una estimacion basada en esa
muestra, que es de so6lo 42 datos. Deberia, por tanto obtener también una estimacién del error que esta
cometiendo al hacer la estimaciéon. Con ambos resultados, la estimacion en si y una cuantificacion del
error que podria cometer con ella, incluso podra obtener un rango donde la verdadera proporcién se

encuentra, con un alto nivel de confianza.

1.2.4. Ejemplo de los cojinetes

Un ingeniero industrial es responsable de la produccién de cojinetes de bolas y tiene dos maquinas distintas
para ello. Le interesa que los cojinetes producidos tengan didmetros similares, independientemente de la
méquina que los produce, pero tiene sospechas de que esta produciendo algin problema de falta de calibracion
entre ellas. Para analizar esta cuestion, extrae una muestra de 120 cojinetes que se fabricaron en la maquina
A, y encuentra que la media del didmetro es de 5.068 mm y que su desviacion estdndar es de 0.011 mm. Realiza
el mismo experimento con la maquina B sobre 65 cojinetes y encuentra que la media y la desviacién estandar
son, respectivamente, 5.072 mm y 0.007 mm. ;Puede el ingeniero concluir que los cojinetes producidos por

las méquinas tienen didmetros medios significativamente diferentes?

1.2.5. Ejemplo de la absorcién de un compuesto a distintas dosis y en distintos

tiempos de absorcién

Un equipo de investigadores que trabajan en seguridad en el trabajo estd tratando de analizar cémo la
piel absorbe un cierto componente quimico peligroso. Para ello, coloca diferentes volimenes del compuesto
quimico sobre diferentes segmentos de piel durante distintos intervalos de tiempo, midiendo al cabo de ese
tiempo el porcentaje de volumen absorbido del compuesto. El diseno del experimento se ha realizado para que
la interaccion esperable entre el tiempo y el volumen no influya sobre los resultados. Los datos se mostraran

en el dltimo tema.
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Lo que los investigadores se cuestionan es si la cantidad de compuesto por un lado y el tiempo de exposicién
al que se somete por otro, influyen en el porcentaje que se absorbe. De ser asi, seria interesante estimar
el porcentaje de absorcién de personas que se sometan a una exposicién de una determinada cantidad, por

ejemplo, durante 8 horas.

1.2.6. Ejemplo de los accidentes laborales

En una empresa se sospecha que hay franjas horarias donde los accidentes laborales son mas frecuentes.
Para estudiar este fenémeno, contabilizan los accidentes laborales que sufren los trabajadores segtin franjas

horarias, durante un ano. Los resultados aparecen en la tabla.

Horas del dia Numero de accidentes

8-10 h. 47
10-12 h. 52
13-15 h. a7
15-17 h. 63

Con esa informacion, los responsables de seguridad de la empresa deben decidir si hay franjas horarias donde

los accidentes son mas probables o si, por el contrario, éstos ocurren absolutamente al azar.

1.2.7. Ejemplo de la cobertura de la antena de telefonia mévil

Reduciendo mucho el problema, supongamos que una antena de telefonia movil tiene una cobertura que
abarca a cualquier movil dentro de un circulo de radio r. Un ingeniero puede suponer que un teléfono
concreto puede estar situado en cualquier punto al azar de ese circulo, pero jcoémo plasmar eso? Por ejemplo,
si nos centramos en la distancia a la antena, ;cualquier distancia es igualmente probable? ;Y qué podemos

decir de las coordenadas en un momento concreto del movil?

1.2.8. Ejemplo de la senal aleatoria

En el contexto de las telecomunicaciones, cualquier senal debe considerarse aleatoria, es decir, debe tenerse en
cuenta que cuando la observamos, parte de ella es debida a la incertidumbre inherente a cualquier proceso de
comunicacion. Y es que, por multitud de razones, nadie tiene garantias que la senal enviada sea exactamente

igual a la senal recibida.

Un ingeniero debe tener en cuenta eso y, a pesar de todo, ser capaz de analizar las propiedades més relevantes

de cualquier senal y de estudiar su comportamiento en cualquier momento del proceso de comunicacion.

Por ejemplo, hoy en dia una senal sufre multitud de transformaciones en el proceso de comunicaciéon. Cada
una de esas transformaciones se considera el resultado del paso de la senial por un sistema. El ingeniero debe

ser capaz de conocer las caracteristicas mas relevantes de la senal a lo largo de todas esas transformaciones.

1.3. Definiciones basicas

Para finalizar este primer tema de introduccién, vamos a ir fijando las definiciones més elementales que

utilizaremos a lo largo del curso y que ya han sido motivadas en la introducciéon de los ejemplos anteriores.
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Se denomina poblacién a un conjunto de individuos o casos, objetivo de nuestro interés.

Podemos distinguir entre poblaciones tangibles y poblaciones conceptuales.

Una poblacién es tangible si consta de elementos fisicos reales que forman un conjunto finito.

Por ejemplo, si estamos considerando el estudio de la altura de los alumnos de la Escuela, el conjunto de

estos alumnos es una poblacién tangible.

Una poblacién conceptual no tiene elementos reales, sino que sus casos se obtienen por la repeticién de un

experimento.

Por ejemplo, cuando plantedbamos las pruebas sobre placas de silicio, vemos que hay tantos casos como prue-
bas puedan hacerse, lo que supone un conjunto infinito de casos. En poblaciones conceptuales es imposible,

por tanto, conocer todos los casos, y tenemos que conformarnos con muestras de los mismos.

Una variable o dato es una caracteristica concreta de una poblacion.

Por ejemplo:

= Si consideramos la poblacién de todos los alumnos de la Escuela, podemos fijarnos en la variable altura.

= Si consideramos el supuesto de las pruebas sobre placas de silicio, podemos considerar la variable espesor

de la capa de dxido de silicio generada.

Se denomina muestra a cualquier subconjunto de datos seleccionados de una poblacion.

El objetivo de una muestra, ya sea en una poblacién tangible o en una poblacién conceptual es que los
elementos de la muestra representen al conjunto de todos los elementos de la poblacién. Esta cuestién, la

construccién de muestras adecuadas, representativas, es uno de los aspectos mas delicados de la Estadistica.

Nosotros vamos a considerar en esta asignatura sélo un tipo de muestras, denominadas muestras aleatorias
simples. En una muestra aleatoria simple, todos los elementos de la poblacién deben tener las mismas
posibilidades de salir en la muestra y, ademaés, los elementos de la muestra deben ser independientes: el que

salga un resultado en la muestra no debe afectar a que ningun otro resultado salga en la muestra.

Por ejemplo, podriamos estar interesados en la poblacion de todos los espanoles con derecho a voto (poblacién
tangible, pero enorme), de los que querriamos conocer un dato o variable, su intencién de voto en las proximas
elecciones generales. Dado que estamos hablando de millones de personas, probablemente deberemos escoger
una muestra, es decir, un subconjunto de espanoles a los que se les realizaria una encuesta. Si queremos que
esa muestra sea aleatoria simple, deberemos tener cuidado de que todos los espanoles con derecho a voto
tengan las mismas posibilidades de caer en la muestra y de que la respuesta de un entrevistado no afecte a la
de ningtn otro. Como nota curiosa, sabed que la mayoria de las encuestas nacionales se hacen via telefénica,
lo cual es una pequena violacién de las hipétesis de muestra aleatoria simple, ya que hay espanoles con

derecho a voto que no tienen teléfono, luego es imposible que salgan en la muestra.
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Capitulo 2

El tratamiento de los datos. Estadistica

descriptiva

Es un error capital el teorizar antes de poseer datos. Insensiblemente uno comienza a alterar

los hechos para encajarlos en las teorias, en lugar encajar las teorias en los hechos

Sherlock Holmes (A. C. Doyle), en Un escindalo en Bohemia

Resumen. En este capitulo aprenderemos métodos para resumir y describir conjuntos de datos a través de

distintos tipos de tablas, graficos y medidas estadisticas.

Palabras clave: datos cuantitativos, datos cualitativos, datos discretos, datos continuos, distribucion de
frecuencias, diagrama de barras, diagrama de sectores, histograma, media, mediana, moda, cuantiles, varianza,

desviacion tipica, asimetria, datos atipicos.

2.1. Introduccion

Obtenidos a través de encuestas, experimentos o cualquier otro conjunto de medidas, los datos estadisticos
suelen ser tan numerosos que resultan practicamente inutiles si no son resumidos de forma adecuada. Para
ello la Estadistica utiliza tanto técnicas graficas como numéricas, algunas de las cuales describimos en este

capitulo.

Podemos decir que existe una clasificaciéon, un tanto artificial, de los datos, segin se refieran a una poblacion
tangible, en cuyo caso se conocerdn todos los casos, o a una poblacién conceptual, en cuyo caso sélo se
conocera una muestra (aleatoria simple). Sin embargo, esta clasificacién no tiene ningin efecto en lo relativo

a lo que vamos a estudiar en este capitulo.

2.2. Tipos de datos

Los datos (o variables) pueden ser de dos tipos: cuantitativos y cualitativos.
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Los datos cuantitativos son los que representan una cantidad reflejada en una escala numérica. A su vez,
pueden clasificarse como datos cuantitativos discretos si se refieren al conteo de alguna caracteristica, o

datos cuantitativos continuos si se refieren a una medida.

Los datos cualitativos o categdricos se refieren a caracteristicas de la poblacién que no pueden asociarse

a cantidades con significado numérico, sino a caracteristicas que solo pueden clasificarse.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de cada uno de estos tipos de variables:

= En el ejemplo del 6xido de silicio, la variable espesor es cuantitativa continua.
= En el ejemplo de los cojinetes, el didmetro de los cojinetes es una variable cuantitativa continua.

= En el ejemplo de los niveles de plomo, se estd analizando si una muestra contiene niveles detecta-
bles o no. Se trata, por tanto, de una variable cualitativa con dos categorias: si contiene niveles

detectables o no contiene niveles detectables.

= En el ejemplo de los accidentes laborales, la variable nimero de accidentes laborales es cuantitativa

discreta, mientras que las franjas horarias constituyen una variable cualitativa.

2.3. Meétodos graficos y numéricos para describir datos cualitativos

La forma més sencilla de describir de forma numérica una variable cualitativa es determinar su distribucién
de frecuencias. Por su parte, esta distribucion de frecuencias determina a su vez las representaciones graficas

mas usuales.

Supongamos que tenemos una variable cualitativa, que toma una serie de posibles valores (categorias). El
numero de veces que se da cada valor es la distribucion de frecuencias de la variable. Si en vez de dar el

numero de veces nos fijamos en la proporciéon de veces, tenemos la distribucién de frecuencias relativas.

Las representaciones gréaficas mas usuales son los diagramas de barras y los diagramas de sectores.

Los diagramas de barras son una representacion de cada una de las categorias de la variable mediante una

barra colocada sobre el eje X y cuya altura sea la frecuencia o la frecuencia relativa de dichas categorias.

Los diagramas de sectores son circulos divididos en tantos sectores como categorias, sectores cuyo angulo

debe ser proporcional a la frecuencia de cada categoria.
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Categoria Frecuencia Frecuencia relativa
Pais Numero de reactores nucleares Proporcion

Bélgica 4 0.041
Francia 22 0.225
Finlandia 2 0.020
Alemania, 7 0.071
Holanda 1 0.010
Japon 11 0.112
Suecia 3 0.031
Suiza 1 0.010
Estados Unidos 47 0.480
TOTAL 98 1.000

Cuadro 2.1: Tabla de frecuencias.

Ejemplo. Tomamos como poblacién los 98 reactores nucleares més grandes en todo el mundo. Nos

fijamos en la variable o dato referente al pais donde estan localizados.

Los datos serian

Bélgica, Bélgica, Bélgica, Bélgica, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia,
Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Francia, Finlandia, Finlandia, Alemania, Alemania, Alemania, Alemania,
Alemania, Alemania, Alemania, Holanda, Japén, Japén, Japén, Japén, Japén, Japén, Japén, Japon, Japon, Japén, Japén, Suecia, Suecia, Suecia,
Suiza, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados
Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados
Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados
Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados
Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos, Estados

Unidos, Estados Unidos, Estados Unidos.

Las distribuciones de frecuencias y de frecuencias relativas podemos resumirlas en una tabla de fre-

cuencias como la que aparece en el Cuadro 2.1.

Por su parte, las representaciones mediante diagramas de barras y sectores de estos datos aparecen en la
Figura 2.1 y la Figura 2.2 respectivamente.

2.4. Meétodos graficos para describir datos cuantitativos

Si tenemos una variable cuantitativa discreta y ésta toma pocos valores, podemos tratarla como si fuera una

variable cualitativa, calcular su distribucion de frecuencias y dibujar un diagrama de barras.

Ejemplo. En una empresa con cadena de montaje donde se empaquetan piezas en cajas se realiza
un estudio sobre la calidad de produccion. Los datos siguientes informan sobre el nimero de piezas

defectuosas encontradas en una muestra de cajas examinadas:

000000111111111222222222233333334444444555566666777889

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo 21



Dpto de Estadistica e I.0. Universidad de Jaén

Reactores nucleares. Pais de origen

.-- [

Alemania  Bélgica EEUU Finlandia ~ Francia  Holanda Japén Suecia Suiza

Figura 2.1: Diagrama de barras.

Reactores nucleares. Pais de origen

Béigica

Alemania

Suiza

Suecia

Finlandia Japén

Francia

Figura 2.2: Diagrama de sectores.

El diagrama de barras asociado aparecen en la Figura 2.3.

Sin embargo, la mayoria de variables cuantitativas son de tipo continuo, de manera que toman demasiados
valores como para que la representacion de su distribucion de frecuencias sea ttil'. Por ello el método grafico

mas comun y tradicional para datos cuantitativos es el histograma.

El histograma es una variante del diagrama de barras donde se agrupan los valores de la variable en intervalos

para que estos intervalos tengan frecuencias mayores que uno.

Para obtener un histograma de forma manual deben seguirse los siguientes pasos:

1. Calculamos el niimero, N, de intervalos que vamos a utilizar. Se recomienda que sea aproximadamente
igual a la raiz cuadrada del nimero de datos. Sin embargo, los programas estadisticos suelen utilizar
otro método, llamado Método de Sturges, en el que N = [logy n + 1], donde n es el ntimero de datos y
] es la funcion parte entera.

18i toma muchos valores, muy probablemente la mayor parte de ellos solo aparezca una vez, por lo que la distribucion de
frecuencias serad casi siempre constante e igual a 1.
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Numero de piezas defectuosas

Z DDDD@

Figura 2.3: Diagrama de barras.

2. Calculamos el rango, R, del histograma, que sera ligeramente mas amplio que el rango de los datos.
El histograma debe comenzar en un nimero (x,,) ligeramente por debajo del minimo de los datos y
terminar en un namero (zjs) ligeramente por encima del maximo. El rango del histograma sera, por

tanto, R = xpf — Ty

3. Calculamos la longitud, L, de los intervalos, como el cociente entre el rango del histograma y el nimero
de intervalos, es decir, L = £.

4. Se construyen los N intervalos:

I = [zm,zm + L)
Iy =[xy + L,z + 2L)
Is = [y, + 2L,z + 3L)

IN = [$m+NXL,LEM)

5. Para cada intervalo, contamos el nimero de datos que hay en él, es decir, la frecuencia del intervalo.

6. El histograma es un diagrama de barras donde en el eje X se colocan los intervalos y sobre ellos se
construyen barras cuya altura sea la frecuencia o la frecuencia relativa del intervalo. En este caso, las
barras deben dibujarse sin espacio entre ellas. En ocasiones, en vez de tomar la frecuencia relativa como
altura de las barras, se toma dicha frecuencia relativa como area de las barras: en ese caso, se habla de

un histograma en escala de densidad.

Nota. Por cuestiones que detallaremos mas adelante es importante destacar que el porcentaje de datos
que cae dentro de un intervalo es proporcional al area de la barra que se construye sobre ese intervalo.
Por ejemplo, si el drea de una barra es el 30 % del 4rea total del intervalo, entonces el 30 % de los datos

estén en dicho intervalo.
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Tiempos de procesado

0.00 0.96 1.92 2.88 384 4.80

Figura 2.4: Histograma.

Por otra parte, jqué pasaria si tomamos un nimero muy grande de datos? El nimero de intervalos
del histograma seria también muy grande, y las barras serian muy estrechas, de manera que en vez de
parecer un diagrama de barras, pareceria la grafica de una funcion real de variable real. Hablaremos de

esta funcion y del area debajo de ella en breve. Por cierto, jcomo se calcula el area bajo esta funcion?

Ejemplo. Los datos siguientes corresponden al tiempo necesario para procesar 25 trabajos en una CPU.

1.17 161 1.16 138 353 123 3.7 194 096 4.75
0.15 241 0.71 0.02 159 0.19 082 047 216 2.01
092 075 259 307 14

Vamos a calcular un histograma para esos datos.

1. Dado que v/25 = 5, utilizaremos 5 intervalos.

2. El minimo de los datos es 0.02 y el maximo 4.75, de manera que podemos considerar como rango

del histograma el intervalo [0, 4.8], cuya longitud (rango del histograma) es 4.8.
3. La longitud de los intervalos es, en ese caso, ‘%8 = 0.96.

4. Construimos los intervalos:

I = [0,0.96)

I, = [0.96,1.92)
I3 = [1.92,2.88)
I, = [2.88,3.84)
5=

Is = [3.84,4.8)
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5. Calculamos la distribucion de frecuencia asociada a esos intervalos:

Tiempo de procesado Frecuencia

[0,0.96) 8
[0.96,1.92) 8
[1.92,2.88) 5
[2.88,3.84) 3
[3.84,4.8) 1

6. Finalmente, representamos el diagrama de barras (Figura 2.4).

2.5. Meétodos numéricos para describir datos cuantitativos

Es cierto que un diagrama de barras o un histograma nos ayudan a tener una imagen de cémo son los datos,
pero normalmente es necesario complementar esa imagen mediante medidas que, de forma objetiva, describan

las caracteristicas generales del conjunto de datos.

Vamos a ver en este apartado tres tipos de medidas, que béasicamente responden a tres preguntas: por donde
estdin los datos (medidas de posicion), cdmo de agrupados estin los datos (medidas de dispersion) y qué

forma tienen los datos (medidas de forma).

2.5.1. Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central son medidas de posiciéon que tratan de establecer un valor que pueda

considerarse el centro de los datos en algin sentido.

2.5.1.1. Media

Sea un conjunto de datos de una variable cuantitativa, x1, ..., z,. La media de los datos es

Z?:l Li

n

=

Esta medida es la mas comtn dentro de las de tendencia central y corresponde al centro de gravedad de los

datos.

Es inmediato comprobar que si se realiza un cambio de origen y escala sobre los datos, del tipo y = ax + b,

la media sufre el mismo cambio, es decir, § = aZ + b.

De igual forma, si tenemos datos de la suma de dos o mas variables, la media de la suma es la suma de las

medias de cada variable.
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2.5.1.2. Mediana

Sea un conjunto de datos de una variable cuantitativa, x1, ..., 2. Ordenemos la muestra de menor a mayor,

x(l), weoy L(n)-

La mediana es el valor de la variable que deja el mismo numero de datos antes y después que €él, una vez

ordenados estos.

El célculo de la mediana dependeré de si el nimero de datos, n, es par o impar:
= Sin es impar, la mediana es el valor que ocupa la posicion ”T'H una vez que los datos han sido ordenados

(en orden creciente o decreciente), porque éste es el valor central. Es decir: M, = T(nf1)-
2

= Sin espar, la mediana es la media aritmética de las dos observaciones centrales. Cuando n es par, los dos

Tin +z n
datos que estén en el centro de la muestra ocupan las posiciones 5 y 5 +1. Es decir: M, = M

La mediana corresponde exactamente con la idea de valor central de los datos. De hecho, puede ser un valor
maés representativo de éstos que la media, ya que es més robusta que la media. Vedmos qué significa esto en

un ejemplo.

Ejemplo. Consideremos los datos siguientes:

0012345

Su media es OFOHEZEIRAES — 91429,y su mediana 2.

Pero imaginemos que por error o por casualidad obtenemos un nuevo dato enormemente grande en

relacion al resto de datos, 80. En ese caso, la media seria

0+0+1+2+3+4+5+80
8

=11.875

y la mediana 2.5. Es decir, un solo dato puede desplazar enormemente la media, hasta convertirla en una
medida poco representativa, pero sélo desplazara ligeramente la mediana. Ese es el motivo por el que se

dice que la mediana es una medida robusta.

2.5.1.3. Moda o intervalo modal

En principio la moda se define como el valor méas frecuente de los datos. Lo que ocurre es que si éstos son
datos de una variable continua o discreta con muchos valores, puede que los datos apenas se repitan. En ese
caso, en el que, como vimos en las representaciones graficas, se debe agrupar por intervalos, no debe darse

un valor como moda, sino un intervalo modal, aquél con mayor frecuencia asociada.
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2.5.2. Cuantiles

Los cuantiles son medidas de posicion pero no necesariamente ligados al centro de los datos. La idea a la
que responden es muy sencilla y muy préctica. Se trata de valorar de forma relativa como es un dato respecto

del conjunto global de todos los datos.

Si, por ejemplo, un nino de 4 anos pesa 13 kilos, jestd desnutrido? ;jesta sano? La respuesta debe ser que
depende. ;Donde vive el nino? Es importante porque, por ejemplo, en Estados Unidos los nifios son en general
més grandes que, por ejemplo, en Japén. Quiza méas que el peso nos interese saber qué posicién relativa tiene
el peso del nifio dentro de la poblacién de la que forma parte. Por ejemplo, si nos dicen que el nino esté entre

el 1% de los nifios que menos pesan, probablemente tiene un problema de crecimiento.

El cuantil p (Q,) de unos datos (0 < p < 1), seria un valor de la variable situado de modo que el 100p % de

los valores sean menores o iguales que él y el resto (100(1 — p) %) mayores.

No obstante, en la préictica vamos a encontrar un problema para encontrar cuantiles, sobre todo con pocos
datos: lo mas habitual es que no exista el valor exacto que deje a la izquierda el 100p % de los valores y el
resto a la derecha. Por ese motivo, los programas estadisticos utilizan unas férmulas de interpolacién para
obtener el valor del cuantil entre los dos valores de los datos que lo contienen. En nuestro caso, a la hora
de obtener cuantiles, la aplicacion de esas férmulas de interpolaciéon a mano harian muy lentos y pesados
los célculos, por lo que vamos a aplicar un convenio mucho maés sencillo: aproximaremos el valor del cuantil

correspondiente de la siguiente forma:

1. Siel 100p % de n, donde n es el nimero de datos, es un entero, k, entonces @Q, = M

2. Si el 100p % de n no es un entero, lo redondeamos al entero siguiente, k, y entonces Q, = x(x).

No olvidemos, sin embargo, que los programas estadisticos van a utilizar las férmulas de interpolacién para
calcular el valor de los cuantiles, de manera que no debe extranar si se observan pequenas diferencias al

comparar nuestros resultados a mano con los de estos programas.

Existen diversos nombres para referirse a algunos tipos de cuantiles. Entre ellos:

= Los percentiles son los cuantiles que dividen la muestra en 100 partes, es decir, son los cuantiles
0.01 (percentil 1), 0.02 (percentil 2), ..., 0.99 (percentil 99). Si notamos por P, al percentil «, con
a=1,2,3,..,99, se tiene que P, = Qq/100- En Estadistica Descriptiva es mas frecuente hablar de
percentiles que de cuantiles porque se refieren a cantidades entre 0 y 100, en tanto por ciento, que son

mas habituales de valorar por todo el mundo.

= Los cuartiles dividen a la poblacion en cuatro partes iguales, es decir, corresponden a los cuantiles
0.25, 0.5 (mediana) y 0.75.

Ejemplo. Consideremos de nuevo los datos correspondientes al tiempo de procesado de 25 tareas en una
CPU. Ahora los hemos ordenado de menor a mayor (en 5 filas):
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0.02 075 1.17 161 2.59
0.15 082 123 194 3.07
0.19 092 138 201 3.53
0.47 096 140 216 3.76
0.71 1.16 1.59 241 4.75

Vamos a calcular distintas medidas de posicién y a comentarlas.

En primer lugar, la media es 1.63. La mediana ocupa el lugar 13 en la muestra ordenada, y su valor es
1.38. Obsérvese que la media es algo mayor que la mediana: esto es debido a la presencia de algunos

valores significativamente més altos que el resto, como pudimos ver en el histograma.

Por su parte, el Py5 o cuantil 0.25 ocupa la posicion 7, ya que el 25 % de 25 es 6.25. Por tanto, Pos = 0.82.
De igual forma, Pr5 = Q.75 = 2.16, el valor que ocupa la posicion 19. Podemos ver, por tanto, que los
valores mas bajos estan muy agrupados al principio, y se van dispersando mas conforme se hacen més

altos.

2.5.3. Medidas de variaciéon o dispersiéon

Las medidas de variacion o dispersion estan relacionadas con las medidas de tendencia central, ya que
lo que pretenden es cuantificar como de concentrados o dispersos estan los datos respecto a estas medidas.

Nosotros nos vamos a limitar a dar medidas de dispersiéon asociadas a la media.

Laidea de estas medidas es valorar en qué medida los datos estan agrupados en torno a la media. Esta cuestion
tan simple es uno de los motivos més absurdos de la mala prensa que tiene la Estadistica en la sociedad en
general. La gente no se fia de lo que ellos llaman la Estadistica entre otros motivos, porque parece que todo

el mundo cree que una media tiene que ser un valor valido para todos, y eso es materialmente imposible.

Ejemplo. Pensemos en la media del salario de los espafioles. En 2005 fue de 18.750 euros al ano. Ahora bien,
esa media incluye tanto a las regiones méas desarrolladas como a las més desfavorecidas y, evidentemente, la
cifra generard mucho malestar en gran parte de la poblacién (con toda seguridad, mas del 50 %), cuyo salario

esta por debajo.

Ejemplo. Existe una frase muy conocida que dice que “la Estadistica es el arte por el cudl si un espanol se
come un pollo y otro no se come ninguno, se ha comido medio pollo cada uno”. Esa frase se usa en muchas
ocasiones para ridiculizar a la Estadistica, cuando en realidad deberia servir para desacreditar a quien la dice,

por su ignorancia.

Hay que decir que la Estadistica no tiene la culpa de que la gente espere de una media mas de lo que es capaz
de dar, ni de que muy poca gente conozca medidas de dispersion asociadas a la media.

2.5.3.1. Varianza muestral

Dados unos datos de una variable cuantitativa, 1, ..., £, la varianza muestral® de esos datos es
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Nota. Para calcular ¢ mano la varianza resulta mas comodo desarrollar un poco su formula, como vamos

a ver:
n —\2 n 2 — n —2 n 2 — — —2
2 = Zi:1(xi — ) N Zi:1 x; — 2% Zi:1 Ty +nx® 21:1 Ty — 2ZNT + nT
n—1 n—1 n—1 n—1
n 2 ~2
_ Zi:1 €Ty —ne
n—1

Cuanto mayor sea la varianza de unos datos, mas dispersos, heterogéneos o variables son esos datos. Cuanto

més pequena sea una varianza de unos datos, més agrupados u homogéneos son dichos datos.

Ejemplo. Una muestra aleatoria simple de la altura de 5 personas arroja los siguientes resultados:

176 1.72 1.80 1.73 1.79

Calculemos su media y su varianza muestral.

Lo tnico que necesitamos es Z?Zl r; =88y Zle x? = 15.493. A partir de estos datos,

8.8
r =0~ 1.76
T
Y 2
15.493 — 5 x 1.76
2= . — 0.00125

4

En lo que respecta al comportamiento de la varianza muestral frente a cambios de origen y escala, sélo le

afectan los segundos. Es decir, si tenemos que y = ax + b, se verifica que s2., | = as?,, ;.

Finalmente, si bien habiamos comentado que en el caso de la media, si tenemos la suma de varias variables,

la media total es la suma de las medias de cada variable, no ocurre asi con la varianza en general.

2.5.3.2. Desviacidn tipica o estandar muestral

El principal problema de la varianza es su unidad de medida. Por cémo se define si, por ejemplo, la variable
se expresa en kilos, la media también se expresa en kilos, pero la varianza se expresa en kilos?, lo que hace

que sea dificil valorar si una varianza es muy elevada o muy pequena.

Es por ello que se define la desviacion tipica o estandar muestral de los datos como s,_1 = 4/s

cuya unidad de medida es la misma que la de la media.
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Nota. La Regla Empirica

Si el histograma asociado a unos datos tiene la forma de una campana o de una joroba, el conjunto de

datos tendréa las siguientes caracteristicas, lo que en algunos libros se conoce como Regla Empirica:

1. Aproximadamente el 68 % de los datos estara en el intervalo (T — s,—1, T + $p—1) -
2. Aproximadamente el 95 % de los datos estara en el intervalo (Z — 2s,_1,% + 28,,-1) .

3. Casi todos los datos estaran en el intervalo (Z — 3s,-1,Z + 385,—-1) .

T T T T T T 1
u-3c¢ u-2c H-C [ H+0 K+20  p+3c
68%

-_ @@

95%

995%

Figura 2.5: Representacion grafica de la regla empirica.

2.5.3.3. Coeficiente de variacién

Como acabamos de decir, debemos proporcionar cada media junto con alguna medida de dispersién, prefe-
rentemente la desviacion tipica. Una forma de valorar en términos relativos cémo es de dispersa una variable
es precisamente proporcionar el cociente entre la desviacion tipica y la media (en valor absoluto), lo que se

conoce como coeficiente de variacién.

Dado un conjunto de datos de media z y desviacién tipica s,_1, se define su coeficiente de variacién como

La principal ventaja del coeficiente de variaciéon es que no tiene unidades de medida, lo que hace mas facil

su interpretacion.
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Ejemplo. Para los datos de tiempo de procesado en una CPU de 25 tareas, la varianza es 1.42, luego su

desviacion estandar es 1.19, y el coeficiente de variacion % = 0.73. Por tanto, la desviacion estandar es

algo mas del 70 % de la media. Esto indica que los datos no estan muy concentrados en torno a la media,
probablemente debido a la presencia de los valores altos que hemos comentado antes.

Nota. El coeficiente de variacion, tal y como esta definido, sélo tiene sentido para conjuntos de datos
con el mismo signo, es decir, todos positivos o todos negativos. Si hubiera datos de distinto signo, la

media podria estar préoxima a cero o ser cero, imposibilitando que aparezca en el denominador.

Nota. Suele ser frecuente el error de pensar que el coeficiente de variaciéon no puede ser mayor que 1, lo
cual es rigurosamente falso. Si lo expresamos en porcentaje, el coeficiente de variacion puede ser superior

al 100 % sin mas que la desviacién tipica sea mayor que la media, cosa bastante frecuente, por cierto.

Nota. A la hora de interpretar el coeficiente de variaciéon inmediatamente surge la pregunta de ;cudndo
podemos decir que es alto y cudndo que es bajo? Realmente, no existe una respuesta precisa, sino que
depende del contexto de los datos que estemos analizando. Si, por ejemplo, estamos analizando unos datos
que por su naturaleza deben ser muy homogéneos, un coeficiente de variaciéon del 10 % seria enorme, pero
si por el contrario estamos analizando datos que por su naturaleza son muy variables, un coeficiente de
variacion del 10 % seria muy pequeno.

Por todo ello, lo recomendable es analizar el coeficiente de variacién entendiendo su significado numérico,
es decir, entendiendo que se refiere a la comparaciéon de la desviacion tipica con la media, e interpretando

su valor en relacién al contexto en el que estemos trabajando.

2.5.4. Medidas de forma. Coeficiente de asimetria

Las medidas de forma comparan la forma que tiene la representacion grafica, bien sea el histograma o el
diagrama de barras de la distribucién, con una situaciéon ideal en la que los datos se reparten en igual medida

a la derecha y a la izquierda de la media.

Esa situacion en la que los datos estédn repartidos de igual forma a uno y otro lado de la media se conoce
como simetria, y se dice en ese caso que la distribucion de los datos es simétrica. En ese caso, ademaés, su

mediana, su moda y su media coinciden.

Por contra, se dice que una distribucién es asimétrica a la derecha si las frecuencias (absolutas o relativas)
descienden mas lentamente por la derecha que por la izquierda. Si las frecuencias descienden mas lentamente

por la izquierda que por la derecha diremos que la distribucién es asimétrica a la izquierda.

Para valorar la simetria de unos datos se suele utilizar el coeficiente de asimetria de Fisher:

> (@i—3)?®
Ag= —n-1
n—1
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Obsérvese que para evitar el problema de la unidad y hacer que la medida sea escalar y por lo tanto relativa,
dividimos por el cubo de su desviacién tipica. De esta forma podemos valorar si unos datos son més o menos
simétricos que otros, aunque no estén medidos en la misma unidad de medida. La interpretaciéon de este

coeficiente de asimetria es la siguiente:

= Tanto mayor sea el coeficiente en valor absoluto, méas asimétricos seran los datos.

= El signo del coeficiente nos indica el sentido de la asimetria:

e Si es positivo indica que la asimetria es a la derecha.

e Si es negativo, indica que la asimetria es a la izquierda.

015
1
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1
0145
010
1

010
1

0.05
1
0.05
|

0.05
1

0.00
1
0.00
1
0.00
1

Asimétrica a la izquierda Simétrica Asimétrica a la derecha

Figura 2.6: Formas tipicas de distribuciones de datos.

Ejemplo. Para los datos de tiempo de procesado en una CPU de 25 tareas, el coeficiente de asimetria
de Fisher es 0.91, lo que, como habiamos visto y comentado con anterioridad, pone de manifiesto que la
distribucién es asimétrica a la derecha, debido a la presencia de tiempos de procesado bastante altos en

relacién al resto.

2.5.5. Parametros muestrales y parametros poblacionales

Cuando se trabaja con una muestra de una poblacién, ya sea ésta tangible o conceptual, las distintas medidas
de posicion, dispersién y forma, se denominan parametros muestrales. Hay que tener en cuenta que
practicamente siempre se trabaja con muestras, ya que o bien trabajamos con poblaciones conceptuales o

con poblaciones tangibles (finitas, por tanto), pero con muchisimos elementos.

Frente a estos parametros muestrales se encuentran los parametros andlogos referidos a toda la poblacién.
Estos parametros, llamados parametros poblacionales, son, en general, imposibles de conocer®. Por ejem-
plo, la media poblacional se calcularia igual que la media muestral de unos datos, pero aplicada la férmula a

todos los elementos de la poblacién. Como eso es practicamente imposible de poner en la préctica, veremos

3Salvo en el caso de poblaciones finitas con pocos elementos.

32 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Apuntes de Estadistica para Ingenieros

en capitulos posteriores que los parametros muestrales se utilizan en la préactica para aproximar o estimar los

parametros poblacionales.

2.6. Meétodos para detectar datos cuantitativos atipicos o fuera de

rango

Hay ocasiones en que un conjunto de datos contiene una o més observaciones tnconsistentes en algun sentido.
Por ejemplo, en los datos de tiempo de procesado en una CPU de 25 tareas, supongamos que tenemos
una observacién mas, igual a 85, debido a que la CPU se bloque6 y hubo que reiniciarla. Este dato, que
probablemente no deseemos incluir, es un ejemplo de caso de dato atipico o valor fuera de rango.

En general, una observaciéon que es inusualmente grande o pequena en relaciéon con los demés valores de un

conjunto de datos se denomina dato atipico o fuera de rango.

Estos valores son atribuibles, por lo general, a una de las siguientes causas:
1. El valor ha sido introducido en la base de datos incorrectamente.
2. El valor proviene de una poblacion distinta a la que estamos estudiando.
3. El valor es correcto pero representa un suceso muy poco comun.

A continuacién vamos a proponer dos maneras de determinar si un dato es un valor fuera de rango.

2.6.1. Mediante la regla empirica

Este método es adecuado si el histograma de los datos tiene forma de campana, en cuyo caso podemos aplicar

la regla empirica para detectar qué datos estan fuera de los rangos ldgicos segun esta regla.

Segun ella, el 99.5% de los datos estan en el intervalo [Z — 3s,-1,Z + 3s,—1], luego se considerardin datos

atipicos los x; que no pertenezcan al intervalo [T — 3s,—1,T + 38p_1] -

2.6.2. Mediante los percentiles

Supongamos que tenemos un conjunto de datos x1, ..., z,. El procedimiento es el siguiente:

1. Se calculan los cuartiles primero y tercero, es decir, los percentiles 25 y 75, Po5s y Pr5. Se calcula el
llamado rango intercuartilico (IR o RI), IR = Pr5 — Pas.

2. Se consideran datos atipicos aquellos inferiores a Po5 — 1.51 R o superiores a Pr5 + 1.51R.
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Medias Desv. Tipica CV  Coef. Asimetria
Serie 1 92.01 3.62 25.40 -1.79
Serie 2 92.74 3.73 24.86 1.71

Cuadro 2.2: Resumen descriptivo de los datos de las placas de silicio

Ejemplo. Vamos a ver si hay algin dato atipico entre los datos de tiempo de procesado en una CPU de

25 tareas.

Dado que el histograma no tenia forma de campana, el método de la regla empirica no es el método mas

adecuado para la detecciéon de valores atipicos.

Por su parte, Psg = 1.38, Pos = 0.82 y P75 = 2.16. Por tanto, IR = 2.16—0.82 = 1.34, y el intervalo fuera
del cual consideramos valores fuera de rango es [0.82 — 1.5 x 1.34,2.16 + 1.5 x 1.34] = [—1.19,4.17]. De

esta forma, el valor 4.75 es un valor fuera de rango.

Hay una version gréfica de este método para detectar valores atipicos mediante los percentiles: se llama
diagrama de caja o diagrama de cajas y bigotes o (en inglés) boxplot. Este diagrama incluye en un

grafico:

1. El valor de la mediana (o segundo cuartil, Q2): ese es el centro de la caja.

2. El valor de los percentiles 25 y 75, cuartiles primero y tercero respectivamente (Q1 y @3): son los lados

inferior y superior de la caja.

3. El diagrama no representa los limites Pos — 1.5 X IR y Pr5 + 1.5 X IR. En su lugar, senala los tltimos
puntos no atipicos por debajo (L;) y por encima (L), es decir, sefiala el ultimo dato por encima de
Py — 1.5 X IR y el ultimo dato por debajo de P;5 + 1.5 X IR, y los representa como bigotes que salen

de la caja.

4. Normalmente representa con circulos los datos atipicos.

2.7. Sobre el ejemplo de las capas de diéxido de silicio

Ya estamos en condiciones de responder en parte a las cuestiones que quedaron latentes en el tema de

introduccién sobre el ejemplo de las placas de silicio.

Vamos a comenzar realizando un resumen descriptivo de los datos, separando por series, proporcionando
media, desviacion tipica, coeficiente de variacién y coeficiente de asimetria. Todos estos resultados aparecen
en la Tabla 2.2.

En primer lugar, es cierto que, como apuntidbamos en el tema de introduccién, los valores estédn en torno a 90
(la media es 92 mas o menos). Ademés, vemos que si que hay una variabilidad moderada de los datos, con un
CV en torno al 25 %, lo que indica que, al parecer, las distintas condiciones en que cada medicion se realizo,
afectaron en alguna medida el resultado: todo esto es muy preliminar porque no tenemos la informacién
completa de en qué condiciones se realizaron cada una de las mediciones. Por el contrario, podemos observar

algo muy llamativo. Los datos de la primera serie son claramente asimétricos a la izquierda (coeficiente de
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Figura 2.7: Descripcién de un diagrama de caja. Fuente: http://es.wikipedia.org/wiki/Diagrama_de caja

asimetria de -1.79), mientras que los de la segunda serie son claramente asimétricos a la derecha (coeficiente
de asimetria de 1.71). Dado que no era esperable que surgieran diferencias entre las dos series, debemos

preguntarnos qué paso.

Para tratar de analizar més profundamente los datos, vamos a proporcionar también los dos diagramas de
caja de ambas series. Aparecen en la Figura 2.8. Con ellas, vamos a resumir ahora las decisiones que los

autores tomaron en vista de los resultados y las conclusiones a las que llegaron.

Obsérvese que las diferencias entre las series no afectan sorprendentemente al conjunto de las muestras, sino
s6lo a los valores atipicos que se ven en ambos diagramas de caja. Eso probaria que, en efecto, no hay ninguna

diferencia sisteméatica entre las series.

La siguiente tarea es la de inspeccionar los datos atipicos. Si miramos con atencién los datos, vemos que las
8 mediciones méas grandes de la segunda serie ocurrieron en la placa 10. Al ver este hecho, los autores del
trabajo inspeccionaron esta placa y descubrieron que se habia contaminado con un residuo de la pelicula, lo
que ocasion6 esas mediciones tan grandes del espesor. De hecho, los ingenieros eliminaron esa placa y toda
la serie entera por razones técnicas. En la primera serie, encontraron también que las tres mediciones mas
bajas se habian debido a un calibrador mal configurado, por lo que las eliminaron. No se pudo determinar
causa alguna a la existencia de los dos datos atipicos restantes, por lo que permanecieron en el anélisis. Por
iltimo, noétese que después de este proceso de depuraciéon de los datos que el anélisis mediante Estadistica

Descriptiva ha motivado, la distribucién de los datos tiene una evidente forma de campana.
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Figura 2.8: Diagramas de caja de los datos del espesor de las capas de diéxido de silicio
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Capitulo 3

Probabilidad

Vemos que la teoria de la probabilidad en el fondo sélo es sentido comtn reducido a calculo; nos
hace apreciar con exactitud lo que las mentes razonables toman por un tipo de instinto, incluso
sin ser capaces de darse cuental...] Es sorprendente que esta ciencia, que surgié del andlisis de los
juegos de azar, llegara a ser el objeto mas importante del conocimiento humano]...] Las principales
cuestiones de la vida son, en gran medida, meros problemas de probabilidad.

Pierre Simon, Marqués de Laplace

Resumen. El capitulo proporciona un tratamiento de los experimentos cuyos resultados no se pueden predecir
con certeza a través del concepto de probabilidad. Se analizan las propiedades de la probabilidad y se introduce
también el concepto de probabilidad condicionada, que surge cuando un suceso modifica la asignacion de

probabilidades previa.

Palabras clave: experimento aleatorio, experimento deterministico, espacio muestral, suceso, probabilidad,

probabilidad condicionada, independencia de sucesos.

3.1. Introduccién

En nuestra vida cotidiana asociamos usualmente el concepto de Probabilidad a su calificativo probable,
considerando probables aquellos eventos en los que tenemos un alto grado de creencia en su ocurrencia.
En esta linea, Probabilidad es un concepto asociado a la medida del azar. También pensamos en el azar
vinculado, fundamentalmente, con los juegos de azar, pero desde esa Optica tan reducida se nos escapan otros
muchisimos ejemplos de fenémenos de la vida cotidiana o asociados a disciplinas de distintas ciencias donde
el azar juega un papel fundamental. Por citar algunos:

= ; Qué nimero de unidades de produccién salen cada dia de una cadena de montaje? No existe un nimero
fijo que pueda ser conocido a priori, sino un conjunto de posibles valores que podrian darse, cada uno

de ellos con un cierto grado de certeza.

m ;Cuél es el tamano de un paquete de informacién que se transmite a través de HTTP? No existe en

realidad un numero fijo, sino que éste es desconocido a priori.
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= ;Cudl es la posicion de un objeto detectado mediante GPS? Dicho sistema obtiene, realmente, una
estimacién de dicha posicién, pero existen margenes de error que determinan una regién del plano

donde el objeto se encuentra con alta probabilidad.

= ;Qué ruido se adhiere a una sefial que se envia desde un emisor a un receptor? Dependiendo de las
caracteristicas del canal, dicho ruido seréd mas o menos relevante, pero su presencia no podra ser conocida
a priori, y debera ser diferenciada de la senal primitiva, sin que se conozca ésta, teniendo en cuenta que

se trata de un ruido aleatorio.

En todos estos ejemplos el azar es un factor insoslayable para conocer el comportamiento del fenémeno en
estudio.

3.2. Experimentos aleatorios y experimentos deterministicos

En general, un experimento del que se conocen todos sus posibles resultados y que, repetido en las mismas
condiciones, no siempre proporciona los mismos resultados se conoce como experimento aleatorio.
En contraposiciéon, un experimento deterministico es aquel donde las mismas condiciones aseguran que

se obtengan los mismos resultados.

Lo que el Célculo de Probabilidades busca es encontrar una medida de la incertidumbre o de la certidumbre
que se tiene de todos los posibles resultados, ya que jaméas (o muy dificilmente) se podra conocer a priori
el resultado de cualquier experimento donde el azar esté presente: a esta medida de la incertidumbre la

denominaremos probabilidad".

3.3. Definicién de probabilidad

Tenemos, por tanto, que probabilidad es la asignacién que hacemos del grado de creencia que tenemos sobre
la ocurrencia de algo. Esta asignacion, sin embargo, debe ser coherente. Esta necesidad de que asignemos
probabilidades adecuadamente se va a plasmar en esta seccién en tres reglas, conocidas como aziomas, que

debe cumplir cualquier reparto de probabilidades.

3.3.1. Algebra de conjuntos

Si consideramos un experimento aleatorio, podemos caracterizar los posibles resultados de dicho experimento
como conjuntos. Es de interés, por tanto, repasar los conceptos y propiedades basicas del dlgebra de conjuntos.

En todo este apartado no debemos olvidar que los conjuntos representan en nuestro caso los posibles resultados

de un experimento aleatorio.

Un conjunto es una coleccién de elementos.

Se dice que B es un subconjunto de A si todos sus elementos lo son también de A, y se notard B C A.

1Es mejor que aceptemos desde el principio que la Estadistica no es la ciencia de la adivinacién: tan sb6lo se ocupa de
cuantificar cémo de incierto es un evento y, ocasionalmente, de proponer estrategias de predicciéon basadas en dicha medida de
la incertidumbre.
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Para cada A se verifica D Cc A C A C Q.

Si C C By B C A, entonces, C C A. Esto se conoce como propiedad transitiva.

La unién de B y A es un conjunto cuyos elementos son los elementos de A y B, y se nota AU B. Esta

operacion verifica la propiedad conmutativa y asociativa.

Si A C B, entonces AU B = B.

La interseccion de A y B es el conjunto formado por los elementos comunes de A y B, y se nota AB o
AN B. Esta operacion verifica la propiedad conmutativa, asociativa y distributiva respecto de la unién.
Dos conjuntos, A y B, se dicen mutuamente excluyentes, disjuntos o incompatibles si su interseccién

es vacia, es decir, AN B = (.

Si dos conjuntos A y B son disjuntos, su unién suele notarse A + B.

Los conjuntos A, ..., Ay se dicen mutuamente excluyentes si A; N A; = () para todo i # j.

Una particién es una colecciéon de conjuntos, Ay, ..., Ay tal que:

a) AjU...UANy =Q

b) A; N A; = 0 para todo i # j.

El conjunto complementario de un conjunto A, A 6 A, esta formado por todos los elementos de Q que

no pertenecen a A.

Se sigue por tanto,

AUA=Q
ANA=10
(A%)° =4

Q=10
Si BcA—-AcCB
Si A=B—+A=0DB

3.3.2. Espacio muestral

Consideremos un experimento aleatorio.
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El conjunto formado por todos los posibles resultados del experimento aleatorio recibe el nombre de espacio
muestral, y lo notaremos habitualmente como 2.

Cualquier subconjunto de un espacio muestral recibe el nombre de suceso o evento.

Hablaremos de ensayo o realizacion de un experimento aleatorio refiriéndonos a una ejecucion de dicho
experimento. Asi, diremos que en un ensayo ocurre un suceso A si se observa en dicho ensayo cualquier

resultado incluido en el suceso A.

Una observaciéon importante es que el espacio muestral no tiene por qué ser tnico, sino que dependera de lo
que deseemos observar del experimento aleatorio. Vamos a poner este hecho de manifiesto en los siguientes

ejemplos.

Ejemplo. Si consideramos el lanzamiento de un dado, un espacio muestral seria 2—{1,2,3,4,5,6}.

Los sucesos mas elementales posibles son {1}, {2}, {3}, {4}, {5} v {6}. Otros sucesos no elementales

pueden ser {1,2}, {mayor que 2}, {par}, ...

Sin embargo, supongamos que estamos lanzando un dado porque no tenemos ninguna moneda a mano, y

s6lo deseamos ver si el resultado es par o impar. En ese caso, el espacio muestral seria 2 = {par, impar}.

Ejemplo. Un experimento habitual en Biologia consiste en extraer, por ejemplo, peces de un rio, hasta
dar con un pez de una especie que se desea estudiar. El nimero de peces que habria que extraer hasta
conseguir el ejemplar deseado de la especie en estudio formaria el espacio muestral, Q = {1,2,3,...}, si es
que el investigador desea observar exactamente el nimero de peces hasta extraer ese ejemplar deseado.
Obsérvese que se trata de un conjunto no acotado, pero numerable.

Como ejemplos de posibles sucesos de interés podriamos poner los eventos {1,2,3,4,5}, {mayor o igual a
5},...

Supongamos ahora que el investigador sélo estd interesado en comprobar si hacen falta méas de 5 ex-
tracciones para obtener un ejemplar de la especie en estudio. En ese caso, el espacio muestral seria
Q={>5<5}

Ejemplo. Si consideramos el experimento aleatorio consistente en elegir un niimero absolutamente al
azar entre 0 y 1, un espacio muestral seria 2 = [0, 1]. A diferencia de los anteriores ejemplos, este espacio

muestral no es finito, ni siquiera numerable.
Como ejemplo de sucesos posibles en este espacio muestral podemos destacar, entre otros, {menor que

0.5} , {mayor que 0.25}, {menor que 0.75} ,...

Otro espacio muestral podria ser observar el valor decimal mayor méas cercano. Por ejemplo, si sale 0.25,
me interesa 0.3. En ese caso el espacio muestral seria 2 = 0.1,0.2,...1. Este espacio muestral serviria,

por ejemplo, para sortear nimeros entre 1 y 10, sin més que multiplicar el resultado obtenido por 10.
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En estos tltimos ejemplos podemos ver que hay dos grandes tipos de espacios muestrales segtin el niimero de

sucesos elementales.

Un espacio muestral se dice discreto si estd formado por un conjunto finito o infinito numerable de sucesos
elementales.
Por el contrario, un espacio muestral se dice continuo si estd formado por un conjunto no numerable de

sucesos elementales.
3.3.3. Funcién de probabilidad

Dado un espacio muestral §2 correspondiente a un experimento aleatorio, una funcién de probabilidad
para ese espacio muestral es cualquier funcién que asigne a cada suceso un niimero en el intervalo [0, 1] y que
verifique

P[A] > 0, para cualquier evento A.

PO =1.

Dada una coleccion de sucesos Aj, As, ..., A, mutuamente excluyentes, es decir, tales que A; N A; = () para
todo i # j,

P A = PA].

Nota. Hay que notar que se puede dar més de una funcién de probabilidad asociada al mismo espacio
muestral. Por ejemplo, asociado al espacio muestral Q = {cara, cruz}, del lanzamiento de una moneda,
pueden darse un ntmero infinito no numerable de medidas de la probabilidad; concretamente, asociadas

a cada eleccién

Plcaral =p
Plcruz] =1—p,

para cada p € [0,1]. Aunque si la moneda no esta cargada, como sucede habitualmente, se considera el

caso en que p = %

Ejemplo. Volviendo sobre el lanzamiento del dado, si éste no esté cargado, podemos definir la siguiente
funcion de probabilidad:
1
P{i}) =5, i=12..6
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T~

Interruptor 1

o~

Interruptor 2

Figura 3.1: Circuito

En ese caso, podemos, a su vez, calcular algunas probabilidades. Por ejemplo,

P ({par}) = P[{2,4,6}]
= P[{2}] + P[{4}] + P [{6}]
R R U B

En este célculo se ha tenido en cuenta la tercera condiciéon de la definiciéon axioméatica.

Como consecuencia de la definicién se verifican, entre otras, las siguientes propiedades, que ademas facilitan
bastante los célculos:

= P[0]=0.
= Sea A un suceso cualquiera. Entonces, P [A] =1 — P[A].

» Sean Ay B dos sucesos cualesquiera. Entonces, P [AN B| = P[A] — P[ANB].

» Sean A y B dos sucesos cualesquiera. Entonces, P[AU B] = P[A]+ P [B] — P[AN B].

Ejemplo. El circuito que aparece en la Figura 3.1 esta constituido por dos interruptores (switches) en

paralelo. La probabilidad de que cualquiera de ellos esté cerrado es de %

Para que pase corriente a través del circuito basta con que pase corriente por alguno de los dos interrup-
tores, esto es, que al menos uno de ellos esté cerrado. Por tanto, si notamos por F al suceso que pase

corriente a través del circuito y E; al suceso que el interruptor i esté cerrado, entonces,

P[E] = P[E;UEy| = P[Ey| + P[Ey] — P[E; N B
1 1
=—-+_-—P[EHENE)] <1
57T 3 [N Byl <
Para conocer esta probabilidad de forma exacta necesitamos saber como actian de forma conjunta ambos

circuitos.
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N¢ de lanzamientos 10 100 250 500 750 1000
N@ de caras 4 46 124 244 379 501
N. de caras 0.4 | 0.46 | 0.496 | 0.488 | 0.5053 | 0.501

N. de lanzamientos

Cuadro 3.1: Aproximacion frecuentista a la probabilidad de cara en el lanzamiento de una moneda.

3.4. Interpretacion frecuentista de la probabilidad

La interpretaciéon méas comiin al concepto de probabilidad tiene que ver con los promedios de ocurrencia de

los sucesos del experimento en cuestién.

Pensemos en el lanzamiento de una moneda: si decimos que la probabilidad de cara es 0.5, entendemos que
si lanzamos la moneda un gran ntmero de veces y anotamos el nimero de caras, éstas serdn mas o menos la

mitad.

Generalizando este proceso, podriamos decir que la probabilidad de un evento A, P [4], es

P[A] = lim "4,

n—oo n

donde n 4 es el numero de ocurrencias de A en n ensayos del experimento.

Esta interpretaciéon se conoce como definicion frecuentista de la probabilidad. Se trata de una interpretacion
de caricter eminentemente préactico porque permite una aproximacion fisica al concepto de probabilidad,
pero se ve limitada por las complicaciones que supone la definicién en términos de un limite que, como tal,
solo se alcanza en el infinito. Ademas, desde un punto de vista realista, jen qué ocasiones podremos repetir

el experimento un gran numero de veces?

Ejemplo. Se han realizado 1000 lanzamientos de una moneda. En el Cuadro 3.1 aparece un resumen de ese
proceso. Puede observarse como cuanto mayor es el nimero de lanzamientos, més se aproxima la frecuencia
relativa al valor %, de manera que podriamos pensar que la probabilidad de cara es igual que la probabilidad

de cruz e iguales ambas a i, aunque esto s6lo es una suposicién, o una aproximacioén, ya que para aplicar
2 ’ ’

estrictamente la definicion frecuentista deberiamos continuar hasta el infinito, lo que resulta imposible.

Esta interpretacion frecuentista de la probabilidad permite inferir lo que podemos llamar frecuencias espe-
radas. Si un evento A tiene asignada una probabilidad P [A], entonces, si repetimos el experimento aleatorio
n veces, lo mds esperable es que el namero de veces que se de el evento A serd n x P[A]. Mas adelante

podremos matizar con mas rigor a qué nos referimos con lo mds esperable.

Ejemplo. Siguiendo con el ejemplo de la moneda, si la lanzamos 348 veces, lo esperable es que salgan
alrededor de 348 x 0.5 = 174 caras.

3.5. Interpretaciéon subjetiva de la probabilidad

Si nos dicen que la probabilidad de que llueva manana es del 35 %, jcomo podemos interpretar eso en términos
frecuentistas? No tiene sentido pensar en que podemos repetir el experimento dia de manana muchas veces y
contar cuantas veces llueve. ; Podriamos pensar si hubiera muchos dias como el de manana, aproximadamente

lloveria en el 35 % de ellos? Pero eso no tiene sentido porque el dia de manana es tnico.
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La interpretacion subjetiva de la probabilidad tiene que ver con la vinculacién de este concepto con el grado
de incertidumbre que tenemos sobre las cosas. Si tenemos un experimento aleatorio, el resultado de dicho
experimento es incierto. La probabilidad de un resultado del experimento es el grado de creencia que yo tengo
en la ocurrencia de dicho resultado. Ese grado de creencia es personal, luego es subjetivo, pero légicamente,

deberé estar acorde con la informacion que tenemos sobre el experimento.

3.6. Espacio muestral con resultados equiprobables. Féormula de La-

place

Otro punto de vista que permite abordar el proceso de asignaciéon de probabilidad a sucesos es el siguiente:
continuando con el ejemplo de la moneda, en este experimento son dos los resultados posibles, y no hay razones
para pensar que uno de ellos es mds probable que otro, asi que tiene sentido considerar que la probabilidad

de cara y la probabilidad de cruz son ambas del 50 %.

En general, si el espacio muestral estd formado por N resultados posibles y todos ellos tienen la misma

probabilidad (equiprobables), podriamos decir que la probabilidad de un evento A, P [A], es

donde N4 es el nimero de resultados favorables a la ocurrencia de A.

Esta formula, conocida como férmula de Laplace también es fundamentalmente practica. Por ejemplo, nos
permite deducir que

1
Plcara) = =
2
en el lanzamiento de una moneda sin tener que lanzar la moneda un gran nimero de veces.

Sin embargo, la definicién tiene dos grandes inconvenientes: el conjunto de resultados posibles, N, tiene que
ser finito y, ademas, todos los resultados posibles deben tener la misma probabilidad (con lo cual, lo definido

queda implicitamente inmerso en la definicion).

3.7. Probabilidad condicionada. Independencia de sucesos

Para introducir de manera intuitiva el concepto de probabilidad condicionada debemos pensar en la proba-

bilidad como medida de la creencia en la ocurrencia de los sucesos.

Pensemos en un experimento aleatorio y en un suceso de dicho experimento, A, en el que, en principio,
tenemos un grado de creencia P [A] ; pero supongamos que conocemos algo del resultado de dicho experimento;
concretamente, sabemos que ha ocurrido un suceso B. Parece logico pensar que esa informaciéon conocida
sobre el resultado del ensayo modificard nuestro grado de creencia en A: llamemos a este nuevo grado de
creencia P [A | B], probabilidad de A conocida B o probabilidad de A condicionada a B.

Ejemplo. Consideremos el suceso A : el dia de hoy va a llover y el suceso B : el dia de hoy estd nublado.

Obviamente, la probabilidad P [A] ser4 menor que la probabilidad P[A | B], ya que el hecho de que esté

nublado refuerza nuestra creencia en que llueva.
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Ejemplo. Consideremos el experimento aleatorio de extraer una carta de una baraja espanola. Sea el suceso
A : obtener una sota, el suceso B; : obtener una figura y el suceso B : obtener una carta de copas.

Las distintas probabilidades, condicionadas o no, bajo la definicion clasica, son las siguientes:

4 sotas 1
Pl = 40 cartas 10
4 sotas 1
PA|B|l=—77——==
12 figuras 3
1 sota de copas 1
PlA] By = 10 copas T 10

Como puede verse, B; modifica la probabilidad a priori, pero no asi Bs. Puede decirse que Bs no ofrece

informacién acerca de A, o que A y B, son independientes.

Vamos a dar a continuacién una definicién de probabilidad condicionada que responde a esta idea de

recalcular la probabilidad en funcién de la informacion existente.

La probabilidad condicionada de un suceso A, conocido otro suceso B, denotada por P[A | B], se

define como el cociente P[ANB]
P[A|B] = “PB]
siempre que P [B] # 0.

Una funcién de probabilidad condicionada P [-/g] es una funcién de probabilidad en toda regla: por tanto,

cumple las mismas propiedades que cualquier funcién de probabilidad “sin condicionar”.

Como hemos comentado, la idea de la probabilidad condicionada es utilizar la informacién que nos da un
suceso conocido sobre la ocurrencia de otro suceso. Pero, como ya hemos puesto de manifiesto en un ejemplo,
no siempre un suceso da informaciéon sobre otro. En este caso se dice que ambos sucesos son independientes.

Por tanto:

Dos sucesos A y B se dicen independientes si P[A | B] = P[A], o equivalentemente si P [B | A] = P[B], o
equivalentemente si P[A N B] = P[A] x P[B].

Ejemplo. Continuando con el Ejemplo 3.3.3, lo més 16gico es pensar que los dos interruptores actian
de forma independiente, en cuyo caso P [F; N E3] = P [E;] P [Es] y tenemos que,

1
1,111
T2 2 227 4

Nota. Es muy importante no confundir la probabilidad condicionada de un suceso a otro con la probabili-
dad de la interseccion de ambos sucesos. En la Figura 3.2 puede verse la diferencia entre las probabilidades

condicionadas entre dos sucesos y la probabilidad de su intersecciéon. En términos coloquiales, podemos
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analizar estas probabilidades como el cociente entre una parte y un todo. Cuando la probabilidad es
condicionada ese todo es el suceso que condiciona. Cuando la probabilidad no es condicionada, ese todo

es todo el espacio muestral. En ambos casos esa parte es la interseccién.

PIBIA) [ ]

PANB]=
C_] L]
[ ]

PAB]=

AMB

Figura 3.2: Esquema acerca de la definicién de probabilidad condicionada.

Nota. También suele ser bastante comun la confusion entre sucesos independientes y sucesos incompa-

tibles o mutuamente excluyentes.

En este sentido, recordemos que dos sucesos A y B son incompatibles o mutuamente excluyentes si
AN B =@, en cuyo caso P[AN B] =0.

Por su parte, A y B seran independientes si P[AN B] = P[A] P[B].

Las diferencias entre ambos conceptos son obvias.

Ejemplo. La probabilidad de que el producto no sea elaborado a tiempo es 0.05. Se solicitan tres pedidos

del producto con la suficiente separacién en el tiempo como para considerarlos eventos independientes.

1. ;Cual es la probabilidad de que todos los pedidos se envien a tiempo?

En primer lugar, notemos FE; al suceso enviar a tiempo el pedido i-ésimo. En ese caso, sabemos que
P[E;] = 0.95.

Por su parte, nos piden
P[E,NEy;NE3] = P[E,]| P[E,] P[E3] = 0.95%,

debido a que los pedidos son independientes.

2. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente un pedido no se envie a tiempo?
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En este caso el suceso que nos piden es més complejo:

P[EiNE;NE3sUE N E;NE3UE N E; N Es]

=P[E:NExNEs] +P[E,NE;NEs] + P [EyNEyN Es)

=0.05 x 0.95% + 0.05 x 0.95% 4+ 0.05 x 0.95% = 0.135,
donde se ha utilizado que los sucesos E1 N Ey N Es, By NEyNFE3y E1NEyN E3 son incompatibles.

3. ;Cudl es la probabilidad de que dos o més pedidos no se envien a tiempo?

Tengamos en cuenta que ya hemos calculado la probabilidad de que todos se envien a tiempo y de

que todos menos uno se envien a tiempo. Entonces,

P [dos o méas pedidos no se envien a tiempo]

= 1— P[todos se envien a tiempo Uun pedido no se envie a tiempo]

=1-(0.95% 4+0.135).

Ejemplo. Consideremos un proceso industrial como el que se esquematiza en la Figura 3.3. En dicho
esquema se pone de manifiesto que una unidad serd producidad con éxito si pasa en primer lugar un
chequeo previo (A); después puede ser montada directamente (B), redimensionada (C) y después montada
(D) o adaptada (E) y después montada (F); posteriormente debe ser pintada (G) y finalmente embalada
(H). Consideremos que las probabilidades de pasar exitosamente cada subproceso son todas ellas iguales
a 0.95, y que los subprocesos tienen lugar de forma independiente unos de otros. Vamos a calcular en
esas condiciones la probabilidad de que una unidad sea exitosamente producida.

Si nos damos cuenta, A, G y H son ineludibles, mientras que una unidad puede ser producida si pasa
por B, por C y D o por E y F. En notacién de conjuntos, la unidad sera producida si se da

AN(BUCNDUENF)NGNH.

Como los procesos son independientes unos de otros, no tenemos problemas con las probabilidades de las
intersecciones, pero tenemos que calcular la probabilidad de una unién de tres conjuntos, BUCNDUENF.

En general,

P[AJUA U A3) = P[(A1 UAy) U Ag]) = P[A1 U Ag] + P[As] — P[(A1 U Ag) N A3
= P[A1]+ P[A3] — P[A1 N A3] + P[As] — P[A1 N A3 U As N Ag]
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= P[A)] + P[Ay] — P[A; N As] + P[Aj]
— (P[A1 N As] + P[Ay N As] — P[A; N Ay N Ag))

= P[A1] + P[As] + P [A3]
— P[A;NAy] — P[A1 N A3) — P[Ay N As]
+ P[A; N AN As]

En nuestro caso,

PBUCNDUENF]|=P[B]+P[CND]+P[ENF]
—P[BNCND]-P[BNENF]-P[CNDNENF]
+P[BNCNDNENF]
=0.95+ 2 x 0.95% — 2x0.95% — 0.95* +0.95°
= 0.9995247

Ya estamos en condiciones de obtener la probabilidad que se nos pide:

PAN(BUCNDUENF)NGNH]|=P[A]PIBUCNDUENF]PI|G]|P|[H]
= 0.95 x (0.9995247) x 0.95 x 0.95
= 0.8569675.

En estos ejemplos, el calculo de la probabilidad de las intersecciones ha resultado trivial porque los sucesos son
independientes. Son embargo, esto no siempre ocurre. ;Cémo podemos, en general, obtener la probabilidad

de la interseccion de dos o més sucesos no necesariamente independientes?

En el caso de solo dos sucesos, A y B, podemos deducir que
P[AN B] = P[A|B] x P[B]

directamente de la definicién de probabilidad condicionada. A partir de esta féormula, por induccién, se puede
obtener la llamada férmula producto, que se enuncia de la siguiente forma: si A;, Ao, ..., A, son sucesos de

un espacio muestral no necesariamente independientes, se verifica

PlA; N Ay N ...0 An] = P[A1]P[As|A1]...P[An] AL N A 0o O An_i]
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Figura 3.3: Esquema del proceso industrial del ejemplo

Ejemplo. Un lote de 50 arandelas contiene 30 arandelas cuyo grosor excede las especificaciones de diseno.

Suponga que se seleccionan 3 arandelas al azar y sin reemplazo del lote.

1. ;Cuél es la probabilidad de que las tres arandelas seleccionadas sean mas gruesas que las especifi-
caciones de diseno?
Comenzamos notando los sucesos A;: la i-ésima arandela extraida es més gruesa que las especifi-

caciones de diseno, i = 1,2, 3.

Entonces, nos piden

P[A1N Ay N A3] = P[A1] P[A2/a,] P[A3/a,n4,]
302928

© 504948°
2. ;Cual es la probabilidad de que la tercera arandela seleccionada sea mas gruesa que las especifica-

ciones de diseno si las dos primeras fueron mas delgadas que la especificacion?

30
P [AS/AlﬂAfz] = @

3.8. Teorema de la probabilidad total y Teorema de Bayes

Los siguientes dos resultados se conocen como Teorema de la probabilidad total y Teorema de Bayes

respectivamente, y juegan un importante papel a la hora de calcular probabilidades. Los dos utilizan como
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principal herramienta el concepto de probabilidad condicionada.

Teorema de la Probabilidad Total. Sea P una funciéon de probabilidad en un espacio muestral. Sea

{A1,...,Ax} C F una particion del espacio muestral {2 y sea B un suceso cualquiera. Entonces,

P[B]=P[B| A P[Ai]+..+ P[B| Ax] P[An].

Teorema de Bayes. En esas mismas condiciones, si P [B] # 0,

P[B| A;] P[A]
[B]| Al P[A1] + ...+ P[B| An] P [AN]

P[Ai|B]:P

Ejemplo. Supongamos que tenemos 4 cajas con componentes electronicas dentro. La caja 1 contiene
2000 componentes, con un 5% de defectuosas; la caja 2 contiene 500 componentes, con un 40 % de

defectuosas; las cajas 3 y 4 contienen 1000 componentes, con un 10 % de defectuosas.

1. ;Cual es la probabilidad de escoger al azar una componente defectuosa?

Notemos D : componente defectuosa y C; : componente de la caja i-ésima. Entonces, se tiene que

2000 4
P10 = 5660+ 500 + 1000 + 1000 ~ 9
P(Ca) = o -3
2000 + 500 + 1000 + 1000 ~ 9
PlCy] = 1000 _2
2000 + 500 + 1000 + 1000 9
PlC) = 1000 _2
2000 + 500 + 1000 + 1000 9

Ademés, P[D | C1] =0.05, P[D | C3] = 0.4, P[D | Cs5] =0.1y P[D | C4) =0.1.
Utilizando el Teorema de la probabilidad total,

P[D]=P[D|Ci]P[Ci]+ P[D | Co] P[Co] + P[D | C3] P [C3]
+ P[D | Cy4] P[Cy]

4 1 2 2
= 0.05—- A4- A= Ad-=0.11111
0059+0 9+0 9+0 9 0

2. Si se escoge una componente al azar y resulta ser defectuosa, jcudl es la probabilidad de que
pertenezca a la caja 17

P[Cy | D] = P[D|Ci]P[Cy] _ 0.053

= = 0.2
P[D] 0.11111

52 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Apuntes de Estadistica para Ingenieros

Numero en cada caja

wF 1 2 3 Total
0.01 20 95 25 140
0.1 55 35 75 165
1.0 70 80 145 295
Total 145 210 245 600

Cuadro 3.2: Acumuladores.

Ejemplo. Se disponen tres cajas donde se almacenan acumuladores segin aparece en el Cuadro 3.2.

Se escoge al azar una caja y de ella, a su vez, un acumulador.

1. ;Cuél es la probabilidad de que se haya seleccionado un acumulador de 0.01uF?

Notemos 0.01uF, 0.1uF y 1.0uF a los sucesos extraer un acumulador de 0.01uF, 0.1uF y 1.0uF
respectivamente. De igual forma, notemos cl, ¢2 y ¢3 a los sucesos elegir la caja 1, la caja 2 y la

caja 3, respectivamente. Utilizando el teorema de la probabilidad total,

P0.01uF] = P[0.01uF /cl] Plcl] + P [0.01uF / ¢2] P [c2] + P [0.01uF / ¢3] P [c3]
_201 91 %51 59%3
© 1453 2103 2453 25578

= 0.23078.
2. Si ha sido seleccionado un acumulador de 1.0uF; jcudl es la probabilidad de que proceda de la caja
1?7 Utilizando el teorema de Bayes,

1.0uF / 1] P [c1]
P1.0pF]

P
Plcl/1.0uF] = [
Por su parte,

P[1.0uF] = P[1.OuF /1] P[cl] + P[L.OuF / ¢2] P[c2] + P [1.0uF / 3] P [c3]
701 801 1451 6205

=t = = 0.48518
1453 " 2103 2453 12789 ’
luego
70 1
E5 2058
Plcl /1.0pF) = 453 = ——— = 0.33167.
12789 6205

Ejemplo. Siguiendo con el ejemplo de las arandelas con grosor fuera de las especificaciones de disefio,
icudl es la probabilidad de que la tercera arandela seleccionada sea mas gruesa que las especificaciones
de diseno?

P[A3] = P[As]a,n4,] P[A1 N Az] + P[A3| 4,04,] P[A1 N Ao

+P[A3]a,04,]P[A1 N As] + P[As] 4,4, P[A1 N A2
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= P[As| 4,04, P[A1]P[As| a,] + P[As| 1,4,] PlA1] P[As| 5,]

+P[As| 4,01, P[A1]P[A2]a,] + P[As] 4,4,] PLA] P[A2] 1,]

283029 292030

B 485049+485049

293020 302019

48 50 49 + 48 50 49

Ejemplo. En el canal de comunicaciones ternario que se describe en la Figura 3.4, se ha observado
que el digito 3 es enviado tres veces mas frecuentemente que 1, y 2 dos veces mas frecuentemente
que 1. Calculemos la probabilidad de que un digito cualquiera enviado a través del canal sea recibido
correctamente.
En primer lugar, si notamos P [X = 1] = p, entonces P [X = 2] = 2p y P[X = 3] = 3p. Por otra parte,
como

1=P[X=1]+P[X =2]+P[X =3]=6p,

se tiene que

1 1 1
P X=1==-,PX=2=-yP[X=3=-
X=1)= PX=2=5yPX=3]=
Ahora, utilizando el teorema de la probabilidad total,
P [digitoOK] = P [digitoOK /| X = 1] P[X = 1]
+ PldigitoOK | X =2] P[X = 2]
+ P [digitoOK / X = 3] P [X = 3]
=P[Y=1/X=1]P[X =1]
+PlY=2/X=2]P[X =2]
+P[Y=3/X=3]P[X =3]
1 1 1
f(l—a)ng(lfﬂ)ng(lf’y)éfP.

Ejemplo. Continuando con el anterior, si se recibe un 1, jcuél es la probabilidad de que se hubiera

enviado un 17
Utilizando el teorema de Bayes,

PY=1/X=1P[X =1]

PX=1/Y=1]= PV =1]
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P[Y=1/X=1]=1x

2
a2

Yy=2

P[Y=2/X=2]=1p

P[v=3/X=3]=1y

Figura 3.4: Canal ternario de comunicaciones con probabilidad de cruce

Por su parte,

PY=1=P[Y=1/X=1]P[X =1]
+P[Y=1/X=2]P[X =2]
+PlY=1/X =3]P[X =3
:1;a+§+%,

luego 1—a

P[le/Yzﬂz1(f*+6§+122—2+2alj;5—3’f

3.9. Mas sobre el Teorema de Bayes

La importancia del Teorema de Bayes en Estadistica va mucho maés alld de su aplicacién como férmula
que facilita probabilidades condicionadas. La filosofia que subyace en él ha dado lugar a toda una forma de
entender la Estadistica, llamada por ello Estadistica Bayesiana. Vamos a tratar de explicar los fundamentos

de esta manera de entender el teorema.

Supongamos que hay un suceso A sobre el que tenemos un serio desconocimiento acerca de si se da o no se
da. Tanto es asi que tenemos que determinar la probabilidad de dicho suceso, P [A]. Es importante entender
que nosotros somos conscientes de que A ha ocurrido o no ha ocurrido: el problema es precisamente que
no sabemos qué ha pasado. Decimos que es importante porque P [A] no representa la probabilidad de que A

ocurra, sino nuestro grado de creencia en que ha ocurrido.

Es posible que no tengamos, en principio, datos para conocer de forma exacta cudl es la probabilidad de A.
Adn asi, podriamos atrevernos, como ezpertos en el tema, a dar una estimacion de dicha probabilidad, P [4].

A esta probabilidad inicial que damos la vamos a llamar probabilidad a priori.

Ahora bien, hemos dado una probabilidad a priori P [A] sin ninguna informacién sobre A. Supongamos ahora
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que tenemos nueva informacion que nos dara pistas acerca de si A ha ocurrido o no, y que dicha informacién
esta recogida en un suceso que llamaremos B;. En ese caso, podriamos y deberiamos actualizar la probabilidad
de A basandonos en esta nueva informacién, proporcionando una nueva probabilidad de A que tenga en cuenta

By, es decir, P [A |p, ], que llamaremos probabilidad a posteriori.
En esa actualizacion de la probabilidad es donde entra el Teorema de Bayes, ya que nos dice que

P [By |a] P[A] _
P[By |a] P[A]+ P[By |4 P[A]

PlA[p,] =

Obsérvese que la probabilidad a posteriori es proporcional a la probabilidad a priori.

Finalmente, es muy importante ver que podemos extender esta forma de trabajar aplicando el teorema de
una forma recursiva. Después de conocer Bj, nuestra nueva probabilidad para A es P[A |p,]. Abusando de
la notacion, podemos decir que esa es nuestra nueva probabilidad a priori y si, por ejemplo, tenemos mas
informacién sobre A, dada por otro suceso Bs, informacién independiente de B, la nueva probabilidad

a posteriori seria

P[Bs |ans,| P[A |B,]
P By |ans ) P[A|p,) + P [Bs | inp,] P [A |5,]
P[By |a] P[A |B,]
P By |a] P[A|p,]+P[By |4 P[Alg]

P[A |BlﬁBz] =

Es muy importante observar que en este cociente P [A |p,] ocupa el lugar que antes ocupaba la probabilidad
a priori. Ademas, esta segunda probabilidad a posteriori podria considerarse como la nueva probabilidad a
priori para una nueva aplicacion del teorema basada en el conocimiento de nueva informacion dada por un
suceso Bj. Este proceso de actualizacion de las probabilidades a priori basada en la informacion disponible

puede realizarse cuantas veces sea necesario.

Vamos a ilustrar esto en un par de ejemplos.

3.9.1. Ejemplo del juez

Supongamos que un juez debe decidir si un sospechoso es inocente o culpable. El sabe que debe ser cuidadoso
y garantista con los derechos del acusado, pero también por su experiencia parte de una creencia en que
el sospechoso puede ser culpable que, en cualquier caso, estima por debajo de lo que realmente cree para,

insisto, ser garantista con los derechos del acusado. Pongamos que estima esta probabilidad en un 10 %.

Ahora empieza a examinar las pruebas. La primera de ellas es una prueba de ADN en la que el acusado dio
positivo: encontraron material genético en el arma del crimen que, segin la prueba, es suyo. Esa prueba de
ADN da positivo en el 99.5 % de las veces en que se comparan dos ADN’s idénticos, pero también da positivo
(erroneamente) en el 0.005 % de las veces en que se aplica a dos ADN’s distintos. Teniendo en cuenta esta

informacién, el juez aplica por primera vez el teorema de Bayes con los siguientes datos:

= P|[culpable] = 0.1, que es la probabilidad a priori que el juez considera.

= La probabilidad de que la prueba de ADN de positivo si el acusado es culpable es
P [ADN+ |culpable] = 0.995.
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= La probabilidad de que la prueba de ADN de positivo si el acusado es inocente es

P [ADN+ |inocente] = 0.00005.

Ahora ya puede actualizar su grado de creencia en la culpabilidad del sospechoso:

P[ADN+ |cuipavie] X P [culpable]
ADN+ |cuipabie) X P culpable] + P [ADN+ |inocente] X P [inocente]
B 0.995 x 0.1
~0.995 x 0.1+ 0.00005 x 0.9

P [culpable |apNn+] = Pl

= 0.999548

Es decir, ahora piensa que el sospechoso es culpable con un 99.9548 % de certeza. Fijémonos en que nuestra
probabilidad a priori aparece en los términos 0.1 en el numerador y 0.1 y 0.9 en el denominador. Esa, 0.1,
era la probabilidad que teniamos antes de la prueba de que fuera culpable (y 0.9 de que fuera inocente);
después de la prueba esa probabilidad es 0.999548 de que sea culpable (y 0.000452 de que sea inocente).
Sin embargo, el sospechoso insiste en su inocencia, y propone someterse a una prueba de un detector de
mentiras. Los expertos saben que un culpable es capaz de enganar a esta maquina en el 10 % de las veces, y
que la maquina dira el 1% de las veces que un inocente miente. Nuestro sospechoso se somete a la maquina y
ésta dice que es inocente. ;Cudl sera ahora la probabilidad que el juez asigna a la culpabilidad del sospechoso?

Teniendo en cuenta que:
s Plmaquina— |cupasie) = 0.1,
= P[maquina+ |inocente] = 0.01,

debe aplicar de nuevo el Teorema de Bayes, considerando ahora que la probabilidad a priori de que sea
culpable es 99.9548 %:

P [maquina— |cuipavie] X P [culpable]

P Ipabl maquina—| — . . .
[culpable |maq ] P [maquina— |cuipabie] X P [culpable] + P [maquina— |inocente] X P [inocente]

0.1 x 0.999548

= = 0.9955431.
0.1 x 0.999548 + (1 — 0.01) x (1 — 0.999548)

Es decir, atin con esa prueba negativa, el juez atn tiene un 99.55431 % de certidumbre de que el sospechoso
es culpable. De nuevo, podemos resumir este paso diciendo que antes de la segunda prueba nuestra
probabilidad de que fuera culpable era de 0.999548 (que aparece en la formula ocupando la posicion de la

probabilidad a priori), mientras que después de la segunda prueba esa probabilidad es 0.9955431.

El proceso puede verse resumido en el Cuadro 3.3.

3.9.2. Ejemplo de la maquina de deteccién de fallos

En un proceso industrial de produccién en serie de capés de coche, existe una maquina encargada de detectar
desperfectos que desechen una pieza de cap6. Esa maquina esta calibrada para detectar una pieza defectuosa
con un 90% de acierto, pero también detecta como defectuosas el 5% de las piezas no defectuosas. El

encargado de calidad estima, por estudios previos, que el porcentaje general de piezas defectuosas es del 5 %.

Este encargado, consciente de que la maquina puede dar por buenas piezas que son defectuosas, decide actuar
de la siguiente forma: una pieza que sea detectada como no defectuosa pasara otras dos veces por la misma

méaquina detectora y solo sera declarada no defectuosa cuando en ninguna de esas tres pruebas, de defectuosa.
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P [Culpable]
Antes de Después de
la prueba la prueba
. P[ADN+[cuipable] X0.1 —
12 prueba: ADN+ 0.1 P[ADN+|c1flpable]X0-1‘+P[KDb%V+‘inocente]X(1_0~1) = 0.999548
. . Plmaquina—|cuipable] X0.999548 o
2% prueba: maquina— 0.999548 P[maquina7|culp,lblﬁ]><O.999548+Pl[7;nl:1[quina7\i,wceme]><(170.999548) = 0.9955431

Cuadro 3.3: Esquema del proceso iterativo del teorema de Bayes en el ejemplo del juez. La probabilidad a
priori (antes de cada prueba) es la que se utiliza en la formula para obtener la probabilidad a posteriori
(después de cada prueba). La probabilidad a posteriori (después) de una prueba es la probabilidad a priori
(antes) de la siguiente prueba.

Supongamos que una pieza pasa las tres veces y da no defectuosa: ;cuél es la probabilidad de que realmente

sea no defectuosa?

Vamos a empezar notando adecuadamente los sucesos. Notaremos D al suceso ser defectuosa y por + a dar

positivo como defectuosa en la prueba de la méquina. Sabemos que:

= P[D] = 0.05, que es la probabilidad a priori;
» P+ |p]=09y
» P+ |p] =0.05.

La probabilidad a priori de que una pieza sea no defectuosa es de 0.95, pero si es detectada como defectuosa

una primera vez, dicha probabilidad pasa a ser

P [‘_|'_|D] P [D]
[+ 5] P[D] + P+ [p] P[D]
B 0.95 x 0.95
©0.95 % 0.95 + 0.1 x 0.05

P[Dls] =3

= 0.9944904.

Esa probabilidad pasa a ser la probabilidad a priori para la segunda vez que da no defectuosa. Por tanto, la

probabilidad de que sea no defectuosa si da negativo por segunda vez es

PIDss] = —— P [+ ]5) 09944904
P[¥ 5] 0.9944904 + P [+ |p] (1 — 0.9944904)

B 0.95 x 0.9944904
~ 0.95 x 0.9944904 + 0.1 x (I — 0.9944904)

=0.9994172.

Finalmente, la probabilidad de que sea no defectuosa si da negativo por tercera vez es

PID lies] = — P [T |p]0.9994172
P[¥ [5]0.9994172 + P [+ |p] (1 — 0.9994172)

B 0.95 x 0.9994172
~ 0.95 x 0.9994172 + 0.1 x (1 — 0.9994172)

= 0.9999386.

Como podemos ver, si una pieza da no defectuosa tres veces, la probabilidad de que sea realmente no
defectuosa es altisima, del orden del 99.99 %, asi que el método ideado por el responsable de calidad parece

consistente.
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P D]
Antes de Después de
la prueba la prueba
a . I P[+[]0.95 —
12 prueba: + 0.95 P[J—r|D}D0['9?+]§[;§Lig&;0'95) = 0.9944904
. I +15]0. —
22 prueba: + | 0.9944904 P['T‘l]j]0~9944[90f3‘]P['T"D](1—0-9944904) =0.9994172
T P[+]5]0.9994172 _
32 prueba: + | 0.9994172 P[;|D]O.9994172ip[jrb](170.9994172) = 0.9999386

Cuadro 3.4: Esquema del proceso iterativo del teorema de Bayes en el ejemplo de la maquina de deteccién
de fallos. La probabilidad a priori (antes de cada prueba) es la que se utiliza en la formula para obtener la
probabilidad a posteriori (después de cada prueba). La probabilidad a posteriori (después) de una prueba es
la probabilidad a priori (antes) de la siguiente prueba.
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Capitulo 4

Variable aleatoria. Modelos de

distribuciones de probabilidad

Mas a pesar de todo eso, aunque la mala suerte exista, muy pocos reporteros veteranos creen de

verdad en ella. En la guerra, las cosas suelen discurrir mas bien segtn la ley de las probabilidades:

tanto va el cantaro a la fuente que al final hace bang.

Arturo Pérez Reverte, en Territorio Comanche

Resumen. En este capitulo continuamos con el estudio de la probabilidad, utilizando el concepto de variable
aleatoria para referirnos a experimentos donde el resultado queda caracterizado por un valor numérico. Se
presentan algunos de los modelos més habituales de asignacién de probabilidades y sus propiedades mas

relevantes.

Palabras clave: variable aleatoria, variable discreta, funcién masa de probabilidad, variable continua, funcién
de densidad de probabilidad, funcién de distribuciéon, media, varianza, distribucién binomial, distribucién
de Poisson, distribucién geométrica, distribucion uniforme, distribucién exponencial, distribucion Gamma,

distribucién normal.

4.1. Introduccion

En el tema anterior hemos visto que la Estadistica se ocupa de experimentos aleatorios. En general, en Ciencia
y Tecnologia se suele analizar cualquier experimento mediante una o varias medidas del mismo. Por ejemplo,
se analiza un objeto segin su peso, su volumen, su densidad, su contenido de agua...; o se analiza el trafico

de Internet segin el nimero de conexiones a un servidor, el volumen total de trafico generado, la velocidad...

En estos sencillos ejemplos observamos que se ha descrito un fenémeno fisico, como puede ser un objeto o
el estado de una red de comunicaciones en un momento dado, mediante uno o varios ntimeros o variables.

Cuando ese fendmeno es de tipo aleatorio, vamos a llamar a esa asignacion variable aleatoria.

Consideremos un experimento probabilistico con un espacio muestral € en el que se ha definido una funcién
de probabilidad P [].
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Una variable aleatoria (a partir de ahora v.a.) es un nimero real asociado al resultado de un experimento

aleatorio. Se trata, por tanto, de una funcién real con dominio en el espacio muestral, X :  — R.

Podemos pensar en una v.a. como en una variable asociada a una poblacién conceptual, ya que sélo podra
observarse cuando se tomen muestras suyas.

En la notacién que vamos a utilizar representaremos las variables aleatorias como funciones siempre en
mayusculas, y a sus valores concretos siempre en mintscula. Es decir, si queremos referirnos a una v.a. antes
de observar su valor, podemos notarla como X, por ejemplo; pero una vez que se observa el valor de dicha
variable (ya no es, por tanto, algo aleatorio), debemos notar a ese valor en mintuscula, por ejemplo, como z.
Por ejemplo, podemos decir que la variable aleatoria X que corresponde a la puntuacién obtenida al lanzar el
dado puede tomar los valores x = 1,2,3,4,5,6. Podremos preguntarnos por la probabilidad de que X tome
el valor z = 4 o de que X < 6. Si lanzamos el dado y observamos que ha salido un 6, diremos que = = 6.
No olvidemos que el objeto de la Estadistica con respecto a la observacién de fenémenos aleatorios es medir
la certidumbre o la incertidumbre asociada a sus posibles resultados. Al describir estos resultados mediante
variables aleatorias, lo que tenemos son resultados numeéricos sujetos a incertidumbre. El objetivo ahora es

cuantificar la probabilidad de esos resultados numéricos de alguna forma.

4.2. Variable aleatoria discreta

4.2.1. Definicion

Se dice que una v.a. es discreta si el conjunto de todos los valores que puede tomar es un conjunto, a lo

sumo, numerable (discreto).

Ejemplo. Son variables discretas:

= El ntiimero de accidentes laborales en una empresa al ano.
= El nimero de errores en un mensaje transmitido.
= El nimero de piezas defectuosas producidas a lo largo de un dia en una cadena de produccion.

= El nimero de dias de baja de un trabajador al mes.

4.2.2. Funcién masa de probabilidad

Dada una v.a. discreta, X, se define su funcién masa de probabilidad como

para cada = € R.
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Nota. Obsérvese que una funciéon masa de una v.a. discreta esta definida en todos los puntos de la recta
real, pero sélo valdra distinto de cero en un conjunto, a lo sumo, numerable, que corresponde con los

unicos valores que pueden darse de la variable.

Sea X una v.a. discreta y f (z) su funcion masa. Entonces:
1. f(z) > 0 para todo = € R.

2. Y e f(x) =1

3. En general, para cualquier conjunto B,

donde x; son valores posibles de X.

4.2.3. Funcién masa de probabilidad empirica

En la préctica nadie conoce la auténtica funciéon masa de una variable discreta, pero podemos aproximarla
mediante la funcion masa de probabilidad empirica asociada a una muestra de resultados.
Si tenemos una coleccion de posibles resultados de la variable X, x1, ..., x N, esta funcién asigna al valor z la

frecuencia con la que dicho valor se da en la muestra, es decir,

numero de valores x; iguales a x

Jemp (z) = N

Si el tamano, IV, de la muestra es grande, esta funciéon tiende a la auténtica, es decir, para cada x € R.

i oy (@) = £ (2).

Ejemplo. En la Figura 4.1 aparece la funcién masa empirica correspondiente al lanzamiento de un dado
600 veces. Esta funcién empirica aparece representada en barras verticales, mientras que la funcién masa
tedrica, f (x) = %, parax = 1,2,3,4,5, 6 aparece representada como una linea horizontal. Puede apreciar-
se como proporcionan probabilidades tedricas y empiricas bastante parecidas. No obstante, ;deberiamos

concluir a la luz de estos 600 datos que el dado no esta cargado?

4.2.4. Media y varianza de una variable aleatoria discreta

Dada una v.a. discreta, X, con funcién masa de probabilidad f(z), se define su media o esperanza matemaética

como

EX = Zx x f(z).
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Figura 4.1: Funcién masa empirica de una muestra de 600 lanzamientos de un dado.

Como en el caso de la media muestral de unos datos, la media de una v.a. se interpreta como el centro de
gravedad de los valores que puede tomar la variable, con la diferencia que en una media muestral, el peso de
cada valor lo da la frecuencia de dicho valor en los datos y aqui el peso lo determina la probabilidad, dada

por la funcién masa.

Dada una v.a. discreta, X, con funcién masa de probabilidad f(z), se define su varianza como

VarX = Z(m — EX)* x f(2).

La forma méas comoda de calcular en la practica la varianza es desarrollando previamente el cuadrado que

aparece en su definicién, ya que
VarX =Y (z— EX)* x f(x) = Y _ (2® = 22EX + EX?) x f(x)
:imQ x f(z) —2EX x ix x f(x)+ EX? x Zf(m)
:EQEXQ] - 2EX? + EX? :rE[XQ] - EX2. )
Al igual que ocurre con la varianza muestral es conveniente definir la desviaciéon tipica de una v.a., como

o = vVarX, que tiene las mismas unidades que la media y que se puede interpretar como una media del

grado de variacién del conjunto de valores que puede tomar la v.a. respecto del valor de la media.

4.3. Modelos de distribuciones de probabilidad para variables dis-

cretas

Segin lo que hemos visto hasta ahora, la forma en que se asigna probabilidad a los resultados de una

variable aleatoria discreta viene dada por la funcion masa de probabilidad. A esta manera de determinar la
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probabilidad asociada a los resultados de la variable la vamos a llamar a partir de ahora distribucién de
probabilidad de una v.a. Démonos cuenta que, como acabamos de comentar, para determinar la distribucién

de probabilidad de una v.a. s6lo tenemos que dar su funcién funcién masa de probabilidad.

Sin embargo, debemos tener en cuenta que en la vida real nadie conoce cudl es la auténtica distribuciéon de
probabilidad de una v.a., porque nadie sabe a priori cuél es la funcién masa de dicha variable. Todo lo mas,
podemos calcular la funcién masa empirica a partir de los datos de una muestra. Aun asi, llegara el momento
de pasar al limite, es decir, de inducir una féormula tedrica que corresponda a la distribucién de probabilidad

que proponemos y que se parezca a la distribucion empirica de los datos de la muestra.

Para ayudar a ese paso al limite, en Estadistica se estudian modelos teéricos de distribuciones de pro-
babilidad. Se trata de férmulas tedricas de funciones masa que pueden resultar adecuadas para determinadas

variables aleatorias.

Hay una metéafora que puede ayudar a entender cémo se asigna una distribucién de probabilidad y sobre la que
abundaremos en lo sucesivo: jqué ocurre cuando queremos comprar unos pantalones? En general acudimos

a una tienda de moda y:

1. De entre una serie de modelos, elegimos el modelo que creemos que mejor nos va.

2. Buscamos la talla que hace que mejor se ajuste a nosotros, segin nuestras caracteristicas.
Pues bien, en el caso de las v.a.

= nuestras caracteristicas son las posibles observaciones que tenemos sobre la v.a. que, por ejemplo,

pueden determinar una distribucién empirica asociada a una muestra;

= [os modelos de la tienda, entre los que elegimos el que més nos gusta, son los modelos tedricos que

vamos a empezar a estudiar a continuacion;

= y la talla que hace que los pantalones se ajusten a nosotros adecuadamente son los parametros de los

modelos tedricos.

En lo que resta de este capitulo vamos a describir algunos de los modelos teéricos de probabilidad maés

habituales en el &mbito de las Ingenierias, comenzando por el caso de v.a. discretas.

4.3.1. Distribucion binomial

Sea X una v.a. discreta que toma los valores = 0, 1, ...,n, donde n es un nimero natural conocido. Se dice

que X sigue una distribucién binomial de parametros n y p (y se nota X — B (n,p)) si su funciéon masa

( Z ) pr(L—p)"*

— n! xT n—x _
= =i (1-p)" ™", 2=0,1,2,..,n.

€s

f(x)
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Figura 4.2: Funciones masa de distribuciones binomiales.

Sea X — B (n,p). Entonces

EX =np
VarX =np(1—p).

Caracterizacion de la distribuciéon binomial. Supongamos que un determinado experimento aleatorio
se repite n veces de forma independiente y que en ese experimento hay un suceso que denominamos ézito,
que ocurre con probabilidad constante p. En ese caso, la variable aleatoria X que mide el nimero de éxitos

sigue una B (n,p).

En esta caracterizaciéon es importante observar que las dos hipotesis fundamentales de esta distribucién son:
= los experimentos se repiten de forma independiente y
= ]la probabilidad de éxito es constante.

En la medida en que estas dos hipotesis no sean véalidas, la distribuciéon binomial no serd adecuada para la

variable que cuenta el nimero de éxitos.

Un ejemplo particular de distribucién binomial lo constituye la denominada distribucién de Bernouilli.

Se trata de una distribucion B (1, p), con funcién masa

1—psixz=0
f(x)={ :
psix=1
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[z | 0 | 1 | 2 | 3 | 4
PIX =1 () 0.200.8* (1)0.210.83 (5)0.220.82 (5)0.2%0.8" (3)0.2%0.8°
-7 —0.41 —0.41 —0.15 —0.03 = 0.00

Cuadro 4.1: Funcién masa de una B (4,0.2)

Ejemplo. Consideremos como v.a. el numero de dias a la semana que un joven de hoy consu-

me alcohol. jPodriamos pensar que se trata de una v.a. con distribucion B (7,p), donde p =

numero medio de dias de consumo9
= !

Probablemente no, porque

1. Puede darse el efecto resaca, es decir, si se consume mucho un dia, huir del alcohol al dia siguiente; o
el efecto inverso un clavo quita otro clavo; o ...; en definitiva, circunstancias que rompan la hipétesis

de independencia en el consumo en dias distintos.

2. Esta claro que la probabilidad de consumir un martes no es, en general, la misma que un sabado.
Tampoco todos los jévenes tienen la misma probabilidad de consumir alcohol un dia cualquiera.

Ejemplo. Un ingeniero se ve obligado a transmitir digitos binarios a través de un sistema de comu-
nicaciones bastante imperfecto. Por estudios previos, estima que la probabilidad de que un digito se
transmita incorrectamente es del 20 %. El ingeniero envia un mensaje de 4 digitos y se pregunta cuintos

se recibiran incorrectamente.

Desde el punto de vista estadistico nosotros no podemos responder a esa pregunta. En realidad, nadie
puede responder a esa pregunta con certeza, porque existe incertidumbre latente en ella: el azar deter-
minard cudntos digitos se cruzan. Lo que si podemos hacer es facilitarle el grado de certeza, es decir, la

probabilidad, de cada uno de los posibles resultados.

Concretamente, si analizamos la variable X: ndmero de digitos que se reciben incorrectamente, teniendo
en cuenta que el ensayo de cada envio de cada digito se hard de forma independiente y que nos ha dicho
que la probabilidad de que un digito se reciba incorrectamente es 0.2, podemos afirmar que un modelo de
probabilidad adecuado para dicha variable es una distribucion B(4,0.2). Esta distribucién nos permite
calcular la probabilidad de que se crucen 0, 1, 2, 3 0 4 de los digitos. Lo esquematizamos en la tabla
adjunta. Vistos los resultados, debemos decirle al ingeniero que es hartamente improbable que le fallen

los 4 digitos, pero que tiene una probabilidad (ver Cuadro 4.1) de
0.41 4+ 0.15 4 0.03 4+ 0.00 = 0.59

de que le falle el envio de al menos uno de ellos.
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4.3.2. Distribucion de Poisson

Sea X una v.a. discreta, que puede tomar los valores x = 0,1, 2, ... Se dice que X sigue una distribucién
de Poisson de parametro A (y se nota X — P ()\)) si su funcién masa es

x

f(x):e_AA x=0,1,2,..

!’

Sea X — P ()). Entonces
EX =)
VarX = A

Caracterizacion de la distribucion de Poisson. Consideremos el nimero de éxitos en un periodo de
tiempo donde los éxitos acontecen a razén de A\ veces por unidad de tiempo (en promedio) y de forma

independiente. En ese caso
X : numero de ocurrencias del suceso por unidad de tiempo

es una variable de Poisson de parametro ), y se nota X — P (\).
En esta caracterizacion, las hipotesis fundamentales ahora son:
= la independencia de las realizaciones y

= ¢l promedio constante de ocurrencias por unidad de tiempo.

Ejemplo. La distribucién de Poisson suele utilizarse como modelo para el niimero de accidentes ocurridos
en los individuos de una poblacién a lo largo de un periodo de tiempo. Lo que mucha gente no termina
de asumir es que hacer esa suposicion equivale a decir que todos esos individuos tienen el mismo riesgo
de tener un accidente y que el hecho de que un individuo tenga un accidente no modifica para nada la
probabilidad de sufrir un nuevo accidente. Es evidente que en muchas situaciones de la vida real eso no

es cierto, asi que el modelo no serd adecuado en ellas.

Ejemplo. Otra aplicacién muy comin de la distribucién de Poisson es al niimero de particulas por unidad
de volumen en un fluido cuando una disolucién esta realmente bien disuelta. En caso de que los datos
indiquen que la distribucion de Poisson no es adecuada, podriamos de hecho inferir que la disolucién no

esté bien disuelta.

Ejemplo. En el contexto de las redes de telecomunicaciones, el uso mas comun de la distribucién de
Poisson es en el ambito del nimero de solicitudes de servicio a un servidor. Por ejemplo, se suele considerar

que el n® de llamadas a una centralita o el n° de conexiones a un servidor sigue una distribucion de Poisson.
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Sin embargo, hay que decir que aunque este uso de la distribucién de Poisson es muy comin, es evidente
que la hipoétesis de que el promedio A debe ser constante, no se da en estas aplicaciones, ya que uno de
los fenémenos mas conocidos en telecomunicaciones es el de la hora cargada: no es el mismo promedio de
llamadas el que se produce a las 12 del mediodia que a las 3 de la manana. Lo que se suele hacer es aplicar
uno de los principios mas importantes aunque menos escritos de la ingenieria, la ley de Murphy (si algo
puede ir mal, prepdrate para ello, porque en algun momento ird mal): asi, las redes de telecomunicaciones
suelen dimensionarse para ser capaces de funcionar en el peor de los escenarios posibles, es decir, cuando

el promedio de solicitudes es el que se da en la hora cargada.

Aproximaciéon de la binomial. Ley de eventos raros. Supongamos que, como en la caracterizacién
de la distribucién binomial, un determinado experimento aleatorio se repite n veces de forma independiente
y que en ese experimento hay un suceso que denominamos éxito, que ocurre con probabilidad constante p.
Adicionalmente, supongamos que el experimento se repite un gran nimero de veces, es decir, n es grande y
que el éxito es un suceso raro, es decir, p es pequeno, siendo el promedio de ocurrencias, u = np. En ese caso,

la variable aleatoria X que mide el nimero de éxitos sigue (aproximadamente) una P (u).

En esta segunda caracterizacion se suele considerar aceptable la aproximacion si n > 20 y p < 0.05. Si
n > 100, la aproximacién es generalmente excelente siempre y cuando np < 10. Hay que tener en cuenta que
para esos valores de los pardmetros, la distribuciéon binomial tendria bastantes problemas para ser computada,
ya que se exigiria, entre otros calculos, el calculo de n! para un valor de n alto, por lo que la aproximacion

es muy util.

Ejemplo. Supongamos que un fabricante de maquinaria pesada tiene instalados en el campo 3840
generadores de gran tamafio. Si la probabilidad de que cualquiera de ellos falle durante el ano en curso

es de 1355, determinemos la probabilidad de que

a. 4 generadores fallen durante el ano en curso,

b. Mas 1 de un generador falle durante el ano en curso.

El promedio de motores que fallan en el afio es A = np = (3840)(1/1200) = 3.2.

Sea X la variable que define el nimero de motores que pueden fallar en el ano, con valores r =
0,1,2,3,....,3840.
En principio, X — B (3840,1/1200), pero dado que n es muy grande y p muy pequeno, podemos
considerar que X — P (3.2). Por tanto,

e 32324

P[X = 4] = == = 0.17809

Por su parte,
e™323.20 732321
o 1

= 0.82880
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Figura 4.3: Funciones masa de distribuciones de Poisson.

4.3.3. Distribucién geométrica

Sea X una v.a. discreta que puede tomar los valores x = 0,1,2,... Se dice que sigue una distribucién

geométrica de pardmetro p (y se nota X — Geo (p)), con 0 < p < 1, si su funciéon masa es

f(@)=p(1—p)*, paraz=0,1,2,...

Sea X — Geo (p). Entonces,

EX =—=

VarX =

Caracterizacion de la distribucién geométrica. Supongamos que un determinado experimento aleatorio
se repite sucesivamente de forma independiente y que en ese experimento hay un suceso que denominamos
éxito, que ocurre con probabilidad constante p. En ese caso, la variable aleatoria X que cuenta el nimero de

fracasos hasta que ocurre el primer éxito sigue una Geo (p).
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Figura 4.4: Funciones masa de distribuciones geométricas.

Ejemplo. Siguiendo con un ejemplo anterior, sobre el ingeniero que envia digitos a través de un canal
imperfecto, ahora se plantea cuantos digitos se recibiran correctamente hasta que uno se cruce, sabiendo
que la probabilidad de que uno cualquiera lo haga es de 0.2.

La variable de interés ahora es Y: n? de digitos que se reciben bien hasta el primero que se cruza. Esta
variable tiene como modelo de probabilidad una distribucién Geo(0.2). Gracias a este modelo, podemos

decirle, por ejemplo, que la probabilidad de que envie bien dos y que falle el tercero es de

P[Y =2]=0.2x0.8% =0.128.

4.3.4. Distribucién binomial negativa

Sea una v.a. discreta que puede tomar los valores x = 0,1,2,... Se dice que X sigue una distribucién
binomial negativa de parametros a y p (y se nota X — BN (a,p)), con a >0y 0 < p < 1, si su funcién

masa es
I'(a+x)

A e N AT

p* (1 —p)* parax=0,1,2,..
donde T (z) = [; s te™*ds es la funcién gamma.

Obsérvese que la distribuciéon geométrica es un caso particular de la binomial negativa, cuando a = 1.
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Sea X — BN (a,p). Entonces

17
EX =a—2

1-p

VarX =a

Caracterizacion de la distribuciéon binomial negativa. Sea un determinado experimento aleatorio que
se repite sucesivamente de forma independiente y donde hay un suceso que denominamos ézito, que ocurre
con probabilidad constante p. En ese caso, la variable aleatoria X que cuenta el ntmero de fracasos hasta
que ocurre el k-ésimo éxito sigue una BN (k, p). En este caso, ademés, y dado que I' (r) = (r — 1)! si 7 es un
entero,

f(z)= ka (1—-p)* paraz=0,1,2,..

k —1
=< —I:xl )pk(l—p)w parax =0,1,2, ...

Caracterizacion de la distribucién binomial negativa. Sean X3, ..., X,, v.a. independientes® con distri-
bucién Geo (p). En ese caso, X = Y1 | X; sigue una BN (n,p). De nuevo obsérvese que el primer pardmetro

es un entero.

?Podemos quedarnos por ahora con la idea de que v.a. independientes son aquellas tales que el resultado de cualquiera de
ellas no afecta al resto.

Ejemplo. Continuando con el ejemplo de la transmisién de digitos a través de un sistema imperfec-
to, jcudntos digitos se transmitirdn correctamente hasta que dos lo hagan incorrectamente? De nuevo
tenemos que asumir que no hay una respuesta para esto, pero si podemos considerar un modelo de

probabilidad para ello que nos ayude a tomar decisiones.

Sea Z: n? de digitos que se reciben bien hasta que dos se cruzan. Esta v.a. sigue una distribucion
BN(2,0.2). Gracias a este modelo, podemos decirle al ingeniero, por ejemplo, que la probabilidad de
que se le crucen 2 digitos con 10 o menos envios es
8 8
2+z-1! _,
PlZ <8 = PlZ =2z2]= ——0.2°0.8° = 0.62
2 <8 ; (7 = 2] ;J 2 - D)lz!
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Figura 4.5: Funciones masa de distribuciones binomiales negativas.
4.4. Variable aleatoria continua

4.4.1. Definicion

Una variable aleatoria es continua si el conjunto de valores que puede tomar sélo puede encerrarse en

intervalos, formando, por tanto, un conjunto con un nimero infinito no numerable de elementos.

Ejemplo. Son variables aleatorias continuas:

» La tension de fractura de una muestra de asfalto.
= El grosor de una lamina de aluminio.
= El pH de una muestra de lluvia.

= La duracién de una llamada telefonica.

4.4.2. Histograma

Hay una diferencia fundamental entre las variables discretas y las continuas: en las discretas podemos, al
menos, numerar los posibles valores y contar el nimero de veces que sale cada valor posible en una muestra.

Sin embargo, por el caracter que tienen los intervalos de nimeros reales, por muy grande que fuera la muestra
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Figura 4.6: Histogramas.

que tomaramos de una variable continua, jamés tendriamos mas de un valor de algunos puntos que puede

tomar la variable!.

Por esa razén, en una variable continua no podemos definir una funcién masa empirica, precisamente porque

los valores de una variable continua no tienen masa de probabilidad.

Sin embargo, como sabemos, existe una representacién analoga a la funcién masa empirica que permite

aproximar las probabilidades de los valores de una variable continua: el histograma.

Vamos a considerar un sencillo ejemplo para ilustrar esta cuestion: mediante R simulamos dos muestras de
una variable, una con N = 100 valores y otra con N = 1000. Histogramas asociados a estas muestras, con
10 y 31 intervalos, respectivamente, aparecen en la Figura 4.6. Teniendo en cuenta que el area de las barras
representa la frecuencia relativa con que se dan los valores de los sucesivos intervalos en la muestra, en estos
histogramas podemos ver que la variable toma mayoritariamente valores cercanos a cero; tanto mas lejano al
cero es un valor, menos probable parece ser. Este descenso de la probabilidad es ademés, muy acusado, casi

exponencial.

Por otra parte, obsérvese que al pasar de 100 datos en la muestra a 1000 datos, el histograma esboza la forma
de una funcién real de variable real. En general, cuanto mayor es N mas se aproximan los histogramas a la

forma de una funcién continua. Vamos a ir viendo cudl es la utilidad de esa funcién desde el punto de vista
del Calculo de Probabilidades.

Si en el histograma de la izquierda de la Figura 4.6 quisiéramos calcular la probabilidad en la muestra de
alguno de los intervalos que definen el grafico, la respuesta seria el area de la barra sobre dicho intervalo. Si

quisiéramos la probabilidad en la muestra de varios intervalos, sumariamos las areas de las barras.

El problema es que para que las probabilidades en la muestra se parezcan a las verdaderas probabilidades

es necesario que el tamano de la muestra sea grande, cuanto mayor, mejor. En ese caso, tendriamos un

1Esto sucederia siempre que tomemos un namero suficiente de decimales en cada valor.
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histograma mas parecido al de la derecha de la Figura 4.6. En él, de nuevo, si queremos, por ejemplo, calcular

Pla< X <],

deberiamos sumar las areas de las barras que forman el intervalo (a,b), si es que hay intervalos que forman,

exactamente, el intervalo (a,b) .

Pero si el tamano de la muestra es lo suficientemente amplio para poder pasar al limite y encontrar una

funcion real de variable real f (x) que represente la linea que define el histograma, calcular una probabilidad

del tipo P [a < X < b] sumando las areas de las barras de los intervalos infinitesimales que forman el intervalo

(a,b) equivale a integrar dicha funcion en el intervalo (a,b), es decir,

P[a<X<b}/bf(:17)dx.

4.4.3. Funcion de densidad

Dada una v.a. continua, X, la funcién de densidad de probabilidad de X es aquella funcién f (z) tal

que para cualesquiera a, b € R 0 a,b = o0,

P[a<X<b]:/bf(x)dm

a,b € R, podemos decir que

b
Pla< X <b=

masa de probabilidad, ya que

Nota. Dado que a efectos del célculo de integrales un punto no afecta al resultado de la integral, si

b
P[a<X<b]:/ f (@),

P[aSX<b]=/f(w),

Este hecho pone de manifiesto que los valores concretos de una variable aleatoria continua no tienen

P[X:xo]:/zof(a:)dx:O,

pero si tienen densidad de probabilidad, f (z¢). Esta densidad de probabilidad representa la probabilidad
de los intervalos infinitesimales de valores alrededor de xg. Asi, aunque P[X = xo] = 0, si f (z¢) toma

un valor alto, querra decir que los valores alrededor de zy son muy probables.

Dada una v.a. continua, X con funcion de densidad f (x):
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1. f(z) > 0 para todo z € R.

2 [ f@)=1.
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3. En general, para cualquier conjunto de nimeros reales, B,

P[XéB}:/Bf(x)dx.

Funcion de distribuciéon

Se define la funcién de distribuciéon de probabilidad de una v.a. continua X como

F(m):P[ng]:/_z £ (t)dt.

Si X es una v.a. continua con funcion de densidad f (x) y funcion de distribucion F (), entonces

1. lim, oo F' (z) = 0.
2. limg 00 F () = 1.
3. F es creciente.

4. F es continua.

5. f(x)=F'(x).

luego es necesario que ¢ = &

En primer lugar,

1=

3"

Por otra parte,

F(x

0o 0

Ejemplo. Considérese una variable aleatoria continua, X, con funcién de densidad f(z) = ce I
Vamos a calcular la constante ¢, la funcién de distribucion y P [X > 0].

/O;f(x)dx:/Ooof(x)d33+/ooof(x)dx

2
cexp (ax) der/ cexp (—azx) dx = —C,
a

* Leaw gi ¢ <
= t)dt = 27 .
) /_Oof() { +17€2 SIIZO

N|—=

La funcion de densidad y la de distribucion, para a = 1, aparecen en la Figura 4.7.
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05

o

Figura 4.7: Funcién de densidad (izquierda) y de distribucion (derecha).

Ejemplo. Consideremos una v.a. continua con funcién de distribucion dada por

Osixz <O
Fz)=< zsi0<a<1
lsizx>1

En ese caso, la funcién de densidad es

1si0<z<1

0 en otro caso

f(x)ZF’(fC)={

Graficamente, ambas funciones aparecen en la Figura 4.8. En esta variable, todos los puntos tienen la
misma densidad de probabilidad, indicando que todos los intervalos de la misma longitud, dentro de
[0,1], tienen la misma probabilidad.

4.4.5. Funcién de distribucién empirica

Aligual que ocurre con la funciéon masa empirica con respecto a la funcién masa y al histograma con respecto
a la funcion de densidad, la funcién de distribucion, indistintamente de que se trate de una variable discreta

o continua, también tiene una wversion muestral.
Concretamente, si tenemos una variable aleatoria X y una muestra suya de tamano N, (z1, ...,zn) , la funcién

de distribucién empirica se define como

numero devalores < x
N

Sy (z) =

Esta funcién se utiliza para aproximarse a la funcion de distribucién, ya que para un gran nimero de valores,
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Figura 4.8: Funcién de densidad (izquierda) y de distribucion (derecha).

la curva empirica se parecera bastante a la funciéon de distribucién. Dicho de otra forma,

lim Sy (z) = F (z),

N —o0

para cada z.

Ejemplo. En el egjemplo anterior se hablaba de una variable aleatoria continua cuya funcién de distri-

bucién es
Osiz<O0

F(z)=< zsize|0,1]
Isiz>1

En la Figura 4.9 hemos representado dos funciones de distribuciéon empiricas asociadas a sendas muestras
de tamano N = 10 (izquierda) y N = 100 (derecha).

Obsérvese que cuando aumenta el tamafnio de la muestra (N), la funcién de distribucién empirica se

parece cada vez mas a la funcién de distribucion.

4.4.6. Media y varianza de una v.a. continua

Sea X una v.a. continua con funcion de densidad f(x). Se define su media o esperanza matematica como

EX = /00 z X f(x)dz.

La interpretacion de la media de una v.a. continua es, de nuevo, la de un valor central alrededor del que se

dan el conjunto de realizaciones de la v.a. Otra interpretacion es la de valor esperado, en el sentido de que
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Figura 4.9: Funciones de distribucién empiricas.

es el valor de la variable aleatoria en el que a priori se tienen méas esperanzas.

Ejemplo. Sea una v.a. continua con funcién de densidad

1

fX (:E) — T2—2T1

0 en otro caso

sizg <zx<xy

Calculemos su media:

T2 —T1

T 1
EX=/ r-—— - dx
T1

1 [wz]mz 1 a3 —af
To — X1 2 o1 2 To — I
1 ($2—$1)'(1’2+$1) 1
= —. = — (x €T
2 o — T1 2(1+ 2),

es decir, el punto medio del intervalo [z1, z2).

Ejemplo. Sea una v.a. continua con funcién de densidad

Ae Mgz >0

0 en otro caso

fx (z)=
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Calculemos su media:

EX:/ z-X-e M. dy
0

U=z
dv=X-e . .dx

Vamos a introducir ahora el concepto de varianza de una v.a. continua, que de nuevo se interpreta como una

medida de la concentraciéon de los valores de la v.a. en torno a su media.

Sea una v.a. X. Se define su varianza como Var [X] = E [(X — EX)Q] .

Es decir, es la media de las desviaciones al cuadrado de los valores de la variable respecto de su media.

La raiz cuadrada de la varianza, o = \/Var [X] se conoce como desviacién tipica.

Como en el caso de las v.a. discretas, existe un método méas comodo para el célculo de cualquier varianza.

En concreto,

Var[X] = E {(X _ EX)Q} _E [X2 92X -EX + (EX)Q}
E

[X?] -2-EX-EX +(EX)’ = E[X?] - (EX)?.

Como se comentaba anteriormente, la interpretacion de la varianza es la de un promedio que mide la distancia
de los valores de la variable a la media de ésta. Si la varianza es pequena, indica una alta concentracién de
los valores de la variable en torno a la media; y viceversa, si la varianza es grande, indica alta dispersién de

los valores de la variable respecto de la media.

Ejemplo. Calculemos la varianza de una v.a. continua con funcién de densidad

sizg <z <xy

1
fX (Z‘) — { T2—T1

0 en otro caso

E[X?

*2 1 1ad — g3
/ 2 r=-22_"1
xr

1 To — T1 3372—1‘1

. x% —|—x1m2—|—x%
3
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Anteriormente habiamos demostrado que

Ex = it

por tanto,

Var [X] = E[X?] - EX?

_ 34wz + 22 (1 + ;@)2 _ (xg — x1)2
3 4 12 ’

Nota. Estimaciones muestrales de media y varianza de una v.a.

Probablemente las mentes méas despiertas ya se hayan planteado qué relacion hay entre la media y la
varianza de una v.a. (discreta o continua) y la media y la varianza de unos datos, definidas en el capitulo

de Estadistica Descriptiva.

La respuesta la veremos mas adelante, pero podemos ir avanzando que la relacion es parecida a la que se
da entre los diagramas de barras y las funciones masa o entre los histogramas y las funciones de densidad.
Es decir, si tenemos unos datos de una variable, en otras palabras, una muestra de una variable, la media
y la varianza de la muestra seran aproximaciones de la media y la varianza de la variable aleatoria,

aproximaciones que deben ser tanto mejores cuanto mayor sea el tamano de la muestra.

Nota. Comportamiento de la media y la varianza frente a cambios de origen y escala.

Un cambio de origen de una variable consiste en sumar o restar una determinada cantidad a los valores
de la variable, mientras que un cambio de escala supone multiplicar por un factor dichos valroes. En
general, si X es una variable cualquiera, un cambio de origen y escala supone considerar aX + b.

Ya comentamos en el capitulo de Estadistica Descriptiva el comportamiento de la media y la varianza
muestral frente a estos cambios de origen y escala. Ahora nos referimos aqui al comportamiento de
sus homologos poblacionales. Este resultado es muy util en la practica y es valido tanto para variables

continuas como para discretas. Concretamente, si X es una v.a. y a, b € R, entonces

ElaX +b=aFE[X]+b
Var[aX +b) = a*VarX

Nota. Si tenemos una colecciéon de variables aleatorias independientes, es decir, que son observadas sin
que ninguna de ellas pueda influir sobre las otras, es muy util plantearse en ocasiones por la media y la

varianza de la suma de todas ellas.

Vamos a considerar las variables X1, ..., X,,, que pueden ser discretas o continuas. Pues bien, se tiene que

la media de la suma es la suma de las medias y que la varianza de la suma es la suma de las varianzas;
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es decir,

EXi+..+ X, =EX;+..+EX,
Var X1+ ...+ X, =VarX; + ...+ VarX,

4.5. Modelos de distribuciones de probabilidad para variables con-

tinuas

Como en el caso de las variables discretas, vamos a describir a continuacion los modelos de distribuciones de

probabilidad més usuales para variables continuas.

De nuevo tenemos que insistir que la utilidad de estos modelos radica en que van a facilitarnos la manera en

que se reparte la probabilidad de los valores de la variable.

4.5.1. Distribucion uniforme (continua)

Se dice que una v.a. continua X que s6lo puede tomar valores en el intervalo (z1, z2) sigue una distribuciéon

uniforme entre z; y 23 (y se nota X — U (z1, z3)) si su funciéon de densidad es

f@=q ==

L_siz; <z <z
0 en otro caso

Sea X — U (x1,z2). Entonces

EX — 1+ 2o
2
(z2 — 1)
VarX =
ar B

Caracterizacion de la distribucién uniforme. Si X es una v.a. tal que dos intervalos cualesquiera entre

21y @2 de la misma longitud, tienen la misma probabilidad, entonces X — U (1, x2) .

El ejemplo mas habitual de esta variable es la variable uniforme en el intervalo (0, 1) ; valores simulados de

esta variable son los que se calculan con la orden RND de cualquier calculadora.

4.5.2. Distribucién exponencial

Esta distribucién suele ser modelo de aquellos fenémenos aleatorios que miden el tiempo que transcurre entre
que ocurren dos sucesos. Por ejemplo, entre la puesta en marcha de una cierta componente y su fallo o el

tiempo que transcurre entre dos llamadas consecutivas a una centralita.
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Sea X una v.a. continua que puede tomar valores z > 0. Se dice que X sigue una distribucién exponencial

de parametro A (y se nota X — exp (u)) si su funciéon de densidad

Xe M giz >0
0 en otro caso

)= {

Obsérvese que su funcion de distribucién es

1l—eMsiz>0

F(I’)P[XSI]{
0 en otro caso

Sea X — exp (\). Entonces,

EX =

1
A
1
VarX = 2

Caracterizacién de la distribucién exponencial. Sea X — P () una v.a. discreta que cuenta el nimero
de éxitos en un determinado periodo de tiempo. En ese caso, el tiempo que pasa entre dos éxitos consecutivos,

T, es una v.a. que sigue una exp (\).

Ejemplo. Un elemento radiactivo emite particulas segtin una variable de Poisson con un promedio de
15 particulas por minuto. En ese caso, el tiempo, T', que transcurre entre la emisién de una particula y
la siguiente sigue una distribucién exponencial de parametro A = 15 particulas por minuto. Este modelo
nos permite, por ejemplo, calcular la probabilidad de que entre particula y particula pasen méas de 10

segundos, dado por
oo

P[T > 10/60] = / 15e 1t dt = 7 15/6,
1/6

Ejemplo. Recordemos que habiamos comentado que la distribucién de Poisson se solia utilizar en el
contexto de las redes de comunicaciones como modelo para el ntimero de solicitudes a un servidor por
unidad de tiempo. Segun esta caracterizacién que acabamos de ver, eso equivale a decir que el tiempo

que pasa entre dos solicitudes a un servidor sigue una distribucién exponencial.

Por ejemplo, supongamos que el nimero de conexiones a un servidor FTP sigue una distribucion de
Poisson de media 2.5 conexiones a la hora. En ese caso, podriamos preguntarnos cuél es la probabilidad
de que pasen méas de dos horas sin que se produzca ninguna conexién. Teniendo en cuenta que el tiempo

entre conexiones seguirfa una distribucién exponencial de pardmetro 2.5, esa probabilidad seria

P[T >2] = / 2.5 250y = 7°
2
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o bien
PT>2=1-P[T<2/=1-Fp(2)=1—(1—e %) =¢".

Hay una interesante y curiosa propiedad de la distribucién exponencial, conocida como propiedad de no

memoria. Si X es una v.a. con distribucion exp(A\) y ¢ y s son dos nimeros positivos. Entonces:
PIX >t+s|/X > s]=P[X > 1

La forma de demostrarlo es muy sencilla:

PX>t+snNX>s] PX>t+s4]
PX>t+sX >s= PIX > 5] = PIX > 5]
e—x(s+t)

= = e M= P[X > 1]

Vamos a tratar de entender la trascendencia de esta propiedad en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. El tiempo de vida, T', de un circuito, sigue una distribucién exponencial de media dos anos.

Calculemos la probabilidad de que un circuito dure més de tres anos:
P[T >3] = ¢ 23

Supongamos que un circuito lleva 5 anos funcionando, y que nos planteamos la probabilidad de que aun
funcione 3 afios méas. Segun la propiedad de no memoria, esa probabilidad es la misma que si el circuito

acabara de comenzar a funcionar, es decir,
P[T>3+5|T >5]=P[T >3] =e 7°

Desde un punto de vista practico, parece poco creible, porque entendemos que los 5 anos previos de
funcionamiento deben haber afectado a la fiabilidad del circuito, pero si creemos que la distribucién del

tiempo de vida de éste es exponencial, tenemos que asumir esta propiedad.

4.5.3. Distribucion Gamma

Sea X una v.a. continua que puede tomar valores z > 0. Se dice que X sigue una distribucién Gamma de

parametros a y A (y se nota X — Gamma (a, \)) si su funcién de densidad es

A ()\ac)a_l e

u(z),

o0 — — .,
donde T (z) = [, s* " 'e*ds es la funcién gamma.
Obsérvese que en el caso en que a = 1 se tiene la distribuciéon exponencial.
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1
— exp(1)
0.5 f
0 | Il | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.2
— exp(5)
0.15 f
0.1 f
0.05 f
0 | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.1
— exp(10)
0.05 f
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.10: Funciones de densidad de distribuciones exponenciales.

En el contexto de las telecomunicaciones, hay un caso especialmente interesante. Si a = n, niimero natural, la
distribucién se denomina Erlang. Lo que la hace interesante es que esta distribuciéon se utiliza como modelo

del tiempo que pasa entre n llamadas telefénicas, por ejemplo.

Otro caso particular lo constituye la distribucién x? con r grados de libertad, que no es méas que una
r 1
22
tedrica a unos datos, como veremos méas adelante.

Gamma ( ) Esta distribucién se utiliza, por ejemplo, para evaluar la bondad del ajuste de una distribucién

Sea X — Gamma (a, A). Entonces

EX =

a
A
VarX = %.

Caracterizacién de la distribucion Gamma. Sea X — P ()\) una v.a. discreta que cuenta el nimero de
éxitos en un determinado periodo de tiempo. En ese caso, el tiempo que pasa entre el k—ésimo éxito y el

k+r, T, es una v.a. que sigue una Gammea (r, ). Dado que r es un entero, en realidad es una Erlang (r, \).

Caracterizacion de la distribucién Gamma. Sean X1, ..., X, v.a. independientes con distribucion exp (A).
En ese caso, X = Z?:l X sigue una Gamma (n, A). De nuevo obsérvese que el primer parametro es un entero,

luego se trata de una Erlang.
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Figura 4.11: Funciones de densidad de distribuciones Gamma

4.5.4. Distribucién normal

Sea X una v.a. continua que puede tomar cualquier valor real. Se dice que X sigue una distribucién normal

o gaussiana, de parametros p y o (y se nota X — N (p,0)), si su funciéon de densidad es

1 (z—p)?

V2o P 202

para todo x € R.

f(x) =

Obsérvese que es la tnica distribucién que hemos visto hasta ahora que toma todos los valores entre —co y
+00.
Sea X — N (u,0). Entonces

EX =y
VarX = o2.

El propio nombre de la distribucién normal indica su frecuente uso en cualquier ambito cientifico y tecnologico.
Este uso tan extendido se justifica por la frecuencia o normalidad con la que ciertos fenémenos tienden a
parecerse en su comportamiento a esta distribuciéon, ya que muchas variables aleatorias continuas presentan
una funcién de densidad cuya grafica tiene forma de campana. Esto, a su vez, es debido a que hay muchas
variables asociadas a fenémenos naturales cuyas caracteristicas son compatibles con el modelo aleatorio que

supone el modelo de la normal:

s Caracteres morfologicos de individuos (personas, animales, plantas, ...) de una especie (tallas, pesos,

envergaduras, didmetros, perimetros, ...).
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Figura 4.12: Funciones de densidad de la distribucién normal

» Caracteres fisiologicos (efecto de una misma dosis de un farmaco, o de una misma cantidad de abono).

= Caracteres socioldgicos (consumo de cierto producto por un mismo grupo de individuos, puntuaciones

de examen...).
= Caracteres psicologicos (cociente intelectual, grado de adaptaciéon a un medio, ...).
= Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.
= Valores estadisticos muestrales, como por ejemplo la media.
= Otras distribuciones como la binomial o la de Poisson son aproximadas por la normal, ...

En general, como veremos enseguida, cualquier caracteristica que se obtenga como suma de muchos factores

independientes encuentra en la distribucién normal un modelo adecuado.

Existe otra razén més pragmaética para el uso tan extendido de la distribucién normal: sus propiedades
matematicas son, como iremos viendo, casi inmejorables. Eso conduce a que casi siempre se trate de forzar al
modelo normal como modelo para cualquier variable aleatoria, lo cual, en ocasiones puede conducir a errores
importantes en las aplicaciones practicas. Lo cierto es que también son frecuentes las aplicaciones en las que
los datos no siguen una distribucién normal. En ese caso puede ser relevante estudiar qué factores son los
que provocan la pérdida de la normalidad y, en cualquier caso, pueden aplicarse técnicas estadisticas que no

requieran de esa hipotesis.
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Tipificacion de la distribucién normal. Sea X — N (i, o). Entonces,

X_
7 = H

— N (0,1),

propiedad que suele conocerse como tipificacion de la normal.

Esta conocida propiedad tiene una aplicaciéon practica muy usual. Dadas las caracteristicas de la densidad
gaussiana, no es posible calcular probabilidades asociadas a la normal de forma exacta, ya que las integrales
del tipo

b 2
1 (z—p)
exp | ————— | dx
/a V2mro? [ 202
no pueden ser expresadas en términos de las funciones usuales, y s6lo pueden calcularse por métodos nu-
méricos. No obstante, existen tablas donde aparecen multitud de valores de la funcién de distribucion de la
distribucion N (0, 1) y a partir de ellos se pueden calcular otras tantas probabilidades, utilizando la propiedad

de tipificacion. Por ejemplo, si queremos calcular la probabilidad de que una variable X — N (i, o) esté en

el intervalo [a, b], tenemos

—u _ X—p _b- b— -
Pa<x<p=pr|tE<2"F< M:|:FZ<M)_FZ<Q “>,
g g g g (o

donde Fz (-) es la funcién de distribucion de una variable Z — N (0, 1), que puede evaluarse mediante el uso

de tablas. Vamos a verlo en un ejemplo.

Ejemplo. En el articulo “Indices de relacién peso-talla como indicadores de masa muscular en el adulto
del sexo masculino” de la revista Revista Cubana Aliment. Nutr. (1998;12(2):91-5) aparece un

colectivo de varones con un peso cuya media y desviacién estandar son, respectivamente, 65.6 y 11.7.

1. ;Coémo podemos, mediante las tablas de la N(0,1), calcular, por ejemplo, la probabilidad de que

uno de esos varones pese mas de 76.25 kilos?

17~ 117
= P[Z>091]=1-P[Z<0.91] =1-0.819

X —65.6 _ 76.25 — 65.6
P[X >76.25] = P [ }

2. ;Y la probabilidad de que pese menos de 60 kilos?

X —65. — 65.
P[X<60]:P{ 65.6 60 656]

17 = 17
= P[Z < —0.48] = P[Z > 0.48]
=1-P[Z <048 =1-0.684

3. .Y la probabilidad de que pese entre 60 y 76.25 kilos?

P60 < X < 76.25] = P[X < 76.25] — P[X < 60] = 0.819 — (1 — 0.684)
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Tabla 10:

Funcién de distribucién de la variable Normal(0,1)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.0

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8

0.9

L0
1.1

0.500000
0.539828
0.579260
0.617911
0.655422
0.691462
0.725747
0.758036
0.788145

0.503989
0.543795
0.683166
0.621720
0.659007
0.694974
0.729069
0.761148
0.7910301

0.507978
0.547758
0.587064
0.625516
0.662757
0.698468
0.732371
0.764238
0.793892

0,.815940 C 0.818589 ) 0.821214

0.841345 0.843752 (0.846136
0.864334 0.866500 0.868643

0.511966
0.551717
0.590954
0.629300
0.666402
0.701944
0.735653
0.767305
0.796731
0.823814
0.848495
0.870762

0.515953
0.555670
0.594835
0.633072
0.670031
0.705401
0.738014
0.770350
0.799546
0.826391
0.850830
0.872857

0.519939
0.559618
0.598706
0.636831
0.673645
0.708840
0.742154
0.773373
0.802337
0.828944
0.853141
0.874928

0.523922
0.563559
0.602568
0.640576
0.677242
0.712260
0.745373
0.776373
0.805105
0.831472
0.855428
0.876976

0.52790:
0.56749!
0.60642(
0.64430¢
0.68082;
0.71566
0.74857
0.77935(
0.80785!
0.83397
0.857691
0.879001

Figura 4.13: Buasqueda de probabilidades en la tabla de la N (0, 1). Valor de la probabilidad a la izquierda de

0.91

P[X <az]=P

X —

65.6 = —65.6

tan sélo tenemos que buscar el valor z =
en cuyo caso, r = 65.6 + 11.7 x 1.645.

11.7

11.7

11.7

11.7

x — 65.6

4. ;Cuéanto pesara aquel varén tal que un 5% de varones de ese colectivo pesan més que €17 Es decir,
icudl sera el valor de z tal que P[X > z] = 0.05 o, equivalentemente, P[X < z] = 0.95. Dado que

|=rlz<

2056 ta] que P[Z < 2] = 0.95, 1.645 (aproximadamente),
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Tabla 10: Funcién de distribucién de la variable Normal(0,1)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 o 0.05 0.06 0.0

0| 0.500000 ©.503989 0.507978 0.511966 0.515953 | (0.519939 0.523922 0.52790:
0.1 | 0.539828 (.543795 0.547758 0.551717 0.555670 | 0.559618 0.563559 0.56749:
0.2 | 0.579260 (0.583166 0.587064 0.590954 0.594835 | 0.598706 0.602568 0.60642(
0.3 | 0.617911 (.621720 0.625516 0.629300 0.633072 | 0.636831 0.640576 0.64430¢
0.4 | 0.655422 0.659097 0.662757 0.666402 0.67003] | 0.673645 0.677242 0.68082;
0.5 | 0.691462 (.694974 0.698468 0.701944 0.705401 | 0.708840 0.712260 0.71566]
0.6 | 0.725747 0.729069 0.732371 0.735653 0.738914 | 0.742154 0.745373 0.74857]
0.7 | 0.758036 (.761148 0.764238 0.767305 0.770350 | 0.773373 0.776373 0.77935(
0.8 | 0.788145 (.791030 0.793892 0.796731 0.799546 | 0.802337 0.805105 0.80783(
0.9 | 0.815940 (.818589 0.821214 0.823814 (.826391 | 0.828944 (0.831472 (.83397"
L0 | 0.8341345 (.843752 0.346136 0.348495 0.350830 | 0.853141 0.855428 0.85769(
1.1 0.864334 (.866500 0.858643 0.870762 0.872857 | 0.874928 0.876976 0.87900(
1.2 ] 0.884930 (.886861 0.838768 0.890651 0.892512 | (0.894350 0.896165 0.89795¢
1.3 1 0.903200 0.904902 0.906582 0.908241 0.909877 | 0.911492 0.913085 0.91465"
1.4 0919243 0.920730 0.922196 0923641 0.925066 | 0.926471 0.927855 0.92921¢
1.5 0.933193 (.934478 0.935745 0.936992 0.938220 | 0.939429 0.940620 0.94179%
1.6 #6: : 94T : —0: 0.950529 0.951543  0.95254(
1.7 1 0.955435 (0.956367 0.957284 0.958185 0.959070 0.959941 0.960796 0.96163¢

Figura 4.14: Buisqueda de valores z en la tabla de la N(0,1). Valor de Z que deja a la derecha una probabilidad
de 0.95

Teorema Central del Limite. Sean X, ..., Xy v.a. independientes, todas ellas con la misma distribucién
de probabilidad, distribucién de media px y desviacién tipica ox. En ese caso, la suma de estas variables

sigue aproximadamente una distribucién normal cuando N es elevado, es decir,
N
Y Xi~ N (N,uX, \/N0X> .
i=1

Tipificando, podemos reenunciar el Teorema Central del Limite diciendo que

Y, Xi — Nux
VNox

~ N (0,1).

Este teorema es el que proporciona una justificacion matematica del porqué la distribucion gaussiana es un
modelo adecuado para un gran nimero de fenomenos reales en donde la v.a. observada en un momento dado

es el resultado de sumar un gran nimero de sucesos aleatorios elementales.

Ejemplo. Consideremos X7, ..., Xy variables independientes con distribucion U [0, 1]. Segun el teorema
central del limite, vazl X; =~ N (0.5N, W%)- Para poner este resultado de manifiesto se ha realizado

el siguiente experimento:

Para N =1,2,5 y 10, se ha simulado una muestra de 10000 datos de Zfil X, dibujando su histograma
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Figura 4.15: Ilustracién del Teorema Central del Limite.

en cada caso. Estos histogramas aparecen en la Figura 4.15. En ella se pone de manifiesto como segin

N crece, el histograma se va pareciendo cada vez méas a una densidad gaussiana.

Ejemplo. Supongamos que estamos realizando un examen de 150 preguntas, cada una de ellas con una
puntuacién de 1 punto y que en funcién de cémo hemos estudiado, consideramos que la probabilidad
de contestar acertadamente una pregunta cualquiera es de 0.7. Démonos cuenta que el resultado de una
pregunta cualquiera sigue una distribucién B (1,0.7), cuya media es 1 x 0.7 = 0.7 y cuya varianza es
1x0.7%x(1-0.7)=0.21.

Por su parte, el resultado final de la prueba sera la suma de las 150 puntuaciones. Podriamos ver este
resultado segtin una B (150, 0.7), pero los célculos serian muy tediosos debido a los factoriales de la funcion
masa de la distribuciéon binomial. En este caso, merece la pena que utilicemos el Teorema Central del

Limite, segun el cudl el resultado final, X, seguiria aproximadamente una distribucién

N (150 x 0.7,4/150 x 0.21),

es decir, X — N (105,5.612). Asi, si por ejemplo, nos planteamos cuél es la probabilidad de aprobar,
ésta serd
P[X > 75| = P[Z > —0.952] = 0.830.

Esta aplicacién se conoce, en general, como aprozimacion normal de la binomial.

Enunciando el Teorema Central del Limite en términos de la media, X, de las variables X1, ..., Xy, podemos

decir que si N es grande,
X ~ N(u,0/VN)
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Ejemplo. Un ingeniero disena un aparato de medida que realiza una aproximacién mas imprecisa que
el aparato tradicional pero mucho mas barata. Para reducir el margen de error de la medida realizada,
el ingeniero propondra que se realicen un nimero determinado de medidas sobre el mismo objeto y que

se considere la media de estas medidas como valor final de la medida del objeto.

Inicialmente, el ingeniero hace una valoracién que le lleva a concluir que el aparato esta bien calibrado,
es decir, que la media de la medida del aparato coincide con la medida real, y que la desviacion tipica

de las medidas del aparato es igual a 0.75.

. Cuantas medidas debe proponer el ingeniero para que el error de medida sea inferior a 0.1 con un 95 %
de probabilidad?

Empecemos considerando que cada medida, X, tiene como media el verdadero valor de la medida del

iz Xi
n

objeto, xo, y desviacion tipica 0.75. Por su parte, la medida final sera X = , donde realmente nos

interesa conocer el valor de n. Para ello, tengamos en cuenta que se nos pide que
P[|X — 20| <0.1] >0.95.

y que, considerando el Teorema Central del Limite, X — N (mo, %) Por su parte,

P[|X —2| <01] =P[zg-01<X <z+01] =P [—O'WE <z 0/n

0.75 0.75

0.1y/7

—1-2x(1-P|z .
x( { <075 D

Si queremos que P [|X — x| < 0.1] > 0.95, entonces P {Z < 0'1.\/5} > 0.975, de donde 061.‘/5 >1.96y

0.75 75
entonces, n > 216.09.

Como conclusién, mas le vale al ingeniero disminuir la desviacién tipica del aparato de medida.

4.6. Cuantiles de una distribucién. Aplicaciones

Para acabar el tema vamos a ver una de las aplicaciones mas sencillas pero a la vez mas utiles de los modelos
de probabilidad. Debo decir que son numerosas las ocasiones que desde distintos ambientes cientificos y de la
Ingenieria he asesorado a profesionales con respecto a cuestiones que tienen que ver con lo que esta seccion

analiza. Los ejemplos que vamos a considerar son, grosso modo, sintesis de ellas.

Concretamente, vamos a comenzar definiendo el cuantil p (p € [0,1]) de una distribucion de probabilidad

de una v.a. X. Sea ésta discreta o continua, denominemos f (z) a su funcién masa o de densidad.

Se define el cuantil p, @, de su distribucion como el primer valor, =, de la variable tal que P [X < z] > p:

= Si la variable es discreta, @), seré, por tanto, el primer valor tal que

Yo f@)zp

z; <z
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Notese que, al ser la variable discreta, puede que no logremos obtener una igualdad del tipo > vi< fz)=

p-

= Si la variable es continua, ), sf puede obtenerse como el valor z tal que

/iof(t)dt—p,

o lo que es lo mismo, como el valor x tal que F (z) = p, siendo F la funcién de distribuciéon de la

variable.

Es muy frecuente que la probabilidad p a la que se asocia un cuantil se exprese en porcentaje. En ese caso,

los cuantiles también se pueden llamar percentiles. Por ejemplo, el cuantil 0.5 es el percentil 50, la mediana.

Desde luego, lo mas importante es que interpretemos qué significa el cuantil p de una v.a. Como en Estadistica
Descriptiva, se refiere al valor de la variable que deja por debajo de si una proporcion p de valores de la variable.
Entonces, si un valor concreto corresponde con un cuantil alto, podemos decir que realmente es un valor alto
dentro de la distribucién de probabilidad de la variable, y viceversa. Vamos a tratar de aclararlo con algunos

ejemplos.

4.6.1. La bombilla de bajo consumo marca ANTE

En el capitulo de introduccion comentabamos las especificaciones técnicas que aparecian en el envoltorio
de una bombilla de 14W de la marca ANTE, entre las que se decia que tenia una duracién de 8 anos.
Eso contradice nuestra sensacién de que este tipo de lamparas duran mucho menos y, en cualquier caso, es
una simplificacién inadmisible, porque es evidente que la duraciéon de la bombilla es una variable sujeta a

incertidumbre, es decir, una variable aleatoria.

Vamos a hacer un par de asunciones. En primer lugar, es probable que lo que quisieran decir en el envoltorio
es que la duracién media es de 8 anos (lo cudl, por cierto, también podria ser objeto de controversia).
En segundo lugar, dado que tenemos que proponer un modelo de distribucién de probabilidad para la du-
racion de la lampara, vamos a considerar el mas sencillo que suele emplearse en este tipo de aplicaciones:
la distribucién exponencial. Esta hipotesis también podria ser discutida, pero otros modelos méas complejos,
como la distribucién Weibull, complicarian bastante nuestros calculos que, por otra parte, tienen sélo fines

ilustrativos.

Por tanto, vamos a suponer que la duraciéon de la bombilla es una variable aleatoria, D, con distribucion
exponencial de media 8 anos y, por tanto, con parametro A = 1/8. Ahora que ya tenemos un modelo

probabilistico podemos plantearnos muchas cosas:
= ;Es muy probable que la lampara alcance su vida media?
o0 ]. x
P[D >8] = / —e"Sdx = e 8/8 = 0.3678794.
8

Obsérvese que eso es algo que ocurrird con cualquier exponencial: la probabilidad de que se supere la
media es s6lo del 36.79 %. Dicho de otra forma, la media es el percentil 63 aproximadamente, lo que

implica que sélo el 37 % aproximadamente de las lamparas superan su vida media... jsorprendente?

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo 93



Dpto de Estadistica e I.0. Universidad de Jaén

= ;Y cudl es el valor que superan el 50 % de las lamparas? Se trata de la mediana, Me = F~'(0.5),

donde F () es la funcion de distribucion. Por tanto, la mediana es la solucion de la ecuacion

1—e e =05,
que resulta ser Me = % = 8 x log2 = 5.545177. Luego, visto de otra forma, el 50 % de las lamparas

se rompen antes de 5.545 anos.

Para terminar, animo a los lectores interesados a que busquen informacioén sobre el computo de la vida
media de este tipo de lamparas, basado en la realizaciéon de pruebas aceleradas sobre una muestra (bastante

reducida, por cierto) de lamparas.

4.6.2. Las visitas al pediatra de los padres preocupados

Los que tenemos hijos pequenos observamos con cierta ansiedad la evolucion de su peso y su altura. Cuando
vamos al pediatra, éste pesa y mide al bebé y, obviamente, te dice como estd. Pero el problema es que no
basta con que me diga cuanto pesa y mide mi hijo o mi hija, sino que me diga cudnto pesa y cuédnto mide en

relacion con los ninos o ninas de su misma edad. En esa cuestiéon es donde entran los percentiles.

En este caso jugamos con la ventaja de que se han hecho multitud de estudios previos que determinan que
tanto el peso como la altura son variables que siguen una distribucién normal. Mé4s atn, se han determinado

las medias y las desviaciones tipicas de ninos y ninas desde los 0 meses hasta la edad adulta.

Vamos a ponernos en una situacion concreta, centrandonos en el peso. Tengo un hijo de tres meses que pesa
5.6 kilos. La pregunta es jestd gordo? ;es bajito? En cualquier caso, como de gordo o de bajito. El pediatra
sabe por estudios previos® que el peso de nifios de tres meses es una N (6,1.2). Lo que se plantea es en qué
posicion se sitia el peso de mi hijo, 5.6 kilos, dentro de esa distribucién. Si X es el peso, dado que

P[X < 5.6] = 0.369,

el pediatra me dird que mi hijo esta en el percentil 37, lo que quiere decir que es un pelin bajo de peso, pero

dentro de niveles razonables.

2Fuente: http://www.familia.cl/salud/curvas_de_crecimiento/curvas_de crecimiento.htm
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Figura 4.16: Curvas de crecimiento de 0 a 24 meses.
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Capitulo 5

Variables aleatorias con distribucion

conjunta

El matrimonio es la principal causa de divorcio.

Groucho Marx

Resumen. En el estudio de las variables aleatorias hemos pasado por alto el hecho de que un conjunto de
dos o mas variables puede verse afectado por una serie de relaciones entre ellas. El anélisis desde el punto
de vista estadistico de estas relaciones es el objetivo de este capitulo. Como caso especial, describiremos de

forma detallada el modelo que para estas relaciones proporciona la distribucién normal multivariante

Palabras clave: distribucién conjunta, distribucién marginal, distribuciéon condicionada, covarianza, coefi-

ciente de correlacion, normal multivariante.

5.1. Introduccion

El mundo real esta repleto de relaciones a todos los niveles. Nosotros, por razones obvias, estaremos intere-
sados principalmente en las relaciones que afectan a variables que describen fenémenos propios del ambiente
cientifico-tecnolédgico. Estas relaciones pueden tener muy diversas tipologias. Por ejemplo, podriamos pensar
en relaciones causa-efecto, como la que, por ejemplo, explicaria que una pagina Web tenga un tamano con-
siderable debido a que lleva incrustado varios archivos de video y audio, o la que se establece entre la edad
en afios de un vestigio y su contenido en carbono 14!. Pero no sélo tendremos relaciones causa-efecto: por
ejemplo, sabemos que el peso y la estatura de un ser humano son variables muy relacionadas, hasta el punto
que no podemos decir que una persona este obesa s6lo con saber su peso, sino que debemos valorarlo en

relacion a su estatura.

Por otra parte, cuando un fenémeno es deterministico y esta bien estudiado, las relaciones entre variables

son leyes mas o menos sencillas, pero, en cualquier caso, son inmutables. Por ejemplo,

. masa
densidad =

vol.

1Relacién que, por cierto, sabemos que permite la datacion del vestigio.
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Pero, ;qué ocurre cuando el fenémeno es aleatorio? Las variables en ese caso son aleatorias y las relaciones que
se puedan dar entre ellas no siempre tienen por qué obedecer a una ley objetiva e inamovible. Por ejemplo,
todos somos conscientes de que, como deciamos, existe una relacién entre el peso y la altura de una persona,
pero no existe una razon de conversién capaz de calcular el peso exacto de alguien a partir de su altura. Es
evidente que el tiempo de descarga de una pagina web estaré relacionado con el tamano de los archivos que
la configuran, pero jcomo de evidente? y ;de qué forma es esa relaciéon? Ambas preguntas trataran de ser
contestadas a lo largo de este capitulo.

Sean X1, ..., Xy variables aleatorias. El vector ordenado

X1

XN
es un vector aleatorio de dimension N.
Hablaremos de vectores aleatorios continuos o vectores aleatorios discretos cuando cada una de sus

variables sean continuas o discretas, respectivamente. Podrian darse vectores miztos, pero su tratamiento

estadistico no nos interesa por ahora.

Ejemplo. Consideremos el valor de una senal analogica que depende del tiempo, x (t). En esta notacion,
entendemos que el valor de la senal podria ser distinto en cada instante de tiempo ¢. Es muy frecuente
que la senal se observe realmente contaminada por un ruido aleatorio que también dependera del tiempo,

N (t). En ese caso, si observamos la sefnal en los instantes t1,...,tx, el vector

x (tl) + N(tl)

x (tn) + N (tn)

es un vector aleatorio.

Ejemplo. Se estudia el tiempo que un usuario de Internet dedica a ver una pagina WEB (T') en relacién
con variables como la cantidad de texto que contiene (T'z), el ntimero de imégenes (/) y animaciones

Flash (F) de la pagina. Entonces, el vector

es un vector aleatorio.
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Ejemplo. Se contabiliza la duracion de las llamadas telefénicas a una centralita. Para cada conjunto de

n-usuarios de la centralita, cada uno de ellos ocupa un tiempo 7T; en su llamada. En ese caso, el vector

T

es un vector aleatorio.

5.2. Distribuciones conjunta, marginal y condicionada

El principal objetivo a abordar en el tema es como medir la incertidumbre asociada a los sucesos que describe
un vector aleatorio. Ya vimos que en el caso de una variable aleatoria se trataba de hacerlo a partir de la
funcién masa o la funcion de densidad. Ahora, como vamos a ver, es algo méas complejo.

5.2.1. Distribucién conjunta

La distribucién conjunta de probabilidad de un vector aleatorio es, esencialmente, la manera en que
se reparte la probabilidad entre todos los posibles resultados del vector. Para describirla vamos a definir los

conceptos de funcién de densidad o funcién masa anélogos a los asociados a una variable aleatoria.

Sea (X7,..., Xn) un vector aleatorio discreto. Entonces, se define su funcién masa conjunta como
le,quN (1‘1, 7$N) =P [X = T1, 7XN = 'I:N] 0

Por su parte, si (X1, ..., X) es un vector aleatorio continuo, entonces, su funcién de densidad conjunta

es una funcién tal que

P [(Xl,...,XN) € AC RN] = /AC.ﬁN/fXI"H’XN (xl,...,$N>d$1...d$N

Ejemplo. Consideremos un vector aleatorio bidimensional,(X,Y)’, que tiene densidad conjunta

ce P Vsi0<y<x

0 en otro caso

fxy (fU7y) = {

En primer lugar, podemos calcular la constante ¢ teniendo en cuenta que

Ixy (z,y) dedy = 1.
R2
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Por ello,

1= / </ cemeydy> dx = / ce™ ™ (1 — ef‘”) dx = E,
0 0 0 2

En segundo lugar, por ejemplo, calculemos

de donde ¢ = 2.

1 1-y
PIX+Y <1 = / / 2e e Ydaxdy
0 Jy

= /: 2e”Y [efy — 67(17?/)} dy

(ver Figura 5.1)

o4

12

Figura 5.1: Region del plano donde se calcula la probabilidad.

Ejemplo. Consideremos dos variables, X e Y, que tienen densidad conjunta

E=si0<z<3,0<y<5

0 en otro caso

fxy (v,y) = {

Esta densidad constante en el rectangulo definido indica que la distribucién de probabilidad es uniforme

en dicho rectangulo. Vamos a calcular la probabilidad de que Y sea mayor que X (ver Figura 5.2)

3 51
PY>X:/ (/ dy)dz
[ ] \L 1
3 J—
:/5 xdx
o 15

_f_lj|3_l
T3 30" 10
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Y y>X

X

Figura 5.2: Region del plano donde se calcula la probabilidad.

5.2.2. Distribuciones marginales

Una vez que somos capaces de describir la distribucién de probabilidad de un vector aleatorio mediante su
funcién masa o su funcién de densidad conjunta, surge un nuevo problema: qué ocurre si deseamos conocer la
distribucién de probabilidad de una o més variables del vector, no del vector en su conjunto. Esa distribucién

de una o mas variables de un vector se conoce como distribucién marginal.

Sea (X1, ..., Xn) un vector aleatorio y (Xj,, ..., X;, ) un subvector de variables suyo. En ese caso:

Si el vector es continuo,

inl""’Xik (Iil, ...,xik) = / /fX1,-.~XN (1’1, ,l‘n) H d$j.
Ijg(xilnn,mik) Ej¢(l’i1a~-~ywik)

Si el vector es discreto,

fX’il’“”Xik (xily"'vxik) = Z le,...XN (xla 7x7l) .

Ejemplo. Sea el vector bidimensional (X,Y") con funcién de densidad conjunta fxy (z,y) = - e—=(yt1)

para z,y > 0.

La funcion de densidad marginal de X,
x () = xv (T = xre =e
fx (@) / fxy (z,y)dy / W dy = e
—00 0

para xz > 0.
Analogamente, la funcién de densidad marginal de Y,

1

Iy (y) = /_Oo Ixy (z,y)-dx = /0 ze "W dy = m

para y > 0.
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Ejemplo. Consideremos dos variables discretas, @ y G, cuya funciéon masa, fo ¢ (¢, 9g), viene dada por

ﬂuﬂ%m\g=0 g=1 g=2 g=3
q=0 0.06 018 024 0.12
004 012 016 0.8

q=1

Sus marginales respectivas son:

fo(a) =" fa.c(a,9)
g
0.04 +0.12+ 0.16 +0.08 si ¢ = 1
[ 06sig=0
] 04sig=1

0.06 +0.04 sig=0

{0%+QB+OM+QHﬁqO

0.1840.12 sig=1
0.2440.16 sig=2
0.124+0.08 sig=3

Ejemplo. En un ejemplo anterior considerdbamos dos variables X e Y que tienen densidad conjunta

Esi0<z<3,0<y<5

0 en otro caso

fX,Y (iC, y) = {
Vamos a calcular sus densidades marginales:

jk@%il fxy (x,y)dy
:{ fo5T15)dySiO§x§3

0 en otro caso

_f ssi0<z<3
0 en otro caso
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fy (y) = /jC fxy (z,y)dx

31 .
:{ Oﬁd:c510§y§5

0 en otro caso

_ ) 5si0<y<5
0 en otro caso

Por tanto, ambas marginales corresponden a sendas densidades uniformes.

Ejemplo. La densidad conjunta de X e Y es

20si0< <1, |yl <a?

0 en otro caso

fX,Y (LL‘, y) = {
Calculemos ambas marginales:

fx (z) = /jo fxy (z,y)dy

) [fe2adysio<az <1
0 en otro caso

_{ 4P si0<z <1

0 en otro caso

fY(y)Z[ fxy (z,y)dx
_{ f\l/@%cdxsi —-1<y<1

0 en otro caso

) I-Jylsi —1<y<1
0 en otro caso

5.2.3. Distribuciones condicionadas

Si tenemos un vector X = (Xq,..., X N)/, podemos considerar la distribucién de probabilidad de un vector
formado por un subconjunto de variables de X, (X;,, ...,Xik)/, condicionada al hecho de que se han dado

determinados valores en otro subconjunto de variables de X, X;, = x;,,..., X;, = x;,.
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Esta distribucién vendra caracterizada por su funciéon masa o su funcién de densidad condicionadas, segin

sea el vector discreto o continuo, y tendré la expresion

fX . |X < (Z‘ . )_ inlwn,Xik,le,m,le ('Tin "'7mik’xj17"'7le)
T ¢ =X e, X =T i1y ey Ly ) =
i1t g0 =i soo00 i = 170 ik fle’m’le (lev"~vle)

)
donde fx, . .X, X, ,..X; (@iys ooy Tig, Ty, - T5,) €8 la funcién masa o la funcién de densidad conjunta de
las variables X, ..., Xi, Xj,, ... X, v fx;,

conjunta de las variables X , ..., Xj,.

x;, (@j,, ..., x;) es la funcién masa o la funcién de densidad

.....

En el caso méas habitual en el que el vector tenga dimensién dos, tenemos la densidad o la funcién masa de

X condicionada a Y =y,

fX Y (:Evy)
f _, () = =“—— 22
XY y( ) Iy (v)
o la densidad o la funcion masa de Y condicionada a X = x,
_ fX,Y (iC,y)
fyix=c(y) = fx(@)

Ejemplo. Sean las variables X e Y con la funcién masa conjunta siguiente:

[ o [ 1 [ 2]
0 | 3/28 |9/28 | 3/28
1 | 3/14|3/14| o0
2 || 1/28 | o 0

Las marginales son
2+ +msiz=0
fx(@)={ s+ +0siz=1
2 +0+0siz=2

%—k%-k%siyzo
_ 3 . 3 S
fry)=9 F+5+0siy=1
1 .
55 t0+0siy=2

Como ejemplos de las condicionadas (hay 6 en total) calculemos la funciéon masa de X condicionada a
Y =1yladeY condicionada a X = 1.

l .
Esiz=0
]34
fxvar (0) =4 dsiz=1
X|v=1 & slT =
14
9 siz=2
11
2
2 siy=0
3P
frix=1(y) = Hsiz=1
28
O six=2

|
ol
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Como es evidente, una vez que tenemos caracterizada la distribucion condicionada de una variable aleatoria

al valor de otra, cualquier caracteristica de dicha distribucién, como la media o la varianza, puede calcularse

a partir de su funcién masa o su funcién de densidad.

es evidente que

fX,Y (m,y) =

En primer lugar,

si —r < x < r. La marginal de Y es anéloga,

fy (y) =

Ejemplo. Tal y como planteAbamos al comienzo del capitulo, supongamos que la posicion (X,Y) de un
teléfono movil que recibe cobertura de una antena de telefonia se encuentra dentro de un circulo de radio
r alrededor de esa antena, que supondremos sin pérdida de generalidad que se encuentra en el origen
del plano. Vamos a suponer que esa posicion es completamente al azar dentro del circulo. Eso equivale a

considerar que la densidad conjunta debe ser constante en el circulo; para que su integral sea la unidad,

si 22 +y? < r? y cero en cualquier punto fuera del circulo. Vamos a ver qué podemos averiguar sobre las

coordenadas X e Y por separado (marginales) y sobre como afectan la una a la otra (condicionadas).

Vri—z? 2 2
1 2Vre —zx
Ix (x) =/ —dy=——5—
_\r2_gz2 Tr mr

2/12

si —r < y < r. Esta claro que para cada coordenada por separado, los puntos mds densos, mds probables,

son los cercanos al origen, que es donde se da el maximo de ambas funciones.

Ahora supongamos que conocemos una de las coordenadas y veamos qué podemos decir sobre la otra:

_ fxy (z,90) 1

1

w2

fX|Y:yo (z) =

fy (wo)
si —/r2 — g8 <z < \/r% — y?. Anilogamente,

~ fxy (@oy) 1

NG

fY\X:zo (y) - fX (xO)

si —/r2 — 23 <y < \/r? — x3. Si nos damos cuenta, ambas son distribuciones uniformes, lo que equivale

a decir que saber una coordenada no me da ninguna informacién sobre la otra coordenada.

2 _ 2
24/1% — x§

Ejemplo. A las 12 de la noche de un dia de la semana comienzan a ser registrados las nuevas llamadas
a un switch de telefonia. Sea X el instante de llegada de la primera llamada, medida en segundos

transcurridos tras la medianoche. Sea Y el instante de llegada de la segunda llamada. En el modelo més
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habitual utilizado en telefonia, X e Y son variables aleatorias continuas con densidad conjunta dada por

NeMWsio<z<y
0 en otro caso

fX,Y (x,y) = {

donde A es una constante positiva. Vamos a calcular las distribuciones marginales y condicionadas que

pueden darse:

= Marginal de X:
fx (x) = / MNe Mdy = Xe ™ si 0 < z,
luego se trata de una distribucién exponencial de parametro .
= Marginal de Y :
y
fy (y) = / Ae My = )\de_/\y siy > 0.
0
Si nos fijamos, esta densidad es una Gamma (2, \), es decir una Erlang de parametros 2 y A.
= Condicionada de Y a los valores de X :

fY/X:x (y> = W

= Xe NV gy > g,

En esta expresion no debe olvidarse que x es un valor fijo, dado.
= Condicionada de X a los valores de Y :

_ fxy (90, Y)

Ix/y=y (7) = OB i si0<x<y.

Es decir, conocido el instante en que llego la segunda llamada (y), no se sabe nada de cuando llego

la primera llamada, ya que la distribucion de X condicionada a Y = y es uniforme en (0, y).

Ejemplo. Consideremos que la variable X representa el input de un canal de comunicacion, con posibles
valores +1 y —1 equiprobables, y sea Y el digito que llega al destino, con valores también +1 y —1. El
canal es un canal binario simétrico con probabilidad de cruce del 5 %.

Con los datos expuestos podemos caracterizar mediante sus funciones masa las distribuciones marginales
de X e Y, la distribucién conjunta de ambos y las dos distribuciones condicionadas posibles de cada
variable respecto de la otra.

La distribucién marginal de X viene dada por
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La distribucién marginal de Y viene dada por

PY=+1=PY =+1| X =+1]P[X =+1]+P[Y =+1 | X = —1] P[X = —1]
—0.95 x 0.5+ 0.05 x 0.5 = 0.5
P[Y =—1]=0.5,

es decir

fY(y):{ %SiyZI
1 .

La distribucién de Y condicionada al suceso X = +1 viene dada por:

095siy=1
fY|X:+1 (y) = { 0.05siy = —1
La distribuciéon de Y condicionada al suceso X = —1 viene dada por:
095siy=—-1
Frpe=—1ly) = { 0.05 sy = 1

La distribuciéon conjunta de X e Y viene dada por

fxy(@,y)=PY =y| X =z|P[X =1]
095x05 st z=4+1,y=+1
0.05x05 st xz=+1,y=-1
=4 005%x05 si x=-1,y=+1
095%x05 si x=-1,y=-1

0 en otro caso

La distribucion de X condicionada al suceso Y = 41 viene dada por

¥ () fxy (x,+1) 0.95six=1
— r)=—=
A=+ fy (+1) 0.05siz=—1
La distribucién de X condicionada al suceso Y = —1 viene dada por
fxy (x,—1) 0.05siz=1
_— r=———-—=
Fx=-1 (@) fy (1) 0.95 si 2 = —1

5.3. Independencia estadistica

En el capitulo referente a probabilidad hablamos de independencia de sucesos. Deciamos entonces que dos
sucesos A y B eran independientes si y solo si P[AN B] = P[A]- P[B].
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Esta definiciéon puede extenderse al caso en que tengamos dos variables aleatorias X e Y.

Concretamente, diremos que X e Y son estadisticamente independientes si y s6lo si

fxy (z,9) = fx () fr (y),

donde fxy (-), fx () v fyv (-) son funcién de densidad o funcién masa, dependiendo de si las variables son

discretas o continuas.

La interpretacién del hecho de que dos variables aleatorias sean estadisticamente independientes es que el
comportamiento de una no tiene ningun efecto sobre la otra y viceversa. Cabe preguntarse en ese caso, qué
sentido tiene una distribucién condicionada de una variable a otra que no guarda ninguna relacién con ella.
Vamos a comprobarlo calculando las distribuciones condicionadas de variables aleatorias estadisticamente

independientes:

ety (2) = DXy (@) _ Fx (@) fr ()
S fr ) ()

es decir, el comportamiento aleatorio de una variable aleatoria condicionada al valor de otra que es estadis-

= fx (v);

ticamente independiente de ella (descrito mediante la funcion fx|y—, (x)) es completamente igual que si no

se condiciona a dicho valor (descrito por la funcion fx (x)).

Ejemplo. Sea el vector (X,Y) con funcién de densidad conjunta

2zysiz,y>0yx+y<1
0 en otro caso

fX,Y (ZL‘7 y) = {
La funcién de densidad marginal de X :
-z
fx(x):/ HUry-dy=120(1—z)* sio<z <1
0
La funcion de densidad marginal de Y:
1-y
fr)= [ 2ayeds =120 -9)* si0<y <1,
0

Como

Ixy (,y) # fx () fr (y),

las variables X e Y no son independientes.

Ejemplo. Sea ahora el vector (X,Y") con funcién de densidad conjunta

drysi0<z,yywzy<l
0 en otro caso

fX,Y (fﬂ,y) = {
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La funciéon de densidad marginal de X:

1
fx({L')Z/ doy-dy=2xsi0<2x<1
0

La funcién de densidad marginal de Y

1
fY(Z/)Z/ dry-de=2ysi0<y<1.
0

Como

Ifxy (z,y) = fx () fr (y),

las variables aleatorias X e Y son independientes.

Ejemplo. Supongamos que dos componentes electrénicas tienen una duracién cuya distribucién de pro-
babilidad puede considerarse exponencial de parametro A = 2 horas~!. Las componentes funcionan en
paralelo, por lo que podemos considerar que son independientes. Por lo tanto, su funcién de densidad
conjunta sera

fxy (z,y) = 2727272 = 4~ 2(=FV)
siz,y > 0.

;, Cudl sera la probabilidad de que alguna de las componentes dure mas de dos horas? Podemos plantearlo

como

P[X>20Y>2=P[X>2+P[Y >2|—P[X >2NY > 2]
=P[X>2/+P[Y>2—P[X>2P[Y >2],

donde se ha utilizado en la probabilidad de la interseccion el hecho de que las variables son independientes.
Ahora s6lo bastarfa recordar que P[X > 2] =e %2 y P[Y > 2] = e 2%2.

(Cual seria la probabilidad de que la duracién total de ambas componentes sea inferior a dos horas? La

duracién total vendria dada por X + Y, luego se nos pregunta por
2 2—x
PX+Y <2 = / / 46 2@+ gy
0 Jo

= /2 [2@_23c (1 — 6_2(2_96))} dx
0

2
= 2¢72 —2¢74) dx
(
0

=(l-e*)—2"x2
=1-5¢"

De la interpretacién que hemos dado de variables independientes se sigue de manera inmediata que si dos

variables aleatorias son independientes, esto es, no mantienen ninguna relacién, tampoco lo harén funciones
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suyas. Este hecho se recoge en el siguiente resultado. Lo podemos enunciar mas formalmente diciendo que si
X e Y son variables aleatorias independientes y V = g (X) y W = h(Y) son funciones suyas, entonces, V' y
W también son independientes.

En el &mbito de las Telecomunicaciones se dan numerosas situaciones donde aparece una variable aleatoria
W, suma de otras dos variables aleatorias (generalmente continuas) estadisticamente independientes, X
e Y, es decir, W = X 4+ Y. Por ejemplo, se da cuando a una senal X se le adhiere un ruido que le es
completamente ajeno (independiente), Y. En ese caso, la suma representa la senal resultante y querremos

conocer su comportamiento aleatorio a partir del de X e Y. Esto se conoce como teorema de convolucion.

Concretamente, sean X e Y dos variables aleatorias independientes y sea W = X + Y. Entonces:

Si X e Y son continuas,
fww) = [ fr ) s w=y)-dy
= fx * fv (w)

donde fx y fy son las funciones de densidad de X e Y, respectivamente.

Si X e Y son discretas,
fw (w) =" fy () fx (w—y)
= fx * fy (w)

donde fx y fy son las funciones masa de X e Y, respectivamente.

Ejemplo. Un sistema opera con una componente clave cuya duracion, 77, sigue una distribucién ex-
ponencial de pardmetro A. Si esta componente falla, inmediatamente se pone en funcionamiento una
componente exactamente igual que hasta entonces ha funcionado en standby, cuya duracién notamos por
Ts, variable aleatoria independiente de T7.

Si pretendemos conocer la distribucién de probabilidad de la duracién total del sistema, que vendra dada
por la variable aleatoria T' = T7 + 15, podemos poner en practica el teorema de convolucién. Para ello,

tengamos en cuenta que
fr, () =Xe i =1,2,

para x > 0. Por tanto,

fr(z) = / e AN AT g = \2ze A
0

para z > 0. Como vemos, se trata de una distribucién Erlang de parametros 2 y A. Si recordamos, esta

era una de las caracterizaciones de la distribucién Erlang, suma de exponenciales independientes.

En el caso de que en vez de dos variables aleatorias se tenga un vector X = (Xq,..., X N)/, la manera natural

de extender el concepto de independencia es inmediata.
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Se dice que el vector esta formado por componentes independientes si

Ixi,oxn (@1, 2N) = fx; (T1) - oo - fxy (TN) -

Finalmente, si se tienen dos vectores aleatorios Xyx1 € Yarx1, se dice que son independientes si

fX,Y (1‘17 0y TN, Y1, 7yM) = fX (‘Tla axN) fY (yla ayM) o

5.4. Medias, varianzas y covarianzas asociadas a un vector aleatorio

Si tenemos un vector aleatorio formado por las variables aleatorias X1, ..., X y ¢ () es una funcién de estas

variables, entonces, la media o esperanza matematica de esta funcion es
oo o0
Elg(Xy,...Xn)] = / / 9 (@1, N) - fX1, X (T15 ey ) - dTpy - .- day
— 00 — 00

donde fx,. . xy (z1,...,2n) es la funcién de densidad o la funcién masa del vector aleatorio (entendiendo en

este tltimo caso la integral como una suma).

Como consecuencia inmediata de esta definicion, tenemos una primera e importante propiedad: este operador

esperanza multivariante también es lineal, en el sentido que se recoge en el siguiente resultado.

. o . . . li
Concretamente, podemos formalizarlo diciendo que si tenemos un vector aleatorio (Xi,...,Xn) y a1, ...,an

escalares cualesquiera, entonces
E [ale + ...+ OéNXN] = OélE [Xl] + ...+ aNE [XN] 5

es decir, la media de la suma ponderada es la suma ponderada de las medias. Podemos tratar de recordar
este resultado si pensamos que es exactamente la misma propiedad que tiene el operador integral, que parte

las sumas y saca fuera los escalares.

5.4.1. Covarianza y coeficiente de correlaciéon lineal

Anteriormente hemos comentado que estudiar vectores aleatorios desde una perspectiva estadistica tiene
sentido, sobre todo, porque permite analizar las relaciones que se dan entre las variables del vector. Por
ejemplo, vimos cémo los valores de una variable pueden afectar en mayor o menor medida a la distribucion

de probabilidad de las otras variables.

Sin embargo, seria muy interesante disponer de una medida numeérica sencilla de calcular y de interpretar
para cuantificar al menos en parte cual es el grado de relacion existente entre dos variables de un vector

aleatorio.
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En este sentido, dado el vector aleatorio (X,Y), se define la correlacién entre X e Y como
Rxy =mu1 = E[XY],
a partir de la cual se puede calcular la covarianza entre X e Y como

Cov(X,Y)=E[(X — EX)-(Y — EY)|= E[XY]| - EX - EY = Rxy — EX - EY.

La covarianza entre dos variables? es una medida de la asociacién lineal existente entre ellas. Sera positiva si
la relacion entre ambas es directa (si crece una crece la otra) y negativa si es inversa (si crece una decrece la

otra); ademaés, serd tanto mayor en valor absoluto cuanto mas fuerte sea la relacion lineal existente.

Para poder valorar esta relacion lineal en términos relativos se estandariza la covarianza, dando lugar a lo

que se conoce como coeficiente de correlaciéon lineal:

_ Cov [X,Y]
VVar [X]-Var[Y] -

p

Vamos a detallar claramente los posibles valores de p y su interpretacion:

= Este coeficiente es siempre un nimero real entre -1 y 1.
= Si es cero, indica una ausencia total de relacién lineal entre las variables.

= Si es uno o menos uno indica una relacién lineal total entre las variables, directa o inversa segun lo

indique el signo (esto lo veremos enseguida).

= En la medida en que esté mas lejos del cero indica una relacién lineal mas intensa entre las variables.

Si dos variables aleatorias tienen covarianza cero o equivalentemente, si Ryy = EX - EY, se dicen que son

incorreladas. Por su parte, si dos variables aleatorias son tales que Rxy = 0, se dice que son ortogonales.

Dos variables aleatorias son incorreladas si carecen de cualquier tipo de relacién lineal. Por otra parte, defini-
mos anteriormente el concepto de independencia entre variable aleatoria, que implicaba la ausencia de relacién

entre ellas. Tenemos, asi, dos conceptos, independencia e incorrelaciéon, que estan bastante relacionados.

En concreto, dos variable aleatoria independientes, X e Y, son siempre incorreladas, es decir, px y = 0. La

razon es que, por ser independientes,

fX,Y (.Z‘,y) = fX (x) ’ fY (y)a

28i se considera la covarianza de una variable aleatoria consigo misma,

Cov(X,X)=E[(X — EX)(X — EX)| = E [(X - EX)Z} = VarX,

esta cantidad coincide con su varianza.

112 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Apuntes de Estadistica para Ingenieros
luego
Rev = [ [ w s @) b )ty o
— [ stx@as [ i)y =X BY.
en cuyo caso Cov[X,Y] =0.

La pregunta obvia que surge a la luz de este resultado es: j y al contrario? ;Dos variable aleatoria incorreladas
seran independientes? O equivalentemente, ;si dos variable aleatoria no tienen ninguna relacién de tipo lineal
(incorreladas), ocurrird que tampoco tienen ninguna relacion de ningtn tipo (independientes)? La respuesta

€S que no en general.

Ejemplo. Sea « una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0, 27). Sean

X =cosa

Y =sina.
Se tiene que
27 1
EX = / cosa—da =0
0 27T
27 1
EY = / sina—da =0
0 271'

27 1
E[XY]= / sin o cos a—da
0 2m
27
= — sin 2ada = 0,
2'IT 0
por lo que X e Y son variables incorreladas. Sin embargo, puede demostrarse facilmente que no son

independientes.

Nota. La relacién mas fuerte de tipo lineal que puede darse corresponde al caso en que una variable

aleatoria Y es exactamente una combinacién lineal de otra, X, es decir, Y = aX + b. En ese caso,
pxy = 1-signo(a).
La demostracién es muy sencilla. Tengamos en cuenta que

E[XY]=FE[X (aX +b)] = aE [X?] + bE[X],
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luego
Cou(X,Y) = E[XY] - EX - EY
=aE [X?] +bE[X] — EX (aEX +b)
=a(E[X?] - EX?) =aVarX
Vary = E {((aX 1 b) — (aBEX + b))ﬂ
-5 [(aX - aEX)ﬂ —E [aQ (X — EX)2]
. [(X - EX)Q} = a®VarX,
y

Cov(X,Y) aVarX
VVarX -VarY VVarXa2VarX

PXY = =1-signo(a).

Nota. Es importante insistir en que la covarianza y su version estandarizada, el coeficiente de correlacién
lineal, proporcionan una medida de la relacién lineal, no de otro tipo. Por ejemplo, supongamos que la
Figura 5.3 representa los valores conjuntos de dos variables X e Y. Esta claro que ambas guardan una
clarisima relacién dada por una parabola: de hecho, Y = X2. Sin embargo, el coeficiente de correlacién
lineal entre ambas serd muy bajo, ya que en realidad, la relaciéon que las une no es lineal en absoluto,
sino parabélica. En este caso, lo recomendable seria, a la vista del gréfico, decir que si existe una fuerte
relacion lineal entre X e +V/Y.
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Figura 5.3: Muestra conjunta de valores de dos variables aleatorias.

Cuando se tienen muestras de pares de variables aleatorias, podemos calcular la versién muestral del coefi-
ciente de correlacién lineal. Esa version muestral dard una estimacion del verdadero valor del coeficiente de
correlacion (poblacional). Esta cuestion se aborda con més detalle en el capitulo de regresion. Aqui tan sélo
queremos plasmar con ejemplos como se traduce el hecho de que dos variables tengan un mayor o menor
coeficiente de correlacion. En la Figura 5.4 observamos representaciones conjuntas de muestras de pares de

variables en unos ejes cartesianos (nubes de puntos). Cada punto de cada eje cartesiano representa un valor
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dado de la muestra del par (X,Y’). Aparecen 4 figuras, correspondientes a 4 simulaciones de pares de variables

(X,Y) con distintos coeficientes de correlacion.
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Figura 5.4: Nubes de puntos correspondientes a distintos posibles coeficientes de correlacién lineal.
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Ejemplo. Sean X e Y las variable aleatoria que miden el tiempo que transcurre hasta la primera y la
segunda llamada, respectivamente, a una centralita telefénica. La densidad conjunta de estas variables
es fxy (z,y) =e ¥ para 0 < z < y. En un ejemplo anterior ya vimos que, logicamente, el tiempo hasta
la segunda llamada depende del tiempo hasta la primera llamada, pero jen qué grado? Vamos a abordar

este problema calculando el coeficiente de correlacion lineal entre ambas variables.

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo
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Cov(X,Y)

Como pxy = rexvoy tenemos que calcular Cov (X,Y), VarX y VarY.

E[XY] = / / zyfx,y (z,y) dedy
o Yy [e’¢) $2 )
:/ / :cye_ydxdy:/ ye Y [} dy
o Jo 0 2 1o
oo 3
— Y ey =3
/o 5e 'dy )

fx (z) = /fx,y (z,y)dy = / e Ydy =e ", para x > 0,

luego
EX = /a:fX () dx :/ xe Tdx = 1.
0
y
fyr W)= | fxy (z,y)dr = / e Ydr =ye Y, para y > 0,
0
luego
EY = /yfy () dy =/ ye Vdy = 2.
0
Por tanto,

Cov(X,Y)=3-1x2=1.
Por su parte,

E[X?] :/xzfX (x)dx/ooozzeGEda?Q

VarX =2-12=1

E[Y? = /nyy (y) dy :/ yle Vdy =6
0
VarY =6 —2% =2,

asi que, finalmente,
1
px)y = ——= = 0.707.

V1x2

El resultado indica que, en efecto, el grado de relacién lineal es alto y directo.

Las propiedades del operador esperanza son muy ttiles en la practica, por ejemplo, cuando se trata de conocer
la varianza de combinaciones lineales de varias variables. Veamos algtin ejemplo al respecto y después un

resultado general que los englobe todos.
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Ejemplo. Calculemos la varianza de X7 + Xo :

E [(X1 + XQ)Z} = B[X?+ X2 42X, X,] = B [X2] + E [X2] + 2B [X, X,]

Var (X, + Xa) = B (X1 + X2)°| = E[X) + X,

[X2] + B [X2] + 2B [X1Xo] — (EX1 + EXo)?

[X?] 4+ E[X3] 4 2E (X1 Xa] — EX] — EX3 —2EX 1 EX>
[X?] - EX] + E[X3] — EX] +2(E[X1X; — EX1EX)))
rX1+ VarXs 4+ 2Cov (X1, Xs).

E
E
E
E
Va

Ejemplo. Calculemos la varianza de X; — X5 :

E [(X1 - Xz)ﬂ = E[X2+ X2 2X,X,] = E[X2] + E[X2] — 2B [X, X,]

V(l’l" (Xl — XQ)
[X?] + B [X2] - 2B [X1Xo] — (EX) — EXo)?

(XP] + E [X3] —2E [X1Xs] — EX{ — EX; + 2EX1EX,
[X?] - EX?+ E[X3] - EX] —2(E[X1 X, — EX;1EX)))
arX1 + VarXs —2Cov (X1, Xs).

Podemos generalizar estos ejemplos en el siguiente resultado. Sea una suma de N —variables, X = Ef\il ;- X;.
Entonces,

N N
Var[X]:ZZ -Cov (X5, X;),
donde Cov (X;, X;) = Var (X;), parai =1,...,N.

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo 117



Dpto de Estadistica e I.0. Universidad de Jaén
La demostracion es bien sencilla. Como X = qu\;1 a; - BX;,

Var[X] = E [(X - X)’]

Fijémonos que, en el caso en que las variables sean incorreladas,
Var [ X E E a; - aj - Cov (X, X;) g a Var[X
=1 j=1
ya que

0siij

Cov[X,Y]=
ovl ] {Var[Xi} sii=j

5.4.2. Vector de medias y matriz de varianzas-covarianzas de un vector

Dado un vector de N—variables, X = (X1,..., Xy)', se define su vector de medias como

E[X4]
ux = : 9
E[XnN]

y su matriz de varianzas-covarianzas como
Cx = (Ci7j)i,j:1,...,N7
donde
o Var (X;) sii=j
”” Cov (X, X,) sii#j

Esta matriz contiene las varianzas de cada variable del vector en la diagonal y en el elemento (7, j) la covarianza

entre la —ésima y la j—ésima variable.

En forma matricial, la matriz de covarianzas puede definirse como

Cx nxn=F [(X_MX>N><1 (X_MX)llxN] .

Por otra parte,
Cx = E[(X — px) (X — px)'] = B[XX'] = pxpy,
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donde a la matriz E [X X'] se le suele denominar matriz de correlaciones o de autocorrelaciones, y se

le nota Rx.
Ambas matrices, Cx y Rx, son matrices simétricas.

La linealidad del operador media facilita rapidamente la expresién del vector de medias y la matriz de
varianzas-covarianzas de combinaciones lineales de vectores, como se recoge en el siguiente resultado. Concre-
tamente, si tenemos el vector aleatorio X 1 con vector de medias px y matriz de varianzas covarianzas C'x
y el vector Yyrx1 = Aprxn - Xnx1+barxi, entonces, el vector de medias y la matriz de varianzas covarianzas

de Y vienen dadas por

py = Apx +b
Cy = ACx A'.

Ejemplo. Vamos a ver que la aplicacion de este resultado facilita bastante determinados célculos. Por

ejemplo, si queremos calcular Var (X; + X3), podemos tener en cuenta que

X1+X2:(1 1)(2)

de manera que

Cov (X7, X2) VarXy 1
=VarX; +VarXs 4+ 2Cov (X1, Xs).

Var (X, +X)= (1 1) < VarX,  Cov (X1, X») ) ( 1 )

De igual forma, si queremos calcular Var (5X; — 3X5), dado que

5X1—3X2=(5 —3)<§1>7
2

se tiene que
VarX Cov(X1,X 5
Var(5X1—3X2):<5 _3) arXy ov (X1, Xo)
Cov (X1, X2) VarXy -3
=25VarX; + 9VarXs — 30Cov (X1, Xs) .

5.5. Distribucién normal multivariante

En el contexto de los modelos de distribuciones de probabilidad para variables aleatorias, la distribucion
normal constituye el ejemplo mas relevante, tanto por la frecuencia de su aplicacién en casos reales como por
la gran versatilidad de sus propiedades matematica. En el contexto de los vectores aleatorios que estamos

tratando en este capitulo, nos ocupamos de la versién multivariante de esta distribucién. De nuevo podemos
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estar seguros de que se trata del caso més interesante por dos motivos: porque aparece como modelo adecuado

en un gran namero de fenémenos de la naturaleza y porque sus propiedades matemaéticas on inmejorables.

. . li . . . . ..
Un vector formado por N variables aleatorias X = (X7, ..., Xn) se dice que sigue una distribucién normal
multivariante o distribucién conjuntamente normal o conjuntamente gaussiana, con vector de
medias px y matriz de varianzas-covarianzas C'x, si su funcién de densidad conjunta es de la forma
1 —il

1 /
= (27)" det (Cx) o {2(1:#)() O (@ pa)

donde

Cx = (Ci,j)zgj:l,...,N
Var [X;] sii=j

Cij = .
Cov [X;, X;] sii#j
= (21,...,zn5)
px = (EXy,..., EXy)'

y se nota X — Ny (px;Cx).

Vamos a destacar algunas de las excelentes propiedades de la distribucién normal multivariante. Concreta-

mente, nos centraremos en los siguientes resultados:
= Cualquier marginal sigue también una distribucién normal.
= Cualquier distribucién condicionada sigue también una distribucién normal.

= Cualquier combinacién lineal de un vector normal es también normal.

Vamos a concretarlos. En primer lugar, si tenemos un vector Xyx1 = (X1, ..., Xx)' con distribucién conjun-
tamente gaussiana de vector de medias p y matriz de covarianzas C'x, en ese caso, el subconjunto de variables
del vector, (X;1,...,X;m), con M < N también sigue distribuciéon conjuntamente gaussiana, de parametros
(Lbi1y eey M)/ y matriz de covarianzas constituida por las filas y las columnas de Cx correspondientes a las

variables Xil, vaey Xi]\/[~

. / . . . .
Ejemplo. Sea un vector (X7, X2, X3)' gaussiano, de vector de medias cero y matriz de covarianzas

S =N
— W
—_ = O

En aplicaciéon del resultado anterior, las marginales univariantes siguen las distribuciones siguientes:
X1 — N(0,2)7 Xy — N(O,?}), X3 — N(O,l)
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Por su parte, las marginales bivariantes siguen las distribuciones siguientes:

0 1 3
0 0 1
0 11

En cuanto a las distribuciones condicionales, cualquier subconjunto de variables de un vector gaussiano
condicionado a los valores de cualquier otro subconjunto de variables del propio vector sigue distribucién
conjuntamente gaussiana. Concretamente, la distribuciéon de X1 condicionada a Yy;x1 = yarx1, siendo

li . . . .
(X, Y)(M+N)><1 conjuntamente gaussiano, es gaussiana de vector de medias

E [X |Y:y] = N%xl + (CXY)NXM (0;1)1\4><M (yM><1 - ,u?\(4><1)
y matriz de varianzas-covarianzas
Var (x |Y:y) = Cx — Cxy Oy Cly,

donde el elemento (i, j) de Cxy es Cov (X;,Y;).

Ejemplo. Siguiendo con el ejemplo anterior, vamos a considerar la distribucién de X; condicionada a
(X2, X3)" = (0.5,0.25)".

Segin el resultado, ésta es gaussiana, de vector de medias

-1
3 1 0.5—-0
EX —o. —025/ =04+ 1 0 =0.125
[X1 |x,=0.5, X3=0.25] ( )(1 1) (0'25_())

y matriz de covarianzas (es decir, varianza)

~1
3 1 1
Var (X1 |x,=0.5, x3=0.25) = 2 — ( 10 ) ( . ) ( 0 ) =15

Ejemplo. Como caso particular, vamos a describir con mas detalle el caso bivariante, tanto en lo que

respecta a su densidad como a las distribuciones marginales y condicionadas.

/! . . A . . .
Sea por tanto un vector (X,Y),, ,, con distribucién conjuntamente gaussiana de vector de medias
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!/ . .
(tx,py)" y matriz de covarianzas

C - O'g( pPOXOYy
(X,y) — 2 )
pPOXOYy Oy

donde p = EX.Y)

. s _ 2 2
oxos ©s el coeficiente de correlacion lineal. Entonces, det C(x y) = ox oy (1-p?)y
1 1 __P
ol = o3 oxOY
XY) 71 —p2\ __» 1 ‘
OX0y 0y
Por tanto, la funciéon de densidad conjunta es

fx (@,y) :
z,y) =
XY Y 2roxoyy/1 — p?

,ex{ -1 [(x—ﬂx)g%(ﬂﬁ—uag)(y—uy)
l2a-m) 5

Ox

2
(y — py)
+ 5 .
Ox0y Oy
Esta funcién alcanza su maximo, 1

sroay i O el punto (ux, ).
Evidentemente, las distribuciones marginales son N (HX, o'g() y N (”Y’ Gy)'

En lo que respecta a las distribuciones condicionadas, aplicando el tltimo resultado tenemos que

ox
XY=y0—>N(ux+pay(yo—uy);0§< (1—,02))

o
YX:x0—>N<uy+pJ)i(xo—ux);aff(l_f)).

Obsérvese que, curiosamente, la varianza condicionada no depende del valor que condiciona. Esto tendra
importantes repercusiones més adelante.

Continuando con las propiedades, una de las mas tutiles es su invarianza frente a transformaciones lineales

. . / . . ., .
Concretamente, si tenemos un vector aleatorio Xyx1 = (X1, ..., Xn) con distribucién gaussiana, vector de
medias pux y matriz de covarianzas C'x, entonces una combinacién lineal suya,

Yusxi =Amxn - Xnxi + barxa

tiene distribucién gaussiana de vector de medias puy = A - ux + b y matriz de covarianzas Cy = A-Cx - A'.

Ejemplo. Sean dos variable aleatoria X; y X5 con distribucién conjuntamente gaussiana con medias

cero, varianzas 0%, =4y 0%, = 9y covarianza, cx, x, = 3. Si estas variables se transforman linealmente

122
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Figura 5.5: Ejemplos de densidades de la normal bivariantes con ux = uy =0, 0x =oy =1y p=0, 0.5,
—0.5y 0.9. (En http://www.ilri.org/InfoServ/Webpub /Fulldocs /Linear Mixed Models/AppendixD.htm).
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en las variables

Vi = X1 —2X,
Yy = 3X, + 4Xo

las nuevas variables tienen distribucién conjuntamente gaussiana, con medias

( ), (1 =2 0y (0
lu’Yl 9 /’(’Y2 - 3 4 O - 0
y matriz de covarianzas
032/1 vy, | (1 -2 4 3 3\ 28 —66
CY,,Y, 0%/2 3 4 39 -2 4 —66 252

Otra de las més importantes propiedades es que se trata del inico caso en el que independencia e incorrelacién

son equivalentes. Es decir, si Xyx1 es un vector con distribuciéon conjuntamente gaussiana, entonces sus

componentes son incorreladas si y sélo si son independientes.

La demostracion es sencilla. Ya sabemos que si son independientes son incorreladas (incluso si la distribucion
no es conjuntamente gaussiana). Por su parte, para probar que si son incorreladas entonces son independientes
s6lo hay que tener en cuenta que si son incorreladas, la matriz de covarianzas es diagonal y la densidad

conjunta puede expresarse como producto de las marginales, ya que

1 1 A
fx (x1,..,zn) = expd =% (x — Voo (o — )
X N (271-)N det (C'x) p{ D) Bx X X }
1 1 N Ti — 2}
- exp 772
(2m)" of..0% { 2 i=1 < Ti )

donde z = (21, ...,xn)", px = (1, pin) ¥

Cx =
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Capitulo 6

Distribuciones en el muestreo

Pocas observaciones y mucho razonamiento conducen al error; muchas observaciones y poco

razonamiento, a la verdad.
Alexis Carrel

Resumen. En este capitulo se pretende llamar la atenciéon acerca de que los parametros muestrales son
en realidad variables aleatorias. Se analiza asi la distribucion de probabilidad de la media muestral y de la

varianza muestral en diversas situaciones.

Palabras clave: distribuciones en el muestreo, t de Student, F de Snedecor.

6.1. Introduccion

Al estudiar el concepto de variable aleatoria, dijimos que viene motivado porque muchas de las variables que

se observan en la vida real, en el ambiente de las Ingenierias en particular, estan sujetas a incertidumbre.

Eso quiere decir que si nosotros obtenemos algunas observaciones de esas variables (muestras), los datos
no son iguales. Es mas, si obtenemos otras observaciones, las dos muestras tampoco serdn ni mucho menos
idénticas.

Por tanto, al hablar de distribuciones teéricas de probabilidad, lo que pretendiamos era proponer un modelo
que permitiera calcular probabilidades asociadas, no a una muestra en particular de datos, sino a todas las
posibles muestras, con todos los posibles datos de la variable.

Recordemos el ejemplo que pusimos: las distribuciones de probabilidad son como un traje que elegimos para
ponernos cualquier dia durante un periodo de tiempo amplio. En la medida que el traje de una variable,
su distribucién, le quede bien, los resultados que obtengamos mediante el célculo de probabilidades podran
aplicarse a cualquier dato o conjunto de datos de la variable. Pero igualmente, si un traje (una distribucion
de probabilidad teorica) no le queda bien a una variable, los resultados tedricos, obtenidos a partir de una
funcién masa o una funciéon de densidad tedricas, pueden no ser realistas respecto a los resultados empiricos

que se obtengan mediante muestras de la variable.

., Qué nos queda por hacer a lo largo del curso? Dado que, en general, las distribuciones teéricas de probabilidad

dependen de uno o mas parametros, lo que nos ocupara gran parte del resto del curso es tratar de elegir
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adecuadamente esos parametros. En el ejemplo de los trajes podiamos pensar que esto es como aprender a

escoger la talla del traje.

En este capitulo vamos a comenzar con algunas cuestiones teéricas acerca de lo que implica el proceso de
muestreo, previo a la eleccién de los parametros y, posteriormente, nos vamos a centrar en resultados que

implica el muestreo de datos de variables que siguen una distribucién normal.

6.2. Muestreo aleatorio

En multitud de ambitos de la vida real es evidente que la mejor forma de aprender algo es a partir de la
experiencia. Eso quiere decir que solemos utilizar aquello que vemos para aprender pautas y conductas que

luego generalizamos.

En Estadistica pasa algo muy similar: necesitamos basarnos en muestras de una variable para poder aprender

de ellas y generalizar, inferir, aspectos referentes a las muestras a toda la poblacion.

Sin embargo, como en la vida real, en Estadistica también debemos ser muy cuidadosos con los datos sobre los
que basamos nuestro aprendizaje. ;Qué pasaria si basamos nuestro aprendizaje en experiencias incorrectas o

poco significativas?

Para que esto no ocurra debemos basarnos en muestras donde todos los individuos de la poblaciéon puedan
verse representados. Por otra parte, es evidente que cuanto mayores sean las muestras mas fiables deberian

ser nuestras inferencias.

El concepto clave en este planteamiento es el de muestra aleatoria simple. Supongamos que estamos obser-
vando una variable aleatoria, X, en una poblacién determinada. Ya dijimos que una muestra aleatoria simple
de X consiste en la recopilacién de datos de la variable, mediante la repeticion del experimento al que esta

asociada, con dos condiciones bésicas:

1. Que todos los elementos de la poblacién tengan las mismas posibilidades de salir en la muestra.

2. Que las distintas observaciones de la muestra sean independientes entre si.

En ese caso, los valores que toma la variable en cada una de las observaciones de una muestra de tamano
n, Xi,...,Xp, son en si mismos, variables aleatorias independientes que siguen la misma distribucién de
probabilidad, llamada distribucién poblacional. Esta distribucion es, en principio, desconocida, por lo
que se intentara utilizar la muestra para hacer inferencia sobre ella y, al menos, aproximar la forma de esta

distribucion.

6.3. Distribuciones en el muestreo

Supongamos que estamos observando una variable aleatoria X, y que obtenemos una muestra aleatoria
simple suya, 1, ...,z%. Con esos datos podemos calcular la media de la muestra, 71, y la desviacién tipica de
la muestra, s1, por ejemplo.

Pero debemos ser conscientes de lo que significa muestra aleatoria. El hecho de que hayan salido los valores

x1, ...,z es fruto del azar. De hecho, si obtenemos otra muestra, 7, ..., 22

n’

obtendremos otra media, Ty y

otra desviacién tipica de la muestra, ss.
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Y si, sucesivamente, obtenemos una y otra muestra, obtendremos una y otra media muestral, y una y otra
desviaciéon tipica muestral. Por lo tanto, en realidad, lo que estamos viendo es que la media y la varianza
muestrales (y en general, cualquier parametro de una muestra aleatoria simple) son, en realidad, variables

aleatorias que, como tales, deben tener su distribucion, su media, su varianza...

Vamos a recordar dos definiciones que ya introdujimos al comienzo del curso.

Un parametro muestral es un parametro (media, varianza, ...) referido a una muestra de una variable
aleatoria.
Un parametro poblacional es un parametro (media, varianza, ...) referido a la distribucién poblacional de

una variable aleatoria.

Pues bien, asociados a estos dos conceptos tenemos ahora las siguientes definiciones.

La distribuciéon en el muestreo de un parametro muestral es su distribucién de probabilidad.

El error estandar de un parametro muestral es la desviaciéon tipica de su distribucién en el muestreo.

El problema es que, en general, es bastante dificil conocer la distribucién en el muestreo de los pardmetros

muestrales.

Sin embargo, el caso en el que resulta mas sencillo hacerlo es probablemente el mas importante. Como vamos
a ver, si la variable que observamos sigue una distribucién normal, podremos conocer de forma exacta las

distribuciones en el muestreo de los dos pardmetros més importantes, la media y la varianza.

.Y sila variable no es normal? Si lo que pretendemos es estudiar la media y la varianza muestrales, recordemos
que el Teorema Central del Limite nos dice que si una variable es suma de otras variables, su distribucién es
aproximadamente normal, y la media es suma de las variables de la muestra. Es decir, si la variable no es

normal, todavia podemos tener confianza de que lo que hagamos para variables normales puede ser vélido.

6.4. Distribuciones en el muestreo relacionadas con la distribucion

normal

En este apartado simplemente vamos a presentar una serie de resultados acerca de la distribucién en el
muestreo, es decir, acerca de las distribuciones de probabilidad, de algunos parametros muestrales que pueden

obtenerse asociados a una variable aleatoria normal.

Algunas de estas distribuciones aparecen por primera vez, asi que debemos definirlas previamente. Por otra
parte, sus funciones de densidad son bastante poco tratables. Esto no es ningun problema hoy en dia, gracias
al uso que podemos hacer de los ordenadores para cualquier calculo. Ademés, para poder trabajar con ellas
cuando no tenemos un ordenador a mano, existen tablas que pueden ser impresas en papel con muchos valores

de sus funciones de distribucién.

Nota. Una de las primeras distribuciones en el muestreo sera la x2. Recordemos que una distribuciéon y? con

n grados de libertad es una distribucién Gamma de parametros 4 y %
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Si Z es una variable aleatoria normal estandar y S una x? con n grados de libertad, siendo ambas indepen-

dientes, entonces
Z

\/S/n

sigue una distribucién llamada ¢t de student con n grados de libertad.

Si Sy y S, son variables aleatorias con distribucién x? con n; y ny grados de libertad independientes, entonces

Sl/nl
F:
Sz/ng

sigue una distribucién que se denomina F' con n; y ny grados de libertad.

Con estas definiciones ya podemos dar las distribuciones en el muestreo de algunos parametros muestrales

importantes asociados a la normal:

= Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una variable N (u, o). Entonces, el parametro muestral

_ X
Snfl/\/ﬁ

sigue una t de Student con n — 1 grados de libertad.

t

= Sea una muestra X, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una variable N (u, o). Entonces, el para-

metro muestral )
2 (TL - 1) Sn—l
X - 0_2

sigue una x? con n — 1 grados de libertad.

= Sean X;,..., X, eY1,...,Y,, muestras aleatorias simples de variables independientes con distribuciones

N (p1,0) y N (us2,0). Entonces, el pardmetro muestral

(X—Y) — (p1 — p2)

t= )
Spr/ s + 75
donde ) )
g2 _ (n —1)(Sp_1)" + (na—1) (S72_,)
D - b

ny+no —2

sigue una t de Student con nq + ny — 2 grados de libertad.

= Sean Xi,..., X, eYq,...,Y,, muestras aleatorias simples de variables independientes con distribuciones

N (p1,0) y N (us2,0). Entonces, el pardmetro muestral

2 (n1+n2—2)S§
X - 2 I

o
sigue una x2 ny + no — 2 grados de libertad.

= Sean Xi,..., X, eY,...,Y,, muestras aleatorias simples de variables independientes con distribuciones
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N (p1,0) y N (us2,0). Entonces, el pardmetro muestral

(5711,—1)2/0%
(S72171)2/‘7%

sigue una distribucién F' con ny — 1 y no — 1 grados de libertad.

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo 131



Dpto de Estadistica e I.0. Universidad de Jaén

132 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Capitulo 7

Estimacion de parametros de una

distribucion

iDatos, datos, datos! -grit6 impacientemente-. No puedo hacer ladrillos sin arcilla.

Sherlock Holmes (A. C. Doyle), en Las aventuras de los bombachos de cobre

Resumen. Se describen las técnicas més usuales para estimar la media, la varianza y otros parametros

poblacionales mediante valores aislados (estimacion puntual) o mediante intervalos de confianza.

Palabras clave: estimador puntual, método de los momentos, método de méxima verosimilitud, intervalo

de confianza, nivel de confianza.

7.1. Introduccién
En Estadistica hay tres formas de inferir un valor a un pardmetro de una poblacion:

= Estimando el valor concreto de ese pardmetro.
= Estimando una region de confianza para el valor del pardmetro.

= Tomando una decisién sobre un valor hipotético del parametro.

Ejemplo. El rendimiento de un equipo de trabajo en una cadena de produccién puede estar representado
por el nimero medio de componentes producidas. Supongamos que un ingeniero pretende proporcionar

informacién acerca de este promedio en su equipo. Existen varias posibilidades:

= Podria simplemente tratar de estimar el promedio de componentes producidas a través de un tinico

valor estimado.

= Podria proporcionar un intervalo de valores en el que tenga mucha confianza que se encuentra el

valor promedio.
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= Podria comparar el valor promedio de su equipo con un valor hipotético para, por ejemplo, demos-

trar a la empresa que tiene un mejor rendimiento que el promedio general de la empresa.

En este capitulo nos centraremos en la primera y la segunda forma, que consisten en proporcionar un valor
que creemos que estd cerca del parametro (estimacion puntual) o en proporcionar un intervalo en el que
confiamos que se encuentra el parametro desconocido (estimacion por intervalos de confianza). La tercera

posibilidad se estudiara en el capitulo de contrastes de hipoétesis.

7.2. Estimacién puntual

7.2.1. Definicién y propiedades deseables de los estimadores puntuales
Un estimador puntual, §, es una regla que nos dice cémo calcular una estimaciéon numérica de un pardmetro

poblacional desconocido, €, a partir de los datos de una muestra. El nimero concreto que resulta de un céalculo,

para una muestra dada, se denomina estimacién puntual.

Ejemplo. Si deseamos obtener estimaciones de la media de una variable aleatoria, lo que parece mas logico

seria utilizar como estimador la media muestral. Cada media muestral de cada muestra seria una estimacién

puntual de la media poblacional.

., Qué seria deseable que le pasara a cualquier estimador? ;Qué buenas propiedades deberia tener un buen

estimador? Vamos a ver dos de ellas.

En primer lugar, parece légico pensar que si bien el estimador no proporcionard siempre el valor exacto del
parametro, al menos deberd establecer estimaciones que se equivoquen en igual medida por exceso que por

defecto. Este tipo de estimadores se denominan insesgados.

Un estimador 6 de un pardmetro 6 se dice insesgado si
E 0] =o.
Se denomina sesgo de un estimador a ‘E [é} = 9‘ .

Observemos que para comprobar si un estimador es insesgado, en principio es necesario conocer su distribucion

en el muestreo, para poder calcular su esperanza matemaética.

Ademés de la falta de sesgo, nos gustaria que la distribuciéon de muestreo de un estimador tuviera poca
varianza, es decir, que la dispersion de las estimaciones con respecto al valor del parametro poblacional, fuera

baja.

En este sentido, se define el error estandar de un estimador como la desviacién tipica de dicho estimador,

y se nota s.e.
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El estimador insesgado de minima varianza de un parametro 6 es el estimador 6 que tiene la varianza

més pequena de entre todos los estimadores insesgados.

Hay que decir que no siempre es facil encontrar este estimador, y que en ocasiones se admite un ligero sesgo

con tal que la varianza del estimador sea minima.

7.2.2. Estimacion de la media de una v.a. La media muestral

Sea una v.a. X, y una muestra aleatoria suya, X, ..., Xy. Entonces, la media muestral,

X1+ ...+ Xy

X:
N

es un estimador insesgado de F [X] y su error estandar es

7) = IX
s.e.(X) = Wik

El resultado establece algo que podia haberse intuido desde la definicion de la media o esperanza matematica
de una distribucion de probabilidad: si tenemos unos datos (mas) de una v.a., una estimaciéon adecuada de

la media de la v.a. es la media de los datos.

Hay que tener mucho cuidado con no confundir la media de la v.a., es decir, la media poblacional, con la
media de los datos de la muestra, es decir, con la media muestral.

Por otra parte, el error estandar hace referencia a ox, que es un pardmetro poblacional y, por lo tanto,
desconocido. Lo que se suele hacer es considerar la desviacién tipica muestral como una aproximacién de la

poblacional para evaluar este error estandar.

7.2.3. Estimacién de la varianza de una v.a. Varianza muestral

Sea una v.a. X y una muestra aleatoria simple suya, X, ..., X . Entonces, la varianza muestral,

52 _ Z'fil (XZ — X)2
X,N—-1 — N —1

es un estimador insesgado de Var [X].

Nota. Al hilo del comentario previo que hicimos sobre la media muestral como estimador natural de la
media, ahora quizd sorprenda que en el denominador de la varianza muestral aparezca N — 1 y no .

En este sentido, si consideramos el estimador

52 _ Z'fil (XZ — X)2
X,N — N )
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se trataria de un estimador no insesgado. A este estimador de la varianza se le conoce habitualmente
como cuasivarianza muestral. Ojo, hay que advertir que en algunos libros la manera de nombrar a la

varianza y a la cuasivarianza muestrales es justo al contrario.

2

Nota. El que la varianza muestral, S%, ,, sea un estimador insesgado de la varianza, 02, no implica que la

desviacion tipica muestral, Sy_1 = /S%_,, sea un estimador insesgado de o, pero en este caso si ocurre asi.

Ejemplo. Mediante R hemos generado una muestra aleatoria simple de 1000 valores de una distribucion
N (0,1). Sabemos, por tanto, que la media (poblacional) de los datos es 0 y que la varianza (poblacional)
es 1. No obstante, vamos a suponer que desconocemos de qué distribucion proceden los datos y vamos a

tratar de ajustar una distribucién teoérica partiendo de los valores de la muestra:

X1x1000 = (—0.9459, —0.9557,0.2711,0.2603, 1.014, ...)

Para empezar, debemos pensar en una distribucién adecuada. Para ello puede observarse el histograma
de los datos por si éste recuerda la forma de alguna funcién de densidad conocida. En este caso, el
histograma de la muestra aparece en la Figura 7.1, histograma que recuerda claramente la funcién de
densidad de una distribucién normal.

La pregunta inmediata una vez que se opta por ajustar mediante una distribucién normal es ; qué normal?
Es decir, ;qué media y qué varianza se proponen para la distribucién que queremos ajustar a estos datos?
Una respuesta a esta pregunta la proporcionan los estimadores insesgados que hemos encontrado para
estos parametros. Concretamente,

T =—0.0133

S999 = 09813,

por lo que ajustariamos los datos de la muestra x mediante una distribucién
N (—0.0133,0.9813) .

La densidad de esta distribuciéon aparece también en la Figura 7.1, en trazo continuo, y se observa que

ajusta muy bien la forma del histograma.
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Histograma de la muestra

S —

: TN

Densidad

Figura 7.1: Histograma para la muestra xjx1000 con 30 intervalos y funcién de densidad de la distribucién
N (—0.0133,0.9813).

7.2.4. Estimacién de una proporcién poblacional

Supongamos que deseamos estimar una proporcion p, desconocida, que representa la probabilidad de un
suceso dentro de un espacio muestral. Para ello, se realizan N experimentos asociados al espacio muestral y
se cuenta el n? de veces que ocurre ese suceso del cual queremos estimar su probabilidad, k. En ese caso, la

proporcién muestral,
.k
b= Nv

es un estimador insesgado de p. Ademaés, su error estandar es

. /p(l—p)
s.e.(p) = N

Sobre el error estandar, obsérvese de nuevo que, dado que p es desconocido, en realidad la expresion de s.e.(p)
no puede evaluarse. Sin embargo, es bastante comn que si el tamano de la muestra, N, es grande, se utilice

el valor de la estimacién, p, en lugar de p en esa expresion.

De todas formas, obsérvese también que la funcién f(p) = p(1 — p) es menor que 7 si 0 < p < 1, luego

Es por ello que siempre podemos dar esta cantidad, ﬁ, como cota superior del error estandar.

Ejemplo. Si el nimero de varones en una muestra de 1000 individuos de una poblacién es 507, podemos

aproximar la verdadera proporcién de varones en toda la poblaciéon mediante

. 007
con un error estandar por debajo de Nﬁ = 0.01581139. La estimacién del error estandar de la
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estimacion seria \/0.507 x 0.493/1000 = 0.01580984: en este caso, las diferencias son inapreciables.

7.2.5. Obtencién de estimadores puntuales. Métodos de estimacién

Hasta ahora hemos puesto un ejemplo acerca de la estimacion de la media o la varianza de una poblacién
mediante la media y la varianza muestral. Sin embargo, nosotros hemos visto muchas distribuciones teéricas
que no dependen directamente de la media o la varianza. Por ejemplo, la binomial depende de p, la Gamma

de dos pardametros, a y A, ... ;Como obtener estimadores de estos parametros?

Existen diversos métodos de estimacion de parametros. Nosotros vamos a ver dos de los més sencillos.

7.2.5.1. Meétodo de los momentos

Vamos a explicar el método sélo para distribuciones de uno o dos pardmetros poblacionales, que son las

dnicas que hemos visto nosotros.

Sea z1,...,x, una muestra de una variable aleatoria X:
1. Si la distribucién de X depende de un so6lo pardmetro, 6, la media poblacional de X, F [X] = p, sera

funcion de 0, p = f(0). En ese caso, el estimador mediante el método de los momentos de 6, é, se

obtiene despejéndolo (si es posible) de la ecuacion T = f (é)

2. Si la distribucion de X depende de dos parametros, 61 y 62, la media poblacional de X, F [X] = p, sera
funcion de ambos, u = f (61,02) e igualmente la varianza poblacional estara expresada como funcién
de estos pardmetros, VarX = o2 = g (01,02). En ese caso, los estimadores mediante el método de los

momentos de 6, y 02, 0, y ég, se obtienen despejandolos (si es posible) del sistema de ecuaciones

T=f (él,ég)

S%_l =g (él,ég) .

Ejemplo. En la distribuciéon binomial sabemos que FX = np, por lo que p = % Por tanto, dada una

muestra de tamano N de la variable, el método de los momentos propone como estimador de p a

3|8

ﬁ:

Por cierto, este estimador coincide con el que habiamos considerado en un principio, que era la proporcién
muestral, es decir, p = k/N, pero puede haber alguna confusiéon en la notacién. Veamos porqué.

Se supone que tenemos una muestra de tamano N de datos de una binomial de pardmetro n, es decir,
tenemos n experimentos, N veces, o sea, un total de n x N experimentos, con ). z; éxitos. Luego, en

p:n:an’

efecto,

es decir, la proporcién muestral, cociente del n? de éxitos entre el n? total de experimentos. No debemos

confundirnos con la expresion k/N que pusimos antes porque N no significa lo mismo en ambos casos.
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Ejemplo. En la distribucion geométrica sabemos que FX = 11) —1, de donde p = ﬁ, luego el método

de los momentos propone como estimador a

—_

S
I

Ejemplo. En el caso de la binomial negativa tenemos dos parametros. Se sabe que

gx - @(1-p)
p

VarX = a=p (a ;p)
D

De esta expresion debemos despejar a y p. Dado que

EX
=D
VarX
se tiene que
EX 2
p VarX EX
a=FEX x =FX x ar =
EX
1—p 1-v=% VarX — EX
de donde se proponen como estimadores
R x
p =
3?)(,N-1
. z°
a =

7.2.5.2. Meétodo de maxima verosimilitud

Este método obedece a un principio muy légico: dada una muestra, escojamos como estimaciones aquellos
valores de los pardmetros que hagan mds creibles, mds verosimiles, los datos de la muestra.

Para desarrollar el método debemos tener en cuenta que si tenemos una muestra aleatoria simple de una
variable X, 1,...,2,, y la funcion masa o densidad de la variable es p(z), entonces la funcién masa o
densidad de la muestra es

p(T1, .., xpn) =p(x1) ...p(xh) .

Esta funcién masa o densidad representa en cierto modo la credibilidad de los datos de la muestra.

Dada una variable aleatoria X con funcién masa o funcion de densidad p (z), que depende de uno
o dos pardametros, y una muestra aleatoria simple de X, x1, ..., ,, la verosimilitud de la muestra
es la funcion

L=p (1)),

funcién que dependera de los parametros desconocidos de la variable.
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Dada la verosimilitud de una muestra, L,
si L depende de un so6lo parametro, 6, entonces el estimador maximo-verosimil de 6 se obtiene

resolviendo el problema de méaximo siguiente:

6 = arg {meéx L} .

si L depende de dos parametros, 6, y 02, entonces los estimadores maximo-verosimiles de

01 y 65 se obtienen resolviendo el problema de maximo siguiente:

(él,ég) = arg [méx L} .

01,02

Nota. Dado que el méximo de una funcién coincide con el méximo de su logaritmo, suele ser muy util

maximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud en vez de la funciéon de verosimilitud.

Ejemplo. Vamos a calcular el estimador méaximo verosimil del parametro p de una distribucién B (n, p)

basado en una muestra z1, ...,z y.

En primer lugar, la funcién de verosimilitud es

Su logaritmo resulta
N N N

InLy oy (p)zln(” ( ))"‘(E xl> ><1np—|—<nN— E m1> In(1-p).
i=1 i=1 i=1

Para maximizar esta funcién derivamos respecto a p e igualamos a cero:

iz nN -0 —0
p l—p ’

de donde N )
p__ Zi:1 L _ T %

T

Luego el estimador es
ﬁ =

S|&

Obsérvese que coincide con el estimador que obtuvimos por el método de los momentos.

Ejemplo. Vamos a calcular el estimador méximo verosimil del parametro A de una distribucion exp (A)

basado en una muestra x1,...,TN.
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Funcién de verosimilitud:

Logaritmo de la funcién de verosimilitud:

InLy  on (A)=NInh— AZ:@,.

i=1
Para maximizar esta funciéon, derivamos respecto a A e igualamos a cero:

N

%—inzo,

i=1

de donde N
5\ = =

N
D1 T

De nuevo el estimador maximo verosimil coincide con el proporcionado por el método de los momentos.

ST

Ejemplo. En el caso de la distribucién normal, tenemos dos pardmetros. Veamos cémo proceder en esta

situacion. Vamos a preocuparnos por los estimadores de la media y de la varianza:

La funcién de verosimilitud:

1 _(=i—n)? 1 N 2 (wi-n)?
Lzl,...,mN(MUQ):HWe :( )e o

i=1

Su logaritmo:

N N N i~ ?
InLy, . 2 (M,Uz) =—3 In (27) — 5 In (02) — W.

Debemos maximizar esta funcién como funcién de p y o2. Para ello, derivamos respecto de ambas

variables e igualamos a cero:

d 2 Zf\il (371 — ’u)
g L (0% = = B
ElﬂLzh N (M,o ) T 952 T 9 ((72)2 -

N N
S (i) = S~ Nu=0,
i=1 =1
de donde
" Zil Ti
= N =z
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Estimadores por el Estimadores por el método
Modelo , .. o e
método de los momentos de maxima verosimilitud
B i) p=2 p=2
P () A=Z A=Z
Geo (p) P= 143 P= 11z
— py
BN (a,p) 0= 52—, p= 5= Solo por métodos numéricos
Sx,.N-1"% Sx,N-1
exp (\) A=1 A=1
Gamma (a, \) a= sz LA = e Sé6lo por métodos numéricos
n—1 n—1
N(M7U) A=, 0=sp_1 fp=12T, 0 =5n

Cuadro 7.1: Estimadores por el método de los momentos y de méxima verosimilitud de los parametros de las
distribuciones mas usuales.

De la segunda, sustituyendo en ella y por Z,

Zilil (z; — j)2 o ﬂ

(0_2)2 - 0-2 ’
de donde N )
52 > iy (@ — T) — g2
N n

Nota. De nuevo hay que llamar la atencién sobre el hecho de que hemos buscado un estimador, de
méxima verosimilitud, de 02, no de . Sin embargo, no es muy dificil demostrar que el estimador de

maxima verosimilitud de o en la distribucién normal es la cuasidesviacion tipica muestral, s,,.

7.2.6. Tabla resumen de los estimadores de los parametros de las distribuciones

mas comunes

En toda esta seccién, supongamos que tenemos una muestra xi,...,xy de una variable aleatoria X. Los
estimadores segtn el método de los momentos y de méxima verosimilitud de los pardmetros segin las distri-

buciones que hemos descrito aparecen en el Cuadro 7.1.

7.3. Estimacién por intervalos de confianza

Sea z1, ..., zy una muestra de una determinada v.a. X cuya distribucién depende de un pardmetro desconocido
6. Un intervalo de confianza para 6 con un nivel de significacion «, I (z1,...,2x), es un intervalo real

que depende de la muestra, pero que no depende de 6 tal que
PlOel(x,...zn)]=1—a.
Al valor 1 — « también se le llama nivel de confianza.
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Confidence intervals based on z distribution Confidence intervals based on z distribution Confidence intervals based on z distribution
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Figura 7.2: Distintos intervalos de confianza para una media a un 68 % (izquierda), a un 90 % (centro) y
a un 99 % (derecha). Puede observarse que aumentar el nivel de confianza hace mas amplios los intervalos.
También puede observarse que no todos los intervalos contienen a la media poblacional (0), pero que el n®
de éstos malos intervalos disminuye conforme aumentamos el nivel de confianza.

Obsérvese que la filosofia de cualquier intervalo de confianza es proporcionar, basandonos en los datos, una
region donde tengamos un determinado nivel de confianza en que el pardmetro se encuentra. Como en el
caso de los estimadores puntuales, el intervalo de confianza es aleatorio, ya que depende de los datos de
una muestra. Ademés, se da por hecho que existe la posibilidad de que el verdadero pardmetro 6 no quede

encerrado dentro del intervalo de confianza, cosa que ocurriria con probabilidad .

Nota. Al respecto de la interpretacion del nivel de confianza, tenemos que decir que, dado que desde el
comienzo del curso hemos adoptado una interpretacion frecuentista de la probabilidad, un intervalo de
confianza al 95 %, por ejemplo, garantiza que si tomamos 100 muestras el parametro poblacional estara

dentro del intervalo en aproximadamente 95 intervalos construidos.

Sin embargo, esta interpretacién es absurda en la préctica, porque nosotros no tenemos 100 muestras,

sino sélo una.

Nosotros tenemos los datos de una muestra. Con ellos construimos un intervalo de confianza. Y ahora sélo
caben dos posibilidades: o el pardmetro esta dentro del intervalo o no lo esté. El pardmetro es constante,
y el intervalo también. jNo podemos repetir el experimento! Es por ello que se habla de intervalos de

confianza, interpretando que tenemos una confianza del 95 % en que el parametro estara dentro.
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7.3.1. Intervalos de confianza para la media

2

Sea X una v.a. con distribucién normal de media p desconocida y varianza o conocida. Sea una muestra

x =(21,...,2n) de X, y T la media muestral asociada. Entonces,

P {ue [i—zl_ga E—!—zl_gU” =1-aq,

VN’ VN

donde z;— o “ es tal que Fy (21,%) =1-¢,siendo Z — N (0,1).

“El valor de z_g debe buscarse en la tabla de la normal o calcularse con ayuda del ordenador.

Es decir, la media se encuentra en el intervalo

g

VN

.’Z’—Zj,% , T+ 21—

o
TN

con un (1 — «)% de confianza.

No obstante, hay que reconocer que en la préctica es poco probable que se desconozca el valor de la media
y si se conozca el de la varianza, de manera que la aplicacién de este teorema es muy limitada. El siguiente
resultado responde precisamente a la necesidad de extender el anterior cuando se desconoce el valor de la

varianza.

2

Sea X una v.a. con distribucién normal de media p y varianza o“, ambas desconocidas. Sea una muestra

x =(z1,...,oxn) de X, la media muestral 7 y la varianza muestral s% 5_;. Entonces,

Plpue |T—ti—g;n-

donde t4.n* es el valor tal que Fry (ta:n) = @, siendo T una v.a. con distribucion T de Student con N

grados de libertad.

%El valor de tl,% debe buscarse en la tabla de la t o calcularse con ayuda del ordenador

Es decir, confiamos en un (1 — a)) % en que el intervalo

contiene a la media, que es desconocida.

Ejemplo. Mediante R habiamos simulado 1000 valores de una distribucién N (0,1). La media y la
desviacion tipica muestrales de esos 1000 valores resultaron ser £ = —0.0133 y sgg9 = 0.9813. Por tanto,
el intervalo de confianza que se establece al 95 % de confianza para la media es

0.9813
V1000

<—0.0133 F1.96 ) = (—0.074,0.0475)
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Obsérvese que, en efecto, la verdadera media, u = 0, estd en el intervalo de confianza.

Los dos resultados que acabamos de enunciar se basan en que se conoce la distribucién exacta de la muestra,
normal, lo que permite deducir que la media muestral sigue también, y de forma exacta, una distribucion
normal de media p y varianza ”—1\? Sin embargo, gracias al teorema central del limite se sabe que sea cual
sea la distribucién de las variables de la muestra aleatoria simple, la media muestral sigue aproximadamente
una distribucién normal de media p y varianza "WZ, yva que se obtiene como suma de v.a. independientes con
la misma distribucion. Por lo tanto, podemos obtener un intervalo de confianza aproximado para cualquier

media de cualquier distribucién, como se recoge en el siguiente resultado.

Sea X una v.a. con distribucién cualquiera de media y, desconocida, y con varianza, 0. Sea una muestra

x = (21, ...,2y) de X y la media muestral, Z. Entonces, si N es suficientemente elevado (N > 30 es suficiente),

_ o _ o
P {,ue |:x—21a/2\/]v,$+21a/2\/ﬁ:|:| ~1—a.

En esta expresion, si o es desconocida, puede sustituirse por la desviacién tipica muestral, s, _1.

Ejemplo. Para dimensionar el tamano del buffer de un modem ADSL es necesario estimar el promedio

de paquetes de datos por milisegundo que recibe el modem.

Se considera que el tiempo (en milisegundos) que transcurre entre paquete y paquete sigue una distribu-
cién exponencial de pardmetro A. Obsérvese que la media de esta distribucion es p = %, tiempo medio
entre paquetes, por lo que A\ es precisamente el promedio de paquetes por milisegundo que recibe el
modem. Por lo tanto, el objetivo es estimar el parametro A, que es el que se utilizara para dimensionar

el modem.

Mediante un sniffer acoplado al modem para capturar datos del trafico, se toman datos de los tiempos
entre paquetes de 1001 paquetes, por lo que se tienen 1000 datos de tiempos entre paquetes. La media
de estos tiempos resulta ser £ = 2.025, siendo la desviacién tipica muestral de 1.921.

En primer lugar, vamos a calcular un intervalo de confianza (al 95 %) para la media de la distribucion,

%

_ Spn—1 _ Sn—1 1.921
T — 20.975——, % + 20.975—— | = 2.025 F1.96 x —— = (1.906, 2.144).
( 0.975 Jn 0.975 N > + 1000 ( )
Finalmente, dado que A = i, el intervalo de confianza al 95 % de A es (357, T995) = (0.466,0.525) .

A titulo informativo, el valor que se considera en el dimensionamiento del modem es un multiplo (el

doble, por ejemplo) del extremo superior del intervalo, en este caso 0.525.
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7.3.2. Intervalos de confianza para una proporcién

Sea p la probabilidad desconocida de un determinado evento, que llamaremos éxito, que puede ocurrir en
un determinado experimento. Supongamos que tenemos una muestra de N realizaciones independientes del

experimento, y sea p = % la proporcién de éxitos en la muestra. Entonces, si IV es suficientemente elevado

. Ip(1—p) . Ip(1—p
p e (P—Zl—a/2 wm‘f‘zl—a/z p(Np)>] ~1—ca.

(V> 30), se tiene que

P

Ejemplo. La Junta de Andalucia pretende implantar un programa de ayuda a familias con familiares
dependientes. Dado que la mayor parte de los Servicios Sociales son competencia de los municipios, la

Junta proporcionaré los medios econdémicos, pero seran éstos los encargados de ejecutar el programa.

Los Servicios Sociales de cualquier municipio asumen que, por errores inevitables, no todas las familias
a las que subvencionan reunen los requisitos exigidos, pero la Junta les responsabiliza de que esto no

ocurra en més del 4% de ellas. Si se supera este porcentaje, penalizara al municipio.

En un municipio se muestrean 200 familias y se detecta que 12 de ellas (6 %) no cumplen las condiciones

exigidas. ;Debe la Junta sancionar al municipio?

Si nos fijamos so6lo en el valor de la estimacion puntual, 6 %, si deberia hacerlo, pero no seria justo: 12

errores en una muestra de 200 pueden no ser una evidencia suficiente de que el porcentaje superara el
4%.

Consideremos un un intervalo de confianza para la proporcion de errores (5% de significacion) con los

datos obtenidos:
0.06(1 — 0.06)

200

Por tanto, no hay evidencias de que el porcentaje sea superior al 4 % y no debe sancionarse al municipio.

0.06 + 1.96 = (0.027,0.093).

7.3.3. Intervalos de confianza para la varianza

Analogamente, pueden darse intervalos de confianza para la varianza con la media conocida o desconocida
) )
pero solo cuando la v.a. observada sigue una distribucién gaussiana. Ambos casos se recogen en el siguiente

resultado.

Sea X una v.a. con distribucién gaussiana de media p (desconocida) y varianza o2. Sea una muestra

x =(z1,...,zy) de X y la media muestral z. Entonces® :

) Y (Xi—3)°

<

N _\2
>N (X, —
p|Z= iz 2] =1-a.

5 <o
X1-g;N-1

2
X%;Nfl

aEl valor de x?2 y debe buscarse en las tablas de la distribucién x2 u obtenerse mediante el ordenador.

2
a/2;N—1 X1—a/2;N—1
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En esta expresion, Xi; ~ corresponde con aquel valor tal que F)- (Xi; N) = a, donde x? sigue una distribucién

x cuadrado con N grados de libertad.

Nota. Un intervalo de confianza para la desviacion tipica puede obtenerse trivialmente como la raiz cuadrada

del intervalo de confianza para la varianza.

Ejemplo. En el ejemplo donde consideramos 1000 valores simulados de una N (0,1) teniamos que & =

—0.0133 y sgg9 = 0.9813. Por tanto, teniendo en cuenta que

N
D (Xi = 2) =999 x s3g,

i=1

el intervalo de confianza para la varianza al 95 % que proporciona el teorema, es

( 961.9867  961.9867

— (0.8838,1.0533) .
1.0885><103’913.3010> (0.8838,1.0533)

Obsérvese que o = 1 pertenece al intervalo de confianza al 95 %.

Puede que alguno de vosotros esté pensando cudl puede ser el interés de las estimaciones puntuales y, sobre
todo, mediante intervalos de confianza de la varianza. Probablemente todos tenemos muy claro qué es una

media, incluso una proporcién, pero quizé se nos escape la importancia practica del concepto de varianza.

En este sentido, hay que decir que en el &mbito de la Ingenieria la varianza se utiliza muchisimo en lo que
se conoce como control de calidad. Los japoneses son, en esto, los pioneros y quiza los mejores expertos. A
ellos se les atribuye un principio bésico del control de calidad en cualquier proceso basico de produccién: la

reduccion de la varianza es la clave del éxito en la produccién.

Pensemos en cualquier proceso de fabricacién genérico. En él se trataré de obtener un producto sujeto a unas

especificaciones concretas. Sin embargo, el error inherente a cualquier proceso experimental provocara:

1. Un aumento o una disminucién estructurales del producto con respecto a un valor objetivo. Esto podria

detectarse como un sesgo en la media de lo producido con respecto al valor objetivo.

2. Unas diferencias mas o menos importantes en los productos resultantes, que podrian ser evaluadas

mediante la varianza.

De esas dos posibles problemaéticas, la méas compleja, sin duda es la segunda. Probablemente no es un grave
problema calibrar la maquina que produce para que la media se sitiie en el valor objetivo, pero sera sin duda

més complejo modificarla para que produzca de forma més homogénea, reduciendo asi la varianza.

7.3.4. Otros intervalos de confianza

Se pueden establecer intervalos de confianza para la diferencia entre las medias de dos variables aleatorias,

para la diferencia entre proporciones o para el cociente de varianzas, entre otros parametros de interés.

Asimismo, se pueden obtener intervalos de confianza unilaterales para cualquiera de los parametros que hemos
mencionado, es decir, intervalos acotados s6lo a un lado, frente a los intervalos bilaterales que hemos visto

aqui.
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No obstante, no vamos a detallarlos aqui, aunque su interpretacion es andloga a la de los intervalos de confianza

que hemos visto. Cualquier paquete de software estadistico puede facilitar estos intervalos sin dificultad.

7.4. Resoluciéon del ejemplo de los niveles de plomo

Recordemos que al principio del curso plantedbamos un problema que aparece en un articulo publicado en
Journal of Environmental Engineering en 2002, titulado “Leachate from Land Disposed Residential Cons-
truction Waste”, en el que se presenta un estudio de la contaminacién en basureros que contienen desechos de
construccién y desperdicios de demoliciones. Deciamos alli que De un sitio de prueba se tomaron 42 muestras
de liziado, de las cuales 26 contienen niveles detectables de plomo. Una ingeniera desea obtener a partir de
esos datos una estimacion de la probabilidad de que una muestra de un basurero contenga niveles detectables
de plomo. No obstante, es consciente de que esa estimacion estard basada en esa muestra, que es de solo 42
datos, luego querrd también obtener una estimacion del error que estd cometiendo al hacer la estimacion.
Finalmente, se plantea si con la estimacion y el error de ésta, podrd obtener un rango donde la verdade-
ra probabilidad se encuentre con un alto nivel de confianza. Ahora estamos en condiciones de resolver este

problema.

En primer lugar, tenemos que obtener una estimacion de la proporcién de muestras (o probabilidad) que
contienen niveles detectables de plomo. Hemos visto que un estimador insesgado de minima varianza, que
ademés coincide con el estimador de maxima verosimilitud, de la proporcién es la proporcién muestral. En

nuestro caso, por tanto, podemos estimar la proporcién en p = % = 0.6190.. Ademas, podemos estimar el

i . .. . /0.6190(1—0.6190 : ;
error estandar de esta estimacion en s.e.(p) = # = (0.0749 y, en cualquier caso, decir que este
error estandar sera inferior a ﬁ = 0.0771. En resumen, tenemos una estimacion del 61.90 % con un error

estandar inferior a un 7.71 %.

Por ultimo, en funcién de esta estimaciéon y de su error estandar, puede afirmar con un 95% de confianza

que el intervalo
0.6190 F 1.96 x 0.0749 = (0.4722,0.7658)

contendré a la verdadera proporcién de muestras con niveles detectables de plomo. Esta ultima afirmacién
pone de manifiesto que dar un intervalo de confianza con un nivel de significacién aceptablemente bajo (5 %)
conduce a un intervalo muy amplio, lo que equivale a decir que atn hay bastante incertidumbre con respecto
a la proporcién que estamos estimando. Por ello, deberfamos recomendarle a la ingeniera que aumente el

tamarno de la muestra.

148 Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo



Capitulo 8

Contrastes de hipo6tesis paramétricas

La gran tragedia de la ciencia: la destruccion de una bella hipétesis por un antiestético conjunto
de datos.

Thomas H. Huxley.

La Estadistica puede probar todo, incluso la verdad.

N. Moynihan

Resumen. En este capitulo explicamos qué se entiende por contraste de hipotesis estadistica y aprendemos
a realizar contrastes de este tipo a partir de datos, referidos a algin pardmetro poblacional desconocido.

Palabras clave: contraste de hipoétesis, error tipo I, error tipo II, estadistico de contraste, p-valor, nivel de

significacion, nivel de confianza.

8.1. Introduccion

Como apuntdbamos en la introduccién del capitulo anterior, las llamadas pruebas o contrastes de hipo-
tesis se utilizan para inferir decisiones que se refieren a un pardmetro poblacional basdndose en muestras de

la variable. Vamos a comenzar a explicar el funcionamiento de un contraste de hipétesis con un ejemplo.

Ejemplo. Los cientificos recomiendan que para prever el calentamiento global, la concentracion de gases
de efecto invernadero no debe exceder las 350 partes por millén. Una organizacién de proteccion del medio
ambiente quiere determinar si el nivel medio, i, de gases de efecto invernadero en una regiéon cumple con
las pautas requeridas, que establecen un limite maximo de 350 partes por millén. Para ello tomara una
muestra de mediciones diarias de aire para decidir si se supera el limite, es decir, si ¢ > 350 o no. Por
tanto, la organizacién desea encontrar apoyo para la hipétesis p > 350, llamada hipotesis alternativa,
obteniendo pruebas en la muestra que indiquen que la hipotesis contraria, g = 350 (o u < 350), llamada

hipoétesis nula, es falsa.

Dicho de otra forma, la organizacién va a someter a juicio a la hipotesis nula p < 350. Partird de su

tnocencia, suponiendo que es cierta, es decir, suponiendo que, en principio, no se superan los limites de
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presencia de gases de efecto invernadero, y solo la rechazaré en favor de H; si hay pruebas evidentes en

los datos de la muestra para ello.

La decisién de rechazar o no la hipétesis nula en favor de la alternativa deberéd basarse en la informacion
que da la muestra, a través de alguna medida asociada a ella, que se denomina estadistico de contraste.
Por ejemplo, si se toman 30 lecturas de aire y la media muestral es mucho mayor que 350, lo légico sera
rechazar la hipoétesis nula en favor de p > 350, pero si la media muestral es sélo ligeramente mayor que

350 o menor que 350, no habra pruebas suficientes para rechazar p < 350 en favor de p > 350.

La cuestion clave es en qué momento se decide rechazar la hipotesis nula en favor de la alternativa. En
nuestro ejemplo, en qué momento podemos decir que la media muestral es suficientemente mayor que
350. El conjunto de estos valores del estadistico de contraste, que permiten rechazar p = 350 en favor de

1 > 350 se conoce como region de rechazo.

A la luz de este ejemplo, vamos a tratar de definir de forma general los conceptos que acabamos de introducir.

Un contraste de hipoétesis es una prueba que se basa en los datos de una muestra de una variable aleatoria
mediante la cual podemos rechazar una hipétesis sobre un parametro de la poblacion, llamada hipétesis

nula (Hy), en favor de una hipétesis contraria, llamada hipotesis alternativa (H;).

La prueba se basa en una transformacién de los datos de la muestra, lo que se denomina estadistico de

contraste.

Se rechazara la hipétesis nula en favor de la alternativa cuando el valor del estadistico de contraste se sittie

en una determinada region, llamada regiéon de rechazo.

La hipotesis Hy se suele expresar como una igualdad?®, del tipo Hy : 8 = 0y, donde 0 es un parametro de una
poblacién y 6y es un valor hipotético para ese parametro. Por su parte, H; puede tener tener dos formas:
H; : 0 > 6y, en cuyo caso se habla de contraste unilateral a la derecha o de una cola a la derecha o de
un extremo a la derecha, o H; : 6 < fg, en cuyo caso se habla de contraste unilateral a la izquierda
o de una cola a la izquierda o de un extremo a la izquierda.

H; : 0 # 0y, en cuyo caso se habla de contraste bilateral o de dos colas o0 de dos extremos.

%De todas formas, también es frecuente expresar Hp como negacién exacta de Hi, en cuyo caso si puede ser una desigualdad
no estricta. Matematicamente no hay diferencias en estas dos posibilidades.

Uno de los aspectos mas importantes y que se suele prestar a mayor confusién se refiere a qué hipotesis

considerar como Hy y cudl como H;. Una regla practica para hacerlo correctamente puede ser la siguiente:

1. Si estamos intentando probar una hipotesis, ésta debe considerarse como la hipétesis alternativa.

2. Por el contrario, si deseamos desacreditar una hipoétesis, debemos incluir ésta como hipétesis nula.

Ejemplo. Para una determinada edificacion se exige que los tubos de agua tengan una resistencia media

a la ruptura, u, por encima de 30 kg por centimetro.
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= Como primera situacion, supongamos que un proveedor quiere facilitar un nuevo tipo de tubo para
ser utilizado en esta edificacion. Lo que deberd hacer es poner a trabajar a sus ingenieros, que
deben realizar una prueba para decidir si esos tubos cumplen con las especificaciones requeridas.
En ese caso, deben proponer un contraste que incluya como hipotesis nula Hy : u < 30 frente a la
alternativa Hy : p > 30. Si al realizar el contraste de hipotesis se rechaza Hg en favor de Hi, el
tubo podra ser utilizado, pero si no se puede rechazar Hy en favor de Hy, no se tienen suficientes

garantias sobre la calidad del tubo y no seré utilizado.

= Como segunda situacion, un proveedor lleva suministrando su tipo de tubo desde hace anos, sin que
se hayan detectado, en principio, problemas con ellos. Sin embargo, un ingeniero que trabaja para
el gobierno controlando la calidad en las edificaciones viene teniendo sospechas de que ese tipo de
tubo no cumple con las exigencias requeridas. En ese caso, si quiere probar su hipétesis, el ingeniero
debera considerar un contraste de la hipotesis nula Hy : p > 30 frente a H; : p < 30. Dicho de
otra forma, s6lo podra contrastar su hipétesis si encuentra datos empiricos que permitan rechazar
esa hipotesis nula en favor de su alternativa, que demuestren con un alto nivel de fiabilidad que el

proveedor que estaba siendo aceptado ahora no cumple con los requisitos.

De hecho, es importantisimo que desde el principio tengamos claro qué tipo de decisiones puede proporcio-
narnos un contraste de hipétesis. Aunque ya las hemos comentado, vamos a insistir en ellas. Son las dos

siguientes:

1. Si el valor del estadistico de contraste para los datos de la muestra cae en la region de rechazo, podremos
afirmar con un determinado nivel de confianza que los datos de la muestra permiten rechazar la

hipétesis nula en favor de la alternativa.

2. Si el valor del estadistico de contraste para los datos de la muestra no cae en la regién de rechazo, no
podremos afirmar con el nivel de confianza exigido que los datos de la muestra permiten rechazar

la hipétesis nula en favor de la alternativa.

La clave radica en que entendamos desde el principio que la hipétesis nula carece de confianza. Es asumida
s6lo como punto de partida, pero serd abandonada cuando los datos empiricos muestren evidencias claras
en su contra y a favor de la alternativa. La carga de la prueba de hipotesis radica siempre en la hipotesis

alternativa, que es la unica hipotesis en la que podremos garantizar un determinado nivel de confianza.

8.2. Errores en un contraste de hipoétesis

El contraste de una hipotesis estadistica implica, por tanto, una toma de decision, a favor de Hy o en contra

de Hy y en favor de Hy. Esto implica que podemos equivocarnos al tomar la decision de dos formas.

Se llama error tipo I o falso negativo a rechazar la hipdtesis nula cuando es cierta, y su probabilidad se

nota por «, llamado nivel de significacién.
Se llama nivel de confianza a la probabilidad de aceptar la hip6tesis nula cuando es cierta, es decir, 1 — a.
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Estado real
Hy H,y
Decision en | Hy | Decisiéon correcta Error tipo I
el contraste | H; Error tipo I Decision correcta

Cuadro 8.1: Esquematizacion de los errorres tipo I y tipo II.

Se llama error tipo II o falso positivo a aceptar la hipdtesis nula cuando es falsa, y su probabilidad se

nota por f.
Se llama potencia a la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es falsa, es decir, 1 — 3.
(, Cual de los dos errores es méas grave? Probablemente eso depende de cada contraste, pero en general, lo que

se pretende es acotar el error tipo I y tratar de minimizar el error tipo II, es decir, tratar de elegir contrastes

lo més potentes posibles garantizando que la probabilidad del error tipo I es inferior a un determinado nivel.

Ejemplo. Un fabricante de minicomputadoras cree que puede vender cierto paquete de software a maés
del 20 % de quienes compran sus computadoras. Se seleccionaron al azar 10 posibles compradores de la
computadora y se les pregunté si estaban interesados en el paquete de software. De estas personas, 4
indicaron que pensaban comprar el paquete. ;Proporciona esta muestra suficientes pruebas de que mas

del 20 % de los compradores de la computadora adquiriran el paquete de software?

Si p es la verdadera proporcién de compradores que adquiriran el paquete de software, dado que deseamos

demostrar p > 0.2, tenemos que Hy : p =02y H; : p > 0.2.

Sea X : numero de posibles compradores de la muestra, en cuyo caso, X — B (10, p). Utilizaremos el

valor de X como estadistico del contraste, rechazando Hy si X es grande.

Supongamos que establecemos como regién de rechazo x > 4. En ese caso, dado que en la muestra x = 4,

rechazariamos Hy en favor de Hy, llegando a la conclusiéon de que el fabricante tiene razon.

Pero, jcudl es el nivel de confianza de este contraste? Calculemos la probabilidad de error tipo I. Para
ello, en el Cuadro 8.2 aparece la distribucién de probabilidad del estadistico de contraste que hemos

elegido, suponiendo que Hj es cierta, ya que debemos calcular

o = P[Rechazar Ho|m, es cierta] = P[X > 4[p=0.2]
= 0.08808 + 2.6424 x 1072 + 5.505 x 107% + 7.8643 x 10~*
+7.3728 x 107° 4+ 4.096 x 1075 +1.024 x 10~ 7
= 0.12087,

luego el nivel de confianza del contraste es del (1 —0.12087) x 100 % = 87.913 %. La conclusién seria que

a la luz de los datos podemos afirmar con un 87.913 % de confianza que p > 0.2.

.Y si queremos un nivel de confianza mayor, es decir, una probabilidad de error tipo I menor? Debemos

reducir la region de rechazo. Si ponemos como region de rechazo x > 5, ya no podremos rechazar Hy en
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P[X =z
(17)0.200.81° = 0.10737
(9 )0.210.87 = 0.26844 Region de
(110)0 220.8% = 0.30199 aceptacion
(io) 230.87 = 0.20133
(*))0.2%0.85 = 0.08808
(19)0.250.8° = 2.6424 x 1072
(2

G )0.260.8* = 5.505 x 10~* Region
0.270.8% = 7.8643 x 10~* de

(10 0.2%0.8% = 7.3728 x 10~° | rechazo

)029081 = 4.096 x 10~

(18)0 2100.8° = 1.024 x 107

50000 utk|w = O

Cuadro 8.2: Funcién masa del estadistico de contraste suponiendo cierta Hy, es decir, suponiendo que p = 0.2.

favor de Hy, ya que x = 4. Ademas, ahora

a=2.6424 x 1072 +5.505 x 1072 + 7.8643 x 10~*
+7.3728 x 107° +4.096 x 1079 +1.024 x 1077
=3.2793 x 1072,

luego el nivel de confianza serfa (1 — 3.2793 x 1072) x 100 % = 96.721 %, y la conclusion serfa que a la

luz de los datos no podemos afirmar que p > 0.2 con un 96.721 % de confianza.

El estudio de S es algo méas complicado y no lo abordaremos.

8.3. p-valor de un contraste de hipo6tesis

Histéricamente, la forma mas comtn de actuar en un contraste de hipdtesis pasa por elegir un nivel de
significacion (bajo), que determina un limite para el error tipo I que estamos dispuestos a asumir. Ese nivel
de significacion determina toda la region de rechazo y, examinando si el valor del estadistico cae en ella,
podemos concluir si rechazamos o no la hipotesis nula en favor de la alternativa con el nivel de confianza
requerido.

Existe, sin embargo, otra forma de actuar que ha tenido un auge enorme desde que las computadoras se han
convertido en una herramienta al alcance de cualquiera. Bajo esta forma de actuar, calcularemos el valor del
estadistico de contraste y valoraremos cémo es de extremo este valor bajo la distribucién en el muestreo de
la hipotesis nula. Si es mas extremo que el nivel de significacién deseado, se rechazara la hipo6tesis nula en

favor de la alternativa. Esta medida de cuan extremo es el valor del estadistico se llama p-valor.

8.3.1. Definicién de p-valor

De forma general, supongamos que queremos contrastar una hipotesis estadistica simple del tipo Hy : 8 = 6,

frente a alguna de las alternativas siguientes: Hy : 0 # 09, Hy : 0 > 6y o Hy : 6 < 6y. Supongamos ademas
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que el contraste se realiza mediante un estadistico que notaremos S, y que el valor del estadistico para la

muestra es s.

El p-valor asociado al contraste se define como el minimo nivel de significacién con el que la hipétesis nula

seria rechazada en favor de la alternativa.

Ejemplo. En el Ejemplo 8.2 hemos visto como podemos rechazar la hipotesis nula con un 87.913 % de
confianza, pero no con un 96.721 %. Dicho de otra forma, podemos rechazar la hipotesis nula con un
nivel de significaciéon del 12.087 %, pero no con un nivel de significaciéon del 3.279 %. Esto implica que el

p-valor estara justo entre estos dos ultimos valores.

Dado que normalmente se elige como nivel de significaciéon maximo a = 0.05, se tiene que la regla de decisién
en un contraste con ese nivel de significacién, dado el p-valor, seria la siguiente:
Si p < 0.05, rechazamos Hj en favor de H; con més de un 95 % de confianza.

Si p > 0.05, no podemos rechazar Hy en favor de H; con al menos un 95 % de confianza.

Sin embargo, esta regla de decision, que es la mas habitual, es demasiado reduccionista si no se proporciona
el valor exacto del p-valor. La razon es que no es lo mismo rechazar una hipotesis con al menos un 95 % de
confianza si el p-valor es 0.049 que si es 0.001. Hay que proporcionar siempre el p-valor de un contraste, ya
que eso permite a cada lector decidir por si mismo.

En resumen, el p-valor permite utilizar cualquier otro nivel de significacién, ya que si consideramos un nivel
de significacion a:
Si p < «, rechazamos Hy en favor de H; con més de un (1 — ) X % de confianza.

Si p > a, no podemos rechazar Hy en favor de H; con al menos un (1 — «) x % de confianza.

Como conclusion, siempre que hagamos un contraste de hipétesis, debemos facilitar el p-valor asociado.

Como nota final sobre el concepto de p-valor, es importante senalar que, al contrario de lo que errébneamente
se piensa en demasiadas ocasiones, el p-valor no es la probabilidad de la hipotesis nula. Mucha gente piensa
esto porque es cierto que cuando el p-valor es pequeno es cuando se rechaza la hipotesis nula. Sin embargo,
para empezar, no tiene sentido plantearnos la probabilidad de la hipo6tesis nula, ya que ésta, o es cierta, o es
falsa: desde una perspectiva clasica de la probabilidad, se habla de la probabilidad de un suceso porque a
veces ocurre y a veces no, pero en este caso no podemos pensar asi, ya que la hipo6tesis nula o se da o no se
da. En realidad, el p-valor lo que da es un indicio de la certidumbre que tenemos, de la confianza en que la
hipétesis nula sea verdad, teniendo en cuenta los datos de la muestra. Esta interpretacion tiene mas que ver
con la interpretaciéon subjetiva de la probabilidad de la que hablamos al principio de curso.

Hay que decir que, en relacién a esta interpretaciéon subjetiva de la probabilidad, existe una visién de la
Estadistica, llamada Estadistica Bayesiana, en la que el p-valor si puede entenderse como la probabilidad
de la hipoétesis nula, pero entendiendo que medimos la probabilidad de la hipdtesis nula, no porque pueda

ocurrir o no ocurrir en funcién del azar, sino porque tenemos incertidumbre sobre ella.
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Region de peptacion Region de eeptacion

Figura 8.1: Regiones de rechazo en contrastes unilaterales a la izquierda y a la derecha.

Region de aceptacion

a/2 1ta

Figura 8.2: Region de rechazo en un contraste bilateral.

8.3.2. Calculo del p-valor

Para comprender cémo se calcula el p-valor de un contraste es necesario distinguir entre contrastes unilaterales

o de una cola frente a contrastes bilaterales o de dos colas.

Como ya comentamos, los contrastes del tipo Hy : 0 = 0y, frente a Hy : 6 # 6y son contrastes bilaterales
o de dos colas, ya que el rechazo de la hipotesis nula en favor de la alternativa puede producirse porque el
estadistico de contraste toma valores muy altos o muy bajos. Por contra, los contrastes del tipo Hy : 6 = 6,
frente a Hy : 0 > 0y o Hy : 6 < 0y son contrastes unilaterales o de una cola, ya que el rechazo de la
hipétesis nula en favor de la alternativa puede producirse sélo si el estadistico de contraste toma valores muy
altos (cuando Hj : 6 > 0y, llamado contraste a la derecha) o muy bajos (cuando H; : 6 < 6, llamado

contraste a la izquierda).
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Por tanto, teniendo en cuenta la definicién de p-valor, su célculo se realiza de la siguiente forma:

Si el contraste es unilateral a la izquierda (H; : 0 < 6)),
p=P[S<s/u]-
Si el contraste es unilateral a la derecha (H; : 6 > 6y),
p=P[S>s/u,]-
Si el contraste es bilateral (H; : 6 # 6)),

p=2xmin{P[S <s/m],P[S>s/u]}-

Hay que decir que el uso del p-valor se ha extendido hasta convertirse en el método mas habitual de toma
de las decisiones desde que el uso de los ordenadores y de los software de calculo estan a disposicion de la
mayoria de los usuarios. Hoy en dia casi nadie hace Estadistica a mano, y practicamente todos los programas
estadisticos proporcionan el p-valor como dato para la toma de las decisiones.

En lo que resta del tema lo que vamos a hacer es enunciar distintos contrastes de hipotesis para la media, la
varianza o la proporcién de una poblacién y para comparar las medias, las varianzas y las proporciones en
dos poblaciones distintas. No nos vamos a centrar en los detalles de como se deducen sino sélo en cémo se

utilizan en la practica.

De todas formas, es importante hacer una aclaracion: cuando los datos proceden de una distribuciéon normal,
es muy sencillo obtener la distribucién del estadistico del contraste, gracias a los resultados que vimos en
el capitulo de distribuciones en el muestreo. Sin embargo, si los datos no proceden de variables normales,
esta cuestién es muchisimo més dificil. Afortunadamente, si el tamafio de la muestra es grande, el Teorema
Central del Limite garantiza que los parametros que se basan en sumas basadas en las muestras siguen
aproximadamente una distribuciéon normal. Es por ello que en cada tipo de contraste que vamos a describir
a continuacién se distinguen aquellos que se basan en muestras grandes y los que se basan en muestras

reducidas, que s6lo podran ser utilizados si la variable es normal.

En cada caso, vamos a acompanar el contraste con un ejemplo que comentaremos extensamente.

8.4. Contraste para la media de una poblacién

Vamos a suponer que tenemos una muestra zi,...,Z, de una variable aleatoria con media poblacional u.

Notaremos Z a la media muestral y s2_; a la varianza muestral.

8.4.1. Con muestras grandes (n > 30)

El Cuadro 8.3 incluye un resumen del procedimiento para el contraste. En él, z, es el valor de una N(0,1)
tal que P[Z < zp] = p.

A modo de ejemplo, podemos pensar en que los arquedlogos utilizan el hecho conocido de que los hiimeros

de los animales de la misma especie tienden a tener aproximadamente las mismas razones longitud/anchura
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Tipo de prueba | A la izquierda Bilateral A la derecha
o Ho:p=po Ho:p=po Ho:p=po
Hipotesis
p H12[1,<,u0 Hl:u_;«é,uo H12M>M0
Estadistico z= ﬁ
Rechazo 2 < 2o |2] > 21_a/2 Z2>21-a
p-valor P[Z < Z] 2P[Z > |z|] P[Z > Z]
Supuestos n > 30

Cuadro 8.3: Contraste para la media con muestras grandes

9.23 1038 9.76 7.58 999 946 10.18 9.08 7.09 9.25
12,57 871 9.16 10.80 9.86 761 898 10.81 9.05 9.39
842 78 916 940 9.03 9.00 9.25 1039 850 9.51
9.59 863 748 775 892 1285 11.01 819 744 11.66
11.37 10.06 809 9.19 10.79 982 937 9.66 9.75  9.66

Cuadro 8.4: Datos del ejemplo de las especies

para tratar de discernir si los humeros fésiles que encuentran en un yacimiento corresponden o no a una nueva

especie.

Supongamos que una especie comin en la zona donde se enclava un yacimiento, la Bichus localis, tiene una
razén media longitud/anchura de 9. Los arqueologos encargados del yacimiento han hallado 50 hdmeros
fosiles, cuyos datos aparecen en el Cuadro 8.4. jTienen los arquedlogos indicios suficientes para concluir que

han descubierto en el yacimiento una especie distinta de la Bichus localis?

En primer lugar, observemos que no nos han especificado ningan nivel de significacion en el enunciado. En
este caso, lo habitual es considerar @ = 0.05. En caso de que la decisién sea muy relevante, elegiriamos un

nivel méas bajo.

A continuacion debemos plantear las hipotesis del contraste. En principio, la zona de la excavacion indica que
la especie del yacimiento deberia ser la especie Bichus localis, salvo que demostremos lo contrario, es decir,
la hipotesis nula es Hy : p = 9, donde por p estamos notando la media de la razén longitud/anchura del
htmero de la especie del yacimiento. Como hip6tesis alternativa nos planteamos que se trate de otra especie,

es decir Hy : u # 9. Se trata, por tanto, de un contraste de dos colas.

Para realizarlo, debemos calcular en primer lugar el estadistico de contraste. Este, a su vez, requiere del
célculo de la media y de la desviacion tipica muestral de los datos. Estos valores son, respectivamente, 9.414
y 1.239. Por tanto,

2= 9414 -9 2.363.

T 1.239/V50

Ahora tenemos que plantearnos si este valor del estadistico nos permite rechazar la hipétesis nula en favor
de la alternativa o no. Podemos hacerlo de dos formas:

1. Obteniendo la regién de rechazo. Dado que z;_¢95/2 = 1.96, la region de rechazo es |z| > 1.96. Vemos
que, en efecto, 2.363 > 1.96, por lo que podemos rechazar la hipétesis nula en favor de la alternativa
con un 95 % de confianza, concluyendo con ese nivel de confianza que se trata de una nueva especie.
Nos queda, sin embargo, la duda de saber qué hubiera pasado de tomar un nivel de significacion mas

exigente; por ejemplo, o = 0.01.
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Tipo de prueba | A la izquierda Bilateral A la derecha
o Ho:p=po Ho:p=po Ho:p=po
Hipotesis
p H1:u<,u0 leu;’é_uo H15M>,U0
— T
Estadistico t= ﬁ
Rechazo t <tam—1 [t| >t _a/2:—1 t>ti—amn—1
p-valor P[T,_1 < 1] 2P[T,—1 > |t]] P[T,_1 >1]
Supuestos Distribuciéon de probabilidad aproximadamente normal

Cuadro 8.5: Contraste para la media con muestras pequenas

2. Mediante el p-valor. Tenemos que
p=2x P[Z > 2.363|] = 0.018.

Dado que es inferior al 5%, podemos rechazar la hipotesis nula en favor de la alternativa con un 95 % de
confianza, concluyendo con ese nivel de confianza que la razén media longitud /anchura de los humeros
del yacimiento es distinta de la del Bichus localis, pero no podriamos llegar a hacer esa afirmacion con

un 99 % de confianza (1% de significacién)’.

8.4.2. Con muestras pequenas (n < 30)

La principal diferencia es que, al no poder utilizar el Teorema Central del Limite por tratarse de muestras
pequenas, debemos anadir como hipétesis la normalidad de los datos. En ese caso, la distribucién en el
muestreo del estadistico ya no es normal, sino t-student. El resumen aparece en el Cuadro 8.5. En ella, .,
es el valor de una ¢ de Student con v grados de libertad tal que P [T, < tp.»] = p.

Vamos a aplicar el test en la siguiente situacion. El diario Sur publicaba una noticia el 5 de noviembre de 2008
donde se indicaba que los niveles de concentracion de benceno, un tipo de hidrocarburo cancerigeno que se
encuentra como vapor a temperatura ambiente y es indisoluble en agua, no superan el mdximo permitido por
la Directiva Europea de Calidad del Aire, cinco microgramos por metro cubico. Esta es la principal conclusion
del estudio elaborado por un equipo de la Escuela Andaluza de Salud Publica en el Campo de Gibraltar. La
noticia sélo indicaba que el estudio se basaba en una muestra, dando el valor medio muestral en varias zonas

del Campo de Gibraltar, pero no el tamano ni la desviacion tipica muestral.

Para realizar el ejemplo, nosotros vamos a imaginar unos datos correspondientes a una muestra de 20 hogares
donde se midié la concentracién de benceno, arrojando una media muestral de 5.1 microgramos por metro
cubico y una desviacién tipica muestral de 1.7. Estoy seguro de que, en ese caso, el periddico habria sacado
grandes titulares sobre la contaminacién por benceno en los hogares del Campo de Gibraltar pero, jpodemos

afirmar que, en efecto, se superan los limites de la Directiva Europea de Calidad del Aire?

En primer lugar, de nuevo no nos indican un nivel de significacion con el que realizar la prueba. Escogemos,
en principio, a = 0.05.

Tenemos que tener cuidado, porque el planteamiento de la prueba, tal y como se nos ha planteado, serd
contrastar la hipétesis nula Hy : p = 5 frente a Hy : p > 5, en cuyo caso, un error tipo I se traduce en
concluir que se viola la normativa cuando en realidad no lo hace, lo cudl es grave porque genera alarma

injustificada en la poblacion, mientras que el error tipo II, el que no controlamos con el «, es concluir que

IDebe quedar claro que, estadisticamente, lo que hemos demostrado es que la razén media es distinta de 9. Son los arquedlogos
los que deciden que eso implica una nueva especie.
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se cumple la normativa cuando en realidad no lo hace, jlo cual es gravisimo para la poblacién! Con esto
quiero incidir en una cuestiéon importante respecto a lo que se nos pide que demostremos: se nos dice que
nos planteemos si se superan los limites de la normativa, en cuyo caso H; debe ser u > 5, pero en realidad,
deberiamos plantearnos la pregunta de si podemos estar seguros de que se estd por debajo de los limites

méximos permitidos, es decir, deberiamos probar H; : u < 5.

Centrandonos exclusivamente en lo que se nos pide en el enunciado, tenemos que H; : p > 5 determina que

se trata de una prueba unilateral a la derecha. El estadistico de contraste es

5.1-5

t=-— =0.263.
1.7/+/20

1. Si queremos concluir con la regién de rechazo, ésta estd formada por los valores t > tg.95.19 = 1.729,
luego, dado que 0.263 < 1.729, no podemos afirmar con un 95 % de confianza que se esté incumpliendo

la normativa.

2. El p-valor es atin mas informativo. Su valor es p = P[T19 > 0.263] = 0.398, por lo que tendriamos
que llegar hasta casi un 40 % de significacién para rechazar la hip6tesis nula en favor de la alternativa

afirmando que se incumple la normativa.

Por lo tanto, tal y como esta planteado el problema, no podemos afirmar que se esté incumpliendo la normativa
(con un 5% de significacion), por mas que un valor muestral de la media, 5.1, parezca indicar que si. Lo
que yo recomendaria a los responsables del cumplimiento la normativa es que aumentaran el tamano de la
muestra, ya que, por ejemplo, si esos mismos datos correspondieran a 1000 hogares en vez de a 20, si se

podria afirmar con un 95% de confianza que se incumple la normativa.

8.5. Contraste para la diferencia de medias de poblaciones indepen-

dientes

Sean dos muestras, 1, ..., Zn, € Y1, .-, Yn,, de v.a. independientes con medias p1 y po y varianzas o7 y o3.

_ 2 2 . .
Sean 7, 7, (s}hl) y (372171) medias y varianzas muestrales.

8.5.1. Con muestras grandes (n, ny > 30)

El resumen del procedimiento para el contraste aparece en el Cuadro 8.6.

Vamos a considerar un ejemplo donde aplicar el contraste. Imaginemos que un ingeniero inventa un nuevo
método de produccién con el que cree que pueden reducirse los tiempos de produccién. Para comprobarlo,
produce 50 unidades con el nuevo proceso y 30 con el antiguo, contabilizando el tiempo (en segundos) que se

tarda en producir cada unidad. En el Cuadro 8.7 aparece un resumen de los resultados.

i Proporcionan estas muestras pruebas suficientes para concluir que el promedio de tiempo de produccién

disminuye con el nuevo proceso? Pruébese con o = 0.05.

Llamemos 7 al tiempo medio de produccién bajo el nuevo proceso y ps al tiempo medio de produccién bajo
el antiguo proceso. Nos piden que contrastemos Hy : p1 = o frente a Hy : uy < pe2 0, lo que es lo mismo,

Hy : g1 — po < 0: se trata, por tanto, de un test unilateral a la izquierda.
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Tipo de Unilateral a . Unilateral
. Bilateral
prueba la izquierda a la derecha
T Ho : pn — po = Do Ho : gy — p2 = Do Ho : p1 — pe = Do
Hipotesis
P Hy gy — pe < Dy Hy :py — po # Do Hy:py — pe > Dy
Estadistico L (Z—7)— Do
de contraste a \/(51 2 o(2)°
n—1 + n—1
ny no
Region de
rochazo z < Za 2| > 21-a/2 Z> 2l—a
p-valor P|Z < 2] 2P[Z > |z|| PZ > z]
Supuestos ni,ng > 30. Muestreo independiente y aleatorio

Cuadro 8.6: Contraste para la diferencia de medias con muestras grandes

Proceso nuevo Proceso antiguo

n1 = 50 ng = 30
gy = 1255 7> = 1330
s1 = 215 so = 238

Cuadro 8.7: Datos del ejemplo del nuevo proceso de produccién

El estadistico es

1255 -1

5 = M — —1.41.
2152 2382
50 + 30

Para tomar la decisiéon podemos obtener la regién critica o el p-valor:

1. La regioén de rechazo es z < 2995 = —1.65. Dado que z = —1.41 no cae en esta regién, no podemos
rechazar la hipotesis nula en favor de la alternativa con o = 0.05, es decir, no tenemos un 95 % de
confianza en que el nuevo proceso haya disminuido el tiempo medio de produccién. No obstante, esta

respuesta deja abierta la pregunta, “si no un 95 % de confianza, jcuanta?”.

2. Dado que el p-valor es p = P[Z < —1.41] = 0.079 > 0.05, no podemos rechazar la hipotesis nula en

favor de la alternativa con el nivel de significaciéon a = 0.05.

Hay que decir que no hemos podido probar lo que se sospechaba, que el nuevo proceso reducia el tiempo
medio de produccion, pero los datos apuntan en esta direcciéon. Desde el punto de vista estadistico, deberiamos
recomendar al ingeniero que aumente el tamano de las muestras porque es posible que en ese caso si pueda

probar esa hipétesis.

8.5.2. Con muestras pequenas (n; < 30 o ny < 30) y varianzas iguales

El resumen aparece en el Cuadro 8.8. A propdsito de la hipotesis de la igualdad de las varianzas, ésta debe
basarse en razones no estadisticas. Lo habitual es que se suponga que son iguales porque el experto que esta

realizando el contraste tiene razones experimentales para hacerlo, razones ajenas a la estadistica.

Vamos a considerar como ejemplo el de un ingeniero que desea comparar dos equipos de trabajo para analizar
si se comportan de forma homogénea. Para ello realiza una prueba de destreza entre los trabajadores de
ambos equipos: 13 del equipo 1 y 15 del equipo 2, cuyas puntuaciones aparecen en el Cuadro 8.9. ;Hay

indicios suficientes de que existan diferencias entre las puntuaciones medias de los dos equipos? (a = 0.05).
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Tipo A la izquierda Bilateral A la derecha
s Ho : g1 — po = Dy Ho : p1 — po = Dy Ho : g1 — pe = Dy
Hipotesis
P Hy :pn —pe < Dy Hy :py — pz # Do Hy 2 — pe > Dy
Estadistico 4_ @)Dy §2 — (-1 (52, ) 2+ (na—1)(2_, )
) —
de contraste sg(ﬁJr%) P n1+tnz—2
Region de
Re%hazo i< tOl;nl-‘r"Q—z |t| > tl—a/2;n1+n2—2 t> tl—a;n1+n2—2
p-valor Pl 4ny—2 <1 2P[Th,4ny—2 > [t]] PlTn,+n,—2 > 1]
Muestreo independiente y aleatorio. Variables normales.
Supuestos o2 — o2
1=03

Cuadro 8.8: Contraste para la igualdad de medias con muestras pequenas

Equipo 1 ‘ 59 73 74 61 92 60 84 54 73 47 102 75 33
Equipo 2 ‘ 71 63 40 34 38 48 60 75 47 41 44 8 53 68 39

Cuadro 8.9: Datos de las puntuaciones de los dos equipos de trabajo

Nos piden que contrastemos la igualdad de las medias (Hp : p1 = us), frente a la alternativa Hy : py # pe,
por lo que se trata de un contraste bilateral.

En primer lugar, obtenemos los estadisticos muestrales de ambos equipos. Las medias son, respectivamente,
68.2 y 53.8, mientras que las desviaciones tipicas muestrales son 18.6 y 15.8. Con estos valores podemos

calcular 512):
o 12x18.6+14 x 15.8

s, = B3+15-2 = 294.09.
Con este valor ya podemos calcular el estadistico de contraste:
68.2 — 53.8
t= = 2.22.

294.09(75 + 15)

Aunque no hemos dicho nada al respecto, vamos a suponer que las varianzas son iguales. Esto no parece
descabellado si admitimos que las condiciones en que trabajan ambos equipos determinan que no debe haber
diferencias en la variabilidad de sus puntuaciones. Esta hipotesis debe ser admitida y propuesta por el experto

(en este caso, el ingeniero) que maneja los datos.

Para obtener la conclusién, como siempre, vamos a obtener la regién de rechazo y valorar el p-valor:

1. La regién de rechazo es || > ¢0.975,26 = 2.055. Dado que ¢ = 2.22 cae en esa regién, podemos rechazar

la igualdad de las medias con un 95 % de confianza.

2. Dado que el p-valor, p = 2P[Tsg > 2.22] = 0.035 es inferior a 0.05, podemos rechazar la igualdad de las

medias con un 95 % de confianza. De hecho, podriamos llegar a un 96.5 %.

8.5.3. Con muestras pequenas, varianzas distintas y mismo tamano muestral

El resumen del contraste se recoge en el Cuadro 8.10

8.5.4. Con muestras pequenas, varianzas distintas y distinto tamano muestral

El resumen aparece en el Cuadro 8.11, donde v se redondea al entero més cercano.
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. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
N Hy:py —po =Dy Hy:py —po =Dy Hy:py —po2 = Do
Hipotesis
P Hy:py — pe < Dy Hy :py — po # Do Hy:py — pe > Dy
Estadistico ‘= (Z—§)— Do
de contraste \/%((Sifl)2+(8i,1)2)
Region de
rec%lazo t < toz;Q(n—l) |t| > tl—a/2;2(n—1) t> tl—a;Q(n—l)
p—valor P[Ta;Q(n—l) < t] QP[Ta;Q(n—l) > |t|] P[T(x;Q(n—l) > t]
Las dos muestras se recogen de forma independiente y aleatoria
Supuestos Ambas variables siguen distribuciones aproximadamente normales
Las muestras tienen el mismo tamano, ny =ne =n

Cuadro 8.10: Contraste para la igualdad de medias con muestras pequenias varianzas distintas y mismo
tamano muestral

. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
o Ho : p1 — p2 = Do Ho : p1 — p2 = Do Ho:py —p2 = Do
Hipotesis
P Hy:py — pe < Dy Hy:p —pe # Dy Hy:p — pe > Dy
(9}L71)2+(S?L71)2 ’
Estadistico = (z—5)—Do v — " "2
de contraste o (:1_1)* (2, L)Y (L)Y
T "1 2
ny—1 + ng—1
Region
de %QCh&ZO t < ta;v |t‘ > tl—a/Q;v t> tl—a;v
p-valor P[T, < t] 2P[T, > |t|] P[T, > t]
Suptestos Las dos muestras se recogen de forma independiente y aleatoria
P Ambas variables siguen distribuciones aproximadamente normales

Cuadro 8.11: Contraste para la igualdad de medias con muestras pequenas, varianzas distintas y distinto
tamafo muestral

8.6. Contraste para la diferencia de medias de poblaciones aparea-

das

Tenemos una misma poblacién en la que seleccionamos una muestra de n individuos. En cada uno de ellos
observamos dos variables, X e Y. Estas variables no son independientes: las muestras estdn apareadas,
(x1,91) 5 - (T, yn ). Para comparar ambas variables se considera una nueva variable, D = X — Y. Notamos
d a la media muestral de 1 — y1,...,Tn — Yn ¥ (sflfl)2 a su varianza muestral.

8.6.1. Con muestras grandes (n > 30)

El resumen aparece en el Cuadro 8.12.

8.6.2. Con muestras pequenas (n < 30)

El resumen aparece en el Cuadro 8.13. Veamos un ejemplo.

Una empresa farmacettica estd investigando un medicamento que reduce la presencia en sangre de un com-
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Tipo A la izquierda Bilateral A la derecha
o Ho:pp —p2 = Do Hy: pn —p2 = Dy Hy:pn —p2 = Do
Hipotesis
P Hy:pp —po < Dy Hy:p —pe # Do Hy:py —po > Dy
’ . _ d—D()
Estadistico 2=a
Rechazo 2 < 2o |z| > z1_a/2 Z>21-a
p-valor PlZ < Z] 2P[Z > |z|] P[Z > Z]
Supuestos n > 30

Cuadro 8.12: Contraste para la igualdad de medias en poblaciones apareadas con muestra grande

Tipo A la izquierda Bilateral A la derecha
. Ho : p1 — p2 = Do Hy: p1 — p2 = Dy Ho : p1 — p2 = Dy
Hipotesis
P Hy:pp —pe < Do Hy @ py — pe # Do Hy:pp —p2 > Do
T _ _d-D
Estadistico t= W
Rechazo t <tam—1 [t| >t _a/2—1 t>ti—amn—1
p-valor P[T,_1 <1] 2P[T,—1 > |t]] P[T,_1 > 1]
Supuestos D = X — Y, es aproximadamente normal

Cuadro 8.13: Contraste para la igualdad de medias en poblaciones apareadas y muestra pequena

ponente no deseado®. Antes de sacarlo al mercado necesita un estudio de casos-controles que demuestre su

eficacia.

El estudio de casos controles consiste en encontrar un nimero determinado de parejas de personas con
caracteristicas fisiologicas parecidas; en este caso, la mas importante de estas caracteristicas seria que las
parejas caso-control tengan al inicio del estudio el mismo o muy parecido nivel de presencia en sangre del
componente no deseado: en cada una de esas parejas, una actiia como caso, tomando la medicacién en estudio,
y la otra como control, tomando un producto inocuo llamado placebo. Ninguna de las dos personas, ni siquiera
el médico o el farmacettico que controla el proceso, sabe quién es el caso y quién el control. Sélo quien recopila
y analiza los resultados, sin contacto alguno con el paciente, tiene esos datos. Esta metodologia se conoce
como doble ciego y evita que el conocimiento de que se estd administrando la medicina provoque un efecto

en si mismo. Los datos aparecen en el Cuadro 8.14.

Un anélisis costo-beneficio de la empresa farmacedtica muestra que serd beneficioso sacar al mercado el
producto si la disminucién media del componente perjudicial es de al menos 2 puntos. Realicemos una nueva
prueba para ayudar a la compania a tomar la decisién correcta. Los datos son la disminucién de presencia

en sangre del componente no deseado después de tomar el medicamento o el placebo.

Empecemos por la notaciéon. Vamos a llamar muestra 1 a la del medicamento y muestra 2 a la del placebo.
Con esta notacién, nos piden que contrastemos Hy : p1 —p2 = 2 frente a Hy : p1 > po+2, o equivalentemente,

Hy : p1 — po > 2. En ese caso, el estadistico de contraste es

t= 3.21 -2 3.375

T 1134/V10
y el p-valor asociado es p = P[Ty > 3.375] = 0.004. Vemos que la significacion determina un p-valor inferior,
por ejemplo, a o = 0.05, por lo que podemos concluir con ese nivel de significacién que la mejora es superior,

en media, a 2 puntos y, por tanto, el medicamento es rentable.

2Podria ser colesterol, 4cido trico, ...
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Pareja Medicamento Placebo Diferencia
1 32.10 27.10 5.00
2 36.10 31.50 4.60
3 32.30 30.40 1.90
4 29.50 26.90 2.60
5 34.30 29.90 4.40
6 31.90 28.70 3.20
7 33.40 30.20 3.20
8 34.60 31.80 2.80
9 35.20 33.60 1.60
10 32.70 29.90 2.80

Cuadro 8.14: Datos del ejemplo de la compania farmaceutica

. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
o Ho:p=po Ho:p=po Ho:p=po
Hipotesis
P Hy:p <po Hy :p# po Hi:p>po
Estadistico P—po
z = =20
de contraste / ro(—r0)
p-valor PZ < Z] 2P[Z > |z]] P[Z > 7]
Region z<z |z] > = z2>z
de rechazo @ 1-a/2 1-a
Supuestos npo,n (1 —po) > 10

Cuadro 8.15: Contraste para una proporcion

8.7. Contraste para la proporcién en una poblacién

En esta ocasién tenemos una poblacién donde una proporcién dada presenta una determinada caracteristica,
que denominamos €ézito, y cuya probabilidad es p. Deseamos hacer inferencia sobre esta proporcion. Para
ello seleccionamos una muestra aleatoria simple de tamano n y contabilizamos la proporcién de éxitos en la

muestra, p. El resumen del contraste aparece en el Cuadro 8.15.

Vamos a considerar un primer ejempo relativo a la relacion entre el género y los accidentes de trafico. Se
estima que el 60 % de los conductores son varones. Por otra parte, un estudio realizado sobre los datos de 120
accidentes de trafico muestra que en ellos el 70 % de los accidentes fueron provocados por un varén conductor.
i Podemos, con esos datos, confirmar que los hombres son méas peligrosos al volante?

Si notamos por p a la proporcién de varones causantes de accidentes de trafico, la pregunta se respondera

afirmativamente si logramos contrastar la hipétesis Hy : p > 0.6. El valor del estadistico es

0.7—-0.6
7= ——

0.6x0.4
120

= 2.236.

Por su parte, la region de rechazo seria |z| > 1.96 para un a = 0.05, luego en efecto, podemos concluir que la
proporcién de varones causantes de accidentes es superior a la proporcién de varones conductores en general.
El p-valor, de hecho, es 0.013.

Vamos a analizar con mucho detalle otro ejemplo sobre igualdad de proporciones. De todas formas, lo que

quiero enfatizaros con el ejemplo no esta relacionado en si con el hecho de que se refiera a una proporciéon.

Una marca de nueces afirma que, como mdzximo, el 6 % de las nueces estin vacias. Se eligieron 300 nueces
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al azar y se detectaron 21 vacias. Con un nivel de significacion del 5%, ;se puede aceptar la afirmacion de

la marca?

= En primer lugar, pedir un nivel de significacion del 5% es equivalente a pedir un nivel de confianza del
95% ... jsobre qué? Nos preguntan si se puede aceptar la afirmacién de la marca con un nivel de
significaciéon del 5 %, es decir, con un nivel de confianza del 95 %. Eso implica que queremos
probar con amplias garantias que la marca no miente, y la tinica forma de hacerlo es poner su hipotesis
(p < 0.06) en la hipétesis alternativa. Por tanto, tendriamos Hy : p > 0.06 frente a lo que afirma la
marca, Hy : p < 0.06.

= Ahora bien, fijémonos que la proporciéon muestral de nueces vacias es p = 21,/300 = 0.07. Es decir, nos
piden que veamos si una proporciéon muestral de 0.07 da suficiente confianza (95 % para ser exactos) de
que p < 0.06... iNo da ninguna! Ni siquiera hace falta hacer el contraste con nimeros. Jamés podremos
rechazar la hipotesis nula en favor de la hipétesis de la marca, es decir, en absoluto podemos afirmar

lo que dice la marca, p < 0.06, con un 95 % de confianza. De todas formas, por si hay algtn incrédulo,

0.07—0.06

el estadistico de contraste seria z = T oEX0.00

= 0.729. La regiéon de rechazo, dado que es un test a la
300

izquierda, seria z < 205 = —1.645. Como vemos, el valor del estadistico de contraste estd en la cola de

la derecha y la regién de rechazo en la de la izquierda. Por eso decia antes que es imposible rechazar la

hipétesis nula en favor de la alternativa, independientemente del nivel de confianza requerido.

» Hasta ahora hemos demostrado que la marca no puede afirmar que la proporcién de nueces vacias es
inferior al 6 % con un 95 % de confianza. De hecho, no lo puede afirmar con ningtn nivel de confianza,

porque los datos tomados proporcionan una estimacién de 0.07 que va justo en contra de su hipotesis.

= Pero vamos a suponer que nos ponemos “gallitos” y decimos: “es mds, podria demostrar que hay eviden-
cias empiricas que proporcionan un 95 % de confianza en que la compania miente, siendo en realidad
la proporcion de nueces vacias superior al 6 %”. Ahora somos nosotros los que afirmamos otra cosa:
afirmamos p > 0.06 con un 95% de confianza, lo que equivale a decir que hemos planteado un nuevo
contraste de hipotesis en el que Hy : p < 0.06 frente a Hy : p > 0.06. Las cuentas estan casi hechas, ya
que el valor del estadistico de contraste es el mismo, z = 0.729, mientras que la regiéon de rechazo es
z > zg.95 = 1.645. Ahora el valor del estadistico, es decir, la informacion que nos dan los datos (21 de
300 nueces vacias), si es coherente con la hipotesis alternativa, de ahi que esté en la misma cola que la
region de rechazo... jpero no cae en ellal. Por lo tanto, no tenemos suficientes evidencias en los datos
para rechazar la hipotesis nula en favor de la alternativa con un 95 % de confianza, asi que no podemos

demostrar con ese nivel de confianza que la marca miente.

= En resumen, aunque parezca paradéjico, no tenemos suficientes evidencias en los datos para afirmar
que la compaiia dice la verdad, pero tampoco para demostrar que miente. La diferencia entre ambas
hipétesis radica en que no tenemos ninguna confianza en la afirmaciéon de la compania, y si alguna
confianza en la afirmacién contraria. ;Cuanta confianza tenemos en la afirmacién contraria p > 0.067
Ese valor viene dado por el p-valor, P[Z > 0.729] = 0.233, que determina que el nivel de confianza en
p > 0.06 es (1 —0.233) x 100% = 72.9%.

“sy entonces qué hacemos?”. Desde el punto de vista estadistico

= Finalmente, alguien podria pensar,
lo tinico que podemos recomendar es aumentar el tamano de la muestra, es decir, romper méas de 300

nueces para tomar la decision. Aparentemente, la informacion recogida con 300 nueces parece indicar
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Tipo de Unilateral a Bilateral Unilateral
prueba la izquierda a la derecha
T Hoy :p1 —p2 = Dy Hoy :p1 —p2 = Dy Hoy :p1 —p2 = Dy
Hipotesis
P Hy:p1 —p2 <Dy Hy :p1 —p2# Do Hy:p1 —p2 > Do
Estadistico 5 = P1—P2—Do p= n1p1+naps
de contraste o \/ 1 NPT ntne
p(lfp)(ﬁ+n—2)
Region
de rechazo 7S |2l > 21-a/2 Z 2 A-a
p-valor P[Z < Z] 2P[Z > |z|] P[Z > Z]
Supuestos Al menos 10 éxitos y 10 fracasos

Cuadro 8.16: Contraste para la diferencia de proporciones

que la marca miente. De hecho, si la proporcién muestral de 0.07 proviniera de una muestra de 1600

nueces en vez de 300, si hubiéramos podido demostrar con un 95 % de confianza que la marca miente.

8.8. Contraste para la diferencia de proporciones

En esta ocasién partimos de dos poblaciones dentro de las cuales hay proporciones p; y p2 de individuos con
la caracteristica éxito. Pretendemos comparar estas proporciones mediante la toma de muestras de tamano n,
y ng. Notaremos p; y po las proporciones de éxitos en las muestras. Supondremos de nuevo que las muestras
son grandes para poder aplicar el Teorema Central del Limite a la hora de trabajar con el estadistico de
contraste. El resumen del contraste aparece en el Cuadro 8.16.

Vamos a considerar un estudio® con datos reales, aunque algo anticuados, referente a la relacién entre los
accidentes de trafico y el consumo de alcohol, realizado por la DGT en la Comunidad Auténoma de Navarra
en 1991.

Se realizaron pruebas de alcoholemia en 274 conductores implicados en accidentes de trafico con heridos,
de los cuales, 88 dieron positivo. Por su parte, la Guardia Civil de Trafico realiz6é en la misma zona 1044
controles de alcoholemia al azar, de los cuales 15 dieron positivo.

Lo que la DGT quiere demostrar es que el alcohol es causante de los accidentes de trafico. Sin embargo,
desde el punto de vista estadistico s6lo podemos contrastar la hipétesis de que la proporcién de positivos en
la prueba de alcoholemia es mayor en el grupo de conductores implicados en accidentes de trafico.

Notemos por p; y p2 a las verdaderas proporciones en el grupo de implicados en accidentes y en el grupo
de conductores no implicados. Se nos pide contrastar Hy : p; = po frente a Hy : p1 > po. El estadistico de

contraste es
88 15

z = 274 1044 = 904.29.
88+15 __88+15 1 1
\/274+1044 (1 27441044 )( 274 + 1044)

Esta claro que el valor del estadistico es bestial, sin necesidad de valorar la regién de rechazo, que seria

z > zg.95 = 1.645, luego podemos rechazar la hipotesis nula en favor de la alternativa con, al menos, el 95 %

de confianza. El p-valor, p = P[Z > 904.29] = 0 indica que la confianza es, de hecho, bastante mayor.

No puedo resistirme a concluir el ejemplo sin recordar que lo que la DGT realmente querrda dar a entender
es que el alcohol es el causante de los accidentes de trafico, pero que eso no puede ser demostrado con el

contraste.

Shttp:/ /www.dgt.es/educacionvial /imagenes/educacionvial /recursos/dgt /EduVial /50 /40 /index.htm
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. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
NPT Hy:0% =02 Hy:0% =03 Hy:0? =02
Hipotesis Hi:0% <o} Hy:0? # o} Hy:0?> o}
Estadistico o (n—1)s2_,
de contraste X =T
2 2
X" < Xa/2:n_1 ©
Rechazo RS - /2n—1 22
X Xasn—1 X2 > X%—a — X X1—an—1
p-valor Plxn-1 < X7 [ 2min(Pl;_y <X’ Pxa—1>X°) | Plxa1> X
Supuestos Distribuciéon de probabilidad aproximadamente normal

Cuadro 8.17: Contraste para la varianza

8.9. Contraste para la varianza de una poblacién

De nuevo consideremos que tenemos una variable aleatoria X con varianza o2 y que tomamos una muestra de
tamaifio n, cuya varianza muestral notamos por s2_;. Vamos a tratar de hacer inferencia sobre 0. El problema
es que ahora no podemos aplicar el Teorema Central del Limite, por lo que sélo utilizar los contrastes cuando
la variable X es normal. Xz%;v es el valor de una x? de v grados de libertad tal que P [X2 < Xz%;v] =D.

Las empresa Sidel afirma que su méaquina de llenado HEMA posee una desviaciéon tipica en el llenado de
contenedores de 500ml de producto homogéneo inferior a 0.8 gr.* Vamos a suponer que el supervisor de control
de calidad quiere realizar una comprobacién al respecto. Recopila para ello una muestra del llenado de 50
contenedores, obteniendo una varianza muestral de 0.6 ;Esta informacién proporciona pruebas suficientes de

que la desviacion tipica de su proceso de llenado es realmente inferior a 0.8gr.?

Planteamos, en primer lugar, las hipotesis del contraste. Se nos pide que contrastemos Hy : ¢ = 0.8 o,

equivalentemente, Hy : 02 = 0.64 frente a la alternativa H; : 02 < 0.64. Se trata, por tanto, de un test

unilateral a la izquierda. El estadistico de contraste es

,  49x0.6

=220 45.938.
Gl 5.938

Ahora concluimos a través de la region de rechazo (elegimos o = 0.05) y del p-valor:

1. Dado que X%_O&g = 33.930, y x% = 45.938 > X(2).05;9 = 33.930, no podemos concluir con al menos un

95 % de confianza que, en efecto, la desviacion tipica de la cantidad de llenado es inferior a 0.8gr.

2. Dado que el p-valor es p = P[x3%, < 45.938] = 0.4, bastante alto, tenemos muy serias dudas acerca de

que, en efecto, la desviacion tipica sea realmente inferior a 0.8gr.

Ojo: antes de que la empresa Sidel se enfade con nosotros, no olvidemos que los datos son imaginarios: sélo

son reales las especificaciones técnicas de o < 0.8¢r.

8.10. Contraste para el cociente de varianzas

Tenemos dos muestras, 1, ..., Zn, ¥ Y1, -, Yn,, de dos variables aleatorias independientes con varianzas o? y

o3. Notaremos (sl _1)? y (s2_;)? a las varianzas muestrales. De nuevo s6lo podremos considerar el contraste

4http://www.sidel.com/es/products/equipment /the-art-of-filling/hema-gw
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Tino Unilateral a Bilateral Unilateral
P la izquierda a la derecha
2 2 2
Holﬁzl Holﬁzl Holdflzl
Hipotesis Z% Zg Zg
H12é<1 Hlié%l H12é>1

2

»
V|3~
-

8n—1>2
f < fa 2in1—1ngo—1 0
f > flia 91— 1ms—1 f > fl—(X;7L1—1,7L2—1
p-valor P[Fnl—l,ng—l < f] Qmin(P[Fnl—l,ng—l < f]vP[Fnl—l,nz—l > f]) P[Fnl—l,ng—l > f]
Las dos muestras se recogen de forma independiente y aleatoria
Ambas variables siguen distribuciones aproximadamente normales

Estadistico f=

[~

Rechazo f < fami—1ma—1

Supuestos

Cuadro 8.18: Contraste para el cociente de varianzas

si ambas variables son normales. El resumen del contraste aparece en el Cuadro 8.18. En él, fp.,, 4, es el
valor de una F' de v; y ve grados de libertad® tal que P[F < fy.4,.0,] = P

Para practicar sobre el contraste, consideremos que se han realizado 20 mediciones de la dureza en la escala
Vickers de acero con alto contenido en cromo y otras 20 mediciones independientes de la dureza de una
soldadura producida sobre ese metal. Las desviaciones estandar de las muestras de dureza del metal y de
dureza de la soldadura sobre éste fue de 12.06uHV y 11.414HV, respectivamente. Podemos suponer que
las durezas corresponden a variables normales e independientes. jPodemos concluir que la dureza del metal

basico es mas variable que la dureza medida en la soldadura?

Vamos a llamar a la dureza sobre el acero, X, y a la dureza sobre la soldadura, Y. Se nos pide que contrastemos
2

Hy : 0% = oy frente a la alternativa H; : 0% > 0y o, equivalentemente, H : ZX > 1. Se trata, por tanto, de
Y

una prueba unilateral a la derecha. El estadistico de contraste es

12,067

f

Vamos a tomar un nivel de significaciéon de o = 0.05. La regién critica viene delimitada por el valor fg 95,1919 =
2.168. Dado que f =1.1172 < fy.95.19,19 = 2.168, no podemos concluir al nivel de significacién a = 0.05 que

la dureza del metal bésico sea méas variable que la dureza medida en la soldadura.

El p-valor, por su parte, es p = P[Fi919 > 1.1172] = 0.4058.

8.11. Contraste para las medias de mas de dos poblaciones inde-
pendientes. ANOVA

En algunas de las secciones anteriores hemos conseguido contrastes de hipoétesis para valorar si existen diferen-
cias significativas entre dos grupos independientes. Lo que nos planteamos aqui es extender estos contrastes
para poder comparar no sélo dos sino tres o mas grupos. Se da por hecho, por tanto, que existe un factor

que separa los valores de la variable en varios grupos (dos o mas).

Concretamente, supongamos m muestras independientes unas de otras, cada una de ellas con un tamano

n;9. Supongamos también que cada una de las muestras provienen de poblaciones con distribucién normal

5De cara al uso de las tablas hay una propiedad bastante util: Ffoior,0e = 1/ fl—pivg,o1
6No es necesario, aunque si deseable, que todas las muestras tengan el mismo tamano.
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de medias p; y varianzas todas iguales, o2.

Lo que planteamos es contrastar
Hy:pr=...= ptim
frente a
H, : no todas las medias son iguales.
Obsérvese que la alternativa no dice que todas las medias sean distintas sino tan sélo que al menos dos de
ellas sean diferentes.

Denotemos por zi,...,z;,. a la muestra i—ésima, y T; y sfm_l a su media y su varianza muestral, con
.

1=1,...,m.

Este contraste se denomina ANOVA como acréonimo de Analysis of Variance, ya que, como vamos a ver, se
basa en analizar a qué se debe la variabilidad total que presentan los datos, si al azar o a las diferencias entre

las poblaciones de las que proceden las muestras.

Supongamos que juntamos todas las muestras, obteniendo una tnica muestra global de tamano

m
N = E g,
i=1

y calculamos su media,
m n; i
7= Dim1 Zj:l L
— N
ra, vam reguntarn r uentes de vartacion de los datos:
Ahora, vamos a preguntarnos por las tes d de los dat

1. En primer lugar, los datos varian globalmente respecto a la media total. Una medida de esta variacion

es la suma de los cuadrados totales,

2. Por otro lado, puede haber diferencias entre las medias de cada grupo y la media total. Podemos medir

estas diferencias con la suma de los cuadrados entre-grupos:
m
i=1

Si la hipdtesis nula fuera cierta, sélo habria pequenas diferencias muestrales entre las medias de cada
muestra, en cuyo caso, la SCE seria pequena. Si fuera falsa, habria muchas diferencias entre las medias

y con respecto a la media total, en cuyo caso SCE seria grande.

3. Por ultimo, debido a la variabilidad inherente a toda muestra, los datos de cada muestra van a va-
riar respecto a su media particular. Como medida de esta variacién consideramos la suma de los

cuadrados dentro de los grupos o intra-grupos:

m n;

SCD = ZZ (I; - 'fi)z = Z (nl - 1) Szz,ni—l'

i=1 j=1 i=1
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La clave en estas consideraciones lo constituye la siguiente igualdad, conocida como teorema de particién

de la varianza:

SCT =SCE + SCD.

Teniendo en cuenta este resultado, el ANOVA consiste en ver si SCE es significativamente grande respecto

de SCD. Para ello basta considerar que, suponiendo que la hipétesis nula es cierta:

] SaczT sigue una x2 con N — 1 grados de libertad.
] SC%E sigue una y? con m — 1 grados de libertad.
SSQD sigue una x2 con N —m grados de libertad.

Asi, el estadistico de contraste del test es

que, suponiendo que la hipétesis nula es cierta, sigue una F' de Snedecor con m — 1 y N — m grados de
libertad.

Por lo tanto, el test podemos resumirlo de la siguiente forma:

1. Calculamos
T =

2211 Z}Zl x;
N

y con ella

SCE = in (z; —1)° = ian — Nz2.
=1 i=1

2. Calculamos
m

SOD=3"3 (@ -5 =3 m - 1) s,

i=1j=1 i=1

3. Calculamos el estadistico del test:

4. Tomamos la decision:

a) Si F < Fy,_1 N—m;1—a, 10 rechazamos la hipétesis nula en favor de la alternativa con un nivel de
significacién a.
b) Si F > F,,—1 N—m;1—a, rechazamos la hipdtesis nula en favor de la alternativa con un nivel de

significacién a.

Ejemplo. En un experimento se prepararon flujos de soldadura con 4 composiciones quimicas diferentes.
Se hicieron 5 soldaduras con cada composicion sobre la misma base de acero, midiendo la dureza en la

escala de Brinell. El Cuadro 8.19 siguiente resume los resultados.

Vamos a contrastar si existen diferencias significativas entre las durezas, suponiendo que estas siguen

distribuciones normales todas ellas con la misma varianza.
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Composicion  Media muestral Desviacién tipica muestral

A 253.8 9.7570
B 263.2 5.4037
C 271.0 8.7178
D 262.0 7.4498
Cuadro 8.19: Datos del ejemplo de ANOVA
En primer lugar, observemos que los tamanos muestrales son iguales: n; = ... = nyqy = 5.

Por otra parte, tenemos:

. 5 x253.8+5x%x263.24+5x271.0+5 x 262.0
T = 20 = 262.5

SCE =5 x (253.8 — 262.5)> + ... + 5 x (262.0 — 262.5)% = 743.4

SCD = (5—1)9.7570% + ... + (5 — 1) 7.4498% = 1023.6.

Por tanto,
743.4

4—1

20—4

Por su parte, el valor de F3j 16,0.95 s 3.2389, de manera que podemos afirmar que existen diferencias

significativas entre las durezas de los 4 compuestos, con un 95 % de confianza.

8.12. El problemas de las pruebas miultiples. Método de Bonferroni

;,Qué ocurre si en un estudio tenemos que realizar méas de una prueba de hipoétesis? Cada prueba lleva consigo
un determinado nivel de confianza y, por tanto, una probabilidad de equivocarnos rechazando una hipétesis
nula que es cierta (error tipo I). Cuantas mas pruebas hagamos, méas probabilidades tenemos de cometer un

error en la decisién rechazando una hipétesis nula cierta o, dicho de otra forma, menor confianza tendremos.

El método de Bonferroni es uno de los métodos méas simples para tratar de corregir este problema asociado
a las pruebas multiples. Se trata de corregir los p-valores de todas las pruebas que se estén realizando

simultdneamente, multiplicAndolos por el n® total de pruebas, antes de tomar la decisién.

Ejemplo. En Biologia Molecular se estudia la relaciéon que puede tener el nivel de expresién de un gen
con la posibilidad de padecer un tipo de cancer. Un investigador consigue analizar el nivel de expresiéon de
10 genes en una muestra de pacientes y realiza 10 contrastes de hip6tesis donde la hipétesis alternativa de
cada uno de ellos dice que un gen esté relacionado con la posibilidad de padecer ese cancer. Los p-valores

obtenidos son los siguientes:

(0.1,0.01, 0.21,0.06, 0.32, 0.24, 0.45, 0.7, 0.08, 0.0003)
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En principio, tendriamos evidencias de que el 22 y el dltimo gen estén significativamente relacionados con
ese tipo de cancer. Sin embargo, debemos corregir el efecto de la realizacion de las 10 pruebas simulténeas.

Aplicando el método de Bonferroni, debemos multiplicar por 10 los p-valores. En ese caso, el segundo
gen ya no puede ser considerado estadisticamente significativo para el riesgo de padecer el cancer (0.01 x
10 > 0.05); por el contrario, dado que 0.0003 x 10 < 0.05, el dltimo gen sigue siendo considerado

significativamente relacionado con el céncer.

8.13. Resolucién del ejemplo del del diAmetro de los cojinetes

Recordemos el planteamiento: Un ingeniero industrial es responsable de la produccion de cojinetes de bolas y
tiene dos mdquinas distintas para ello. Le interesa que los cojinetes producidos tengan didmetros similares,
independientemente de la mdquina que los produce, pero tiene sospechas de que estd produciendo algin pro-
blema de falta de calibracion entre ellas. Para analizar esta cuestion, extrae una muestra de 120 cojinetes que
se fabricaron en la mdquina A, y encuentra que la media del didmetro es de 5.068 mm y que su desviacion
estandar es de 0.011 mm. Realiza el mismo experimento con la mdquina B sobre 65 cojinetes y encuentra que
la media y la desviacion estandar son, respectivamente, 5.072 mm y 0.007 mm. ;Puede el ingeniero concluir

que los cojinetes producidos por las mdquinas tienen didmetros medios significativamente diferentes?

En este caso, afortunadamente tenemos un tamafio muestral que va a permitir obviar la hip6tesis de normali-
dad. Vemos que se plantea un supuesto que puede ser analizado a través de la media, en concreto, comparando
la media de ambas maquinas. Si llamamos X al didmetro de la maquina A e Y al didmetro de la maquina

B, tenemos que contrastar Hy : ux = py frente a Hy : ux # py -

El estadistico de contraste es

5.068 — 5.072
p= = = -3.013.
0.0112 0.0072
120 + 65

El p-valor asociado es 2 x P[Z < —3.361] = 0.002, luego tenemos evidencias de que, en efecto, el didmetro

medio de ambas méaquinas es distinto.
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Capitulo 9

Contrastes de hipo6tesis no paramétricas

Todos aprendemos de la experiencia, y la leccién en esta ocasién es que nunca se debe perder

de vista la alternativa.

Sherlock Holmes (A. C. Doyle), en Las Aventuras de Black Peter

Resumen. Continuando con los contraste de hipotesis, presentamos en este capitulo nuevos contrastes que
)
permitirdn decidir si un ajuste mediante una distribucién teérica es valido y valorar si existe relacion entre

variables cualitativas.

Palabras clave: bondad de ajuste, test x> de bondad de ajuste, test de bondad de ajuste de Kolmogorov-

Smirnoff, test x? de independencia.

9.1. Introduccién

Todos los contrastes que hemos descrito en el capitulo anterior se basan, directa o indirectamente (a través
del teorema central del limite) en que los datos se ajustan a la distribucion normal, haciendo inferencia de
una u otra forma sobre sus parametros. En este capitulo vamos a considerar contrastes que no necesitan
de tal hipétesis, por lo que no se enuncian como contrastes sobre algin pardmetro desconocido: de ahi que

formen parte de los llamados contrastes no parameétricos o contrastes de hipétesis no paramétricas.

9.2. Contrastes de bondad de ajuste

Gracias a lo estudiado en el apartado correspondiente a la estimacién puntual de parametros ahora somos
capaces de ajustar una distribucion a unos datos mediante algin método de estimacion (momentos, méaxima
verosimilitud, ...). Sin embargo, hasta ahora no disponemos de ninguna herramienta capaz de juzgar si ese
ajuste es bueno o malo, o cobmo de bueno es. De hecho, en la relacién de problemas correspondiente dejamos
abierta esta cuestion, ya que s6lo pudimos valorar esta bondad del ajuste mediante representaciones graficas,

lo que sélo nos dio una visién parcial del problema, que puede ser muy subjetiva.

Los dos contrastes de hipotesis que vamos a describir ahora van a permitir contrastar como hipoétesis nula
Hy : la distribucién se ajusta adecuadamente a los datos,
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Resultado | Observados | Esperados
1 105 100
2 107 100
3 89 100
4 103 100
5 111 100
6 85 100
Total 600 600

Cuadro 9.1: Frecuencias observadas y esperadas en 600 lanzamientos del dado.

frente a la alternativa
H; : la distribucién no se ajusta adecuadamente a los datos,

facilitando ademaés un p-valor que permitiré, ademas, comparar la bondad de distintos ajustes.

Decir, por ultimo, que aunque estos dos contrastes de hip6tesis pueden aplicarse a cualquier tipo de variables
estan especialmente indicados para variables de tipo discreto o cualitativo en el caso del primero de ellos (test

x? de bondad de ajuste) y para variables de tipo continuo en el segundo (test de Kolmogorov-Smirnov).

9.2.1. Test x? de bondad de ajuste

Ejemplo. Supongamos que un tahur del Missisipi quiere probar un dado para ver si es adecuado para
jugar honestamente con él. En ese caso, si notamos por p; a la probabilidad de que en el lanzamiento del
dado resulte el valor ¢« = 1,2, ..., 6, el tahur quiere probar la hipotesis

1

H():pl:“-:pG:é

frente a la alternativa de H; que algin p; sea distinta de %.

Para realizar la prueba, lanzaré el dado 600 veces, anotando el nimero de veces que se da cada resultado.
Estas cantidades se denominan frecuencias observadas.
Por otra parte, si el dado fuera justo (hipotesis Hyp), en 600 lanzamientos deberian darse aproximadamente

100 de cada resultado posible. Estas frecuencias se denominan frecuencias esperadas.

El tahur tomaré la decisién con respecto al dado a partir de la comparacién de las frecuencias observadas
y las esperadas (ver Cuadro 9.1). ;Qué decidirias tu a la luz de esos datos?

A continuacién, vamos a describir el test 2, que permite realizar pruebas de este tipo. Como hemos comentado
en la introduccién, con ella podremos juzgar ajustes de los que hemos logrado en el capitulo de estimacion
puntual, pero también podremos utilizarla en ejemplos como el que acabamos de ver, en el que el experto
esta interesado en contrastar datos experimentales con respecto a una distribucién teoérica que le resulta de

intereés.

En primer lugar y de forma mas general, supongamos que tenemos una muestra de tamano N de una v.a.

discreta o cualitativa, X, ajustada a un modelo dado por una distribucién.
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Consideremos una particién del conjunto de valores que puede tomar la variable: Sy, ..., S,. En principio,
esta particién podrian ser simplemente todos y cada uno de los valores que toma la variable X, pero, como

veremos, es posible que tengamos que agrupar algunos de ellos.

Seguidamente, consideremos la probabilidad, segun la distribucién dada por el ajuste que queremos evaluar,

de cada una de estas partes,
pi:P[XESi/HO} > 0.

De igual forma, calculemos O;, el nimero de observaciones de la muestra que caen en cada conjunto .S;.

La idea del test es comparar el nimero de observaciones O; que caen realmente en cada conjunto S; con el
numero esperado de observaciones que deberian caer en S; si el ajuste es el dado por nuestro modelo, que

seria N X p;. Para ello, una medida que compara estas dos cantidades viene dada por

Si, para una muestra dada, esta v.a. toma un valor d muy alto, indica que los valores observados no cuadran
con el ajuste que hemos propuesto (con lo cuél se rechazaria la hipdtesis nula en favor de la alternativa);
si, por el contrario, toma un valor d bajo, indica que nuestro ajuste corresponde bien con los datos de la

muestra, por lo que es aceptable la hipotesis nula.

El problema final es decidir cuando el valor de la v.a. D,d, es lo suficientemente alto como para que nos
resulte inaceptable el ajuste. Para decidirlo hay que tener en cuenta que cuando N es razonablemente alto y
la hipotesis H es cierta, la distribucién de probabilidad de D es x? con r — k — 1 grados de libertad, es decir,

N>> 9
D/Ho = Xr—k—1»

donde k es el niimero de parametros que han sido estimados en el ajuste. Teniendo en cuenta este resultado,
se calcula bajo esta distribucion la probabilidad de que se de un valor todavia mas alto que d (el p-valor, por
tanto),

p=P[D>d/n,].

Si esta probabilidad es inferior al 5%, se rechaza la hipotesis nula en favor de la alternativa con un 95% de
confianza. Dicho de otra forma, se acepta la hipdtesis nula solo si el valor de D entra dentro del 95% de

resultados mas favorables a ella.

Esquematicamente, el proceso es el siguiente:

1. Se enuncia el test:

Hy : los datos siguen la distribucién dada por nuestro ajuste

H, : los datos no siguen la distribucién dada por nuestro ajuste

2. Si en la muestra se dan los valores x1,...,x,,, se calculan las frecuencias esperadas segun el ajuste
propuesto de cada valor x;, N x P[X =u;], i« = 1,...,m. Si alguna de estas frecuencias es inferior
a b, se agrupa con alguna de la mas cercana hasta que sumen una frecuencia mayor o igual a 5. Se

construye asi la particion del conjunto de valores posibles para X, Si, ...5,., cuyas frecuencias esperadas
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X; 0 1 2 13(4]5|6
Frec.obs. | 42 | 28 | 13 | 5 | 7 | 3| 2

Cuadro 9.2: Frecuencias observadas en la muestra de tiempos entre llegadas.

son todas mayores o iguales a 5. En realidad, esto es s6lo una recomendacién que puede relajarse: si

alguna frecuencia esperada es solo ligeramente inferior a 5, no es especialmente grave.
3. Se calculan las frecuencias observadas de cada S;, y lo notamos como O;.

4. Se calcula el estadistico del test en la muestra

5. Se calcula el p-valor asociado al valor del estadistico,
p=P[D>d/n],
segin una distribucién x? con r — k — 1 grados de libertad.
6. Se toma la decision (para un nivel de confianza del 95 %):

a) Sip < 0.05, se rechaza la hipotesis nula en favor de la alternativa, con un 95 % de confianza.

b) Sip > 0.05, se concluye que no hay evidencias en contra de afirmar que los datos se ajustan a la

distribucion dada.

Ejemplo. Los datos que se presentan en el Cuadro 9.2 constituyen una muestra aleatoria simple del
tiempo en ms. que transcurre entre la llegada de paquetes transmitidos por un determinado protocolo.

En la tabla aparecen los valores junto al nimero de veces que han sido observados en la muestra.

Se sospecha que una distribucion geométrica puede ajustar bien esos datos. Vamos a realizar ese ajuste
y contrastar si es aceptable mediante el test de la chi-cuadrado.

En primer lugar, para ajustar una distribuciéon geométrica debemos estimar el pardmetro de la misma.
Vamos a hacerlo de forma sencilla por el método de los momentos. El valor de la media de la distribucion

es $SEX— de donde p = ﬁ Por tanto, nuestro estimador seré

1
1+

ﬁ:

Por su parte,

0 0x424+1x2842%x134+3x54+4xT7T+5x3+6x2 124
xr = = ].
100 ’

luego $
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Asi pues, deseamos contrastar en qué medida el ajuste de una Geo (0.4464) es valido para los datos de
la muestra. Es decir, deseamos contrastar Hy : X — Geo(0.4464) frente a la alternativa H; : X —»
Geo (0.4464) .

Vamos a calcular cudles son las probabilidades teéricas segin esa distribucién de los valores observados

en la muestra:
P[X = 0] = 0.4464 x (1 —0.4464)" = 0.4464

P[X =1] = 0.4464 x (1 — 0.4464)" = 0.2471
P[X =2] =0.4464 x (1 — 0.4464)* = 0.1368
P[X = 3] = 0.4464 x (1 — 0.4464)" = 0.0757
P[X =4] = 0.4464 x (1 — 0.4464)"* = 0.0419
P[X = 5] = 0.4464 x (1 — 0.4464)" = 0.0232
P[X = 6] = 0.4464 x (1 — 0.4464)° = 0.0128

P[X > 6] =1—(0.4464 4 0.2471 4+ 0.1368 + 0.0757 + 0.0419 4 0.0232 + 0.0128) = 0.0159

Ahora tenemos que construir la particion de los valores de la variable que, como sabemos, son 0,1,... Hay
que tener en cuenta que debemos procurar que las frecuencias esperadas sean superiores o iguales a 5.
Como hay 100 observaciones, serd necesario agrupar los valores 4 en adelante en un solo conjunto. Vamos
a resumir este planteamiento en el Cuadro 9.3 donde, ademas, aparecen los residuos al cuadrado entre

las frecuencias observadas y esperadas, necesarios para calcular el estadistico del test.
El valor de éste se calcula a partir de los resultados de la tabla de la siguiente manera:

_6.9696 0.0841 ~0.4624 ~6.6049 = 6.8644

d= =1 .
44.64 + 27.71 * 13.68 * 7.57 * 9.38 773

Finalmente, el p-valor se calcula como P [D > 1.7973], donde D sigue una x%_;_;, es decir, una Gamma
de parametros (5 —1—1)/2 y 1/2. Por tanto,

0o 1/1 %71 —1ig
p — valor = / 2(255)—3¢wdx = 0.61552.
1.7973 I (3)

Al ser superior (muy superior, de hecho) a 0.05, podemos afirmar que no hay evidencias en los datos de
la muestra en contra de que éstos sigan una distribucién Geo (0.4464).
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(
0 [42 4464 | (42—44.64)" =6.9696
1 [ 28 | 2771 [ (28—27.71)7 =0 .0841
2 [ 1311368 | (13—13.68)" = 0.4624
3 |5 | 757 (5—7.57)" = 6.6049
>4]12 [ 938 (12 — 9.38)% = 6.864 4

Cuadro 9.3: Frecuencias observadas, frecuencias esperadas y residuos.

9.2.2. Test de Kolmogorov-Smirnoff

En este caso el test es aplicable sobre todo a variables de tipo continuo. Se basa en la comparacién de la
funcién de distribucién teérica propuesta por el modelo cuyo ajuste estamos evaluando con la funcién de
distribucién empirica de los datos.

Concretamente, si tenemos Xji, ..., Xy una muestra de una v.a. X, si notamos por F (z) a la funcion de
distribucion del modelo propuesto y por Sy (z) a la funcién de distribucién empirica asociada a la muestra,

el estadistico que se utiliza para este contraste viene dado por

Dy = S;Lp|F(£L’) — Sy (z)].

A la hora de calcular este maximo debemos tener en cuenta que la variable x es de tipo continuo.

La hipétesis nula a contrastar es
Hy : los datos de la muestra se ajustan a la distribucién dada por F (),
frente a la hipoétesis alternativa,

Hi : los datos de la muestra no se ajustan a la distribuciéon dada por F' (x).

Se rechazara la hipdtesis nula en favor de la alternativa cuando el p-valor asociado al valor que tome Dy sea

inferior a 0.05.

Esquematicamente, el proceso en el desarrollo del test puede resumirse en los siguientes pasos:

1. Ordenamos los valores de la muestra de menor a mayor: x(y), ..., Z(n)-

2. Construimos la funcién de distribucién empirica, que en cada valor de la muestra viene dado por
Sy (@) = &

3. El valor del estadistico se calcula como
dy = mix {mix{|F (z)) = Sn ()], |F (2@)) = Sn (z-0)[}}-

4. Se rechazara la hipotesis nula en favor de la alternativa si p = P [Dy > dn] < 0.05, con un (1 — p) x
100 % de confianza.

La distribucion de probabilidad de Dy, necesaria para calcular el p-valor, no es muy conocida. Ademas,

para evaluar esta probabilidad hay que tener en cuenta el nimero de pardmetros de la distribucién en el
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ajuste. Una metodologia adecuada para ello es conocida como Métodos de Monte Carlo, aunque excede los
contenidos de estos apuntes. Debo advertir que muchos de los paquetes estadisticos méas habituales pueden
inducir a error en el célculo de este p-valor, ya que proporcionan por defecto aquél correspondiente a un
ajuste en el que no se estime ningtin pardmetro en la distribucién bajo la hipétesis nula, dando lugar a una

sobreestimacion de dicho p-valor.

1.4647 | 0.4995 | 0.7216 | 0.1151 | 0.2717 | 0.7842 | 3.9898 | 0.1967 | 0.8103 | 0.4854
0.2333 | 0.0814 | 0.3035 | 1.7358 | 0.9021 | 0.0667 | 0.0868 | 0.8909 | 0.1124 | 0.0512

Cuadro 9.4: Datos de la muestra.

Ejemplo. Los datos que aparecen en el Cuadro 9.4 corresponden al tiempo en sec. entre conexiones a

un servidor. Nos planteamos si una distribucion exponencial es adecuada para su ajuste.

En primer lugar hemos de decidir cudl es el ajuste propuesto. El estimador maximo verosimil del paré-
metro A\ de una exponencial coincide con el estimador del método de los momentos, A= mil En este
caso, A = 1/0.6902 = 1.4489.

Para calcular el valor del estadistico del contraste, debemos evaluar la funciéon de distribucién de una
exp (1.4489),
F(ZC) -1 671.4489:67 T Z 0

con la funcién de distribucién empirica. El Cuadro 9.5 muestra ambas funciones de distribucion. De ella
se deduce que el valor del estadistico de contraste es 0.172 72. El p-valor asociado (calculado por Métodos

de Monte Carlo con R) toma el valor
P [Dyy > 0.17272] = 0.5707.

Por tanto, no hay en los datos evidencia en contra de asumir que siguen una distribucion exp (1.4489).

La Figura 9.1 muestra en una vertiente grafica la bondad del ajuste y el punto donde se alcanza la

distancia maxima entre las funciéon de distribucién tedrica y empirica.

Lzw | Flzw) o0 ' 12w [ Fle) [ [5G |
0.0512 | 7.1499 x 10-2 ] 0.05 | 0 | 0.4854 | 0.50505 | 0.55 | 0.5
0.0667 | 9.2110 x 10-2 | 0.1 | 0.05 | 0.4995 | 051506 | 0.6 | 0.55
0.0814 | 0.11125 0.5 [ 0.1 | 0.7216 | 0.64849 | 0.65 | 0.6
0.0368 | 0.11813 02 [ 01507842 | 0.67897 | 0.7 | 0.65
0.1124 | 0.15029 025 (0.2 | 0.8103 | 0.60080 | 0.75 | 0.7
0.1151 | 0.1536 03 02508009 | 0.72496 | 0.8 | 0.75
0.1967 | 0.24798 0.25 | 0.3 0.9021 | 0.72938 | 0.85 | 0.8
0.2333 | 0.23682 04 | 035 | 14647 | 0.83023 | 0.9 | 0.85
02717 | 0.32542 045 [04 | 1.7358 | 0.01914 | 0.95 | 0.9
0.3035 | 0.3558 05 | 045 | 3.0808 | 0.09601 | 1 0.95

Cuadro 9.5: Tabla asociada al Test de Kolmogorov-Smirnov.
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09 b

0.8r- 4

0.7 b
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04r q
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01r 4

Figura 9.1: Funciones de distribucién tedrica y empirica. Valor donde se da el estadistico de Kolmogorov-
Smirnof.

9.3. Contraste de independencia x?

Si nos damos cuenta, desde el capitulo de estadistica descriptiva nos hemos centrado exclusivamente en

variables de tipo cuantitativo.

Sin embargo, en numerosas ocasiones el objeto de estudio viene determinado, no por una cantidad, sino
por una cualidad o un estado no cuantificable. Es por ello que vamos a considerar un contraste relativo a
variables de tipo cualitativo, concretamente, para valorar si dos de estas variables estan o no significativamente

relacionadas.

Ejemplo. ;Est4 relacionada la ideologia politica con el género del votante? Es decir, nos planteamos si
el que una persona se declare de izquierdas o de derechas depende de si es varén o mujer. Existen dos
variables cualitativas o caracteristicas que dividen a la poblaciéon. Lo que nos interesa es si esa division

estd o no relacionada. ;jSerdn mas conservadoras las mujeres?

Consideremos en general una poblacién en la que cada individuo se clasifica de acuerdo con dos caracteristicas,
designadas como X e Y. Supongamos que los posibles valores de X son z, ..., z, y los posibles valores de Y
son Y, --e5 Ys-

Denotemos por p;; a la proporcién de individuos de la poblacién cuyas caracteristicas son simultdneamente
x; e y;. Denotemos ademaés, como p;. a la proporcién de individuos con caracteristica x; y p.; a la proporcién
de individuos con caracteristica y;. En términos de probabilidades, tendremos que si se elige un individuo al

azar,
PIX =2, Y =y;] = p;j

PX=ux]=p; = Zpij
j=1
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PlY =yjl=p; = Zpij~
=1

Lo que pretendemos contrastar es si las dos caracteristicas son independientes, es decir, si para todo 7 y para
todo 7,
es decir, si

Pij = Pi. XDPj-

Asi pues, podemos enunciar el contraste como
Hy :pijj=pi xpjparatodoi=1,...,rj=1,..s

frente a

Hy :pij # pi. X p.j para algln valor de ¢ y j.

Para llevar a cabo el contraste tomaremos una muestra de la poblacién de tamafio n. Denotemos por n;; los

individuos de esa muestra que toman simultdneamente el valor z; y el valor y; (frecuencias observadas),
s . .. r

n; = ijl n;; los individuos de la muestra que toman el valor z; y n; = Zi:l n; los que toman el valor

Y-

De esta forma,

A N;j
Pii =
1] n
serd un estimador basado en la muestra de p;;,
~ ;.
Pi. = —
n
serd un estimador basado en la muestra de p;. y
A n. j
pi=—L
! n

serd un estimador basado en la muestra de p ;.

Por otra parte, si la hipotesis nula fuera cierta, el nimero de individuos en la muestra, de tamafio n, que

toman simultdneamente los valores x; y y; seria
€ij =N X Pi. XPj-
Basado en la muestra, los valores

€ij :nX]ﬁi' Xﬁ.j

Mg X N5

(frecuencias esperadas) serian sus estimadores.

Finalmente, el estadistico del contraste se basa en comparar los valores reales en la muestra de n;; con

los valores é;; que se darfan si la hipétesis nula fuera cierta, es decir, si las caracteristicas X e Y fueran
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independientes. El valor del estadistico es

T S

=3y

i=1 j=1

(nij — éi;)°

Suponiendo que la hipétesis nula es cierta, la distribucion del estadistico del contraste es x2 con (r — 1) (s — 1)
grados de libertad, por lo que decidiremos en funcién del p-valor asociado,
p:P[D>d/Ho]7

donde D — x7,_1)(s_1) © bien:
= Rechazaremos Hy con nivel de significacion o si d > X%’r—l)(s—l)'l—a'

= No rechazaremos Hy con nivel de significacion « si d < X%rfl)(sfl);lfa'
Hay que hacer una tltima observacién: para que en efecto D — x? con (r — 1) (s — 1) es necesario que todas
(o casi todas) las frecuencias esperadas é;; sean mayores o iguales a 5. Si alguna o algunas de ellas no lo
son, la distribucién x? podria no ser adecuada y el resultado del test incorrecto. Para que esto no ocurra es

recomendable que el tamano de la muestra sea grande.

Ejemplo. Se toma una muestra de 300 personas, preguntandoles si se consideran méas de derechas, més

de izquierdas o de centro y anotando su género. El resultado se resume en la siguiente tabla:

Izquierda Derecha Centro | Total
Mujeres 68 56 32 156
Hombres 52 72 20 144
Total 120 128 52 300

Este tipo de tablas se conocen como tablas de contingencia. Contiene los valores que hemos notado

ni; ¥, en los margenes inferior y lateral derecho, los valores n;. y n ;.

Vamos a ver si el género esta relacionado con la ideologia. Si no fuera asi, si la ideologia fuera independiente

del género, se tendria en una muestra de 300 individuos las frecuencias esperadas serian

Izquierda Derecha Centro Total
Mujeres | 300330538 300320435 300432 5% | 156
44 120 144 128 144 52
Hombres 300;)% 350 30035, % 300555 365 144
Total 120 128 52 300
Izquierda Derecha Centro | Total

Mujeres 62.40 66.56 27.04 156
Hombres 57.60 61.44 24.96 144
Total 120 128 52 300
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El valor del estadistico de contraste es, por tanto,

(68 — 62.40)° N (56 — 66.56)° N (32 — 27.04)°
62.40 66.56 27.04

(52 — 57.60)° L (12— 61.44)> L (20— 24.96)°
57.60 61.44 24.96

D =

= 6.433.

Por su parte, X%271)(371);0.95 = 5.991, de manera que podemos rechazar la hipétesis nula en favor de la
alternativa, afirmando con un 95 % de confianza que el genero esta relacionado con la ideologia. ;En qué

sentido lo estara?

= Si nos centramos solo en los de izquierdas, tenemos que el porcentaje de hombres y mujeres es de

% x 100 % = 56.667 % y de % x 100 % = 43.333 %, respectivamente.

= Si nos centramos sélo en los de derechas, tenemos que el porcentaje de hombres y mujeres es de

% x 100% = 43.75% y de % x 100 % = 56.25 %, respectivamente.

= Finalmente, si nos centramos sélo en los de centro, tenemos que el porcentaje de hombres y mujeres
es de 22 x 100 = 61.538 % y de 22 x 100 = 38.462 %, respectivamente.

Lo que parece que ocurre es que las mujeres tienen mayor preferencia por la derecha. Sin embargo, esta

afirmacion no se ha contrastado, sino que se basa simplemente en datos descriptivos!.

9.4. Resoluciéon del ejemplo de los accidentes laborales

Redordemos el planteamiento: En una empresa se sospecha que hay franjas horarias donde los accidentes
laborales son mas frecuentes. Para estudiar este fendmeno, contabilizan los accidentes laborales que sufren

los trabajadores segin franjas horarias, durante un ano. Los resultados aparecen en la tabla.

Horas del dia Numero de accidentes

8-10 h. 47
10-12 h. 52
13-15 h. o7
15-17 h. 63

Con esa informacion, los responsables de sequridad de la empresa deben decidir si hay franjas horarias donde

los accidentes son mds probables o si, por el contrario, éstos ocurren absolutamente al azar.

En primer lugar debemos plantearnos la hipétesis que queremos contrastar. El hecho de que ocurran los
accidentes absolutamente al azar vendria a decir que la probabilidad de ocurrencia es la misma en cada franja
horaria (puesto que todas ellas tienen la misma amplitud). Por ello, si notamos p; a la probabilidad de que
ocurra un accidente en la i-ésima franja horaria, nos planteamos como hipotesis nula Hy : p1 = ... = py = %

frente a la alternativa de que no todas las probabilidades sean iguales.

Para realizar el contraste podemos considerar un contraste de bondad de ajuste en el que la distribucién de

probabilidad sea una uniforme discreta, que no tiene parametros.
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En este caso, el estadistico de contraste es muy sencillo:

_ (47219 x (1/4))* (52 —219 x (1/4))* (57— 219 x (1/4))* (63 —219 x (1/4))* _
e TR R T A T B T ET R

Por su parte, el p-valor es p = P[x3_,_; > 2.571] = 0.462, por lo que no tenemos evidencias en estos datos

que hagan pensar en que hay franjas horarias més propicias a los accidentes.
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Capitulo 10

Regresion lineal simple

Un politico debe ser capaz de predecir lo que pasard manana, y la semana, el mes y el ano

préoximos. Y también debe ser capaz de explicar por qué no acerto.

Winston Churchill

Resumen. En este capitulo se describe el modelo de regresion lineal simple, que asume que entre dos variables
dadas existe una relacién de tipo lineal contaminada por un error aleatorio. Aprenderemos a estimar dicho
modelo y, a partir de estas estimaciones y bajo determinadas hipotesis, podremos extraer predicciones del

modelo e inferir la fortaleza de dicha relacién lineal.

Palabras clave: regresiéon lineal simple, variable dependiente, variable independiente, error aleatorio, nube
de puntos, principio de minimos cuadrados, coeficiente de correlacion lineal, coeficiente de determinaciéon

lineal, bondad del ajuste, prediccion, estimacion.

10.1. Introduccidén

Uno de los aspectos més relevantes que aborda la Estadistica se refiere al anélisis de las relaciones que se dan
entre dos variables aleatorias. El andlisis de estas relaciones estd muy frecuentemente ligado al anélisis de
una variable, llamada variable dependiente (V) , y del efecto que sobre ella tiene otra (u otras) variable(s),

llamada(s) variable(s) independiente(s) (X), y permite responder a dos cuestiones bésicas:

= ;Es significativa la influencia que tiene la variable independiente sobre la variable dependiente?

= Si, en efecto, esa relacion es significativa, jcomo es? y ;podemos aprovechar esa relacién para predecir
valores de la variable dependiente a partir de valores observados de la variable independiente? Més atn,

,podemos inferir caracteristicas sobre esa relacién y con el fenémeno que subyace a ella?

Ejemplo. Un equipo de investigadores que trabajan en seguridad en el trabajo esta tratando de analizar
c6mo la piel absorbe un cierto componente quimico peligroso. Para ello, coloca diferentes volaumenes del
compuesto quimico sobre diferentes segmentos de piel durante distintos intervalos de tiempo, midiendo

al cabo de ese tiempo el porcentaje de volumen absorbido del compuesto. El diseno del experimento se ha
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realizado para que la interaccion esperable entre el tiempo y el volumen no influya sobre los resultados.

Los datos aparecen en el Cuadro 10.1

Lo que los investigadores se cuestionan es si la cantidad de compuesto por un lado y el tiempo de
exposicion al que se somete por otro, influyen en el porcentaje que se absorbe. De ser asi, seria interesante
estimar el porcentaje de absorcién de personas que se sometan a una exposiciéon de una determinada

cantidad, por ejemplo, durante 8 horas.

En una primera aproximacién al problema, podemos observar una representacion grafica de los datos en
los diagramas de dispersién o nubes de puntos de la Figura 10.1. ;Qué afirmariamos? Parece que si hay
una relacion lineal mas o menos clara (pero no definitiva) entre el tiempo de exposicion y el porcentaje

de absorcién, pero jla hay entre el volumen y el porcentaje de absorcion?

Experimento  Volumen Tiempo Porcentaje Absorbido

1 0.05 2 50.88
2 0.05 10 49.96
3 0.05 24 83.66
4 2.00 2 54.09
) 2.00 10 68.27
6 2.00 24 85.65
7 5.00 2 48.39
8 5.00 10 64.88
9 5.00 24 88.01

Cuadro 10.1: Datos sobre el experimento de la absorcién del compuesto

Un modelo de regresion lineal simple para una variable, Y (variable dependiente), dada otra variable, X
(variable independiente), es un modelo matemético que permite obtener una féormula capaz de relacionar

Y con X basada sélo en relaciones lineales, del tipo

Y =6+ /X +e.

En esta expresion:

= Y representa a la variable dependiente, es decir, a aquella variable que deseamos estudiar en relacion

con otras.

= X representa a la variable independiente, es decir, aquellas que creemos que puede afectar en alguna
medida a la variable dependiente. La estamos notando en maytscula, indicando que podria ser una
variable aleatoria, pero habitualmente se considera que es una constante que el investigador puede fijar

a su antojo en distintos valores.

= ¢ representa el error aleatorio, es decir, aquella cantidad (aleatoria) que provoca que la relacion entre

la variable dependiente y la variable independiente no sea perfecta, sino que esté sujeta a incertidumbre.
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Figura 10.1: Nube de puntos

Hay que tener en cuenta que el valor de ¢ sera siempre desconocido hasta que se observen los valores de X e

Y, de manera que el modelo de prediccién serd realmente
Y =By + Bi X.

Lo que en primer lugar resultaria deseable de un modelo de regresién es que estos errores aleatorios ocurran en
la misma medida por exceso que por defecto, sea cual sea el valor de X, de manera que E'[¢/x—,] = F[e] =0
y, por tanto,

EY/x=z] = po+ 1z + E e/ x =]
= Bo + piz.

Es decir, las medias de los valores de Y para un valor de X dado son una recta.

La Figura 10.2 representa una nube de puntos y la recta de regresién que los ajusta de unos datos genéricos.
Podemos ver el valor concreto de e = y — F [Y/x—,| para un dato, supuesto que hemos obtenido un modelo

de regresion. En ella se puede ver también la interpretacion de los coeficientes del modelo:

= 3y es la ordenada al origen del modelo, es decir, el punto donde la recta intercepta o corta al eje y.

= (31 representa la pendiente de la linea y, por tanto, puede interpretarse como el incremento de la
variable dependiente por cada incremento en una unidad de la variable independiente.
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Figura 10.2: Diagrama de dispersion y linea de las medias hipotéticas.

Nota. Es evidente que la utilidad de un modelo de regresiéon lineal tiene sentido siempre que la relacién
hipotética entre X e Y sea de tipo lineal, pero ;qué ocurre si en vez de ser de este tipo es de otro tipo
(exponencial, logaritmico, hiperbdlico...)?

En primer lugar, es absolutamente conveniente dibujar el diagrama de dispersiéon antes de comenzar a
tratar de obtener un modelo de regresion lineal, ya que si la forma de este diagrama sugiere un perfil
distinto al de una recta quiza deberiamos plantearnos otro tipo de modelo.

Y, por otra parte, si se observa que el diagrama de dispersiéon es de otro tipo conocido, puede optarse
por realizar un cambio de variable para considerar un modelo lineal. Existen técnicas muy sencillas para

esta cuestion, pero no las veremos aqui.

10.2. Estimacién de los coeficientes del modelo por minimos cua-

drados

Si queremos obtener el modelo de regresion lineal que mejor se ajuste a los datos de la muestra, deberemos
estimar los coeficientes 5y y 51 del modelo. Para obtener estimadores de estos coeficientes vamos a considerar
un nuevo método de estimacion, conocido como método de minimos cuadrados. Hay que decir que
bajo determinados supuestos que veremos en breve, los estimadores de minimos cuadrados coinciden con los

estimadores maximo-verosimiles de By y ;.

El razonamiento que motiva el método de minimos cuadrados es el siguiente: si tenemos una muestra de
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valores de las variables independiente y dependiente,

(xla yl) PRERE) (xnvyﬂ) )

buscaremos valores estimados de 8y y 1, que notaremos por BO y Bl, de manera que en el modelo ajustado,
Jz = Po + Pra
minimice la suma de los cuadrados de los errores observados. Recordemos que
EY/x=:] = po + puiz,

luego 9, puede interpretarse de dos formas:
1. Como una prediccion del valor que tomara Y si X = .
2. Como una estimacion del valor medio de Y cuando X = .

Concretando, lo que buscamos es minimizar la suma de los cuadrados de los errores
n . . 2
SSE=3" (ui— (Bo+ i)
i=1

es decir buscamos

(Bm@) = arg [ml’n SSE] .

0,61

Se llama recta de regresién por minimos cuadrados (o simplemente recta de regresion) de Y

dada X a la linea que tiene la SSFE més pequefia de entre todos los modelos lineales.

La solucién de ese problema de minimo se obtiene por el mecanismo habitual: se deriva SSFE respecto de Bo

y By, se iguala a cero y se despejan estos. La solucion es B = ﬁ?z y Bo = y— 51z, donde

n

SSuy =Y (w0 — %) (4 — §) = Y wiyi — nTy
=1 =1

SSuw =Y (wi—7)" = ix? — nz?.
i=1

i=1

Con esta notacion, es facil demostrar que

n . \2  §S,.58,, — 552
SSE :Z (yz — (Bo + 511’1‘)) = S;y .
i=1 e
SS.,2 N
=88y, — S = 55, — S5u % fi.
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En este sentido, se define como medida de la calidad del ajuste de la recta de regresion el error estandar del

ajuste como

[SSE > (yi - (Bo+B1$>)2
Se = n—2_ n—2

_ |88y — 155y
n—2 ’

Cuanto mayor sea esta cantidad, peor son las predicciones de la recta de regresion.

Ejemplo. Para los datos sobre el ejemplo de la absorcién del compuesto, vamos a calcular e interpretar

las dos rectas de regresiéon posibles.

En primer lugar, vamos a considerar la recta de regresion para explicar el porcentaje de absorcion (y)

conocido el volumen de sustancia (z):

SSyy =36.24, S5, = 37.31
luego

. S8.,
B = 3.
Bo =7 — 1T = 63.69,

=0.97

asi que la recta de regresion ajustada es

o = 63.69 + 0.97 x .

La interpretaciéon de /31 = 0.97 es que el porcentaje de absorcién, Y, aumenta en promedio 0.97 por cada
incremento de 1 unidad de volumen de compuesto. La interpretacién de BO = 63.69 seria la del valor
promedio de Y cuando z = 0, pero es que en este caso este supuesto no tiene sentido, asi que no debe

tenerse en cuenta.
Vamos con la recta de regresion para explicar el porcentaje de absorcion (y) en funcién del tiempo de
exposicion (z):

SSgy = 1187.96, S, = 744

luego

. SS.,
B = 5.
Bo = — i = 46.82,

= 1.60
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Figura 10.3: Nubes de puntos y rectas de regresiéon ajustadas en el ejemplo de la absorcién

asi que la recta de regresion ajustada es
Uz = 46.82 + 1.60 x z.

Por cada incremento de una unidad del tiempo de exposicién, el porcentaje de absorciéon aumenta en
media 1.60.

Ahora vamos a representar las nubes de puntos de nuevo con sus rectas de regresion ajustadas. De
esa manera podremos comprobar de una forma grafica cémo de buenas son las rectas en cuanto a su
capacidad de ajuste de los datos. Los resultados aparecen en la Figura 10.3. Podemos ver que el ajuste
es mucho mejor cuando la variable explicativa es el tiempo de absorcién, mientras que si la variable

explicativa es el volumen, la recta no puede pasar cerca de los datos.

Nota. Hay que hacer una observaciéon importante que suele conducir a frecuentes errores. La recta de
regresion para la variable dependiente Y, dada la variable independiente X no es la misma que la recta
de regresion de X dada Y. La razén es muy sencilla: para obtener la recta de regresiéon de Y dado X

debemos minimizar
n

Z (yz - (Bo + 319&'))27

i=1
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mientras que para obtener la recta de regresion de X dado Y deberiamos minimizar
n . R 2
> (ﬂfi - (ﬁo + ﬁl%)) ;
i=1

en cuyo caso obtendriamos como soluciéon

. SS.,
B = S5,
Bo =z - Blﬂy

siendo la recta de regresién, & = Bo + Bly.

El error que suele cometerse con frecuencia es pensar que si tenemos, por ejemplo, la recta de Y dado
X, la de X dado Y puede obtenerse despejando.

Es importante que, para terminar este apartado, recordemos que BO y 81 son solo estimaciones de By y [,

estimaciones basadas en los datos que se han obtenido en la muestra.

Una forma de hacernos conscientes de que se trata de estimaciones y no de valores exactos (es imposible
conocer el valor exacto de ningin pardmetro poblacional) es proporcionar las estimaciones de los errores

estandar de las estimaciones de 5y y 81. Se conoce que dichas estimaciones son:

Ejemplo. En el ejemplo de los datos de absorcién hemos estimado los coeficientes de las dos rectas
de regresién del porcentaje de absorcién en funcién del volumen y del tiempo de absorcién. Vamos
a completar ese andlisis con el cilculo de los errores estandares de esas estimaciones. Los resultados

aparecen resumidos en la siguiente tabla:

Modelo Bo s.e. <BO) 51 s.e. (51)
% absorcion = By + B1 x Volumen | 63.69 8.80 0.97 2.83
% absorcién = By + B1 x Tiempo | 46.82 3.16 1.60 0.21

Obsérvese que los errores estandar en el modelo en funcién del volumen son mayores proporcionalmente
que en el modelo en funcién del tiempo de absorcién.

10.3. Supuestos adicionales para los estimadores de minimos cua-

drados

Hasta ahora lo tinico que le hemos exigido a la recta de regresion es:
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1. Que las medias de Y para cada valor de x se ajusten mds o menos a una linea recta, algo facilmente
comprobable con una nube de puntos. Si el aspecto de esta nube no recuerda a una linea recta sino a

otro tipo de funcion, légicamente no haremos regresion lineal.

2. Que los errores tengan media cero, independientemente del valor de x, lo que, por otra parte, no es una

hipétesis sino més bien un requerimiento légico al modelo.

Lo que ahora vamos a hacer es anadir algunos supuestos al modelo de manera que cuando éstos se cumplan,
las propiedades de los estimadores de los coeficientes del modelo sean muy buenas. Esto nos va a permitir
hacer inferencia sobre estos coeficientes y sobre las estimaciones que pueden darse de los valores de la variable

dependiente.

Los supuestos que podemos anadir se refieren al error del modelo, la variable ¢.

Supuesto 1. Tal y como ya hemos dicho, E [¢/x—,] = F [¢] =0, lo que implica que E[Y/x—,] = Bo + P12.
Supuesto 2. La varianza de e también es constante para cualquier valor de = dado, es decir, Var (¢/ x—z) = 0

para todo x.
Supuesto 3. La distribucién de probabilidad de € es normal.

Supuesto 4. Los errores € son independientes unos de otros, es decir, la magnitud de un error no influye en

absoluto en la magnitud de otros errores.

En resumen, todos los supuestos pueden resumirse diciendo que € |x—,— N(0,0?) y son independientes entre
si.

Estos supuestos son restrictivos, por lo que deben comprobarse cuando se aplica la técnica. Si el tamano de
la muestra es grande, la hipétesis de normalidad de los residuos estara bastante garantizada por el teorema
central del limite. En cuanto a la varianza constante respecto a los valores de z, un incumplimiento moderado

no es grave, pero si si las diferencias son evidentes.

Existen técnicas especificas para evaluar en qué medida se cumplen estas hipotesis. También existen pro-
cedimientos para corregir el incumplimiento de estos supuestos. Estos aspectos seran tratados al final del

tema.

10.4. Inferencias sobre el modelo

10.4.1. Inferencia sobre la pendiente

Al comienzo del capitulo nos planteabamos como uno de los objetivos de la regresion el decidir si el efecto de
la variable independiente es o no significativo para la variable dependiente. Si nos fijamos, esto es equivalente
a contrastar si el coeficiente 81 es o no significativamente distinto de cero. Vamos a profundizar en porqué es
asi.

Observemos la Figura 10.4. En la nube de puntos y la recta de regresiéon ajustada de la izquierda, ;jobservamos

una relacion lineal buena entre x e y con un buen ajuste de la recta de regresion? Cabria pensar que si, pero
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Figura 10.4: Nubes de puntos y rectas de regresiéon que las ajustan

estariamos equivocados: si la recta de regresion trata de explicar y en funcién de x, jcuénto varia y conforme
varia 7 Dado que la pendiente de esa recta es cero o practicamente cero, por mucho que cambies z, eso
no afecta al valor de y, es decir, jx no influye nada sobre y! Sin embargo, en la nube de puntos de la
derecha, a pesar de que aparentemente el ajuste es peor, la recta ajustada si tiene pendiente distinta de cero,
luego el hecho de que y varie viene dado en buena parte por el hecho de que x varia, y ello ocurre porque la
pendiente de esa recta es distinta de cero. Asi pues, no lo olvidemos: decir que dos variables estan relacionadas
linealmente equivale a decir que la pendiente de la recta de regresion que ajusta una en funcion de la otra es

distinta de cero.

Pues bien, dados los supuestos descritos en la secciéon anterior, es posible obtener un contraste de este tipo,
tal y como se resumen en el Cuadro 10.2. En ella, si, en efecto, lo que deseamos es contrastar si el efecto de

la variable independiente es o no significativo para la variable dependiente, el valor de by sera cero.

Ejemplo. Para los datos del ejemplo sobre la absorcion, partiamos del deseo de comprobar si al volumen
y/o el tiempo de exposicion influian sobre el porcentaje de absorcion. Las nubes de puntos y el ajuste de
la recta ya nos dieron pistas: daba la impresiéon de que el tiempo de absorciéon si influia en el porcentaje
de absorcion, pero no quedaba tan claro si el volumen lo hacia. Es el momento de comprobarlo.

Nos planteamos en primer lugar si el tiempo de exposicién influye o no sobre el porcentaje de absorcion,

es decir, nos planteamos si en el modelo lineal

Porcentaje de absorcién = By + 81 X Tiempo de exposicion + &
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. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
. Hy: B =10 Hy:B1 =10 Hy: 31 =0
Hipotesis
p H1251<b1 Hliﬂl#bl H1:61>bl
Estadistico b _Bib 2 SSyy=B1SSey _ SSE
de contraste $2/88,. ¢ n—2 n—2
Region
de rechazo b <tam—2 [t >ti—ajzm—2 | t>ti-amn-2
p-valor P[T, 2 <] 2P[T,,—2 > [t]] P[T > ]
Supuestos Los dados en la Seccion 10.3

Cuadro 10.2: Contraste sobre [

el coeficiente 1 es o no cero. Formalmente, nos planteamos Hy : 51 = 0 frente a Hy : 51 # 0:

B =16
Rl LT
n—2
to.ors0—2 = 2.364624, to.025,30-2 = —2.364624
1.6 -0

— =760,
\/32.82/744

luego, como cabia esperar, podemos afirmar a la luz de los datos y con un 95% de confianza que el
efecto del tiempo de exposicion sobre el porcentaje de absorcion es significativo. El p-valor, de hecho, es
p = 2P[T; > 7.60] = 0.000126.

Vamos ahora a analizar si el efecto lineal del volumen sobre el porcentaje de absorcion es significativo.

Es decir, ahora nos planteamos si en el modelo lineal
Porcentaje de absorcion = By + 81 X Volumen + €

el coeficiente 5, es o no cero, es decir, planteamos el contraste de Hy : 81 = 0 frente a H;y : 81 # 0:

By =0.97
§2 = 58y — P1554y = 208.77
n—2
to.975;9—2 = 2.364624, t0.025;30—2 = —2.364624
097-0

e —0.34,
\/298.77/37.31

luego, como cabia esperar, no podemos afirmar a la luz de los datos y con un 95% de confianza que el
efecto del volumen sobre el porcentaje de absorcion sea significativo. El p-valor, de hecho, es p = 2P[T7 >
0.34] = 0.741.

En vista de los resultados, a partir de ahora dejaremos de considerar el efecto del volumen sobre el

porcentaje de absorcion, y sélo tendremos en cuenta el efecto del tiempo de exposicién.
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Ejemplo. Un ingeniero quimico esté calibrando un espectrometro para medir la concentracion de CO
en muestras de aire. Esta calibraciéon implica que debe comprobar que no hay diferencias significativas
entre la concentracion verdadera de CO (z) y la concentraciéon medida por el espectrometro (y). Para
ello toma 11 muestras de aire en las que conoce su verdadera concentraciéon de CO y las compara con la

concentracion medida por el espectrometro. Los datos son los siguientes (las unidades son ppm):

z | 0]10]20 |30 40|50 |60 |70 |80 |90 | 100
111220 |29 |38 |48 |61 |68 |79 |91 | 97

Lo ideal, lo deseado, seria que y = x, es decir, que el modelo lineal que explica y en funcién de x tuviera
coeficientes Sy = 0 y f1 = 1. Por ahora vamos a centrarnos en el primer paso en la comprobacion de que

el espectrometro esta bien calibrado, que implica contrastar que 3; = 1. Para ello,

S84, = 11000; Sy, = 10506.73; Sy, = 10740

N 10460
=——=10.976
1= 000
2= 5w =158y _y g4
€ n—2 '
por lo tanto,
. -1
b= 0901

~ /1.964/11000

Dado que t; 05,1y o = to.97500 = 2.262 y |—1.639] < 2.262, no hay razones para concluir que f§; # 1.
Asi pues, el modelo podria ser

Yy= BO +z,
aunque lo deseado, insistamos, seria que fuera
Yy =,

es decir, que lo que mida el espectrometro coincida con la cantidad real de CO en el aire. Como hemos
dicho, eso ocurrirfa si Sy = 0, lo que equivale a decir que en ausencia de CO, el espectrometro esté a

Ccero.

Ademas del contraste de hipotesis, es trivial proporcionar un intervalo de confianza para la pendiente, ya que
conocemos su estimacion, su error estandar y la distribuciéon en el muestreo (t-student, como aparece en el

contraste). Concretamente,

P [ﬁl S (/3’1 —t1—gn—2 X s.€. (/3’1) ,Bl +l1-gm-2 X s.e. (Bl)” =1-oq.

Ejemplo. En el ejemplo que acabamos de ver sobre la calibracién del espectrémetro, el intervalo de
confianza para S; es (0.94, 1.01). Como podemos ver, el valor §; = 1 es un valor confiable del intervalo,

luego ratificamos que no podemos afirmar que el espectrémetro esté mal calibrado.
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. Unilateral a . Unilateral
Tipo de prueba la izquierda Bilateral a la derecha
. Hy: 8y =bo Hy : Bo = bo Hy: 8y = bo
Hipotesis
P Hy : By < bo Hy : By # bo Hy : By > bo
Estadistico ‘= Bo—bo 2 _ SSu=BiSSs, _ SSE
de contraste \/32(l+5§2 ) )y Se n—2 n—2
Region
de rechazo t < toz;n—Q |t| > tl—a/2;n—2 t> tl—a;n—Q
p-valor P[T,_2 <] 2P[T,,—2 > [t]] P[T > ]
Supuestos Los dados en la Seccion 10.3

Cuadro 10.3: Contraste sobre Sy

10.4.2. Inferencia sobre la ordenada en el origen

Este dltimo ejemplo pone de manifiesto que también puede tener interés realizar contrastes sobre el valor de
Bo. Para ello, el Cuadro 10.3 describe el procedimiento de un contraste de este tipo.

Finalmente, tengamos en cuenta que podria ser de interés un contraste conjunto sobre 5y y f1, por ejemplo,
del tipo By = 0, 81 = 1. Hay que decir que este tipo de contrastes miltiples superan los contenidos de esta
asignatura. Lo tnico que podriamos hacer en un contexto como el nuestro es realizar sendos contrastes sobre

Bo v B1 por separado, teniendo en cuenta el nivel de significacion de ambos contrastes.

Ejemplo. En el ejemplo anterior, vamos a contrastar si, en efecto, 5y = 0, lo que equivaldré a concluir

que no hay razones para pensar que el espectrémetro esta mal calibrado. Para ello,
Bo =19 — 7 = 0.636

por lo tanto,
_ 0.636 — 0
\/2:286 (4 + £3525)

Comoquiera que 0.746 < tg.975,9 = 2.261, tampoco tenemos razones para pensar que o = 0 con un 95 %

t = 0.746.

de confianza, luego, en resumen, no existen razones para pensar que el espectréometro esta mal calibrado.

Ejemplo. Imaginemos que deseamos comprobar experimentalmente que, tal y como predice la ley de
Ohm, la tension (V) entre los extremos de una resistencia y la intensidad de corriente (I) que circula

por ella se relacionan siguiendo la ley
V=RxI,

donde R es el valor de la resistencia. Nosotros vamos a realizar la comprobacién con una misma resistencia,

variando los valores de la intensidad, por lo que la ecuacién equivale a
V=00+p1x1,

siendo 5y = 0y 1 = R. Los datos son los que aparecen en el Cuadro 10.4.

Tenemos que realizar un contraste, Hy : 5y = 0 frente a Hy : By # 0 que equivale a contrastar en realidad
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Observacion I (mA) V (V)

1 0.16 0.26
2 6.54 1.04
3 12.76 2.02
4 19.26 3.05
) 25.63 4.06
6 31.81 5.03
7 38.21 6.03
8 47.40 7.03
9 54.00 8.06
10 60.80 8.99
11 68.00 10.01

Cuadro 10.4: Datos para la comprobacion de la Ley de Ohm

que nuestros aparatos de medida estan bien calibrados, puesto que la ley de Ohm obliga a que 5y = 0.

Vamos alla:
S8z = 5105.90
SSyy = 107.25
SSyy = 739.49
B =0.14
Bo = 0.25
52 =0.022
Asi pues,
0.25-0

= 3.531.

t =
1 33.142
\/0’022 (ﬁ + 5105.90)
Dado que t.975,9 = 2.262, tenemos que rechazar la hipétesis Hy : By = 0, lo que jcontradice la ley de

Ohm! Lo que este analisis pone de manifiesto es que tenemos algin problema en nuestras mediciones.

Dejemos un poco de lado este ultimo resultado. Si queremos estimar el valor de la resistencia, una
estimacion puntual es, como hemos visto, R= Bl = 0.14, y un intervalo de confianza al 95 % de confianza

(omitimos los detalles de los célculos) resulta ser (0.141,0.149).

Finalmente, podemos también proporcionar un intervalo de confianza para la ordenada en el origen, dado
por

P [ﬁo € (Bo —ti—gp-2 X s (Bo) ,BO +t1-2,n-2 X s.€. (80))} =1-a.

Ejemplo. En el ejemplo del espectrometro, el intervalo de confianza para la ordenada en el origen es
(—1.29,2.57), luego es confiable pensar que By = 0. En suma, hemos comprobado que es posible 8; =1y
Bo = 0, luego hemos comprobado que la ecuacién y = x no puede ser rechazada con los datos disponibles,

es decir, que no hay razones para pensar que el espectrometro esté mal calibrado.
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Ejemplo. En el ejemplo de la comprobacién de la Ley de Ohm, el intervalo de confianza al 95 % para la
ordenada en el origen es (0.09,0.41). Dado que ese intervalo no incluye al cero, podemos afirmar con un

95 % de confianza que la recta de regresién no pasa por el origen, lo que contradice la Ley de Ohm.

10.5. El coeficiente de correlacion lineal

1 mide en cierto modo la relacién que existe entre la variable dependiente y la variable independiente, ya
que se interpreta como el incremento que sufre Y por cada incremento unitario de X. Sin embargo, es una
medida sujeta a la escala de las variables X e Y, de manera que se hace dificil poder comparar distintos B{s

entre si.

En esta seccién vamos a definir el llamado coeficiente de correlaciéon lineal, que ofrece una medida
cuantitativa de la fortaleza de la relacion lineal entre X e Y en la muestra, pero que a diferencia de (1, es

adimensional, ya que sus valores siempre estdn entre —1 y 1, sean cuales sean las unidades de medida de las

variables.
Dada una muestra de valores de dos variables (1,y1), ..., (Tn,Yn), €l coeficiente de correlacién lineal
muestral 7 se define como
. SSzy B \/SSMB
= 1.

\/55.255,, /5SS,

Como comentabamos, la interpretacion del valor de r es la siguiente:

= 7 cercano o igual a 0 implica poca o ninguna relacién lineal entre X e Y.
= Cuanto més se acerque a 1 6 -1, més fuerte serd la relacion lineal entre X e Y.
= Sir = =1, todos los puntos caerédn exactamente en la recta de regresion.

= Un valor positivo de r implica que Y tiende a aumentar cuando X aumenta, y esa tendencia es mas

acusada cuanto més cercano esta r de 1.

= Un valor negativo de r implica que Y disminuye cuando X aumenta, y esa tendencia es mas acusada

cuanto mas cercano esta r de -1.

Nota. En la Figura 10.5 aparecen algunos de los supuestos que acabamos de enunciar respecto a los
distintos valores de r. Hay que hacer hincapié en que r sélo es capaz de descubrir la presencia de relacién
de tipo lineal. Si, como en el ultimo grafico a la derecha de esta figura, la relacion entre X e Y no es de

tipo lineal, r no es adecuado como indicador de la fuerza de esa relacion.

Nota. En la Figura 10.6 aparece un valor atipico entre un conjunto de datos con una relaciéon lineal més

que evidente. Por culpa de este dato, el coeficiente de correlaciéon lineal sera bajo. ;Qué debe hacerse en
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Figura 10.5: Valores de r y sus implicaciones.

este caso? En general, no se deben eliminar datos de una muestra, pero podria ocurrir que datos atipicos
correspondan a errores en la toma de las muestras, en el registro de los datos o, incluso, que realmente no
procedan de la misma poblacién que el resto de los datos: en ese caso, eliminarlos podria estar justificado

de cara a analizar de una forma més precisa la relaciéon lineal entre los datos.

Nota. Correlacion frente a causalidad. Hay que hacer una advertencia importante acerca de las inter-
pretaciones del coeficiente de correlacion lineal. Es muy frecuente que se utilice para justificar relaciones
causa-efecto, y eso es un grave error. r solo indica presencia de relacion entre las variables, pero eso no
permite inferir, por ejemplo, que un incremento de X sea la causa de un incremento o una disminucién
de Y.

Ejemplo. Para los datos del ejemplo sobre la absorcién, calculemos r e interpretémoslo.

En el caso del porcentaje de absorciéon en funcion del volumen de compuesto,

r= 36.21 =0.129;
V/37.30 x 2126.61

vemos que la relaciéon es muy pequena; de hecho, comprobamos mediante un contraste de hipotesis sobre

51 que era no significativa.

En el caso del porcentaje de absorcién en funcion del tiempo de absorcion,

re 02 _gou

\/ 744 x 2126.61

Esta relacion si resulta ser muy fuerte y en sentido directo. Por eso al realizar el test sobre i, éste si

resulto ser significativo.

No podemos olvidar que el coeficiente de correlacion lineal muestral, r, mide la correlacion entre los valores
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r=0.27r"2=0.07
Slope = 0.26 Intercept = 3.56
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Figura 10.6: Un dato atipico entre datos relacionados linealmente.

de X y de Y en la muestra. Existe un coeficiente de correlacién lineal similar pero que se refiere a todos los

posibles valores de la variable. Evidentemente, r es un estimador de este coeficiente poblacional.

Dadas dos variables X e Y, el coeficiente de correlacion lineal poblacional, p, se define como®

E[(X —EX)(Y — EY)] _ \/VarXﬁ
vVVarXVarY B vVarY -

“Este concepto se estudia también en el capitulo de vectores aleatorios.

Inmediatamente surge la cuestion de las inferencias. Podemos y debemos utilizar r para hacer inferencias
sobre p. De todas formas, en realidad estas inferencias son equivalentes a las que hacemos sobre 1, ya que la
relacién entre 51 y p provoca que la hipétesis Hy : 81 = 0 sea equivalente a la hipotesis Hy : p = 0. Podemos,
por lo tanto, utilizar el contraste resumido en el Cuadro 10.2 para b; = 0 y teniendo en cuenta que

r/n —2
V1I—r2

Ejemplo. Vamos a contrastar Hy : p = 0 frente a Hy : p # 0 de nuevo en el egjemplo de la absorcion.

El estadistico de contraste es ¢ = %934XVI_2 _ 7 6() que coincide con el valor de ¢ cuando contrastamos

V/1-0.9442
Hy: p1 =0, frente a Hy : 51 # 0. Vemos que, en efecto, es el mismo contraste.
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10.6. Fiabilidad de la recta de regresion. El coeficiente de determi-

nacion lineal

Como hemos visto, el coeficiente de correlacién lineal puede interpretarse como una medida de la contribucién
de una variable a la prediccién de la otra mediante la recta de regresiéon. En esta seccién vamos a ver una
medida mas adecuada para valorar hasta qué punto la variable independiente contribuye a predecir la variable

dependiente.

Recordemos lo que habiamos observado en la Figura 10.4. Alli teniamos una recta, la de la izquierda, que
aparentemente era buena, mientras que la de la derecha aparentemente era peor. Sin embargo, ya dijimos que
eso era inexacto. En realidad nosotros no deseamos comprobar exactamente si los puntos estan o no en torno

a la recta de regresion, sino en qué medida la recta de regresion explica Y en funciéon de X.

Vamos a entrar en detalles. Necesitamos que la recta explique Y en funcion de X porque Y tiene datos que
presentan una cierta variabilidad: ;cuanta variabilidad? Cuando definimos la varianza, esa variabilidad la

medimos como
n

S5Syy = Z (yi — 5)2 )

i=1
de tal manera que cuanto méas varien los datos de Y mayor serd SS,,. Por otra parte, cuando ajustamos por

la recta de regresion g, = Bo + 51 X z, medimos el error que cometemos en el ajuste con

n

SSE =Y (yi =)

=1

Vamos a ponernos en las dos situaciones limite que pueden darse en cuanto a la precisiéon de una recta de

regresion:

= Si X no tiene ningin tipo de relacion lineal con Y, entonces p = 0, en cuyo caso 1 = \/:%p =0y

la recta es simplemente

9i = Bo + B1wi
=7.
Es decir, si X no tiene ningin tipo de relacién lineal con Y, entonces la mejor prediccién que podemos
dar por el método de minimos cuadrados es la media. Ademés, en ese caso

SSE = Z (i — 9:)°

i=1

= Z (yi — ?])2 = S5Syy,
i=1

es decir, SSE es el total de la variacién de los valores de Y. Esta claro que esta es la peor de las

situaciones posibles de cara a la precisién.

= Si la relacién lineal entre X e Y es total, entonces p = 1, en cuyo caso ; = \/jm/( Ademas, si la
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relacion lineal es total, y = 4., de manera que
n
SSE =Y (yi—§:)* =0.
i=1

Esta, desde luego, es la mejor de las situaciones posibles.

La idea de la medida que vamos a utilizar es cuantificar en qué medida estamos mas cerca o méas lejos de
estas dos situaciones. Dado que SSE, que es la medida del error de la recta de regresion, puede ir de 0 (mejor
situacion posible) a SS,, (peor situacion posible), tan s6lo tenemos que relativizar en una escala comoda una

medida de este error.

Se define el coeficiente de determinacién lineal como

_ SSE
S5y,

r’=1

Notese que la notacion es r al cuadrado, ya que, en efecto, en una regresion lineal simple coincide con el
coeficiente de correlacion lineal al cuadrado.

Por lo tanto, la interpretacion de r2 es la medida en que X contribuye a la explicacién de Y en una escala de
0 a 1, donde el 0 indica que el error es el total de la variacién de los valores de Y y el 1 es la precision total,

el error 0. La medida suele darse en porcentaje. Dicho de otra forma:

Aproximadamente 100 x 2% de la variacién total de los valores de Y respecto de su media

pueden ser explicada mediante la recta de regresion de Y dada X.

Ejemplo. En el ejemplo de la absorcién explicada por el tiempo de exposicién, r? = 0.892, de manera
que podemos decir que el 89 % de la variacion total de los valores del porcentaje de absorciéon puede ser
explicada mediante la recta de minimos cuadrados dado el tiempo de exposiciéon. Es evidente que es un

porcentaje importante, que proporcionaréd predicciones relativamente fiables.

10.7. Prediccién y estimacién a partir del modelo
Recordemos que en el modelo ajustado de la recta de regresion,
Jz = Bo + Pra

y, por otro lado,
E [Y/X::E] = 60 + ﬂlx7

luego ¢, puede interpretarse de dos formas:

1. Como prediccidén del valor que tomard Y cuando X = z.
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2. Como estimacién del valor medio de Y para el valor X = z, es decir, de E[Y/x—4].

Ambas cantidades estan sujetas a incertidumbre, que serd tanto mayor cuanto mas variabilidad tenga Y, y/o

peor sea el ajuste mediante la recta de regresion.

Lo que vamos a ver en esta seccién para concluir el tema es como establecer regiones de confianza para estas
predicciones de los valores de Y y para las estimaciones de los valores medios de Y dados valores de X. Estos

resultados requieren que se verifiquen los supuestos adicionales sobre los errores dados en la seccién 10.3.

Podemos garantizar con un (1 — «) x 100 % de confianza que cuando X = z, el valor medio de Y se encuentra

2 _\2
I o 1+(x—x) _ " 1+(x—m)
x — Ul1— m— Se - T oo 0 Jdz = n— Se - oo ’
Y 1—a/2;n—2 n SS.. Y 1—a/2;n—2 n 59,

es decir, podemos garantizar que

en el intervalo

. 1
P E[Y/X:x] € Yz + tl—a/Q;n—Q X Se ﬁ T |X::v =1-oa.

Asimismo, podemos garantizar con un (1 — &) x 100 % de confianza que cuando X = z;, el valor Y se encuentra

en el intervalo

_\2

_\2

o — t SO S C ) sona Lo =5

—t_a/2m—2 X S -t — —a/2m—2 X 8 -+ —
Yz 1—a/2;n—2 e n SS.. y Yz 1-a/2;n—2 e n SS.. ,

es decir, podemos garantizar que
1 (x—x)?
PlY €| UxFti_a/om2 X 14+ -4 — | =1-
Yz Fti—a/2;n—2 Se\/ +n+ SS.. |x=2 «a

Nota. No debemos olvidar que los modelos de regresion que podemos estimar lo son a partir de los datos
de una muestra de valores de X e Y. A partir de estos modelos podemos obtener, como acabamos de
recordar, predicciones y estimaciones para valores dados de X. Dado que el modelo se basa precisamente
en esos valores de la muestra, no es conveniente hacer predicciones y estimaciones para valores de X

que se encuentren fuera del rango de valores de X en la muestra.

Ejemplo. En la Figura 10.7 aparece la recta de regresién para los datos del ejemplo sobre la absorcién
del compuesto junto con lineas que contienen los intervalos de confianza al 95 % para las predicciones y

las estimaciones asociadas a los distintos valores de X.
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Figura 10.7: Recta de regresion con intervalos de confianza al 95 % para las predicciones (franjas més exte-
riores) y para las estimaciones (franjas interiores) en el ejemplo de la absorcion.

Obsérvese que la amplitud de los intervalos se hace mayor en los valores més extremos de X. Es decir,
los errores en las estimaciones y en las predicciones son mayores en estos valores mas extremos. Esto
debe ser un motivo a anadir al comentario anterior para no hacer estimaciones ni predicciones fuera del

rango de valores de X en la muestra.

Por otra parte, nos plantedbamos al comienzo de capitulo que seria de interés estimar el porcentaje de
absorcion que tendra alguien que se someta a un tiempo de exposicion al compuesto de 8 horas. Eso es

una prediccion, asi que como estimaciéon puntual daremos
Js = 46.82 + 1.60 x 8 = 59.59

y como intervalo de prediccion al 95 %,

. 1 (z—1)? 1 (8—12)°
e Fti—ajzm_2 X Se{|1+— + —— | = [59.59 F 2. T3 14 4
y¢1a/27/2><S\/+n+ o 59.59 F 36><573\/+9+ o

= (45.17,74.00) .
Por el contrario, imaginemos que los trabajadores de una empresa van a estar sometidos todos ellos a
un tiempo de exposicién de 8 horas. En ese caso, no tiene sentido que nos planteemos una prediccién
para saber cudl va a ser su porcentaje de absorcién, ya que cada uno de ellos tendra un porcentaje
distinto; lo que si tiene sentido es que nos planteemos cudl va a ser el porcentaje medio de absorciéon de
los trabajadores sometidos a 8 horas de exposicién al compuesto. Esto es un ejemplo de la estimacién
de un valor promedio. La estimacion puntual es la misma que en la prediccion, es decir, 59.59, pero el

intervalo de confianza al 95 % es

(z — z)? 1 (8—12)°
— 59.59 F 2.36 x 5.73/ = + ———
S50 e o T

1
Uz Fli—a/2;n—2 X Se — = (54.66, 64.52) .
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10.8. Diagnosis del modelo

Todo lo relacionado con inferencia sobre el modelo de regresién se ha basado en el cumplimiento de los
supuestos descritos en el apartado 10.3. Como ya comentamos, en la medida en que todos o algunos de estos
supuestos no se den, las conclusiones que se extraigan en la inferencia sobre el modelo podrian no ser validas.
Es por ello que es necesario comprobar estos supuestos mediante herramientas de diagnostico. Aqui vamos a
ver solo las mas bésicas, vinculadas al analisis de los residuos y a la grafica de residuos frente a los valores

ajustados.

10.8.1. Normalidad de los residuos

Entre los supuestos del modelo consideramos que los residuos, es decir,
€ = Yi — Vi

siguen una distribucién normal.

Ni que decir tiene que comprobar esta hipétesis en trivial: bastara con calcular los residuos, ajustarles una
distribucién normal y realizar un contraste de bondad de ajuste mediante, por ejemplo, el test de Kolmogorov-

Smirnoff.

10.8.2. Graéfica de residuos frente a valores ajustados

El resto de supuestos se refieren a la varianza constante de los residuos, a su media cero y a su independencia.

Una de las herramientas diagnoésticas méas simples para estas hipotesis es la llamada grdfica de residuos frente

a valores ajustados. Se trata de representar en unos ejes cartesianos:

1. En el eje X, los valores g; de la muestra.
2. En el eje Y, los residuos, €; = y; — ;.

Habitualmente, se le afiade a esta grafica la recta de regresion de la nube de puntos resultante.

Vamos a ir viendo cémo debe ser esta grafica en el caso de que se cumplan cada uno de los supuestos:

1. Sila media de los residuos es cero, la nube de puntos de la grafica debe hacernos pensar en una recta de
regresion horizontal situada en el cero, indicando que sea cual sea el valor g;, la media de los residuos

€8 cero.

2. Si los errores son independientes, no debe observarse ningtn patrén en la gréfica, es decir, ningin efecto
en ella que haga pensar en algin tipo de relacién entre ¢; vy ¢;.

3. Si los errores tienen una varianza constante (se habla entonces de homocedasticidad), la dispersion
vertical de los puntos de la gréfica no debe variar segin varie el eje X. En caso contrario, se habla de

heterocedasticidad.

Una ultima observacién: si se dan todas las condiciones que acabamos de mencionar sobre la grafica de
residuos frente a valores ajustados, entonces es probable, pero no se tiene la seguridad, de que los supuestos

del modelo sean ciertos.
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Figura 10.8: Grafica de valores ajustados vs residuos en el ejemplo de la absorcion

requeridas:

2. No se observan patrones en los residuos.

muy pocos datos para sacar conclusiones.

Ejemplo. Por dltima vez vamos a considerar el ejemplo de la absorcién. En la Figura 10.8 aparece el

grafico de residuos vs valores ajustados y podemos ver que a primer vista parece que se dan las condiciones

1. Los puntos se sitian en torno al eje Y = 0, indicando que la media de los residuos parece ser cero.

3. No se observa mayor variabilidad en algunas partes del grafico. Hay que tener en cuenta que son
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Capitulo 11

Procesos aleatorios

The best material model of a cat is another, or preferably the same, cat.

Norbert Wiener, Philosophy of Science (1945) (with A. Rosenblueth)

Resumen. Los procesos aleatorios suponen el iltimo paso en la utilizacién de modelos matematicos para
describir fenémenos reales no deterministicos: concretamente, se trata de fenémenos aleatorios que dependen
del tiempo. Se describen principalmente en términos de sus medias y sus covarianzas. En este capitulo se
incluyen ademés algunos de los ejemplos més comunes de tipos de procesos y su comportamiento cuando se

transmiten a través de sistemas lineales invariantes en el tiempo.

Palabras clave. Procesos aleatorios, funcion media, funciéon de autocorrelacion, funcion de autocovarian-
za, procesos estacionarios, procesos gaussianos, proceso de Poisson, sistemas lineales, densidad espectral de

potencia.

11.1. Introduccidén

En muchos experimentos de tipo aleatorio el resultado es una funcién del tiempo (o del espacio).

Por ejemplo,

= en sistemas de reconocimiento de voz las decisiones se toman sobre la base de una onda que reproduce
las caracteristicas de la voz del interlocutor, pero la forma en que el mismo interlocutor dice una misma

palabra sufre ligeras variaciones cada vez que lo hace;

= en un sistema de cola, por ejemplo, en un servidor de telecomunicaciones, el niimero de clientes en el
sistema a la espera de ser atendidos evoluciona con el tiempo y estd sujeto a condiciones tales que su

comportamiento es impredecible;

= en un sistema de comunicacién tipico, la senal de entrada es una onda que evoluciona con el tiempo
y que se introduce en un canal donde es contaminada por un ruido aleatorio, de tal manera que es

imposible separar cudl es el mensaje original con absoluta certeza.
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Desde un punto de vista matemaético, todos estos ejemplos tienen en comun que el fenémeno puede ser visto
como unas funciones que dependen del tiempo, pero que son desconocidas a priori, porque dependen del
azar. En este contexto vamos a definir el concepto de proceso aleatorio. Nuestro objetivo, como en capitulos
anteriores dedicados a variables y vectores aleatorios, es describir desde un punto de vista estadistico el

fenémeno, proporcionando medidas de posicién, medidas sobre la variabilidad, etc.

11.1.1. Definicion

Consideremos un experimento aleatorio sobre un espacio muestral ). Supongamos que para cada resultado
posible, A, tenemos una observacion del fenémeno dada por una funcién real de variable real, z (¢, A), con
t € I C R. Habitualmente, ¢ representa al tiempo, pero también puede referirse a otras magnitudes fisicas.

Para cada A vamos a denominar a x (¢, A) realizacién o funcién muestral.

Obsérvese que para cada tg € I, X (¢,-) es una variable aleatoria. Pues bien, al conjunto
{X(t,A):tel,AcQ}

lo denominamos proceso aleatorio (en adelante p.a.) o estocastico.

Si recordamos las definiciones de variable aleatoria y vector aleatorio, podemos ver en qué sentido estan
relacionados los conceptos de variable, vector y proceso aleatorio. Concretamente, si {2 es un espacio muestral,
una variable aleatoria es una funcion

X:Q—-R

que a cada suceso posible le asigna un niimero real. Por su parte, un vector aleatorio es basicamente una
funcion
X: QRN

que a cada suceso posible le asigna un vector real. Finalmente, un proceso aleatorio es bésicamente una
funcién

X : Q — {funciones reales de vble real}

que a cada suceso posible le asigna una funcién real.

De cara a escribir de ahora en adelante un p.a., lo notaremos normalmente, por ejemplo, como X (t), obviando
asi la variable que hace referencia al elemento del espacio muestral al que va asociada la funcién muestral.

Este convenio es el mismo que nos lleva a escribir X refiriéndonos a una v.a. o a un vector.

11.1.2. Tipos de procesos aleatorios

El tiempo es una magnitud fisica intrinsecamente continua, es decir, que puede tomar cualquier valor de los
numeros reales. Sin embargo, no siempre es posible observar las cosas en cada instante del tiempo. Por eso,
en el ambito de los procesos (no sélo estocdsticos) es importante preguntarse si el fenémeno que representa

el proceso es observado en cada instante o s6lo en momentos concretos del tiempo.
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Figura 11.1: Representacion de un proceso aleatorio.

Dado un espacio muestral 2 y un p.a. definido en él,

{X(t,A):tel,AcQ},

se dice que el proceso es un p.a. en tiempo discreto si I es un conjunto numerable.

En el caso de procesos en tiempo discreto se suele escribir X,, o X [n] refiriéndonos a la notacion mas general

X (n). Por otra parte, el conjunto I normalmente es el conjunto de los enteros o de los enteros positivos,

aunque también puede ser un subconjunto de éstos.

En algunos libros los procesos en tiempo discreto también son denominados secuencias aleatorias.

Dado un espacio muestral 2 y un p.a. definido en él,

{X(t,A):tel,AcQ},

se dice que el proceso es un p.a. en tiempo continuo si / es un intervalo.

En el caso de procesos en tiempo continuo, I es normalmente el conjunto de los reales positivos o un subcon-

junto de éstos.

Si nos damos cuenta, esta primera clasificaciéon de los p.a. la hemos hecho en funcion del caricter discreto

o continuo del tiempo, es decir, del conjunto /. Existe otra clasificaciéon posible en funcién de cémo son las

variables aleatorias del proceso, discretas o continuas. Sin embargo, ambos tipos de procesos, con variables

discretas o con variables continuas, pueden estudiarse casi siempre de forma conjunta. Por ello solo distin-
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Figura 11.2: Distintas funciones muestrales de un proceso aleatorio.
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Figura 11.3: Distintas funciones muestrales de un proceso.

guiremos p.a. con variables discretas y p.a. con variables continuas si es necesario. En este sentido, cuando
nos refiramos a la funcién masa (si el p.a. es de variables discretas) o a la funciéon de densidad (si el p.a. es

de variables continuas), hablaremos en general de funcion de densidad.

Ejemplo. Sea & una variable aleatoria uniforme en (—1,1). Definimos el proceso en tiempo continuo
X (t,€) como
X (t,&) = Ecos (27t) .

Sus funciones muestrales son ondas sinusoidales de amplitud aleatoria en (—1,1) (Figura 11.2).

Ejemplo. Sea 6 una variable aleatoria uniforme en (—m, 7). Definimos el proceso en tiempo continuo
X (t,7) como
X (t,m) = cos (2wt + 0) .

Sus funciones muestrales son versiones desplazadas aleatoriamente de cos (27t) (Figura 11.3).
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11.2. Descripcién de un proceso aleatorio

11.2.1. Descripcién estadistica mediante distribuciones multidimensionales

En general, para especificar como es un p.a. de forma precisa es necesario caracterizar la distribucién de
probabilidad de cualquier subconjunto de variables del proceso. Es decir, si X (¢) es un p.a., es necesario

conocer cudl es la distribucién de cualquier vector del tipo
(X (t1), .., X (t)),
para todo k > 0, (t1,...,tx) C I, mediante su funciéon de distribucién conjunta

Fx(ty),...x(tx) (T15 -+ Th)

o mediante su funcion de densidad (o masa) conjunta

Ix () x(te) (@155 1) -

Sin embargo, no siempre es facil conocer todas las posibles distribuciones de todos los posibles vectores de
variables del proceso. Por ello, para tener una descripcién mas sencilla aunque puede que incompleta del

proceso, se acude a las medias, a las varianzas y a las covarianzas de sus variables.

11.2.2. Funcién media y funciones de autocorrelacién y autocovarianza

Sea un p.a. X (t). Se define la funcién media o simplemente la media de X (¢) como

X(t)=2(t) = E[X () = / 2 xce) () d,
para cada t € I.

Notese que, como su nombre indica, se trata de una funcion deterministica. No tiene ninguna componente
aleatoria. Notese también que aunque se estd escribiendo el simbolo integral, podriamos estar refiriéndonos
a una variable discreta, en cuyo caso se trataria de una suma.
Se define la funcién de autocovarianza o simplemente la autocovarianza de X (¢) como

Cx (t,5) = Cov [X (), X (s)] = E[(X (t) — mx (t)) (X (s) — mx (s))]

/ / (1 = Z () (2 — Z(5)) fx(),x(s) (1, 72) dz2dz1
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Se define la funcién de autocorrelacién o simplemente la autocorrelaciéon de X (¢) como

Rx (t,5) = E[X (t)- X (s)] = /_ /_ s (1 52)

Notese, de cara al célculo, que la diferencia entre ambas funciones tan sélo es el producto de las medias’.
Cx (t,s) = Rx (t,s) —mx (t) -mx (s).

De hecho, si el proceso estd centrado en media, es decir, si su media es constantemente cero, ambas

funciones coinciden.

Por otra parte, la varianza de las variables del proceso puede obtenerse como

Var (X (1)) = Cx (,1).

La interpretacion de la funcion de autocovarianza Cx (¢, s) es la de una funcién que proporciona una medida
de la interdependencia lineal entre dos v.a. del proceso, X (t) y X (s), que distan 7 = s — ¢ unidades de
tiempo. De hecho, ya sabemos que podriamos analizar esta relacién mediante el coeficiente de correlacion

lineal

CX t, S
px (t,8) = ) .
VCx (t,1) Cx (s.5)
Aparentemente es esperable que tanto méas rdpidamente cambie el proceso, mas decrezca la autocorrelacion

conforme aumenta 7, aunque por ejemplo, los procesos peridédicos no cumplen esa propiedad.

En el campo de la teoria de la senal aletatoria, a partir de la funcién de autocorrelacién se puede distinguir
una senal cuyos valores cambian muy rapidamente frente a una senal con variaciones més suaves. En el primer
caso, la funcion de autocorrelacion y de autocovarianza en instantes ¢t y ¢t + 7 decreceran lentamente con 7,
mientras que en el segundo, ese descenso serd mucho maés rapido. En otras palabras, cuando la autocorrelacion
(o la autocovarianza) es alta, entre dos instantes cercanos del proceso tendremos valorer similares, pero cuando

es baja, podremos tener fuertes diferencias entre valores cercanos en el tiempo.

La gran importancia de estas funciones asociadas a un proceso, media y autocovarianza (o autocorrelacion),
es por tanto que aportan toda la informacién acerca de la relaciéon lineal que existe entre dos v.a. cualesquiera
del proceso. Como hemos dicho, en la practica, resulta extremadamente complicado conocer completamente
la distribucién de un proceso y, cuando esto ocurre, no siempre es sencillo utilizar las técnicas del calculo
de probabilidades para el tratamiento de estos procesos. Sin embargo, tan sélo con la informacién dada por
la funcién media y la funcién de autocorrelacién pueden ofrecerse resultados muy relevantes acerca de los

procesos, tal y como hemos visto en el caso de variables y vectores aleatorios.

Ejemplo. La senal recibida por un receptor AM de radio es una senal sinusoidal con fase aleatoria, dada

por X (t) = A-cos (2rnf.t +Z2), donde Ay f. son constantes y E es una v.a. uniforme en (—m, 7).

1Esta formula es la misma que cuando vefamos la covarianza entre dos variables, calculable como la media del producto menos
el producto de las medias.
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En ese caso,

s

E[X (t)] = Acos (2mfot + &) %df = % [sin (27 f.t + f)]gi:r

—T

= % (sin (27 f.t) cos (7) + cos (27 f.t) sin (7) — sin (27 ft) cos (—m) — cos (27 fot) sin (—7))

A 040 = 0.

™

Rx (t,t+7)=E[X (t+7)X (t)] = E [A®cos (27 fot + 27 f.7 + ) cos (2n ft + E)]
2 2

= %E [cos (4m fot + 27 for 4+ 22)] + A?E [cos (27 foT)]

A2 [T A?
=5 | gocos(dmfet+2mfer + 26) d§ + —- cos (2 feT)
—p 2T

A? A? A?

o5 0+ — cos @2rf.r) = — cos (2mf7).

Por tanto,
2

Cx (t,t+7)=Rx (t,t+7)—mx (t)mx (t+7) = %cos(?wfg).

11.3. Tipos mas comunes de procesos aleatorios

En este apartado definimos propiedades que pueden ser verificadas por algunos procesos aleatorios y que les

confieren caracteristicas especiales en las aplicaciones précticas.

11.3.1. Procesos independientes

Sea un p.a. X (t). Si para cada n instantes de tiempo, ti, ..., t,, las v.a. del proceso en esos instantes son

independientes, es decir,

Ix )X (tn) (150 Zn) = fx ) (1) oo Fxen) (Tn) 5

se dice que el proceso es independiente.

La interpretacion de este tipo de procesos es la de aquellos en donde el valor de la v.a. que es el proceso en
un momento dado no tiene nada que ver con el valor del proceso en cualquier otro instante. Desde un punto
de vista fisico estos procesos son muy cadticos y se asocian en la préctica a ruidos que no guardan en un

momento dado ninguna relacién consigo mismos en momentos adyacentes.
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Figura 11.4: Funcion muestral de un proceso independiente formado por v.a gaussianas de media cero y
varianza uno.

11.3.2. Procesos con incrementos independientes

Sea un p.a. X (t). Se dice que tiene incrementos independientes si cualquier conjunto de N v.a. del proceso,

X (t1),X (t2),.... X (tn), con t; < ta < ... < ty son tales que los incrementos
X (t1), X (t2) = X (t1), ..., X (tn) — X (En—1)

son independientes entre si.

11.3.3. Procesos de Markov

No debemos perder de vista la complejidad que implica la descripcion estadistica de un proceso aleatorio.
Pensemos por ejemplo que un proceso ha evolucionado hasta un instante ¢ y se conoce esa evolucién; es decir,
se conoce el valor X (s) = zs para todo s < t. Si se desea describir la posicion del proceso en un instante

posterior a t, t + A, seria necesario calcular la distribucion condicionada
X (t+A)|{X (s) =z, para todo s < t}.

Esto, en general, es bastante complejo.

Ademas, jtiene sentido pensar que la evolucion del proceso en el instante ¢ + A se vea afectada por toda
la historia del proceso, desde el instante inicial s = 0 hasta el dltimo instante de esa historia s = t7 Parece
légico pensar que la evolucién del proceso tenga en cuenta la historia mas reciente de éste, pero no toda
la historia. Esta hipotesis se ve avalada por los perfiles méas habituales de las funciones de autocorrelacion,
donde observamos que la relacién entre variables del proceso suele decrecer en la mayoria de las ocasiones

conforme aumenta la distancia en el tiempo entre las mismas.

Los procesos de Markov son un caso donde esto ocurre. Se trata de procesos que evolucionan de manera que

en cada instante olvidan todo su pasado y sOlo tienen en cuenta para su evolucion futura el instante mas
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reciente, mas actual. En el siguiente sentido:

Un proceso X (t) se dice markoviano o de Markov si para cualesquiera t; < ... < ¢, < t,41 instantes

consecutivos de tiempo se verifica

FX (b )| X (t1) =21, X (t0) =20 (Bnt1) = [X(t011)1X (t0) =20 (Tnt1) -

Esta definicion se suele enunciar coloquialmente diciendo que un proceso de Markov es aquel cuyo futuro no

depende del pasado sino tan sélo del presente.

11.3.4. Procesos débilmente estacionarios

Una de las propiedades més usuales en los procesos estocasticos consiste en una cierta estabilidad en sus

medias y en sus covaranzas, en el sentido en que vamos a describir a continuacion.

X (t) es un proceso débilmente estacionario si
mx (t) es independiente de ¢ y
C(t,s) (o R(t,s)) depende tan sélo de s — ¢, en cuyo caso se nota C (s —t) (6 R (s —t)).

Es importante destacar que la primera de las condiciones es irrelevante, ya que siempre se puede centrar en
media un proceso para que ésta sea cero, constante. Es decir, en la practica es indiferente estudiar un proceso
X (t) con funcion media px (t) que estudiar el proceso Y (t) = X (t) — ux (t), con media cero.

La propiedad més exigente y realmente importante es la segunda. Viene a decir que la relacién entre variables

aleatorias del proceso sélo depende de la distancia en el tiempo que las separa.

Nota. Vamos a hacer una puntualizacién muy importante respecto a la notacién que emplearemos en
adelante. Acabamos de ver que si un proceso es débilmente estacionario, sus funciones de autocovarianza
y de autocorrelacion, C (s,t) y R(s,t) no dependen en realidad de s y de ¢, sino tan sélo de ¢t — s. Por

eso introducimos la notacién

Por lo tanto, jqué queremos decir si escribimos directamente C (7) o R (7)? Que tenemos un p.a. débil-

mente estacionario y que hablamos de

Una medida importante asociada a un proceso débilmente estacionario es la potencia promedio, defini-
da como la media del cuadrado de éste en cada instante ¢, es decir Rx (0) = F [|X (t)|2} . Méas adelante

observaremos con detenimiento esta medida.
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Por otra parte, la peculiaridad que define a los procesos débilmente estacionarios le confiere a su funcion
de autocorrelacion y autocovarianza dos propiedades interesantes: sea X () un proceso estacionario (débil).

Entonces, si notamos Rx (7) = E[X (t) X (¢t + 7)] para todo ¢, su funcién de autocorrelacion y por Cx (7) a

su funcion de autocovarianza:

1. Ambas son funciones pares, es decir, Rx (—7) = Rx (1) y Cx (—7) = Cx (7).

2. |Rx (7)] £ Rx (0) y |Cx (7)] < Cx (0) = 02 para todo 7.

Ejemplo. En el ejemplo del oscilador vimos que la senal recibida por un receptor AM de radio es una
senial sinusoidal con fase aleatoria, dada por X (t) = A - cos (2n f.t + Z), donde A y f. son constantes y

= es una v.a. uniforme en (—m, ) tiene por funcién media
E[X ()] =0

y por funcién de autocorrelacion

A2
Rx (t,t+7)= 5 cos rf.r).

De esta forma, podemos ver que el proceso es débilmente estacionario.

Ejemplo. Un proceso binomial es un proceso con funcién de autocovarianza
C (m,n) = min (m,n)p (1 -p),

que no depende sélo de m — n. Por lo tanto no es débilmente estacionario.

Ejemplo. Vamos a considerar un proceso en tiempo discreto e independiente, X,,, con media cero y
varianza constante e igual a 2. Vamos a considerar también otro proceso que en cada instante de

tiempo considera la media de X en ese instante y el anterior, es decir,

o Xn + anl

Yy
2

En primer lugar, dado que E [X,,] = 0 para todo n, lo mismo ocurre con Y,,, es decir,

E[Y,]=E [X”—l] 0.

2
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Por otra parte,

Cy (ny,n+m)=Ry (n,n+m)—0=E[Y (n)Y (n+m)]
Xn + Xn—l Xn+m + Xn+m—1

=F
2 2
1
= ZE [(Xn + Xn—l) (Xn+m + Xn+m—1)]
1
= Z (E [Xan+m] +E [Xan+m—1} +EK [Xn—an-&-m} + LK [Xn—an+m—1])

Ahora debemos tener en cuenta que

0 sin#m
Cx (n,m) = Rx (n,m) = . ,
o sin=m

va que X, es un proceso independiente. Por lo tanto,

1 (0?4+0+0+402) sim=0

1 2 i =
Cy (mom +m) 4(0—|—0 +O+0) sim=1

1(04+0+0240) sim=-1

0 en otro caso

152 sim=0

2

=q10? sim==+l
0 en otro caso

Podemos decir, por tanto, que el proceso Y, también es débilmente estacionario, porque su media es

constante (cero) y Cy (n,n + m) no depende de n sino tan sélo de m.

11.3.5. Procesos ergodicos

Si nos damos cuenta, estamos describiendo los procesos aleatorios a partir de promedios estadisticos, prin-
cipalmente a partir de la media de cada una de sus variables y de sus correlaciones. Vamos a centrarnos en

procesos débilmente estacionarios. En ese caso, los promedios estadisticos méas relevantes serian la media,

oo

EIX (0] = mx () = mx = / fxo (2) da

— 00

y la autocorrelaciéon entre dos variables que disten 7 unidades de tiempo,

oo

Ry (r)=E[XH)X{+7)]= / 122 fx (1) X (t4r) (21, 22) dr1dy.

— 00

Hasta ahora quiza no lo habiamos pensado, pero més alla de los tipicos ejemplos, jcémo podriamos tratar de
calcular o estimar al menos estas cantidades? Si aplicamos lo que hemos aprendido hasta ahora, estimariamos,

por ejemplo, la media con la media muestral, pero para ello necesitariamos una muestra muy grande de
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funciones muestrales del proceso, y eso no siempre ocurre. De hecho, no es nada rara la situacion en la que,

en realidad, solo es posible observar una tnica funcién muestral del proceso.

Ahora bien, dada una tnica funcién muestral de un proceso, z (t), en esa funcién hay muchos datos, tantos
como instantes de tiempo ¢ hayamos sido capaces de observar. ;No podria ocurrir que utiliziramos todos esos
datos que hay en z (t)para estimar las medias y las autocorrelaciones? Por ejemplo, si tenemos observada la

sefial z (¢) en un montén de valores t1, ...t,, jqué tendré que ver

x(t1) + ...z (ty)

con la media del proceso mx? De hecho, si n es muy grande y corresponde a un intervalo de observacion

x(t1)+-r~l~+x(tn) :%/_Tx(t)dt.

[T, T], tendriamos que

Ahora no es una integral sobre los valores de = (integral estadistica) sino sobre el tiempo.

En el caso de la autocorrelaciéon pasaria igual, tendriamos que podriamos observar un montén de pares de
valores de la senal en los instantes ¢1,...,t, y t1 + 7,...,t, + 7 en el intervalo [-T,T] y con ellos podriamos

estimar .
1 x(t)xtr+7)+ ..+ (tn)x(tn+7)
5T _Tx(t)x(t—i—r)dt_ - .

Lo que no sabemos, en general, es si esa integral tiene algo que ver con Rx (7), que es una integral estadistica.

Pues bien, se dice que un proceso estacionario es ergodico cuando las funciones que entranan valores espe-
rados a lo largo de las realizaciones (integrales o promedios estadisticos) pueden obtenerse también a partir
de una sola funcion muestral z (¢). Es decir, que una sola realizacion es representativa de todo el proceso.

Maés concretamente, un proceso serd ergddico en media y en autocorrelaciéon si
T

1
limT_)ooﬁ / x (t)dt = mx
_T

1 [T
limTﬁmﬁ/ )z (t+7)dt = Rx (7).
—17

11.4. Ejemplos de procesos aleatorios

11.4.1. Ruidos blancos

En telecomunicaciones los ruidos son senales que se adhieren a la senal enviada en cualquier proceso de
comunicacion, de tal manera que uno de los objetivos fundamentales en este tipo de procesos es, dada la
sefial resultante de sumar la senal enviada, X (t), y el ruido del canal, N (t), es decir, dada Y (¢t) = X (¢)+N (¢t),
saber filtrar esta senal para estimar cuél es el verdadero valor de X (t).

En este apartado nos referimos brevemente a un modelo gastante comiin para los fenémenos de ruido, llamado

ruido blanco.
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Un ruido blanco es un proceso N (t) centrado, débilmente estacionario e incorrelado con varianza =2. Por
tanto, su funcion de autocovarianza (y autocorrelacion) seré

oo sir=0
Cn (t, s T) = 5
0  en otro caso

Utilizando la llamada funcién impulso, dada por

1 sit=0
(S (t) == ’
0 en otro caso

esta funcién de autocovarianza puede escribirse como
Ny

La justificacion de que este sea un modelo habitual para los ruidos, considerando que los valores del ruido
estan incorrelados unos con otros, es que suelen ser debidos a fenémenos completamente aleatorios y caoticos,
por lo que no es esperable que exista relacién entre valores del ruido, ni siquiera cuando éstos son muy cercanos

en el tiempo.

11.4.2. Procesos gaussianos

Hasta ahora hemos definido y estudiado familias muy genéricas de procesos (independientes, estacionarios,
...). En esta seccion vamos a considerar mas concretamente la conocida como familia de procesos aleatorios
gaussianos, que constituye, sin duda, la més importante de entre las que se utilizan en Telecomunicaciones y

en cualquier otro &mbito de aplicaciéon de la Estadistica.

Un p.a. X (¢) se dice proceso gaussiano si cualquier coleccién de variables del proceso tiene distribucion

COIlqultaIIleIlte gaussiana. Es de(:iI, si cualquier coleccion X (tl) g orey X (tn) tiene funci()n de densidad (3()Ilj unta
( 'Il) 1 ( )/ C ! ( )
’ X X L1yeeey T = —F——— exXp X . -\
(tl),..., (tn) 15 ) ( )n t(C) 2 /J ,U )
donde

Notese que un proceso gaussiano estd completamente descrito una vez que se conocen su funciéon media y su

autocovarianza o su autocorrelacion.

Prof. Dr. Antonio José Sdez Castillo 223



Dpto de Estadistica e I.0. Universidad de Jaén

Existen dos razones fundamentales por las que, como hemos comentado, los procesos gaussianos son la familia

de procesos més relevante:

= Por una parte, las propiedades analiticas que verifican los hacen facilmente manejables, como veremos

a continuacion.

= Por otra parte, estos procesos han demostrado ser un excelente modelo mateméatico para gran nimero

de experimentos o fenémenos reales (resultado amparado en el Teorema Central del Limite).

Ejemplo. Es muy habitual considerar que los ruidos blancos son gaussianos. En ese caso, si consideramos

ruidos blancos gaussianos, sus variables no s6lo son incorreladas, sino que también son independientes.

Ejemplo. Sea un proceso gaussiano X (t) débilmente estacionario con E [X (t)] = 4 y autocorrelacion
Rx (1) = 253171 +-16. Obsérvese que la autocorrelacion (y la autocovarianza) decrece rapidamente con

el paso del tiempo.

Si deseamos caracterizar la distribucién de probabilidad de tres v.a. del proceso, observadas en los
instantes tg,t; = tg + % y to = t1 + % = tg + 1, necesitamos las medias, F [X (¢;)] = 4 y la matriz de

covarianzas, dada a partir de Cx () = 25e 3171,

25 25¢73/2  95¢-6/2
CX (t0),X (t1),X (t2) = 25¢3/2 25 25¢—3/2
25¢6/2  95¢=3/2 25

Algunas propiedades de interés de los procesos gaussianos:
= Un proceso gaussiano es independiente si y solo si C' (¢;,t;) = 0 para todo i # j.
= Sea X (t) un proceso gaussiano. Este proceso es markoviano si y solo si

Cx (t1,t2) - Cx (t2,t3)
Cx (ta2,t2) ’

Cx (t1,t3) =

para cualesquiera t, < ty < t3.

= Un proceso X (t) gaussiano, centrado, con incrementos independientes y estacionarios es de Markov.

11.4.3. Procesos de Poisson

El proceso de Poisson es un modelo para procesos de la vida real que cuentan ocurrencias de un suceso a lo

largo del tiempo, denominados por ello procesos de recuento.

Algunos de los ejemplos més comunes en el campo de las Telecomunicaciones son el proceso que cuenta el
numero de llamadas recibidas en una centralita telefénica o el que cuenta el nimero de visitas a una péagina
WEB. En otros ambitos, como la Fisica, estos procesos pueden servir, por ejemplo, para contabilizar el

nimero de particulas emitidas por un cuerpo.
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En todas estas aplicaciones, el proceso tendria la expresion
o0
N(t) =) u(t-T[n),
n=1

donde T [n] es un proceso en tiempo discreto que representa el momento de la n—ésima llegada que cuenta
el proceso y
0 sit<ty
u (t - to) =
1 sit Z fJO

es la funcién umbral.

El proceso de Poisson de parametro X es el proceso N (t) =Y 0" u (¢t — T [n]) para el cual la v.a. T'[n]
es una suma de n exponenciales independientes del mismo pardmetro A, lo que genera una distribucién de

Erlang de parametros n y A, con funcién de densidad

friny () = =57 2e

Alternativamente, puede decirse que el proceso de Poisson es aquél en el que los tiempos entre
llegadas,
T[] =T[n]-Tn—-1],

siguen siempre distribuciones exponenciales independientes® del mismo parametro, esto es

Frm () = e Mu(t).

“Obsérvese por tanto que el proceso T' [n] tiene incrementos independientes.

Ejemplo. En la Figura 11.6 se muestran funciones muestrales de un proceso de Poisson de parametro
A = 1. Vamos a interpretar la funciéon muestral de la izquierda pensando, por ejemplo, que representa
el nimero de visitas a una pagina WEB: se observa que poco depués de los tres minutos se han dado 3
visitas; después pasan casi 5 minutos sin ninguna visita; a continuacién se producen un buen ndmero de

visitas en poco tiempo; ...

Si observamos tan soélo el eje del tiempo, podriamos senalar los instantes en que se producen las llegadas.
Sabemos que esos incrementos en el tiempo desde que se produce una llegada hasta la siguiente siguen

una distribucién exponencial, en este caso de parametro 1.

Vamos a describir algunas de las propiedades mas interesantes de los procesos de Poisson:

= Sea N (t) un proceso de Poisson de pardmetro A. Entonces, para todo ¢ se tiene que N (t) — P (At).

= La media de un proceso de Poisson de pardmetro A es uy (t) = At. Por tanto, el proceso de Poisson no

es estacionario.

= Sea N (t) un proceso de Poisson de parametro A. Entonces, el proceso tiene incrementos independientes
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A
T, #exp (1)
1. #Erlang (i; 1) - =X(1)
> T, T: T Iy T* Té T >
-

Figura 11.5: Representacion gréfica de una funcién muestral de un p.a. de Poisson.

y para cualesquiera t; < ta, el incremento N (t2)— N (¢1) sigue una distribuciéon de Poisson de parametro
At — t1).

Sea N (t) un proceso de Poisson de parametro . Entonces

ON (tl,tQ) = )\ml'n (tl,tg) .

Sea N (t) un proceso de Poisson de parametro A. Entonces, para cualesquiera t1 < ... < tg,

ING N @) (P15 n)
n1 ng—ny ng=Tg—1
—oy Q1 —ap O . L —ap O . < <
= € ny! € (ne—mnq)! " € (nkg—mr—_1)! SLT = vee S T

0 en otro caso

donde Q; = A (tl — tifl) .
El proceso de Poisson es de Markov.

Sean Nj (t) p.a. de Poisson de parametro A1, N3 (t) p.a. de Poisson de parametro Ay, ambos indepen-
dientes. Entonces, Ni (t) + N2 (t) es un p.a. de Poisson de parametro \; + A2. Esta propiedad se conoce

como propiedad aditiva.

Sea N (t) un p.a. de Poisson de pardmetro A. Supongamos que de todos los eventos que cuenta el
proceso, sélo consideramos una parte de ellos; concretamente los que presentan una caracteristica que

tiene probabilidad p entre todos los eventos. En ese caso, si notamos por N, (t) al proceso que cuenta
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Figura 11.6: Funciones muestrales de un proceso de Poisson de parametro 1.

los eventos con la caracteristica dada, dicho proceso es de Poisson de parametro A - p. Esta propiedad

se conoce como propiedad de descomposicion.

= El tiempo W que transcurre desde un instante arbitrario ¢y hasta la siguiente discontinuidad de un
proceso de Poisson de parametro A es una variable aleatoria exponencial de pardmetro A, indepen-
dientemente de la elecciéon del punto ty3. Esta propiedad aparentemente paraddjica se conoce como
propiedad de no memoria del proceso de Poisson. Obsérvese que, en realidad, esta propiedad de no

memoria lo es de la distribucién exponencial.

Ejemplo. Es frecuente considerar que el proceso que cuenta el numero de particulas emitidas por un
material radiactivo es un proceso de Poisson. Vamos a suponer por tanto, que estamos observando el
comportamiento de un determinado material del que se conoce que emite a razén de \ particulas por

segundo.

Supongamos que se observa el proceso que cuenta el numero de particulas emitidas desde un instante
t hasta el instante ¢ + Tp. Si en ese intervalo de tiempo se supera un umbral de Ny particulas, deberia

sonar una senal de alarma. En ese caso, la probabilidad de que la alarma suene es

o0 NO k}
s, WT)" o (AT)
PIN(t+To) = N(t) > No]= > e’\T"Tzl—E e ATOT7
k=No+1 k=0

yaque N (t+Tp) — N (t) — P (\Tp).

Ejemplo. El namero de visitas a la pagina WEB de una empresa que desea vender sus productos a
través de INTERNET es adecuadamente descrito mediante un proceso de Poisson. Sabiendo que durante

una hora se reciben un promedio de 5 visitas,
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1. ;cual es la probabilidad de que no se reciba ninguna visita en media hora?

0
o—5%0.5 (5x0.5)

_ -2
0l = 8.2085 x 1077,

P[N (0.5) = 0] =

apenas un 8 % de probabilidad.
2. ;Cual es el promedio de visitas en 5 horas a la WEB? E [N (5)] =5 x 5 = 25visitas.

3. La empresa absorbe otra empresa del sector y opta por establecer un enlace directamente desde la
pagina de su filial a la propia, garantizandose que todos los clientes de la filial visitan su pagina.
Si el promedio de clientes que visitaban la pagina de la filial era de 2 clientes a la hora, jcudl es la

probabilidad de que tras la fusién no se reciba ninguna visita en 10 minutos?

Al hacerse con los clientes de la otra empresa (notemos por M (¢) al proceso de Poisson que contaba
sus visitas, de parametro A = 2 visitas/hora), lo que ha ocurrido es que ahora el numero de visitas
a la WEB de la empresa es la suma de ambos procesos: T' (t) = N (t) + M (t) .

Suponiendo que los procesos de Poisson que contaban las visitas a ambas empresas fueran inde-
pendientes, se tiene que T (t), en virtud de la propiedad aditiva del proceso de Poisson, es también

un proceso de Poisson, de parametro A = 5 + 2 = Tvisitas/hora. Por tanto,

7x )"
P [T (1> = o] = e*”%@ =0.3114,

6 o!

una probabilidad del 31 %.
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