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PRESENTATION

La philosophie de 1I’analyse exploratoire des données développée par John
W. Tukey a profondément marquée le monde de 1’analyse des données
de ces demiéres décennies. Ce n’est qu’avec la publication de 1'ouvrage
phare Exploratory Data Analysis EDA en 1977, qu'un public plus large a
pris conscience de I'importance de cette approche de 1’analyse de données,
une approche qui s’intéresse a la pratique des outils statistiques mis au
service des utilisateurs. Aujourd’hui les travaux de Tukey et de son école
ont trouvé un trés large écho. En particulier 1’approche exploratoire s’est
avérée étre une approche idéale pour enseigner les concepts et les outils
statistiques. Pour s’en convaincre il suffit d’examiner la loste des ouvra-
ges introductifs 2 la statistique qui s’appuient sur ’exploration.! En méme
temps 1’exploration a engendré toute une série de logiciels qui s’appuient
sur I’exploration (S,DataDesk,EDA) et toute une sériec d’outils explora-
toires ont été introduits dans les logiciels plus conventionnels (SPSS,SAS
etc.).?

Bien que certains ont tendance a reduire la contribution de Tukey a quel-
ques outils qualifiés d’exploratoires (boxplot et stemleaf), 1’ocuvre de
Tukey doit étre compris d’abord et avant tout comme une philosophie
de I’exploration, une critique constructive du développement de la pra-
tique statistique, une statistique qui a appris @ confirmer de fagon trés

1. Par example les ouvrages de Erickson (1977), Marsh (1988) ou Hanwig (1978).
2. Le langage statistique S a €€ développé au laboratoire BELL; DataDesk est un logiciel pour

Maclntosh développé par Velleman; le logiciel EDA a éé développé a I'Université de Genéve.
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précise dans des circonstances hautement spécifiques,® mais qui a com-
mencé a négliger les outils descriptifs; une statistique qui s’est fortement
formalisée, sans toujours garder le constact étroit indispensable avec les
applications et les utilisateurs.

Déja en 1971, les psychologues Cooley et Lohnes, dans la préface de
leur Multivariate Data Analysis (1971) remercient Tukey de leur avoir
donn¢ une identité professionnelle comme analystes de données? et une
préoccupation propre, i 1’écoute des probleémes de la pratique de leur
discipline, au lieu de se sentir entre toutes les chaises, ni statisticiens, ni
mathématiciens, ni informaticiens, et marginaux dans leur discipline, car
peu ou pas compris par leur collegues vu leur spécialisation méthodolo-
gique.

L’exploration s’insére dans une tradition des analyse de données (data
analysts) et s’appuie en méme temps sur un grand nombre de recher-
chers empiriques et de simulations quant 2 la performance des statistiques
classiques.® Ces étdes engendrent un corpus de connaissances concer-
nant les propriétés des outils connus ou moins bien connus et stimulent
des recherches pour trouver de nouveaux outils ayant les qualités requises
pour les utilisateurs et activant leur créativité.

L’approche exploratoire peut étre caractérisée par les traits suivants:

¢ Une artitude ouverte a I'égard des outils qui ne sont pas pris comme
des recettes toutes faites, mais comme des propositions susceptibles
de modification et d’adaptation en fonction du probléme 2 traiter.

¢ Une approche orientée vers la compréhension, 1'observation d’in-
dices (pas nécessairement attendus), a la place d’une approche
orientée exclusivement vers la conclusion et la décision.

¢ L’exploration est un travail de détective (numerical detective work)
o il y a interaction constante entre les données et les connaissances
de 'utilisateurs (intégration des connaissances)..

3. Then they (les statisciens) learned to confirm exactly, to confirm a Jew things exactly, each under

very specific circunstances. Tukey 1977, p. 3.
4. lls se réferect a The Future of Data Analysis (1961), ol Tukey vante les vertus d’une orienta-

tion pratique de la statistique et appelle les praticiens  joindre leurs efforts pour rendre les outils

statistiques plus performants dans une multitude de situations de recherche différentes.
5. Par example la fameuse Princeton Robustness Study (Andrews, Bickel, Hampel, Huber, Ro-

gers, Tukey 1972) est une étude de simulation d'un grand ensemble d’estimateurs du centre d'une
distribution.
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¢ Les outils statistiques reposent sur toute une série d’hypothéses qui
dans la pratique ne se vérifient pas toujours et qui par rapport a
bien des outils ne sont pas vérifiables. 11 s’agit donc de s’en rendre -
compte (diagnostic) et d’expliciter ces hypothéses, ainsi que de
développer des outils appropriés a des situations o ces hypoth¢ses
ne se vérifient pas (résistance et robustesse).

¢ Les outils statistiques ne sont pas figés, il faut les adapter aux be-
soins de la recherche (fléxibilit¢). Chaque utilisateur est en mesure
de créer —a son niveau— ses propes outils, pourvu qu’il soit prét
a réfléchir sur son probléme et qu’il ait une vision critique et cons-
tructive a I’egard de ces outils (créativité).

¢ La nature du processus de recherche est par définition itérative
(itérativité). 11 s’agit de présenter les données de fagon a faire ap-
paraitre une structure qui peut étre interprétée en fonction de 1’objet
de I'analyse et de ce que 1’on sait déja des données en question.
Mais comme toute structure est définie par rapport a des critéres sta-
tistiques (méthode) et extra-statistiques (substance), plusieurs struc-
tures sont possibles, dont il s’agira de déterminer I'adequation a
I’objectif poursuivi. Toute structure interprétée simplifie, réduit; il
est donc essentiel d’indiquer en méme temps ce qui n’est pas décrit
par la structure, pour se concentrer dans un deuxi¢me temps sur
les résidus de la premiére description. Comme une description des
résidus n’est pas toujours compléte, on s’intéressera aux résidus de
cette description de résidus, et ainsi de suite.

¢ Une orientation trés marquée vers les outils graphiques, forgant le
! chercheur 2 voir aussi bien la structure que les déviations et les
exceptions par rapport a cette structure (révélation et interaction).
La recherche d’une description simple par transformations appro-
priée de variables (Réexpression) tout en se donnant les moyens de
diagnostiquer les défauts.

¢ Une approche qui privilégie les outils et les explications multiples
(multiplicité).

Cet ouvrage aborde six thémes spécifiques de 1’exploration. Le premier
chapitre s’intéresse aux outils descriptifs de base, tels que les boftes a
pattes (Boxplots) et les branchages (Stemleaf). Ces outils, aujourd’hui
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largement connus (par les biais des logiciels statistiques et les ouvrages
modemes sur la statistique descriptive), illustrent parfaitement 1’esprit des
outils exploratoires: 1'importance des graphiques, I’intérét porté aux va-
leurs extrémes, les mérites de la clarté conceptuelle qui produit des outils
a la fois simples et puissants, 1’accent mis sur les outils complémentaires
et I’adaptabilité des outils a différents besoins.

Les transformations (chapitre 2), réexpressions dans la terminologie ex-
ploratoire, occupent une place clé dans la boite a outils de 1’analyste, car
une bonne transformation permet souvent de mieux décrire et analyser
une variable ou une relation entre variables. L’exploration offre dans ce
domaine un cadre cohérent permettant de diagnostiquer des problémes tels
que I’absence de symetrie ou les relations non-linéaires et d’y remédier,
afin de rendre les données accessibles a I’analyse a 1’aide d’outils ex-
ploratoires ou plus conventionnels qui exigent la symétrie ou la forme
linéaire de la relation.

La droite résistance, un autre exemple d’un outil exploratoire par exce-
llence, met en évidence le caractére problématique de la droite usuelle
obtenue par moindres carrés (sensibilité aux valeurs extrémes, etc) tout
en proposant une alternative. L’accent mis sur 1’analyse des résidus illus-
tre bien la démarche exploratoire générale o il s’agit essenticllement de
décomposer les données en une partie structurée (ici la description par
la droite) et une partie non structurée (ici les résidus par rapport a la
droite) pour ensuite étudier les résidus afin de les décrire et structurer,
donc de produire de nouveaux résidus qui & leur tour peuvent étre décrits
et engendrent a leur tour des résidus... Cette démarche met en évidance
trés clairement ce caractére interactif et itérative de I’exploration, une
- démarche a constraster avec le caractere plutdt linéaire de 1’approche
classique.

Cette démarche itérative est également 2 la base des méthodes expliquées
dans les deux chapitres suivants, a savoir le polissage de tableaux par
médiane (median polish) et le lissage des série (chronologiques) par
médianes mobiles.

Enfin le demier chapitre étudie les prolongements que trouvent les ques-
tions soulevées par les outils simples par rapport aux méthoacs statisti-
ques classiques. Le théme de I’estimation robuste esquisse une voie qui
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permet de trouver une solution aux hypoth&ses souvent trop contraignantes
et utopiques qui sont a la base des méthodes classiques.

Vu l'intérét que présente 1’exploration pour 1'utilisateur, I’enseignement et
I’étudiant des outils statistiques, on ne peut que se réjouir de 1’apparition
de cette ouvrage en langue espagnole. Je suis certain que les idées et
concepts présentées dans le présent ouvrage stimuleront 1'intérét pour
les outils exploratoires et robustes et serviront de point de départ d’une
réflexion critique sur les outils statistiques.

Geneve, en février 1992

Eugéne Horber

Faculté des Sciences Economiques et Sociales
Département de Science Politique

Université de Genéve
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PRESENTACION

Una de las innovaciones estadisticas que ha causado un mayor impacto
dentro del 4mbito de las Ciencias sociales y del comportamiento ha sido,
sin duda alguna, el reciente desarrollo del Andlisis Exploratorio de los
Datos y, es notorio constatar que, en la actualidad, existe una creciente
utilizacién y demanda de esta nueva modalidad de anilisis.

El impulso inicial de este conjunto de técnicas ingeniosas se debe al
esfuerzo de John Tukey quien, en su ya clasico trabajo de 1977 Explo-
ratory Data Analysis, expuso los principios fundamentales. De hecho,
el Andlisis Exploratorio de Datos se inspira en una filosofia de cardcter
préctico segun la cual, contrariamente a los enfoques de corte clésico,
los datos son los que en ultima instancia gufan la seleccién de modelos
adecuados al tiempo que se minimiza la asuncién de presupuestos pre-
vios. De acuerdo, por tanto, con este nuevo enfoque, el analista trata de
desvelar los patrones y las estructuras que se subyacen a los datos, sin
que por ello sea necesario asumir un conjunto de postulados previamente
definidos y altamente restrictivos.

De forma resumida, destacaremos que los principu.cs aspectos que carac-
terizan este nuevo enfoque analitico son fundamentalmente cuatro. En — —
primer lugar, mediante las representaciones visuales es ficil descubrir el
modo de comportarse de los datos, asi como las posibles estructuras que
presentan. Esta constituye, a nuestro entender, una de las mds importantes
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innovaciones que dicha técnica aporta, en el sentido que exige un cons-
tante uso de visualizaciones graficas. En segundo lugar, estas métodos
requieren que la atencién del analista se centre en los residuales o lo
que queda después de haber aplicado algin tipo de andlisis. De ahi el
protagonismo que adquieren los residuales, como procediemientos para
detectar estructuras o patrones que por lo general pasan desapercibidos
con los andlisis méds convencionales. Se tiene, en tercer lugar, que me-
diante transformaciones matemaiticas simples, como por ejemplo, el lo-
garitmo y la raiz cuadrada, los andlisis no sélo se simplifican sino que
adquieren una mayor claridad. Por iltimo, el carécter resistente, propio
de estos métodos, garantizan el hecho de que valores de datos extrafios
0 poco corrientes no influyan indebidamente los resultados de un anilisis
(Velleman y Hoaglin, 1981).

Sin duda alguna, la principal novedad del Analisis Exploratorio de Datos
es la especial forma de presentar el conjunto de datos (batch) en repre-
sentaciones visuales o grificos como, por ejemplo, el de tronco y hoja
(stem-and-leaf). Este tipo de representaciones no sélo permiten descubrir
los patrones especificos o de tendencia, sino que a su vez, ponen de mani-
fiesto aspectos sosprendentes, insospechados, y a veces divertidos, que de
otra forma pasarian totalmente inadvertidos. Junto a estos procedimientos
de representacion visual deben también destacarse, por su utilidad en la
descripcién mas precisa de las formas o patrones que toman los datos,
los gréficos de valores de letra asi como sistemas intermedios representa-
cionales o los diagramas de cajas (boxplots). El lector encontrari en este
texto, un detallado y preciso andlisis de estos sistemas representacionales
que permiten detectar, de forma simple y rdpida, el conjunto de indices
descriptivos necesarios para una correcta comprension de la estructura de
los datos.

No es menos importante destacar, dentro de esta nueva filosofia de andlisis,
el método de linea resistente propia de aquellas situaciones donde los va-
lores de una variable de respuestas son representados contra los valores de
un factor explicativo. Paralelamente a los sistemas de ajuste lineal, den-
tro del 4mbito de la estadistica cldsica, el Anilisis Exploratorio de Datos
plantea un nuevo procedimiento de ajuste basado en la linea resistente
que, a diferencia del método cldsico de la regresién minima cuadrada,
protege el modelo contra aquellos casos atipicos o raros capaces de dis-
torsionar el andlisis.
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Ahora bien, hemos de destacar, en relacién a este nuevo enfoque analitico,
que contariamente a los andlisis mds tradicionales que empiezan con la
propuesta de un modelo o estructura para la descripcién de los datos, el
Anilisis Exploratorio de los Datos permite extraer dichas estructuras a
partir de las representaciones visuales o gréficas. Es decir, es un pro-
cedimiento que posee mds bien un caricter inductivo, en virtud del cual
el ajuste se lleva a cabo despies del conocimiento previo de su estruc-
tura. Como es obvio, al igual que cualquier otra clase de andlisis se
pretende conseguir una adecuada descripcién de los datos mediante un
ajuste. De este modo los residuales constituyen la diferencia entre los da-
tos observados y los valores ajustados. Ahora bien, los residuales no son
considerados, desde este perspectiva, como simples errores, sino como
pistas o indicios del proceso de los datos que se halla escondido detrés
de los patrones especificos. El tratamiento estadistico del ajuste de mo-
delos de linea resistente, de una dificultad matemdtica intermedia, estdn
abordados excelentemente en dicho texto tanto por la claridad expositiva
de los conceptos como por la adecuacién de los ejemplos propuestos.

La extensién de los modelos de ajuste, cuando los patrones no son lineales,
requieren técnicas més sofisticadas conocidas por el nombre genérico de
suavizado. Sobre todo en aquellas situaciones donde los valores de la
variable independiente, z, se pretenan en intervalos regulares e igualmente
espaciados. En estos casos, la atencién del analista recae primordialmente
sobre la variable de respuesta o variable y. Un ejemplo tipico son los
las secuencias de datos que suelen generarse en funcién de la variable
tiempo como por ejemplo, la tasa de desempleo, cantidad de accidentes,
etc., que suelen registrarse en términos de puntos temporales de intervalos
constantes. Cuandos los datos son registrados para cada uno de los puntos
sucesivos del tiempo, estas clases de registros suelen recibir el nombre
de series temporales. Sin que por ello, se requiere necesariamente la
dimensién temporales para la obtencién de datos de secuencia, la técnica
del suavizado permite desvelar la estructura de tendencia de un conjunto
de datos, en términos de curvas no lineales. Evidentemente el d4mbito de
las técnica de suavizado o alisados, constituye uno de los campos mds
prometedores dentro del 4mbito de las ciencias comportamentales, y he
de admitir, como se destaca adecuadamente en el texto, que la mayoria
de las veces la solucién mediante papel y 14piz es sumamente dificil. Por
esta razén, es de destacar el esfuerzo realizado por lo autores del texto en
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dar una vision exacta de la temitica, asi como las diferentes soluciones
a fin de tener una conocimiento cabal del suavizado para el ajuste de
procesos de datos no lineales.

Por 1ltimo, como queda explicitamente recogido en este texto, mediante
las tablas de datos de doble entrada el Anilisis Exploratorio de Datos
aporta un conjunto de técnicas resistentes y robustas, para el estudiar
las relaciones entre dos o més variables. Es decir, aquellas situaciones
en las que, andlogamente al trabajo experimental, se analiza la relacién
entre factores cualitativos independientes y la variable de respuesta o
dependiente. La ventaja de este conjunto de técnicas para el andlisis de
esquemas factoriales sigue siendo la misma: No es necesario asumir los
presupuestos que se hallan implicitos en los modelos clasicos de Anilisis
de la Variancia. En efecto, mediante por ejemplo, el ajuste de medianas
en posibe detectar el caracter aditivo o no, de los efectos factoriales.

El libro termina con un capitulo que recogen las propiedades de los esti-
madores estadisticos, planteando los métodos de estimacion robusta y las
técnicas de generacion de nuevas muestras a partir de la original (Jackk-
nife y Bootstrap).

En suma se trata de una manual, claro, sistemitico y completo en el que
se afronta por primer vez, dentro del dmbito castellano parlante, la pro-
blemdtica del Andlisis Exploratorio de Datos y ofrece al lector la posibi-
lidad de entrar en contacto con el alcance y la aplicacién de este conjunto
de métodos que se erigen como una alternativa, a tener en cuenta, a los
procedimientos estadisticos de corte més clasico y tradicional. Espero
que, gracias a esta notable aportacién, el Andlisis Exploratério de Datos
consiga el eco y la resonancia que merece y, alcance una gran difusién
dentro de nuestro contexto cultural.

. Jaume Amau i Gras
Catedrético de Metodologia de las
Ciencias del Comportamiento
U.B.
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INTRODUCCION

“Exploratory data analysis is detective work —numerical detective work—
or counting detective work —or graphical detective work”

Tukey, 1977 (pag. 1)

Tukey en su libro “Exploratory DATA ANALYSIS” (1977), E.D.A., de-
sarrolla una serie de nuevas técnicas grificas y analiticas para conseguir
un conocimiento previo de los datos a analizar siempre desde una
perspectiva exploratoria.

El anilisis exploratorio de datos, y que ya puede considerarse una nueva
rama de la Estadistica, aunque David Cox (1978) (pag. 5) afirma que
es s6lo una extensién de la Estadistica Descriptiva y Gréfica, propugna
un cambio de actitud y de enfoque metodolégico ante el anilisis de
datos.

El E.D.A. postula que previamente a cualquier anélisis de datos es nece-
sario un examen visual de estos. Antes de analizar los datos es preciso

LA 1Y

“mirarselos”, “entenderlos” y “reflexionar” sobre ellos.

La Estadistica Descriptiva cldsica se ocupa en recoger, ordenar y repre-
sentar los datos, normalmente en forma de tablas y agrupando los datos en
intervalos para representarlos grificamente y calcula estadisticos basados
principalmente en la distancia y con datos centrados en la media.
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El E.D.A. tiene los mismos objetivos, pero pretende ademaés detectar ano-
malias o errores en las distribuciones univariantes de los datos. También
intenta descubrir en los datos patrones o modelos. Para ello incorpora
nuevas técnicas graficas y busca estadisticos resistentes y robustos basa-
dos principalmente en el orden y centrados en la mediana.

Dado que casi todos los andlisis estadisticos avanzados se basan en los
primeros andlisis es importante que estos esten bien hechos, y sean ade-
cuados. Por ejemplo, si Vd. hace un andlisis complejo que necesita como
primeros estadisticos las medias de las variables y, alguna serie de datos
tiene valores alejados, la media no serd la medida de tendencia central
mds representativa de la distribucién. O, si Vd. hace un andlisis sofisti-
cado que supone que la relacidn entre las variables es lineal y en realidad
no lo es. O si, simplemente Vd. ha cometido errores al entrar los datos
en ¢l ordenador u otras tantas situaciones que se¢ pueden dar Vd. extraera
conclusiones de los contrastes y de las inferencias que fallaran por no
haber tomado precauciones en este primer anilisis.

En efecto, la Estadistica Clasica se ha viciado o anquilosado, por asi
decirlo, en dos aspectos:

a) Parte casi siempre de hipétesis gaussianas, muchas veces imposibles
de verificar y presupone ademas que los errores y las fluctuaciones
aleatorias de los valores empiricos se encuentran simétricamente
repartidos alrededor de un valor central.

b) Por el uso casi exclusivo de modelos lineales cuando analiza rela-
ciones entre las variables.

Todo ello se aplica ademds de forma que nos atreveriamos a calificar

de rutinaria, sin detenerse en comprobar los supuestos o a plantearse su
conveniencia o adecuacién de aplicacion a cada serie de datos.

Esto serfa atn justificable en Ciencias muy avanzadas, en las que los
modelos tedricos estuviesen ya muy estructurados y se conociera la nor-
malidad de las variables, pero desafortunadamente en Ciencias Humanas,
en donde la variabilidad de los datos y especialmente por el hecho de
que los datos obtenidos son, en la mayoria de los casos dificilmente re-
petibles, hacen que estos presupuestos se cumplan con seguridad pocas
veces. En consecuencia, el nuevo enfoque metodoldgico propugna enten-
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der el andlisis de datos “como un ciclo repetitivo en el que los modelos
y los datos se suceden alternativamente hasta alcanzar el mejor ajuste”
(Mallow y Tukey, 1982).

En la dltima década han aparecido varias publicaciones (Tukey, 1977;
Hoaglin, Masteller y Tukey, 1983; Erickson y Nosanchuk, 1979; Velleman
y Hoaglin, 1981 o Peiia, 1986) que propugnan la nueva perspectiva, es
decir que no sélo los modelos generan datos, sino que los datos deben
ser utilizados en la generacién de modelos para su andlisis.

“La Metodologia Estadistica se concibe como un proceso iterativo de
aprendizaje en lugar de concebirse como una aplicacién unica y directa
de un determinado procedimiento Sptimo”

Peiia, 1986 (pag. 37)

Las técnicas exploratorias resistentes y robustas que Vd. encontrard en
este libro le ayudardn a resolver todos estos problemas. Su sencillez y
ripidez de célculo las hacen sumamente dtiles para explorar distribucio-
nes univariantes y las posibles relaciones entre variables. Estas técnicas
pueden tener muchas otras aplicaciones que el lector ird descubriendo al
avanzar el libro. Sin embargo, para Harwig y Dearing (1979) el andlisis
exploratorio de datos es:

“Exploratory data analysis is interactive and iterative”

Hartwig y Dearing, 1979 (pag. 76)

Para Everitt y Dunn (1983) ¢l E.D.A. constituye un paso preliminar al
andlisis de datos y hacen hincapié en que ¢l ED.A. es necesario en el
andlisis multivariante, en el que se tratan gran cantidad de datos por
computadora, muchas veces sin tener en cuenta este anlisis preliminar
de datos. Por ejemplo, en distribuciones univariantes, €l E.D.A. nos
informard sobre:

a) La localizaci6n, la desviacion y la forma de la distribucion de los
datos.

b) La simetria o asimetria de los mismos.
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El

¢) El nimero y localizacién de agujeros (vacios) y puntas en la dis-
tribucidn.

d) Presencia y nimero de valores alejados.

mismo E.D.A., a pesar de ser una teoria reciente, tiene ya sus detrac-

tores. Asi Good (1983), profesor de Estadistica del Instituto Politécnico

de

Virginia (E.E.U.U.), en un articulo que como su propio nombre indica

tiene mds de filoséfico que de estadistico, “The philosophy of exploratory
data analysis”, indica que el E.D.A. es més un arte o incluso una suma

de

trucos que una ciencia (pag. 283).

No obstante, al final de su trabajo reconoce que los puntos importantes
del E.D.A. son;

1) La presentacion de los datos.

2) El reconocimiento del modelo.

3) La formulacién de hipdtesis.

4) Buscar otras hipétesis que sean mas explicativas.

5) Racionalizacién del error de Tipo IL

De acuerdo con lo propuesto por Hoaglin, Mosteller y Tukey (1983) y de
Welleman y Hoaglin (1981) reconocen la existencia de cinco componentes
principales del E.D.A.:
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1) Sus representaciones graficas nos revelan visualmente el compor-
tamiento de los datos y la estructura del conjunto.

2) Pone mucha atencién al analisis de residuales, es decir en las di-
ferencias que hay entre los datos reales y el resultado de su ajuste
a un modelo previamente determinado o subyacente.

3) Utiliza la Transformacion de los datos, que consiste en encontrar
la escala que més simplifique y clarifique el andlisis, como, por
ejemplo, con el uso de funciones matemdticas simples como raiz
cuadrada, logaritmos etc.

4) Valora la resistencia, propiedad que presentan algunos estadisticos
que les hace poco sensibles a la influencia de uno o varios va-
lores sensiblemente distantes de la mayoria de los valores de la
distribucién.
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5) Busca estadisticos robustos propiedad que presentan algunos esta-
disticos que les hace poco sensibles a desviaciones de los supuestos
basicos.

Con respecto a la estadistica descriptiva cldsica el E.D.A:

1) Cdlcula indices descriptivos resistentes y robustos.

2) La descripcién no se efectua en base a un solo estadistico sino
emplea varios indices a la vez.

3) Preferencia por los resumenes visuales a los simplemente numéricos.

Cuando buscamos relaciones entre variables el E.D.A. es especialmente
adecuado en Ciencias Sociales, Humanas y de 1a Salud donde los modelos
sustantivos son complejos y las variables han sido medidas en todo tipo
de escalas, nominal, ordinal, de intervalo y de razén y los datos estdn
sujetos a gran variabilidad.

En Psicologia los analisis mediante E.D.A. ayudan a descubrir tendencias,
patrones de conducta, conductas diferenciales, formacién de actitudes y
evaluacion del cambio. En Historia y Lingiiistica es util para descubrir in-
dicadores de cambio histdrico o lingiifstico. Los economistas, sociélogos
y pedagogos deben emplear técnicas E.D.A. antes de confirmar sus com-
plicados modelos. El andlisis de datos mediante técnicas E.D.A. puede
hacer revelaciones “esenciales” en la investigaciéon en Medicina. En la
empresa el E.D.A. aporta datos significativos sobre rendimiento y control
de calidad. En general, al estadistico e investigador el E.D.A. le ayuda
a hacer andlisis confirmatorios vélidos, evita hacer inferencias erréneas
o mentir en Estadistica . Segiin Tukey el E.D.A. actua de proteccion al
usuario estadistico.

El Anélisis Exploratorio de Datos (detective) busca muchas pruebas al
Analisis Confirmatorio (juez) a fin de que emita veredictos lo més fiables
posibles. En andlisis confirmatorios no significativos el E.D.A. da una
informacién de gran valor para mantener, variar o cancelar alguna variable
en la investigacion o para reorientarla o , si ello es preciso, para generar
nuevas hipétesis.

En Andlisis Confirmatorios con resultados significativos el E.D.A. ayuda
a conocer y hace que, averiguaciones sobre las causas, sean mas rapidas
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y eficaces. A veces el investigador no busca diferencias significativas,
porque ya las conoce, sino que busca cambios, patrones, tendencias etc.

Cabe destacar, asimismo, que las técnicas E.D.A. no sélo constituyen un
complemento a las técnicas estadisticas cldsicas si no también una valiosa
alternativa en caso de incumplimiento de alguna condicion de aplicacidn,
puesto que no son tan restrictivas en sus supuestos.

En realidad, el investigador necesita usar las técnicas estadisticas explo-
ratérias y confirmatdrias. Las técnicas exploratdrias ayudan a comprobar
las condiciones de aplicacion de las pruebas de hipétesis, a detectar errores
o valores anémalos, a buscar la mejor transformacién cuando es necesaria
etc. etc.. En general, dan una visién distinta, previa pero complementaria,
a la confirmatoria. Todo ello repercute en una mejor calidad del andlisis
de datos globalmente entendido.
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1. ORGANIZACION, REDUCCION Y
REPRESENTACION DE DATOS

1.1. INTRODUCCION

Como se ha comentado en la Introduccién general a la presente obra,
el conjunto de técnicas agrupado bajo la denominacién de Andlisis Ex-
ploratorio de Datos (EDA) se ha desarrollado desde un punto de vista
eminentemente pragmatico, sobre todo en lo que se refiere a la reduccion
del nimero de condiciones previas para la aplicacion de determinadas
técnicas, fundamental y limitante en la Estadistica que se venia desarro-
llando hasta el momento; con ello, la seleccién del modelo al que se
intentardn ajustar los datos puede quedar a cargo de su propia configu-
racién, que conducir4 al analista de forma paulatina hasta €l més idéneo
en cada caso particular.

Por tanto, el primer paso propuesto por la perspectiva EDA, que se presu-
pone asimismo en el proceso de anélisis clasico, aunque la falta de énfasis
en este punto ha llevado en muchas ocasiones a obviar, es la descripcion
organizada de los datos, con dos caracteristicas sobresalientes: poten-
ciaci6n del uso de gréficos y "dicotomizacion” de los datos en centrales y
extremos, todo ello desarrollado desde una perspectiva sumamente flexi-
ble en su aplicacién, y a cuyo efecto se han desarrollado nuevos indices
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descriptivos, algunos de los cudles se incluyen ya actualmente entre los
clésicos propuestos por los manuales de Estadistica general.

Los usuarios de las técnicas descriptivas cldsicas saben que en éstas pri-
man los indices de tendencia central y de dispersién, considerdndose como
secundarios los de forma y derivados grificos que pueden obtenerse. Se
trata, por tanto, de un tipo de descripcién especificamente adecuada a
las distribuciones simétricas, en general, y que sigan el modelo de la
distribucién nommal, en particular.

El enfoque del EDA afiade una recuperacién y potenciacion de los indices
de forma, y la utilizacién de los gréficos pricticamente como un indice
més puesto que, como afirman, una grdfica bien realizada puede ser mds
informativa que un conjunto de niimeros. Puede hablarse, por tanto, de
un cierto cambio de actitud en la descripcion de los datos.

En base a lo anterior, desarrollaremos este Capitulo en cuatro apartados,
correspondientes a los indices descriptivos generados por la perspectiva
EDA:

— Localizacion (Location), que se corresponderian a los indices de
posicién y tendencia central clasicos, indicando los valores limite
y promedios de la distribucién.

— Dispersi6én (Spread), para definir agrupacion o disgregacion en la
distribucién. Cuanto menor sea su valor, mas informacién aportaran
los indices de localizacion.

— Forma (Shape), para evaluar la situacién de los datos desde ejes
verticales (simetria) y horizontales (curtosis).

— Grificos, que mostraran las agrupaciones internas de los valores €
indicaran los indices que mejor representan a la distribucién entre
los anteriores.

Observemos, para ejemplificarlo de forma muy simple, dos muestras si-
muladas:
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T Tabla 1.1
MUEST.1 MUEST.2

10 10
10 10
11 11
12 12
12 12
13 13
14 14
15 15
15 15
15 15
16 16
18 18
19 57

a simple vista se aprecia que la unica diferencia entre ellas reside en los
dos 1ltimos datos. Si efectuamos un andlisis mediante los indices clasicos
podriamos obtener, entre otros, los siguientes estadisticos y gréficos:

Tabla 1.2
MUESTRA 1 MUESTRA 2
n 13 13
X 13.85 16.77
Md 14 14
Mo 15 15
S? 8.14 151.86
Simetria 0.31 3.37
Curtosis -0.688 11.77
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Figura 1.1

puede comprobarse que, si bien ambas distribuciones de datos son muy
parecidas, los estadisticos y graficos obtenidos no mantienen esta seme-
janza, debido a que casi todos ellos describen de forma éptima aquellas
distribuciones que siguen el modelo de la curva normal, es decir: unimo-
dales, simétricas y mesociirticas.

En este caso, provocado por un solo valor muy alejado del resto, se han
visto afectados los indices de tendencia central, dispersién y forma, y no
asi los de posicion, si consideramos entre éstos a la Mediana y la Moda.
El enfoque propuesto por el EDA pretende obtener indices robustos y
resistentes que se vean poco afectados por estos elementos extrafios.

Se considera a los indices como resistentes si muestran poca sensibili-
dad ante la presencia de valores anémalos (alejados del nicleo central
de la distribucién), entre los que el enfoque clasico tiene a la Mediana
por ejemplo, en tanto que puede proponerse a la ampliamente utilizada
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Media aritmética como ejemplo de indice poco resistente. Un estadistico
resistente mostrard pocas variaciones ante la sustitucién de los valores
originales por otros muy diferentes, en base a su focalizacién en la parte
central o relativamente agrupada de la distribucién respecto de sus valores
alejados.

Se denominan indices o estadisticos robustos a los que muestran poca
sensibilidad ante las desviaciones de los supuestos inherentes a mode-
los probabilisticos (respecto a su forma, por ejemplo), por lo que ni la
Mediana ni la Media aritmética pueden considerarse robustos, aunque
si lo serdn los derivados de las Medias Recortadas que trataremos mds
adelante. Se trata, en definitiva, de disefiar técnicas cuyas hipétesis de
aplicacion sean poco restrictivas.

1.2. INDICES DE LOCALIZACION

Iniciaremos nuestra exposicién con la descripcién de indices encamina-
dos a resumir los datos brutos obtenidos para su andlisis. Los sumarios
obtenidos son de gran utilidad no sélo para muestras grandes, como €s
obvio, sino para la descripcion de muestras compuestas por un nimero
relativamente pequeiio de registros. No esperaremos obtener detalles de
los mismos sino configuraciones generales que hagan mas especifica la
tarea estadistica posterior y nos encaminen hacia la descripcién configu-
rativa general del “batch”, denominacién propuesta por el EDA para la
muestra.’

Debido a la prioridad que concede el enfoque EDA a la resistencia y
robustez, los algoritmos de célculo de estadisticos se realizan a partir
de los centiles, como indices de posicién poco afectados por los datos
alejados del grupo central, y de entre ellos destacamos especialmente a

1. El término “muestra” es sustituido habitualmente por los creadores de estas técnicas por el de
“lote” (del inglés “batch™) (Erickson & Nosanchuk, 1979) que supone tinicamente que los datos a
analizar comparten una caracteristica comiin, que los define como conjunto.
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la mediana por su uso frecuente en la estadistica descriptiva clasica. Con
ellos trabajaremos en base tanto a su difundido uso en Estadistica, como
a la poca diferenciacion que presentan respecto a la propia generacion
de “pseudo-centiles” realizada desde el enfoque EDA que, como mas
adelante se detallard, consiste basicamente en subdividir en partes iguales
cada mitad de la muestra, y asi sucesivamente hasta fraccionarlo en el
nimero de valores que, en opinidn del analista, describa el lote en toda
extension. Volviendo al ejemplo propuesto en el apartado anterior, los
centiles en base a los que trabajaremos son:

Tabla 1.3
MUESTRA 1 MUESTRA 2
Cro 10 10
Cos 11.5 11.5
Chxg 14 14
Crs 15.5 15.5
Coo 18.6 414

en donde puede observarse que el unico indice afectado es el centil 90,
y ain en este caso, no de forma tan manifiesta como en la Tabla 1.2 de
estadisticos clésicos.

Es importante reiterar que las muestras de datos a analizar no precisan
la asuncién de muchas de las condiciones previas que conllevan la ma-
yoria de andlisis disefiados por la estadistica cldsica. La delimitacién de

_estos datos y sus promedios definitorios se obtendran del cilculo de los

siguientes {ndices:

1.2.1. PROMEDIO DE CUARTILES (Q)

Se calcula mediante:

Coys 4+ Crs (1.1)

<l
Il
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que, como puede observarse, consiste en la suma promediada del primer
y tercer cuartiles,? recogiendo por tanto el 50% central de los valores y
revertiendo en el valor de 1a M d; en otras palabras, se elimina la influencia
de los valores extremos, caracteristica que observaremos también en la
mayoria de los siguientes indicadores.

1.2.2. TRIMEDIA

Se define la Trimedia (Tri) como la distancia media entre la Md y Q, es
decir, eliminando un 25% de las observaciones de cada extremo y pro-
mediando los limites que las determinan respecto del valor central Md,
que es ponderada por tanto desde dos puntos. En este sentido, pueden
considerarse casos particulares parecidos a la Trimedia, denominados, en
general, Medias Recortadas (Trimmed Mean), como muy bien indican
Batista & Valls (1985a), las cuales seran objeto de nuestra atencion en el
capitulo sexto de este volimen. En general, puede identificarse una deter-
minada media recortada por la proporcién de individuos que se excluye
en su cilculo, punto que lleva a cuestionar, el uso de la media aritmética
clasica en los intervalos de probabilidad o confianza, en los que podria
resultar 1til “recalcular’” este indice, una vez delimitado el (1-a)% central
de los datos. Se calcula mediante:

Md+6= Cas + (2- Md) + Crs

TRI = 5 1

(1.2)

1.2.3. CENTRIMEDIA O MEDIA INTERCUARTILICA (Midmean,

interquartile mean)

Se calcula promediando todos los valores entre el primer y tercer cuarti-
les.

2. o del primer y tercer “cuarto”, como se definird més adelante.
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Xicas+1 + -+ + Xicrs—1
ng

MID = (1.3)
Se trata por tanto de la media aritmética del 50% central de 1a distribucién
(dividimos la suma de sus valores entre el nimero de éstos). En el cilculo
no deben incluirse los valores repetidos, y debe procurarse que el mimero
de éstos a un lado y otro de la M d sean los mismos, es decir, ni debe
ser un nimero impar (para conseguirlo puede optarse por incluir uno de
los valores repetidos en el “lado” que presente un valor menos).?

En estos indices destaca el uso del 50% central de los datos, y en es-
pecial de la Md. Si los valores se hallan agrupados, el valor de ésta
serd muy semejante al de la Media aritmética clasica en tanto que ante la
presencia de algunos valores muy alejados, la M d reflejard mejor el valor
promedio del grupo. Este tipo de estrategias se utilizan, por ejemplo en
muchos deportes de competicion, como la gimnasia o el submarinismo,
cuyas puntuaciones mixima y minima otorgadas por los jueces son elimi-
nadas al calcular el promedio de cada individuo, en previsién de posibles
penalizaciones o sobrevaloraciones idiosincréticas.

1.3. INDICES DE DISPERSION

" 1.3.1. AMPLITUD INTER-CUARTILICA (IQR) (interquartile range)

También denominada dispersion media (midspread) o diferencia entre
cuartiles (dg), se calcula mediante:

IQR =Cr —- C2s (1.4)

que proporciona a la vez resistencia, facilidad de cilculo, referencia a la

3. en el ejemplo que hemos presentado pueden eliminarse el primer y iltimo valor (12 y 2?).
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mitad de la distribucién y facilidad de interpretacién, por lo que su uso
es muy generalizado.*

1.3.2. MEDIANA DE LAS DESVIACIONES ABSOLUTAS (MAD)

Se calcula mediante:

MAD = Md|X; — Md| (1.5)

es decir, obteniendo la M d de las diferencias, en valor absoluto, respecto
de la Md. El proceso de célculo supone pues obtener, en primer lugar,
el valor de la M d de la muestra y, a continuacién, obtener las diferencias
en valor absoluto de cada uno de los valores respecto de aquella. Una
vez transformada asi la distribucion de los datos originales en distribucién
centrada respecto de la Md, se reordenan éstos y se obtiene su Md, que
denominaremos M AD. En nuestro ejemplo inicial seria:

Tabla 1.4
Md

1l
Muestra 1: |10 10 11 12 12 13 14 15 15 15 16 18 19

Muestra 2: 10 10 11 12 12 13 14 15 15 15 16 18 57

| Xi—Md|1:| 4 4 3 2 2 0 1 1 2 4 5
IXi—Md|2:|4 4 3 2 2 101 11 2 443
reordenamos: || 0 1 1 1 2 2 3 4 4 5
reordenamos: || 0 4 4 43

2 4
111122234

|

A

MAD

4. puede calcularse asimismo diferenciando los “cuartos”, que se definirén més adelante, deno-
minéndose entonces fourth-spread. También se utilizard al comparar diversos lotes entre si, al
escoger una escala apropiada de medida (logarftmica, rafz cuadrada, eic.) de las observaciones.
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1.3.3. ESTANDARIZACION DE IQR Y MAD

A fin de aproximar los dos iltimos estadisticos presentados a la distri-
bucién normal, pueden calcularse sus valores estandarizados, que se de-
nominardn pseudo-desviacion estdndar de los respectivos valores, dado
que si la distribucién que estamos describiendo se ajustara a la curva
normal, estos valores coincidirian con su S. Su calculo se lleva a cabo
mediante

IQR

PSD]QR = 1.349 (16)
MAD
PSDyap = oo (1.7)

Obsérvese que 1.349 y 0.6745 son los valores, en puntuaciones Z, que de-
limitan el 50% central de la distribucién normal. (p(0.25) = Z(0.6745);
(0.6745 - 2) = 1.349), por tanto, con el valor de probabilidad 0.6745
estamos delimitando un 25% de la distribucién hacia cada extremo, es
decir, estamos trabajando con una dispersién de 1.349 o.

1.3.4. COEFICIENTE DE VARIACION CUARTILICO (CVc)

~ Se calcula mediante:

Q Cis+Cys (18)

Se trata de un indice de dispersion relativa, que viene a sustituir al Co-
eficiente de Variacion clésico, de escasa robustez, permitiendo asimismo
comparar dispersiones entre distribuciones, independientemente de sus
unidades de medida.
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1.4. INDICES DE FORMA

En ellos reside una de las principales aportaciones de la estrategia descrip-
tiva EDA, siendo complementada su informacién por los indices graficos
que trataremos a continuacién. Como ya hemos comentado, con distribu-
ciones asimétricas o multimodales los indices cldsicos son poco precisos,
manifestdndose principalmente esta carencia en los indices de forma, que
aumentan su robustez mediante los siguientes algoritmos de célculo:

1.4.1. INDICE DE SIMETRIiA DE YULE

Se calcula mediante:
" _ Cas+ Cr5 — (2 Md)
1= 2.-Md

que, de nuevo observamos, hace referencia a la simetria del 50% central
de 1a distribucién. Su interpretacién se realiza como sigue:

(1.9)

*Hy =0 — Distribucion simétrica

*H, >0 — Asimetria positiva (sesgo o carencia de datos en la
mitad superior de la distribucion).

+H; <0 — Asimetria negativa (sesgo o carencia de datos en la
mitad inferior de la distribucién).

1.4.2. INDICE DE SIMETR{A DE KELLY

Se calcula mediante:

Cio + Coo

5 (1.10)

H, =Md-
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que, como se puede observar, indica la simetria de la distribucién en
sus extremos o colas. Por ello puede ser de gran utilidad obtener ambos
indices, H, y H,, en base a la complementariedad de su informacién.
Dado que el indice de Kelly depende de las unidades de medida (al
emplear la M d), es conveniente transformarlo en el siguiente indice:

_ Cro+ Co —(2-Md) _ —-H,

Hs 2. Md Md

(1.11)

interpretidndose de esta forma al igual que se hace con el indice de Yule,
en base a su adimensionalidad.

1.4.3. COEFICIENTE DE CURTOSIS

Se calcula mediante:

Coo — Cro
Kp=—22" 10 1.12
2= 1.9(Crs — Cas) (1.12)

o bien empleando octiles:®

Cgrs — Cr2s

K = =818~ 125
17 1.9(Crs — Cas)

(1.13)

~ En nuestro ejemplo, el centil 12.5 se corresponde al valor 10 en ambas

muestras, en tanto que el centil 87.5 al 18.25 en la muestra 1 y al valor
27.75 en la muestra 2.

Ambos indices se hallan centrados sobre el valor 1, por lo que su inter-
pretacion es:

+*K,0 K1 =1 —— Distribucién Mesocirtica
*K;6 K; >1 — Distribucién Leptoctirtica
xK,6 K1 <1 —— Distribucion Platicartica

5. centiles que dividen a la muestra en 8 partes iguales.
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En general, para finalizar la presentacién de estos indices, si llevamos a
cabo la descripcién de una distribucién mediante estadisticos del EDA, no
es estrictamente necesario que se cumplan las condiciones de aplicacién
que precisa la Estadistica clasica, pero si que puede afirmarse que es
més conveniente, puesto que sus indices tendran mayor fuerza. Evidente-
mente, caso de no ajustarse la muestra a las caracteristicas mencionadas,
los indices EDA ven aumentada su potencia.

En el pequefio ejemplo que hemos presentado, los estadisticos calculados
siguiendo algoritmos EDA serfan:

Tabla 1.5

MUESTRA 1 MUESTRA 2
9] 135 13.5
TRI 13.75 13.75
MID 13.8 13.8
IQR 4 4
MAD 2 2
PSDigr 2.97 2.97
PSDmad 297 2.97
CVe 0.15 0.15
H, -0.03 -0.03
H, -0.3 -11.7
H3 0.02 0.84
K4 1.21 2.61
K, 1.13 4.13

Los indices estadisticos expuestos hasta este punto derivan no sélo de un
punto de vista ordinal, y por tanto potenciador de su resistencia, sino de
un estudio a fondo de sus caracteristicas de robustez, que no tratarcmos
dado el enfoque eminentemente aplicado de este primer Capitulo. Sin
embargo, si es conveniente resefiar la divisién que realizan los autores
que los han propuesto entre estimadores W, M y L. Muy superficialmente,
la diferenciacién entre los dos primeros reside en el nimero de iteraciones
que se realizan en su cilculo, una en los estimadores w y las necesarias
hasta producirse convergencia en los estimadores M. Los estimadores L
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son combinaciones lineales de estadisticos ordinales, incluyendo por tanto
la Media aritmética, Mediana, y Medias recortadas.®

1.5. GRAFICOS

1.5.1. TRONCO Y HOJAS (Stem and leaf)

Supongamos la siguiente muestra de valores: 112, 112, 115, 212, 213,
213, 215, 342, 358, 361, 362, 383, 433, 436, 438, 513 y 568. Una
disposicion gréfica de estilo cldsico podria obtenerse de un diagrama de
barras, por ejemplo, que los agruparia por intervalos como los siguientes:

6_

5_

4_

3_

2 = =

'l - ''m m m m " E E B B E E EE BB
I 1 I I I I I I I I & t I 1 I
12 15 12 13 15 42 58 61 62 83 33 36 38 13 68

Figura 1.2

6. En el Capitulo 6 de la presente obra se amplian los L y M estimadores. Se recomienda asimismo
los Capitalos 9, 10 y 11 de Hoaglin & cols. (1983), entre otros, para su ampliacion.
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o bien:

6 -

5 - =

4 - = =

3 - = - - =

2 - = = = = =

1- = ] ] = =
I I I I I I I
50 150 250 350 450 550 650

Figura 1.3

donde pueden observarse las variaciones en la informacién que de ellos
puede obtenerse como consecuencia, en primer lugar, de la inclusién de
distintos valores en un mismo intervalo, cuyos extremos o marca de clase
pueden no ser representativos de la distribucién intema de dichos valores
o simplemente no reflejar sus posibles sub-agrupaciones (en el segundo
caso, debido a la amplitud de la distribucion, se han utilizado interva-
los de 1/5 de rango muestral) y, en segundo lugar, de la propia eleccion
arbitraria del intervalo escogido, que en el primer ejemplo se convierte
en un mero simil de la lista original de digitos. Al ser pocos los datos
ejemplificados no se ha utilizado un diagrama de puntos, que ve dismi-
nuida su utilidad cuando ¢l nimero de éstos es considerable. Por otro
lado presenta particularidades que es importante conservar: la ordenacién
y el agrupamiento de datos similares pueden ayudar a establecer la con-
figuracién general de la distribucion, aunque, en éste tipo de gréfico, sea
a costa de eliminar el detalle o identificacién precisa de los datos origi-
nales. Téngase en cuenta, como se ha podido deducir de los estadisticos
. EDA, que la ordenacién de los datos, y el célculo de indices a partir del
presupuesto de ordenacidn, incrementa la resistencia de €stos.

El enfoque EDA propone la utilizacién de representaciones graficas que
potencien la “visualizacién” de la informacién, no s6lo en su aspecto
bésicamente cualitativo, sino cuantitativo, conservando en lo posible los
propios valores numéricos. Este grifico debe pues mantener, por una
parte, las caracteristicas de un histograma y, por otra, las de una tabu-
lacién inicial. El primer “hibrido” entre Tabla y Grifico que comenta-
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remos s¢ denomina Stem-and-leaf cuya traduccién literal, tronco-y-hoja,
expresa de forma clara su propésito: la parte mas relevante significativa
o destacada de un valor, en el contexto de toda una serie, es gencralmente
su primera cifra, es el tronco de donde partirdn las ramas que definiran
con mds precision su forma. Se trata, en definitiva, de centrar el dato por
su parte mis “pesada’”, de forma parecida a la que habitualmente emplea-
mos cuando, hablando de cantidades monetarias, las tratamos en general

M bR AT

de “millones”, “miles”, “centenares”, etc.

Esta parte “definidora” del grupo, es la que utilizaremos como “‘tronco”,
situdndola en forma de columna ordenada a intervalos constantes, desde
el valor més bajo hasta el més alto registrado, se hallen éstos presentes o
no.

La unidad que nos proporcionard la precisién informativa que podia per-
derse en los gréficos clésicos es la hoja o parte més variable a lo largo de
la distribucién, que transcribiremos horizontal y ordenadamente, en la fila
definida por su valor troncal; podemos considerar como hoja al digito que
sigue inmediatamente al tronco y despreciar el resto de digitos posibles
o bien, siendo el caso en el que el tronco seleccionado deje como hojas
a mas de un digito, puede optarse por incluir a todos ellos, o por truncar
los datos originales en la unidad que siga al tronco, mis que redondear
los valores, puesto que de esta manera es mas fécil la recuperacién del
valor original, en los casos que hagan necesaria la identificacién de de-
terminados datos, dependiendo del criterio e intenciones de quien esté
realizando el grafico. En este punto es interesante remarcar que estamos
trabajando en un andlisis exploratorio de los datos, por lo que su uso
se circunscribe, basicamente, al analista; éste puede realizar infinidad de

. combinaciones hasta hallar la que en su opinién sea mds informativa, clara
o comprensible para si mismo, y puede servir de guia para seleccionar
los graficos que presentard al publico al que vaya destinado la exposicién
de los resultados.

Obsérvese en este punto que el primer paso para construir un diagrama de
tronco-y-hoja consiste en la presentacion ordenada de los datos, obligada
por la propia forma del gréfico, que facilitard en gran medida el cilculo
manual de los indices descriptivos resefiados en apartados anteriores. Nos
hallamos por tanto ante un enfoque transversal del anilisis, punto que
no debe olvidarse en ningliin momento si se aplica el EDA sobre datos
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obtenidos de un disefio longitudinal, apartado que se tratard en Capitulos
posteriores.

El nimero de “ramas”’ en un grifico de tronco y hojas puede escogerse
bien a criterio del propio analista, si éste tiene cierta experiencia en su
uso, bien guidndose de reglas practicas que aconsejan iniciarlo con un
mdximo de L = 10-log;, n, regla sugerida por Dixon & Kronmal (1965)
para el dibujo de histogramas, que proporciona buenos resultados cuando
20 < n < 300 (con lo que, para n = 20 empleariamos el minimo de
13 lineas, hasta las 25 aconsejadas cuando n = 300). La amplitud del
intérvalo se¢ hallaria entonces dividiendo el rango entre el nimero de
lineas, y redondedndolo hasta la potencia de 10 mas proxima. Obsérvese
que la diferencia respecto del histograma en este punto reside en que, en
tanto que este ultimo debe aproximar los datos a una supuesta funcion
de densidad, el objetivo en el diagrama de tronco-y-hoja es producir
un intervalo 2, 5 o 10 veces potencia de 10, para facilitar la deteccién
de patrones no prefijados en los datos y facilitar el acceso individual a
éstos. Si el tamafio muestral es < 50, Velleman (1976) sugiere emplear
L = 2\/n para no complicar el diagrama con un nimero excesivo de
lineas. Un estudio detallado de ambos (Hoaglin & cols. 1983) muestra
como ambos tipos de cilculo intersectan en n= 100, con lo que podria
sugerirse, a nivel eminentemente aplicado, emplear la regla logaritmica
cuando n > 100 y la de raiz cuadrada cuando sea inferior. Finalmente,
Sturges (1926) sugirié6 que, cuando n es potencia de 2, se usara L =
10 - log, n, que Hoaglin & cols. (1983) encuentran satisfactoria cuando
n oscila entre 30 y 40 individuos. Con ello comprobamos, una vez mis,
la versatilidad del diagrama de tronco-y-hoja, concluyendo que la propia
experiencia de cada analista le llevara a seleccionar un valor determinado,
mds teniendo en cuenta que con los modemos algoritmos implementados
en paquetes informatizados, pueden probarse varias opciones en pocos
minutos, y escoger la més conveniente en cada caso.

Si se observan valores muy alejados del nicleo central, que precisarian
de un graifico excesivamente alargado, puede optarse por truncar la linea
central del grifico, al igual que se lleva a cabo en los histogramas clésicos,
o bien por incluir una linea cuyo tronco consista en la palabra “altos” o

7. Unicamente hemos hallado esta denominacién, tras su uso intemo por parte de los autores, en la
obra de Horber (1990). (“rameaux” en el contexto de Stem & leaf, traducido como “Branchage™).
Su adopcién nos parece contextualmente apropiada como analogia de “fila”.
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“bajos” segin sea el extremo por ¢l que se hayan registrado estos valores,
y especificarlos por completo en la parte correspondiente a las hojas, entre
paréntesis.

A uno de los lados del diagrama acostumbran a situarse, en forma de co-
lumna, los valores correspondientes a la frecuencia acumulada, con una
particularidad: la adicién se efectiia en doble direccidn, es decir, empe-
zando simultdneamente por los extremos superior e inferior del grifico,
hasta llegar a la fila que contenga el valor de la Md, en el que constar
como valor la frecuencia absoluta de dicha fila entre paréntesis, indicando
la “rama” que divide la muestra en dos subconjuntos de igual tamafio.
Esta columna proporciona lo que en EDA se denomina “depth” (pro-
fundidad o distancia) del dato, puesto que viene a ser un indicador del
intervalo que le separa del extremo mds préximo. Se corresponde con su
valor ordinal, eligiendo el menor entre los que le correspondan desde cada
uno de los extremos de la muestra, excepcién hecha evidentemente con
la Md, cuya distancia sera el nimero total de valores mas 1, dividido por
2, lo que nos proporciona la férmula general para calcular las distancias:

[distancia previa] + 1
2

(1.14)

Evidentemente, la méxima profundidad correspondera al valor de la M d.
Como comprobacion de la buena ejecucién del griafico, cuando éste se
lleva a cabo “manualmente”, es conveniente sumar las frecuencias anterior
y posterior a la filas en que se encuentra la Md, junto con ésta; dicho
sumatorio debe ser evidentemente igual al tamafio muestral,

~Otro punto a remarcar es la utilidad de incluir en el grifico la unidad
empleada, junto con un ejemplo de su transcripcion.

En el ejemplo planteado en la pagina 36 que estamos trabajando, una
posible solucidn seria:
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Tr. Hojas
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n=17 Unidad= 100; 1| 1 = 110-119
Figura 1.4

donde observamos que la mejora respecto del segundo histograma es que,
si bien su perfil se asemeja al de este 1ltimo, la informacion proporcionada
al mantener los valores originales es mucho mayor.

Podemos resumir los pasos para la realizacién de un diagrama de tronco-
y-hoja en:

1.— escoger el intervalo de unidades a representar en ¢l tronco, inten-
tando que éste cubra la totalidad de los datos a representar. Puede
resultar util realizar més de un diagrama, empleando distintas uni-
dades.

2.~ dibujar la linea vertical, situando las unidades seleccionadas en or-
den creciente 0 decreciente, segun cl tipo de datos a representar,
intentando evitar la confusion visual resultante de representar dis-
tribuciones “crecientes” en orden inverso a su aumento.

3.— anotar al principio o final del diagrama la unidad representada en
el tronco, con un ejemplo de su transcripcién.

4.— caso de hallarse valores sumamente alejados del grupo central de
los datos, puede optarse por:

a) “partir” el tronco, al igual que se ha realizado con el diagrama
de barras de la Fig. 1.1 para la segunda muestra

b) hacerlos constar en la primera y/o tltima “ramas” del gréfico,
en cuyo tronco figurard “altos” o “bajos” segin sca el caso
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¢) indicar estos valores, anotindolos bajo la descripcién de la
unidad empleada, a fin de no distorsionar excesivamente el
gréfico.

5.— anotar los valores de frecuencias absolutas y acumuladas al margen,
indicando la fila en la que se halla la Md. Es aconsejable efectuar
un recuento de las frecuencias para asegurar la presencia de todos
y cada uno de los datos originales.

A fin de remarcar los posibles saltos (“gaps” en su acepcién anglosajona)
en la distribucién, pueden emplearse una serie de recursos, el mis simple
de los cudles consiste en diferenciar el primer digito de las hojas, de forma
que, si éste estd comprendido entre el 0 y el 4, la linea se inicie con el
signo “+”, y si su valor esta comprendido del 5 al 9, con un “o”, en nuestro
ejemplo mantendriamos los centenares como tronco y sustituirifamos las

decenas de la siguiente forma:

00 ~J ~] W W

@

O ¥ O ¥ O % O % O *
o0
[r—y
N
W

LN b BN - -

— N N W

Unidad= 100; 1x|2 = 102-142
Figura 1.5

con lo que podemos apreciar mejor los saltos que en la figura anterior.
Se trata, en definitiva, de disminuir la amplitud de intérvalo a fin de
amplificar la aportacion de cada valor o de la ausencia de éstos en puntos
determinados.

Evidentemente pueden llevarse a cabo subdivisiones més sensibles, siendo
la mas usual dividir en cinco partes cada valor troncal:
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0-1: =

2-3: T (digitos cuya denominacion inglesa es Two y Three)
4-5: F (Four y Five en inglés)

6-7: S (por Six y Seven)

8-9: o

resultando en nuestro caso:

3 1 |2 2 5
T
F
S
1 o
7 2 x[2 3 3 5
T
F
S
2 o
3 %
T
) Fl2 8
8 S 112
6 3 o3
4 %
5 T|3 6 8
F
S
4 o
2 5 *|3
T
F
1 S |8
5 o
Unidad= 100; 1%|2 = 102-112
Figura 1.6

que para lo menguado de nuestro ejemplo quizés resultara excesivo. Para
una matizacién ain més precisa deberia modificarse el tronco, constando
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éste de 2 valores (centenas y decenas en nuestro ejemplo) en lugar de
uno solo.

Si los datos son pocos, o se hallan distribuidos a lo largo de muchas uni-
dades basicas de descripcion (tronco), pueden agruparse dichas unidades,
situdndolas, por ejemplo, en pares, con lo que el tronco, en lugar de indi-
car una unica unidad (p. ej. 0 6 1) se representard como “0,1” abarcando
simultdneamente dos de ellas, y separando las “hojas™ correspondientes a
cada unidad mediante “:”. Dado pues la gran flexibilidad del grafico, no
cabe detenerse en discutir cudl es el idéneo en cada caso, dependiendo
de la intencion de su autor al intentar mostrarnos determinadas facetas de
la distribucién su concrecidn final, que nunca serd buena ni mala sino,
en todo caso, discutible. Y para terminar con este parrafo destinado a
sugerir otras posibilidades, comentar la posibilidad de efectuar diagramas
con escalas nominales, situando las frecuencias o escalas cuantitativas en
el tronco y las categorfas (generalmente en abreviaturas) como hojas, tal
y como presentan Erickson & Nosanchuk (1979). La tnica limitacién
del diagrama de tronco y hoja puede residir en el mimero de datos a
representar, puesto que de tratarse de una cantidad elevada su eficacia se
veria menguada, por lo que en estos casos es conveniente re-muestrear la
distribucién original a fin de que los valores representados no sobrepasen
el centenar, aproximadamente.

Resumiendo, mediante el diagrama de tronco-y-hoja podemos obtener y/o
observar ficilmente:

— Rango que cubren los datos.

Localizacién de los valores centrales de la distribucién.

Concentraciones o agrupaciones de valores.

Identificacién de valores poco 0 muy frecuentes.

“Gaps” o lagunas en los que no se registrado valores.
— Aproximacion visual a la dispersion y simetria.

Valores notablemente desviados del conjunto (anomalias).

Si se trabaja con dos distribuciones o sub-grupos de forma simultdnea, es
de gran utilidad representar ambas de forma simultinea (como se realiza
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més adelante en este mismo Capitulo), puede emplearse el denominado
Tronco-y-hoja “espalda contra espalda” (back-to-back) (Erickson & No-
vanchuk, 1979).

Veamos, para concluir con este apartado, los diagramas de tronco-y-hoja
que proporciona el SPSS/PC+ (ver. 4.0) para los datos correspondientes
a las tres muestras presentadas hasta este punto:

MUESTRA 1a MUESTRA 1b
Frequency Stem & Leaf Frequency
3.00 100 * 1 * {001 3.00
3.00 3221t 1 t]223 3.00
4.00 5554 | f 1 f 4555 4.00
1.00 6ls 1 s|6 1.00
2.00 98- 1 .8 1.00
E &Y)) 1.00
Stem width: 10
Each leaf: 1 case(s)
MUESTRA 2
Frequency Stem & | Leaf
3.00 1 - 1111
4.00 2 - 11111
5.00 3 - [ 45668
3.00 4 - 1333
2.00 5 -1 16

Stem width: 100
Each leaf: 1 case(s)

Fig. 1.7

Finalmente indicar que, a pesar de que por razones didicticas hemos
ubicado este apartado a continuacién de los indices numéricos, en la
préctica es generalmente aconsejable llevar a cabo su aplicacién de forma
previa, puesto que la informacién que de ellos se derive, puede servir de
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orientacién en la seleccién de los indicadores anteriormente expuestos.
Lo mismo se aplica a las dos herramientas de andlisis que siguen.

1.5.2. GRAFICA DE CENTILES

Consiste simplemente en dibujar los puntos correspondientes a la inter-
seccion de los pares de valores registrados en orden creciente, en el eje
de abcisas, y los valores de sus correspondientes centiles, en el eje de
ordenadas. Se trata, con los ejes invertidos, de la funcién de distribucién
empirica de la variable analizada.

Su utilidad (Batista & Valls, 1985b) puede resumirse en la localizacion
visual de puntos de interés (@1, Md,Q3) de los que pueden derivarse
estadisticos ya comentados (/@ R, etc), la indicacién de las posibles con-
centraciones en los datos, que se manifestardn en disminuciones en la
pendiente del grafico (y viceversa para los “saltos” en la continuidad de
la variable), y de la simetria de la distribucién, indicada por las desvia-
ciones que se observen respecto de la recta dibujada con los pares

Md - ; (1.15)
Tn4l-i — Md

Ui

U;

respecto de la recta v = v. Las desviaciones por encima o por debajo
-de ésta recta indicardn sesgos hacia la derecha o la izquierda en la dis-
tribucién, en base a que, en una distribucién simétrica, los puntos por
encima y por debajo de la Md siguen un patrén idéntico de dispersién
respecto de ésta.

Para las muestras simuladas empleadas como primer ejemplo, sus graficas
de centiles adoptarian la siguiente forma:
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Fig. 1.8

Y para el ejemplo que se ha empleado en la exposicién del grafico de
tronco-y-hoja, tendria la forma que aparece en la Fig. 1.9.

Como se habri observado, se han afiadido a la gréfica de centiles 2 rectas
perpendiculares a cada uno de los ejes, partiendo del valor de la Md
en la distribucién analizada y del Cso en el eje de centiles que, caso de
intersectar con la diagonal que representaria a una muestra cuyos valores
equidistardn de forma perfecta, proporcionando una indicacién visual de
su simetria. La desviacién de la diagonal por encima o por debajo de la
interseccién M d — Cxg seria indicativa de asimetrias negativas o positivas
respectivamente y, evidentemente, la posicién de la perpendicular Md
respecto de la paralela al eje de abcisas Cso tendrd una interpretacion
andloga a la que se comentard en el apartado siguiente para la recta que
parte del valor de la M d.

En los ejemplos anteriores, las representaciones graficas obtenidas me-
diante diferenciacién de los valores respecto de sus Medianas aparecen
enlas Figs. 1.10 y 1.11 para las dos muestras utilizadas hasta el momento.
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1.5.3. DIAGRAMA DE CAJA (Box Plot)

Denominado por algunos autores (Erickson & Nosanchuk (1979) por
ejemplo) “Box-and-Dot Plot”, es decir, grafico de caja y punto, intenta
proporcionar graficamente los valores de los datos pero sin que éstos apa-
rezcan con todo detalle, a fin de no perder su configuracién espacial; para
ello mantiene nicamente sus valores indicativos principales, que pueden
resumirse en:

— Localizaciones
— Agrupaciones significativas de valores
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— Zonas en las que predomine la dispersion

— Relacién entre las dos anteriores

Referencia visual de la simetria central y de los extremos.

Referencia visual de la curtosis, relacionando longitud de la Caja
y de las patillas.

Longitud de la colas.
— Rango

Outliers, anomalias o valores significativamente alejados del grupo
central de datos.

Como puede deducirse, la informacién proporcionada por el Diagrama
de Caja es de gran utilidad si se complementa con la del diagrama de
Tronco-y-hoja, puesto que en este caso prestamos especial atencién al
nicleo central de los datos y a las colas, que compararemos con las de
una distribucién de Laplace-Gauss de forma muy simple, como se vera a
continuacion.

Debido a que estas agrupaciones estdn generalmente mejor definidas por
los métodos estadisticos cldsicos y, en su defecto, son ficilmente obser-
vables, se potencian las posibles desviaciones hacia los extremos de las
distribuciones, en base a la hipotética aportacién de claves importantes
para su explicacién. Es decir, en el grifico podrin observarse, por una
parte, la agrupacion central de la distribucion, que es la que acostumbra a
seguir una forma parecida a la distribucién de Laplace-Gauss y, por otra,
las anomalfas respecto de dicha distribucién, que acostumbran a situarse
en sus colas.

La definicién de anomalia toma como base. la curva normal. Si nuestra
muestra sigue este ultimo modelo se cumple que:

IQR = 1.350 (1.16)

Por ello (Batista & Valls, 1985b) (Tukey, 1977), si por encima y por
debajo de los cuartiles 3 y 1 afiadimos un segmento de 1.5 IQR, ob-
tendremos un intervalo que excluird el 7 %o de los valores (3.5 %o a
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cada extremo). Estos valores son los denominados exteriores (“ouside
observations™) o “outliers”, que no tienen necesariamente que ser valo-
res anémalos para una determinada muestra. Como anomalias extremas
(“far outside observations™) o “far outliers” se fijan aquellos valores que
estén mas alejados de 3-TQ R a partir del primer y tercer cuartiles, cuya
probabilidad bilateral de 2 - 10~® puede ser considerada evidentemente
como anémala.

Los valores superior ¢ inferior en la distribucién, que no son outliers
son denominados por Tukey “adyacentes”, es decir, cercanos a ser con-
siderados como outliers. Es importante su consideracién puesto que no
siempre observaremos valores outliers a estudiar para decidir su perte-
nencia a nuestra muestra

La elaboracién de un Box-Plot se inicia con el célculo del denominado
grifico de valores-letra.

1.5.4. GRAFICOS DE VALORES-LETRA

Esta técnica analiza el conjunto de datos con especial atencién a los
valores que configuran sus limites aportando, entre otros, €l denominado
Resumen en § letras, que tal y como fue propuesto por Tukey (1977) se
elaboraba en base a:

Mediana
“Cuarto” superior ¢ inferior
Limite superior e inferior

en los que se ha traducido el término inglés “hinge” (bisagra) por cuarto,
en base a que su cdlculo consiste en hallar el punto que divide a cada
una de las mitades definidas por la Md en dos partes iguales, es decir,
se trata de la Md de cada mitad de la distribucién, que se corresponde
generalmente con el primer y tercer cuartiles, pero cuyo célculo, %( 1+n2
datos), puede hacerlo variar ligeramente. A efectos pricticos, sobretodo
si se trabaja con un volumen relativamente grande de datos y se cuenta
con un ordenador que proporcione los centiles de la muestra, las posibles
diferencias respecto de los cuartiles pueden, en nuestra opinién, obviarse.
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La precision del grafico puede incrementarse trabajando con el Resumen
en 7 letras:

Mediana

“Cuarto” superior ¢ inferior
“Octavo” superior ¢ inferior
Limite superior e inferior

Los “octavos” son, como ¢l lector habrd supuesto, aquellos valores que
vuelven a dividir en dos partes iguales a los “cuartos”, es decir, equi-
distantes de la Md y el limite superior o inferior. Evidentemente, si ¢l
nimero de datos a trabajar es suficientemente amplio, pueden llevarse
a cabo sucesivas subdivisiones hasta que el analista crea conveniente.
Recuérdese el algoritmo de célculo expuesto anteriormente.®

Para su calculo:

1) se ordenan los datos de menor a mayor (para lo que puede aprove-
charse el stem-and-leaf)

2) definimos la distancia (depth) de cada dato con respecto a su ex-
tremo mds préximo (superior o inferior), que se corresponderd con
la columna izquierda del stem-and-leaf). Los primeros valores de
cada extremo tienen un valor de distancia 1, los siguientes 2, etc.
Para fijar con precisién el valor de la M d existen dos procedimicn-
tos:

a) Si n es impar, encontraremos n — 1 distancias emparejadas y
un dato sin emparejar, que correspondera al valor que ocupa
la posicién 3(n + 1), equivalente a d(Md).

b) Si n es par se designa como Md, por convencién, el valor
que ocupe la posicion d(Md) = 1(n+1)-1

3) Una vez hallado el valor de la Md, calcularemos los valores que
dividen en 2 partes iguales a cada una de las mitades que aque-

lla define, denominados por diferentes autores como ‘“‘hinges” o

8. Aunque Tukey (1977) y Hoaglin & cols (1983) proporcionan algoritmos més complejos y exactos,

creemos que el expuesto anteriormente es suficiente a los propdsitos del presente libro, opinién
asimismo manifestada por los iltimos autores (Op. cit. pag. 48).
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“fourths”, que aqui hemos traducido como “cuartos”. Su célculo se
lleva a cabo hallando la parte entera de $(Md+1). Es decir, serin
los valores que ocupen las posiciones d(H) = ([d(Md)]+1) por
encima y por debajo de la M d previamente calculada. Su diferencia
respecto de los cuartiles tradicionales reside en la mayor proximi-
dad que guardan estos iltimos respecto de la M d, aunque a efectos
pricticos creemos que puede aceptarse su uso.

Hasta aqui hemos calculado los valores que necesitamos para elaborar
un gréfico de 5 letras; si queremos obtener un Box-Plot mas definido
optaremos por el grifico de 7 letras, para lo que calcularemos los valores
intermedios de los cuartos que han quedado a los extremos de la distri-
bucién, denominados “octavos” (eighths), y que abreviaremos con la letra
“E”, despreciando la parte fraccionaria del cdlculo. Serén, por tanto, los
valores que ocuparan las posiciones d(E) = 1([d(H)] + 1) mas alld de
los H calculados anteriormente.

Para resumir estos célculos, podemos dibujar un grifico como el siguiente,
en forma de U invertida, denominado grafico de valor-letra (letter-value
display), que para 5 valores sera:

n Punto Medio Amplitud
d(Md) Md Md
d(H) | Hi Hs Hz Ha
1 Li Ls
donde:

L: limites del batch
1: inferior a: absoluta

8. superior z: medio

Figura 1.9: Gréfico de 5 letras
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y para 7 valores:

d(Md)
d(F) | Hi
d(E) | Ei

1| Li

Punto Medio Amplitud

Figura 1.10: Grifico de 7 letras

que podemos dibujar sobre una escala vertical, que abarque el rango de
la distribucion a representar, con los valores obtenidos en el grifico de

valores-letra:

70

60

50

40

30 .

20

. Hs .

Md .

. Hi .

Li .

Figura 1.12
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Esta figura, denominada “Box-and-whiskers plot” o grafico de caja y pa-
tillas, puede complementarse incluyendo, si los hubiera, los valores que
se apartan de este nucleo central de la distribucion. Para ello identificare-
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mos en primer lugar los limites interiores (inner fences: “cercas” “vallas”
4 0, en cierto sentido “limites” interiores) que nos indicaran qué valores
pueden considerarse como Exteriores (outside) y cuiles como Remotos
(far our):

— Calculemos en primer lugar la amplitud de los cuartos (H-spread)
diferenciando los valores calculados para ambas “hinges”. Este
3 valor se situara sobre el grifico de valores-letra

— Fijemos un valor de paso o salto (step): 1.5 veces la amplitud de
cuarto.

— Los limites interiores estardn un paso hacia el exterior de las bisa-
gras.

— Los limites exteriores estardn dos pasos hacia el exterior de las
bisagras (es decir, un paso mds alld de los limites interiores).

— El valor que se halla en cada extremo, pero ain dentro, de los
limites interiores se denomina “adyacente”.

— Los valores entre cada limite interior y su limite exterior corres-
pondiente se denominan exteriores (outside).

- Los que se hallen més alld de los limites exteriores son los “remo-

tos”.

Tukey (1977) recomienda escribir cada uno de estos valores exteriores y
remotos bajo sus limites correspondientes, para asi destacarlos, en el que
pasa a denominarse gréfico de letras limite (fenced letter display):

: inferior = Hi— (1.5 Ha)
2 superior = Hs+ (1.5- Ha) (1.17)
y los limites exteriores (outer fences):

inferior = Hi- (3-Ha)
superior = Hs+ (3-Ha) (1.18)
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FAR OUT o FAR OUTLIERS

Figura 1.13

Finalmente, para dibujar el Box-plot:

3 IQR

3 IQR

dibujaremos la caja central, mediante 3 lineas perpendiculares a la

escala, en las posiciones correspondientes al primer y tercer cuar-

tiles y Ia Md.

— uniremos estas 3 lineas con dos paralelas, que formaran la Caja.

— de sus lados superior ¢ inferior trazaremos una linea (“whisker” o
“patilla™) que la una con los valores que limitan con los exteriores,
cuyos digitos indicaremos por escrito al lado.

— sefialaremos todos los valores entre los limites interiores y exterio-
res con un punto y sus valores o etiquetas respectivas a su lado.
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— y los valores exteriores a los limites exteriores con un asterisco y
su valor o etiqueta al lado (Tukey (1977) recomienda transcribir en
mayusculas).

La interpretacién de ciertos valores como exteriores (outside) se ha adop-
tado a partir del establecimiento de limites (E; y E,), criterio aplicable
principalmente cuando se supone que la distribucién muestral se aproxima
a una curva de Laplace-Gauss. El cuarto corresponde al punto que deja
mas alld el 25% de los valores, por 1o que en una distribucién normal se
corresponderian a los valores u+0.67450, o en otras palabras, a un ampli-
tud intercuartilica de 1.3490. Al multiplicar este valor por 1.5 y afiadirle
esta profundidad a los limites fijados para los cuartos (H), los limites para
los valores anémalos se han situado en p +2.698[0.6745 + (1.349-1.5)}],
cuya drca exterior es de 0.00349 en cada extremo, por lo que conside-
ramos andémalos aquellos valores cuya probabilidad es igual o inferior a
0.00698; el drea del Diagrama de Caja que contiene datos considerados
como representativos de un determinado lote es, por tanto, del 99.3% del
total de individuos. La frecuencia de aparicién de valores anémalos (out-
liers), en estudios de simulacién realizados por Hoaglin & cols (1981) es
de 0.6 para muestras de n = 30. Dicha probabilidad aumentaria si nos
basdramos en distribuciones t de Student, por ejemplo, cuyos extremos
son mds pronunciados. En el caso de distribuciones x?, considerando
aquellas con tendencia a la simetria (desde 5 hasta 20 grados de libertad)
Hoaglin & cols. (1983) observan que el limite inferior que define a los
valores anémalos acostumbra a situarse en un valor menor que el minimo
dato muestral, lo que podria proporcionar un indicador mas de simetria:
la aparicién de valores anémalos a un lado u otro del gréfico.

Una forma de obtener una valor resistente de IQ R es calcular qué des-
viacién estdndar tendria una distribucién normal cuyo IQ) R fuese similar
al nuestro. Para ello dividiremos el IQ R por 1.349, valor denominado
H —pseudosigma, que debe aproximarse al de la S muestral de una dis-
tribucién que se ajuste a una ley normal (aunque la distribucion no siga la
ley de Laplace-Gauss, podemos usar la H —pseudosigma como indice de
dispersién, teniendo en cuenta que serd mds resistente que la S cldsica).
En general, Tukey (1977) recomienda indicar todos los valores externos
o remotos siempre y cuando su identificacién no cree confusién en el
gréfico, cosa que puede suceder cuando éstos excedan de 6 valores en un
extremo.
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Figura 1.14

A partir de un Box-Plot podemos obtener con suma facilidad una serie de
indices descriptivos de 1a muestra, mediante inspeccién visual o cilculos
muy simples:

Rango: diferencia entre ambos extremos del grafico

IQR: altura de la “caja”

Md: como indicador resistente de agrupacién o tendencia central

— TRI: que corresponderd al punto medio entre la semidistancia
intercuartilica y la linea de la Md

— Simetria: central (en la caja) observando la posicién de la Md
respecto de los cuartiles, y de las colas, comparando las longitudes
respectivas de las “patillas”

Tal y como se ha comentado anteriormente, si el mimero de individuos en
la muestra es suficientemente grande, puede representarse ¢sta mediante
graficos de 7 valores-letra, 9 valores letra, etc. a criterio del analista.

El diagrama de Caja presenta como inconveniente la ausencia de indicado-
res ante distribuciones que no sean unimodales, aunque es especialmente
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dtil en el estudio comparativo de varias distribuciones o de subgrupos en
una misma muestra. Para ello se sitian los diversos grificos en paralelo
con una misma linea de referencia comiin, que permita observar sus dife-
rencias en localizacién y dispersion principalmente, € incluso en simetria
¢ importancia de las colas. En estos casos puede ser itil realizar algin
tipo de transformacién en los datos, como se verd en el siguiente Capitulo,
a fin de conseguir unos niveles de variabilidad comparables entre si. Por
otra parte, el propio diagrama de Caja puede indicar la mejor transfor-
macién a aplicar sobre los datos cuando ésta sea necesaria, aspecto que
serd asimismo tratado en el proximo Capitulo.

Otro inconveniente a remarcar es el efecto de distorsién sobre la inter-
pretacién perceptiva del Diagrama de Caja que puede inducir la relacién
entre las respectivas longitudes de la caja y las patillas. Behrens & cols.
(1990) han llevado a cabo un interesante estudio sobre el particular, re-
laciondndolo con la similitud que guardan respecto de los estfmulos em-
pleados en estudios sobre la ilusién Baldwin (Pressey & Smith, 1986).

En las dos muestras propuestas al inicio del Capitulo, el diagrama de Caja,
proporcionado por el paquete SPSS/PC+ (v. 4.0) adoptaria la forma:

20 + 60
—_— | (E) CASE13

16 + 40 4

12 + 20
L e

Figura 1.15
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En tanto que para la muestra propuesta al inicio del apartado sobre Stem-
and-leaf:

600 +

400 +

200 +

N of Cases 17.00

t
Symbol Key: * Median (0) Outlier (E) Extreme

Figura 1.16

'1.6. PRESENTACION DE UN EJEMPLO

Veamos a continuacién un ejemplo con mayor mimero de datos, que
supondremos obtenido de las calificaciones en una asignatura por un grupo
de nifios y nifias:
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Tabla 1.6

NINOS NINAS

21 50 6.1 87122 40 50 175
22 50 65 87(23 40 52 75
27 50 72 88125 42 53 82
32 50 73 8829 43 55 90
35 50 75 92|30 44 56 100
37 51 75 927135 45 60 100
40 52 77 95|35 50 6.0 10.0
40 53 82 100{35 50 60

50 54 84 10037 50 62

50 60 85 38 50 72

describiendo la muestra mediante algunos estadisticos tradicionales:

Tabla 1.7

NINOS  NINAS

n 39 37
X 6.29 5.31
Md 6 5
Mo 5 5
S? 5.17 4.54

Simetria -0.05 0.83

Curtosis -1.1 0.1
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y grificamente:

I T 1 1 1 1 I I I I I I I I I 1
22,533.544.555.566.57 7.588.59 9.5 10
Nifios

I

[ I N R A |
CoOODNOVLLMN
-

LA T I N R R A |
OOV AMN
-

I I 1 I 1 I I I 1

Nifias

I
Figura 1.17

I I 1
-555.56 6.57 7.588.59 9.5 10

I

I

I
22.533.5414

I

Los centiles necesarios para calcular los estadisticos propuestos por el

EDA son:
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Tabla 1.8

NINOS NINAS

Cro 3.2 2.82
Cias 3.5 2.98
Cos 5 3.75
Cso 6 5
Crs 8.5 6.1
Csrs 9.2 8.4
Cao 9.2 9.2

que nos permiten llegar a los siguientes indices:

Tabla 1.9

NINOS NINAS

0 6.75 493

TRI 6.38 497
MID 6.23 4.52
IQR 3.5 2.35
MAD 2 12

PSDigr 2.56 1.67
PSDmad 297 1.78

CVyq 0.26 0.24
H1 0.125 | -0.015
H2 -0.2 -1.01
H3 0.03 02
K1 0.96 1.36
K2 0.9 143

El diagrama de tronco-y-hoja para el conjunto de los datos, sin diferenciar
por sexos es:
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Frequency Stem & Leaf

7.00 2 1223579
9.00 3 025555778
8.00 4 00002345
20.00 5 00000000000012233456
7.00 6 0000125
8.00 7 22355557
8.00 8 - 22457788
4.00 9 . 0225
5.00 10 - 00000
Stem width: 1.0
Each leaf: 1 case(s)
Figura 1.18
y su diagrama de caja:
12.0 +
8.0 +
*
4.0 =+
.0 +
Figura 1.19

A continuacién podriamos dibujar el stem-and-leaf para los dos grupos,
de la siguiente forma:
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Fa Fi Nifios Niilas FiFa

3 3 72 1])2123509 4 4
6 3 75 213|055578 6 10
8 2 004002345 6 16
19114321000000 0(5(00000235609(9)
(3) 3 51016/0002 4 12
17 5 75532 712|55 3 8
12 7 8877542 8|2 15
53 52 21910 14
2 2 00 10{0]0 0 33
(Unidad: 0.1 = 1/10 de punto; 2|2 representa 2.2)

Figura 1.20

Las gréficas de centiles obtenidas serfan: ]

percentiles

120

100

20 .

valores

Figura 1.21
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Figura 1.22

Ajustando a las rectas u y v para observar su simetria:

U
6
4+
*
*
2t %
FH K K%K
_6LJIllllllllllllllllllllll]lIlIIlIIlIl
\'
Figura 1.23
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v
Figura 1.24

y los Box-Plots mediante SPSS/PC+ (v. 4.0) en el programa para MANOVA:?

10 X E3

X High/Low
0 Outlier *
E Extreme

2.1 X X

Variable-~--c-com oo ___
SEXO Nifios Nifas

Figura 1.25

9. Obsérvense las diferencias terminol6gicas adoptadas en el paquete estadistico para etiquetar valores
an6malos en la distribucién,
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o bien, mediante el SPSS/PC+ v3.1

12.0 +
8.0 T
*
4.0 +
.0 T
Nifos
Figura 1.26
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2. TRANSFORMACION DE LAS VARIABLES

2.1. INTRODUCCION

El capitulo anterior nos ha introducido en una serie de técnicas que nos
permitirdn llevar a cabo representaciones visuales de los datos. Asi mismo
hemos promovido escepticismo frente a los indices resiimen que caracte-
rizan la tendencia central o la dispersién de los datos, basindonos esen-
cialmente en la poca resistencia que tienen la mayoria de los estadisticos
habituales al sintetizar distribuciones asimétricas, o en presencia de valo-
res alejados.

Frecuentemente, los datos, en la métrica original en que fueron recogidos,
se distribuyen de forma asimétrica, incluyen valores alejados, presentan
variabilidad no constante o exhiben un patrén no lineal de relacion entre
variables.

De hecho, el principal objetivo de todos estos métodos exploratorios,
consiste en evaluar en que medida las distribuciones empiricas que se
consideran padecen alguno de los problemas mencionados.

La utilizacién de una transformacion de la escala de medida, en lugar
de las puntuaciones directas, puede solventar simultdneamente la mayor
parte de estos inconvenientes.
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Presentaremos en este capitulo aquellas transformaciones de los datos
mais extensamente aplicadas, y que se conocen como transformaciones
de potencia (Box y Cox, 1964). Aunque también se pueden considerar
transformaciones las codificaciones o categorizaciones, 0 sea crear una
variable cualitativa a partir de valores cuantitativos, no las estudiaremos
en este apartado ya que en este caso se pierde el caricter inyectivo de
la relacién binaria entre el conjunto de partida y el conjunto de valores
reexpresados, mientras que en las transformaciones de potencia existe una
relacién funcional que permite el paso de un conjunto a otro simplemente
conociendo la funcién que los relaciona.

2.2. TRANSFORMACIONES DE POTENCIA

Dentro de las infinitas posibilidades de reexpresién de un conjunto ori-
ginal de datos, unas de las mds sencillas y ampliamente utilizadas son
las denominadas transformaciones de potencia. Debemos clarificar, por
otra parte, que el origen de estas transformaciones no se encuentra en el
E.D.A,, ya que algunas de ellas, sobretodo la transformacién logaritmica,
ya son normalmente utilizadas por la estadistica clasica, sobretodo por
economistas y psicofisiélogos (Levey, 1980), dada la naturaleza de los
datos por ellos registrados. Por tanto, la aportacién del E.D.A. consiste
. en facilitar la eleccién de la mejor transformacion a realizar en cada se-
ric de datos, siempre que, con la ayuda de técnicas gréficas (grificos de
tronco y hojas y de caja) hayamos observado un marcado sesgo en nuestra
distribucién original.

Como se ha indicado anteriormente, el propdsito que perseguimos con
la transformacion es conseguir la simetrizacién de los datos originales.
Podriamos intentar encontar transformaciones mas o menos complicadas,
al estilo de la transformacion hiperbélica de Fisher para el coeficiente de
correlacién de Pearson, para conseguir la normalizacién o estandarizacion
de los datos. Pero este tremendo esfuerzo no nos merece la pena, ya que
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consiguiendo simetria en la distribucion es posible utilizar pricticamente
todas la pruebas estadisticas que exigen normalidad de los datos, al ser
estas suficientemente robustas.

Es importante observar, por otra parte, que las transformaciones las re-
alizamos con los datos registrados en la escala original, nunca con los
datos previamente estandarizados, ya que la reexpresion, ademds de la
forma, también nos afectard la tendencia central y la dispersion de los
datos. Por otra parte la previa estandarizacion imposibilitaria algunas de
las transformaciones, ya que ,por ejemplo, no estd definido el logaritmo
de valores negativos, o dos puntuaciones iguales pero de signo diferente

nos producirian el mismo valor si utilizamos la transformacién y = z2.

Formalmente definiremos una transformacién de la siguiente forma:

Sea T una funcién ,que aplicada sobre una serie z1, £2,..., %, Sustituye
cada valor z; por un nuevo valor T'(z;) de tal manera que la serie quedara
convertida en T'(z1),T(z2),...,T(zy).

Las transformaciones de potencia, que son las que nos ocupan, son sim-
ples reexpresiones que cumplen las siguientes propiedades:

1.— Conservan el orden de los datos en las series originales, lo tnico
que se modificard es la distancia entre ellos.

2.~ Preservan los valores letras, excepto por pequefias diferencias de-
bido al redondeo. Asi, por ejemplo, el valor transformado de la
mediana seguird siendo la mediana de la nueva serie.

3.— Son funciones continuas, lo que garantiza que si los puntos esta-
ban muy cerca en la serie original, también lo estardn en la serie
reexpresada.

4.— Normalmente vienen especificadas por funciones elementales, esto
es, pueden realizarse rdpidamente con las mas simples calculadoras
de bolsillo.

En general, las transformaciones de potencia tienen la siguiente forma:

az? +b si(p<>0)

T(ei) = clogz; +d si(p=0)

(2.1)
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donde a,b,c,d y p son nimeros reales, siendo importante para que se
cumplan las condiciones anteriormente mencionadas que a > 0si p > 0
y a < 0 cuando p < 0.

Normalmente es suficiente, para conseguir la simetria de los datos ori-
ginales, la utilizacién de un subconjunto mas simple y facil de aplicar,
quedando, por tanto, de la siguiente forma:

zf si(p>0)
T(z;)= logz; si(p=0) (2.2)
—zf si(p<0)

Basandose en estas iltimas Tukey (1.977) propone la siguiente Escala de
Transformaciones, suficiente en la mayoria de los casos:

P -2 -1 —% 0 % 1 2 3
trans -—1/22 -1/z -1/y/z logz x =z 2% 2°
correccién del sesgo positivo ! sesgo neg.
no altera
la forma

En ciencias sociales son mas usuales las transformaciones que simetrizan
los datos que proceden de distribuciones con tendencia a ampliarse hacia
la derecha, estas funciones cdncavas actuardn dispersando los valores
de la izquierda y concentrando las anomalias de la derecha de la serie.
Las dos familias de funciones céncavas mas extendidas y de efecto mds
suave son las raices cuadradas y las logaritmicas.! Mucho mds fuerte es
‘el efecto de la transformacién —1/x, aunque esta reexpresién, a menudo
simetriza correctamente la parte central de la distribucién, pero hace que
los extremos sean asimétricos. El hecho de utilizar el valor negativo
del reciproco cumple la funcién de poder conservar el orden original de
los datos transformados. En efecto, si tenemos los valores 1 y 2, al
reexpresarlos utilizando el reciproco, 1/1 ¢s mayor que 1/2, si utilizamos

1. De hecho, la funcién logaritmica en base 10 asigna las mismas distancias a aquellos valores cuyos
cocientes relativos sean idénticos, asi por ejemplo:

como 10*/10% = 108 /10%* = ...... = 102

y log(10%) = 2

por tanto log(10%/10¥) = log 10" — log 10Y =z — y.
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el negativo, -1 es menor que -0,5, conservando, de esta manera, el orden
original.

Obviamente las funciones convexas provocaran el efecto opuesto, mag-
nificando las distancias de la parte superior del recorrido de la escala
original, mientras reduciran relativamente las de la parte inferior. Entre
éstas son las transformaciones potenciales y exponenciales las mas cono-
cidas. Algunas veces serd necesario afiadir o sustraer alguna constante si
existieran nimeros negativos en la serie original. Veamos, con la ayuda
de un simple ejemplo, como actdan las transformaciones potenciales. Sea
la serie de mimeros 2, 3, 4, si utilizamos la transformacién z2, obtendre-
mos los valores 4, 9, 16. Mientras entre cada valor en la escala original
hay una distancia de 1 unidad, en la serie rexpresada vemos como aumen-
tan las distancias entre los valores altos de la distribucion. Si utilizamos
la transformacion 22 este efecto todavia serd mayor. Los valores en este
caso serdn 8, 27 y 64. Donde la distancia entre el ler. y 2.2 valor es de
19 unidades y entre el 2.2 y el 3er. valor de 37 unidades.

2.3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Consideraremos brevemente esta reexpresion de los datos originales, que
implica Unicamente una traslacién del origen y un cambio uniforme en la
escala, que dependerdn respectivamente de los valores de las constantes
by a de la ecuacién 2.1 siendo p = 1, permaneciendo la distribucién
estadistica de la variable inalterable, ya que se conservan las distancias
relativas en los datos transformados.

a) Cambio en ¢l origen

Si hemos observado una variable X y la transformamos mediante
la adicion de una constante b

X' =X+b
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es fécil observar que en lo tinico en que se vera afectada es en la
traslacion del origen una distancia igual precisamente a la constante
b (fig. 2.1). De manera que si a todas las puntuaciones originales se
les ha afiadido un valor igual a b 1a media que obtendremos después
de la transformacién es igual a la media de la variable original mds
la constante

X =X+0b
en efecto

X = 1/nZX!=1/nZ(X;+b)=1/n(EX; +nb) =
X +b

por otra parte el hecho de afiadir una constante a cada una de
nuestras observaciones originales, no afectard a la dispersidon que
originalinente presenta la variable

52 = §2

$% = 1(n-1EX!-X) =
= 1/(n=DI((Xi +b) - (X +b))* =
= 1/(n-1)EZ(X; - X)? = §2

o-
N
w
(8)]
(o)}

Fig. 2.1. Cambio de origen, b = 2.

b) Cambio de escala

Supongamos en este caso que a cada una de las observaciones
originales se la multiplica por una constante a




X' =aX

en este caso obtendremos que la media de la variable asi originada
es a veces la media de la variable observada originalmente (ver fig.
2.2). Pero en este caso también la variabilidad se verd afectada,

siendo
521 = a2S2
S% = 1/(n-1DEX!-X) =1/(n - 1)E(aX; —aX)? =
= a?/(n - DI(X; — X)? = a*5?2
=2 0 1 3 4

T T T T T T T T T
-1 0.5 1.5 2

Fig. 2.2. Cambio de escala, a = 1/2.

Por tanto si combinamos los dos efectos en una sola expresion
obtendremos los que se producirdn en una transformacién lineal

del estilo
X! =aX;+b
en la que tendremos que
X = aX+b y
Sg/ = a2.5'2

Veamos un ejemplo, supongamos que la variable Z se distribuye normal-
mente con media cero y desviacién tipica unitaria. Consideremos ahora
la transformacion lineal X de Z definida por
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X=0Z+up donde o, u € R

1a distribucién de la variable X, por tanto serd tambien normal con media
p y desviacién tipica 0. Obsérvese que estamos siguiendo precisamente
el proceso inverso al que realizariamos al estandarizar una variable para
reducirla a una distribucién con media 0 y varianza 1. Por tanto la
estandarizacion o tipificacion de variables, que nos permite la utilizacion
de una unica tabla para la distribucién normal, consiste en deshacer una
transformacion lineal.

X-p

c

X=0Z4+p = 7=

Para apreciar el efecto que la transformacién tiene sobre los datos ori-
ginales, consideremos una muestra aleatdria de la variable Z. Escoge-
remos de una tabla de nimeros aleatérios 10 secuencias de tres digitos,
consideremos-estos como valores de probabilidad P(Z > Z;), o simple-
mente P(Z;), de obtener valores iguales o superiores a Z;. A partir de
la funcién de densidad de Z y conociendo P(Z;) calcularemos los dife-
rentes valores Z;, y transformando estos, obtendremos los valores X,
utilizando por ejemplo, las constantes ¢ = 50 y o = 10. Estos pasos
estan representados en la siguiente tabla

Tabla 2.1 Puntuaciones directas Z; y su transformacién X

Digitos al azar P(Z;) Z; X; orden
544 0.544 -0.1105 48.895 6
632 0.632 -0.3372 46.628 4
266 0266 0.625 56.25 9
265 0.265 0.628 5628 10
905 0905 -1.3106 36.894 2
706 0.706 -0.5417 44583 3 Q1
397 0.397 0.2611 52611 7
936 0936 -1.522 3478 1
567 0.567 -0.1687 48313 5
382 0.382 0.3002 53.002 8 @3

82




Calcularemos algunos indices de tendencia central y de dispersién y ve-
remos como se conserva la relacion

Tabla 2.2 Indices resiimen de las variables Z y X

Original Transformada
Z = -0.21764 X = 478236
Mdnz = -0.1396 | Mdnz = 48.604
Sz= 0.74174 Sz = 74174
IQRz = 0.8419 IQRx=  8.419
Wz= 215 Wz = 215

La utilizacién de transformaciones lineales obedece exclusivamente a mo-
tivos de conveniencia y facilidad de interpretacion, pero no a la necesidad
de producir un cambio esencial en la configuracién de la variable. Asi
especificamos la temperatura en grados Celsius (2 C), en lugar de hacerlo
en grados Fahrenheit (2 F)

C =5/9(F - 32) = 5/9F — 160/9

de este modo se asigna el cero al valor de 1a temperatura en la cual el agua
congela, referencia que facilita la vulgarizacién de la escala centigrada.
Los paises anglosajones para medir el peso se sirven de una escala cuya
unidad és la libra (Lb), sin embargo para una mayor comprension de esta
magnitud, generalmente nosotros la transformamos a nuestra escala en
Kilogramos (K gr)

Kgr. =0.45Lb.

Ya se ha mencionado que esta transformacion, consistente en afiadir, subs-
traer, multiplicar o dividir por una constante, no altera la forma de la
distribucién, solo sus valores numéricos, por lo que preservard ademds
del orden de las observaciones las distancias relativas entre ellas. Por
ello, el grifico de los datos originales frente a los transformados exhibe
una linea recta, lo que ilustra geométricamente que esta transformacion
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conservard todos los estadisticos habituales, basados en el orden o en la
distancia.

2.4. TRANSFORMACIONES NO LINEALES

En el apartado anterior, hemos visto como el nivel y la dispersién de
un conjunto de datos pueden variar al afiadir y multiplicar por sendas
constantes, cada una de las observaciones originales. Geométricamente,
esta transformacién se traduce en una linea recta, cuya pendiente e in-
terseccion con el eje de abcisas estan relacionadas respectivamente con
la media y desviacion tipo de los datos transformados. En particular,
cuando el conjunto original tiene media cero y desviacién tipo unitaria,
ambos valores coinciden exactamente con el de estos estadisticos.

La no linealidad puede considerarse bajo distintos puntos de vista, entre
ellos, sin duda el mas importante, es el que distingue las transformacio-
nes segin su monotonicidad. Asi, se denominan monétonas aquellas
transformaciones en las que para todo el recorrido de la variable en la
métrica original, los valores transformados siempre aumentan o disminu-
yen, aunque la razén de crecimiento o decrecimiento pueda variar. Un
caso particular de estas, serian las reexpresiones lineales del apartado an-
terior, en las que esta ratio permanece constante, sea cual sea el intervalo
que se considere en la variable original, preservandose de esta manera la
configuracién interna de los datos.

2.4.1. TRANSFORMACIONES MONOTONAS NO LINEALES

A diferencia de las lineales, las transformaciones que estudiaremos a
continuacion, producen ratios de crecimiento o decrecimiento variables.
Sin embargo, esto no debe ser dbice para que la informacién facilitada
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en la métrica original sea transmitida fielmente por la serie transformada.
Para ello, se requiere que las transformaciones que se puedan realizar,
cumplan una serie de propiedades:

1

2)

3)

4)

Simplicidad: esta propiedad se refiere al efecto que produce la
transformacién en los datos originales. Evidentemente, las mds
simples serdn las lineales, ya que solo afectan al valor numérico.
Las funciones monétonas no lineales alteran, ademds, las distancias
relativas, pero conservando el orden. Esta propiedad en ningin
caso se refiere a las operaciones mateméticas implicadas, aunque,
logicamente, se preferirdn aquellas funciones que son de uso comun,
instaladas en las calculadoras de bolsillo.

Continuidad: garantizando, de este modo, solo cambios deseables
en las distancias relativas entre los puntos de la nueva escala.

Monotonicidad: de manera que la funcién preserve, como minimo,
el orden, y por tanto todos los estadisticos basados en éste. Solo
las transformaciones no mondétonas alteran la ordenacién original
de los datos.

Derivabilidad: caracteristica esta que asegura la ausencia de brus-
quedades, que podrian motivar la invalidez de la reexpresion.

Existen ejemplos de transformaciones no lineales, que son utilizadas po-
pularmente, incluso mas que las mediciones en la métrica natural. En
efecto, la medida del sonido es un tipico ejemplo de escala transformada
no linealmente. La escala fisica original mide la intensidad del sonido
en ciclos por segundo (cps), pero la escala musical, mas usual que la
anterior, introduce la unidad de octava, adjudicando idéntico significado,
en octavas, a intervalos desiguales en cps.
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octavas
48 4— — — — — - - - - —
38 4 - - — - — — — — _ - |
O | |
18 - -7 | | |
i | 1 | cps
| | | I | | T I |
110 220 440 880

Fig. 2.3 Relaci6n entre ciclos por segundo y octavas musicales.

Bdsicamente, y limitdndonos al caso univariable, transformaremos los
datos originales siempre que exista una fuerte asimetria y encontremos
valores extremos en alguna de las colas de la distribucién.

La simetria de la distribucién es importante por diversas razones:

1.— El centro de las distribuciones simétricas no tiene ambiguedad en
su definicién, pues coinciden media, mediana y moda, cuando se
trata de distribuciones unimodales. En este caso cualquiera de los
estadisticos de tendencia central representa un resumen aceptable
del conjunto de las observaciones.

2.~ Es mucho mas interpretable e informativa.

3.— Muchos de los estadisticos utilizados normalmente son buenos indi-
ces de tendencia central o de variabilidad de los datos, uinicamente
si la distribucién goza de simetria. Ademds, la mayor parte de los
métodos estadisticos habituales son robustos frente a desviaciones
de la normalidad, siempre y cuando los datos conserven la simetria.

Por otra parte, es ficil encontar distribuciones de datos donde se produz-
can los conocidos efectos “suelo” y “techo”, en los cuales se observa una
fuerte asimetria a la derecha e izquierda, respectivamente. Generalmente
es mds corriente observar el efecto “suelo”, inherentes a los datos expre-
sados en escalas de razén, que hace que a menudo observemos en estas
distribuciones una mayor dispersion hacia los valores altos.
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Este tipo de distribuciones tiene un crecimiento mucho mds rapido hacia
el final por no estar éste acotado, mientras si que lo estd el principio.
Precisan, por tanto, de una transformacién que actiie en sentido inverso, es
decir, oprima los valores elevados y extienda relativamente los reducidos.

Utilizaremos un ejemplo para observar como afectan diferentes transfor-
maciones no lineales realizadas sobre un mismo conjunto de datos. En la
figura 2.4 tenemos una tabla en la que se detalla el consumo de helados,
expresado en litros por habitante y afio, de diversos paises durante el afio
1990.

Consumo de helados en litros por hab./afo

Italia 6,2 23 0 X
Francia 5,9 22 [
Grecia 5,0 21 .
Espafa 4,4 20 |
Suiza 8,2 19 .
Holanda 8,2 18 | O !
Noruega 12,1 17 .
Suecia 14,0 16 |
USA 23,0 15 .
Canada 18,0 14 0
Jap6n 8,1 13
12 1
11
10
9
8 122
Qs 13 7
Md 8,2 6 2
Qi 5,6 5 09
4 4 X

Fig. 2.4 Tabla de datos, grifico de tronco y hojas, diagrama de caja y principales indices de la serie
(Fuente: El Pais, 26/5/91)

A continuacién realizaremos paso a paso las operaciones necesarias para
realizar las diferentes transformaciones:

1.— Calcularemos la mediana, los cuartiles y los extremos de la distri-
bucién de los datos, representaremos el diagrama de tronco y hojas
y el diagrama de caja. De esta manera podremos apreciar si la
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distribucién es o no simétrica. En la fig. 2.4 tenemos represen-
tados estos grificos para el ejemplo. Podemos observar como la
distribucién se extiende hacia los valores altos, por tanto presenta
un sesgo positivo.

2.— Segiin lo expresado anteriormente, conocemos que las transforma-
ciones que corrigen este tipo de asimetria son, por orden de menor
a mayor correccién: la raiz cuadrada, la logaritmica, el negativo
del inverso de la raiz cuadrada, la reciproca negativa, etc.

3.— Reexpresaremos los datos originales utilizando las cuatro transfor-
maciones mencionadas en el apartado anterior, calculando en cada
caso los mismos indices y representaciones graficas obtenidos en
el paso 1. En las figuras 2.5, 2.6, 2.7, y 2.8, estan realizadas estas
operaciones para cada una de las transformaciones utilizadas.

PAISES x Jx *| 80 X

s |
USA (23) 4,8 £ .
Canada (18) 4,24 t|24 I
Suecia (14) 3,74 4 .
Noruega (12,1) 3,48 * |
Suiza (8,2) 2,86 s|74
Holanda (8,2) 2,86 £(48
Japén (8,1) 2,85 t
Italia (6,2) 2,49 3
Francia (5,9) 2,43 *(85,86,86
Grecia (5) 2,24 s
Espafia (4,4) 2,1 £143,49
0s 3,61 t[24 [
Md 2,86 2|10 X
Qi 2,46

Fig. 2.5 Serie reexpresada mediante \/E. gréfico de tronco y hojas, diagrama de caja y principales

indices.
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PAISES X log x 1,316 X
1,2]6

USA (23) 1,36 1,1}5

Canada (18) 1,26 1 8

Suecia (14) 1,15 0,91,1,1

Noruega (12,1) 1,08 0,8

Suiza (8,2) 0,91 0,710,7,9

Holanda (8,2) 0,91 0,6(4 X

Japbn (8,1) 0,91

Italia (6,2) 0,79

Francia (5,9) 0,77 Qs 1,11

Grecia (5) 0,7 mMd 0,91

Espafia (4,4) 0,64 Qi 0,74

Fig. 2.6 Serie reexpresada mediante log z, grifico de tronco y hojas, diagrama de caja y principales

indices. 3
PAISES x -1/{x -0,2]1 T
t

Usa (23) -0,21 fi4 .
Canada (18) -0,24 |7 |
Suecia (14) -0,27 *19
Noruega (12,1) -0,29 -0,3
Suiza (8,2) -0,35 t |
Holanda (8,2) -0,35 £15,5,5 |
Japén (8,1) -0,35 s |
Italia (6,2) -0,4 * ]
Francia (5,9) -0,41 -0,4i1,0 |
Grecia (5) -0,45 t |
Espafa (4,4) -0,48 £f15 .

Os -0,28 s |

Ma -0,35 *| 8 x

i -0,41

Fig. 2.7 Serie reexpresada mediante —1/ /T, gréfico de tronco y hojas, diagrama de caja y princi-
pales indices.
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PAISES X -1/x -0,04|3 X
~-0,05(5
USA (23) -0,043 -0,06 .
Canadd  (18) -0,055 -0,07{1 [
Suecia (14) -0,071 -0,08]|3 —
Noruega (12,1) -0,083 -0,09
Suiza (8,2) -0,122 -0,1
Holanda (8,2) -0,122 -0,11
Japén (8,1) -0,123 -0,12(3,2,2 —
Italia (6,2) -0,161 -0,13
Francia (5,9) -0.169 -0,14
Grecia (5) -0,2 -0,15 L_
Espafia (4,4) -0, 227 -0,16(9,1
-0,17 |
-0,18 .
Qs -0,077 -0,19 |
mMd -0,122 -0,2 |0 .
Qi -0,165 -0,21 |
-0,22|7 x

Fig. 2.8 Serie reexpresada mediante — 1/, grafico de tronco y hojas, diagrama de caja y principales

indices.

4.—- Compararemos los efectos producidos por las diferentes transforma-
ciones, escogiendo aquella que consiga simetrizar mejor los datos.
En el ejemplo podemos observar que la raiz cuadrada, o sea la
transformacién mds suave de las cuatro empleadas no llega a con-
seguir el objetivo de simetrizar la serie, mientras que la reexpresion
reciproca negativa sobretransforma los datos originales, cambiando
el sesgo positivo por uno negativo en los extremos. Las transforma-
ciones que mejor se comportan en nuestro caso son la logaritmica
yla —1/./z, sobretodo esta dltima que consigue simetrizar incluso
los extremos de la distribucidn, y no solo la parte central. En caso
de que nos encontremos dos transformaciones que actien de manera
similar, utilizaremos la menos fuerte.
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2.4.2. TRANSFORMACIONES PARA PROMOVER SIMETRIA

El método que hemos utilizado hasta el momento, ir tanteando como
afectan las diferentes transformaciones hasta encontrar la que funciona
mejor, es adecuado cuando la serie original es reducida. Si el tamafio
de nuestra muestra es muy grande se convierte en una empresa excesiva-
mente pesada, si solo contamos con la ayuda de una simple calculadora.
Es por ello que, a continuacién, vamos a exponer una técnica grafica que
nos ayudard a encontrar ¢l valor de p (la potencia de la transformacion),
0 sea, que reexpresién serd la méas adecuada, sin necesidad de tener que
probarlas todas.

Una manera de comprobar la simetria de una distribucion, es calcular los
promedios de los denominados valores letra (ver cap. 1). Calculados
los promedios? para todos los pares de valores letra, podemos examinar
la simetria de la serie. Si ésta es perfectamente simétrica todos ellos
coincidirdn con el valor de la mediana. Si, en cambio, esta es asimétrica
por la derecha estos valores promedio irdn aumentando conforme vayamos
disminuyendo la profundidad a la que han sido calculados, actuando de
forma inversa si el sesgo es negativo.

2. El cilculo del promedio de los valores letra se realiza facilmente de la siguiente manera:

midS = %(X s + Xi) siendo .S cualquier valor letra que expresemos (mantendremos
la nomenclatura anglosajona), y X, e X representan los valores
letra superior e inferior.

El célculo de la profundidad a la que se calculan estos valores letra se realiza de la siguiente forma:

(4571 +1)

3 donde [d(S™1)] representa el valor truncado de la profundidad

d(S) =

de 1a pareja de valores letra anterior a la que queremos calcular.

asi, si tenemos una serie lo suficientemente larga:

d(Md)= (n+1)/2 localizacion mediana
d(H)= ([d(Md)]+1)/2 ” cuartiles

d(E)= ([d(H)]+1)/2 » oclavos
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Veamos un caso prictico. En la tabla 2.3 tenemos la poblacién de las
40 comarcas, exceptuando el Barcelonés, de Catalunya, segiin el censo
rcalizado en 1986.

Tabla 2.3 Poblacion de las Comarcas Catalanas segin el censo de 1986. (unidad = 1.000 habitantes)
(Fuente: Geografia Comarcal de Catalunya, coleccionable del diario Avui 1991)

Comarca Poblacién Comarca Poblacién
Alta Ribagorca 4 Bergueda 41
Pallars Sobira 5 Garrotxa 45
Val d’Aran 6 Montsia 54
Priorat 10 Baix Ebre 64
Solsonés 11  Alt Penedés 67
Cerdanya 12 Garraf 72
Terra Alta 13 Anoia 80
Pallars Jussa 14 Baix Emporda 84
Segarra 17 Alt Emporda 85
Conca de Barbera 18 Selva 91
Alt Urgell 19 Osona 115
Garrigues 20 Gironés 122
Pla de 1’Estany 21 Baix Camp 124
Ribera d’Ebre 24 Tarragongs 149
Ripolles 28 Bages 150
Pla d’Urgell 29 Segria 159
Urgell 30 Vallés Oriental 240
Baix Penedés 33 Maresme 270
Alt Camp 34 Baix Llobregat 583
Noguera 36 Valles Occidental 621

En la Tabla 2.4 se hallan calculados los valores letra y sus promedios
para el conjunto de datos del ejemplo.
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Tabla 2.4 Valores letra y sus promedios correspondientes, de la poblacion de las comarcas catalanas

Poblacion Comarcas

n =40
valor letra profundidad X; midS X,
Md 20,5 38,5

H 10,5 18,5 60,75 103
E 5.5 11,5 83 154,5
D 3 6 138 270
C 2 5 294 583

1 4 3125 621

Observemos como se han calculado estos valores, por ejemplo los corres-
pondientes a los valores letra F (octavos)

d(E) = ([d(H)] +1)/2 = (10 + 1)/2 = 5,5

por lo tanto los valores correspondientes a la letra E serdn los que ocu-
pen la posicién 5,5, a partir de la cola inferior y superior de los datos
ordenados. El promedio entre estos dos valores serd:

midE = %(Xs + X)) = %(11,5 + 154,5) = 83

En nuestro ejemplo podemos observar, claramente, como los promedios
de los valores letra aumentan conforme disminuimos la profundidad de
estos, por tanto, esto quiere decir que la distribucion estd sesgada positi-
vamente.

Para la construccion del grifico de transformacion se definen las siguientes
expresiones:

(X, — Md)? + (Md — X;)?
aMd
- Md (2.4)

(2.3)

Xz'+Xs
2

estas expresiones como se¢ observa se pueden calcular para cada uno
de los valores letra de los que dispongamos. Construiremos un gréfico
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bidimensional representando los valores de la expresién (2.3) en el eje de
abcisas y las de la expresion (2.4) en el eje de ordenadas. Vemos como
la férmula (2.4) representa la distancia entre el promedio de los valores
letra y la mediana, si la serie es simétrica, esta distancia siempre serd
igual a 0. Si no ocurre esto, y el grifico que resulta es aproximadamente
lineal, podemos calcular la pendiente de la recta formada por los puntos
representados. Pues bien, 1 - pendiente nos dard una estimacién de p, o
sea el valor de la potencia de la transformacién mas indicada para corregir
la asimetria de los datos, seguin la férmula siguiente:

T(X;) = kX? (2.5)

teniendo en cuenta que si p > 0, la constante k tomara valor 1, mientras
que si p < 0 entonces £ = - 1. Recordemos que esta estrategia se
utiliza para mantener el ordenamiento original de los datos. Si p =0, la
transformacion logaritmica sera la mds adecuada.

Mediante el cociente:

Xit X pry

X, - Mdz)2 T X) = pendiente (2.6)

4M D

obtenemos la pendiente de la recta que pasa por cada punto representado

y el origen de coordenadas. Una estimacién rdpida de la pendiente de la

recta que pasa mds cerca de todos los puntos, es la mediana de todas las

pendientes de esta forma calculadas. Una vez realizado este proceso es
- facil calcular la potencia de la transformacién utilizando:

potencia = 1 — pendiente (2.7)

En la tabla 2.5 estdn calculados estos valores para el ejemplo de las
comarcas catalanas.
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Tabla 2.5 Coordenadas y estimacién de la pendiente para cada uno de los valores letra del ejemplo
de la poblacién de las comarcas catalanas

Letra X; X, XX Md (Xo=MdP+H(Md-Xi)?  pendiente

4Md
H 185 103 22,25 29,61 0,75
E 11,5 1545 44,5 92,11 0,48
D 6 270 99,5 354,86 0,28
C 5 583 2555 1.932,48 0,13

Observando la sexta columna de 1a Tabla 2.5 donde aparecen las estima-
ciones de la pendiente de la recta a partir de cada uno de los valores letra,
vemos que la mediana de estas estimaciones se situa en 0,38, por tanto
la potencia de la transformacién necesaria serd aproximadamente 0,62.
En la prictica se suele redondear a las potencias sencillas mds proximas,
en este caso se podrian utilizar las transformaciones correspondientes a p
= 0,5 o incluso p = 0. No obstante en la tabla 2.6 tenemos los resulta-
dos de los valores letra y sus correspondientes promedios con los datos
transformados mediante Vz2(p = 0,66); /z(p = 0,5); ¥z(p=0,33) y
log z(p = 0).

En nuestro ejemplo vemos como las transformaciones Vz? y v/ no
son suficientemente fuertes para conseguir la simetria de la distribucion,
siendo necesaria la més potente de las cuatro utilizadas, la logaritmica,
para conseguir, si no una simetria perfecta, si en unos niveles aceptables.
En la fig. 2.9 tenemos representados el diagrama de tronco y hojas de
los datos originales y el conseguido, una vez estos han sido reexpresados
por sus respectivos logaritmos.

Tabla 2.6 Valores promedio con los datos reexpresados utilizando las transformaciones

Vs 2, \/;a \3/51 log z

3 III2 \/5

X; midS X, |lera| X; midS X,
11,395 Md 6,2

6,995 14467 2194 | H 4,3 721 10,13
5095 16942 28,79 | E 3,39 791 1243
33 22535 41,77 | D 245 944 1643
2,92 36,355 69,79 | C 2,24 13,19 24,14
2,52 37,655 72,79 2 13,46 2492
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10
11
12
13
14

Jz logz
X; midS X, |letra| X; midS X,
3,38 | Md 1,59
2,65 3,66 468 | H 1,26 1,63 2,01
225 3,8 536 | £ 1,06 1,62 2,19
1,82 4,14 646| D 0,78 1,6 243
1,71 503 835(C 07 1,73 276
1,59 5,06 853 06 1,69 2,79
Poblacion comarcas Transf. logaritmica
4,56 0
0,1,2,34,7,8,9 t
0,1,4,8,9 f
0,34,6 s |67
1,5 *18
4 11{00,1,1,1
4,7 t}22333
2 f|44555,5
04,5 s | 6,6,6,7
1 *18,89999
2101,1,1
5 t {222
24 fla44
s
9 * 188
09 3

15

valores extremos
240,270,583,621
(unidad = 1000 hab.)

(unidad = 0,1)

Fig. 2.9 Griéfico de tronco y hojas de los datos originales y de su reexpresion logaritmica
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2.4.3. TRANSFORMACIONES PARA CONSEGUIR DISPERSION
ESTABLE

Un importante campo de aplicacion, de las transformaciones, es la si-
tuacién en que una variable cualitativa o atributo nos divide el grupo ori-
ginal de observaciones en varios subgrupos. Piénsese que, en este caso,
en la mayoria de las ocasiones ¢l nivel o tendencia central de la variable
de interés, dentro de cada grupo, afecta también a la variabilidad presen-
tada por los datos. Por tanto serd necesario encontrar una transformacion,
que ademds de promover la simetria dentro de cada grupo, consiga que
presenten una dispersion similar entre ellos, aunque los niveles difieran
significativamente.

Podemos resumir las ventajas de esta supuesta transformacion ideal de la
siguiente forma:

1.— Se podrén estudiar mejor los datos transformados por comparacién
y exploracién visual.

2.— Los datos de esta manera reexpresados nos permitirdn la utilizacion
de técnicas confirmatorias cldsicas, sobre todo aquellas que precisan
homogeneidad de varianzas entre los diferentes grupos.

3.— Conseguiremos simetrizar y por tanto eliminar valores alejados en
cada una de las series individuales.

Es importante destacar que, en esta situacion, la caracteristica méis im-
portante es conseguir que todos o la mayoria de los grupos presenten una
dispersion balanceada, aunque esto suponga la imposibilidad de conseguir
una perfecta simetria.

El primer paso a seguir es establecer la dependencia entre el nivel de la
seric y su variabilidad. En la mayoria de los casos encontraremos que,
conforme aumenta el nivel crece la dispersidn de la serie, en este caso
serd necesario aplicar una transformacién de raiz cuadrada, logaritmica,
reciproco inversa, etc. Estas transformaciones actuarin reduciendo la va-
riabilidad de los subgrupos con mayor tendencia central. En caso contra-
rio, si la dispersién disminuye conforme aumenta el nivel, serd necesario
realizar alguna transformacién de potencia superior a 1, en funcién de la
fuerza de esta dependencia presentada por los datos.
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Para ayudamos en la correcta seleccién de 1a mejor transformacién utili-
zaremos el grifico de logaritmos de nivel y dispersion. Veamos con la
ayuda de un ejemplo su utilizacién.

Tenemos en la fig. 2.10 los datos correspondientes a la evolucién de
la produccién industrial, expresada en porcentajes, de 10 paises indus-
trializados, durante el cuatrienio 1986 - 1989. En esta misma tabla se
encuentran representados los diagramas de tronco y hojas, adem4s de al-
gunos indices resumen calculados en cada uno de los subgrupos. En la fig.
2.11 se encuentran comparados los diagramas de caja, correspondientes

a cada ario.
PAIS 1986 1987 1988 1989
BENELUX 1,1 0,7 49 7.4
RFA 2,2 0,2 3,7 52
ESPANA 3,1 46 3,1 4,5
FRANCIA 09 19 46 4.1
IRLANDA 2,2 89 10,7 11,6
ITALIA 4,1 2,6 6.9 3,9
PORTUGAL 57 24 62 5,2
REINO UNIDO 2,4 33 3,6 04
USA 2,9 6,1 5.8 2,9
JAPON 0,1 3,0 9.8 8,1
01,9 0127 014
1|1 119 1
212249 2146 219
311 3103 31167 319
4|1 416 4 169 4 | 1,5
517 5 518 5122
6|1 6129 6
7 7 714
819 8 8 |1
9 |8 9
10| 7 10
116
Es ...... 57 ...... 89 ...... 10,7 ...... 11,6
Qs ...... 3,1 ...... 46 ...... 69 ...... 7.4
Md ...... 23 ...... 28 ...... 53 ...... 4,8
Q ...... 1,1 ...... 19 ...... 37 ...... 3,9
Ei ...... 01 ...... 02 ...... 31 ...... 0,4
IQR ...... 2 ... 27 ... 38 ...... 3,5

Fig. 2.10 Datos de la evolucién de la produccién industrial de los paises en cada afio, diagrama de
tronco y hojas y principales indices resumen dentro de cada sugbrupo. (Fuente: El Pais, 16/6/91)
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Fig. 2.11 Comparacién de las dispersiones de cada grupo de valores.

Para poder representar nuestro grafico sera necesario calcular los logarit-
mos de la mediana y del rango intercuartilico de cada uno de los subgru-
pos. Estos resultados los tenemos expresados en la tabla 2.7. Construi-
remos un grafico representando en ¢l eje de abcisas los logaritmos de las
medianas de cada grupo, mientras que, situaremos en ¢l ¢je de ordenadas
el logaritmo del rango intercuartilico, tal como observamos en la Fig.
2.12 para los datos de nuestro ejemplo.

Tabla 2.7 Logaritmos del nivel y la dispersion para cada uno de los subgrupos.
Logaritmo 1986 1987 1988 1989

Md 036 045 072 0,68
IQR 030 043 058 054
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Fig 2.12 Grifica de logaritmos de nivel y dispersién. .
Representaremos en el grifico la recta que pasando por el origen de
coordenadas mejor ajuste a la nube de puntos formada por cada uno
de los subgrupos. Precisamente, la pendiente de esta recta nos ayudara
en la eleccién de la mejor transformacién que tendremos que aplicar a
nuestros datos. Para poder hacer una estimacién aproximada de esta
pendiente, utilizaremos los valores de las coordenadas de los dos puntos
que delimitan esta recta, o sea el mas préximo y el més alejado del origen
de coordenadas. En nuestro ejemplo estos dos puntos corresponden a los
subgrupos del afio 1986 y 1988. La pendiente se calcula de forma directa
mediante la siguiente expresion:

logIQRsup. — log IQRinf.

log Mdsup . — log Mdinf . (2:8)

pendiente =

escogiendo la mejor transformacion conforme a la siguiente escala:
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pend.: -2 32 -1 0 12 1 3R 2
transf.. antilogz 2% 22 z T logz -1/z —1/2?

siguiendo con nuestro ejemplo:

0,58 —- 0,30
diente = ——2— =
pendiente 0.72-0.36 0,78
por tanto observaremos como actian las transformaciones logaritmica y
de raiz cuadrada. En la tabla 2.8 se hallan calculadas las reexpresiones
de los indices resimen originales de la fig. 2.10 de nuestro ejemplo.

Tabla 2.8 Indices resiimen de las series reexpresadas mediante /7 y log z.

Vz

Es ... 2,39 ... 2,98 ... 3,271 ... 3,41
Qs ... 1,76 ... 2,14 ... 2,63 .. 2,72
Md ... 1,52 ... 1,67 ... 2,30 ... 2,19
Qi ... 1,05 1,38 1,92 1,97
Er o .. 0,32 0,45 1,76 . 0,63
log z
Es .. 0,76 ... 0,95 ... 1,03 ... 1,06
Qs ... 0,49 ... 0,66 ... 0,84 ... 0,87
Md ... 0,36 ... 0,45 ... 0,72 ... 0,68
Qi ... 0,04 ... 0,28 ... 0,57 ... 0,59
Er ... -1,00 ... -0,70 ... 0,49 ... -0,40

En nuestro ejemplo se observa que la transformacién que mejor consigue
homogeneizar las dispersiones, como minimo en la parte central de las
distribuciones es el de raiz cuadrada, no ocurre 1o mismo si tenemos en
cuenta todo el conjunto de la distribucién, ademads, exceptuando los afios
87 y 88, en los otros dos no consigue simetrizar la serie. La transfor-
macién logarimica, por su parte, promueve una mayor simetria en las
series, pero maximiza las diferencias en las dispersiones.
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2.4.4. TRANSFORMACIONES COMPARADAS

El problema més importante que nos encontramos al realizar transfor-
maciones, que nos ayudan a simetrizar las series o a conseguir igualdad
de dispersi6n en el caso de muiltiples grupos, es la pérdida de 1a escala
original en la que fueron recogidos los datos. En efecto, esto nos lleva
muchas veces a tener que interpretar unos datos que se hallan expresados
en una unidad que carece totalmente de sentido.

Volvamos al ejemplo de 1a fig. 2.4, en el cual intentdbamos encontrar la
transformacién que mejor simetrizara los datos del consumo de helados
en litros por habitante y afio. Naturalmente al utilizar la reexpresién las
unidades originales litros . hab/afio pasan a ser /litros - habyafio o log
litros - hab/afio. Este hecho hace que sea dificil la comparacién entre la
serie original de datos y la serie transformada, para evitar este problema
podemos realizar sobre la serie transformada una transformacién lineal
del estilo:

Z; = aT(X,') +b (2.9)

que obligue a dicha reexpresién a modificar el origen y la escala, para
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que esta se parezca lo maés posible a la escala original de los datos que
estamos analizando. Esto mismo nos ayudard, por otra parte, a comparar
los datos transformados con los originales y estudiar de esta manera los
efectos producidos por la reexpresion.

Para conseguir nuestro objetivo tendremos que estimar “a”, la pendiente
de la recta que relaciona los datos con la transformacién efectuada. Una
manera sencilla de calcularla, aunque no la mas exacta, serd la de escoger
dos puntos z; y z2, no demasiado extremos, y calcular ¢ y b de la
siguiente manera:

al'(z1)+b=x
y (2.10)
z2 = al(z2)+ b=z

21

de esta forma

“= T(21) - T(a2)

Veamos el efecto que tiene esta combinacién de transformaciones en el
ejemplo propuesto. Realizaremos esta transformacién comparada sobre
la transformacion logaritmica. Escojamos, por cjemplo z; = 14 y 25 =
6,2, los valores originales de Suecia e Italia respectivamente. Aplicando
las anteriores formulas:

(2.11)

14 - 6,2
- ’ = 21,67
T log(14) - log(6,2)

b = 14-21,67log14 = —-10,92

Escogeremos los valores de los enteros mas cercanos, ya que esto su-
pondra una transformacién mas simple, b = -11 y a = 22. Por tanto la
transformacion lineal a realizar sera:

Z; = 22log X; — 11

En la tabla 2.9 vemos comparados los valores en la escala original, la
transformacion logaritmica y la combinada logaritmico-lineal.

103




Tabla 2.9 Valores originales, transformacién logaritmica y transformacién comparada.

PAISES z logz 22logz — 11
USA 23 1,36 18,92
Canadd 18 1,26 16,72
Suecia 14 1,15 14,3
Noruega 12,1 1,08 12,76
Suiza 82 091 9,02
Holanda 82 091 9,02
Japén 8,1 091 9,02
Italia 6,2 0,79 6,38
Francia 59 0,77 5,94
Grecia 5 0,7 44
Esparia 44 0,64 3,08
Es=23 1,36 18,92
@s=13 1,11 13,53
Md=282 091 9,02
Qi=56 074 6,16
Ei=44 0,64 3,08

La transformacion lineal realizada sobre la serie transformada, mantiene la
forma de la distribucién, por tanto permite observar el efecto que produce
- la reexpresidn, posibilitando, ademas, una ficil comparacién visual entre
la serie original y la transformada.
Hasta el momento hemos presentado diferentes estrategias para escoger
la transformacion mds adecuada a nuestros datos, no obstante, serd
necesario actuar con “prudencia”, ya que es relativamente sencillo falsear
los datos originales utilizando las transformaciones.
Serd necesario siempre, después de la transformaci6n, realizar un estudio
detallado de los posibles valores alejados. Es posible, que al realizar
cualquier transformacidn, los valores alejados:
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a) dejen de serlo en la serie transformada.

b) continden siendo valores extremos, incluso después de la reex-
presion.

) puedan aparecer nuevos valores extremos, que no aparecian en las
puntuaciones brutas.

Por tanto, siempre después de la reexpresion, observaremos las colas de
la distribucién, comprobando como actian diferentes transformaciones,
y escogiendo la que mejor consiga cumplir con nuestros objetivos, sin
deformar exageradamente la informacién original.

2.5. TRANSFORMACIONES DE LAS VARIABLES
TRATADAS MEDIANTE INTERVALOS

En este capitulo hemos creido conveniente incorporar un apartado de-
dicado al estudio de un tipo de grifico especialmente destacado en el
ambito de las técnicas E.D.A.. Ello se justifica en base al hecho de que
su construccion pasa por someter a los datos (frecuencias individuales de
cada intervalo) a una transformacién de caricter simple, buscando con
ello tres puntos de interés:

a) Estudio grifico mds suavizado de la distribucién univariable

b) Estudio de los residuales con respecto a un modelo de probabilidad
tedrico

c¢) Utilizarlo como una prueba de conformidad a modelos tedricos de
probabilidad

De este modo, como deciamos, hemos creido mds conveniente incorporar
tal estrategia como un apartado peculiar de las transformaciones.
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No es que se pretenda redescubrir la utilidad del Histograma de frecuen-
cias como grafico tradicional del andlisis de datos; sino que se propone
emplearlo de una forma especial de modo que podamos extraer ain mds
informacion de la habitual. Hemos destinado una gran parte del pri-
mer capitulo de este texto a disefiar y presentar distintos graficos para la
descripcidén univariable. Ello, sin embargo, no hace initil las representa-
ciones grificas mas cldsicas, puesto que en algunos casos siguen siendo
irrenunciables.

Ciertamente, la representacion de una variable con una amplitud muy ele-
vada mediante un diagrama de Tronco y Hojas puede ser bastante larga
y compleja y si a ello le unimos un tamafio de muestra muy grande, su
elaboracioén no sera nada rdpida. Parece 16gico recurrir al tipico histo-
grama de frecuencias transformando los datos en intervalos y asi, reducir
el rango. Los mismos comentarios pueden efectuarse si se trata de una
variable continua, en la que se justifica mds claramente el empleo del
histograma de frecuencias.

De ahi, pues, que nos planteemos seguir a Tukey (1971, 1977) en ¢l
estudio exploratério mds avanzado del Histograma de frecuencia, y de
algunos indicadores que de el se desprenden para ¢l anilisis de residuales
y el ajuste a modelos de probabilidad tedricos.

2.5.1. DIAGRAMA DE RAIZ CUADRADA

Una de las primeras cuestiones que se plantean al establecer intervalos
para describir grificamente una variable, es la posibilidad de que la exce-
siva pérdida de informacién (pocos intervalos) conviertan al histograma
en excesivamente deformado con respecto a la distribucién original. Por
contra, la situacién no mejora sustancialmente, puesto que un exceso de
intervalos lleva a la no solucién de la complejidad de la representacion
original.

De forma complementaria, debe recordarse que en algunos casos, la am-
plitud del intervalo no se mantiene constante a lo largo del dominio de
la variable a representar, es decir, que no serd suficiente con definir la
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frecuencia de observaciones por intervalo, sino que la representacion
gréfica final debera tener en cuenta esta circunstancia.

Las siguientes figuras muestran dos histogramas, uno de ellos con igual
amplitud de intervalo y el segundo con distinta amplitud.
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Fig. 2.14 Medidas pectorales de soldados escoceses (Tomado de Tukey, 1977; pag. 260)
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Fig. 2.15 Altura de mujeres de Bangladesh (Tomado de Tukey, 1977; pig. 262)
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Tukey sugiere modificar el histograma de frecuencias tradicional en el
sentido de no utilizar en el eje de ordenadas las frecuencias individuales de
los intervalos, sino poner en su lugar lo que denominamos “raiz cuadrada
de la densidad del intervalo”, definiéndose esta densidad (d;) con la
siguiente expresion:

d; = ni/W; (2.12)

siendo  W; la amplitud del intervalo (X; — X;_;)
n; la frecuencia individual del intervalo.

Situar los valores de /d; en el eje de ordenadas origina lo que se deno-
mina Diagrama de raiz cuadrada, que tiene como objetivo el de suavizar
la forma de la distribucién para facilitar un mejor anilisis grafico. En
apartados posteriores abordaremos otras transformaciones para el estudio
de residuales y de pruebas de conformidad.

Obviamente, cuando la variable es discreta y de rango bajo, no es preciso
la utilizacion de intervalos, lo cual determina que W; sea la diferencia
entre valores sucesivos de la variable. En el caso mds cldsico, el valor
de W; = 1, lo que determina que v/d; = \/7;.

Veamos que efecto produce en unos datos la aplicacién de la estrategia
del diagrama de raiz cuadrada. La tabla nimero 2.10 contiene los pesos
en gramos de una muestra de 200 recién nacidos (Adaptado de Schwartz,
1985).
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Tabla nim. 2.10.: Peso en gramos de recien nacidos. (Adaptado de Schwartz, 1985).

INTERVALOS n; Vd;
2100 - 2299 3 0.1227
2300 - 2499 5 0.1584
2500 - 2699 9 0.2126
2700 - 2899 13 0.2555
2900 - 3099 16 0.2835
3100 - 3299 30 0.3882
3300 - 3499 41 0.4539
3500 - 3699 36 0.4253
3700 - 3899 17 0.2922
3900 - 4099 14 0.2651
4100 - 4299 8 0.1549
4300 - 4499 3 0.1227
4500 - 4699 2 0.1002
4700 - 4899 1 0.0709
4900 - 5099 1 0.0709
5100 - 5299 1 0.0709

¥ = 200

Las representaciones graficas que se obtienen con n; y con 4/d; muestran
claramente el efecto de suavizado al que nos referiamos. Las figuras 2.16
y 2.17 muestran este aspecto.
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Fig. 2.16.: Histograma de frecuencias con n;.
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Fig. 2.17.: Histograma de frecuencias con /d;.

No creemos que sea necesario incidir mas en el efecto que se produce,
puesto que la inspeccién grafica de ambas figuras pone de manifiesto la
suavizacion de la forma de la distribucién original.

2.5.2. RESIDUALES DE DOBLE RAIZ

Se ha mencionado la utilizacién de esta estrategia como instrumento
para evaluar residuales. Concretamente presentamos ahora el empleo de
esa “raiz cuadrada” para evaluar el posible ajuste entre una distribucién
tebrica y una observada. En general, estas pruebas de bondad de ajuste se
basan en una expresién general de significacién del residual (desajuste)
definido del siguiente modo:

Residual = [Dato Observado] - [Dato Ajustado]

Para simplificarlo partiremos de una expresiéon mas corta:

110




ke O

mo

. 151

s nZmo P

2200 3600 5200

PESO EN GRAMOS
Fig. 2.17.: Histograma de frecuencias con +/d..

No creemos que sea necesario incidir méds en el efecto que se produce,
puesto que la inspeccién grifica de ambas figuras pone de manifiesto la
suavizacién de la forma de la distribucién original.

2.5.2. RESIDUALES DE DOBLE RAIZ

Se ha mencionado la utilizacién de esta estrategia como instrumento
para evaluar residuales. Concretamente presentamos ahora el empleo de
esa “raiz cuadrada” para evaluar el posible ajuste entre una distribucién
teérica y una observada. En general, estas pruebas de bondad de ajuste se
basan en una expresién general de significacién del residual (desajuste)
definido del siguiente modo:

Residual = [Dato Observado] - [Dato Ajustado]

Para simplificarlo partiremos de una expresién més corta:
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R=X-X (2.13)

siendo X la frecuencia observada y X’ la frecuencia ajustada (tedrica)
al modelo teérico que se propone. Como decfamos, la significacién del
valor de “r” informa de la posible bondad de ajuste de la distribucion
observada con respecto a la teérica. Como es obvio, pues, tratamos de
aceptar la hipétesis nula como evidencia estadistica del ajuste.

Tukey (1977) mantiene el criterio de la raiz cuadrada en este tipo de
situaciones y propone una reexpresion del residual en términos de raiz
cuadrada. Asi,

R=VX -VX' (2.14)

La obtencién de unos datos, tanto observados como ajustados, no se basa
en la simple raiz cuadrada de los mismos, sino que se fundamente en
someter a los datos a una transformacién basada en ese criterio. De este
modo, se transforman los datos del siguiente modo:

Si X <> 0 se transforma en /(2 + 4(X))
Si X = 0 se transforma en un 1.

Por su parte X’ se transforma aplicando a sus valores la siguiente ex-
presion:

(1+4(X"))

Efectuadas estas operaciones definimos la distribucién de los DRR (Double-
Root Residual) denominados “Residuales de raiz doble” del siguiente
modo:

DRRi = \/(2+4(X))~/(1+4(X") cuando X; <>06

DRRi = 1-,/(1+4(X’') cuandoX;=0 (2.15)

Los valores de DRR, que como es ficil de establecer, parten de la estra-
tegia general del diagrama de raiz cuadrada, se ajustan a una ley normal
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reducida y estandarizada, con lo cual aquellos valores que superen un
valor de + 1.96 pueden considerarse como distintos de 0 y, consecuen-
temente, rechazar la hipétesis del ajuste al modelo tedrico.

Como ejemplo de la utilizacién de los DRR como prueba de bondad de
ajuste, presentamos unos datos sobre el mimero de ensayos correctos de
entre 50 intentos en pruebas de precisién motriz que consigue una muestra
de 100 sujetos con lesiones cerebrales graves. Se supone que el rendi-
miento de estos sujetos no estd sujeto a su patologia, y que el rendimiento
debe, por tanto, seguir una distribucién equiprobable entre los distintos
intervalos. La tabla nimero 2.11 muestra las anteriores operaciones apli-
cadas a este caso concreto.

Tabla nim. 2.11.: Operaciones y resultados para el cdlculo de los DRR.

Intervalo X X' J2+4X)) VO +4X") DRR
0-5 6 10 5.09 6.40 -1.31
6-10 8 10 5.83 6.40 -0.57
11-15 11 10 6.78 6.40 0.38
16 - 20 12 10 7.07 6.40 0.67
21-25 20 10 9.05 6.40 2.65
26 - 30 14 10 7.61 6.40 1.21
31-135 10 10 6.48 6.40 0.08
36 - 40 9 10 6.16 6.40 -0.24
41 - 45 6 10 5.09 6.40 -1.31
46 - 50 4 10 424 6.40 -2.16

Y =100 £ =100

Los valores de DR R ponen de manifiesto la existencia de dos residuales
de dobre raiz con valores superiores a +£1.96. Concretamente los resi-
duales del quinto y tltimo intervalo valen 2.65 y -2.16 respectivamente.
Con ello podemos concluir que la hip6tesis de 1a equiprobabilidad de los
intervalos no puede ser mantenida en nuestra distribucién de frecuencias
observadas.

Como es ldgico, el andlisis puede hacerse mas exhaustivo a través del
estudio de los signos y valores de esos residuales; pero ello no es in-
trinsecamente distinto a cualquiera de las pruebas de bondad de ajuste
clédsicas, por lo que no es necesario insistir en este aspecto.
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2.5.2.1. AJUSTE A LA DISTRIBUCION NORMAL

La utilizacién de los D RR planteada en el apartado anterior adquiere su
méxima relevancia cuando se aplican a una prueba de bondad de ajuste
con relacién a la distribucién normal. A partir de lo visto hasta el mo-
mento, la cuestién fundamental radica en utilizar el modelo de la curva
normal para establecer los valores de X’ para cada uno de los interva-
los definidos. Una vez obtenidos esos valores, serd necesario repetir el
proceso del apartado anterior y significar los valores de DRE.

Es suficientemente conocida la expresion que refleja la funcién de densi-
dad de la distribucién normal reducida y estandarizada,

f(2) = (1/V2x) - el =12 (2.16)

que si se quiere establecer en términos de variables centradas y para todo
el intervalo, basta modificar la expresion anterior en el siguiente sentido:

(N/s)- f(z) = (N/V/2) - el=(X-w)*/27] (2.17)

Esta tltima expresién pone de manifiesto una de las practicas normales en
este tipo de situaciones. Se establecen pruebas de normalidad empleando
como parametros de la distribucién tedrica las estimaciones puntuales
de la media y desviacién muestrales. Tratdndose de técnicas E.D.A.,
no parecera extrafio que se propongan valores distintos para u y 0. En
concreto Tukey (1977) propone los siguientes valores resistentes:

SUHi+ H,)
(H, — H;)/1.349 (2.18)

siendo H; el cuartil 1 y H, el cuartil 3. Los valores de H; y H, (Hinges es
el término original para designar esos puntos “bisagra”) mantienen todas
las caracteristicas propias de las técnicas E.D.A., las cuales se centran,
como ya se ha comentado, en utilizar indices resistentes y basicamente
de posicidn.
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La cuesti6n, pues, reside en el célculo de H; y H, para establecer los
pardmetros de la distribucién teérica y, de este modo, hallar los valor de
X' que, recordemos ¢l apartado anterior, son las frecuencias esperadas
segin el modelo tedrico en cada uno de los intervalos. El valor 1.349
constante que se utiliza en el célculo de o viene dado en funcién del valor
de z que corresponde a H; y a H, en la distribucién normal, siendo este
+ 0.6745 [p(z > 0.6745)=0.25] que dado de forma bilateral fijan el valor
constante del denominador (0.6745 - 2=1.349).

Los pasos necesarios para establecer H; y H, son los siguientes (Tukey,
1977):

a) Determinar en que intervalo se hallan H; y H,

d(H)={[(N +1)/2) + 1} /2 (2.19)

siendo d(H) el mimero de sujetos que corresponden a ese 25%
propio de las colas de los cuartiles. Suponiendo que H; se encuentre
en el intervalo determinado entre [X; — Xit+1] se puede plantear
que:

b) Cilculo de H;

Hi=X;+{dH)-[(no+n1+--+n;) - 0.5}/ni41} - W;
(2.20)
siendo  W; la amplitud del intervalo fijado
d(H') el mimero de sujetos acumulados hasta el
intervalo siguiente al de “;”
X la marca de clase del intervalo fijado por d(H)
n; la frecuencia observada en el intervalo “i”.

c) Calculo de H,: suponiendo que H, se encuentra en el intervalo
[Xs = Xs41] podemos establecer anslogamente al apartado (b) la
siguiente expresion:

Hy = X, + {d(H) ~ [(nsg1 4 -+ + ngq1) — 0.5]/ g — n,}- W,
(2.21)
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De este modo, el procedimiento de los D RR se basa en la obtencién de
X' a partir de la funcién de la curva normal estimando los valores de p y
de o apartirde H; y de H,. La obtencién de los DRR sigue los mismos
pasos que se han descrito en el apartado anterior.

Veamos una aplicacion de este método con los datos de la tabla mimero
2.10, en la que se muestran los pesos en gramos de 200 recién nacidos.
Analizaremos los DRR que surgen del andlisis de 1a normalidad de esa
distribucién. La tabla 2.12 muestra los datos originales, incorporédndo la
marca de clase (punto central de cada intervalo) para reconocerlos.

Tabla nim. 2.12.: Pesos en gramos de 200 recién nacidos (Tomado de Schwartz, 1985).

INTERVALO(7) MARCA DE CLASE FREC.(X)

0 0

2100
1 3
5 2300 5
3 2500 9

2700
4 13

2900
5 16
6 3100 30’ En este inter-
4 3300 41 valo se situa
g 3500 36 H;.

3700 _— .
9 3 17 En este inter-
10 900 14 valo se situa
11 4100 g H,.

4300
12 3

4500
13 2

4700
14 1

4900
15 1

5100
16 5300 !
17 0

=200
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En primer lugar establecemos el lugar (intervalo) en el que se encuentra
H;y H,:

d(H) =[(200/2) + 1]/2 =50 (25% - 200 = 50)
Definimos en que intervalos por la dos colas suponen una frecuencia
acumulada de 50 sujetos:
Cola Inferior:

no + n1 + n2 + n3 + ng + ns = 46
no +n1+ny+n3+ ng+ ns+ ng = 76

supone, pues que entre el intervalo 5 y 6 se encuentra H,.
Cola superior

ng + Nio + N11 + N1z + N3 + Mg + N5 + Nyg + ny7 = 47
ng + ng + nyo + ny1 + N2 + N13 + n1g + N5 + Nyg + n17 = 83

supone, pucs que entre el intervalo 8 y 9 se encuentra H,. A la vista de
estos datos, recordando que hemos definido en estos datos que W; = 200,
podemos definir H; y H, del siguiente modo:

Hi = Xi+{d(H)-[(no+n1+---+ns)—05]/ne} -W; =
= 3100 + {[(50 — 46 — 0.5)/76]} - 200 = 3109.21
Hy, = X,+{d(H)-[(no+ -+ n17) - 0.5]/n17} - W =
= 3700 + {[(50 — 47 — 0.5)/(83 — 47)]} - 200 = 3713.89

A la vista de estos resultados, el cilculo de p y o es ya muy simple:

It

1
5(3109.21 + 3713.89) = 3411.55
(3713.89 — 3109.21)/1.349 = 448.24

i

Con estos valores como pardmetros, convertimos cada marca de clase en
puntuacion estandarizada, en el valor de probabilidad que corresponde en
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la funcién de distribucidn y en la frecuencia esperada para cada intervalo
(Tabla mimero 2.13).

Tabla nim. 2.13.: Valores esperados para cada intervalo segin el modelo de la curva normal.

INT.(i) MAR.CLASE FREC.(X) Z F(Z) X'=[p(z)-p(zi1)]- N

0 0 0.34
2100 293  0.0017

1 3 0.98
2300 248  0.0066

2 5 292
2500 203 0.0212

3 9 6.94
2700 -1.59  0.0559

4 13 14.24
2900 -1.14  0.1271

5 16 23.60
3100 -0.69 0.2451

6 30 31.24
3300 025 0.4013

7 41 35.60
3500 020 0.5793

8 36 31.92
3700 0.64 0.7389

9 17 24.64
3900 1.09 0.8621

10 14 14.98
4100 1.53 0.9370

11 8 7.82
4300 198 0.9761

12 3 3.28
: 4500 243 0.9925

13 2 1.08
4700 2.87 0.9979

14 1 0.08
4900 3.32 09983

15 1 0.16
5100 3.76  0.9991

16 1 0.16
5300 421  0.9999

17 0 0.02

$=200 £=200
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Con los valores de X y de X’ estamos en condiciones de aplicar las
transformaciones propuestas por Tukey para el célculo de los DRR. La
siguiente tabla muestra los cdlculos necesarios para ello:

Tabla nim. 2.14. Cilculo de los DRR.

FREC.(X) FRECESP.(X) (2+4X) /{1+4X) DRR

0 0.34 1.00 1.53 053
3 0.98 3.74 2.21 1.53
5 292 4.69 356 113
9 6.94 6.16 536 0.80
13 14.24 7.34 7.61 -0.27
16 23.60 8.12 976 -1.64
30 31.24 11.04 11.22  -0.18
41 35.60 12.88 11.97 091
36 31.92 12.08 11.34  0.74
17 24.64 8.36 997 -1.61
14 14.98 7.61 7.80 -0.19
8 7.82 5.83 568 0.15
3 3.28 3.74 375 -0.01
2 1.08 3.16 230 086
1 0.08 2.44 .14 130
1 0.16 2.44 128 1.16
1 0.16 2.44 1.28 1.16
0 0.02 1.00 1.03  -0.03
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De los valores hallados para los distintos DRR se desprende que se puede
aceptar la nomalidad de la distribucion con y y o definidas a partir de
H; y H,. El argumento que facilita tal conclusién se basa, como se
ha comentado con anterioridad, en que -1.96 < DRRi < +1.96, lo cual
implica que todos los residuales de doble raiz son iguales a 0 con un nivel
de confianza del 95%.

2.5.2.2. DIAGRAMA SUSPENDIDO DE RAIZ CUADRADA

En el apartado anterior hemos analizado la estrategia que, dentro del
marco de las técnicas E.D.A., se puede emplear para la evaluacién de
la normalidad de la distribucién. Tukey (1971) propone otra alternativa,
basada directamente en el diagrama de raiz cuadrada, que permite en
un mismo grafico evaluar el ajuste al modelo tedrico elegido, asi como
analizar los residuales que se generen de tal comparacion. En la figura
siguiente se muestra el diagrama de raiz cuadrada que surge de los datos
de la tabla mimero 2.10, superponiendo en ¢l mismo la curva normal que
se genera a partir de y=3411.55 y 0=448.24.

N>

cZmMmYw »&r MO

2200 3600 5200
PESO EN GRAMOS

Fig. 2.18. Histograma de frecuencias con v/d; con superposicién de la curva normal.
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Como se observa, los residuales con respecto al modelo quedan clara-
mente definidos de forma gréfica. Tukey propone situar los valores ori-
ginales en linea con el modelo, girar el gréifico y evaluar los residuales
con respecto al eje de abcisas. Para ello el diagrama de raiz cuadrada
debe quedar suspendido, es decir, con su méximo orientado hacia abajo,
de forma que los residuales se situen en la horizontal de los ejes. La
siguiente figura muestra este efecto.

.
.
. ||||| .
. .
. .
.
.
.

Fig. 2.19. Diagrama suspendido de raiz cuadrada

En este grifico se pone de manifiesto el valor de los residuales que se
generan con respecto al modelo tedrico. Evidentemente la inspeccién
grifica debe venir acompafiada de la significacién de esos residuales, de
forma que se puede adoptar una clara actitud con respecto a la normalidad
de la distribucién.

Recordemos a este respecto, que el diagrama de raiz cuadrada se basa en
1a “densidad del intervalo” (d;) o mds concretamente en la raiz cuadrada
de ese valor. Asi pues, podemos generar un residual de raiz cuadrada
que cumpla el papel de los DRR definidos anteriormente. De este modo
definimos los siguientes valores:

di=n;/W;  di = ni/W;
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siendo  W; la amplitud del intervalo
n; la frecuencia individual observada en el intervalo
n; la frecuencia individual esperada en el intervalo
d; la densidad del intervalo
d} la densidad estimada del intervalo.

Con estos valores podemos definir unos nuevos residuales:

r= i —\/d (2.22)

que podriamos denominar como residuales del diagrama suspendido. Su
definicién no es la misma que la que hemos planteado para los valores
DRR, a pesar de que ambos tipos de residuales mantienen una relacién
que se puede reflejar en la siguiente expresién:

(DRR:[2/W) ~ [V — /] (2.23)

Por ello, 1a significacién de los residuales del diagrama suspendido de raiz
cuadrada no puede efectuarse mediante el mismo criterio que el aplicado
a los DRR, que recordemos que sc trata de la prueba de hipétesis clasica
basada en la distribucién normal estandarizada. En este caso, considera-
mos como distintos de 0 aquellos residuales que superen el intervalo en
tomno a cero establecio por el valor de +(1/v/W;).

Veamos estos célculos aplicados a nuestros datos de la tabla nimero 2.10,
aprovechando algunos cilculos parciales del apartado anterior.

Tabla nim. 2.15. Cilculo de los residuales del diagrama suspendido de raiz cuadrada.

FRECOBS FRECESP. v /¢ residuales

0 034 0 0.0412 -0.0412
3 0.98 0.1225 0.0700 0.0525
5 292 0.1581 0.1208 0.0373
9 6.94 0.2121 0.1863 0.0258
13 1424 0.2549 0.2668 -0.0119
16 23.60 0.2828 0.3435 -0.0607

30 3124 0.3873 0.3952 -0.0079
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Los valores de los residuales se situan todos ellos dentro del intervalo
fijado por £1//W;, ya que:

1/VW; = 1/v/200 = 0.0707

35.60
31.92
24.64
14.98
7.82
3.28
1.08
0.08
0.16
0.16
0.02

0.4528
0.4243
0.2915
0.2646
0.2000
0.1225
0.1000
0.0707
0.0707
0.0707
0

-0.0707 < r; < 0.0707

Asi pues, podemos aceptar 1a normalidad de la distribucién puesto que to-
dos los residuales del diagrama suspendido no son distintos de cero. A tal
conclusién ya habiamos llegado con el anlisis de los DRR; simplemente
se plantea una nueva estrategia en el marco de las técnicas E.D.A.

El estudio de estos residuales puede verse completado con la represen-
- tacién gréfica de los mismos, estableciendo las bandas de confianzas que
delimitan la aceptacion de la nomalidad. La siguiente figura muestra este

04219
0.3995
0.3510
0.2737
0.1977
0.1281
0.0735
0.0200
0.0283
0.0283
0.0100

tratamiento con respecto a los residuales.
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0.0309
0.0248
-0.0595
-0.0091
0.0023
-0.0056
0.0265
0.0507
0.0424
0.0424
-0.0100
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Fig. 2.20. Anilisis grifico de los residuales del diagrama suspendido

La linea discontinua muestra las bandas de confianza en la que conside-
ramos los residuales como no diferentes de 0. Como se observa, todos
los residuales cumplen la condicién necesaria para la aceptacién de la
hipétesis nula.

De esta forma presentamos las distintas utilidades y caracteristicas de los
diagramas de raiz cuadrada en lo que se refiere a la descripcién univariable
y a las estrategias de bondad de ajuste insertas en el mismo dmbito de
actuacion exploratorio.
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3. LINEA RESISTENTE

3.1. INTRODUCCION

En la mayoria de los 4mbitos cientificos, y las Ciencias Sociales no son
una excepcion, el estudio de la relacién entre variables se ha abordado
desde una perspectiva estadistica especialmente rigida. De hecho, a nadie
extrafia encontrar el andlisis de la relacién entre dos variables cuantita-
tivas mediante el ajuste de un modelo de regresion lineal. No se trata
aqui de poner en tela de juicio tal proceder sino el de marcar y seiialar el
peligro que ello implica puesto que en la mayoria de los casos, los datos
aportados no ofrecen informacién de algunos de los puntos importantes
en todo ajuste lineal. Por ejemplo, no es frecuente encontrar informacién
acerca del comportamiento de los residuales ni, como minimo, evaluar
grificamente la viabilidad de la linealidad en la relacién para ser mode-
lizada de esta forma.

Como mucho, se facilitan datos acerca del ajuste del modelo propuesto y
de su utilidad ya sea descriptiva o predictiva. Por ejemplo, no es infre-
cuente, tratar de ajustar un modelo lineal a 1a nube de puntos plantcada
en la figura mimero 3.1.
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Fig. 3.1. Nube de puntos simulada

Los datos que se obtienen del ajuste del modelo de regresion simple con
los puntajes de la figura 3.1 muestran un valor de F'=43.65 (P=0.0002);
con lo cual no es dificil que en la mayoria de ocasiones se concluyera con
la aceptacién de la linealidad como modelo de relacién entre las varia-
bles y, lo que puede ser atn més comprometido, establecer la inferencia
poblacional en base al mismo criterio.

Debemos aceptar como necesario el hecho de la exploracién como paso
previo a muchos de nuestros anjlisis y comprometer nuestros resultados
con informaciones de caricter teérico que permitan efectuar afirmaciones
mas alla del mero ajuste estadistico de modelos. Lo que nos proponemos
abordar en este capitulo supone la propuesta que ¢l Andlisis Exploratorio
de Datos ha efectuado por lo que se refiere a la exploracion de la relacién
entre dos variables cuantitativas y sobre los mecanismos para obtener
informaci6n empirica, al margen de cualquier supuesto confirmatorio, para
llegar a la decisién de la existencia 0 no de relacién lineal entre las
variables. No se trata, pues, de plantear una técnica alternativa al modelo
de la regresién simple; a pesar de que podria desempeiiar ese papel en
algunas ocasiones, sino la de asegurar que la técnica confirmatoria seri
aplicada dentro de la no vulneracién del supuesto de linealidad entre las
variables.

Asi justificada, trataremos de plasmar en los siguientes apartados las ca-
racteristicas fundamentales y el desarrollo de lo que se ha denominado
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Linea Resistente o Linea de Tukey. En términos descriptivos generales
se trata de un suavizador lineal resistente. Es una linea recta obtenida
de la relacién de las medianas cruzadas del primer y iltimo tercio de
los casos a lo largo de los valores de X (como variable independiente).
Veamos como se plantean sus distintos elementos y usos.

3.2. ASPECTOS GENERALES DE LA LINEA
RESISTENTE BIVARIABLE

Tukey (1977) muestra, siguiendo el esquema cldsico para ello, la relacion
que se¢ desprende del ajuste de una recta a la nube de puntos bivariable.
La siguiente grafica bastard para poner de manifiesto este aspecto.

Y
Linea resistente
. Yy = a + b(x)
Y2
. Cambio en Y.

Yl e oo e e

Cambio

en X.

X
X1 X2

Fig. 3.2. Ajuste lineal

La expresi6n general que define esa relacién se puede plantear del si-

guiente modo:
Y = b(X) (3.1)

siendo b, como siempre, el coeficiente (pendiente) que determina el cam-
bio que se da en Y por el cambio en una unidad en X.
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En efecto, la evidencia empirica que se obtiene mediante el valor de “b”,
se relaciona con el tipo de funcién que se establece en la nube. De este
modo, si definimos dos pares cualesquiera [(Y;, X;);(Y;,X;)] de puntos
de la nube podemos establecer dos incrementos en los rangos de Y ¢ X
respectivamente:

AY = (Y;-Y)) (32.1)
AX = (X;-Xi) (32.2)

De forma esquemitica, podemos establecer que el comportamiento de
€sos incrementos permite determinar, de manera mas exhaustiva, el tipo
de funcién concreta que caracteriza la nube de puntos. De esta forma se
pueden diferenciar dos funciones primitivas:

a) Funcién estrictamente creciente en un punto:
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Se caracterizan, basicamente, por la igualdad en los signos de am-
bos incrementos. Con ello, se puede establecer que:

SiAX>0 — AY >0 (3.3.1)
SiAX<0 — AY <O (3.3.2)

Dada esta igualdad en los signos de los incrementos, es evidente
que:
(AY/AX)>0 (3.4)

Este tipo de funciones se pueden representar segin la siguiente
figura:

Y : y=f(x)

- AX .

- Ay

Fig. 3.3. Funcién estrictamente creciente en un punto.




b) Funcién estrictamente decreciente en un punto:

En este caso, los signos de los incrementos no se matienen igua-
les entre Y e X, es decir, siguiendo con la formulacién anterior,
podemos establecer que:

SiAX>0 — AY <0 (35.1)
SiAX<0 — AY >0 (3.5.2)

En consecuencia, 1a razén entre incrementos adopta siempre 1a si-
guiente estructura:

(AY/ A X) <0 (3.6)

Graficamente, se puede representar como en la siguiente figura:

Y .y = £(x)

+ AY . + AX

Fig.3.4. Funcitn estrictamente decreciente en un punto.

Una vez revisados estos aspectos generales es facil derivar de ello
que la expresion Y = b( X ) puede expresarse en términos de incre-
mentos (0 decrementos) en el dominio de la funcién:

Y -Y1=5X-X;) (3.7.1)

o si se prefiere
Y =" +bX - X,) (3.7.2)

En esa expresién se mantiene 1a idea inicial de la figura 3.2, puesto
que en el caso de que (X = X;) tiene como consecuencia que
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(Y = Y}). Igualmente, Tukey aisla, como es légico, la expresién
de célculo de “b” a partir de esa expresion:

b= (Y -1)/(X - X1) (3.8)

Tal formulacién se mantiene sea cual sea el par de puntos que se
seleccionaran. Por ejemplo, por seguir con la notacién de la figura
3.2, si (X = X3) lleva a concretar que (Y = Y3). En efecto, la
expresién se plantearia del siguiente modo:

(Y - Y1) = b(X2 - X1) (3.9)

Tal como se ha definido “b” en esta ultima expresion podria subti-
tuirse por;
b: (Y2 —-Yl)/(Xg—Xl) (310)

y tal definicién substituida en la expresién general sirve para poner
de manifiesto la igualdad descrita anteriormente:

(Y -Y1) = [(Ya-Y)/(X2-X1)]- (X2 - X))
Y-7) = (Y2-1)
Y = Y, (3.11)

Por insistir en lo ya planteado, ésto no supone ninguna novedad
especial. El problema real reside en la seleccién de los valores
que determinan la recta final. El criterio de los minimos cuadrados
propone un criterio en la seleccion de esos puntos; pero lo que
aqui plantearemos serd la propuesta de Tukey de establecer esa
recta a partir de los puntos de la nube determinados por los valores
de las medianas de cada uno de los grupos que estableceremos.
Recordemos que la expresion general de la recta que perseguimos
establecer adopta la forma clésica:

Y =a+bX (3.12)

y que el valor de “a” representa el valor de Y cuando X=0y el
valor de “b” supone la ya comentada pendiente de la recta.




a)

3.2.1. CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE LA LINEA

RESISTENTE

Siguiendo las caracteristicas generales que presentan las técnicas E.D.A.,
la linea resistente estd intimamente ligada con los estadisticos resistentes.
En concreto, ¢l uso de la Mediana serd el elemento fundamental a tal
efecto. Para la obtencion de los valores de “a” y de “b”, serd necesario
seguir los pasos que a continuacion se detallan:

1.~ Division en tercios del rango de X.

Como primera actuacién debemos establecer tres tercios en el rango
de X, ordenando previamente los valores de X. Cada uno de
los tercios establecidos deben contener, en lo posible, el mismo
nimero de puntos de la nube inicial. La figura siguiente muestra
estd particién en una nube de puntos simulada:

Y

X

Inferior Medio Superior

(1) (m) (s)

Fig. 3.5. Division en tercios del rango de X.

Estos tercios en X es importante que cumplan unas determinadas
concidiones que maximizan el establecimiento de la linea resistente.
Podemos destacar:

Los tercios extremos (inferior y superior) deberan contener al menos
una tercera parte de los puntos de la nube. El tercio central es el
menos relevante.
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b)

©)

d)
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Cada tercio extremo tendrd un rango en X que sea menor de la
mitad del rango total de X.

Cuando se den varios puntos en ¢l mismo valor de X, serdn tratados
en el mismo tercio.

Deberemos tender a trabajar con el maximo nimero de puntos en
los tercios extremos.

Distribuir los valores de X en tres tercios puede, en funcién del
nimero de puntos de 1a nube, ofrecer tercios de distinto tamaiio, es
decir, tercios no equilibrados con respecto al mimero de puntos que
incluyen. Velleman y Hoaglin (1981) ofrecen el siguiente cuadro
guia a este respecto:

Cuadro 3.1. Distribucién de los tamaiios de los tercios segin el tamafio de la muestra
(Velleman y Hoaglin, 1981).

TERCIOS Sin=3k Sin=3k+1 Sin=3k+2
Inferior k k k+1
Medio k k+1 k
Superior k k k+1

Ciélculo de los Puntos resumen

Por punto resumen se entiende la mediana, tanto en Y como en
X para cada uno de los tercios. De forma que, obtenidos esos
valores, disponemos de seis valores resumen en base a las medianas
halladas:

Tercio Inferior X; Y;

Tercio Medio Xm Yn

Tercio Superior X, Y,
siendo “X;” la mediana de los valores de X en el tercio “5” e

“Y;” la mediana de los valores de Y incluidos en el tercio “;”.
Grificamente podria adoptar un aspecto parecido al siguiente:




a)
b)

)

Ys . .
*
Ym . . . e e
Yi . .. *. . .
X
Xl Xm Xs

Fig. 3.6. Puntos (*) que representan los resumenes efectuados a partir de las Medianas de

cada uno de los tercios.

En este proceso debe tenerse en cuenta que los valores del resumen
no tienen por que coincidir con valores de la muestra evaluada, y
que pueden cometerse algunos errores de seleccién que son graves
en lo que se refiere a la obtencion de 1a linea resistente. Por ejemplo,

Se ordenan los valores segin Y en lugar de hacerlo con X.

Se obtienen los puntos resumen de forma conjunta . No tercio a
tercio.

Se selecciona un valor de Y,, que mantiene una relacion lineal entre
Y. eY,.

Una vez establecidos esos seis valores, solo resta determinar los va-
lores de la constante “a” y de la pendiente de la recta “b” siguiendo
para ello las siguientes expresiones:

b = (Y,-Y)/(Xs - Xy) (3.13)
a = 1/3(a;+ an + a,) (3.14)
siendo a; =Y; - bX;
ay,m =Y, — bX,,

aszy;'_bxs
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De este modo establecemos los coeficientes que integran la ex-
presion general de la linea resistente derivada de la nube de puntos
inicial.

Como es obvio, tal estrategia genera, a su vez, residuales en base a
la diferencia entre los valores de Y y aquellos que ofrece la linea
resistente. De este modo, los valores que surgende R =Y — (e +
bX) deben ser objeto de un estudio exhaustivo que abordaremos
con més profundidad en los apartados siguientes. Tales valores
son, pues, determinados de forma clasica, del mismo modo que en
modelos lineales confirmatorios, tal como se muestra en la siguiente
figura:

Residual .

X, X

Fig. 3.7. Representacién gréifica del residual entre el valor original de Y(Y;) y el determi-
nado por la linea resistente (Y7).

3.2.2. OBTENCION DE LA LINEA RESISTENTE EN UNA
MUESTRA

Veamcs como ¢l proceso anterior se aplica a unos datos concretos. En
una muestra de 18 sujetos, se han evaluado sus rendimientos en una tarea
motriz en base al mimero de ensayos correctos efectuados por los sujetos.
Se pretende estudiar la relacion de este rendimiento con el tiempo en
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minutos que se dedicé a ensayar este tipo de tareas. De este modo, la
nube de puntos que se obtiene es la siguiente:

| | 1 l { 1 1

R 62. 5- -

E

N

D

I .

M 50- . . F

I . . .. . .

E

N

T .

0 37.54. -
T T T T T T T T
9 18 27 36 42

Fig. 3.8. Nube de puntos de la muestra de 18 sujetos.

Con objeto de presentar paso a paso los cdlculos necesarios para el es-
tablecimiento de la linea resistente presentamos a continuacidn la tabla
de datos directos, ya ordenados segun los valores de X y separados por
cada uno de los tercios (cada tercio con un total de 6 puntos):

Tabla niim. 3.1. Datos recogidos en una muestra de 18 sujetos.

SUJETO MINUTOS ENSAYO (X) RENDIMIENTO (Y) TERCIO

1 9 37
2 13 47
3 15 36 Inferior
4 16 40
5 19 32
6 20 45

.................................................................




k.

SUJETO MINUTOS ENSAYO (X) RENDIMIENTO (Y) TERCIO

7 21 35
8 24 33
9 26 48 Medio
10 29 48
11 30 47
12 33 48
13 34 33
14 35 48
15 37 52 Superior
16 39 50
17 41 65
18 42 49

El célculo, de acuerdo con lo visto anteriormente (Tukey, 1977), de los
puntos resumen muestra los siguientes valores:

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior
X;=155 Xm =215 Xs =38.0
Y; =385 Y. =475 Y, =495

Estos valores determinan, como hemos seiialado anteriormente, los puntos
necesarios para el establecimiento del valor de “a” y de “b”. Tales puntos
quedan reflejados en la siguiente figura:
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TIEMPO ENSAYO (Minutos)
Figura 3.9. Puntos definidos por las Medianas en cada uno de los tercios.

Aplicando las expresiones correspondientes para el célculo de “a” y de
“b” obtendremos los siguientes valores:

b = (49.5—38.5)/(38.0 — 15.5) = 0.49

a; = 38.5—(0.49-15.5) = 30.91
am = 47.5—(0.49-27.5) = 34.03
as = 49.5—(0.49-38.0) = 30.88

a 1/3(30.91 + 34.03 + 30.88) = 31.94

En consecuencia, los valores de los componentes de la recta la definen
del siguiente modo:
Y = 31.94 + 0.49(X) (3.15)

Esta expresion, pues, constituye la linea resistente ajustada a la nube de
puntos presentada anteriormente. Como ya se ha comentado su utilidad
es eminentemente exploratéria y su papel en un anilisis de datos es el
de evaluar la posibilidad del ajuste lineal confirmatorio. Esa posibilidad
depende, evidentemente, de la cuantia de los residuales que genera la
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linea resistente hallada. Estos residuales definidos por:
ri =Y; — (a + bX;) (3.16)

aportan una evaluacion empirica del ajuste de un futuro modelo lineal.
El tratamiento de los residuales serd objeto del siguiente apartado.

3.2.3. ANALISIS DE LOS RESIDUALES

Como se ha comentado con anterioridad, la evaluaci6n de los residuales
nos aporta informacién acerca del ajuste de la linea reistente y del posible
ajuste de un modelo lineal confimatorio. A este respecto, los residua-
les, definidos segiin la expresién anterior, pueden ser conceptualizados
mediante diferentes acepciones:

a) Como diferencias del ajuste entre X e Y.
b) Parte de Y no explicada por X.
¢) Variacién de Y con efectos de X no controlados.

d) Diferencia entre el valor de Y y la prediccién de la ecuacién.

Sea cual sea, la utilidad dltima a la que se destine el residual, no hay
dudas de que su evaluacién reporta una informacién especialmente rele-
vante. Debe aclararse que, a diferencia de los modelos confimatorios,
la linea resistente no utiliza los residuales como vehiculo propicio para
la evaluacién de los supuestos del modelo; puesto que en nuestro caso
no existen supuestos a evaluar. De forma general, el residual permitir4,
tal como veremos a continuacién, una mejor aproximacién de caricter
exploratorio a la nube de puntos bivariable.

La primera aproximacién al estudio de los residuales, y totalmente co-
herente con el espiritu general de las técnicas E.D.A, se¢ centra en la
evaluacion gréfica; 1a cual nos lleva al andlisis de las posibles tendencias,
errores sisteméticos o sesgos en algin o algunos grupos determinados de
sujetos muestrales. Por ejemplo en nuestros datos, la relacién de residua-
les adoptara los siguientes valores:
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A i
Tabla nim. 3.2. Relacién de datos y residuales

SUJETO MINUTOS ENSAYO (X) RENDIMIENTO (Y) RESIDUAL
1 9 37 .65
2 13 47 8.69
3 15 36 -3.29
4 16 40 22
5 19 32 -9.25
6 20 45 3.26
7 21 35 -7.23
24 33 -10.70

9 26 48 3.32
10 29 48 1.85
11 30 47 36
12 33 48 -.11
13 34 33 -15.60
14 35 48 -1.09
15 37 52 1.93
16 39 50 -1.05
17 41 65 12.97
18 42 49 -3.52

Una de las formas més simples de evaluacion grifica se puede articular
mediante los grificos de caja y de Tronco y Hojas. En nuestro caso, sus
formas serian las siguientes:
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Fig. 3.10. Diagrama de Caja y Diagrama de Tronco y Hojas de los residuales de la linea resistente.

No es dificil observar la existencia de unos residuales altos en la cola
de abajo de Ias distribucién, pues el diagrama de caja asi lo detecta.
Del mismo modo, puede pensarse, a partir del diagrama de Tronco y
Hojas, en una posible “normalidad” del residual, con vistas al tratamiento
confirmatorio de los datos.

Con respecto a la existencia de valores extremos y “outliers” de acuerdo
con el diagrama de caja, ¢l estudio de la relacién de la tabla mimero 3.2
por lo que se refiere a los valores residuales, se detecta la existencia de
residuales elevados en los sujetos 17 y 13, respectivamente “outlier” y
extremo. Recordemos que el caricter resistente de la técnica que nos
ocupa, hace propicio pensar que, aunque se eliminarin del anilisis esos
dos sujetos, los valores de los coeficientes de la linea resistente hallada
no variarian sustancialmente. En efecto, si rehacemos nuestros andlisis
eliminando esos dos sujetos, con lo cual dispondriamos de un muestra de
16 sujetos, obtendriamos un linea resistente con la siguiente expresion:

Y = 30.31 4 0.54(X) (3.17)

Es féicil comprobar que no existe apenas diferéncias entre esta tltima
linea resistente con la que hemos establecido en primera instdncia (Y =
31.94 + 0.49-X). Por otro lado, la evaluacién grafica de la distribucién
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de los residuales puede efectuarse mediante 1a construccién de la nube
de puntos entre el valor del residual y los valores de X. Por ejemplo, en
nuestro caso tal representacion adoptaria la forma que se presenta en la

figura 3.11:
1 1 1 1 i 1 L i
10- Tt
R .
E
s
1
D 04 -
U
A
L
-10{ .. i
i 1 i | 1 T 1 I
9 18 27 36 42

TIEMPO ENSAYO (Minutos)
Fig.3.11. Nube de puntos entre los residuales y los valores de X.

Es muy ficil localizar en esa nube de puntos a los dos sujetos (13 y
17) que muestran residuales altos. Del mismo modo, esta representacion
permite la evaluacién de la existencia de algiin tipo de tendencia o error
sistemdtico que permita preveer dificultades de este estilo en el compor-
tamiento de los residuales en el modelo confirmatorio.

Johnstone y Velleman (1982) proponen un esquema minimo para la eva-
luacidén de los residuales de la linea resistente, consistente en su empleo
para los siguientes objetivos:

a) Analizar graficamente los residuales por distintas zonas del rango
de X, para detectar aspectos parciales del desajuste.

b) Evaluar los signos que presenten como mecanismo de andlisis de
error no aleatorio.

c) Realizar ajustes resistentes por zonas para detectar comportamientos
peculiares de la muestra con respecto a la posible relacion entre las
dos variables originales.




Se desprende de lo anterior la necesidad de evaluar los residuales en
todas y cada una de las posibles fuentes de variabilidad en los mismos.
Por ejemplo, supongamos que los sujetos impares de nuestra muestra
fueran de sexo masculino y los pares de sexo femenino. No seria dificil
establecer la misma evaluacién grafica de la figura 3.11 incorporando esta
informacidn y asi poder detectar si la agrupacién de los sujetos mediante
la variable sexo supondria un elemento de distorsion en el posible ajuste
posterior. La figura a la que nos referimos seria la siguiente:

104 -
R *
E
S *
I *
D 04 * * -
U * *
A *
L
-104 . * -
i I T T U I | T
9 18 27 36 42

TIEMPO ENSAYO (Minutos)

Fig. 3.12. Nube de puntos entre los residuales y los valores de X, diferenciando entre Hombres (.)

y Mujeres (*).

Esta grifica muestra que la incorporacion de esta informacién no per-
mite establecer algin efecto especial, de forma que la variable controlada
(sex0) no aporta ningun dato relevante en el comportamiento del residual.

Hasta este momento, hemos revisado el establecimiento de la linea re-
sistente y un repaso a algunas propuestas graficas de evaluacién de los
residuales. Sin embargo, parece 16gico pensar en la posibilidad de utili-
zar la informacién de que se dispone para intentar minimizar el posible
desajuste. No se trata de establecer una estrategia que minimize el resi-
dual al uso de los minimos cuadrados ordinarios, sino de intentar ajustar
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al méximo los valores ¢z los coeficientes que integran la linea resistente
para conseguir dos objetivos bdsicos:

€ 9

a) Obtener los valores de “a” y “b” con menor residual.

b) Establecer a partir de ese valor de “b” un indicador del posible
ajuste de la linea resistente.

Como sea que la linea resistente es un paso exploratorio previo a la
confirmaci6n; ;Por que no explorar también el ajuste?.

Veamos en el apartado siguiente alguna de las propuestas que a este
respecto se han efectuado.

3.2.4. UTILIZACION DE LOS RESIDUALES PARA UN
MEJOR AJUSTE DE LA LINEA RESISTENTE

En este apartado, como ya se ha comentado, abordaremos una utilizacién
avanzada del residual y su vinculacién con los valores de “a” y “b” en la
linea resistente.

Como primer paso a considerar, debemos aportar aqui la propuesta de
Johnstone y Velleman (1982) relativa a un indice exploratorio de ajuste,
denominado “6” y definido por la siguiente expresion:

6 = dg(residuales)/dq(Y') (3.18)

siendo “dg” la distancia entre cuartos de cada uno de los valores referi-
dos en las expresiones (residuales y valores de Y). Este indice fluctua
entre 0 y 1y, evidentemente, si § ~ 0 sec puede pensar en un ajuste
adecuado y si § = 1, el ajuste es incorrecto. Por seguir con el ejemplo
propuesto anteriormente, nuestra linea resistente muestra un ajuste de § =
0.54. La propuesta descrita no pasa, por supuesto, por la significacién de
este valor (entre otras cosas por que se desconece su funcién de densi-
dad); simplemente se trata de obtener un descriptor del concepto abstracto
del “ajuste” de la linea resistente. En nuestro caso, el valor hallado se
encuentra en la zona intermedia, lo que permitiria pensar en un ajuste
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moderado. Recuérdese 1a existencia de un par de residuales muy altos
(sujetos 13 y 17).

Pero 1a existencia del residual merece una consideracién mayor y una
utilizacién mds exhaustiva de la que aqui se ha descrito. Es por ello que
abordamos a continuacién un par de propuestas de cdlculo de “a” y de
“b” que incorporan el residual como parte importante del proceso.

" En primer lugar planteamos la correccién en el célculo de “a” y de “b”
definida por Velleman y Hoaglin (1981). Estos autores presentan un
proceso en el cual se ajusta una linea resistente entre los valores originales
de X y los residuales que se obtienen despues de hallar “a” y “b” tal
como se¢ ha descrito con anterioridad. En caso de que la pendiente de
esta nueva linea resistente (a la que denominaremos &') sea cercana a 0
permitird aceptar el valor de “b” inicial, puesto que ello significarfa la no
existencia de relacién entre los valores de X originales y los residuales
hallados (Véase la figura 3.11 con la que esta propuesta mantiene claras
vinculaciones). En caso contrario, es decir que b’ sea claramente distinta
de 0, se corrige el valor de la pendiente original, sumandole el valor
de la pendiente hallada entre X y los residuales (b'). En términos més
formales, si b; es la pendiente de la linea resistente original y b’ es la
pendiente de la linea resistente entre los valores de X y los residuales
generados a partir de b;, podemos esquematizar este planteamiento del
siguiente modo:

Sib’' ~ 0 b, puede aceptarse como ajustada
Sib's 0 se establece una nueva pendiente (b;)
definida por by = by + b’

Si se ha llegado a establecer una nueva pendiente (by) serd necesario
repetir este proceso hasta llegar a un valor de (b}) que muestre unos
residuales que sean totalmente independientes de los valores de X. Es
decir, debemos repetir este proceso hasta encontrar un valor que cumpla
la condici6n establecida que supone que (b)) ~ 0.

Puede darse el caso de que en algin paso de este proceso se determine un
valor positivo de b; y en el siguiente ese valor sea negativo, es decir que
b(i+1) sea negativo. Ello supone determinar que entre esos dos valores
se encuentra el valor de “b” que mejor ajusta a la nube. En tal caso, se
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propone estimar ese valor de “b” mediante la siguiente expresion:

bery = bi — {B} - [(b: — b))/ (6} — bs_p))]}  (3.19)

Por lo que se refiere al valor de “a” se determina su constancia en todos
los pasos, es decir se escoge 1a solucién inicial como dnica. De modo
que esta correccion sélo influye en la estimacion del valor de “b”.

Veamos como se aplicaria este procedimiento en nuestro datos. En la
tabla 3.2 disponemos de los valores de X y de los residuales generados
por la linea resistente hallada que, recordemos, adopta la expresion:

Y = 31.94 + 0.49(X) (3.20)

Con esas dos series de datos podemos establecer, de acuerdo con el pro-
cedimiento general de estimacién de la linea resistente, los siguientes
valores resumen de cada tercio (recuérdese que se tratan de medianas de
cada tercio, una vez ordenados los valores segin X):

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior
Valor X X; =155 Xm =215 X, =380
Residual R; = 0.435 R,=0125 R,=-107

No debe sorprender encontar en el tercio superior un valor negativo de
mediana del residual, puesto que ¢l orden lo determina X no los re-
siduales, y en consecuencia es factible hallar una mediana en el tercer
tercio menor que en el primer o segundo tercio. Con esos datos podemos
establecer la linea resistente del primer paso entre X y R:

B, = (R, — B:)/(X, — X;) = —0.067 (3.21)

Con este valor de 5] muy cercano a 0, podemos pensar en aceptar la
primera solucién (b; = 0.49) como adecuada. En caso de desear un mayor
ajuste, corregimos ¢l valor de b de acuerdo con la siguiente férmula:

by = by + b, = 0.49 — 0.067 = 0.423 (3.22)

De este forma, la nueva linea resistente después de este primer paso

quedaria con los siguientes valores (recuérdese que el valor de “a” no se
ve afectado por esta correccion):

Y = 31.94 + 0.423(X) (3.23)
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Deberemos repetir el proceso anterior con la nueva linea resistente. Vea-
mos que resultados muestra este procedimiento aplicado a 1a nueva linea
rcsistente hallada. Con estos valores de “b” y “a” se consiguen unos
residuales distintos, obviamente, a los que se detallan en la tabla 3.2 y

que a continuacién relacionamos (Tabla 3.3)

Tabla 3.3. Relacion de residuales de la linea resistente Y = 31.94 + 0.423(X).

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior

1.25 -5.82 -13.32
9.56 -9.09 1.25
-2.29 5.06 441
1.29 3.79 1.56
-7.98 2.37 15.72
4.60 2.10 -1

En las figuras 3.13 y 3.14 se muestra la exploracion grifica de estos resi-
duales, de forma analoga a la ya planteada en las figuras 3.10 y 3.11. No
¢s necesario efectuar comentario alguno respecto a este punto puesto que
¢l comportamiento de los residuales es practicamente igual al encontrado
en el paso inicial.
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Figura 3.13. Nube de punios entre los valores de X y los residuales de la segunda linea resistente.
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Figura 3.14. Diagr- “a de caja y Diagrama de Tronco y Hojas de los residuales de la segunda linea

resistente.

Con los datos de la tabla 3.3, podemos establecer los siguientes valores
resumen:

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior
Valor X X; =155 Xm =275 X; =380
Residual R; = 1.273 R, =2235 Rs=1409

En virtud de esos valores, podemos establecer un nuevo valor de &', en

este caso
'2 =(Rs — R)/(Xs - X;) = 0.006 (3.24)

que es préacticamente igual a 0 y que reduce este valor con respecto a
by (-0.06). Si aceptamos este segundo paso como mds ajustado que el
primero, el valor de “b3” final dependeré de este nuevo valor de b).

Tal como se ha dicho con anterioridad, no podemos establecer el valor
de b3 de forma directa a través de la expresién (b, + b)) puesto que b}
y b, son de signo distinto. Asi pues, deberemos establecer ese valor
utilizando para ello la estimaci6én definida anteriormente, que en nuestro
caso adoptaria la siguiente forma:

by = by — {b5 (b2 — b1)/ (05— ¥})]} =
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0.423 — {0.006[(0.423 — 0.49)/(0.006 + 0.06)]} =
= 0417 (3.25)

Asf, 1a nueva ecuacién que surge de este segundo paso se puede plantear
del siguiente modo:
Y = 31.94 +0.417(X) (3.26)

Con esta ecuacién, y teniendo en cuenta que b, = 0, podemos acep-
tarla como la més ajustada a nuestra nube de puntos inicial, con lo cual
podemos definir la siguiente tabla resumen global:

Tabla 3.4. Lineas resistentes halladas en los distintos pasos segiin la técnica de Vellernan y Hoaglin
(1981).

PASO LINEA VALORES DE ¥’
0 Y = 31.94 + 0.490(X)
1 Y = 31.94 + 0.423(X) ¥ = —0.067
2 Y =31.94+0417(X) b} = 0.006

Una forma répida de evaluar el efecto en el ajuste de este proceso de
correccién puede realizarse mediante el indice “6” que hemos descrito
con anterioridad. Para cada ocasi6n se obtienen los siguientes valores de
6‘6’,:

Primera linea § = 0.53672

Segunda linea ¢ = 0.51792
Tercera linca 6 = 0.51016

Esos valores muestran un acercamiento a un ajuste estable de este indi-
. cador y, ademds, indica que entre la segunda y tercera linea no se dan
excesivas mejoras por lo que a los residuales se refiere.

Esta estrategia de correccién intenta explorar la relacién entre las dos
variables de forma mejorada con respecto al calculo inicial de “a” y “b”.

Como segunda propuesta de obtencién de la linea resistente presentare-
mos la que plantean Emerson y Hoaglin (1985) estableciendo un cdlculo

iterativo de “a” y “b” a partir, al igual que en el anterior tratamiento, de
los valores residuales.

Tal como hemos definido la obtencién de “a” y de “b” iniciales; sus
valores son consecuencia de lo que podriamos definir como un “ajuste
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arbitrario”. Por ejemplo, el valor de “a” se genera a partir del valorde Y
cuando (X = 0). Ello supone un excesivo supuesto si X no adopta jamas
el valor O o si ese valor es imposible (en el caso de la variable edad se da
esta circunstincia por poner un caso cldsico); ya que obviamente el valor
(X = 0) no pertenece al rango de la variable. Estos autores proponen
adoptar un valor de referencia conocido, como la media, la mediana o
la mediana de X en el tercio central de la linea resistente, entre otros.
Para nuestros propésitos adoptaremos esta tltima posibilidad, es decir,
adoptaremos como punto de referencia el valor de la mediana de X en
el tercio central. De este modo estableceremos la ecuacién de la linea
resistente en los siguiente términos:

Y =a+b(X - Xp) (3.27)

Se puede destacar claramente el hecho de que tal expresién supone simple-
mente someter a X a un valor de distdncia respecto al punto de referencia.
Esta expresion tiene sélo implicaciones para el establecimiento del valor
de “a”. Los componentes de la linea resistente quedarian definidos del
siguiente modo:

b= (Y, -Y)/(X, - X) (3.28)

% 9

lo cual es ya conocido, mientras que en lo tocante al valor de “q este
queda definido por:

@ = 1/3{[Y: = 0(Xi = Xmn)] + Yo + [Vs = b(X, - Xn)]}  (3.29)

Toda vez que el valor de la constante viene determinado por el centrado
de X con respecto al punto de referencia (en nuestro caso X,,), la con-
sideracién del residual obtenido de la linea resistente asi definida, puede
incorporar esta situacién, definiéndolo del siguiente modo:

R=Y —[a+bX - X,)] (3.30)

Al igual que Velleman y Hoaglin, estos autores proponen la utilizacion
del residual para cdlcular “a” y “b” de forma que se obtenga una es-
tabilidad (convergencia) de esos valores, a la vez que se obtenga una
correccidn del efecto del residual. La diferencia entre ambas propues-
tas reside bdsicamente en que la que hemos presentado en primer lugar

respeta la estimacion inicial de “a” corrigiendo solo “b”, mientras la que
ahora abordamos corrige ambos valores. El proceso de correccidn, al
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que nos hemos referido, se efectua mediante el cilculo de dos nuevos
componentes, surgidos de la linea resistente entre los valores de X y
los residuales. Estos componentes se denominan § para la pendiente y
v para la constante. Si § y v son cercanos a 0, el proceso de iteracién
puede detenerse y establecer los valores de “a” y de “b” sumando 6 i v

respectivamente a “a” y “b”. Los valores de 6§ y v en un determinado
paso “j” del proceso se pueden definir por las siguientes expresiones:

6 = (Rs — Rij) [(Xs — Xi) (3.31)
v = 13-{[Rij — 6;(Xi — Xim)] + Rmj + [Rsj — 6;(Xs — X)]}
(3.32)

En esta propuesta, el concepto de convergencia se asimila con el de
estabilidad, lo cual encaja perfectamente con la propuesta anterior con la
que, ya se ha dicho, mantiene evidentes paralelismos.

Veamos esta estrategia con nuestros datos. La tabla 3.1 muestra los datos
originales con los que empezaremos a trabajar. Asi, siguiendo las expre-
siones generales y en base a los valores de los resimenes de los tercios,
obtenemos:

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior
X; =155 Xm =275 X, =138.0
Y; =385 Y,, =475 Y, =495

y aplicando las formulas de célculo de “a” y “b” propuestas:

b (49.5 — 38.5)/(38.0 — 15.5) = 0.49 (3.33)
a = 1/3{[38.5— 0.49(15.5 — 27.5)] + 47.5+

+ [49.5 - 0.49(38.0 — 27.5)]} =
45.41 (3.34)

Asi la primera de las lineas resistentes adopta la siguiente expresion:
Y = 4541 4 0.49(X — Xp) (3.35)

mostrando los residuales (R) que se detallan en la siguiente tabla:
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Tabla 3.4. Relacién de residuales de la linea resistente Y = 45.41 4 0.49(X — Xy).

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior

.66 -7.22 -15.60
8.70 -10.69 -1.08
-3.28 3.33 1.94
23 1.86 -1.04
9.24 37 12.98
3.27 -.10 -3.51

Con estos valores podemos determinar los tres puntos resumen de los
residuales del modo tradicional:

R; = 0.440 R, =0.130 R, = -1.065

y a partir de ellos establecer los valores de § y v para el primer paso de
la iteracion. De esta forma, y siguiendo para ello las férmulas planteadas,
obtenemos que:

= (R, — R)/(X, - X;) = —0.067 (3.36)
v = 1/3-{[Ri — §(Xi = Xp)| + B + [Rs — 6(Xs — X)]} =
= -0.13 (3.37)

Dado que tanto § como + son cercanos a 0, la correccién es minima:

b, = by+6&=0.49— 0.067 = 0.423 (3.38)
a; = ay+7=4541—0.13 = 45.28 (3.39)

Caso de que esta correccion diera valores de “b;” y de “a2” muy distintos
de los hallados inicialmente (b; y a,), el proceso deberia repetirse hasta
que los valores de § y v entre un paso y el siguiente fuera cercano
a 0. En nuestro caso, no seri preciso reiterar, puesto que los valores
son pricticamente estables. A este respecto, nétese como el valor de
by segin Emerson y Hoaglin en nuestros datos coincide con el valor de
b, hallado segiin el esquema de Velleman y Hoaglin. No incideremos
aqui en el estudio de los residuales puesto que creemos seria reiterativo
¢ innecesario dada la igualdad entre las lineas resistentes encontradas.

Debe reconocerse que esta tltima proposicién es claramente dificultosa
por lo lento de los célculos y por la posibilidad de que el proceso de
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convergencia sea oscilante; es decir que § y 4 vayan adoptando a lo
largo de las iteraciones valores con signos opuestos. A este respecto
los propios autores remiten al proceso de Velleman y Hoaglin como mds
rapido y menos complejo en su estructura.

3.3. ANTECEDENTES DE LA LINEA RESISTENTE

El planteamiento de la linea resistente de Tukey (1977) no supone, en si
mismo, una novedad puesto que algunos autores han propuesto con an-
terioridad estrategias de modelizacién lineal parecidas. Estas alternativas
no surgieron como una solucién contraria a la estimacion clasica de los
minimos cuadrados, sino que se plantearon, en su momento, para resolver
la estimacién de los componentes de 1a ecuacién de regresién en aquellos
casos en los que las variables tratadas contienen error de medida (Marsh,
1988; Mosteller, Siegel, Trapiro y Youtz, 1985).

Clasicamente, los modelos lineales conciben a las variable X ¢ Y como
exentas de error, siendo el modelo general:

Y =a+g8Y (3.40)

siendo a y [ valores constantes pero desconocidos. La estimacién mues-
tral de los minimos cuadrados admite la existencia de error en la variable
criterio (Y'), definiéndo tal situacion con la expresion:

y=Y +v (3.41)

donde “v” es error simétrico con E(v) = 0 y variancia igual a o?(v).
Este tipo de planteamientos tipicos de la regresién permiten establecer la
ecuacion general en términos de (Gujarati, 1987):

E(ylz) = a+ Bz (3.42)

Esta expresién no contempla la existencia de error en X, con lo cual la
situacion real de error en ambas variables no se contempla. De hecho, los
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minimos cuadrados pueden modificarse para aceptar esa cuestién (Jonns-
tone y Velleman, 1982). Si, por ejemplo, se asume el error en X, al igual
que en Y, podemos definir que

g=X+u (3.43)

con E(u) = 0 y variéncia del error definida por o?(u). La expresion
general de los minimos cuadrados minimiza la siguiente formulacion:

Sly-(a+b-2))? (3.44)

pudiéndose replantear para solventar el error de medida en ambas varia-
bles, incorporando a esa expresion las varidncias de los errores (Berry,
1984):

2{ly-(@+b-2/ @) + [a -2/’ @]} (345)

Sin embargo, la solucién a esta cuestién, en la actualidad ampliamente
utilizada, provino de las propuestas efectuadas en el mismo sentido de la
linea resistente de Tukey. Por ejemplo, Wald (1940) divide €l rango de
X en dos grupos, definiendo “a” y “b” del siguiente modo:

b= [(Ymprt oY) = Vit 4+ Vo)l [(Kmar 4+
+ X)) = (Xi 4o+ Xm)] (3.46)
a = §-b7) (347)

Como se desprende de lo anterior, 1a estrategia es muy parecida a la que
aqui hemos presentado, con la salvedad de que se divide el rango de X
en dos grupos en lugar de tres. Muy parecida a la propuesta de Wald, se
dispone de la estrategia de Nair y Shrivastava (1942); los cuales dividen
en dos grupos el rango de X, estimando “a” y “b” del siguiente modo:

:—X-1=(X1+"'+Xﬂi)/ni Yl =(Y1+"'+Yni)/ni (348)
Xo= (Xnir + o+ Xnj)/nj =i ¥ = (Yaigr + o 4 Yaj)/nj — s
(3.49)

y con posterioridad,

b = (5:-%)/(T2—71) (3.50)
a = gl—b:fl 2-172—1)52 (351)
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Por otra parte, Bartlett (1949) propone la divisién en tres grupos y estima
el valor de “b” con la misma expresién que emplean Nair y Shrivastava
(1942). Se diferencia de estos autores en el cédlculo de “a” que se define
por

a=7-b% (3.52)

Por iiltimo planteamos la propuesta de Brown y Mood (1951) los cuales
dividen los valores de X en dos grupos, por encima y por debajo de la
mediana de X. Los valores de “a” y “b” se estiman ajustando a O los
residuales de ambos grupos, es decir:

meda:(Md(z) {y —a- b.?)} =0 (353)
mCdx>Md(z) {y —-—a - bz} =0 (354)

Debe afiadirse que el establecimiento de una linea ajustada a la nube
de puntos mediante estos procedimientos no es la tnica posibilidad en
el tratamiento de situaciones que no soportan una estimacién minimo
cuadritica. Como simple ejemplo de distintas propuestas de solucién
podemos citar las que se definen en Theil (1950) y Sen (1968) (Median
of Pairwise Slopes); Hampel (1971) (Breakdown bound); Gentle (1977)
(Least Absolute Residuals —LAR—); Siegel (1982) (Repeated Median
Line) o maés reciente, las estimaciones no paramétricas presentadas por
Hirdle (1990).

3.4. ANALISIS COMPARATIVO ENTRE LA
EXPLORACION Y LA CONFIRMACION

Visto lo anterior, es necesario esbozar el comportamiento distinto que en
unos mismos datos se observa con la linea resistente y con el modelo lineal
de la regresién. No se trata aqui de establecer un desarrollo exhaustivo
del modelo de la regresién, puesto que no es este el objetivo de este
texto; sino simplemente facilitar al lector una cierta evidencia empirica
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del distinto ajuste que se consigue con ambas técnicas bajo determinadas
condiciones. Para ello utilizaremos los datos presentados en la tabla 3.1,
en la que hemos efectuado los célculos de 1a linea resistente con toda la
muestra (18 sujetos) y los hemos repetido eliminando de 1a muestra los dos
sujetos (13 y 17) con residuales altos. En ambas ocasiones se consiguieron
las siguientes lineas resistentes (ofrecemos los datos sin corregir):

Muestra entera Y = 31.94 + 0.49(X) (3.55.1)
Muestra reducida Y = 30.31 + 0.54(X) (3.55.2)

Esos mismos datos tratados mediante la estimacién minimo cuadritica de
la regresién, muestran los siguientes valores resimen:

Muestra entera Y = 30.21 4+ 0.51(X) (3.56.1)
R* = 378(p = .0066)

Muestra reducida Y = 31.75 + 0.45(X) (3.56.2)
R?* = 461(p = .0038)

No abordaremos el estudio de los residuales de los modelos de regresién
en busca de anomalias, puesto que, como se ha dicho, ello escapa a
nuestros propésitos. Baste con sefialar que, si bien se obtienen ecuaciones
de regresion muy parecidas a las lineas resistentes de ambas situaciones,
debe tenerse en cuenta el elemento principal que radica en el incremento
hallado en los coeficientes de determinacién de la segunda ecuacién de
regresion con respecto a la primera (0.083) lo que conlleva una importante
reduccion en el grado de significacién del ajuste de la recta de regresién.
Con solo la reduccién de dos sujetos, se consigue reducir drdsticamente
la probabilidad de cometer un error de tipo I en el rechazo de la hipétesis
nula.

No es necesario abundar en este tema, puesto que cuanto mayor sea el
desajuste aparente de la nube de puntos inicial, o cuanto mayor sea el
nimero de sujetos “outliers”, més claro serd el sesgo en la estimacién
minimo cuadrdtica y en consecuencia, mds fécil establecer modelos li-
neales incorrectos.
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3.5. EXPLORANDO LA RELACION BIVARIABLE
CON LA LINEA RESISTENTE

Ya se ha planteado en apartados anteriores la utilidad de 1a linea resistente
para la exploracién de la forma de relacién entre las variables. Ello
es especialmente necesario cuando se pretende modelizar esa relacién
mediante estrategias lineales y no se dispone de suficiente conocimiento
previo de que tal relacién es factible. En este punto la linea resistente
ofrece un sencillo mecanismo para establecer la forma de la relacién y
unos indicadores, igualmente resistentes, para ofrecer una estrategia que
permita la mejor transformacién posible de la nube de puntos original para
establecer la necesaria linealidad de esa nube. Légicamente, los valores
de “a” y de “b” son los responsables de tal exploracion. A este efecto
definiremos tres grandes tipos de relacion entre variables cuantitativas:

a) Relacion lineal monoténica:

Se trata de una relacion en la que la velocidad de incremento o
decremento en los valores de Y se mantiene constante a lo largo
de los valores de X. La siguiente figura muestra una relacién de
estas caracteristicas:

Fig.3.15. Relacion lineal monoténica entre variables.
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b) Relacién No lineal Monoténica:

Al contrario de la anterior, la velocidad de incremento o decremento
no permanece constante a lo largo de todo el dominio. Ello implica
que en estas situaciones, al menos una vez se cambia esa velocidad.
Mantiene, con respecto a la anterior relacién, la similitud en el
comportamiento general de la funcién sin cambio de direccién. La
siguiente grifica propone un ejemplo de este estilo:

Fig.3.16. Relacién no lineal monoténica entre variables.

¢) Relacién no monoténica:

En este caso, se plantean las mismas caracteristicas de la relacién no
lineal monoténica pero con la salvedad que en este caso se presenta
al menos un cambio de direccién en la nube de puntos original. Esta
situacién, obviamente, no permite incorporar el término lineal en
su definicién puesto que jamés lo es. La siguiente figura muestra
un ejemplo de esta relacién:

Y - ce

Fig.3.17. Relacién no monoténica
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Explorar la forma de la nube original pasa por la evaluacién del valor de
“b”. Como ya se ha dicho, del comportamiento del signo de la pendiente
podemos extraer la informacién de si la nube de puntos presenta una
tendencia creciente (signo +) o decreciente (signo -). Sin embargo, aqui
no nos estamos planteando el comportamiento de la funcién de una forma
puntual, sino que deseamos explorar si es factible adoptar la linealidad
como forma de la relacién exhibida por la nube.

A partir de lo que se ha dicho, parece claro que las relaciones de caricter
lineal monoténico son las que son susceptibles de ser modelizadas li-
nealmente, y que en caso de obtener una relacién de caricter no lineal
monotdnico, debemos establecer algin mecanismo para transformar esa
nube en una relacién lineal. Obviamente en el caso de las relaciones
no monotonicas, tal empefio parece initil, puesto que el cambio de di-
reccién que las caracteriza impide su linealidad, ain sometiéndolas a
transformaciones. Es necesario, pues, definir un tratamiento especial en
las relaciones no lineales monotdnicas, puesto que son recuperables para
la linealidad. Este tratamiento pasa por dos puntos esenciales:

a) Identificar el caricter no lineal de la nube original.

b) En base a la forma original, establecer la mejor transformacién
posible de la nube para tender a la linealidad.

Con respecto al primer punto, debemos sefialar que las diferentes posi-
bilidades de obtener relaciones no lineales de las que aqui nos ocupan
(monoténicas), no son excesivamente grandes. En concreto podemos es-
tablecer cuatro grandes tipos de nubes, las cuales se esquematizan en la
siguiente figura:
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Y . Y
(A) X (B) X
Y . . Y . .
(Cc) X (D) X

Fig. 3.18. Cuatro tipos bésicos de funciones no lineales monoténicas.

Asi, es importante poder determinar que tipo de situacién es la que carac-
teriza a la nube de puntos inicial. Al margen del andlisis grifico (vedse
capitulo 2 de este texto), la linea resistente, como decfamos, nos ofrece
un sencillo mecanismo para la evaluacién que nos proponemos. Se trata
de establecer la pendiente de la linea resistente entre el tercio inferior
Yy superior por una parte y, por otra, 1a misma pendiente pero entre el
tercio medio y el superior. Con esas dos pendientes parciales, se esta-
blece una ratio entre ellas, denominada semipendiente y representada por
3(b), cuyo resultado nos informa de la existencia o no de linealidad, y
en este Ultimo caso, permite decidir la conveniencia de emplear alguna
transformacién de la nube para llegar a la linealidad. En virtud de Io
€xpuesto, recuperando para ello los puntos resumen de cada tercio de la
nube original, podemos definir:

Pendiente parcial inferior b(inf) = (Ym = Y3)/ (X — X3) (3.57.1)
Pendiente parcial superior b(sup) = (Ys = Yo ) /(X5 — Xn) (3.57.2)

Semipendiente%(b) = b(inf)/b(sup) (3.58)
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Debe tenerse en cuenta que en la expresién de %(b), la pendiente parcial
mayor (en valor absoluto) debe figurar en el denominador de esa razén.
Con ello se obtiene un valor que, como méximo, puede adoptar el valor
1.

Obviamente, aquellos valores de 1(b) menores de 0, es decir, que las
pendientes parciales son de signo contrario, indican que en la nube de
puntos original se da, como minimo, un cambio de direccién, lo que
supone que la inflexién de la funcién impide llegar a la linealidad. Un
resultado en 1(b) cercano a 1, se relaciona con una linealidad de la nube
inicial y con la posibilidad de ajustar este tipo de modelos por lo que a la
forma de la nube se refire. En consecuecia, el rango de valores de 1(b)
comprendido entre 0 y 1 corresponde a las nubes de puntos bivariables
que no son lineales pero si son monoténas crecientes o decrecientes, y
hacen factible pensar en alguna transformacién de la nube. Las nubes
que se muestran en la figura 3.18 son las prototipicas de esta situacién,
0 sea, son las especialmente indicadas para estudiar las transformaciones
de esa nube.

El siguiente cuadro presenta un breve resumen de las distintas posibili-
dades a partir del valor de 1(b).

Cuadro 3.2. Criterios generales de interpretacién de la semipendiente %( b).

VALORES DE 3(b) TRATAMIENTO DE LA NUBE
ORIGINAL

09< 30 <1 La relaci6n es lineal, permite el em-
pleo de tales modelos

0.5 < 1(0) <09  Una transformacién adecuada permi-
tird obtener linealidad.

0<1(0) <05 Es factible plantear una transfor-
macién en X o en Y para conseguir
linealidad. Si }(b) es muy cercano
a 0 o la nube es muy curva, proba-
blemente no consiga la linealidad ni
transformando

1) <0 No es factible ninguna transformacién
puesto que esta situacion indica un
cambio de direccién en la funcién.
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Con ello llegamos al segundo punto de los anteriormente planteados, el
que se refiere al establecimiento de la mejor transformacién de la nube.
Como primer aspecto, debemos hacer hincapié en la necesidad de la ins-
peccion visual de la nube, una vez la semipendiente pone de manifiesto la
no linealidad de la misma. El proceso de transformacién debe articularse
en base al movimiento necesario de la nube para “enderezarla”, es decir
reducir o aumentar el rango de una o de ambas variables (encoger o exten-
der en términos mds descriptivos), para llegar a la linealidad. Este es un
proceso mds artesanal que tecnolégico, puesto que es importante adoptar
la estrategia precisa, y lo mds simple posible (son preferibles las trans-
formaciones menos complejas a las més sofisticadas) que conduzca a una
nube lineal. El cuadro que a continuacién exhibimos presenta de forma
esquemdtica una simple guia para elegir el mecanismo de “extensién” o
“encojimiento” de las variables en base a las nubes de la figura 3.18.

Cuadro 3.3. Estrategia de transformacién para funciones no lineales.

TIPO DE PENDIENTES ACTUACION SOBRE EL RANGO
RELACION PARCIALES X Y
. e b(inf)>b(sup)
. Reducir Aumentar
ambas +
. b(inf)>b(sup)
. . Reducir Reducir
ambas -

. b(inf)<b(sup)

. . Aumentar Reducir
ambas +
. . b(inf)<b(sup)
. Aumentar Aumentar
ambas -

No se trata aqui de efectuar un andlisis exhaustivo de los diferentes pro-
cedimientos de transformacion, sino la de mostrar la utilidad de la linea
resistente en este dmbito. Por otra parte, son conocidas la mayoria de
estrategias para aumentar o reducir (extender o encojer, respectivamente)

161




el rango de las variables originales. Sin embargo, remitiendo al lector a
la exposicion de este tema en el segundo capitulo de este texto, podemos
presentar el siguiente cuadro resumen de algunas de las transformaciones
clasicas en este tipo de situaciones:

Cuadro 3.4. Posibles transformaciones en funcién del tipo de relacién original.

TIPO DE PENDIENTES TRANSFORMACIONES
RELACION PARCIALES X
. e b(inf)>b(sup) Log (X) Yz vy?
. ambas + (-1/X) etc.| etc...
. b(inf)>b(sup) Log (X) Log (Y)
~ ambas - etc... etc...
. b(inf)<b(sup) xz x3 | Log (Y)
- ambas + etc... etc...
. . b(inf)<b(sup) X2 Y2
i ambas - etc... etc...

Como se ha dicho, el cuadro anterior sélo persigue ofrecer un esquema
inicial de actuacién para la transformacién de los datos originales y con-
seguir, asi, la linealidad de la nube. El papel de la linea resistente es el
de aportar, en base al estudio de las pendientes parciales y de la semi-
pendiente, evidencia empirica para poder establecer la mejor actuacién
posible en el tratamiento estadistico de los datos. A continuacién, vere-
mos este proceso en un rdpido ejemplo.




3.6. EXPLORACION DE UNA NUBE DE PUNTOS
MEDIANTE EL ANALISIS DE LA SEMIPENDIENTE
(CASO PRACTICO)

Mostraremos 1a utilizacién de la pendiente con unos datos recogidos en
una muestra de 15 sujetos. Se desea estudiar la relacién existente entre el
lenguaje escrito natural y la edad de los sujetos, pensando que el nimero
de estructuras lingiiisticas complejas que pone en prictica el sujeto en la
redaccién de un texto libre de duracién controlada, depende en gran parte
de la maduracién del sujeto. En esa muestra se obtuvieron los datos que
se reflejan en la tabla nimero 3.4:

Tabla 3.4. Matriz inicial de datos.

SUJETO EDAD NUMERO ESTRUCTURAS

1 8 6
2 9 7
3 9 6
4 10 7
5 12 8
6 13 10
7 13 12
8 14 14
9 15 17
10 16 24
11 17 40
12 18 42
13 19 48
14 19 52
15 19 51

En la tabla anterior se han destacado los tres tercios de valores, segiin el
rango de X, para facilitar el seguimiento de los diferentes pasos.
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En primer lugar, podria pensarse en el ajuste de un modelo lineal con-
firmatorio en el que el mimero de estructuras se defina como variable
criterio y la edad como variable regresora. Un andlisis de este intento
muestra un coeficiente de determinacién de R? = 0,95(P = 0.0000),
lo cual podria llevar (dejando al margen el habitual y clésico anlisis de
los residuales) a considerar a la ya obtenida ecuacién de regresién [V =
-37.71 + (4.31 -X)] como un modelo adecuado para, como minimo, des-
cribir 1a relacién entre ambas variables. Si estos datos se abordan desde
una perspectiva exploratdria, la linea resistente que se obtiene presenta la
siguiente expresion:

Y = -344+4.1(X) (3.59)

Se observan evidentes semejanzas entre la ecuacién de regresién y la
linea resistente establecida a partir de nuestros datos. Como dato com-
plementario, se obtiene en esta linea resistente un valor de ajuste de 6 =
0.51 (vease 1a definicién de é en este mismo capitulo). Sin embargo, una
inspeccién visual de la nube de puntos original muestra que la relacién
lineal es méis que dudosa. La siguiente figura muestra tal situacién:

1 1 1 l 1 1 H

52. 5- b
N .
U
M )
P 35- ) g
A
L
A i
B
R 17.5 i i
A )
S )
0.. =
I ] I I | | 1
9 12 15 18

Fig. 3.19. Nube de puntos original ente las dos variables de la que se desprende una relacién no

lineal monoténica.
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En la figura sefialada se advierte que 1a relacién entre ambas variables es
de carécter monoténico (no cambia de direccién) pero no lineal.

Esta sospecha puede ser confirmada o desmentida mediante el anilisis de
la “semipendiente™ generada a partir de los datos de la nube. Asi, las me-
dianas correspondientes a cada tercio muestran los siguientes resultados:

Tercio Inferior Tercio Medio Tercio Superior
X;i=9 X,=14 X;=19
Y, =7 Y, =14 Y, =48

En consecuencia, podemos definir los siguiente valores:

b(inf) = (14-7)/(14—9) =14 (3.60.1)
b(sup) = (48— 14)/(19 - 14) = 6.8 (3.60.2)
%w):14m3=02m (3.61)

El resultado obtenido en 1(b) = 0.206 muestra claramente la idea de la
inexistencia de linealidad en la nube original (vedse cuadro nimero 3.3).
A la vista de esta circunsténcia, abordaremos el resultado de una simple
transformacién en la nube original para obtener una relacién monoténica y
lineal. En base al cuadro mimero 3.4, y por no complejizar esta cuestion,
transformamos los valores de X elevéandolos al cuadrado y los valores de
Y obteniéndo su logaritmo neperiano. Con ello conseguimos el aumento
(extension) de X y la reduccién (encojimiento) de Y, de forma que dis-
ponemos de unas nuevas variables, a las que nos referiremos como X’ e
Y’, y que se definen del siguiente modo:

X' =X*  Y'=log(Y) (3.62)

Una vez efectuada esta transformacion, la nube de puntos resultante se
muestra en la siguiente figura:
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EDAD TRANSFORMADA
Fig. 3.20. Nube de puntos obtenida después de la transformacién de X y de Y(X', Y")

En esta iltima figura, se observa una mayor linealidad que en la original,
de forma y manera que podemos estar en condiciones de la exploracién y
posterior confirmacién, de estrategias de andlisis lineal. Si reproducimos
los célculos efectuados anteriormente, pero con la nube transformada, se
obtienen los siguientes resultados:

Ecuacién de regresién: Y = 1.180 + 0.00769(X) (3.63.1)
R? = 0.98(p = 0.0000)  (3.63.2)
Linea resistente: Y =1.356 + 0.06875(X) (3.63.3)

Pendiente parcial inferior b(inf) = 0.006026 (3.63.4)
Pendiente parcial superior b(sup) = 0.007464 (3.63.5)
Semipendiente %(b) = 0.81 (3.63.6)

Valor del indice 6§ =053

A la vista de estos resultados, y de la inspeccién visual de la figura 3.20,
podemos analizar las consecuencias de la transformacién de la nube. La
forma lineal de la relacién parece clara, como lo asevera el valor de la
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semipendiente (muy cercana al nivel ideal), siendo también adecuados
los resultados de la linea resistente y del ajuste de la ecuacién de re-
gresién. El dnico indice que se mantiene constante antes y después de la
transformacion es “4”, lo que indica que ni antes ni ahora se dan valores
“outliers” en los residuales.

Ya hemos mencionado que este caso prictico debe completarse mediante
un exhaustivo andlisis de los residuales, tanto en la versién exploratéria
como confirmatoria. Sin embargo, sirvan estos datos minimos para po-
ner de manifiesto la utilidad de la linea resistente y de las estrategias
estadisticas que de ella se derivan en el estudio de nubes de puntos biva-
riables.

3.7. ASPECTOS MATEMATICOS DE LA TRANSFOR-
MACION DE NUBES DE PUNTOS BIVARIABLES

En este apartado queremos presentar una propuesta relativa a la trans-
formacion de nubes de puntos no lineales que, a diferencia del apartado
anterior, emplea para su desarrollo algunos aspectos matemdéticos mas
complejos. Su utilidad estriba en la mezcla entre un enfoque estadistico
mds clasico con las consideraciones gréficas y resistentes que propugnan
las técnicas E.D.A.

El planteamiento al que nos referimos estd desarrollado por Emerson
(1982), el cual define un proceso matemdtico de transformacién para
cada una de las situaciones bésicas del andlisis estadistico (transforma-
ciones univariables para establecer simetria, o reduccién de la variacién,
0 una determinada curtosis, transformaciones de tablas de contingencia,
etc...) basadas en estadisticos resistentes. De entre todas las situaciones,
aqui presentamos la que se refiere a las nubes de puntos no lineales. El
esquema de esta propuesta se encuentra en Emerson y Stoto (1982) y,
como deciamos, se desarrciia en E..icrson (1982). En concreto, partimos
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de una serie de “n” puntos (X}, Y;) originales que no se ajustan a una re-
lacién lineal. Emerson propone como mejor transformacién para obtener
linealidad, transformar los valores de Y con el establecimiento de una
transformacion de potencia con un exponente igual a “p”. Se trata, pues,
de identificar el valor adecuado de “p” para alcanzar el objetivo deseado.

9

Partimos pues, de una serie de “n” puntos como los siguientes:
{(X1, 1) (X2, Y2) ... (X1, Yn)} (3.64)

Apliquemos una transformacién de potencia (®) a la variable Y con un
exponente (p). De este modo los puntos anteriores quedarian definidos
como:

{[X17 ‘D(}/l)] [(X27 Q(Y'Z)] A [(X'n., Q(Yn)]} (365)

Definamos dos valores representativos en cada variable. Como es propio
de la técnicas E.D.A. seleccionamos Med(X) y Med(Y) como puntos re-
presentativos y, por supuesto, Med{®(Y )} para la variable transformada.
Si 1a transformacién propuesta nos debe llevar a la linealidad, el modelo
general debe adoptar la siguiente expresion:

3(Y) — Med{®(Y)} = K[X — Med(X)] (3.66)

Obsérvese que si en este modelo anterior, la transformacion se efectua
con una potencia “P = 0", obtendriamos el modelo general ya conocido,
puesto que se generaria el logaritmo de las transformaciones o, lo que
es lo mismo, los valores iniciales, de modo que la expresién anterior se
reformularia como:

Y — Med(Y) = b[X — Med(X)] (3.67)

Esta operacién requiere, pues, en primer lugar disponer de la evidencia
de que la nube original no es linecal. Emerson, ante la no linealidad de
los datos iniciales sefiala que una transformacién que se basara solamente
en el centrado de la variable Y con respecto a su mediana no resuelve
la cuestién de modo satisfactorio, toda vez que tal tratamiento genera
valores negativos y positivos, lo que hace mds complejo el anélisis. Por
contra, establecer la transformacién de Y en base a una potencia puede
no dar lugar a esa situacién. Asi definiremos la variable transformada,
que por comodidad denominamos:

Y)=YP=2 | (3.68)




Con Z representamos los nuevos valoresde Y. Se mantiene una expresion
importante, puesto que si p es distinto de 0, se cumple que:

Y =2z0/m  Med(y) ~ Med|[Z(1/7)] (3.69)

Desarrollando 1a serie Z(1/P) ep una serie de Taylor con respecto a
Med(Z) se obtiene finalmente (no incorporamos todos los pasos de Emer-
son) la siguiente expresién:

Y —Med(Y) - b[b - Med(X)] ~ (1 - p)-[b}(X - Med(x))2/2Med(Y)]
(3.70)
siendo “b” 1a pendiente de la linea resistente que se ajusta a la nube inicial

46 3

y siendo “p” el valor desconocido de la potencia que se desea obtener,
Para obtenerlo, se siguen los siguientes pasos:

a) Establecimiento del valor de la pendiente (b) de 1a linea resistente
original, tal y como se ha mostrado en los apartados correspondien-
tes de este mismo capitulo.

b) Transformar los valores de X en X' con la siguiente expresion:
X' = [b*(X - Med(X)?] /2Med(Y) (3.71)

que como se aprecia corresponde a la derecha del ~ de la expresién
anterior.

¢) Transformar Y en Y’ de la siguiente forma:
Y=Y - Med(Y) - b[Xx - Med(X)] (3.72)
que corresponde a la izquierda del & de 1a expresion general.

d) Establecer la nube de puntos entre X’ (ordenadas) e Y’ (abcisas) de
forma que, 16gicamente, deben definir una nube claramente lineal
con un valor de pendiente (m) cercano a 1.

e) Establecer el valor de P = (1 - m), de forma que la transfor-
macién ideal a la que someter a Y sea la de elevar sus valores a
ese exponente (1 — m).
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La evidencia empirica que presenta Emerson avala esta propuesta de trans-
formacion, que si bien es un tanto compleja de realizacion, facilita obtener
la linealidad deseada de una forma casi segura.

Para finalizar estos apartados dedicados a las transformaciones de nubes
de puntos bivariables, debemos remitir al lector a algunos trabajos que
desarrollan este punto en toda su dimensién. Por ejemplo, si nos inte-
resamos por transformaciones en andlisis confirmatérios, Box y Tidwell
(1962) y Box y Cox (1964) trata ampliamente esta cuestiéon. Si emplea-
mos un enfoque exploratério, como el aqui presentado, Tukey (1977) y
Tukey y Mosteller (1977) y Leinhardt y Wasserman (1979) son excelentes
desarrollos de toda esta temética.

Como ejemplo de la propuesta de Emerson, podemos retormar los datos
de la tabla nimero 3.4, los cuales estén representados en la figura mimero
3.19. Veiamos en esa nube original la existencia de una relacién no lineal.
Intentaremos llegar a la linealidad a través del planteamiento que nos
ocupa en este apartado, aunque sélo lo haremos a nivel grafico para no
reitarar datos ya calculados.

En consecuencia con lo anterior, los datos necesarios para llevar a cabo
este objetivo son los siguientes:

Med(X) = 13.5 Med(Y)=13.0 “b” = 4.1

recordando que el valor de la pendiente se halla a través de la linea
resistente. Como primer paso, sometemos a los valores de X yde Y a
la siguiente transformacion:

Y = Y -Med(Y) - b(X ~Med(X)) =y — 13 — 4.1(X — 13.5)
(3.73.1)

X' = [b(X —Med(z))?]/2-Med(Y) = 16.81(X — 13.5)?/26
(3.73.2)

Con estas transformaciones, la nube de puntos resultante sigue la siguiente
figura:
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Fig. 3.21. Nube de puntos consecuencia de la transformaciéon de X e Y propuesta por Emerson.

Si en la figura anterior, asumimos su linealidad (lo cual no es excesi-
vamente dificil), obtenemos un valor de pendiente igual a 0.82728, lo
cual, dado su valor cercano a 1, pone de manifiesto esa linealidad de la
que habldbamos. Siguiendo con el esquema de Emerson, la mejor trans-
formacién de la nube original pasa por una transformacién de potencia
aplicada a Y con un exponente (p = 1 — m) siendo “m” el valor de la
pendiente hallada en la nube de la figura 3.21. Asi, el valor del exponente
seria;

p=1-m=1-0.82728 = 0.17672. (3.74)
Transformando Y en el sentido descrito, es decir generando una Y” con

la siguiente expresién:
YII — Y0.17672 (3.75)

se obtienen una nube de puntos (sin modificar los valores de X ) clara-
mente lineal. La figura 3.22 muestra esa nube transformada.
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Fig.3.22. Nube de puntos una vez aplicada la transformacién de potencia a Y con exponente igual
a 0.17672.

Como hemos dicho, no entraremos en el andlisis concreto de cada mo-
delo, pues con la evidencia grafica pensamos que es suficiente para hacer
patente las caracteristicas de esta posibilidad de transformacién de Y.

3.8. UNA APROXIMACION EXPLORATORIA A LA
CORRELACION PARCIAL

Como ultimo apartado de este capitulo mostramos un breve comentario a
la concepcidn del coeficiente de correlacién parcial desde una perspectiva
exploratéria de las técnicas E.D.A.

Con ello queremos introducir, aunque de forma breve, la concepcién de
los modelos lineales miiltiples, es decir con mds de dos dimensiones.
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De hecho, esta cuestién se enmarca en una temadtica mas amplia, puesto
que no es desdefiable la repercusion de la correlacion parcial en la cons-
truccién de modelos lincales confirmatérios; ya sea por su vinculacién a
Ia tolerancia (Searle, 1971; Doménech y Riba, 1985), o por su relevan-
cia en la evaluacién causal de efectos complejos (Cliff, 1983; Guardia y
Amau, 1991).

Es ampliamente conocida la estructura del coeficiente de correlacion par-
cial, 1a cual se puede esquematizar, en forma de estructura lineal, a partir
de la concepcién general que indica que este tipo de correlacion pre-
tende evaluar la relacion entre dos variables controlando el efecto de una
tercera. Asi, si hemos definido la expresion resistente

Y =a+b(X4) (3.76)
deseamos ahora, evaluar la relacion
Y =d +¥(X3) (3.77)

asumiendo que X; y X, no son independientes entre si. A través de la
estimacién minimo cuadritica tipica de los modelos de regresién confir-
matorios, podemos llegar a la evaluacion de esa relacion parcial de una
forma 1é6gica. Por ejemplo, definimos los residuales (Y’) que se originan
en ¢l modelo que vincula a Y con X;:

Y'=Y - (b1X1 + al) (3.78)

y por lo que se refiere a los residuales (X3) relativos a la relacién entre
X2 Yy XIZ
Xé =X, — (b2X1 + az) (3.79)

Evaluar la aportacién que X, efectua a Y, controlando X, pasa simple-
mente por analizar el modelo confirmatério que puede determinarse del
siguiente modo:

Y, = bg(Xé) + as (380)

Como se ve, intentamos analizar si existe relacién entre los residuales de
Y = f(X;) y los residuales de X; = f(X;); de manera que se obtiene
una igualdad evidente:

T(Y’Xé) = T(Y)(z . Xl) (381)
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No incoporamos aqui expresiones puntuales para la determinacién de un
coeficiente de correlacion parcial, por otra parte ampliamente conocidas,
ni acerca de la significacién del mismo, puesto que es igualmente cono-
cido; sino que se propone efectuar la misma evaluacion a través de los
indicadores de las técnicas E.D.A. derivadas de la exploracién lineal o
linea resistente bivariable.

Si se trata de evaluar si existe relacién entre los residuales de Y = f(X 1)
y de X; = f(X;) mediante la expresién lineal de Y, tal relacion puede
estudiarse a través de los indices explorat6rios de la linea resistente. En
concreto podemos recuperar la propuesta de Jonhstone y Velleman (1982)
para evaluar el ajuste de una linea resistente. Es factible definir los
residuales que se derivan de Y’ = f(X}) de la siguiente manera:

Y" = YI - (b3Xé + a3) (382)

recordando que Y’ es el residual de Y = b;X; + a1
X} es el residual de X, = b X + a3

De esta forma el valor de variacién de Y’ no explicado por X}, que
de forma confirmatdria se establece en base al coeficiente de correlacién

parcial, se define por
1 - [r(X2Y - X1)]? (3.83)

y aplicando las estrategias exploratérias podria estimarse con el indice 8
de los mencionados autores, obteniéndose:

§ = (dgY")/(dgY") (3.84)

siendo dq la distancia entre cuartos de esas dos series de residuales.

Ya se ha comentado la necesaria incorporacién de este tipo de andlisis
parciales en los modelos que nos ocupan, puesto que su valor dirige
tanto la evaluacion de efectos entre las variables regresoras (tolerancia,
colinealidad, sesgo en las estimaciones, ....) como por lo que se refiere
al contenido causal, si el disefio lo permite, de la interpretacién de los
efectos hallados.

Para mostrar la utilidad del indice “é” aplicado a la evaluacion del co-
eficiente de correlacién parcial, utilizaremos unos datos propuestos por
Berry y Lewis-Beck (1986), en los que se evalua a 13 estados de U.S.A.
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en las siguientes variables: Indice de consistencia cognitiva, porcentaje
de sujetos con estudios medios en cada estado e indice de competitividad.
Se propone establecer un modelo de regresién miiltiple que establezca el
indice de consistencia cognitiva en funcioén de las otras dos variables.
Como dato inicial ofrecemos la matriz de correlaciones que se genera;

Con. Cognitiva (YY) 1.0000
(%) Est. Medios (X;) .6921 1.0000
Competitividad  (X;) .6499 4660 1.0000

Como primer andlisis hemos obtenido el coeficiente de correlacidn parcial
MY X2 - X) = 0.51256. Intentaremos llegar a un dato aproximado a este
a través del indice “6” que hemos propuesto anteriormente:

En primer lugar, obtendremos la ecuacion de regresion (con estimacion
OLS) que se genera a partirde Y = f(X1):

Y = —0.31766 + 0.01213(X;) (3.85)

A continuacion reproducimos este andlisis, pero ajustando la funcién
X, = f(X,), de donde:

X, = —15.23873 + 0.81304(X,) (3.86)

Generamos los valores residuales de cada una de esas dos ecuaciones de
regresion de modo, que disponemos de dos nuevas variables:

Y' = Y - (-0.31766 + 0.01213 - X;) (3.87.1)
X, = X,-(-15.23873+0.81304- X1)  (3.87.2)

A continuacién, siguiendo nuestro esquema de actuacién, obtenemos la
estimacién (OLS) de la funcién lineal Y’ = f(X3), obteniendo:

Y’ = 0.0000626 + 0.00420( X}) (3.88)

y, del mismo modo que en las ecuaciones anteriores, se puede definir los
residuales de Y, de la siguiente forma:

Y" =Y’ - (0.0000626 + 0.00420 - X, 3.89
2

Con las distribuciones de Y’ y de Y” podemos establecer el indice “6” a
traves de la distancias entre cuartos de Y' e Y”

§ = dgY"/dgY’ = 0.66 (3.90)
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Segiin el planteamiento efectuado, la relacién entre el coeficiente de co-
rrelacion parcial [r(Y X; - X)) y el indice “6” es la siguiente:

1-[(YXy- X))~ 6 (3.91)
de donde puede calcularse que:
1 —(0.51256)% ~ 0.66 (3.92)

Se observan unas ligeras diferencias en el valor de ambos indices, pero
en ningin modo suficientes como para llegar a conclusiones distintas con
cada uno de ellos.

En lineas generales, no proponemos la utilizacién del indice “6” como
substituto del coeficiente de correlacién parcial, toda vez que este tltimo
es mds rdpido de célculo que el primero. Simplemente, mostramos con
este andlisis comparativo, la igualdad en la sensibilidad de los indices
clasicos con los que proponen las técnicas E.D.A; en especial en lo que
se refiere a la conjuncién del enfoque confirmatério y exploratério como
es el caso de los modelos lineales miltiples que han ocupado nuestra
atencion.




4. TECNICAS DE SUAVIZADO

4.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo abordaremos la temdtica del alisamiento
(—suavizado— “smoothing™). Diversos autores como C. Goodall (1.990),
reconocen que probablemente la tarea fundamental del andlisis de datos
resida en descubrir y resaltar los patrones que estdn presentes en ellos. En
el capitulo anterior ya se ha abordado esta perspectiva desde la utilizacién
de la técnica de la linea resistente en el proceso de modelado, pero tal
y como sugieren Velleman y Hoaglin, 1.981 cuando se trabaja con dos
variables que presentan una estructura de relacién, a veces serd més inte-
resante la busqueda de patrones mas generales que el proporcionado por
una linea recta. Es decir interpretando a los mencionados autores, si en
el capitulo anterior se promocionaba la utilizacién de transformaciones
para obtener la linealidad, en esta técnica del suavizado la intencién re-
side en descubrir cual es el patrén que mejor ajusta a los datos y que no
necesariamente ha de ser el lineal.

Generalmente este tipo de proceder se circunscribe a las situaciones en
que se dispone de una secuencia de datos identificable como una “serie
temporal”, aunque desde nuestro punto de vista no debe ser necesaria-
mente la variable tiempo la que marque el orden de los datos dentro de
la serie. Desde una perspectiva mas amplia consideraremos que nos ha-
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llamos ante una secuencia de datos que presentan una forma especial de
relacion, donde una de sus variables es importante especialmente por el
orden que esta especifica. De todas formas cabe recoger la sugerencia de
Tukey, 1.977 respecto a que los valores que proporciona la variable que
nos permite la ordenacién deben ser equidistantes entre si.

En conexién con el capitulo de linea resistente podriamos establecer que
la intencién de la técnica que se plantea, consiste en conseguir una des-
cripcién simple de la variable “Y” (dependiente) en funcién de la variable
*“X” (independiente) descomponiéndose cada dato a partir de la siguiente
expresién general:

Dato = Ajuste + Residual (Data = Fit + Residual)

Evidentemente en el modelo planteado se pretende que la parte de ajuste
intente recoger la mayor parte del patron subyacente en los datos, de
forma que se minimice la parte correspondiente al residual del modelo.

Pero desde 1a perspectiva del alisado se utiliza un tipo de descomposicién
que representa un caso especial de la anterior ecuacion, separando cada
dato en una parte alisada y una parte rugosa:

Dato = Parte Lisa + Parte rugosa (Data = Smooth + Rough)

donde la parte alisada no pretende ser una descripcién mediante una for-
mula sino simplemente una curva alisada que recoja a gran escala la
estructura o conducta de la secuencia de datos, y por consiguiente la
parte rugosa contenga la menor parte de estructura que seca posible, es
decir sea un proceso de caracteristicas de ruido blanco. Las técnicas de
alisado son una aproximacién simple para descubrir estas estructuras con
el minimo de presuposiciones “a priori” de como debe ser este patrén. La
unica suposicion tal y como recoge C. Goodall (1.990) reside en que la
relacién entre las variables es alisada, la mayoria de las veces una curva
continua, que no cambia ripidamente y que puede incluir un pequefio
nimero de pasos o transiciones.

Una cuestion importante a remarcar se halla en que no necesariamente
nuestro interés debe residir inicamente en la parte alisada sino que de-
bemos resaltar la necesidad de analizar el componente residual o rugoso
tal y como hemos mencionado en capitulos anteriores, y que desafor-
tunadamente la tradicion en la utilizacion de este tipo de técnicas no ha

178




contemplado. Quizds como sefialan Velleman y Hoaglin, 1.981, a causa
del nombre con que se conocen (Técnicas de Suavizado o Alisamiento).

Considerando por tanto que el proceso de establecimiento de la estructura
puede ser llevado a cabo mediante el ajuste de una curva, de forma “casi
visual” (mediante inspeccién visual) a la nube de puntos formada por la
representacion de los individuos en el espacio de las variables, es evidente
que el ruido presente en los datos serd el que nos impedird o dificultard
la visualizacién de cual es el patrén del proceso que los ha generado,
por ello cabe plantearse la utilizacién de las técnicas de alisado como un
proceso més de filtrado de los datos, encaminadas a eliminar o aislar este
componente de la parte alisada (smooth).

Observese a modo de ejemplo la figura 4.1! que recoge el mimero de
licencias de viviendas de nueva construccién concedidos mensualmente
desde Enero de 1.965 hasta Diciembre de 1.975 en los EEUU, obviamente
se hace dificil interpretar la existencia de ningiin tipo de patron en los
mencionados datos. Por otra parte observese la figura 4.2 correspondiente
a los mismos datos que la anterior sometidos a un proceso de suavizacion,
se puede constatar un patron ciclico aproximadamente anual que recoge
un ascenso progresivo de las licencias durante los 8 primeros meses de
cada afio, seguido de un descenso gradual durante los cuatro dltimos.

u 132 cases
G Plot of VOO0Ol( 1) X-axis is sequence
>>> All cases shown.
135167.00 One tick on x =1.82 units. on y =5358.11

2 -

- -X-X]

2 - 2"

Fii 11.00 sequence 132.00
pe 33363.00

Figura 4.1. Gréfica correspondiente al nimero de licencias de viviendas de nueva construccion en el
periodo 1.965 1.975 en los EEUU.

1. Todos los grificos presentados en este capitulo han sido realizados mediante la versién 2.2 del
paquete estadistico EDA de E. Horber.
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132 cases
Smoothing :V00001 ( 1)
Smoother used:4253H
Scat of final smooth
Range X=(1.00,132.00) ¥Y=(33363.00.135167.00)

$_V00001 copied into var# 2

Figura 4.2. Griéfica correspondiente a los valores de la figura 4.1 suavizados.

4.2. PROCEDIMIENTOS BASICOS DE ALISADO

La propiedad fundamental de una secuencia alisada enunciada por Tu-
key, 1.977 y recogida por todos los autores que han aplicado este tipo
de técnicas es que cada valor es mas similar a sus vecinos dado que los
cambios en la secuencia no suelen tener lugar de forma repentina o ines-
perada. En este principio serd el que se inspiren las diferentes técnicas
de suavizado.
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4.2.1. MEDIANAS MOVILES

La justificacién del nombre utilizado, Mediana Mévil reside por una
parte en que el indicador capital del proceso de suavizado que se propone
desde las técnicas de Andlisis Exploratorio de Datos es el de la Mediana
(indice suficientemente ponderado en cuanto a sus ventajas en el presente
texto) y por otra parte en que el proceso de suavizado se concibe como
un proceso dindmico que se efectua a lo largo de todo el recorrido de la
variable.

4.2.1.1. MEDIANAS MOVILES DE AMPLITUD IMPAR

El procedimiento que de forma mdés sencilla puede conseguir el objetivo
planteado en la afiracién formulada al principio del punto 4.2, consiste
en dada una secuencia de observaciones de la variable “Y™” desde y,
hasta y,, ordenadas segun el criterio de la variable “X", se reemplaza
cada valor de y; por la Mediana de tres valores calculada a partir de el
mismo valor, el siguiente y el anterior (y;_1,y; € yi+1); donde “i” define
el orden proporcionado por la variable “X".

Evidentemente la justificacién de la utilizacién de la mediana reside en
el hecho de la necesidad de planteammos la consecucién de una curva
alisada que posea la caracteristica de ser resistente ante la aparicién de
valores anémalos (“outliers”), caracteristica que no poseeria en el caso
de plantearse las utilizacién de promedios para efectuar el alisado.

Desde el plantcamiento que se realiza en las técnicas exploratorias es
evidente que la utilizacion rigida de la amplitud ( “span”) tres no seria
adecuada puesto que una mediana de tres valores conseguiria alisar el
punto de la secuencia solamente en el caso de que no hubiera entre ellos
ningun elemento anémalo o como méximo uno solo. Por ello se plantea
la utilizacién de Medianas méviles de distintas amplitudes, por ejemplo
una de amplitud cinco, conseguiria el objetivo de suavizar incluso en el
caso de que se presentardn dos valores an6malos en la secuencia de cinco
valores. Consecuentemente se hace patente que a mayor amplitud de la
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secuencia utilizada mayor mimero de valores anémalos podra soportar el
proceso de suavizado.

Generalmente la notacién de la operacién de alisado se identifica con el
digito de su amplitud o nimero de valores sumarizados por la mediana
(En los casos comentados “3” y “5” que son dos de los alisadores mas
utilizados).

El problema que se plantea es que hacer con los valores extremos de
la serie, puesto que segun los criterios anteriormente planteados, no se-
ria posible alisar el primer y iltimo valor con el alisador “3” ni los dos
primeros y los dos iltimos con el alisador “5”. Un primer criterio gene-
ralizado propuesto por Tukey, 1.977 consistiria en mantener inalterable
en cualquiera de los dos casos el primer y ultimo valor y con el segundo
y el peniltimo proceder a la utilizacién de una mediana mévil “3”.

Veamos en el siguiente ejemplo con datos simulados como se realizaria
el proceso:

Tabla 4.1. Valores simulados de Y ordenados segin el criterio de la variable X, y los
correspondientes valores alisados.

Valores Originales Mediana Mdvil “3” Mediana Mdvil “5”

42 42 42
58 42 42
35 46 42
46 41 46
41 46 46
56 48 48
48 50 48
50 48 50
39 50 50

52 52 52




10 cases
Plot of VO0004( 4) X-axis is sequence
>>> All cases shown.

58.00 One tick on x =0.13 units, on y =1.21
v
0
0
0
o]
4
1.00 sequence 10.00
35.00
>>>plot 4
Figura 4.3. Nube de puntos correspondiente a la Variable Y ordenada segtin los valores de la variable
X.
10 cases
Smoothing :v00004 ( 4)

Smoother used:3
Scat of final smooth
Range X=(1.00,10.00) Y=(35.00,58.00)

_V00004 copied into var# 5

Figura 4.4. Variable Y suavizada mediante el alisador “3". 183




10 cases
Smoothing :V00004 ( 4)
Smoother used:5
Scat of final smooth
Range X=(1.00,10.00) Y=(35.00.58.00)

_V00004 copied into var# 6

Figura 4.5. Variable Y suavizada mediante el alisador “5.

Logicamente puede cuestionarse el empleo de una alisador de amplitud
“5” en una serie de datos tan poco numerosa como la presente, entiendase
que su utilizacién tiene una finalidad dnicamente didéctica.

4.2.1.2. MEDIANAS MOVILES DE AMPLITUD PAR

Cabe plantearse la utilizacion de alisadores de amplitud de secuencia par,
pero en este caso la actividad que realiza el alisador consiste en hallar el
promedio de los dos valores centrales de la secuencia. Légicamente si
bien el centro natural de un segmento impar se halla situado en un valor
de la variable “Y”, en cambio en el caso de un segmento par se hallar4
en el centro de dos valores, no alinedndose con ninguno de los valores
de Y ordenados segun la variable X. Por lo que un par de medianas
flanqueara los valores originales de la variable Y.

En esta situacion se debe realizar un proceso complementario de alinea-
miento de los valores de la variable suavizada con los valores originales
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de 1a variable segin el 6rden que proporcionaba la variable X. Este es el
proceso que se conoce con el nombre de recentrado (“recentering”) que
puede ser llevado a cabo aplicando a la serie suavizada un alisador de
mediana mévil 2 (consistente en el promedio de cada par de puntuaciones
alisadas).

Uno de los alisadores de estas caracteristicas mds utilizado es el que se
conoce como “42”,2 en el que tras la aplicacion de un alisador de mediana
mévil “4” se procede a realizar el proceso de recentrado. Velleman y
Hoaglin, 1.981 proporcionan una expresién algebraica para el presente
alisador, que permite reemplazar cada valor de la serie original a partir
de:

Si = 1/2 (Med {yi-2, ¥i—1, ¥i, Yi+1} + Med {yi—1, i, Yi+1, Yis2})
(4.1)

Logicamente la utilizacién de este tipo de alisadores puede verse més
afectado por la presencia de valores anémalos que los de amplitud impar,
por lo que es conveniente utilizarlos cuando no existan dichos valores, o
tal y como se sugiere mas adelante emplearlos de forma combinada con
algin alisador de amplitud impar.

Como ejemplo planteamos la variable utilizada en la tabla numero 4.1
puesto que como se observa en el diagrama de caja de esta variable en
la figura 4.6 no se constata la presencia de ningin valor que se pueda
calificar de anémalo. Observese en la figura 4.7. como de la aplicacién
de este alisador parece desprenderse de los datos un modelo de relacion
que se ajustaria a una tendencia cibica.

Parallel Boxplots
10 cases
35.00 58.00

V00004 :x l[ * I—————x :
smooth:42

Figura 4.6. Diagrama de Caja de la variable Y y de su correspondiente versién alisada mediante el
alisador “42".

2. Los digitos utilizados para designar este alisador, no pueden inducir a confusin, puesto que las
amplitudes méximas que suelen ser utilizadas son de 9 o 12.
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Tabla 4.2. Alisado de la Variable Y mediante el alisador “42”,

Valor Original Valor Alisado “4” Valor final “42”

42 42 42

58 50 47

35 44 43.75
46 435 43.5
41 43.5 45.25
56 47 48

48 49 49
50 49 49

39 49 47.25
52 45.5 52

52
10 cases
Smoothing :V00004 ( 4)

Smoother used:42
Scat of final smooth
Range X={1.00,10.00) ¥=(35.00,58.00)

_V00004 copied into var# S
R_V0Q0004 copied into var# 6

Figura 4.7. Variable Y suavizada mediante el alisador “42”.

Se puede observar de los datos de la tabla 4.2 como el proceso de media
movil “4” presenta un problema adicional, puesto que genera un dato mdas
en la secuencia, de forma que el primero y el ltimo simplemente son co-
piados siguiendo la regla anteriormente propuesta, el segundo y el tercero
son la mediana de la primera/segunda y penultima/iltima observaciones
y las siete restantes son la mediana de las sucesivas agrupaciones de 4
puntuaciones, produciendo el proceso de recentrado una restauracién de
la secuencia a la longitud original, siendo nuevamente los valores primero
y ultimo copiados y los restantes datos, promedios de valores adyacentes.
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4.2.2. ALISADO DE LOS PUNTOS FINALES

Tal y como se ha planteado anteriormente el alisado de los puntos ¢x-
tremos de la serie puede constituir un problema puesto que no existen
suficientes valores en su entomo para que el proceso pueda ser llevado a
cabo de forma correcta. La simple copia de los valores finales no puede
ser considerada como una solucién satisfactoria, por lo que Tukey, 1.977
propuso la regla del alisado de los valores extremos.

El proceso se inicia con la estimacion del valor que precederia al primero
de la secuencia o el que seguiria al ltimo. En este proceso de estimacion
no pueden ser utilizados el primer y dltimo valores puesto que todavia
no han sido suavizados; por lo que una aproximacién simple consiste en
hallar 1a linea recta que pasaria por el segundo y tercer valor ya alisado y
situar nuestra estimacién en dicha linea en el lugar que hubiera ocupado
de existir originalmente. Con el valor extrapolado, el valor extremo y el
primer o ltimo valor suavizado se realizaria la estimacion de los valores
extremos de la secuencia alisada a través de 1a mediana de los tres valores
mencionados. Veamos la formalizacion de este proceso, recogida por
diversos autores:

— La pendiente de 1a linea recta para una secuencia de datos en que

los valores de “Y” fueran equidistantes segun los valores de “X”,
se estableceria a través de:

(y3 — y2)/ A z para el principio de la serie (4.2)

(Yn—2 — Yn-1)/ A z para el final de la serie. (4.3)

— Los valores extrapolados se obtendrian a partir de:

y0=y2—-2A.’L‘(y3—y2)/A.’E =3y2—2y3 (44)

y de forma analoga para el final de la serie

Ynt1 = 3yn—1 — 2Yn—2 (45)
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— Estableciéndose los valores extremos alisados a través de:

51
Sn

Med {yo, %1, 52} (4.6)
Mcd{y;—;-}-l,yn, Sn—l} (4'7)

Para los datos planteados en la tabla 4.1, utilizando un alisador “3”:

Yo = 3(42)—2(46) =34  y.y1 = 3(50) — 2(48) = 54
S = Med{34,42,42} =42 S, = Med{54,52,50} = 50

4.2.3. HANNING (“r")

Con los alisadores planteados anteriormente se podria realizar una escala
de dureza en cuanto a la fuerza con que actuan, siendo en este caso
los “42” los mds suaves. Pero se puede estar interesado en conseguir
todavia un efecto mas suave sobre los datos. En este caso se plantearia
1a utilizacién de un Promedio Movil Ponderado. Este es ya un proceso
que se puede clasificar como tradicional, y su objetivo es reemplazar cada
dato observado por un promedio con diversos coeficientes de ponderacién
para los valores de la amplitud deseada. Este proceso se conoce como
Hanning puesto que es debido a un metere6logo austriaco del siglo pasado
llamado Julius Von Hann. Que propuso la siguiente expresion:

Si(H) = (1/49)yi-1 + (1/2)yi + (1/4)gi1 (4.8)

Se han desarrollado diferentes extensiones de este tipo de alisadores que
implican diferentes tipos de ponderamiento y o bien diferente nimero de
puntos que intervienen en el ponderamiento, mereciendose destacar los
mencionados por Rappachi, 1.991 y E. Horber,1.991.




4.3. PROCEDIMIENTOS SOFISTICADOS DE SUAVIZADO

4.3.1. MEDIANAS MOVILES REPETIDAS, PROCEDIMIENTO
DE CORTADO Y ALISADORES COMPUESTOS

Para evitar subsecuencias llanas muy largas generalmente se sugiere evitar
la utilizacién de alisadores de amplitud muy grande, prefiriéndose para
conseguir una secuencia suave la utilizacion de un alisador “3” o incluso
“5” de forma repetida, iterando hasta que la secuencia alisada se mantenga
sin cambios; conociéndose estos alisadores como “3R” y “SR”. Con este
tipo de alisador se produce sin embargo el problema de que existe una
tendencia a cortar los picos y valles de forma que presenten un aspecto
de un pequefio alisamiento de dos puntos. Para evitarlo Tukey, 1.977
introduce el procedimiento de cortado (“splitting”) denominada “S$”, en
que dicho par de valores son tratados de forma similar a la regla de
los valores extremos, intentando recoger en la secuencia final alisada su
aspecto de pico o valle.

Evidentemente no solo cabe plantearse el encadenamiento de la misma

amplitud de alisamiento, en muchos casos serd mas efectiva la cons-

truccién de un alisador compuesto en el que se combinen alisadores

de diferente amplitud, combinandolos incluso con los promedios méviles

ponderados anteriormente mencionados. De entre los més utilizados cabe

mencionar “4253h”, “3RSSh” en que se van encadenando los diferentes
- alisadores indicados por sus digitos.3

Ciertamente las combinaciones de alisadores compuestos que se pueden
realizar son infinitas, y dado que nos hallamos en un contexto exploratorio,
para cada caso prictico es recomendable la prueba tentativa de mas de uno
para hallar el més adecuado. Por otra parte en los alisadores compuestos
generalmente para el tratamiento de los valores extremos no se sigue la
regla planteada en el punto 4.2.2 hata la dltima secuencia, utilizandose
anteriormente la simple copia de estos.

3. Quizds sea conveniente explicitar el segundo de los mencionados en que el proceso serfa

3R,S,3R,S,3R,h.
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4.3.2. REAPROXIMANDO (“REROUGHING”)

Otro proceso complementario introducido por Tukey, 1.977 es el del Re-
aproximado “reroughing”. Su misién consiste en intentar recapturar de
los residuales algiin patrén que un proceso de alisado demasiado fuerte
hubiera hecho desaparecer de la parte suavizada, para afiadirla a esta de
forma que la parte suavizada sea mas similar a la secuencia original.

El proceso consiste en efectuar sobre el residual obtenido al final del
proceso de suavizado de la secuencia original, el mismo alisador que con
esta. Generandose la secuencia alisada definitiva al sumarse la secuencia
alisada de residuales generada con este segundo proceso a la secuencia
alisada que habia generado los primeros residuales. La notacién emple-
ada para representar este proceso de reaproximado es la palabra “twice” o
la letra “t” siguiendo detrds de una coma a la secuencia del alisadr utili-
zado. Este tipo de proceso es bastante generalizado en las técnicas EDA,
presentdndose procesos similares en las técnicas de la Linea Resistente y
el Andlisis de Medianas.

En la tabla 4.3 se presenta como se realizaria este proceso a partir de la
variable “Y”; la segunda columna presenta los datos de dicha variable
después de haberlos alisado mediante un alisador de amplitud cuatro con
el correspondiente proceso de recentrado; siendo la tercera columna la
diferencia entre el valcr original y la secuencia alisada, a partir de la
cual se genera la cuarta columna utilizando el mismo alisador; la quinta
columna, resultado de sumar la cuarta a la segunda seria la secuencia
resultante después del proceso de reaproximado. Observese asimismo el
resultado de este proceso en la figura 4.8, y evaldese comparativamente
esta con la figura 4.7 en la que se habfa efectuado el mismo proceso de
alisado pero sin la operacién de reaproximado.




Tabla 4.3. Proceso de Reaproximado de la Variable Y.

Valor Valor Residual Residual Valor Residual

Original Alisado Alisado Alisado Final

“42” “42” “42, twice”
42 47.00 -5.00 0.88 47.88 -5.88
58 47.00 11.00 0.88 47.88 10.13
35 43.75 -8.75 -1.06 42.69 -7.69
46 43.50 2.50 -0.88 42.63 3.38
41 45.25 -4.25 -0.06 45.19 -4.19
56 48.00 8.00 0.38 48.38 7.63
48 49.00 -1.00 0.00 49.00 -1.00
50 49.00 1.00 0.00 49.00 1.00
39 47.25 -8.25 0.00 47.25 -8.25
52 43.75 8.25 0.00 4375 8.25
10 cases

Smoothing :V00004 ( 4)

Smoother used:42

Scat of final smooth

Range X=(1.00,10.00) Y=(35.00,58.00)

$ V00004 copied into var# 9
R_V00004 copied into var# 10
>>»>smooth 4 "42" twice smooth=9 rough=10

Fig.4.8. Variable Y suavizada mediante “42,¢".
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4.4. ANALISIS DE LOS RESIDUALES

Ya se ha comentado largamente, en otros capitulos y en este la impor-
tancia del termino residual (o rugoso tal y como lo hemos denominado
aqui) puesto que en muchos casos serd més interesante su analisis que
el del propio ajuste o alisado. Asi este componente nos puede revelar
la presencia de valores anémalos, porciones de la secuencia que parecen
estar sujetas a largas fluctuaciones, etc.

192 cases
Plot of V00003( 3) X-axis is Bequence
>>> All cases shown.

0.02 One tick on x =2.65 units, on y =0.00
2
v .
° 2
0 .
o T2
0 "2 22
3 T
2 2 -
. 2 e
2 2 . B P
. . 2 2 e e g
2 2 . - 2 o 2 272
2 3 2 e
g
2 2
1.00 sequence 192.00
0.00

>amooth 3 "4253h" emooth=4 roughs5

Figura 4.9. Tasa de inflacién mensual en los EEUU 1.970-1.985.

192 cases
Smoothing :V00003 ( 3)
Smoother used:4253H
Scat of final smooth
Range X=(1.00,192.00) Y=(0.00,0.02)

V00003 cupled into var# 4
R_V00003 copied into var# %

Figura 4.10. Suavizado de la tasa de Inflacién en los EEUU “42534™.




>plot 5

192 cases
Plot of R_VO0003( 5) X-axis is sequence
>>> All cases shown.

0.01 One tick on x =2.65 units, on y =0.00

R
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ol2 2 P 2 e e g e e e e - 2
0 :"”“sz?"'z'"""2‘""“"""""""22'"22'"""'"'2 c3op g 2 g
3 g e R N 20 e 3 g 2 e 2 2

. e . . 2 .

1.00 sequence 192.00

-0.01

Figura 4.11. Grifico de residuales de la tasa de inflacion de los EEUU después de la aplicacion del
alisador “4253h™.

>boxplot 5 7 parallel

Parallel Boxplots
192 cases
Boxplot :R _V0O0003( 5) rough :4253H
-0.01 0.01

e ee @ oox——[j——xooo@ ege e 8
22 2 2

Extreme values (LC,HI): 127 44 adjacent(LO,HI): 142 169
Lo outliers:127 52 43 45 55 147 68 8
Hi outliers:56 39 139 50 141 160 86 149 67 150 44

»boxplot 7

192 cases
Boxplot :R_V00003( 7) rough :4253H,t
-0.01 0.01

e e @ @Rooo x——m———oo eee é @
2 32 2 2

Extreme values (LO,HI): 127 44 adjacent (LO,HI): 104 156
Lo outliers:127 52 43 45 68 55 147 8 142
Hi outliers:169 26 134 139 50 141 149 160 86 67 150 44

Figura 4.12. Diagramas de caja de los residuales de la tasa dc inflacién de los EEUU después de la
aplicacién de “4253h" y “4253h, Twice”.
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Observese por ejemplo la serie compuesta por los valores de inflacién
mensual desde Enero de 1.970 hasta Diciembre de 1.985 en los EEUU.
Las figuras 4.9 y 4.10 representan las graficas de la serie original y la
secuencia de los datos alisados mediante “4253h”, pero mis interesante
es la contemplacién de las figuras 4.11 que recoge la distribucién de los
residuales y la 4.12 que presenta el diagrama de caja de los mencionados
residuales, asi como el de los residuales resultantes de aplicar el alisador
“4253h,twice”; constatdndose la inestabilidad de la inflacién en los afios
80 y la aparicion de diversos valores anémalos.

Por otra parte el estudio de los residuales, generados mediante cualquier
otra técnica de modelado mediante el proceso del alisado, también puede
ser interesante puesto que nos proporcionard una ayuda para el estudio
de las caracteristicas de este componente (por ejemplo para el estudio de
condiciones de aplicacién). Asi, y utilizando el residual obtenido me-
diante la técnica de la linea resistente en el capitulo anterior (ver tabla
3.2) se han generado las figuras 4.13 y 4.14 donde se observa respec-
tivamente la distribucién de residuales y los mismos alisados mediante
“4253h”, constatdndose que efectivamente parecen ajustarse a un proceso
estacionario con media cero.
18 cases
Plot of VOO003( 3) X-axis is segquence

>>> All cases shown.
12.97 One tick on x =0.24 units, on y =1.50

woooo<

1.00 sequence 18.00

-15.60
»>»>plot 3

Figura 4.13. Grifico de los residuales correspondientes a la tabla 3.2.
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18 cases
Smoothing :V00003 ( 3)
Smoother used:4253H
Scat of final smooth
Range X=(1.00,18.00) Y+=(-15.60,12.97)

_V00003 copied into var# ¢

>>> Warning: var# 4 overwritten

R_VO0003 copied into var# 4

>»>smooth 3 “4253h" rough=4

Figura 4.14. Residuales suavizados mediante el alisador “4253h".

4.5. ANALISIS DE SERIES TEMPORALES MEDIANTE
LA TECNICA DEL SUAVIZADO

En este apartado pretendemos presentar algunos ejemplos de datos reales
que puedan ser manipulados por el lector para estudiar el patron subya-
cente en ellos mediante las técnicas de suavizado y empleando el Paquete
estadistico EDA de E. Horber. Dado que las técnicas de alisado son de
“las mas tediosas” de realizar a mano y teniendo en cuenta que general-
mente que la utilizacién de alisadores compuestos mejora la consecucion
de resultados, nos unimos a la consideracién de Velleman y Hoaglin,
1.981 entorno a que para esta técnica es especialmente adecuada su im-
plementacién y resolucién mediante ordenador. Se presentan aparte de
las tablas de datos, algunas graficas y comentarios que en absoluto pre-
tenden ser exhaustivos ni definitivos, animandose al lector a que realice
sus propios andlisis y comentarios.
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CASO PRIMERO: Consumo de Fnergia eléctrica en el sector industrial
del Pais Valenciano en millones de Kilowatios desde Enero de 1.976 hasta
Marzo de 1.984.

Observese en la Fig. 4.15 como el alisador utilizado muestra en los
datos un patron ciclico, probablemente de caricter anual, pero asimismo
también se puede determinar que el proceso no es estacionario sino que
presenta una tendencia creciente.

Tabla 4.4. Datos correspondientes al Caso Primero.

1976 1977 1978 1979 1.980

ENERO 292 366 334 336 405
FEBRERO 304 309 362 349 375
MARZO 298 353 321 344 355
ABRIL 316 338 354 355 370
MAYO 292 346 354 380 379
JUNIO 282 330 349 392 357
JULIO 370 377 382 378 369
AGOSTO 317 327 373 363 394
SEPTIEMBRE 323 321 348 327 344
OCTUBRE 325 348 368 389 387

NOVIEMBRE 363 355 398 384 403
DICIEMBRE 346 356 361 390 376

1.981 1982 1983 1.984

ENERO 384 391 368 383
FEBRERO 370 364 362 384
MARZO 384 358 381 421
ABRIL 376 389 392
MAYO 367 371 376
JUNIO 375 391 410
JULIO 417 391 411
AGOSTO 399 439 423
SEPTIEMBRE 363 353 367
OCTUBRE 398 421 431

NOVIEMBRE 397 363 421
DICIEMBRE 396 315 392




99 cases
Plot of V00001( 1) X-axis is sequence
>>» All caases shown.

439.00 One tick on x #1.36 units, on y =8.26
v 2
(o] 2
° .
(4]
(2]

1 2

2
1.00 sequence 99.00
282.00
»>rplot 1

Fig.4.15. Gréfica del consumo de energfa eléctrica en el sector industrial de la comunidad Valenciana.

99 cases
Smoothing :V00001 ( 1)
Smoother used:42
Scat of final smooth
Range X=(1.00,99.00) Y=(282.00,439.00)

_V00001 copied into var# 2
>)rysmooth 1 "42"

Fig. 4.16, Variable Consumo de Energfa eléctrica suavizada mediante el alisador “42".
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CASO SEGUNDO: Evolucién del inventario diario de los distribuidores
de potencia utilizados en impresoras de ordenador.

En este caso comparando las figuras 4.18 y 4.19 se puede constatar como
en muchos casos la utilizacién de diferentes alisadores cada vez més
complicados no modifican sustancialmente la gréfica obtenida.*

Tabla 4.5. Datos correspondientes al Caso Segundo.

001 1008 031 964 061 984 091 997 121 1015
002 1015 032 964 062 992 092 990 122 1014
003 1006 033 976 063 967 093 993 123 1016
004 1017 034 985 064 966 094 988 124 995
005 1015 035 997 065 970 095 1004 125 1002
006 1006 036 1008 066 982 096 995 126 993
007 1013 037 999 067 995 097 995 127 1018
008 1009 038 1003 068 981 098 1011 128 1008
009 1011 039 1024 069 990 099 991 129 1017
010 1009 040 1029 070 1003 100 994 130 996
011 995 041 1036 071 1005 101 991 131 1005
012 1024 042 1049 072 1016 102 999 132 1014
013 1008 043 1039 073 1028 103 995 133 1003
014 999 044 1040 074 1003 104 996 134 1000
015 997 045 1019 075 993 105 1002 135 1018
016 999 046 1007 076 995 106 1010 136 1002
017 1004 047 1008 077 1003 107 1016 137 997
018 1001 048 1020 078 1003 108 1017 138 1002
019 1003 049 1022 079 1013 109 1029 139 1007
020 1018 050 1023 080 1020 110 1036 140 990
021 1026 051 1031 081 1019 111 1024 141 994
022. 1015 052 1011 082 1014 112 1022 142 1005
023 1019 053 1019 083 1014 113 1021 143 1012
024 1034 054 1009 084 1018 114 1019 144 1012
025 1033 055 1005 085 998 115 1009 145 1028
026 1021 056 1012 086 996 116 1021 146 1002
027 1017 057 1017 087 994 117 1025 147 998
028 1008 058 1000 088 983 118 1020 148 1029
029 1009 059 997 089 994 119 1021 149 1026
030 984 060 983 090 992 120 1030

4. Gréficas muy similares a estas se han obtenido mediante el alisador “3RSSh” o empleando la
técnica complementaria del reaproximado.

198




149 cases
Plot of VO0001( 1) X-axls is sequence
»>> RAll cases shown.

1049.00 One tick on x =2.06 units, on Yy =4.47
-2
2
v
o 2 3"
0|2 2
o g ?
o2 - - ’
1 "2 27
2 .
2 272
2
1.00 sequence 149.00
964.00
>>>plot 1
Fig.4.17. Grifica de los datos del inventario tomados durante 149 dias.
149 cases
Smoothing :V00001 ( 1)
smoother used:42
scat of final smooth
Range X=(1.00,149.00) Y=(964.00,1049.00)
.
a
o [ I [ LR []
Co . -
sasee - - R ] ] T (1]
. R . . .
e’ - ] - B | (L]

5 V0000l copied into var# 2
»>>smooth 1 "42”

Fig. 4.18. Aplicacién del alisador “42" a los datos del caso segundo.




149 cases
Smoothing :V00001 ( 1)
Smoother used:4253H
Scat of final smooth
Range X=(1.00,149.00) Y=(964.00,1049.00)

_V00001 copied into var# 3
>>>smooth 1 "4253h"

Fig. 4.19. Aplicacién del alisador “4253h” a los datos del caso segundo.

CASO TERCERO: Medida del nivel mensual de ozono desde Octubre de
1.973 hasta Septiembre de 1.983 en la Bahia de Hudson, EEUU.

Este ejemplo puede ser especialmente interesante para observar como
también se puede aplicar la técnica en el caso de “missings”, y viendo
en concreto como los trata el paquete estadistico uilizado.

Tabla 4.6. Datos correspondientes al Caso Tercero.

1973 1974 1975 1976 1977 1978

ENERO 433 437 344
FEBRERO 429 227 344

MARZO 640 447 583 506
ABRIL 40.1 497 396 286 39.1
MAYO 344 360 281 252 283
JUNIO 240 299 275 343 284

JULIO 244 287 233 279 250




AGOSTO 249 206 270 251

SEPTIEMBRE 25.6 19.7 251 249
OCTUBRE 282 248 259 276 25.6
NOVIEMBRE 262 220 30.1  26.9
DICIEMBRE 332 304 318 319 2238
1.979 1980 1.981 1.982 1.983
ENERO 38.5 366 188
FEBRERO 414 752 315 725 439
MARZO 3.1 592 441 479 375
ABRIL 37.8 341 441 453 326
MAYO 327 237 343 32.1
JUNI 282 311 296 292 175
JULIO 225 319 219 278 239
AGOSTO 195 252 227 220 237

SEPTIEMBRE 214 260 239 199 240
OCTUBRE 232 170 259 270
NOVIEMBRE 20.1 342 314 383
DICIEMBRE 339 451 371

120 cases
Plot of V00003( 3) X-axis is seguence
>>> All cases shown.

75.20 One tick on x =1.65 units, on y =3.96
\'4
0
(o]
[}
0 2
3] - 2
. 2 . 2 -
. ~22 .
" 2 2
g 2
1.00 sequence 120.00
0.00
»»>plot 3

Fig. 4.20. Grifico del nivel mensuai de 0zono en la atmésfera.
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120 cases
Smoothing :V00003 ( 3)
Smoother used:3RSSH
Scat of final smooth
Range X=(1.00,120.00) Y=(0.00,75.20)

V00003 copied into var# 6
R_V00003 copied into var# 7
>>»>smooth 3 "3rssh” smooth=6 rough=7

Fig. 4.21. Aplicacion del alisador “3RSSA” a los datos del caso tercero.

Tabla 4.7. Datos Originales, alisados y residuales del Caso Tercero.

Valor Alisad. Residual Valor Alisad. Residual
Original “3RSSh” Original “3RSSh”
1 28.20 28.20 0.00 61 25.60 25.48 0.13
2 26.20 2945 -3.25 62 2690 25.92 0.98
3 33.20 34.38 -1.17 63 22.80 27.22 -4.42
4 43.30 40.58 2.72 64 38.50 29.65 8.85
5 4290 43.10 -0.20 65 4140 31.90 9.50
6 64.00 42.30 21.70 66 31.10 32.70 -1.60
7  40.10 39.38 0.72 67 37.80 32.70 5.10
] 34.40 33.33 1.08 68 32.70 31.58 1.13
9 2400 26.85 -2.85 69 28.20 27.90 0.30
10 2440 24.30 0.10 70 22.50 23.65 -1.15
11 0.00 2445 2445 71 19.50 21.67 -2.17
12 25.60 24.70 0.90 72 2140 21.40 0.00
13 24.80 24.80 0.00 73 2320 21.40 1.80
wdeer
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14
15
16
17
18
19
20
21
2
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

22.00
30.40
43.70
22.70
44.70
49.70
36.00
29.90
28.70
24.90

0.00
25.90

0.00
31.80

0.00

0.00

0.00
39.60
28.10
27.50
23.30
20.60
19.70

0.00

0.00

0.00

0.00
34.40
58.30
28.60
25.20
34.30

26.20
29.00
33.72
40.63
44.45
42.53
36.65
31.13
28.05
25.85
24.90
18.67
6.22
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
5.82
17.47
22.63
21.05
15.00
493
0.00
0.00
0.00
7.15
2145
28.60
2842
28.08

-4.20
1.40
9.98

-17.92
0.25
7.17

-0.65

-1.23
0.65

-0.95

-24.90
7.23

-6.22

31.80
0.00
0.00
0.00

39.60

22.28

10.03
0.67

-0.45
4.70

-4.93
0.00
0.00
0.00

27.25

36.85
0.00

-3.22
6.22

74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105

20.10
33.90

0.00
75.20
59.20
34.10
23.70
31.10
31.90
25.20
26.00
17.00
3420
45.10

0.00
31.50
44.10
44.10
34.30
29.60
21.90
22.70
23.90
25.90
31.40
37.10
36.60
72.50
4790
45.30

0.00
29.20

21.85
25.43
32.78
38.55
38.60
34.85
31.85
31.10
29.83
27.08
25.60
26.20
28.17
31.20
33.53
34.22
34.28
34.30
33.13
29.05
24.43
23.00
24.10
26.77
31.32
35.42
37.22
37.85
36.58
32.83
29.55
28.15

-1.75
8.48
-32.78
36.65
20.60
-0.75
-8.15
0.00
2.07
-1.88
0.40
-9.20
6.03
13.90
-33.53
-2.72
9.82
9.80
1.17
0.55
-2.53
-0.30
-0.20
-0.88
0.08
1.67
-0.63
34.65
11.33
12.47
-29.55
1.05
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46 2790 27.67 023 106 27.80 27.80 0.00
47 27.00 2711 -0.11 107 2200 27.60 -5.60
48 2510 2692 -1.82 108 1990 2720 -7.30
49 27.60 2796 -036 109 27.00 27.00 0.00
50 30.10 29.92 0.18 110 38.30 27.00 11.30
51 3190 3145 045 111  0.00 27.00 -27.00
52 3440 31.90 250 112 18.80 2840 -9.60
53 000 3117 -31.17 113 4390 3120 12.70
54 50.60 29.63 2097 114 3750 32.60 4.90
55 39.10 28.65 1045 115 3260 3247 0.13
56 2830 2842 -0.13 116 32.10 30.17 1.92
57 2840 2752 0.88 117 1750 2594 -8.44
58 2500 25.88 -0.88 118 2390 23.88 0.02
59 25.10 25.05 005 119 2370 2391 -0.21
60 2490 2520 -030 120 24.00 23.99 0.01

Parallel Boxplots
120 cases
-36.78 39.60

R_VO0003: @ ee @ @ @ @ooox-—{:::}———xoo@@@ @ee e eeee:
2 2 2 4322 2 2

>>>boxplot 5 7 parallel

Fig. 4.22. Diagrama de caja de los residuales correspondientes al caso tercero.

CASO CUARTO: Indice de 1a produccién Industrial desde Enero de 1.965
hasta Marzo de 1.984, en Espaiia.

204




Tabla 4.8. Datos correspondientes al Caso Cuarto.

1.965 1966 1967 1968 1969 1970 1971
ENERO 4694 5499 60.04 62.78 7291 80.15 8244
FEBRERO 4926 56.14 57.85 63.86 71.11 80.85 83.84
MARZO 51.89 6095 61.57 6499 7854 79.78 88.88
ABRIL 5054 5822 6281 63.84 76.53 86.03 86.29
MAYO 52.11 5945 6192 67.08 7843 8190 87.54
JUNIO 5026 5894 6292 64.86 7656 83.02 89.03
JULIO 5148 5537 5893 6322 7348 80.94 87.25
AGOSTO 4324 49.17 5032 53.10 61.88 64.37 69.68
SEPTIEMBRE 5140 59.63 5938 64.64 7655 80.06 86.39
OCTUBRE 52.85 61.21 60.20 6891 8049 83.04 8847
NOVIEMBRE 54.63 61.19 6223 69.75 77.57 85.61 91.37
DICIEMBRE 55.21 63.51 6225 71.85 7855 8231 91.03

1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978
ENERO 94.33 110.28 126.10 111.78 112.15 122.97 129.98
FEBRERO 97.04 108.40 121.78 114.10 115.39 128.75 130.36
MARZO 103.08 115.37 126.32 119.80 124.20 140.77 133.69
ABRIL 99.06 109.39 121.18 118.44 122.69 128.47 131.67
MAYO 102.27 115.85 124.68 117.42 125.27 135.62 133.00
JUNIO 105.35 117.09 124.18 116.66 122.47 12891 137.78
JULIO 97.70 108.13 115.35 111.19 124.11 119.52 123.85
AGOSTO 7851 8590 97.74 77.52 8125 8247 84.67
SEPTIEMBRE 102.77 111.32 119.13 120.13 128.08 133.90 136.75
OCTUBRE 104.77 116.73 124.74 129.47 130.57 134.00 141.72
NOVIEMBRE 108.71 119.58 118.35 121.57 132.91 133.17 142.81
DICIEMBRE 10640 114.23 112.10 118.82 127.75 134.74 131.90

1.979 1980 1980 1981 1982 1983 1.984
ENERO 129.98 134.78 137.66 130.37 126.20 133.50 137.40
FEBRERO 130.36 125.91 137.24 132.74 129.30 133.00 137.80
MARZO 133.69 137.56 139.11 140.15 142.50 144.60 143.30
ABRIL 131.67 126.56 132.53 132.32 130.60 134.90
MAYO 133.00 142.59 139.36 136.88 137.30 142.60
JUNIO 137.78 136.94 133.49 136.76 133.30 138.70
JULIO 123.85 131.02 133.02 139.54 134.50 131.60
AGOSTO 84.67 86.25 79.88 7694 175.80 79.70
SEPTIEMBRE 136.75 133.68 135.84 133.49 139.10 140.10
OCTUBRE 141.72 142.02 147.39 142.30 135.70 138.60
NOVIEMBRE 142.81 144.82 140.84 139.40 140.10 141.70
DICIEMBRE 131.90 128.34 133.40 132.90 131.60 138.30
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243 cases
Plot of VOOOOl( 1) X-axis is sequence
>>> All cases shown.

147.39 One tick on x =3.36 units, on y =5.48
2
2 773" r22v 33
373 720 22 37202 U222
2 220 2 e e 2"
3 23
v 272 - 3o
° s 2
o} 22
P 2
o e
1 373
2237
“3237"
g
2
T 32373327
~333 e
332
1.00 sequence 243.00
43.24
>>yplot 1
Fig. 4.23. Grifico de los datos correspondientes al caso cuarto.
243 cases
Smoothing :v00001 ( 1)
Smoother used:3RSSH
Scat of final smooth
Range X=(1.00,243.00) Y=(43.24,147.39)
| [ R R N I AT Y
ssrgEEREER ¥ eEmE osmRRR”
| (AR R )]
LI R ] ]
e’ e
[ X]
san
(1]
aena”
(X1}
(1]
" oses”

$_ V00001 copied into var# 6
R_V00001 copied into var# 7
>>>smooth 1 "3rssh"” smooth=6 rough=7

Fig. 4.24. Secuencia alisada mediante “3 RS.Sh” del caso cuarto.
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243 cases

Plot of R_VO0001( 7) X-axis is sequence

>

T

= O00O0O0Cg|

>> All cases shown.

12.98 One tick on x =3.36 units, on y =3.83
“ g g
- R I TP e R e
333322223233247°27323232247 723777 72733772-2272773227227 =" ~2=-22-27"""2227 73
1.00 sequence 243.00
-59.82
»>»>plot 7

Fig.4.25. Residuales correspondientes a los datos del caso cuarto.

CASO QUINTO: Ensayo indiviual en un registro cerebral del Com-
ponente CNV (Variacién Negativa Contingente) de un Potencial Evo-
cado. Los datos corresponden al registro realizado durante un segundo,
habiéndose obtenido un dato cada cuatro milisegundos.

En este tipo de datos (en general en todos los provinientes de registros
electroencefalogrificos) la técnica puede presentarse como especialmente
util, puesto que son procesos en los que se presenta una gran cantidad de
ruido. Generalmente con este tipo de datos para hacer patentes los com-
ponentes que se dan es necesario realizar el registro de un gran mimero
de ensayos para su posterior promediado para realzar los componentes
de sefial, haciéndose dificil, si no imposible, el andlisis de los ensayos
individuales. Un proceso de suavizado de los ensayos individuales puede
permitir disminuir el ruido de cada ensayo, clarificindo probablemente
el promedio, disminuyendo quizés el numero de ensayos necesarios para
establecerlo, y tal vez posibilitando el andlisis de algunos de los ensayos
individuales.
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001
002
003
004
005
006
007
008
009
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030
031
032
033
034
035

-.0100
-.0025

.0050

.0025
-.0025

.0075

.0050
-.0050
-.0050
-.0200
-.0100
-.0125
-.0125
-.0100
-.0100
-.0125
-.0025
-.0075
-.0075
-.0150
-.0100
-.0075
-.0125
-.0075

.0050

.0300
0125
.0200
.0075
.0075
.0100

Tabla 4.9. Datos correspondientes al caso Quinto.

051
052
053
054
055
056
057
058
059
060
061
062
063
064
065
066
067
068
069
070
071
072
073
074
075
076
077
078
079
080
081
082
083
084
085

-.0100
-.0225
-.0150
-.0075
-.0075
-.0150
-.0150
-.0200
-.0125
-.0175
-.0125
-.0025
-.0150
-.0125
-.0150
-.0325
-.0375
-.0175
-.0200
-.0275
-.0250
-.0300
-.0175
-.0250
-.0275
-.0150
-.0200
-.0075
-.0050
-.0100
-.0200

.0100

.0150

.0075

.0100

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

-.0075
-.0025
.0000
-.0025
-.0025
-.0050
-.0050
-.0075
-.0075
-.0150
-.0050
-.0125
-.0050
-.0100
-.0100
.0025
-.0025
-.0075
-.0050
.0075
-.0025
-.0125
-.0125
-.0050
.0000
-.0025
-.0050
.0050
.0000
.0100
.0050
.0000
.0050
.0025
-.0050

151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

-.0050
.0100
0100

-.0025

-.0050

-.0075
.0025
.0050
.0075
.0075

-.0050

-.0050

-.0075

-.0050

-.0025
.0100
.0025
.0075
.0125
.0100
.0200
.0150
.0075
.0000
.0025
.0075
.0050
.0050
.0100
.0025
.0050
.0050

-.0025

-.0150
0025




036
037
038
039
040
041
042
043
044
045
046
047
048
049
050

.0025

.0025

0125

.0050
-.0100
-.0125
-.0125
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Fig. 4.26. Serie temporal de los datos originales correspondientes al caso quinto.

209




250 cases
Plot of S_V00001( 22) X-axis is sequence
>>> All cases shown.

0.01 One tick on x =3.46 units, on y =0.00
3 .2
. 2
2 2 .
.2 43
. . - 4 2 2
8.2 . . . 2 .
I R _— —m—22 3, -—3
v . . 2 - . 3. .2
ol. . .22 32. 23. 2. 2. - 33 4
[} . 2.. o e 2 2-4..2 3. 2 3. 33. .
(o} . 233 . [N 23 . 2 2
ol. 32 2 .2 3 4. 24
1 -4 3 . .
3.. -3
2.
43.
1.00 sequence 250.00
-0.03
>»rplot 22

Fig. 4.27. Datos del caso quinto suavizados mediante el alisador 42534
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5. AJUSTE DE MEDIANAS

5.1. INTRODUCCION

El Andlisis Exploratorio de Datos ofrece una serie de técnicas resistentes
y robustas para examinar relaciones entre dos o més variables (indepen-
dientes) cualitativas y una variable respuesta (dependiente) cuantitativa.
Esta estructura de datos conocida como tablas de dos factores o disefio
factorial se presenta mucho para para estudiar como cada uno de los fac-
tores varia regularmente y separadamente del otro y para observar los
valores que va tomando la variable respuesta segin las diferentes combi-
naciones de los niveles y de los factores. Por ejemplo, analizar el tiempo
de reaccion (respuesta) a distintos niveles de inteligencia y de intensidad
de estimulo. Hay numerosos ejemplos en Psicologfa, Quimica, Medicina,
etc.

Estas tablas son analizadas tradicionalmente en Estadistica cldsica con el
analisis de la varianza de dos factores que :

“Este modelo constituye un caso especial de combinacién lineal y en con-
secuencia, asume que cada uno de sus componentes debe ser indepen-
diente. Como todo modelo descriptivo los términos del mismo deben ser
estimados a partir de los datos. El analisis de la varianza asume también
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que los errores siguen una distribucién normal y son independientes con
media cero y varianza constante” .

(Amau, 1987 pag. 175).

En Estadistica Confirmatoria son frecuentes estos y otros supuestos. Este
capitulo explora ajustes resistentes para varios modelos sin que sea preciso
asumir ninguno de estos supuestos.

Entre ellas estd el ajuste simple de medianas (Median Polish) que des-
compone los efectos de 1a variable dependiente:
Y = efecto comin + efecto fila + efecto columna + residual

Un ajuste Y para tablas de dos factores describe los datos a través de la
ecuacion

Y=XB+e¢ (5.1)

Aunque en principio el ajuste de medianas usa un modelo aditivo similar
al del Andlisis de la Varianza (ANOVA), ajustando éste a partir de las
medianas, a través de un proceso iterativo, pone mucho énfasis en mirar
y analizar los residuos.

El andlisis de los residuos revelan a menudo patrones que no son aparentes
en los datos originales. El ajuste de medianas es un método simple
resistente que nos ayuda a identificar una posible estructura aditiva de las
variables a través de los residuos. Cobra especial interés el poder detectar
una posible dependencia aditiva de la variable respuesta con los factores.

Si, por ejemplo, los analisis exploratorios revelan que los efectos factoria-
les se alejan substancialmente de una estructura aditiva y en consecuencia
que no son independientes; entonces seria necesaria una transformacién
previa a un andlisis confirmatorio basado en un modelo lineal, ya que no
se cumplirian las condiciones de aplicacién. Este capitulo le ayudari a
escoger la mejor transformacion.

Resumiendo, podemos decir que las técnicas que presentamos en este
capitulo ofrecen, para explorar tablas de dos factores las siguientes ven-
tajas:

— No es preciso asumir los rigidos supuestos que son necesarios para
aplicar un modelo lineal.
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— Puede analizarse con todo tipo de datos cuantitativos. (puntuaciones
directas, porcentajes, proporciones, medias ,medianas, etc...).

— Puede realizarse el andlisis con datos incompletos (casillas vacias).
— Es resistente.

— Explora la estructura aditiva entre las variables y busca la transfor-
macién mas adecuada para conseguirla.

— Mediante la descomposicién de los datos intenta detectar sus pa-
trones de comportamiento complementando la bisqueda de estos
patrones con el estudio de los residuales.

- Es en general més flexible y por tanto tiene gran diversidad y ri-
queza de andlisis y aplicaciones.

Debe advertirse ,sin embargo, que el andlisis de Medianas puede dar
resultados un poco diferentes si el andlisis se empieza por filas o por co-
lumnas. También puede dar resultados un poco distintos segin el mimero
de iteraciones que se hagan.

Aunque el andlisis de medianas puede usarse como técnica alternariva al
ANOVA, puede plantearse como estrategia exploratoria, aportando una
visi6n distinta y previa al analisis confirmatorio.

Se podria decir que las informaciones provenientes del anlisis explora-
torio resistente ayudan a sefialar indicios de estructura aditiva o de apro-
ximacién a patrones o modelos, siendo ello especialmente interesante en
investigaciones en Ciencias Humanas, Sociales y de la Salud.

5.2. MODELO ADITIVO DE TABLAS DE DOS FACTORES

Para presentar la descomposicion de los factores en un anélisis de media-
nas, proponemos que cada observacion se plantea de la siguiente forma:
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Y, (i=1...... I j=1...... J) (5.2)

Estas tablas tienen tres componentes: el factor fila I .el factor columna
J y la respuesta (¢j). Cuando observamos un dato Y;; corresponde al
modelo estadistico:

Yii=gu5+e (5.3)
Donde, para probar el modelo aditivo méis simple tenemos que
gijy=at+B+y (5.4)

En un modelo aditivo, el dato observado en cada casilla! es la suma
de tres componentes: un valor comin constante que sumariza el nivel
general de “Y™, efectos fila que corresponden a los cambios de “Y™ de
fila a fila relativos al valor comiin y efectos columna que corresponden a
los cambios de “Y” de columna a columna.

Se cumple que:
ajuste = término comun + efecto fila + efecto columna

Siempre que se ajusta un modelo a los datos se deben examinar las dife-
rencias entre esos datos originales y los valores de la ecuacidn de ajuste.

residuo = datos - ajuste
de donde, substituyendo témminos, se obtiene:
Datos = efect.comun + efect.fila + efect.columna + residual

El modelo aditivo simple, también llamado de efectos principales, tiene
una interpretacién facil, ya que

Y/ = a+ B+ i (5.5)
de donde los residuales se plantean como:
€ij = Yi; = Y (5.6)
que corresponden al modelo aditivo ya descrito:

Yi=a+B+7+e (5.7)

1. Es importante no confundir este tipo de situaciones con una tabla de x? en Ia que el valor de las
casillas son siempre frecuencias observadas.
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Con objeto de presentar las divergencias y similitudes se hard un ajuste
de medias y uno de medianas al modelo simple con los mismos datos de
partida.

5.2.1. AJUSTE DE UN MODELO ADITIVO A TRAVES
DE LAS MEDIAS

Utilizaremos unos datos simulados, que reflejan el promedio mensual del
numero de accidentes mortales en un afio, ocurridos en un cierto cruce
de una carretera nacional.

Tabla 5.1. Promedio de accidentes segin el momento del dia y 1a edad del conductor.

Edad Conductor

Medias
de filas
Mis de 45 3545 25-35 Menos de 25
Hora del
accidente
Maiiana 35 32.2 33.1 36.5 34.2
Tarde 33 335 33.5 36.0 34.0
Noche 35 34.2 34.5 355 34.8
Medias cols. 34.33 33.3 33.7 36.0
Media de las medias de filas y columnas = 34.33

El analisis aritmético es sencillo: se empieza con una de las variables “ X
halldndose su media “por columnas o filas”, se halla la media comiin
y se resta de la primera media de “X” para encontrar los efectos, a
continuacion se buscan y se separan los efectos de la segunda variable.
Por ejemplo, el valor de la casilla de la primera fila y primera columna
se descompone del siguiente modo:

35— 34,33 = 0,67
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Tabla 5.2. Diferencias de cada casilla con respecto a las medias de las columnas.

Edad Conductor
Mids de 45 35-45 25-35 Menos de 25

Hora del

accidente
Maiiana 0.67 -1.1 -0.6 0.5
Tarde -1.33 0.2 -0.2 0.0
Noche 0.67 0.9 0.8 -0.5
Medias cols. 3433 333 337 36.0
Efecto cols. 0 -1.03 -0.63 1.67

34.33-3433 = 0
33.30 - 34.33 = -1.03
33.70 — 34.33 = -0.63
36.00 — 34.33 = 1.67

Media residuos primera fila = (0,67 +(-1,1)+(-0,6)+0,5)/4 =
= -0.13
El resto de medias de residuales por filas se calcularian del mismo modo a

partir de los datos de la tabla 5.2. Obtener, con el mismo procedimiento,
los efectos promedios por columna se puede observar en la siguiente tabla:

Tabla 5.3. Diferencias de cada casilla con respecto a las medias de las filas.

Edad Conductor

Efectos
Mis de 45 3545 25-35 Menos de 25 Fila Fila
Hora del
accidente
Maiiana 08 -0.97 -047 0.63 342 -0.13
Tarde -1.0 0.53 0.13 0.33 340 -0.33
Noche 020 043 033 -097 34.8 047
Medias cols. 3433 333 337 36.0
Efecto cols. 0 -1.03 -0.63 1.67
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34.2 - 3433 = -0,13

Podemos reproducir la tabla original. Por ejemplo, la casilla de la tercera
fila y la cuarta columna (con un residual de -0.97) se puede expresar del
siguiente modo:

0.97 + (~1.03) + (—0.13) 4 34.33 = 32.2

Efecto columna = La media de la columna menos la media comun.
El efecto en “Y” de pertenecer a una columna y no

a otra.
Efecto fila = La media de fila menos la media comin. El efecto
en “Y” de pertenecer a una fila y no a otra.
Residuos = Lo que queda después del ajuste; los valores ob-

servados en los casilleros menos la media comun,
efecto de columna y de fila.

La interpretacién de efectos de fila y columna es parecida a interpretar
niveles de grupo cuando sélo se tiene una variable independiente.

Hasta ahora con un procedimiento simple hemos podido observar los
efectos de dos variables categéricas “ X’ y una variable cuantitativa “Y”.
(Pero, es el andlisis de medias resistente?. Nos remitimos al Capitulo
primero de este texto, para poner de manifiesto que la media no es un
estadistico resistente y, en consecuencia, serd necesario plantear esta des-
composicién con un estadistico que si lo sea. El apartado siguiente aborda
esta cuestion.

5.2.2. AJUSTE DE UN MODELO ADITIVO MEDIANTE
EL ANALISIS DE MEDIANAS

En cualquier distribucién en la que aparezcan valores anémalos, éstos
afectarin fuertemente a la media. El uso de la media produce un efecto
aplanador en los residuos que hace que sean menos aplos para generar
nuevas averigiiaciones.
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Si partimos de la misma idea —descompener “Y™ en los componentes—
pero queremos que los componentes sean niveles resistentes, utilizaremos
medianas en vez de medias.

Obsérvese una vez mas que el EDA utiliza preferentemente estadisticos de
orden mientras que la Estadistica Descriptiva Cldsica utiliza estadisticos
basados en la distancia.

La suavizacién de medianas requiere a menudo varias iteraciones hasta
alcanzar 1a mediana cero. Téngase en cuenta que, a este nivel, se utiliza
el error de redondeo (+0,1 -0,1).

La suavizacién por medias ajusta todos los datos mientras que la apro-
ximacién mads resistente por medianas ajusta el micleo de los datos mas
apretadamente (de residuos mds pequefios). Todo ello demuestra mejor
el cardcter inusual de los datos que no se ajustan bien (residuos grandes).
Evidentemente, cuanto mayor sea la tabla, mds dificil serd ver modelos
en los residuos.

Debe observarse, por ultimo, que el resultado sera distinto si se empieza
por filas que por columnas. Veamos con los datos de la tabla 5.1. como
puede efectuarse un ajuste de medianas.

Empezamos la primera iteracién por filas, obteniendo los siguientes va-
lores:

a) Se halla Ia Mediana de cada fila.
b) Se halla la Mediana de las Medianas de las filas.

De esta forma dispondremos de los valores que se presentan en la
siguiente tabla.
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Tabla 5.4. Promedio de accidentes segiin el momento del dia y la edad del conductor, con

las medianas de las filas y la mediana comtn.

Edad Conductor

Mediana de
Mis de 45 35-45 25-35 Menos de 25 las filas
Hora del
accidente
Mafiana 35 32.2 331 36.5 34.05
Tarde 33 33.5 335 36.0 33.50
Noche 35 342 345 35.5 34.75

Mediana comun 34.05

A continuacién establecermos el siguiente paso:

c) A cada valor se le resta la mediana correspondiente a su fila.

Asi se obtiene la primera tabla de residuos, que corresponden a
los valores habiéndoles restado el efecto de la fila. El residuo, por
ejemplo, de la primera fila y primera columna seria pues 0.95 (35
- 34.05). La tabla 5.5. muestra estos valores.

Tabla 5.5. Residuales de los efectos fila con respecto a sus medianas.

Edad Conductor

Mediana de
Mis de 45 3545 25-35 Menos de 25 las filas
Hora del
accidente
Mafiana 0.95 -1.85 -0.95 2.45 34.05
Tarde -0.50 00 00 245 33.50
Noche 0.25 -055 -025 -0.75 34.75

Mediana comun 34.05

d) Se hallan las medianas de los residuos de cada columna, como se
aprecia en la siguiente tabla.
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Tabla 5.6. Residuales de los efectos fila con respecto a sus medianas y medianas de cada columna.

Edad Conductor

Mediana de
Mais de 45 35-4525-35 Menos de 25 las filas
Hora del
accidente
Mafiana 095 -1.85 -095 245 34.05
Tarde -050 00 00 245 33.50
Noche 0.25 -0.55 -0.25 -0.75 34.75

Md. Columna 025 -0.55 -0.25 245 Md comin  34.05

e) A cada residuo se le resta la mediana de los residuos correspon-
dientes a su columna. Asi se obtiene una segunda tabla de residuos
después de haberles restado el efecto de 1a fila y columna, tal como
aparece en la tabla 5.7.

Tabla 5.7. Residuales de los efectos fila y columna.

Edad Conductor

Mais de 45 35-4525-35 Menos de 25

Hora del

accidente

Maiiana 0.70 -1.30 -0.70  0.00
Tarde -0.75 055 025 -0.05
Noche 0.00 0.00 000 -1.70

Md. Columna 0.25 -0.55 -025 245 Md comun 34.05

f) A cada mediana de cada columna se le resta la mediana comiin tal
como se presenta en la tabla 5.8.




Tabla 5.8. Resultados del paso (f) en el proceso de ajuste.

Edad Conductor

Medianas
Mais de 45 35-45 25-35 Menos de 25 filas
Hora del
accidente
Maiiana 0.70 -1.30 -0.70  0.00 -0.350
Tarde -0.75 0.55 025 -0.05 -0.400
Noche 0.00 0.00 000 -1.70 0.700

Md. Columna 025 -0.55 -025 245 Md comiin 34.05

Con ello, se ha terminado una primera iteracién. Se pueden hacer mds
iteraciones por el mismo procedimiento, repitiendo los pasos C y D hasta
que el residuo sea despreciable o sea lo mds cercano a cero posible.

Seguimos pudiendo reproducir los valores originales de la Tabla 5.1.. Por
ejemplo, el valor de la tercera fila cuarta columna es igual a:

35.5 = 34.05 + 2.45 + 0.7 + (—1.65) + (—1.70)

De este modo, adquieren sentido los valores que componen el modelo
aditivo general del que hemos partido (expresién 5.5), cuyos componentes
se definen ahora del siguiente modo:

= valor comun
efecto principal debido a la fila
= efecto principal debido a al columna

A =2 ™ R
|

= lo que queda en la tabla son los residuos
después del ajuste.

Seguir este proceso puede ser complejo en los célculos; por ello mos-
traremos (tabla 5.9) los ajustes conseguidos con nuestros datos tras dos
iteraciones efectuadas con ordenador (Statgraphics).
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Tabla 5.9. Ajuste de Medianas después de dos iteraciones.

Edad Conductor

Medianas
Mids de 45 35-45 25-35Menos de 25 filas
Hora del
accidente
Mafiana 1.050 -0.950 -0.350 0.450 -0.350
Tarde -0.900 0400 0.100 0.000 -0.400
Noche 0.000 0.000 0.000 -1.600 0.700

Md. Columna 025 -0.55 -025 245 Md comin 34.05

De forma esquematica, la figura 5.1. muestra los pasos seguidos hasta
llegar a los resultados de la tabla anterior.

Se observa que los residuos mds grandes estan en -1.6 (conductores me-
nores de 25 afios y noche ) y 1.05 (conductores de mas de 45 afios y
mafiana). Lo cual indica que hay una posible interacién entre estos valo-
res de las variables.

En los casos en que el residuo es O indica que toda la variabilidad es
explicada por los efectos principales de la fila y de la columna.

En la figuras 5.2. y 5.3. se presentan los graficos propios de E.D.A.
(Tronco y Hojas y Caja) de los residuales presentados en la anterior
tabla, para efectuar una evaluacion de los mismos.
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Fig.5.1. Esquema de iteraciones de la tabla 5.9.
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Ajuste de Medias Ajuste de Medianas

-110 -116

-0 | 949 -0 1399
0 | 82541363 0 | 0000144
1 110

Fig. 5.2. Gréficos de Tronco y Hoja de los residuales.

1

-2 |

Fig. 5.3. Grifico de Caja de los residuales del Ajuste de Medianas.

Resumiendo hemos intentado ajustar los datos a un modelo aditivo simple
que corresponde a la ecuacidn (5.5) mediante un proceso iterativo de
ajuste de medianas y hemos obtenido unos residuos. Tanto el ajuste de
medias como el de medianas tienen ventajas e inconvenientes. Dependera
del tipo de datos y de la investigacién el explorar una u otra, no obstante
cabe resaltar que el andlisis de medianas es siempre mas resistente.

Con respecto al nimero de iteraciones necesarias, un criterio efectivo es
el propuesto por Emerson y Hoaglin (1982; pp. 188)) que cifran en dos
el nimero de iteraciones frecuentemente necesarias en la préctica.

Con objeto de mostrar con mis detenimiento el proceso de descompo-
sicién del ajuste de medianas, proponemos un segundo ejemplo con los
datos de la tabla 5.10.:




Tabla 5.10. Datos del nimero de respuestas acertadas en una prueba de memoria segin la longitd
de 1a lista y el intervalo de retencién.

Intervalo de Retencién
Oseg. 15seg. 30seg. 60seg. 5 min. 10 min.
Longitud serie
8 Palabras 638 679 720 762 806 856
16 Palabras 696 740 781 829 875 926
32 Palabras 755 800 841 893 943 997
64 Palabras 785 828 876 925 976 999

Si hacemos el ajuste de medianas con dos iteraciones se obtiene la si-
guiente tabla de residuos

Tabla 5.11. Residuales después de dos iteraciones.

Intervalo de Retencién
0 seg. 15 seg. 30 seg. 60 seg. S min. 10 min. Md. Comiin
8 pal. 7.875 4.375 2.125 -3.625 -7.625 -2.750 -95.125
16 pal. 1.375 0.875 -1.375 -1.125 -3.125 2.750 -30.625
32 pal. -1.375 -0.875 -3.125 1.125 3.125 12.000 31.125
64 pal. -1.875 -2.375 1.375 2.625 5.625 16.500 61.625

-111  -66.5 -23.25 245 725 117.62 836.25

Igualmente que en el ejemplo anterior, la descomposicion de cualquier
casilla es factible. Por ejemplo, l1a primera fila y primera columna presenta

- 1a siguiente descomposicién:

638 = 836.25 + (—111) + (—95.125) + 7.875

Ajuste de Medianas
-0.17

-0* | 0111122333
0* | 011122234
0157

Extremos (12), (17)

Fig. 5.4. Grifico de Tronco y Hoja de los residuales.
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Fig. 5.5. Gréfico de Caja de los residuales de la tabla 5.11

Para efectuar un andlisis de los residuales de una forma grifica y rdpida,
Tukey sugiere simbolizar el valor de los residuales de cada una de las
casillas mediante un cédigo grifico y asi evaluar de forma global los
residuales. Un criterio factible seria el siguiente:

Tabla 5.12. Cédigos grificos para la representacién de los residuales.

Residual muy positivo P
(valores > (@3 + 3IQR)

Residual bastante positivo #
(@3 +1.5IQR) + (Q3 + 3IQR)
Residual algo positivo +

(@Q3) +(Q3+ 1.5IQR)
Residual cercano a cero
Q1+Q3

Residual algo negativo -
(@) +(Q1 - L5IQR)
Residual bastante negativo =
(@1 - 1.5IQR) + (Q1 — 3IQR)
Residual muy negativo N
(valores < (Q; — 3IQR)
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La tabla de residuales 5.11. representada mediante estos simbolos gréficos
adopta la forma siguiente:

Tabla 5.13. Representacién gréfica de la tabla de residuales 5.11.

+1+|-]-1-]-

NN
-1+ | #

Para finalizar con el proceso de descomposicion y de ajuste a un mo-
delo aditivo con el andlisis de medianas, proponemos un tercer y ultimo
ejemplo, en el que se plantea una tabla (4x6) con los siguientes valores
iniciales:

Tabla 5.14. Tabla de dos factores con datos simulados.

3.1911 | 3.2034 | 3.2157 | 3.2289 | 3.2421 | 3.2571
3.2091 | 3.2217 | 3.2346 | 3.2484 | 3.2628 | 3.2781
3.3268 | 3.2403 | 3.2538 | 3.2682 | 3.2832 | 3.2994
3.2358 | 3.2490 | 3.2631 | 3.2778 | 3.2931 | 3.3096

La aplicacién del procedimiento ya analizado con anterioridad lleva a la
siguiente tabla de residuales después de dos iteraciones.

Tabla 5.15. Tabla de residuales después de dos iteraciones.

0.0021 | 0.0013 | 0.0004 | -.0004 | -.0019 | -.0027 | -0.02895
0.0009 | 0.0004 | 0.0001 | -.0001 [ -.0004 | -.0009 | -0.00975
-0009 | -.0004 | -.0001 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0009 | -0.00975
-.0013 | -.0012 | -.0003 | 0.0003 | 0.0009 | 0.0016 | 0.01920
-0333 -.0202 -0070 0.0070 0.0217 0.0375

Al igual que en los anteriores ejemplos, se puede especificar la descom-
posicién de cualquier casilla de la tabla 5.14. De este modo, el valor de
la casilla de la primera fila y primera columna se puede plantear como:

3.1911 = 3.25125 + (—0.02895) + (—0.0333) + 0.0021
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5.3. AJUSTE A UN MODELO EXPANDIDO
(CON INTERACCION)

En este apartado estudiaremos la informacién sobre la aditividad que nos
muestra la tabla de residuos procedente del ajuste de medianas, tal como
hemos analizado en el apartado anterior (5.2.2.).

Presentaremos y construiremos un gréafico de gran utilidad llamado grafico
de diagndstico, que nos detectard si hay indicios de no aditividad anali-
zando los residuos encontrados y los valores comparativos. Siguiendo los
contenidos del tercer capitulo de este texto, buscaremos la pendiente de 1a
linea resistente entre los residuales y los valores comparativos. Segun sea
el valor de la pendiente de la linea resistente intentaremos descomponer

e=kaf+r (5.8)

es decir, intentaremos el ajuste a un modelo que describa la interaccién
entre los efectos fila y los efectos columna. Finalmente, buscaremos la
mejor transformacién para conseguir la aditividad.

5.3.1. INFORMACION DE LA TABLA DE RESIDUALES
PROCEDENTES DEL AJUSTE DE MEDIANAS

Los residuos procedentes del ajuste de Medianas informan de la estructura
de los datos; siendo esta informacién esencial para explorar la aditividad
del modelo. Esta estructura se pone de manifiesto si en la tabla de re-
siduos, después de un ajuste de Medianas, se muestra un modelo de los
llamados de silla (saddle), es decir los residuos opuestos diagonales tienen
el mismo signo, como puede apreciarse en la tabla 5.15.

Cuando el efecto fila y el efecto columna tienen el mismo signo y el
residuo correspondiente es pequeiio 0 negativo y cuando el efecto fila y
el efecto columna tienen signos opuestos y el residuo correspondiente es
pequefio o positivo; hay evidencia de que no hay aditividad.
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No obstante, existen tablas de residuales en los que serd mds dificil ex-
plorar la posible no aditividad del modelo. Las figuras siguientes (5.6)
muestran las formas cldsicas que adoptan las tablas de residuales para
poner de manifiesto la existencia de no aditividad.

+ - -
- + +
- +
- + -
+ - +
- +

Fig. 5.6. Modelos de silla que pueden adoptar las tablas de residuales de los ajustes de Medianas.

En la tabla de residuales (5.15.) se observa un modelo clasico de silla. En
situaciones tan claras no se requiere mas evidencia para la aceptacién de
la'no aditividad. Por contra, los datos analizados en el primer y segundo
ejemplo (tablas 5.9. y 5.11) no dan informacion tan clara acerca de la
aditividad.

De este modo, en la ecuacion
Y=a+p8+7+¢ (5.9)

se asume que los datos siguen un modelo aditivo en su mayoria (quizés al-
gun valor inusual). Silos datos se alejan sustancialmente y sistemdaticamente
de la estructura aditiva serd necesario hacer una transformacién antes de
hacer los andlisis que presuponen relacion lineal entre las variables.
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Si los residuales de un ajuste de medianas aditivo simple muestran se-
paracion sistematica de la aditividad vemos que el ajuste a la ecuacién
anterior no es el mas adecuado.

El intento de ajuste de un modelo mds complejo nos puede ayudar a
comprender y suavizar la estructura no aditiva. Aunque podemos detectar
la estructura mirando la tabla de residuales de un ajuste de medianas un
gréfico de diagnéstico nos ayudard a escoger la mejor transformacién para
remover la no aditividad.

5.3.2. GRAFICO DE DIAGNOSTICO

Este gréfico sirve para detectar la no aditividad y para buscar la mejor
transformacion. Para hacer el gréifico de diagnostico, al que nos hemos
referido, deberemos empezar calculando los valores comparativos (vc).
Estos valores adoptan la siguiente expresion:

(vc) valor comparativo = (a - b)/m (5.10)

siendo en esta férmula “a” el efecto columna
“b” el efecto fila
“m” el efecto comin

Se construye el Diagrama de digndstico uniendo los puntos wve (valor
comparativo) y € (residual). El diagrama de Diagnéstico nos revela la
tendencia o la estructura de los datos. Veamos su utilidad con la tabla de
residuales 5.11.

Tabla 5.16. Tabla de valores comparativos a partir de los residuales de la tabla 5.11.

1263 756 264 -2.78 -825 -13.38 -95.12

406 243 085 -0.8 -265 4.30 -30.62
413 -247 -08 091 2.69 4.37 31.12
-8.18 490 -1.71 180 5.34 8.66 61.62

-111.0 -665 -235 245 725 117.62 836.25




El célculo de (vc) en la primera fila y primera columna se efectuaria del
siguiente modo:

ve = (~111.0 - —95.12)/836.25 = 12.63

El diagrama de diagnéstico se construye, pues, como un grifico bivariable
con los residuales hallados y los valores comparativos (vc) establecidos
como hemos visto. Si seguimos con nuestros datos, los resultados con
que construir el grifico son los siguientes:

Tabla 5.17. Residuales y valores comparativos de los datos de la tabla 5.10. (Residuales en la tabla
5.11. y valores comparativos en la tabla 5.16.).

RESIDUALES VALORES COMPARATIVOS
7.87 12.63
4.37 7.56
2.12 2.64
-3.62 -2.78
-7.62 -8.25
-2.75 -13.68
1.37 4.06
0.87 243
-1.37 * 0.85 *
-1.12 -0.89
-3.12 -2.65
2775 * -4.30 *
-1.37 -4.13
-0.87 -2.47
-3.12 -0.86
1.12 091
3.12 2.69
12.00 4.37
-1.87 -8.18
-2.37 -4.90
1.37 * -1.71 *
2.62 1.80
5.62 5.34
-16.50 * 8.66 *
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El grafico de diagnéstico adopta la forma que se presenta en la figura 5.7.

o
10+
R (o]
E o
S o o
I o O 00 0o
D 0O o o
U (e} (e} o]0} [eJe]
A * o0
L
E [e]
S ~-104
o
T T T T T T T
-11.25 -3.75 3.75 11.25

VALORES COMPARATIVOS

Fig.5.7. Gréfico de Diagnéstico.

(o un punto. * dos puntos).

Si entre los valores comparativos y los residuales no hay relacién podre-
mos concluir que los residuales son independientes entre si y en conse-
cuencia que el modelo es aditivo, o 1o que es lo mismo, que el residual
es solo error producido por el azar y no hay interacion entre las variables.
En otras palabras, que la esperanza matematica de los residuales es 0 y
que el modelo es aditivo.

Si por el contrario el diagrama de diagnéstico revela relacién entre las
residuales y los valores comparativos indicard que el modelo no es aditivo,
que los errores no son independientes y que podemos intentar ajustar los
datos a otro modelo para poder descomponer los residuales en que parte
es interacion y que parte es debido solo al azar.

Vale la pena resaltar que, en nuestra opinidn, la importancia del test de
aditividad que presentamos estd mds en el signo de los residuales y de los
valores comparativos que propiamente en ¢l valor de estos. En efecto, si
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los residuales fueran realmente error producido por el azar los signos de
los residuales y de los valores comparativos serian aleatorios. Observese,
que en nuestro ejemplo (tabla 5.17) todos los pares de residuales y valores
comparativos tienen el mismo signo menos cuatro (sefialados con *).

Resumiendo, el grifico de diagnostico es util porque detecta la estructura
interna de las tablas de dos factores es decir que patrones o tendencias
o interacciones se hallan escondidos en los datos. Y esto serd la mejor

guia para

— Transformar.

— Para ajustar a un modelo extendido (con interacién).

Esta nube de puntos que constituye el grafico de diagndstico puede ser
objeto de tratamientos especificos para su alisamiento (aplicando un sua-
vizador). El lector obtendrd informacién acerca de esta cuestion en el
capitulo anterior de este texto. Baste sefialar que un alisador frecuente a
este respecto es €l 3RSS.

5.3.3. NUEVO AJUSTE UTILIZANDO LA LINEA RESISTENTE

La figura 5.7. pone en evidencia una relacién lineal entre los residuales
y los valores comparativos, 1o cual nos lleva a determinar que no es fac-
tible plantear un modelo aditivo. No obstante, a veces esta tendencia no
aparece tan clara, como puede observarse en la tabla 5.11. de residuales.

Si la tendencia lineal se observa en el grifico de diagnostico, estamos
en condiciones de pensar que muy probablemente los errores no son
independientes entre si y, en consecuencia, no son sélo debidos al azar.

De tal modo que, si queremos obtener un mejoramiento substancial so-
bre un ajuste simple probaremos un ajuste mas amplio para estos datos.
Este tipo de estrategia debe originar residuales mis pequefios que los
producidos en primera instdncia:
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“...se espera que los residuales de un ajuste mds amplio sean mds pequerios
en magnitud y tengan nenos patrén que los residuales procedentes a un
ajuste simple” .

(Emerson y Wong, 1990; péag. 75)

Si los datos no se ajustan al primer modelo podemos intentar ajustarlos
a otro modelo:
Y=a+8+7+08y+c¢ (5.11)

En realidad Tukey (1949) presenta este modelo en una forma mas amplia:
Y=a+08+v+k(By/a)+e€ (5.12)

donde k es una constante que hay que determinar.

El valor de “k” més adecuado viene facilitado por la pendiente de 1a linea
resistente, como demuestra el desarrollo presentado en el capitulo tres de
este texto.

La linea resistente es una buena estrategia para explorar la relacién entre
los residuales y los valores comparativos sin que influyan en el resultado
unos pocos valores alejados. En caso de que la relacién lineal no este
clara, podemos aplicar la transformacién de potencia propuesta con an-
terioridad. El cdlculo de la pendiente de la nube de puntos original, que
constituye el grafico de diagndstico, de los resultados de los residuales de
la tabla 5.11. ofrece un valor de “k” = 1.074. Este valor de “k” cumple
el papel del valor de “m” planteado en el capitulo de la Linea Resistente.

Intentaremos, pues, ajustar ¢l modelo anterior afiadiendo esta constante
(k- V.C\)), de tal manera que el modelo quedaria planteado como sigue:

r=Y -(a+B8+7+kB7) (5.13)

Si los valores de la tabla 5.16. son multiplicados por el valor de “k”
obtendremos una nueva tabla con la que evaluar el ajuste al modelo
propuesto. La siguiente tabla ofrece estos valores:
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Tabla 5.18. Términos iteractivos (k3+), obtenidos multiplicando los valores comparativos de la
tabla 5.16. por el valor de k = 1.074 hallado a través de la linea resistente.

13.56 8.11 283 -298 -8.86 -14.37

436 260 091 -095 -2.84 -4.61
443 -265 -092 097 288 4.69
-8.78 -526 -183 193 5.73 9.30

Como ejemplo de esta operacion, el valor de la casilla de la primera fila
y primera columna se puede plantear como sigue:

13.56 = 12.63 - 1.074

Si con la tabla anterior efectuamos un nuevo ajuste, sustrayendo de los
residuales de la tabla 5.11. los términos interactivos, obtendremos unos
residuales definitivos con respecto al modelo de interaccién, evaludndolos
con respecto a los residuales obtenidos en primera instdncia. La tabla
siguiente muestra los residuales finales.

Tabla 5.19. Residuales del Gltimo ajuste de medianas efectuado con los datos de la tabla 5.18.

-569 -374 -071 -064 124 -17.12
299 -1.73 -228 112 -0.28 7.36
306 177 -22 015 024 7.31
691 2.89 32 069 -0.11 -29.8

Anilogamente a casos anteriores, el valor de la primera fila y primera
columna se puede establecer:

—5.69 = 7.87 — 13.56

De esta forma, la descomposicién de los datos originales debe variar,
puesto que hemos incorporado un efecto de interaccién en el modelo
ajustado. En consecuencia, el valor original se puede expresar de tal
manera que:

638 = 836.25 + (—111) + (—95.125) + 13.56 + (—5.69)

La comparacion de las dos tablas de residuales (5.11. y 5.19.) confirman
nuestras sospechas; los residuales procedentes de un ajuste mas amplio
(tabla 5.19) carecen de patrén y son mds pequefios en magnitud.

235



Por 1ltimo, debe destacarse que para una mayor comprensién del pro-
cedimiento de transformacion de los residuales a partir del grifico de
diagnOstico, es necesario recurrir al capitulo tres, en el que se plantea con
mucha mas exhaustividad la estrategia de transformar los datos para el
establecimiento de linealidad. Un desarrollo completo de esta temdtica
puede obtenerse en Emerson y Stoto (1982). El tema de la transformacién
de las variables ya se ha abordado en este texto, de forma que si el lector
desea obtener un aspecto mis amplio con respecto a este tema, debe,
asimismo, consultar en su totalidad el segundo capitulo de este volimen.

Dentro del mismo dmbito, podemos sefialar que se ha propuesto un indi-
cador de variaci6n explicada en el ajuste de este tipo de modelos. En con-
creto, Emerson y Wong (1985), presentan una expresién para el cilculo
del porcentaje de variacién absoluta:

P = [1 — (SEle; /SE |Yij — Mdys(Y;;)D)] - 100 (5.14)

Con los datos que estamos manejando en este apartado, antes de proponer
el modelo expandido, podemos obtener los siguientes resultados:

Md;;(Y;;) = 828.5
IEY;; — 828, 5| = 1946.00
EX]e;j] = 91.00
P =[1-(91/1946)] - 100 = 95.30% (5.15)

En el caso del modelo expandido, el cual hemos analizado en este apar-
tado, obtenemos el siguiente valor de P:

P =[1 — (75.130/1946)] - 100 = 96,10% (5.16)

Es ficil comprobar un ligero aumento en el porcentaje de variacién ab-
soluta entre los dos modelos.
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5.4. APLICACION DEL AJUSTE DE MEDIANAS A
LAS MEDIDAS REPETIDAS

El disefio de medidas repetidas o disefio experimental intrasujeto es cada
vez mds usado en Ciencias Humanas. En muchas disciplinas, al investigar
el efecto de un variable se hace necesario este tipo de estrategias, como
por ejemplo en los estudios sobre el “cambio”.

En el disefio de medidas repetidas, cada sujeto recibe todas las condiciones
experimentales y s6lo genera un dato para cada nivel o tratamiento. Los
sujetos actuan como control propio, extrayendo de la variabilidad del
error una de sus principales fuentes, siendo en realidad, el control de las
diferencias individuales (Amau, 1987). Una de las ventajas de este tipo
de disefios es que se tiene una mayor precision de la estimacion de la
acci6n de la variable tratamiento al disminuir el error experimental. Otra
ventaja que los caracteriza es la reduccion del coste del experimento, dado
que se requieren menos Ssujetos.

Este disefio suele analizarse como el disefio factorial de dos factores
independientes, en el que el primer factor es la variable de tratamiento y
considera como segundo factor “la variable sujetos” (a pesar de que no
sea propiamente un factor).

No obstante, estos disefios tienen también unos inconvenientes que suelen
llamarse de orden o secuenciales y otros de efectos residuales.

Dado que en este tipo de disefios las observaciones son sucesivas sobre un
mismo sujeto (Nambooridi, 1972), es frecuente que ocurra que los com-
ponentes de error no sean independientes entre si. En términos generales,
si se pretende ajustar un disefio de este tipo a un modelo matemético
aditivo, este adopta la expresion:

Yj=p+oai+Bte; (5.17)

siendo ¢;; la desviacion de Y;; de u que no es explicada ni por el efecto
del tratamiento ¢; ni por las diferencias individuales g;.
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Tukey (1949) elaboré una prueba que permite comprobar 1a aditividad con
los datos de disefios de medidas repetidas que requiere la descomposicién
de la suma de cuadrados de la interaccién en dos componentes:

[Z:(Y,; - Y.)Z,Y; (Y - Y)I
(Y - Y )P5y(Y, — Y.)?

SCno—adit = (518)

F = C Mno-adit / CMresidual (5.19)

Un desarrollo exhaustivo de la prueba de Tukey puede encontrarse en
Amau (1987) y recomendamos al lector que se familiarice con la misma
previamente a la lectura de este apartado. Sin embargo, como sefialan
Mayers (1972) y Amau (1987), esta prueba no es sensible en aquellas
situaciones en que las medias de las filas tienden a decrecer y la co-
lumna de los productos cruzados tiende a disminuir para posteriormente
aumentar. Se pone de manifiesto, mediante la representacién grafica de
la relacién entre los productos cruzados y las medias de las filas, que se
da interaccién entre las fuentes de variacién tratamiento y sujetos.

En este caso, pues, después de realizar la prueba de Tukey y sin nece-
sidad de realizar el grifico anteriommente descrito, considerariamos que
el modelo es aditivo. En realidad, estariamos confundiendo el error “e”
de un modelo aditivo cuando en realidad este se descompone en “a3”
(interaccién tratamiento por sujetos) y “e” propiamente dicho. A la vista
de todo ello, y con objeto de mejorar el disefio, es adecuado seguir estu-
diando los residuales en los disefios de medidas repetidas.

El ajuste de medianas es especialmente indicado en este tipo de disefios.
Estudiar los residuales después de un ajuste de medianas es similar a la
prueba de no aditividad de Tukey, ayudando a encontrar ¢ identificar la
forma con que cada sujeto reacciona a los diferentes tratamientos. Con el
estudio exhaustivo de los residuales del ajuste de medianas, obtendremos
evidencia de la existencia o no de interaccién.

Veamos una aplicacién de este aspecto con los datos que se muestran en
1a tabla 5.20.
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Tabla 5.20. Diseiio de medidas repetidas con seis sujetos y tres tratamientos.

Tratamientos

Sujetos A B C Medias
132 230 130 164
140 240 137 172
13.0 13.0 13.1 13.03
13.1 129 132 13.06
6.5 165 66 9.86
64 16 6.7 9.7

AU bW -

Con los datos de la tabla anterior se obtiene la tabla resimen del ANOVA

siguiente:
Tabla 5.21. Tabla resiimen del Anélisis de la Varianza.
Fuentes de Variacién S.C. gl CM. F
Tratamiento 170.3037 2 85.15 9.52
Sujetos 149,7383 5 2995 3.35 |
Residual (TxS) 894230 10 894 :
Total 4094751 17

|
Si aplicamos la prueba de no aditividad de Tukey, a partir de los datos }
presentados, obtendremos: |

SCho-adir = 0.44 F =10.04

Podemos concluir con la no significacién estadistica de la no aditividad
y, en consecuencia, los datos presentados en este disefio se ajustan co-
mrectamente a un modelo aditivo. Si efectuamos el gréfico de la relacién
entre las medias de las filas y los valores de los productos cruzados, en-
contramos que se¢ da interaccién entre los tratamientos y los sujetos. La
figura 5.8. presenta el grdfico al que aludimos.
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Fig. 5.8. Grifico entre las medias de las filas y los productos cruzados.

A la vista del gréfico (5.8.) y del resultado en la prueba de Tukey, puede
desprenderse que si bien la figura indica la presencia de interaccién, el
andlisis empirico no lo ha detectado. Por su parte, si sometemos la tabla
5.20 a un ajuste de medianas, seré factible poner de manifiesto este efecto.
En la tabla 5.22. mostramos los residuales del ajuste de medianas tris
dos iteraciones:

Tabla 5.22. Residuales del ajuste de medianas con dos iteraciones.

Sujetos A B C
1 0.000000 0.12500 -0.250000 0.15
2 0.000000 0.32500 -0.350000 0.95
3 0.000000 -9.65700 0.050000 -0.05
4 0.000000 -9.87500 0.050000 0.05
5 -0.100000 0.22500 -0.050000 -6.45
6 -0.050000 -0.12500 0.200000 -6.60

0.0 9.675 0.05 13.05
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Esta tabla refleja claramente que los sujetos 3 y 4 se comportan de forma
distinta al resto en el tratamiento B. Como siempre, es factible plasmar
la descomposicién de cualquier casilla:

13.2 = 13.05+ 0.154+ 0.0 + 0.0

Ser4 necesario, para poner de manifiesta el efecto de la no aditividad,
establecer el grifico de diagnéstico a partir de la tabla 5.22., calculando
para ello los ya comentados valores comprativos (vc). Estos valores
quedan reflejados en la siguiente tabla:

Tabla 5.23. Valores Comparativos a partir de la tabla 5.22.

Sujetos A B C
1 0.000000 0.11100 0.000570  0.15
2 0.000000 0.70000 0.003600 0.95
3 0.000000 -0.03000 -0.002500 -0.05
4 0.000000 0.03000 0.002500 0.05
5 0.000000 -4.78000 0.002400 -6.45
6 0.000000 -4.89000 -0.025000 -6.60

0.0 9.675 0.05 13.05

Con los datos de las tablas 5.22. y 5.23. estamos en condiciones de
establecer el correspondiente grifico de diagndstico, que puede analizarse
en la siguiente figura:
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Fig. 5.9. Grifico de diagndstico entre los residuales y valores comparativos.

Esta representacion evidencia la interaccion (Tratamiento x Sujetos) que,
de forma mds precisa, se puede ver reflejada en los sujetos 3 y 4, que
presentan un comportamiento peculiar con respecto, como deciamos, al
tratamiento B. Tal comportamiento ya se ha puesto de manifiesta en la
tabla de residuales (5.22.) con unos valores altamente distintivos del
resto.

Afadiremos, por iltimo, que con este procedimiento obtenemos, con
suma rdpidez y facilidad de cilculo, un anilisis exhaustivo de los re-
siduales, ademaés de obtener informacién de la estructura aditiva del mo-
delo que se propone evaluar y del comportamiento de los sujetos bajo los
efectos de los distintos tratamientos.




6. INTRODUCCION A LA ESTIMACION ROBUSTA

La distribucién de Gauss y la ley de los grandes mimeros son algo que
los matemdticos suponen que son producto de la observacién y los expe-
rimentos, y que los naturalistas y los socidlogos creen que son teoremas
matemdticos.

E. Poincaré. Demieres pensées.

6.1. INTRODUCCION A LA PROBLEMATICA
DE LA ESTIMACION

Durante la decada de los 70 dos hechos revolucionaron el concepto de
estimacién en Estadistica. El primer hecho es la invitacién formulada
por John Tukey, uno de los autores del término estimacion robusta, a
otros estadisticos estudiosos del tema a pasar el curso académico 1970-
1971 en la Universidad de Princeton, Nueva Jersey. Los visitantes eran
Peter J. Huber del Instituto de Tecnologia de Zurich; Peter Binkel de la
Universidad de Califomia y Frank Hampel de la Universidad de Zurich.
En este largo seminario participaron estudiantes, profesores, becarios y
tambien cientificos de los laboratorios Telefénicos Bell, entre los cuales
cabe destacar a David Andrews.
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En este largo seminario se clarificé el concepto de estimacién robusta
y se crearon varios nuevos estimadores robustos. Todo ello se recoge
en la publicacién “Robust Estimates of Location” de Andrews, Binkel,
Hampel, Huber, Rogers y Tukey (1972).

El segundo hecho es la publicacién en 1979 del articulo “Computers and
the theory of statistics: thinking the unthinkable” de Bradley Efron,
profesor de la Universidad de Stanford. En dicho articulo formaliza por
primera vez la técnica Bootstrap.

Estos dos hechos, que mis tarde se traducen en grandes avances es-
tadisticos inferenciales, inviables sin métodos computerizados, tienen como
objetivo comiin extraer la mdxima informacion de los datos de la mues-
tra.

No seria exagerado observar que este objetivo lo tienen también todas
las técnicas expuestas en este libro sobre Anilisis Exploratério de Datos,
pues ésta debe ser la aspiracién de cualquier técnica estadistica.

En efecto, después de haber hecho un anilisis exhaustivo de 1la muestra
mediante técnicas E.D.A., a menudo hemos de dar un nuevo paso. Nor-
malmente, toda investigacién, simple o compleja, tiene como objetivo
conocer el valor verdadero en la poblacién. Ya que la mayoria de las
veces, O casi siempre, se trabaja con una muestra, uno de los problemas
estadisticos fundamentales reside en conseguir la mejor estimacién po-
sible de dicho valor o valores verdaderos en la poblacién origen de la
muestra. Expresado de otra forma, se trata de averiguar la aproximacién
mejor al “verdadero valor”, llamado en estadistica parametro. En Es-
tadistica Inferencial Clasica un buen estimador puntual tiene que tener
como minimo cuatro propiedades:

1) Un estimador es consistente si tiende al valor verdadero a medida
de que el mimero de datos tiende a infinito.

2) Un estimador es no sesgado si los valores esperados son iguales a
los verdaderos.

3) Un estimador es eficiente si su variancia es pequefia.

4) Un estimador es suficiente si no es necesario afiadir ningin otro
estimador para mejorar la estimacion del pardmetro.
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Los métodos estadisticos cldsicos de inferencia nos permiten dar respues-
tas diversas a esta pregunta de naturaleza mds o menos fiables. Es decir,
nos dan los intervalos de confianza que el estimador merece.

La Estadistica Inferencial Cl4sica basa casi todas las estimaciones en la
hipétesis, generalmente imposible de verificar, de normalidad de la dis-
tribucién o distribucién de Gauss en la poblacién origen, asi llamada
en honor del matemdtico alem4n Karl Friedrich Gauss. Dicha hipétesis
presupone ademds que los errores —las fluctuaciones aleatorias— de los
valores empiricos se encuentran siempre simétricamente repartidos alre-
dedor del valor verdadero.

La experiencia de afios demuestra que la hipdtesis “gaussiana” nos per-
mite dar intervalos dignos de confianza con célculos relativamente sen-
cillos, atin en el caso de distribuciones que no se¢ ajustan exactamente a
la distribucién normal. Sabido es, que la representatividad de la muestra
depende principalmente de dos cosas: de como ha sido seleccionada y de
su tamafio.

Asi, cuando los datos empiricos no verifican las hip6tesis “gaussianas”,
porque son pequefias 0 por cualquier otro motivo, las prediciones del
valor verdadero son mucho menos fiables, ya que, como se ha dicho, en
la mayoria de los casos se han hecho predicciones funddndose en hipGtesis
de normalidad u otros supuestos.

Por este motivo es presumible que en algunos casos se esté en condiciones
de dar resultados muy satisfactorios de “lo que sucede verdaderamente
en los datos empiricos (muestra)” pero que sea muy dificil realizar infe-
rencias a nivel poblacional.l

Quisieramos hacer hincapié en la idea de que los estimadores no son en si
validos o invilidos, buenos o equivocados, sino que lo que pretendemos
es buscar el estimador mis adecuado a cada tamano de muestra, a
cada distrubucién de la variable, etc.

Como muestra de que este tema ha sido una gran preocupacién de los
estadisticos de todos los tiempos, baste recordar que ya Fisher (1935)

1. Seria deseable que el lector tuviera conocimientos de métodos clésicos de estimacion de
pérametros, tales como el de los minimos cuadrados o el de 1la méxima verisimilitud.
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propuso como una réplica o altemnativa a las técnicas paramétricas, las de-
nominadas “técnicas libres de funcion de distribucion” también llamadas
no paramétricas, que presentaron problemas de significacion.

Toda teorfa que logre hacer mds precisas las investigaciones estadisticas
inferenciales, ha de interesar a los investigadores en todas las areas y
mads especialmente a los de Ciencias Humanas, Sociales y de la Salud.
En estas areas la mayorfa de veces no se conoce la distribucién exacta de
las variables. En estos casos es mejor utilizar estimadores robustos.

Para que un estimador sea robusto necesita cumplir como minimo dos
propicdades: ha der ser resistente y eficiente. Las técnicas de estimacion
que proponemos en este capitulo son resistentes y robustas. Todas ellas
requieren supuestos menos restrictivos, necesitan métodos intensivos de
ordenador, y pueden aplicarse aiin en el caso de que la muestra sea muy
pequeiia.

Siguiendo la filosoffa del E.D.A., estos estimadores tendrdn dos carac-
teristicas fundamentales:

1) Calcularemos varios estimadores en vez de uno, simpre que sea
posible, lo cual nos permitird evaluar su constancia.

2) Evitaremos hacer hipétesis demasiado elaboradas sobre las fun-
ciones de distribucién correspondientes a las variables aleatorias
estudiadas.

Las técnicas que se exponen son, en principio, independientes de cualquier
funcién de distribucion; es preferible “explorar” el comportamiento de
dicha funcién y sus posibles fluctuaciones.

Divideremos este capitulo en dos partes. En primer lugar se hard una
revision simple de estimadores robustos de posicion y en segundo lugar,
se introducirén las técnicas estadisticas basadas en la generacién de nuevas
muestras a partir de la original, tales como el Jaccknife y Bootstrap.




“Todas las distribuciones son normales en el centro” .

Principio de Winsor. (Tukey 1960 pag. 457).

6.2. CARACTERISTICAS DE LOS ESTIMADORES
ROBUSTOS DE POSICION

Convendria, antes de iniciar el estudio de la estimacion robusta, repasar
algunos conceptos que caracterizan a tales estimadores; algunos de ellos
ya planteados en ¢l primer capitulo de este volumen.

6.2.1. RESISTENCIA

La resistencia (Tukey, 1977) permite alcanzar una cierta insensibilidad
a los errores localizados, que pueden existir en los datos. Un método
resistente debe dar un resultado tal que no cambiaria méas que ligeramente
si una pequefia parte de los datos se reemplazase por valores diferentes
de los originales. Los métodos resitentes deben dar gran importancia
a la parte central de los datos y poca a los posibles valores lejanos.
Por ejemplo, 1a mediana es un valor resistente, la media, por contra, no
presenta esta caracteristica.

Un estimador es resistente si viene afectado s6lo en un grado limitado,
bien por un pequefio nimero de errores grandes o bien por cualquier
nimero de pequefios errores de redondeo o de agrupamiento.

6.2.2. PUNTO DE COLAPSO

Se dice que un estimador alcanza su punto de colapso (breakdown point)
(Hampel 1968) cuando limita la proporcion méxima de observaciones
anémalas que pueden presentarse sin que cambie el resultado del esti-
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mador. Un estimador serd mds resistente en la medida que su punto de
colapso sea superior a 0. Por ejemplo, el punto de colapso de la mediana
es:

(1/2) - (1/n)  sines par
(1/2) = (1/2n)  si nes impar

El punto de colapso de un estimador que trate las observaciones unifor-
memente no puede ser mayor que 0.5. No obstante, hay muchos estima-
dores que, tratando uniformemente las observaciones, tienen como valor
de punto de colapso un valor menor de 0.5. El punto de colapso de la
media es 0. La media no es resistente. Un sélo valor puede hacer cambiar
el resultado de la media.

Supongamos que cierto mimero de observaciones de una muestra se reem-
plazan en las colas; el punto de colapso de un estimador serd la proporcién
mds pequefia de la muestra que puede substituirse arbitrariamente sin que
el valor del estimador se altere. Los estimadores con punto de colapso
alto no cambiaran por el hecho de que haya valores alejados o se modifi-
quen unas pocas observaciones. El punto de colapso de los estimadores
resistentes y robustos oscila normalmente entre 0.1 y 0.4. Veamos un
sencillo ejemplo con los siguientes valores:

5 7 8 9 10 10 11 12 13 14
El punto de colapso de la mediana, siendo n=10 y por tanto par, seria:
(1/2)-(1/n) =(1/2) - (1/10) = 0.5-0.1 =04
lo cual significa dejar el 40% de valores a cada uno de los dos lados:

5 7 8 9 |10 10/ 11 12 13 14

6.2.3. ROBUSTEZ

La robustez (Andrews et als., 1972) implica una insensibilidad a las des-
viaciones de las hipdtesis subyacentes a un modelo probabilistico. A
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menudo queremos obtener métodos en que las hipétesis de aplicacién no
sean demasiado restrictivas. Como hemos dicho los métodos clasicos se
justifican sélo si se supone una distribucién “gaussiana” de los datos.

Un estimador robusto deberfa ser insensible como minimo a dos tipos de
anomalias encontradas en la muestra:

1) Unas pocas desviaciones grandes de los datos tomadas a a menudo
como valores alejados (outliers).

2) Otras desviaciones méds numerosas de los datos (pequefias pero nu-
merosas, suficientes para ser como minimo comparables con la se-
paracién de observaciones ordenadas adyacentes), como, por ejem-
plo, agrupar o redondear.

Dado que queremos evitar hipétesis demasiado elaboradas sobre ¢l com-
portamiento de las fluctuaciones de los datos, buscamos robustez, enten-
dida como insensibilidad a los supuestos tcitos. La Robustez garantiza
que un estimador es bueno para una serie de distribuciones sin que sea
necesariamente mejor para una en particular.

Se dice que un estimador robusto es eficiente sobre una amplitud de
distribuciones si su varianza es cercana al minimo para cada distribucion.

Los estimadores que dependen de grupos simples, no restrictivos acerca de
la distribucién subyacente y no son sensibles a tales hipdtesis se llamam
estimadores robustos. Rapacchi (1991) propone el ejemplo del anilisis de
la varianza como método no robusto, dado que necesita que los residuales
sigan la ley normal con una misma desviacién tipica para cada uno de
los grupos estudiados.

6.2.4. DISTRIBUCION SIMETRICA

Rosember y Gasko (1989) definen una distribucién simétrica del siguiente
modo:

“La distribucién de una variable aleatoria x es simétrica alrededor de un
centro de simetria c si las variables aleatorias © —c 'y —(x — c) estdn
idénticamente distribuidas, entonces ¢ = z".
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Se sigue que una variable aleatoria con una distribucién simétrica alrede-
dor de ¢, de media T y de mediana z¢ s necesariamente ¢ = zg5 y Si T
es finita, entonces ¢ = T = z¢5.

6.2.5. ESTADISTICOS DE ORDEN

Sea [z,,2;,...,2k] una muestra de tamafio n, las observaciones reorde-
nadas dentro de un orden de magnitud creciente, llamadas [z1, z,...,z,)
son llamados estadisticos de orden de la muestra y z; se llama :—ésimo
estadistico de orden.

Una vez revisados estos conceptos y caracteristicas, presentaremos, su-
cintamente, algunos de los estimadores robustos mas empleados.

6.3. L — ESTIMADORES

Ante las posibles deficiencias de las estimaciones usuales de la media
y la mediana debidas al no cumplimiento de los supuestos, como se
ha explicado anteriormente, se presentan varios estimadores resistentes
y robustos de posicion como los mds representativoss de los valores de
tendencia central que habré en la poblacién origen de 1a muestra.

Introducimos varios procedimientos de estimacion no sesgados para el
centro de una distribucién simétrica. A continuacién, buscamos entre los
calculados, el estimador més robusto.

Se llaman L-estimadores (Andrews et als., 1972) a los estimadores
que son combinaciones lineales de estadisticos de orden.

Sea [z < z3 < .-+ < z,] los estadisticos de orden de una muestra
de tamafio n. Sea [a;,az,...,a,] los nimeros reales que verifican que
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0<a; <1f=1,2,...,n], talque 3°¢_;ya; =1. Un L-estimador “T”
con peso [aj,az,...,a,], €s:

T =Y azg (6.1)
(i=1)

En este apartado estudiaremos estimadores simples de orden de una dis-
tribucién simétrica. Normalmente este tipo de estimadores no se aplican
a muestras grandes.

6.3.1. LA MEDIA Y LA MEDIANA

La Mcdia es el L-estimador en el que todos los pesos son iguales.
a; =1/n [i=1,...,n]

La mediana, por su parte, es un L-estimador en el que sdlo interviene
el estadistico de orden central si n es impar, y que es la media de dos
estadisticos de orden central si n es par.

. . 1 sit=p
Sin=2p+1) a {0 siip

L [ 12 sii=p6i=(p+1)
Sin=2p @ {0 sino lo es

6.3.2. LAS MEDIAS RECORTADAS

Se llaman medias recortadas a las medias que se obtienen después de
haber eliminado, a ambos lados de la distribucién, una proporcién o de
valores. Asignamos al valor resultante el término media recortada con
proporcién « a cada trozo cortado por T,.
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Por ejemplo el 30% de media recortada de una muestra de tamafio 20
€s una muestra simple de tamafio 14 en la que se han eliminado las tres
puntuaciones mds altas y las tres mas bajas. Asi, la media aritmética estd
considerada como 0% de media recortada y la mediana como, aproxima-
damente, el 50% de media recortada.

a; =0 si 1<g6i>(n—g+1)
a;=1-r/n(l-2a) si i=g+16
t=n—g

a; = 1/n(1 - 2a) si (94+2)<i<(n—-g-1)

siendo g = an
r=an-—g
a = el corte
n = nimero de casos de la muestra

Para reflejar el empleo de las medias recortadas proponemos unos datos
que se relacionan con el consumo doméstico de energia eléctrica por 1000
habitantes (en miles de Kw/h) en el afio 1985 en las poblaciones de 1a
provincia de Castellén (Caja de Ahorros Valenciana, 1987. Indicadores
Socio-econémicos de la Comunidad Valenciana). En la tabla 6.1. se
muestran 120 de estos datos.

Tabla 6.1. Consumo doméstico de energia eléctrica (en miles de Kwh) en el aiio 1985 en 120
poblaciones de la provincia de Casteli6n.

498.1 3244 4034
2949 452.1 147  292.6
271.7 5199 2371 2757
730.5 6150 4943 4809
479.0 3948 6145  561.0
379.4 6244 5024 3712
608.4 572.1 3847 399.6
4640 1040.1  558.1 4555
439.6 588.8 3327 6493
482.6 3488 3084 3169
695.5 519.7 3750 4770
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485.5 1975.8 108.5  263.7
698.2 279.5 397.1 746.7
490.0 13437 662.6  210.3
808.6 276.2 186.7 537.0
424 4 3103 5172 590.4
227.2 273.5 6150 2718
424 4 266.7 1012.9  524.1
227.2 348.4 5343 4321
436.9 529.3 409.1 418.2
592.9 693.4 4024  316.8
124.6 609.9 979.1 273.3
408.6 4249 520.1 299.3
526.7 479.8 678.8 183.4
2190.0 478.7 4430  460.2
260.0 3254 380.0 517.0
550.4 539.2 4737  713.6
602.5 125.1 4243 153.6
620.5 552.6 6049 4387
430.5 4874 398.8  372.0
409.3 504.5 415.6 3739

Calcularemos las medias recortadas con diferentes valores de a: 0%,
0.05%, 0.10%, 0.20%, 0.30%, 0.40% y 0.50%0

120
T(0.00) = (1/120) ) z(iy = (52.624/120) = 438.53
=1
Este valor coincide, obviamente, con la media aritmética.
114
Toos)y = (1/108))  z(;) = (49.114/108) = 454.76
=7
108
Toio) = (1/96) Y z(;) = (43.371/96) = 451.78
=13

96
Tozy = (1/72) Y z) = (32.427/72) = 450.38
=25
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84
Toa0) = (1/48) ) z(;) = (21.600/48) = 450.00
=37

72
Toa) = (1/24) 3 (i) = (10.754/24) = 448.08
1=49

T(0.50) coincide aproximadamente con la mediana.

6.3.3. CENTRIMEDIA Y TRIMEDIA

Es la media recortada para o = 0.25. En realidad, es la media inter-
cuartilica, ya que justamente es la media de los valores centrales, exclu-
yendo el 25% de datos inferiores y el 25% de datos superiores. Para
calcular la centrimedia se divide la suma de los valores comprendidos en
el 50% central de la distribucién por el nimero de estos (vease cap.1).

Se define la trimedia por :
TRI =1/4(Hy + 2Mdn + H3) (6.2)

6.3.4. MEDIANA GENERALIZADA

Para “n” impar, la mediana generalizada es la media de los tres es-
tadisticos de orden central 5§ < n < 12 o0 de 5 estadisticos de orden
central para n > 13.

Para “n” par, 1a mediana generalizada es una ponderacién de cuatro es-
tadisticos de orden central para 5 < n < 12 y con pesos 1/6, 1/3, 1/3,
1/6; para n > 13 es una media ponderada de seis estadisticos de orden
central con pesos 1/10, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/10.

En la bibliografia relativa a los L-estimadores se plantean estrategias
mds complejas de las aqui presentadas. Hogg (1974) ofrece algunas de
estas posibilidades. Otra cuestién a considerar es la decision que se debe
adoptar con respecto a que recortar. Muchas veces, s6lo haciendo el
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diagrama de tallo y hojas ya vemos si la distribucién es simétrica y con
ello facilita la decision de que és lo mas conveniente. Sila muestra es muy
pequeiia Hoaglin, Mosteller y Tukey (1981) recomiendan lo siguiente:

1. Para n < 7 usar la mediana.
2. Para n = 7 recortar dos observaciones para cada cola.

3. Para n > 8 recorte 25% para cada cola.

6.4. M-ESTIMADORES DE POSICION

Presentamos en este apartado unos métodos robustos de estimacién un
poco mds complejos, pero que ofrecen grandes ventajas de ejecucion,
comodidad y flexibilidad.

Los M-estimadores minimizan las funciones objetivas? de una forma més
general que la conocida suma de residuos al cuadrado asociada a 1a media
de la muestra.

En lugar de elevar al cuadrado la desviacién de cada observacion z del
estimador ¢, aplicamos una funcién p(z;t) y hallamos la funcion objetiva
extendiendo a toda la muestra la suma [, p(z;;T); a menudo p(z;t)
depende de z y de t y también de (z — t), con lo cual es més adecuado
escribir (z — T').

El término M, usado para estos estimadores, es el mismo que el estimador
Maiximo Verosimil. En los M-estimadores incluimos todas las puntua-
ciones de la muestra, pero ponderindolas de forma que las observaciones
esten mds cercanas al centro, es decir, modificando los valores para que
sean mds parecidos al valor central determinado. En consecuencia, pues,
habra tantos M-estimadores como pesos diferentes se utilicen.

2. Dado que el objetivo de la funcién del procedimiento minimo cuadrético es minimizar la suma
del cuadrado de los residuos, a la funcién que realiza esta mision se la denomina funcién objetiva.
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Normalmente, todos los M-estimadores asignan pesos que decrecen cuando
la distdncia al centro de distribucion crece. Los célculos para obtener
los M-estimadores se hacen con la ayuda del ordenador, iterativamente,
afiadiendo a cada funcién objetiva una constante o peso.

La media aritmética puede considerarse un M-estimador al que asignamos
el peso 1 a cada valor. Asimismo, los L-estimadores pueden considerarse
M-estimadores cuando se calculan, por ejemplo, medias recortadas (se
divide la distribucién en dos grupos, uno se excluye y con el otro se
calcula 1a media). Podemos considerar las medias recortadas como una
media ponderada en la que en el caso de que se incluya un valor su peso
vale 1 y en el caso de que se excluya, ese valor tiene por peso 0.

Los M-estimadores T, (z,,...... ,Zn) para la funcién p y la mues-
tra (zy,...... ,Zyn) €s el valor de t que minimiza la funcién objetiva
%1 p(z;t) de tal manera que T tiene que satisfacer que

S W(ai 1) = 0 (6.3)
=1

Para que un M-estimador sea robusto es deseable que cumpla las siguien-
tes propiedades:

1) Los buenos M-estimadores deben tener un punto de colapso alto.

2) Los buenos M-estimadores son relativamente eficientes para una
amplia familia de distribuciones de probabilidad.

3) Los buenos M-estimadores deben ser resistentes.

4) Es claramente deseable que los buenos M-estimadores tengan las
propiedades usuales de las muestras grandes, propias de los esti-
madores méximo verosimiles, las cuales son: consistencia y nor-
malidad asintética.

5) Finalmente, y dado que una de las filosofias E.D.A. en estimacién
es calcular varios estimadores en vez de uno, estos deben ser faciles
de calcular por ordenador.

Abordaremos a continuacién, cuél son los aspectos generales del proce-
dimiento de cilculo de este tipo de estimadores.
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En general, todos los M-estimadores de posicién (Tukey, Huber, Hampel
y Andrews), excepto la media y la mediana, necesitan una transformacién
de los datos antes de empezar los célculos.

Normalmente, los M-estimadores de posicion usan unas escalas de indices
auxiliares, que tienen como propiedad mas relevante su resistencia, distin-
tos a los cldsicos. La mayoria centran y reducen la variable del siguiente
modo:

u; = (z; —t)/cSn (6.4)

siendo z; = el valor de cada observacion.
¢ = es una constante, denominada potenciometro, que
presenta la condicion (o < c¢) y que toma valores
3 <c<1a
S, = el indice que mide la dispersién de la distribucién.
En general, los valores de T que minimizan la funcién son estimadores
de posicién. De este modo:

|valor de cada caso — estimador de situacién|
U= f . P
estimador de dispersién

(6.5)
siendo los estimadores més usuales de dispersién:

— Mad (Mediana de las desviaciones absolutas).
— La amplitud intercuartilica.3
— La desviacién tipica.
Un M-estimador T, seré el valor que minimize } ., p(z), siempre que

se verifiquen las condiciones de igual varianza en posicién y escala (Colin
y Goodall, 1983).

En la mayoria de los casos no se¢ selecciona p(u), sino su derivada ¥(u),
ya que, dado que el objetivo es minimizar la ecuacion, es mejor tomar la
derivada de esta. Veamos cuales son los M-estimadores de posicion més
comunes.

3. Pana estos dos estimadores de dispersién consiltese el primer capitulo de este volumen.
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6.4.1. LA MEDIA ARITMETICA Y LA MEDIANA

El mas usual de los M-estimadores es el la media aritmética siendo la
estimacion minima cuadritica el cuadrado del residual.

ple;t) = (z - 1)? (6.6)

Otro ejemplo usual es el M-estimador de la mediana, donde la funcién
objetiva es el valor absoluto del residual.

p(z;t) = |z — 1 (6.7)

que corresponde a la funcién

U(z;t) = sgn(z ~ 1) (6.8)
+1 siu>0
sgn(u) = 0 siu=0
-1 siu<0

6.4.2. ESTIMADOR DE HUBER

El estimador de Huber es un M-Estimador que se define por:

T.de Y ¥(uw)=0 (6.9)
i=1
0 una vez centrada y reducida la variable
Ui = (z; ~ T,)/ Sn (6.10)
siendo z; las observaciones y S, el valor del MAD. De esta forma la

expresion (6.9) se puede establecer como sigue:

i'll[(z,- ~T,)/S.] = 0 (6.11)
=1
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Aqui, el rango del valor absoluto de “U” se compara con una constante,
denominada k, que tiene por condicién (0 < k), es decir, estrictamente
positiva. Por ejemplo, el paquete estadistico SPSS/PC+ usa un valor de
k = 1.339.

Si |U| < k entonces ¥(U) = U siendo la correspondiente funcién obje-
tiva p la siguiente:
p(U) = 1/2(U)? (6.12)

Por otra parte, si |U| > k entonces ¥(U) = k por signo (sgn) de (U),
siendo la funcién objetiva p correspondiente:

p(U) = k|U| - 1/2k? (6.13)
mostrando la figura 6.1. la derivada de la funcién que hemos definido en

6.13.

Y(u)

Fig. 6.1. Representaci6n grifica de la funcién ¥(u).

La funcién objetiva del estimador de Huber es cuadratica en el centro y
lineal en los extremos. La curva de influencia del estimador de Huber
es constante para todas las observaciones a partir de un cierto punto. La
funcién ¥ es, como en la figura 6.1., monétona, el estimador de Hubber
es un ejemplo de M-estimadores mondtonos.

Este estimador es un buen estimador cuando la distribucién se ajusta “ra-
zonablemente” a la normal, pero no es recomendable cuando hay valores
extremos. Es, pues, un estimador no demasiado resistente y por lo tanto
influenciado por los valores alejados (outliers).
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6.4.3. ESTIMADOR “DOBLE PESO” DE TUKEY

El estimador “doble peso” (biweight) de Tukey es uno de los M-estimadores
que se define por:

T, de f: Y(w)=0 (6.14)
=1

0 una vez centrada y reducida la variable:
Uu; = (:z:,- - T,,)/cSn (6.15)

donde =z; son las observaciones.
c es el valor del potenciémetro. El programa SPSS/PC+ define
¢ = 4.685.
Sy es una medida de dispersion(MAD).

Normalmente, los valores 7,, que minimizan la funcién son estimadores
de posicién. De este modo, la expresién 7T, se puede plantear:

n
Y U ((zi ~ Tu)/cSa] = 0 (6.16)
1=1
Si el valor absoluto del rango de “U” es |U| < 1 entonces ¥(U) =
u(1 — u?)?, siendo la funcién objetiva p correspondiente
p(U) = 1/6[1 - (1 - u?)?] (6.17)

si el valor absoluto del rango de “U” es |U| > 1, entonces ¥(U) = 0,
siendo la funcion objetiva p la siguiente:

p(U) = 1/6 (6.18)

6.4.4. ESTIMADOR DE ANDREWS

El estimador de Andrews (1972), normalmente llamado “onda de An-
drews”, es un M-estimador que se define por:

T, de z":w(vi) =0 (6.19)

i=1
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0, una vez centrada y reducida la variable:
Ui =(z; — Tpn)/cSn (6.20)

donde X; son las observaciones.

c es el potencidmetro (3 < ¢ < 12). Por ejemplo, el programa
SPSS/PC+ emplea ¢ = 1.340; Andrews (1972) ¢ = 2.17; Hogg
(1979) 1.57 < ¢ < 27 y Gross (1976) 1.87 < ¢ < 2.4~x.

Sn en el valor del MAD.

De este modo la solucién (6.19) se puede reordenadar de la siguiente

forma:
n

> [¥(zi — Tn)/cSn] =0 (6.21)

i=1

Si el valor absoluto del rango de “U” es |U| < 1, entonces
Y(U) = 1/xsin(zU) (6.22)
siendo la funcién objetiva p correspondiente:
p(U) = (1/72)(1 = cos V) (6.23)

pero, si por contra, el valor absoluto del rango de |U| > 1 entonces, ¥(U)
= (0, y la funcién objetiva p correspondiente:

p(U) = 2/x? (6.24)

6.4.5. ESTIMADOR DE HAMPEL

Hemos visto como en el estimador de Huber la curva de influencia es
constante para todas las observaciones a partir de un cierto punto. El
estimador de Hampel pretende ser mds resistente, haciéndolo, para ello,
més compleja su formulacién y cdlculo. El estimador de Hampel es un
M-estimador que se define por:

T, de 2": U(u;) =0 (6.25)
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0 una vez centrada y reducida la variable
u; = (zi — Tn)/Sn (6.26)
donde z; son las observaciones

S, el valor del MAD.

De este modo, la expresién (6.25) se formula:

n

> U ((zi~Tn)/Sn] =0 (6.27)

=1

Aqui, el rango del valor absoluto de “U” se compara con tres constances
(a, by ¢) con la tinica condicién que 0 < a < b < ¢. Si |U] < a,
entonces ¥(U) = U, siendo la funcién objetiva p la siguiente:

p(U) = 1/2(u?) (6.28)

Enel caso que a < |U| < b, entonces ¥(U) = a por signo (sgn) de (U),
siendo la funcién p:
p(U) = a|U| — 1/24® (6.29)

Por 1ltimo, si b < |U| < ¢, entonces:
Y(U) = a[(c - {U])/(c - b)) sgn(U) (6-30)

siendo la funcién p la siguiente:

p(U) = ab—1/2a*+ (c—b)(a/2) {1~ [(c— |ul)/(c - )}~
. ab —1/2a% + (c - b)(a/2) (6.31)

Sefialar, a titulo informativo, que el programa SPSS/PC+ emplea los si-
guientes valores a = 1.70; b= 34y c = 8.5.

Para finalizar este apartado dedicado a los M-estimadores, poner de ma-
nifiesto que el mismo s6lo pretende exponer la formulacién matemética
de estos estimadores robustos que, en general, utilizan los programas es-
tadisticos. En general, la utilidad méxima de este tipo de estimacién se
centra en el andlisis que puede hacerse a partir de la comprobacién de que
los distintos estimadores ofrecen resultados parecidos, lo cual asegurard
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una estimacién exenta de sesgo. Para ejemplificar este aspecto, sirva la
siguiente distribucion simulada:

{28 26 33 24 34 27 16 40 29 02 29 22 24 21 25 30 23 29 31 18 03}

Los resultados que se obtienen con el paquete SPSS/PC+ (procedimiento
Examine) a partir de estos datos se ofrecen en la figura 6.2. y en la tabla
6.2.

Tabla 6.2. Estadisticos descriptivos y estimaciones robustas de los datos simulados.

Media 24.4762 Error Est. 19888 Min. 2.00 Asim. -1.181
Mediana 26.0000 Varianza 83.0619 Maix. 40.00 E.E.As. 501
5% Trim 24.8757 Desv. Tip. 9.1138 Rango 38.00 Curtos. 1.883

IQR 8.00 EECu. 971

M-Estimadores

Huber (1.339) 259177 Tukey (4.685) 26.5397
Hampel (1.700,3.400,8.500) 26.2620 Andrews (1.340-7) 26.5371

Extremos (2), (3) 32 + —I—_
1. 68
2% 12344 *
2. 5678999
3* 0134 16 r ——l——

Extremos (40)

Fig. 6.2. Diagrama de Tronco y Hoja y Diagrama de Caja de los datos simulados.

Obsérvese que los estimadores de Hampel, Tukey y Andrew dan valores
en tomo de 26, cercanos a la mediana, mientras que el estimador de
Huber ofrece un valor de 25.9, el cual esti un poco influenciado por los
valores alejados de la distribucién analizada (2, 3 y 40).

Si reproducimos estos cilculos con los datos que aparecen en la tabla 6.1.
obtendremos los resultados que a continuacion se detallan
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Tabla 6.3. Esuadisticos descriptivos y estimaciones robustas de los datos de la tabla 6.1.

Mean 486.3408 Sid Err  25.9255 Min 14.700 Skewness 3.3092
Median 441.3000 Varian. 80655.90 Max 2190.00 S E Skew .2209
5%Trim 454.7167 Std Dev 283.9998 Range 2175.30 Kurt. 16.3965

IQR  233.05 S E Kunt 4383

M-Estimators

Huber (1.339) 449.6460 Tukey (4.685) 4399513
Hampel (1.700,3.400,8.500) 442.7948 Andrew (1.340%pi) 439.9712

Las representaciones grificas correspondientes a los datos que nos ocupan
se encuentra en la siguientes figuras nimero 6.3.a y 6.3.b.

Frequency Stem & Leaf
1.00 0 -1
6.00 1 - 022588
17.00 2 - 12236667777777999
20.00 3 - 01112234477777889999
3200 4 - 00000112222333334556677778888999
19.00 5 - 0011122233355567899
15.00 6 - 000011122467999
3.00 7 - 134
1.00 8 - 0

6.00 Extremes  (979),(1013),(1040),(1344),(1976),(2190)
Stem width: 100
Each leaf: 1 case(s)

Fig. 6.3.a. Diagrama de Tronco y Hojas de los datos de la tabla 6.1.
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2400 T
| (E) CASE24
(E) CASE71
1600 T
(E) CASE73
(O footnote 1)
800 T —(0)—CASES52
x.
.
Symbol Key: * - Median (0) - Outlier (E) - Extreme

Boxplot footnotes denote the following:
1) CASE48, CASE68

Fig. 6.3.b. Diagrama de Caja de los datos de la tabla 6.1.

Aquellos lectores que deseen profundizar en esta temética, buscando, por
ejemplo, los correspondientes intervalos de confianza, encontrarin una
magnifica revisién de esta cuestion en Iglewicz (1989).

6.5. METODOS DE ESTIMACION BASADOS EN
EL REMUESTREO

Cualquier procedimiento que logre hacer mds precisas las inferencias es-
tadisticas ha de interesar a los investigadores en todas las dreas y, mds
especialmente, a los de Ciencias Sociales, Humanas y de la Salud.
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Las técnicas que se exponen en este apartado pretenden resolver el pro-
blema de la fiabilidad de las estimaciones estadisticas sin necesidad de
suponer que los datos gozan de distribucién normal. También es 1itil para
trabajar con muestras pequefias y abaratar el coste de las investigaciones.
Los métodos de investigacién no paramétricos del error estdndar se apro-
vechan de los adelantos técnicos de los cdlculos por ordenador y serian
complejos sin ellos.

6.5.1. JACKKNIFE

El Jackknife constituye una nueva propuesta sobre estimacion estadistica
no paramétrica que fue introducida por Quennouille (1949) y Tukey
(1958). Se puede hallar una excelente revision técnica en el trabajo de
Miller (1974) aparecido en el nimero 61 de Biometrika, titulado “The
Jackknife, a review”,

El nombre de “Jackknife”, ideado por Tukey, por ser una técnica, no se
acostumbra a traducir y es por ello que en este libro usaremos el nombre
original 4

El Jackknife es un método para estimar el error muestral. La estimacion
Jackknife de o, que se denomina normalmente o(;) se obtiene normal-
mente de la siguiente forma:

1) Obtenemos una sola muestra de tamaiio n.

2) Se obtienen k muestras de tamafio n — 1 (por supresién de un
valor cada vez distinto de la seric de datos independientes con
reemplazamiento).®

3) Se calcula el estadistico deseado para cada serie de datos de tamafio
n— 1 (nueva muestra). Asi obtendremos, a partir de una sola mues-
tra de tamafio n, un estadistico §(,) estimado a partir de todos los

4. Propiamente, significa navaja o méquina de cortar cruel y ripida, que se puede usar en multitud

de sitaciones.
5. Vale la pena observar que no es necesario generar siempre las nuevas muestras con un tamafio

n — 1, sino que pueden ser definidas por un tamaiio n — g, siendo g un nimero real menor que n.
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estadisticos 6; estimados con las muestras que hayamos generado
a partir de la primera.

4) Se efectua la estimacién del error muestral mediante la siguiente
férmula:

0y = (1/n)) 6 (6.32)
i=1

n 9 1/2
oG = {[(n—l)/nlg(éi—é(.)) } (6.33)

Se introduce el factor [(n — 1)/n] para conseguir que el Jackknife cons-
tituya una buena respuesta a la desviacion estindar del estadistico.

El Jacknife, en cierta manera, genera nuevas muestras con la misma idea
de las medias recortadas, en realidad cada nueva muestra no es mas que
un recorte de uno o més valores de la original.

Veamos un ejemplo de esta estrategia con una muestra simulada de ocho
valores:
{5, 6, 6, 6, 7, 8, 9, 10}

presentando, estos datos, una mediana de 6.5 y una estimacién del error
estandar que sigue la siguiente expresion:

n 1/2
&) = {[(n —1)/n]) (Mdn; — Mdn(,,)Z} (6.34)

i=1

donde Mdn; es la mediana de cada muestra “Jacknife” y Mdn, es la
media de esas medianas. Analizemos algunas de las posibles muestras
“Jackknife”, suprimiendo un solo caso en cada una de ellas:

Sin un valor 5 {6,6,6,7,8,9,10} Mdn =17
Sin un valor 6 {5,6,6,7,8,9,10} Mdn =1
Sin un valor 6 {5,6,6,7,8,9,10} Mdn =17
Sin un valor 6 {5,6,6,7,8,9,10} Mdn =17
Sin un valor 7 {5,6,6,6,8,9,10} Mdn =6
Sin un valor 8 {5,6,6,6,7,9,10} Mdn =6
Sin un valor 9 {5,6,6,6,7,8,10} Mdn =6
Sin un valor 10 {5,6,6,6,7,8,9} Mdn =6
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Media de las medianas = 6.5
o) ={[(8—1)/8]-(7-6.5)2 +(7—6.5)> +-- -+ (6—6.5)2}/2 = 1.32

6.5.2. BOOTSTRAP

Bradley Efron (1979), profesor de Estadistica y Bioestadistica en la Uni-
versidad de Stanford, propone un nuevo método sencillo de estimacion.
El método fue bautizado por Efron con el nombre de “bootstrap”.® El
nombre de “bootstrap” ha sido traducido por autodocimasia o docimasia
por Enrique Cansado (citado en Diaconis y Efron, 1983), en la intro-
duccién del libro de Cramer “Métodos matemadticos en estadistica” (Ed.
Aguilar). Nosotros conservaremos el nombre original en inglés.

El bootstrap es en realidad una revisién y mejora del método Jackknife.
Obsérvese que los dos nombres, en sentido figurado, reflejan el hecho de
que a partir de una muestra, y sin més ayuda, se generan muchas més.

En realidad, tal como dice Hinkley (1986), con el nombre de métodos
bootstrap, se conocen una variedad de técnicas basadas en la simulacién
y que se usan para unas tareas estadisticas particulares. Segin Lunneborg
(1987) podemos establecer la utilidad del bootstrap a tres niveles:

a) Valorar el sesgo y el error muestral de un estadistico o de una
estimacion de un parametro poblacional calculado a partir de una
muestra.

b) Establecer un intervalo de confianza para un pardmetro estimado.

¢) Realizar una prueba de hipétesis o significacién en torno a uno o
mds parametros poblacionales.

Para un andlisis mis exhaustivo, puede consultarse ¢l trabajo de Efron
y Tibshirani (1986), que hacen una excelente revisién de los métodos
bootstrap.

6. Bootstrap significa “cordones para atar botas”. Para el autor su sentido figurado significa que te

ayudes a ti mismo y alude al viejo chiste de izarse uno mismo tirando hacia arriba de los cordones
de las botas.
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Supongamos que observamos ’
Xi=uz; [i=1,2,...,n]

donde cada z; son observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidos (i.i.d) de una variable de acuerdo con alguna distribucién de
probabilidad F de media x y desviacién tipica o. El problema principal
es que F' es desconocida, asi como también lo son sus pardmetros. En
Estadistica Inferencial Clésica y en el caso de la media,

T = (l/n)zn:x, (6.35)
i=1

sabemos que la distribucién muestral de medias es normal con media U
y o7
siendo o7 = a/(n)1/? (6.36)

dado que o es desconocida, en la desviacién tipica de la distribucién
sustituimos o por un buen estimador:

o5 = 6/(n)'/? (6.37)

pero, esto no se puede hacer con otros estadisticos, dado que desconoce-
mos su distribucién muestral.

La idea intuitiva del bootstrap es sencilla tal como se detalla en los si-
guientes puntos, asi como en la figura 6.4.

1) Se extrae de la poblacién una sola muestra (generalmente pequefia)
de tamario n.

2) Se utiliza un generador de nimeros al azar para extraer una nueva
muestra del mismo tamafio “n” que la original de observaciones
(i.i.d), con reemplazamiento a partir de la muestra original. De
tal forma que cada nuevo valor sea una seleccién al azar de una
de las observaciones originales. El nuevo conjunto de valores,
llamado “muestra bootstrap”, constituye una subserie de la muestra
original. Algunas de estas observaciones originales pueden haber
sido seleccionadas ninguna vez, otros una vez, otros dos veces, etc.

3) Se calcula el valor del estadistico § deseado para dicha nueva mues-
tra generada de la original.
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4) Se repiten los pasos 2 y 3 muchas veces (B veces). Es decir,
generamos muchas muestras del tamaifio de la original y a partir de
esta.

5) Asi obtenemos una nueva distribucion muestral a partir del es-
tadistico calculado en cada una de las muestras bootstrap. La des-
viacién tipica de esta nueva distribucién muestral de muchos valores
del estadistico 6 se aproximaria adecuadamente al valor auténtico
oy del parametro.

B =1

n =8
55666889 Media
Mediana

B =2

66678899 Media

.......

n=8 B =3

56 6 77 7 88889 Media
Poblacién - 6 7 8 Mediana
91

Muestra .
original

B

555667738 Media

Fig.6.3. Representacion esquemdtica de una estimacién Bootstrap.

Al ser una técnica de caricter no paramétrico tiene la gran ventaja para
el analista de poder liberarlo de la necesidad de realizar supuestos, a
veces arriesgados, sobre la funcién de distribucién de la variable en la
poblacion, asi como en tomo a la funcién de distribucion muestral del
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estadistico. Siendo asimismo aplicable a una gran cantidad de datos y
disefios diferentes.

Para poder utilizar técnicas paramétricas hemos de conocer (al menos su-
ponerla conocida) la funcién de distribucién teérica. En caso de tomar
un supuesto incorrecto respecto a la distribucién de probabilidad, puede
llevamos a la obtencién de estimaciones muy inexactas. Cldsicamente,
este problema se ha solventado mediante la utilizacién de técnicas no
paramétricas, generalmente basadas en estadisticos de rango, con la sus-
tancial pérdida de eficiencia que esto significa.

El “bootstrap”, al ser una técnica no paramétrica, no precisa basarse en los
supuestos anteriormente mencionados pero, contrariamente a las técnicas
no paramétricas clasicas, no conlleva dicha pérdida de eficiencia al no
requerir, entre otras cuestiones, un reescalamiento de la variable ordinal.

6.5.2.1. FORMULACION DE LA TECNICA

El supuesto implicito en esta técnica, consiste en considerar que la funcién
de distribucién empirica de la muestra, que denominaremos F,, nos pro-
porciona un estimador méximo verosimil (MLE) no paramétrico de la
funcién de distribucién tedrica.

Estableciéndose 1a igualdad ﬁ‘,, = Fy; y siendo F), 1a MLE no paramétrica
de Fy, y 75 el pardmetro o vector de pardmetros que cararterizan F, la
verdadera funcién de distribucién. Conociéndose a través del teorema de
Glivenko-Cantelli, tal y como sefiala Borovkov (1984) la convergencia
asintdtica casi segura de la distribucién F' a medida que “n” tiende a
infinito, tal como se recoge en la siguiente expresion:

Sin — oo sup |Fp(z) - F(z)] — 0 (6.38)

C.8.

Obteniéndose, habitualmente, mediante remuestreo con reposicién a partir
de F), la funcién de distribucién muestral “bootstrap” del estadistico
(Fyy). Una descripci6n formal de la técnica bootstrap, siguiendo a Efron
(1979a), se puede establecer del siguiente modo.
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Sea X, = (X;,X3,...,X,) una muestra de variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) con una funcién de distribucion
F comin y supongamos que R,(X,; F') es alguna variable aleatoria es-
pecifica de interés (que en situacion de una muestra puede tratarse de
un pardmetro #), dependiente posiblemente de la funcién F' desconocida.
F}, denota la Funcion de Distribucion Empirica de Xn conscguida al dar

masa n~! a cada uno de los puntos X1, X3,...,X,.

La técnica Bootstrap consiste en aproximar la distribucion muestral de
Rn(z(n; F) bajo F a través de la distribucién Bootstrap de Rn({(’,‘;; F,)
bajo F;, donde X}, = (X7, X5,...,X ) denota una muestra aleatoria de
tamafio “n” tomada de F,.

Evidentemente la dificultad del procedimiento bootstrap reside en el ciculo
de la distribucion bootstrap. Efron (1979a), sugiere relizar la aproxi-
macion a través de la técnica de simulacién Monte Carlo.

Se generan repetidas realizaciones de 5‘,‘; tomando nuestras aleatorias de
tamafio “n” de F,, es decir X (1), X5 (2),...... , Xn(B), y el histo-
grama de los valores ordenados corrc;pondientes a }En(X;(l); F), ...,
R (X (B); F,) se toma como una aproximacién de la distribucién bo-
otstrap de R,(X5; Fn).

Nos referiremos, en esta introduccién, tinicamente a lo que Efron deno-
mina bootstrap no paramétrico, o sea, remuestrear mediante simulacién
de Montecarlo, utilizando como estimacién de F a F, la funcién de
distribucion empirica. El mismo autor propone el denominado boots-
trap paramétrico para aquellos casos en los que conocemos la verdadera
funcién de distribucién y por tanto no es necesario estimarla, simplemente
se realizaria la estimacién de los pardmetros de la muestra obtenida y se
remuestrearia sobre la funcién F' conocida con los pardmetros estimados.
Es decir, en lugar de £, = F,, nos centramos en F;.

Por otra parte, y en el caso en que estimamos F a partir de F},, si podemos
suponer que F' es continua, el propio Efron (1979b) y posteriormente
Silverman y Young (1987), proponen el uso de una versién alisada de
F,,, combindndo lincalmente una funcién suave con la estimacién de la
funcién de distribucién empirica, esto es 1o que se ha venido a denominar
“bootstrap suavizado”.
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6.5.2.2. ESTIMACION DEL ERROR ESTANDAR

Uno de los aspectos que anteriormente se ha mencionado como utilidad
del bootstrap por parte de Lunneborg (1987), reside en el establecimiento
del error estdndar. La estimaci6n bootstrap del error estidndar en situacio-
nes simples de una muestra se puede esquematizar de la siguiente forma.

Supongamos que 6 = é(Xl,Xg,...,Xn) es el verdadero valor de un
estadistico, y sea o(F) el error estandar de 6, o(F) = [VARp6]'/2, por
supuesto o(F’) también serd funcién del tamafio de muestra “n” y de la
forma del estadistico 4, que por conocido puede obviarse su indicacién
en la notacién. La estimacién bootstrap del error estandar seria:

& = o(F,) = [VAR,§*]'/? (6.39)

donde F,, ser4 la funcién de distribucién empirica, dando masa n~! a cada
dato observado X; = z;,y 6 = é(Xf,X;, e XHeon X1, X3, .., X
(i.i.d.) realizaciones de F,,. VAR, denota la variancia bajo la ley condi-
cional de X7, dado X.

Como ejemplo clasico, que procionan la mayoria de autores, Efron (1982);
Efron y Tibshirani (1986); Swanepoel (1989), supongamos que 6=X,,
en cuyo caso se obtiene o(F) = [uz(F)/n]/?, donde po(F) = [ (z -
Ep(X))?dF(z), y obsérvese que & = [S2/n]'/?, expresién habitual
utilizada para estimar la dispersién de la distribucion muestral de medias,
donde Sn? es el estimador no sesgado de pu?(F).

En la mayoria de los casos, como ya hemos dicho, no existe una expresién
simple para 1a funci6én o( F') de estimadores como la mediana, las medias
recortadas, el coeficiente de correlacién o la pendiente de la regresién
robusta, que como en el caso de la media, nos establezca una funcién
simple de la distribucién muestral. Sin embargo, es ficil evaluar 6 =
[VAR,6*]'/2 a través del algoritmo de Monte Carlo que se concreta en
los siguientes pasos:

a) Construccién de F;,.

b) Construccién de una muestra aleatoria X7, X3, ..., X7 a partir de
F, y calcular 6* = (X7, X3,...,X5).

273




¢) Repetir de forma independiente el paso mimero 2 “B” veces ob-

6*() = B! ié*(b)
b=1

B
o {w— 1)1 S 6) — ()

b=1

teniendo replicaciones Bootstrap §*(1), 8*(2),...,6*(B), y calcu-
lando:

(6.40)

1/2
} (6.41)

Es ficil ver que en la medida que B — o0,6 — ¢ = o(Fy), la
estimacion bootstrap del error estandar, es mejor conforme aumenta
el nimero de réplicas bootstrap. Véase tabla 6.4. Segiin sefialan al-
gunos autores (por ejemplo Swanepoel, 1989), en 1a mayoria de los
casos el que B oscile entre 50 y 200 es adecuado para la estimacién
de un error estindar; fijandolo Efron (1984), en la cifra interme-
dia de 100, aunque, en algunos estudios realizados, sefiala que se
consiguen resultados razonables con solamente 25 replicaciones.

Tabla 6.4. Estimacion del error estandar7 de la media en una muestra n = 16.

5584555453257702561,2554,542559,25

error €(6 — 0)? | Valor
estandar M.S.E. medio
Bootstrap B = 100 | 0,55 0,46 4,65
" B =20010,52 0,38 4,72
” B=300] 049 0,34 4,73
” B =400 | 0,48 0,33 4,72
Jacknife 0,57 5,04
Error estandard
de la muestra
original 2,27 = 0,568 5,04
/16 R ,

7. Calculado con el programa elaborado por Alex Sinchez (Facultad de Biologia). U.B.
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Evidentemente, utilizando el error estdndar bootstrap podemos cons-
truir intervalos de confianza para la estimacién del parimetro po-
blacional a la manera cl4sica la cual, probablemente, mejorara la
estimacién realizada al emplear el error estindar habitual.

6*() £ Z(ay2) - 08 (6.42)

Sin embargo, Efron (1980) propone también la construccién de diferentes
intervalos de confianza no paramétricos, como ¢l método del percentil,
el método para la correccién del sesgo y el método acelerado para la
correccién del sesgo. Asimismo, otros autores como Hall (1986) y Be-
ran (1987) han propuesto, respectivamente, los métodos del percentil “t”
y el método del bootstrap anidado. A excepcién del método percentil,
los restantes pretenden captar el sesgo del estimador. Los tres ultimos
incorporan la simetria de la funcién de distribucién. En general todos
ellos, suponen la construccién de un intervalo con una precision de ma-
yor orden, puesto que los dos primeros son asintéticamente correctos de
primer orden, los dos segundos lo son de segundo orden y el dltimo lo es
de tercer orden (Huet y Jolivet 1989a; 1989b) (Huet, Jolivet y Messean,
1989) (Hall, 1988a; 1988b). Dado el caricter introductorio de este apar-
tado no los expondremos, queddndonos simplemente en el primer nivel
de los propuestos por Lunneborg (1987), remitiendo al lector a las fuentes
originales citadas en la bibliografia.
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GLOSARIO




ADYACENTE: denominacién empleada por Tukey (1977) para aquellos
valores que limitan las patillas o “whiskers” en un Diagrama de Caja.

AGUJERO ( “gap”): Ausencia de valores en intervalos determinados de
una distribucién.

AJUSTE DE MEDIANAS ( “Median Polish”): Proceso de bisqueda de
patrones o relaciones entre variables a partir de los residuales. Estos se
encuentran sustrayendo iterativamente las medianas, alternativamente de
filas y columnas, si la tabla es de doble entrada.

ALISADOR (“Smoother”):

~ COMPUESTO: Alisador en que se combina la accién secuencial
de diferentes amplitudes para conseguir la secuencia alisada final.

— IMPAR: Mediana mévil en la que la amplitud de la subsecuencia
utilizada es impar.

— PAR: Mediana mévil en la que la amplitud de la subsecuencia
utilizada es par.

~ CORTADO: Proceso que sigue generalmente a un alisador de am-
plitud 3 6 5 para evitar la desaparicién de picos o valles presentes
en la serie original.

— HANNING: Promedio mévil ponderado de amplitud 3.
— IANNING: Promedio mévil ponderado de amplitud 5.
- JANNING: Promedio mévil ponderado de amplitud 7.
- KANNING: Promedio mévil ponderado de amplitud 9.

AMPLITUD INTER-CUARTILICA (IQR) (“interquartilic range”): dis-
persién media (“midspread”), diferencia de cuartiles (dq): medida de dis-
persién que proporciona la distancia entre el primer y tercer cuartiles.
Puede aproximarse al valor que se obtendria en el célculo de la S de una
distribucién que siguiera el modelo de Laplace-Gauss mediante estanda-
rizacién (ver pseudo-igr).

ANOMALIA, VALOR ANOMALO (“outlier”, “far outlier”): (exterio-
res, remotos) valor muy alejado del conjunto central de los datos, que
afecta especialmente los indices de tendencia central y dispersion clisicos.
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Existen diversas categorizaciones seguin autores en funcién de su grado
de alejamiento o afectacion.

BOOTSTRAP: Método de estimacién no paramétrico, ideado por B.
Efron, basado en la reconstruccién de la distribucién muestral, general-
mente, mediante la simulaciéon de Monte Carlo.

CENTIL: valor que divide a la distribucién en una serie de puntos equi-
distantes. Se acostumbran a utilizar los percentiles (100), deciles (10) y
cuartiles (4). Puede asimismo aproximarse esta subdivision mediante el
célculo de cuantilas (Batista & Valls, 1989a; 1989b) o mediante sucesivas
divisiones en 2 mitades de la distribucién original.

CENTILES, GRAFICO DE: funcién de distribucién empirica de los da-
tos originales, situando €stos en ¢l eje de abcisas y sus correspondientes
percentiles en el de ordenadas. Es de gran utilidad para efectuar aproxi-
maciones visuales a las agrupaciones o disgregaciones en los datos, asi
como a su simetria.

CENTRIMEDIA o MEDIA INTERCUARTILICA (“Midmean”, “in-
terquartile mean™): indice de localizacién resultante del promedio de to-
dos los valores entre ¢l primer y tercer cuartil. En su cdlculo acostumbran
a eliminarse los valores repetidos, procurando que resten el mismo niimero
de datos a un lado y otro de la Md.

COEFICIENTE DE CURTOSIS (K2): coeficiente centrado sobre el
valor 1 (indicador de distribucién mesocirtica) que pondera el primer y
noveno decil con el IQR.

COEFICIENTES DE LA LINEA RESISTENTE: Valores estimados a
partir de los tercios de la nube de puntos inicial, correspondientes a la
constante y a la pendiente de una ecuacién lineal.

COEFICIENTE DE VARIACION CUARTILICO (CV¢): indice de
dispersion relativa, més robusto que el Coeficiente de Variacién clésico,
que posibilita asimismo la comparacién del cociente dispersién-centro de
una distribucién, independientemente de sus unidades de medida.

CUARTO, BISAGRA (“hinge”, “fourth™): subdivisién de las dos mita-
des de una distribucién, definida a partir de la Md, a partir de 1a que
puede calcularse el fourth-spread, para delimitar los valores anémalos en
un diagrama de Caja.
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DIAGNOSTICO, GRAFICO DE: Grifico para detectar el componente
no aditivo. Se realiza a partir de los residuos y de los valores comparativos
después de un ajuste de medianas.

DIAGRAMA DE CAJA (“Box Plot”, “box-and-dot plot”, “box and
whiskers plot™): Gréfico que permite evaluar el rango, simetria central y
extrema asi como las diferentes gradaciones de valores anémalos en una
distribucién de datos.

DIAGRAMA DE RAIZ CUADRADA (“Rootogram”): Grifico similar
al Histograma de frecuencias, donde se sustituyen las frecuencias por la
raiz cuadrada de la densidad del intervalo.

DIAGRAMA SUSPENDIDO DE RAIZ CUADRADA (“Suspended Ro-
otgram”) : Figura en la que se superponen el modelo teérico de la distri-
bucién de frecuencias, con el histograma realmente observado, de forma
que se pueden observar los residuales, o desajustes, que se producen entre
las dos representaciones.

ESTANDARIZACION DE UNA VARIABLE: Transformacién lineal
que se realiza sobre los valores de una variable, con objeto de centrarla
y reducirla.

ESTIMADOR ROBUSTO: Estimador que presenta la caracteristica de
robustez (Ver robustez; L y M estimadores).

FUNCION OBJETIVA: Funcién que minimiza la desviacién de cada
valor (z;) con respecto al estimador “t”.

H-PSEUDOSIGMA.: indice de dispersién correspondiente al valor apro-
ximado a la § muestral de una distribucién ajustada a la curva normal,
que incrementa la resistencia de ésta.

INDICE DE SIMETRIA DE KELLY (H32): indica la simetrfa de la
distribucién en sus extremos o colas respecto de la Md, por lo que es
muy Wtil en combinacién con el H1. Al depender de las unidades de
medida es aconsejable transformarlo en H3.

INDICE DE SIMETRIA DE YULE (H1): indica la simetrfa del 50%
central de la distribucién. Es aconsejable interpretarlo en combinacién
con el indice de simetria de Kelly.
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JACKNIFE: Método de estimacién no paramétrico del error muestral
basado en el remuestreo de los datos originales.

L-ESTIMADORES: Estimadores robustos que se obtienen mediante com-
binaciones lineales de estadisticos de orden.

LOTE (“batch”): conjunto de datos a analizar, que comparten una ca-
racteristica comin. Datos generados por un mismo proceso. Equivalente
a “muestra” en Estadistica clasica.

MEDIANA MOVIL: Técnica de suavizado consistente en substituir cada
valor de la serie por 1a mediana del conjunto de datos compuestos por el
propio valor y los que se hallan en su entorno (dependiendo ¢l nimero
de éstos de la amplitud del alisador escogido).

MEDIANA DE LAS DESVIACIONES ABSOLUTAS (MAD): indice
de dispersiéon que indica la Md de las diferencias, en valor absoluto,
respecto de la Md de la distribucién original. Puede efectuarse una
estandarizacién del indice, que aproximard su valor al de la S de una
distribucion que siga el modelo de Laplace-Gauss.

MEDIANA GENERALIZADA: Mediana que se obtiene con cualquiera
de los tres o cuatro estadisticos de orden central.

M-ESTIMADORES: Estimadores robustos que se obtienen minimizando
la funcidn objetiva. Los mas usuales son los de Tukey, Hempel, Huber
y Andrews.

MEDIAS RECORTADAS (“Trimmed Mean”): Media obtenida después
de haber eliminado a ambos lados de la distribucién una proporcién « de
valores.

OCTAVOS (“eights™): valores que dividen en dos partes iguales a los
cuartos, equidistantes entre Md y el limite superior o inferior de 1a mues-
tra.

PROFUNDIDAD (“Depth”): distancia de un dato, equivalente a su valor
ordinal, eligiendo el menor entre los que le correspondan en el orden
establecido desde cada uno de los extremos de la muestra.

PROMEDIO DE CUARTILES (Q): indice de localizacién consistente
en la suma promediada del primer y tercer cuartiles.

282




PROMEDIO MOVIL PONDERADO: Promedio de “k” valores adya-
centes en que no todos ellos tienen el mismo peso.

PSEUDO-AMPLITUD INTER-CUARTILICA (PSDyqr) (“interquar-
tilic range”): estandarizacion del IQR correspondiente al 50% central de
los datos, comparable con la S que se obtendria si éstos siguieran una
distribucién normal, incrementando la resistencia del indice.

PSEUDO-MEDIANA DE LAS DESVIACIONES ABSOLUTAS
(PSDpmap): estandarizacion del IQR correspondiente al 50% central de
los datos, comparable con la § que se obtendria si éstos siguieran una
distribucién normal, incrementando la resistencia del indice. TRIMEDIA;
indice de localizacién que define la distancia media entre la Md y @, eli-
minando un 25% de las observaciones de cada extremo. Puede asimismo
definirse otro limite (5% bilateral, por ejemplo, etc.) que proporcione
informacién comparable con otros estadisticos.

PUNTO DE COLAPSO (“Breakdown point™): Se dice que un estimador
alcanza su punto de colapso cuando limita la proporcion méxima o de
observaciones anémalas a ambos lados de la distribuciéon que pueden
producirse sin que cambie el resultado del estimador.

REAPROXIMANDO (“Reroughing”): Proceso que pretende recuperar
para la serie suavizada algiin patrén que un alisado demasiado fuerte haya
trasladado a la serie de residuales.

RECENTRADQO: Proceso que sigue a un alisador de amplitud par para
que los valores alisados se vuelvan a alinear segun los valores marcados
por la variable que ordena la secuencia original.

REEXPRESION: Veise Transformacién.

REGLA DE VALORES EXTREMOS: Regla utilizada para conseguir
suavizar los valores extremos de cada serie temporal.

RESIDUAL: Diferencia que hay entre los datos reales y el resultado de
su ajuste a un modelo previamente determinado o subyacente.

RESISTENCIA: caracteristica que indica el grado de sensibilidad a los
valores anémalos (alejados del intervalo central de la distribucion).

ROBUSTEZ: grado de sensibilidad ante las desviaciones de las condi-
ciones de ajuste o aplicacién de modelos probabilisticos.
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RESIDUALES DE DOBLE RAIZ (“Double-Root Residuals™) : Estra-
tegia grafica que nos proporciona, a partir del estudio de los residuales,
una prueba de bondad de ajuste, entre una distribucién de frecuencias
observada y una tedrica.

SEMIPENDIENTE: Coeficiente para la evaluacion de la linealidad de
la nube de puntos inicial.

SERIE TEMPORAL: Conjunto secuencial de datos de una variable or-
denados en funcién de otra variable, generalmente de caricter temporal.

TERCER INDICE DE SIMETRIA (H 3): transformacién del indice
de simetria de Kelly para hacerlo interpretable de forma independiente de
las unidades de medida, al igual que el H1.

TRANSFORMACION: Sustitucién de una serie de datos por una nueva
serie de valores, funcién de los originales.

— DE POTENCIA (“Power Trans”.) : funciones continuas aplicadas
sobre el conjunto original, y que mantienen el orden presentado
originalmente por los datos.

— LINEALES: subconjunto de las transformaciones de potencia, que
implica una traslacién del origen y un cambio en la escala de los
datos originales.

— NO LINEALES: transformaciones de potencia que deforman la
forma original de la distribucién de la variable.

— MONOTONAS NO LINEALES: subconjunto de las anteriores,
que producen ratios de crecimiento no constantes entre los diferen-
tes valores, pero sin alterar 1a ordenacién original de estos.

— ESCALA DE TUKEY (“Ladder of Power Trans.”) : escala de
transformaciones de potencia mas usuales.

- PARA PROMOVER SIMETRIA: estrategia que ayudari a la
eleccién de al mejor transformacién que simetrice la distribucién.

- PARA CONSEGUIR DISPERSION ESTABLE: estrategia grifica
que permitird la eleccién de la mejor transformacién que homoge-
neice las dispersiones de varios subconjuntos de datos.
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— COMPARADAS (“Matched”) : transformacién lineal que se rea-
liza sobre los datos transformados, para poder comparar el efecto
de la transformacién no lineal sobre los datos directos.

TRIMEDIA: Indice de localizacién que define la distancia media en-
tre la Mediana y el Promedio de Cuartiles, eliminando un 25% de las
observaciones de cada extremo.

TRONCO-Y-HOJA, GRAFICO DE: Diagrama de la distribucién, a me-
dio camino entre un histograma cl4sico y una distribucién de frecuencias,
en el que los datos son representados por sus mismo digitos, subdividi-
dos en una parte definidora genérica (tronco) y su precisién dentro de los
anteriores intervalos (hojas). Su gran versatilidad le confiere una gran
utilidad en una primera aproximacién a la descripcién de los datos en
todas sus facetas de localizacién, tendencia central y forma.

VALOR COMPARATIVO: Se obtiene multiplicando el efecto columna
por el efecto fila y dividido por el efecto comin. (Vedse Ajuste de
Medianas).

VALORES-LETRA, GRAFICO DE (“Letter-value display”): conjunto
de observaciones extraidas sistematicamente de la muestra, que definen
una serie de limites intemos, extemos y extremos, a partir de los cudles
pueden categorizarse los datos en funcién de su distancia respecto de la
M d e identificar valores anémalos.
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