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RESUMEN
En el trabajo se aplica el nuevo método de calculo desarrollado para arboles de bombas
centrifugas, que considera la rigidez angular de los cojinetes de rodamientos de apoyo y a las
empaquetaduras como apoyos elasticos suplementarios, durante los célculos realizados para
la recuperacion de la bomba de sulfato de aliumina utilizada en el proceso de
desmineralizacion del agua en la Central Termoeléctrica de Cienfuegos “Carlos M. de
Céspedes”. Esta bomba se averié debido al desgaste del &arbol en la zona de Ila
empaquetadura después de mas de dos décadas de explotacion. Para la recuperacion de la
misma se procedi6 a la fabricacion de un casquillo del mismo acero inoxidable del arbol, que
se prensoé en la zona de contacto del arbol con la empaquetadura. Aplicando la metodologia
mencionada se calculd la fuerza de reaccidén en la empaquetadura y el momento flector del

arbol en esa zona y se realizaron las correspondientes comprobaciones de resistencia.

INTRODUCCION

Los esquemas de analisis de los apoyos rigidos clasicos utilizados en los sistemas planos en la
literatura de Mecanica Tedrica se muestran en las Figura 1. En la literatura técnica en general
se utilizan otros apoyos articulados que consideran las propiedades elasticas de los apoyos.
Estos modelos se muestran en las Figura 2. En la literatura de Mecanica Tedrica Bedford and
Fowler [1], Beer and Johnston [2] s6lo se hace referencia a los apoyos rigidos clasicos,
ningun autor hace referencia a ningun otro tipo de apoyo que contemple una rigidez

intermedia entre los apoyos articulados y los empotrados.
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Figura 1 Esquemas de Analisis Clasicos a) Apoyo Articulado Rigido Movil

a) Apoyo Articulado Rigido Fijo. ¢) Empotramiento Rigido.

Fig. 2 Esquema de Analisis del Apoyo Articulado a) Elastico Mévil y b) Elastico Fijo.



En la literatura de Mecanica de Materiales, la mayoria de los autores se refieren también casi
exclusivamente a los apoyos rigidos clasicos, sin contemplar en ningun caso la elasticidad de
los apoyos: Beer and Johnston [3], Fitzgerald [4], Fogiel [5], Mott [6], Spiegel and
Limbrunner [7]. Otro grupo de autores trata de alguna manera los apoyos elasticos
mencionados anteriormente: Feodosiev [8], Pisarenko [9] y s6lo en Olsen [10], se menciona
la posibilidad de que los empotramientos no sean perfectamente rigidos, pero sin profundizar
en las cualidades ni en el modelo fisico — matematico de este tipo de Esquema de Analisis y
mucho menos en los procedimientos de célculo.

En la literatura de Disefio de Elementos de Maquinas los autores se refieren en mayor
medida a los aspectos vinculados con la rigidez de los apoyos y a los diferentes posibles
esquemas de analisis al situar las reacciones en los mismos, asi por ejemplo: Wilson [11] al
referirse a las reacciones en los elementos sometidos a flexion, sefiala que los soportes son
usualmente idealizados con el objetivo de simplificar el andlisis y afiade que el soporte simple
consiste en una fuerza concentrada resultante como reaccidon. Este tipo de soporte es
utilizado para representar: cajas de bolas, rolletes, cojinetes de deslizamiento y otros
soportes que permiten alguna rotacion o pendiente en el plano durante la deformacién por
flexion. Mas adelante expresa: “Si el soporte de la viga no permite movimiento relativo a lo
largo del eje de la misma, entonces surgird una restricciéon adicional que provocara una
fuerza axial como resultado de dicha restriccion”. Este efecto axial se desprecia siempre en
los problemas de Disefio de Maquinas y continua diciendo: “El apoyo empotrado, proporciona
cdmo reacciones una fuerza y un momento que no permiten rotacién alguna en el plano de la
deflexiéon del elemento. La pendiente de la curva elastica del elemento es cero en el apoyo
empotrado, los que son utilizados para representar soportes muy rigidos”. Cuando se refiere
a las reacciones en los cojinetes en el disefio de arboles, explica que: “generalmente los
mismos estan soportados por dos cojinetes, como regla, los cuales son considerados como
soportes simples o simple apoyos”. Al construir diagramas de momentos flectores, tanto en
elementos sometidos a flexion como en el disefio de arboles, s6lo se refiere a los apoyos
clasicos y sus reacciones correspondientes.

Los autores que abordan el Método de los Elementos Finitos (MEF) Wilson [11], Zienkiewics
[12], emplean diferentes tipos de elementos que se diferencian por su forma, a través de las
posiciones relativas de sus nodos y por los grados de libertad, es decir por las posibles
direcciones del movimiento de cada nodo, Eligiendo adecuadamente estos elementos en las
zonas de apoyo es posible modelar apoyos con diferente rigideces y lograr una mayor
aproximacioén a la realidad que en los clasicos apoyos articulados y empotrados. Esta cualidad
del Método de los Elementos Finitos puede ser utilizada en la practica para lograr
aproximaciones mas exactas.

El colectivo de Mecénica Aplicada de la Universidad de Cienfuegos ha definido dos nuevos
tipos de apoyos elasticos: El empotramiento elastico (Figura 3 a) y el empotramiento

parcialmente elastico (Figura 3 b) y ha determinado experimentalmente [13, 14] el



coeficiente de rigidez de los cojinetes de rodamientos mas comunes al ser utilizados como
apoyos en arboles. Una caja de bolas radial de doble hilera autoalineante se comporta a la
flexion préacticamente como una articulacion rigida, sin embargo, una caja de bolas radial
rigida de simple hilera se comporta como un empotramiento parcialmente elastico con un

coeficiente de rigidez ¢ = 0,346.

a) b)
Figura. 3 a) Empotramiento Elastico b) Empotramiento Parcialmente Elastico

La importancia practica de considerar la rigidez angular de los cojinetes de rodamientos y las
empaquetaduras como apoyos elasticos suplementarios es que estos elementos modifican
completamente la forma y los valores de los momentos flectores que provocan las cargas
externas sobre el arbol y por lo tanto pueden decidir de forma favorable o desfavorable en
sus dimensiones. Para calcular la fuerza de reaccion que existe en la empaquetadura se hace
necesario utilizar el nuevo esquema de analisis para el célculo de &rboles de bombas
centrifugas que considera precisamente las empaquetaduras de las bombas como apoyos
elasticos suplementarios que es como ellas operan en la realidad y considera ademas la
rigidez angular de los cojinetes de rodamientos.

En el presente trabajo se plantean entonces los siguientes objetivos:

1. Aplicar, para la construcciéon del diagrama de momentos flectores del arbol de la bomba
centrifuga objeto de estudio el método de calculo elaborado que contempla la rigidez
angular de los cojinetes de rodamientos y la elasticidad lineal de la empaquetadura
considerada como un apoyo elastico suplementario.

2. Evaluar la resistencia a flexion del arbol recuperado en la zona de la empaquetadura y la
capacidad de la unidén por interferencia del casquillo para evitar el giro del mismo bajo el
par de friccién de la empaquetadura.

Desarrollo

Para calcular la fuerza de reaccidon que existe en la empaquetadura considerada como apoyo

elastico suplementario se hace necesario utilizar un nuevo esquema de analisis para el calculo

de arboles de bombas centrifugas que considera precisamente las empaquetaduras de las

bombas como apoyos elasticos suplementarios que es como ellas operan en la realidad y

considera ademas la rigidez angular de los cojinetes de rodamientos

En la Figura 4 se muestra el esquema de la bomba y del arbol y en la Figura 5 su esquema de

analisis con la carga P; que representa el peso propio del impelente P; = 1,71 N, la fuerza

radial del fluido sobre el impelente F, = 500 N, el peso propio del arbol Q = 4,71 N el cual
serd considerado como una carga uniformemente distribuida q = 2,01 N/cm, la
empaquetadura es considerada como una articulacion movil elastica, dos rodamientos de

bolas radiales rigidos considerados como empotramientos parcialmente elasticos.



Figura 4 Esquema de la bomba y disposicion de los apoyos y empaquetaduras en la bomba
centrifuga de simple etapa objeto de estudio.
Para resolver este sistema con apoyos elasticos en las empaquetaduras y empotramiento
parcialmente elastico en la caja de bolas radial de simple hilera del apoyo izquierdo primero
hay que resolver el sistema hiperestatico con los cojinetes considerados como
empotramientos rigidos para hallar el momento flector que surge en los mismos, ya que en
los empotramientos parcialmente elasticos el momento flector se halla como:

My = () Memp’

Donde ¢ es el coeficiente de rigidez del empotramiento parcialmente elastico, que para una
caja de bolas radial rigida de simple hilera experimentalmente se ha demostrado qup =
0,346 y para una de doble hilera ¢ = 0,6, [13, 14].
Figura 5 Esquema de andlisis del arbol con todas las cargas que actuan sobre él, con
empotramientos rigidos

Las ecuaciones candnicas del Método de las Fuerzas para el caso analizado, el cual se trata de
un sistema hiperestatico con tres grados de hiperestaticidad son:

011X1+012X,+013X3+01q+01p =—X1/Cemp.

021X1+02:X5+023X+02q 102, =0

031X1+03,X5+033X3+03q+03, =0
Para hallar los coeficientes de las ecuaciones es necesario construir los diagramas unitarios
de las incégnitas, los de las cargas concentradas P y el diagrama de la carga distribuida q.
Para hallar los términos independientes correspondientes a los desplazamientos provocados
por las cargas se aplic6 el Principio de la Superposicion ya que existen dos cargas
concentradas (Peso propio del impelente y la fuerza radial del flujo) y una carga
uniformemente distribuida a lo largo de toda la longitud correspondiente al peso propio del
arbol. Todos estos coeficientes tanto los de las incégnitas, como los términos independientes
se hallan por las Integrales de Mohr multiplicando los gréaficos de las fuerzas correspondientes

mediante la Regla de Vereschaguin. Los calculos de estos coeficientes y los resultados de la



solucion del sistema de ecuaciones candnicas se obtuvieron suministrando los datos de la
bomba objeto de estudio a un software elaborado por el Colectivo de Mecéanica Aplicada de la
UCf [16] que considera las empaquetaduras como apoyos elasticos suplementarios y
considera ademas los momentos que se inducen en los rodamientos al considerar estos como
empotramientos parcialmente elasticos.

Los valores de las incégnitas obtenidos son: X; = 903,73 N, X, = 403,67 Ny X3 = 6,56 N Los
diagramas de fuerzas de cortante y momentos flectores para el arbol con la consideracion de
la empaquetadura como apoyo elastico y los dos rodamientos como empotramientos

parcialmente elasticos son los mostrados en la Figura 6.

Figura 6 Diagramas de fuerzas de cortante y momentos flectores del arbol, considerando las
cargas concentradas, el peso del arbol como una carga uniformemente distribuida y
considerando la accidon de la empaquetadura y la rigidez al giro de los rodamientos.

El momento flector maximo con la consideracion de las empaquetaduras como apoyos
elasticos y las cajas de bolas radiales de simple hilera de ambos apoyos como empotramiento
elastico da Mfsx. = 2 924,84 N-cm, precisamente en la zona de la empaquetadura. Para
solucionar el problema del; desgaste del arbol en la zona de la empaquetadura se prensé un
casquillo del mismo acero inoxidable del cual est& fabricado el arbol de la bomba, pero ahora
una parte del momento flector en esa seccion la asimila el casquillo y otra parte la asimila el
arbol. Se tienen que cumplir las siguientes relaciones:

Mi = Mga+ Mg.



Mfa Ela _1la

Mfz Elc Ic

I mda T-Da i)
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m;{—fﬁf = 1462,42 N-cm = 1,462 kN-cm

e

Ese es el momento flector que asimila el arbol, el resto la asimila el casquillo.

Como I.= I,entonces D, = 29,7 mmyd = 25 mm.

El didmetro real del casquillo es mayor por lo que resistirA mas que el arbol por lo que se

comprobard solo la resistencia del arbol.

Mfa Mfa 1.46242-32
Oflex — Wa =T = [c] Cflex= 314258

= 0,95 kN/cm?

BZ
(Dobrolvolski, 1991) recomienda para arboles sometidos a flexion en rotacion, para evitar la

fatiga en el arbol.

0330
[6] === = 62,5 MPa = 6,25 kN/cm?

La tensidon admisible en el arbol para régimen Ill, o sea, para ciclo simétrico es casi 7 veces
mayor que la tension de flexion por lo que la resistencia a flexion del arbol esta garantizada.
Para el ajuste prensado del casquillo se seleccioné el ajuste H7/r6. La inteferencia minima de
este ajuste es de Anin = 0,007 mm y la interferencia maxima es Aax = 0,049 mm.
El calculo de la unién por interferencia tiene dos objetivos fundamentales:
« La comprobaciéon de si el apriete minimo sobre las piezas garantiza que estas no deslicen
por la accién del par de friccion
o EIl célculo del apriete maximo que admiten el casquillo y el arbol, para que no fallen
durante el ensamblaje.
La capacidad portante de la union depende del apriete que se logre con el ajuste
seleccionado. Producto de ese apriete, en las superficies acopladas surge una presion
especifica (p) debido a la deformacién elastica de las piezas unidas la que se puede calcular
por la expresion:
o

P=—F—=
d.(m%}
E, E,

Donde:

MPa

8 - Apriete en la unién, mm.
d — Diametro nominal de las piezas unidas, mm.

C; y C, — Coeficientes de Lamé.

d? +d? d3 +d?
Ci= S5 y C= m

+U;
d? —d?

u - Coeficiente Poisson.

d; — Diametro interior de la pieza interna, mm. En el caso de un arbol macizo d; = 0.



d, — Diametro exterior de la pieza externa, mm.

De la ecuacion de Lamé se puede concluir claramente que la capacidad portante es
proporcional al apriete alcanzado y se incrementa con el mdédulo de elasticidad de los
materiales de la union. Es evidente que una vez que se conozca la presibn maxima que
soportan los elementos de la union se puede conocer el apriete maximo que soportara la
unién. Para el apriete maximo del ajuste seleccionado, se puede calcular la presion maxima
sobre el casquillo.

Datos:

p=0,03, d;=0, d=289mm,d=25mm, E;=E,= 2-10° MPa

052 28,9% +25°

C, = _2_0,3:0|7y C, = ﬁ+0,3:7,25
25 28,9° -25

D = 0.049 _ 493 MPa

25.( 0,75 . 7,255J
2.10° 2-10

La distribucion de tensiones en las piezas de una unidn por interferencia se obtienen a partir
del estudio de los tubos de paredes gruesas ya que la pieza exterior se puede considerar un
tubo sometido a presion interior y la interior un tubo sometido a presidon exterior. En la Figura

9 se muestra la distribuciéon de las tensiones radiales y tangenciales en estas uniones.

Figura 9 Distribucién de tensiones en una unién por interferencia (Dobrovolski, 1991).
De la figura se concluye que las maximas tensiones ocurren en la superficie interna de la

pieza que contiene.
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Determinado entonces la tensidn equivalente por la Teoria de las Tensiones Tangenciales

cor1=-Pp

NN

Cuu =P

NN

Maximas (3ra Hipoétesis) podemos determinar la presibn maxima que soporta la pieza

exterior.



Oeq. max. = —maxz < [0]

0
a-(2)

2-k

[Pmax] =

k — Es la relacion entre el limite de resistencia a compresion y a traccion del material de la
pieza exterior. En el caso de materiales ductiles k = 1.

La tension admisible del acero utilizado sera: [0] = 07 /1.2 = 500/1,2= 416.7 MPa

[416,7]- 1—( 25 JZ

28,9
21

= =52, 1MPa

[Pmax] =

Como pmax < [Pmax] El ajuste seleccionado es adecuado, el casquillo soporta la presion del

ajuste por interferencia. En la pieza interior la tension maxima se produce también en la

superficie interior y se determina como:

2.
Cot = —p2 < [G] Pmax =
d 2-k
1- =L
d,
Si se trata de un arbol macizo de material ddctil: pmax = [06]/2. En el caso analizado la

presion maxima permisible por el arbol es [pmax] = 208 MPa. El arbol resiste sin problemas.
Para determinar el apriete minimo admisible en la unién para garantizar que soporte las
cargas actuantes es necesario analizar el caracter de estas. En el caso objeto de estudio del
presente trabajo la unidn tiene que soportar un par de torsion igual a la reaccion en la
empaquetadura multiplicada por el coeficiente de friccion entre empaquetadura y arbol y por
el radio del arbol. La condicion de resistencia de la union es que el momento a transmitir sea
menor que el momento que resiste la union por interferencia.

El momento de friccibn en la zona de empaquetadura es igual a la reaccion X; por el
coeficiente de friccion por el radio del arbol. El coeficiente de fricciéon varia en un amplio
rango dependiendo del material de este, y de la presencia de agua o liquidos en contacto con
el arbol. El célculo de la unién por interferencia entre casquillo y arbol se realiza para evitar el
giro del casquillo por la accion del momento de friccion, de aqui que se tomara un coeficiente
de friccién seco grande:

f=0,4

Mg = Xy-f-

b3 | B

5
=903,73- 0,4- — = 451,87 N-cm



Y el apriete minimo necesario sera:

. c, C
6min= M _l+_2 mm
frdl|E E,

8min -

451,87 -2 [ 07 . 725
0,4-3,14-25-50 \ 2.10° 2.10°

) = 2,3:107* mm
La interferencia minima del ajuste seleccionadodes i, = 0.007 mm da mayor que la
necesaria por lo que el casquillo no desliza sobre el arbol.
CONCLUSIONES
1. Se utilizé6 un esquema de analisis para el arbol novedoso y mucho mas exacto que el
clasico, en el cual se consideran las empaquetaduras como apoyos elasticos suplementarios y
los cojinetes de rodamientos como empotramientos parcialmente elésticos. El empleo de este
esquema permitid por un lado calcular la fuerza que ejerce el arbol sobre la empaquetadura y
evaluar en el mismo la posibilidad de que el casquillo gire o no, y por otro lado permitid
evaluar la resistencia del arbol después de rebajado para encasquillar.
2. El casquillo empleado para solucionar el desgaste del arbol en la zona de Ila
empaquetadura se ajustd por interferencia al arbol, se eligi6 el ajuste adecuado y se
comprobd que su resistencia a la presiéon maxima provocada por la interferencia es adecuada.
3. La interferencia minima del ajuste garantiza que el casquillo no desliza.
4. Del analisis se aprecia que el encasquillado del arbol no afecta la resistencia de esa zona
del mismo, la tension de trabajo es menor que la permisible lo que permite afirmar que la
resistencia a la flexion del mismo es adecuada.
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