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1 Introducciéon

La matematica numérica es la rama de las matematicas que se ocupa de desarrollar
métodos y herramientas para resolver problemas matematicos en forma numérica con
el fin de que los resultados cuantitativos proporcionen informacién sobre el compor-
tamiento de un fenémeno natural o de un proceso industrial, econémico o social.

El objetivo es desarrollar algoritmos eficientes y precisos, que puedan ser im-
plementados en un instrumento de calculo, cuyo desempeno pueda ser analizado en
detalle y cuya aplicabilidad sea lo mas amplia posible.

Los problemas que se abordan provienen de casi todas las ramas de la matematica
tanto pura como aplicada. Hay aspectos numéricos en la teoria de nimeros, la com-
binatoria, el algebra abstracta y lineal; en el analisis, en las ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales, en la probabilidad y en la estadistica, por citar algunos ejem-
plos.

El desarrollo vertiginoso de las computadoras trajo consigo una demanda creciente
por procedimientos mas potentes para resolver problemas cada vez mas complejos
como la prediccion del clima, el estudio de las proteinas, el desarrollo de tumores
cancerosos o el control de vuelo de una nave espacial. Todos estos problemas requieren
de resultados cuantitativos que permitan tomar acciones, algunas a muy corto plazo,
lo que implica tener métodos eficientes que den resultados con la precision deseada
en el menor tiempo posible, incluso en lo que se ha dado por llamar en tiempo real.

Este campo tiene interés tanto para los que requieren de célculos como para aque-
llos que procesan grandes cantidades de informacion en forma de imégenes, sonido o
texto, ya que detras de cada imagen enviada y cada acceso a un buscador en la red,
hay uno o varios algoritmos que requieren de miles de operaciones aritméticas.

Desde Bacon y Galileo en el siglo XVII, el desarrollo de las ciencias naturales se
ha enriquecido al combinar las metodologias experimentales con las tedricas, estas
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ultimas muy relacionadas con la matematica. A partir del desarrollo de las computa-
doras, una tercera via que se conoce como simulacién numérica ha venido a enriquecer
el método cientifico para la generacion de nuevos conocimientos. Esta funciona como
un laboratorio cuya herramienta principal es la computadora y en donde se puede
disenar con toda precision un experimento que proporciona un mejor entendimiento
del fenémeno o proceso que se estudia. Esta metodologia puede considerarse parte
de la matematica numérica y estd estrechamente relacionada con varias areas de la
computacién y de otras disciplinas; por ello, se habla de fisica, quimica, biologia y
hasta finanzas computacionales que se ocupan del estudio de modelos matematicos y
algoritmos computacionales precisos y eficientes para la resolucién de problemas que
surgen en estas ramas de la ciencia. La influencia que ha tenido la computadora en
el desarrollo de la ciencia y de nuevas tecnologias corrobora la afirmacién visionaria
que hizo John Von Neumann en 1950: ”La ciencia fue revolucionada por la invencién
del célculo. El impacto de las computadoras en la ciencia serd al menos tan grande
como el del calculo.”

2 Breve historia de la matematica numérica

La matematica numérica implica calculo con nimeros y registros numéricos existen
desde las primeras civilizaciones. Se han encontrado textos relacionados con prob-
lemas matematicos en tablillas de arcilla que provienen de excavaciones en las re-
giones en donde se asentaron los sumerios, caldeos, asirios y babilénicos. Los mas
antiguos datan del tdltimo periodo sumerio, alrededor de 2100 A. de C., mientras que
la mayoria son posteriores a 600 A. de C. Las tablillas muestran que representaban
los nimeros en un sistema posicional mixto en base 10 y 60. Con este sistema suma-
ban y multiplicaban con la misma facilidad con la que se hace en el sistema decimal.
Manejaban las cuatro operaciones basicas. Para dividir se ayudaban con tablas del
inverso de un nimero que les permitia obtener el cociente aproximado de dos ntimeros
por medio de una multiplicaciéon. Hay también registro de lo que, posiblemente, es
el primer algoritmo para aproximar la raiz cuadrada de un nimero. Los problemas
de geometria en los que se interesaron se relacionaban con la mediciéon de perimetros,
areas y volumenes de algunos sélidos. Para el calculo del perimetro de un circulo
multiplicaban su diametro por 3, lo que equivale aproximar al nimero 7 por 3, ver
(3]

Sobre los conocimientos mateméaticos de la cultura egipcia los primeros registros
que se tienen son el Papiro de Mosct y de Rhind, escritos aproximadamente en 1850
A. de C. y 1650 A. de C., respectivamente. Ambos documentos incluyen ejemplos de
calculos que implican el manejo de ecuaciones lineales con una y dos incognitas. En
cuanto a geometria, determinaron con éxito el area y el volumen de diversas figuras



geométricas: entre ellas, el volumen de una piramide truncada. Contaban con una
formula aproximada para calcular el area de un circulo en el que el niimero 7w se
aproxima por 3%.

Es con los griegos que aparece por primera vez, en el siglo V A.de C., la matematica
como una ciencia formal que utiliza el método deductivo como herramienta funda-
mental para probar que un resultado es verdadero. Los teoremas que se atribuyen
a Tales de Mileto y a Pitagoras son algunos de los primeros ejemplos en el que se
aplica esta metodologia y el libro de los Elementos de Euclides es la muestra més
acabada de ello. La matemaética griega se ocupé de estudiar problemas de geometria,
aritmética, teoria de nimeros y algebra.

Arquimedes (287-212) es posiblemente el mas brillante matemético aplicado de la
antigiiedad; a €l se deben diversos ejemplos de métodos muy ingeniosos para apro-
ximar la solucion de problemas de la hidrodindmica y estética. Escribié mas de diez
obras; entre ellas el estudio de las conicas, de la esfera y el cilindro, sobre la espiral
y sobre el calculo de volumenes de revolucion de elipses, parabolas e hipérbolas que
giran alrededor de un eje de simetria y el calculo del area de una pardbola. En
su estudio del circulo mejora sustancialmente la aproximaciéon al ntimero 7 con el
siguiente resultado: 3%—(1) <7< 3%.

Desde la aparicion de los primeros asentamientos humanos se usaron piedras,
cordeles, varillas como instrumentos de medicién y célculo; posteriormente, la aparicién
del abaco facilité enormemente el cdlculo aritmético. La introduccion de la notacion
decimal y del cero en el siglo XII por los arabes uniformé la notacién y el célculo
numérico entre los diversos pueblos. Pero no fue sino hasta inicios del siglo XVII,
con el invento de las tablas de logaritmos, que el calculo numérico experimenté un
avance fundamental para el desarrollo de la ciencia en el siglo XVII y XVIII. La tabla
de logaritmos fue creada por John Napier (1550-1617), quien fue de los primeros
en estudiar la notacién y el manejo de distintas bases numéricas como la binaria o
la exponencial. Sus estudios sobre la relacion entre las progresiones geométricas y
aritméticas lo llevaron a definir el logaritmo base % que publicé en 1615.

Al morir Napier, su amigo Henry Briggs (1561-1630), el primer profesor saviliano
de geometria de Oxford, retoma y simplifica su trabajo con el fin de generalizarlo a
cualquier base, en particular la decimal, que publica en 1617 con una precisiéon de
catorce cifras. Con la tablas de logaritmos, las multiplicaciones de varias cifras se
convierten en simples sumas y el elevar un nimero a un exponente se reduce a una
simple multiplicacién. Esto permitié abordar problemas de astronomia, de balistica
y de indole practico que parecian incalculables. Poco después, hizo su aparicién en
1624 la regla de calculo que permanecié como instrumento personal de célculo por
excelencia hasta la aparicion de las primeras calculadoras de bolsillo en 1970.

Con estos antecedentes los precursores del célculo: Descartes, Fermat, Pascal,
Wallis, Barrow y Gregory, entre otros, desarrollaron la geometria analitica, diversos



Figura 1: John Napier

métodos para determinar la ecuacion de la tangente a una curva dada; el calculo de
maximos y minimos y el calculo de cuadraturas, entre otros temas. Estos resultados
prepararon el terreno para que, a fines del siglo XVII, Leibnitz y Newton los sis-
tematizaran, relacionaran y unificaran en una metodologia poderosisima: el cédlculo
diferencial e integral.

Isaac Newton (1642-1727) nacié en Woolsthorpe, Inglaterra. Sus aportaciones
son fundamentales para definir con precision el concepto de velocidad instantanea, la
fuerza de atraccion entre los cuerpos, la fuerza gravitacional y la descomposicién de
la luz, entre otras muchas cosas. Desde el punto de vista numérico, Newton invento
varios algoritmos que se siguen utilizando hasta nuestros dias, como el método para
encontrar los ceros de una funciéon o la aproximacién de derivadas por medio de
diferencias divididas o la construcciéon de polinomios de interpolacién.

En esa misma época se introdujo el uso de series de potencias que permitié a-
proximar localmente con la precisién deseada a un gran conjunto de funciones y
abrié la posibilidad de atacar problemas de mayor complejidad que aparecen en el
estudio de fenémenos fisicos como las vibraciones de una cuerda, la difusion de calor
o el comportamiento de los fluidos. Por ejemplo, James Gregory (1638-1675) en 1671
determind la serie de potencias para la funcién Arctang(x) lo que permitié aproximar,



Figura 2: Isaac Newton

tanto como se deseara, el valor de m

T _q 1 1 1
4 375 7t
Siguiendo el ejemplo de Newton, varios matematicos de primer orden contribuyeron
a la solucién de problemas numéricos: Leonard Euler (1707-1783) utiliz6 la serie de
Taylor para crear el método que lleva su nombre y que aproxima la solucién de pro-
blemas con condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales ordinarias; Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) dié una forma de construir polinomios de interpolacién. Karl
Friedrich Gauss (1777-1855) contribuyé de manera notable con el método de minimos
cuadrados y sus formulas de cuadratura que abren la puerta a la utilizacién de fami-
lias de polinomios ortogonales para la aproximaciéon de integrales; sus aportaciones al
estudio de la solucién de sistemas de ecuaciones lineales siguen siendo fundamentales
en la ensenanza del algebra lineal. También se le atribuye la invenciéon de la transfor-
mada réapida de Fourier, algoritmo que pasé desapercibido hasta su redescubrimiento
por Cooley y Tukey en 1963.
Durante la segunda mitad del siglo XIX, la matemaética entré en una etapa de
rigorismo necesario para cimentar con firmeza su amplio cuerpo de conocimientos.



Weierstrass y Cauchy entre otros, son los responsables del concepto riguroso de
limite que es fundamental en el andlisis. Esto explica que la obtencién de calculos
numéricos pasara a segundo término aunque el desarrollo del anélisis funcional est4 es-
trechamente ligado a la aproximacién de funciones en espacios normados. Por tltimo,
hay que mencionar que, a principios del siglo XX, Richardson aplicé por primer vez
el método de diferencias finitas para el andlisis de esfuerzos en distintos materiales
y que, en 1928 apareci6 el famoso articulo de Courant, Friedrichs y Lewy sobre el
analisis de estabilidad de estos métodos. Para saber mas sobre la historia del analisis
numérico, consultar [8].

Desarrollo de las computadoras

En contraste con el desarrollo acelerado de la ciencia en el siglo XIX y la primera
mitad del siglo XX, los instrumentos de célculo permanecieron sin modificacién alguna
hasta mediados del siglo XX. Charles Babbagge en el siglo XIX fue el primero en tener
la idea de disenar un maquina que realizara calculos automaticos, pero sus ideas no
fueron comprendidas por sus contemporaneos y tuvieron que esperar hasta inicios de
la Segunda Guerra Mundial para dar frutos. La primera computadora, llamada 73,
aparecié en Alemania en 1939 y fue construida por el ingeniero Konrad Zuse; usaba
dispositivos electromecanicos y representaba a los niimeros en binario en notacion
de punto flotante, término que sera definido mas adelante. También durante esos
anos, los britanicos construyeron una gran computadora para descifrar los cédigos de
encriptamiento de la maquina alemana Enigma.

Figura 3: La computadora ENTAC

La primera computadora de uso general fue la ENIAC, construida por Prosper
Eckert y John Mauchly en la Universidad de Pennsylvania de 1943 a 1945. Aunque
esta computadora era electronica, cada vez que se usaba en un problema nuevo habia
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que reprogramarla lo que implicaba reconectar distintos circuitos eléctricos. En el
verano de 1944, Von Neumann visité la construccion de la ENIAC como asesor de la
marina. El problema de proporcionar a la computadora las instrucciones a seguir sin
necesidad de desconectar los circuitos desperto su interés. En 1945 Von Neumann es-
cribié un reporte sobre el diseno 16gico de una computadora nueva, llamada EDVAC;
en él plasma las ideas que habian surgido en sus discusiones con Eckhert, Mauchly
y Burks, entre otros, ver [9], y dibuja un diagrama de lo que debe ser la estructura
de una computadora: una unidad de calculo, una unidad central que organice las
tareas que lleva a cabo la computadora y una memoria en la que se almacenen los
programas. Este documento tendra una influencia determinante en el desarrollo pos-
terior de las computadoras; su concepciéon permanecié vigente hasta la aparicién de
las computadoras en paralelo.

Al mismo tiempo Von Neumann se interesé en la confiabilidad de los resultados
que se obtienen en una computadora, cuestiéon nada evidente en esos anos. Estudio
la propagacion de errores en los calculos numéricos y el diseno de algoritmos menos
sensibles a éstos que son aspectos fundamentales de la matematica numérica.

Figura 4: John Von Neumann

Antes de la apariciéon de las computadoras, a la mateméatica numérica se le con-
sideraba parte del andlisis ya que se ocupaba principalmente del estudio de la aprox-
imacién numérica de la solucién de problemas continuos. A partir de 1945, el de-
sarrollo de la matematica numérica se acelerd, a la par que lo hizo la computadora,



y desbord6 su marco inicial para ocuparse de todo tipo de problemas cuyo estudio
y solucién podian beneficiarse del uso intensivo de esta herramienta. En cuanto a
las publicaciones, Teoria Matematica de la Computacién de la Sociedad Matematica
Americana inicié su publicacion en 1943, pero no fue sino hasta la década de los
cincuenta que aparecieron las primeras revistas especializadas totalmente dedicadas a
este nuevo campo; entre las primeras estan el STAM Journal en 1953 y el Numerische
Mathematik en 1959.

De esta forma el nimero de matemaéticos, ingenieros y cientificos que se interesaron
en crear algoritmos que aprovecharan la capacidad de las computadoras se incremento
tanto que, a principios de los sesenta, la matematica numérica se habia convertido en
una rama independiente de la matematica. Actualmente, hay méas de una docena de
revistas especializadas en este tema, sin contar las que se publican en otras disciplinas.
La velocidad de las computadoras se ha incrementado en un factor de 10° desde su
creacién, lo que se ha convertido en un reto constante para generar nuevos algoritmos
que puedan aprovechar y explotar dicho potencial. Hoy en dia, se puede afirmar que,
gracias al esfuerzo de muchos investigadores, buena parte de los problemas clasicos de
la fisica pueden ser resueltos computacionalmente en forma confiable y eficiente; pero
aun restan otros problemas, como el estudio de la turbulencia o del clima, que junto
con otros nuevos, como el diseno de proteinas sintéticas o de nuevos materiales siguen
siendo un reto para el ingenio de las nuevas generaciones de analistas numéricos.

3 La matematica numérica en México

La matematica numérica en México tiene las mismos antecedentes que cualquier otro
campo de la matematica en México. Una de las caracteristicas del desarrollo de esta
disciplina en nuestro pais es su falta de continuidad, por lo que se puede hablar de tres
periodos ajenos: el precolombino, en el que destaca la matematica maya, el colonial,
consultar el libro de E. Trabulse, ver [19], y el posrevolucionario a partir de 1930
a nuestros dias, en el que se profesionaliza la actividad mateméatica en México. A
continuacion se hace una breve presentacién de esta ultima etapa.

Después de la Revolucién, Don Sotero Prieto (1884-1935), profesor de la Escuela
Nacional Preparatoria y de la Escuela Nacional de Ingenieros, reunié a un grupo de
jovenes interesados en la matematica para profundizar ciertos temas e intercambiar
ideas. La importancia de este grupo es que varios de sus miembros jugaron un papel
determinante en el impulso de la actividad matematica en México. Uno de estos
jovenes era Alfonso Néapoles Gandara, quien en 1930 recibié una beca para realizar
estudios de matematicas en el M.I.'T. En 1935 surgieron las carreras de matematico
y fisica, dentro del Departamento de Ciencias Fisicas y Matematicas de la UNAM vy,
en noviembre de 1938, se aprobd la creacién de la Facultad de Ciencias, el Instituto



de Fisica y el Instituto de Matemdticas. Estas instituciones junto con la Sociedad
Matematica Mexicana creada en 1943, lograron contagiar a profesores y alumnos de
distintos lugares de nuestro pais del gusto por las distintas ramas de las matematicas
y ayudaron a crear, antes de 1970, la carreras de matematicas en varias universidades
de provincia como Nuevo Leon, Puebla, Veracruz y Yucatan.

/4

Figura 5: Napoles Gandara

Napoles Gandara fue el director de Instituto de Matematicas desde su inicio hasta
1965. Organizo el Instituto en tres ramas generales: Matematica Pura, dirigida por
Alberto Barajas y Roberto Vazquez; Légica y Fundamentos, dirigida por Francisco
Zubieta, y Matematica Aplicada cuyo responsable era Carlos Graef. En los sigu-
ientes veinte anos, sélo la primera rama lograria consolidarse con el apoyo decidido
de Solomon Lefschetz, investigador de la Universidad de Princeton. Sus visitas a
México, a partir de 1945 hasta 1966, influyeron considerablemente en la formacién de
investigadores mexicanos en Estados Unidos en tres dreas relevantes de la matematica:
geometria algebraica, ecuaciones diferenciales y topologia algebraica.

El desarrollo de la matematica aplicada en México fue mas lento y mas disperso
ya que esta actividad no es exclusiva de los matematicos, sino que también se re-



troalimenta con el trabajo realizado por los fisicos, geofisicos e ingenieros. En con-
secuencia, otras instituciones influyeron en el avance de la matematica aplicada: la
Facultad de Ciencias (FC), el Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas
y Sistemas (IIMAS), el Instituto de Ingenieria y el Instituto de Geofisica (IG) de
la. UNAM. En este instituto hay que destacar el trabajo del Dr. Ismael Herrera,
matematico egresado de la Facultad de Ciencias y uno de los primeros en obtener
un doctorado en matematicas aplicadas. El Dr. Herrera contribuyé en el desarrollo
de los métodos variacionales en la solucion de ecuaciones en derivadas parciales y su
aplicacion a la ingenieria. También hay que mencionar la importancia de la labor
realizada por el Dr. Julian Adem y el Dr. Arturo Rosenblueth de la UNAM y el
trabajo pionero realizado por el Ing. Manuel Cerrilla quien publicé desde 1945 var-
ios trabajos sobre algunos métodos matematicos aplicados a problemas eléctricos, de
electromagnetismo y procesamiento de senales.

Vale la pena recordar el desarrollo del IIMAS ya que su historia esta entrelazada
con el desarrollo de la computacion en México. El Centro de Célculo Electréonico
(CCE), fue fundado en 1958, afio en que se instala la primera computadora en la
UNAM vy en el pais, con el fin de utilizarla para el avance de la ciencia en México. A
partir de la creacion del CCE, el niimero de cientificos y profesionales que usaron esta
nueva herramienta como parte de sus investigaciones no dejé de crecer y mostro la
necesidad de formar recursos humanos en computacién y areas afines en el extranjero.
En 1967 el Centro se moderniza, adquiere una computadora con tecnologia muy avan-
zada para su tiempo y su uso se difunde rdpidamente, pasando de 60 a 2000 usuarios
activos. El CCE cambia de nombre (CIMASS) y funciones en 1970, reconociendo
entre sus actividades la investigacién en computo y en estadistica. En 1973 se divide
el CIMASS para separar la actividad de investigacion de la de servicios y se crea el
CIMAS que, posteriormente en 1976, se convertird en el IIMAS. Este instituto ha
desempenado un papel fundamental en el desarrollo de la matematica aplicada y la
estadistica en México.

En 1962 el Centro de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (IPN)
inici6 sus actividades. El Dr. José Adem, hasta entonces investigador del Instituto de
Matematicas de la UNAM, se encargé de dirigir este nuevo centro que ha tenido gran
impacto en el desarrollo matematico de nuestro pais. Debe mencionarse que un poco
antes, en 1961, se establecié la Escuela Superior de Fisica y Matematicas en el IPN,
cuyos primeros profesores eran egresados de la Facultad de Ciencias de la UNAM. En
1974 se crea la Universidad Auténoma Metropolitana, cuyo Departamento de Ma-
tematicas en la Unidad Iztapalapa, ha formado a un buen nimero de matematicos
aplicados en el pais en las areas de control, fisico matematicas, sistemas dindamicos y
analisis numérico. En 1980 se funda el Cimat en Guanajuato, institucion que ha sido
un foco de desarrollo y de atraccion de los matematicos en provincia.

En 1991 se llevo a cabo, a partir de una iniciativa entusiasta de varios investi-
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gadores de la Facultad de Ciencias, entre ellos los doctores Pablo Barrera y Jests
Lépez Estrada, y el Dr. Humberto Madrid de la Universidad Auténoma de Coahuila,
la primera Escuela de Optimizacién y Analisis Numérico con el fin de difundir y ac-
tualizar entre los profesores e investigadores de las universidades de provincia, los
avances en estas areas. Hasta ahora, se han llevado a cabo diecisiete escuelas lo que
ha contribuido a la consolidacién de la matematica aplicada en nuestro pais. También
hay que senalar en esta direccion el trabajo de divulgacién y promocion realizado por
el Dr. Diego Bricio Herndndez, ver [11].

Actualmente, hay alrededor de doscientos investigadores activos en el area de
matematicas aplicadas y, entre ellos, cerca de cincuenta son en matematica numérica,
sin contar aquellos que provienen de otras disciplinas. Las dreas que se cultivan son la
optimizacién, la solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,
el algebra lineal numérica y los métodos numéricos aplicados a la probabilidad y
a la estadistica. Se encuentran grupos consolidados en el CIMAT; en la Facultad
de Ciencias, en el IIMAS, en los Institutos de Ciencias de la Atmodsfera, Geofisica
e Ingenieria de la UNAM; en el ITAM; en el Departamento de Matematicas de la
Unidad Iztapalapa de la UAM y en las Facultades de Ciencias Fisico-Matematicas de
la BUAP, de 1la U. M. de S. N. Hidalgo y de la U.A.N.L.

4 Matematica numérica y las computadoras

Hay muchas formas de representar los nimeros, desde la antigiiedad se conocen las
ventajas de utilizar potencias de 10 lo que da un sistema posicional decimal en el que
es importante la posicion que ocupa un digito. Usar las potencias de diez es natural
porque los humanos tienen diez dedos en la mano, pero hay otros sistemas que utilizan
las potencias de otros ntimeros. Los babilénicos tenian un sistema sexagesimal y
quedan vestigios de ello en nuestra forma de medir el tiempo. Para las computadoras
lo mas natural es usar potencias de dos, ya que almacenan los caracteres en bytes
que a su vez se componen de 8 bits. Cada bit puede tomar dos valores, uno si esta
prendido y cero si estd apagado. Un byte permite representar 256 caracteres distintos.
Una palabra de computadora se compone de 4 bytes y una palabra doble de 8 bytes
consecutivos. Al usar potencias de dos se dice que se trabaja en base binaria en lugar
de la base decimal. Algunas computadoras modernas trabajan en base octal, base 8,
o hexadecimal que es en base 16.

La manera mas facil de representar un numero real en una computadora es en
notacién de punto flotante. A continuacién, por simplicidad, se presenta esta no-
tacion en base decimal aunque las computadoras usan otras bases. La notacion es la
siguiente:
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donde n es un nimero entero, d; es un niimero entero entre 0 y 9, y d; es distinto de
cero. La sucesion de digitos dj se le conoce como la mantisa y al entero n como el
exponente.

Como la representacion de un nimero real puede tener mantisa infinita y n puede
tomar cualquier valor en los enteros, es imposible que un instrumento de calculo pueda
representar cualquier nimero en forma exacta; cada instrumento de calculo tiene una
cota superior e inferior para n y sélo puede almacenar un niimero finito de digitos k de
la mantisa. Si se almacena un real con exponente mayor a n, la computadora marca
un error que se conoce como overflow o desbordamiento superior. Si el real tiene
como exponente un entero menor a la cota inferior, la maquina genera un error de
underflow o desbordamiento inferior. Cuando la mantisa tiene un niimero de digitos
mayor a k entonces la computadora redondea el niimero y almacena sélo &k digitos.
El procedimiento de redondear consiste en lo siguiente: primero se observa el valor
del digito di.1; si éste es menor o igual a 4 se almacenan unicamente los primeros k
digitos; si dx41 es mayor o igual a 5 se suma un uno al k ésimo digito y se almacenan
los k digitos del niimero resultante.

Para representar un ntimero en punto flotante se puede usar una palabra simple o
doble, la diferencia estriba en el niimero de digitos £ de la mantisa que almacenan. Si
se usan palabras simples para representar a los reales se dice que se calcula en simple
precision o en doble precisién en caso de utilizar palabras dobles.

.De qué tamano es el error que se comete al representar cualquier nimero real
en una computadora? Para estimarlo denétese por fl(x) la representacién en punto
flotante de un nuimero real z en una computadora con una mantisa de k digitos. Se
usard el error relativo F, para estimar el error y se puede probar que

E, = lz = Jll@)] < .5 x 107",
|z
A este error se le llama error de redondeo. En consecuencia, cuando se resuelve un
problema con una computadora, la mayor parte de las veces, se resuelve un problema
aproximado y no el original; los resultados obtenidos tendran, en el mejor de los casos,
la precision de la computadora.

Aritmética en punto flotante

. Qué sucede cuando realizamos las cuatro operaciones de la aritmética con fI(z) en
lugar de 7 Uno de los problemas que se presentan es que las cuatro operaciones no
son cerradas en el conjunto de fI(z) con z real. Por ejemplo, en caso de que haya
desbordamiento, como cuando se multiplican dos ntimeros muy grandes, no podra
llevarse a cabo la operacion y la computadora marcara el error de desbordamiento.
Aunque pueda llevarla a cabo, el resultado de la operacion puede tener mantisa de mas
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de k digitos por lo que hay que redondearla. El resultado de las cuatro operaciones
en notacion punto flotante es de la forma:

aly o~ fU(fl@) T fU(y),
zxy = fl(fl(z) x fl{y)),
wfy = fU(fl(x)/ fl(y))-

A primera vista, pareceria que los errores de redondeo se iran acumulando a me-
dida que se realicen las operaciones. Si asi fuera, seria imposible usar una com-
putadora o cualquier otro instrumento de calculo para aproximar la soluciéon de un
problema que involucre un gran nimero de operaciones. Por fortuna los errores de re-
dondeo se comportan en forma estadistica y no determinista; tienen un distribucién
normal por lo que, en la mayoria de los calculos, el resultado conserva la misma
precision que la de la computadora.

Sin embargo, en ocasiones, el error de redondeo crece sin parar, deteriorando la
precision de los resultados. Numerosos estudios realizados por Von Neumann, Wilkin-
son, Forsythe y Henrici entre otros, documentaron ampliamente este fenénemo al que
llamaron inestabilidad numérica, ver [6]. Los estudios muestran que este compor-
tamiento no solo es resultado del nimero de digitos de precision de la computadora,
sino también de las caracteristicas del problema mismo y del algoritmo que se util-
ice. Uno de los aspectos que debe tomar en cuenta, cualquier persona interesada en
aproximar numéricamente la solucion de un problema, es qué tan sensible es éste y
el algoritmo que va a utilizar al error de redondeo.

La notacién en punto flotante era ya estandar a mediados de la década de 1950,
pero cada fabricante desarrollaba su propio sistema y, en ocasiones, distintos pro-
gramas en una misma computadora lo hacian en forma diferente, con resultados
desastrosos. En 1985 se aprobd un acuerdo que se conoce por Estandar IEEE, tanto
para la notacién, como para la aritmética en punto flotante en binario en todas las
computadoras que se producian en Estados Unidos. En 1987 se adoptd ese mismo
estandar para cualquier base, ya que las calculadoras utilizan base decimal, y en 1989
se adopté a nivel internacional.

A pesar de la aprobacion del estandar IEEE la falta de consistencia entre los
distintos softwares y el uso de programas anteriores a la aprobacién del acuerdo,
han ilustrado recientemente los problemas que provoca un manejo descuidado de la
aritmética en punto flotante. Entre los mas graves estdn, en 1996 la autodestruccion
del cohete Arianne V; fallas en el sistema de antimisiles Patriot durante la Guerra
del Golfo y en 1997, un mal manejo del error de redondeo a nivel de hardware, obligd
a Intel a sacar del mercado sus microprocesadores Pentium Pro y Pentium II, con un
desplome inmediato en la cotizacién de sus acciones, ver [16] .
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Figura 6: El cohete Arianne V

Problemas bien planteados

No todos los problemas matematicos pueden ser resueltos con la ayuda de una com-
putadora. El matemético Jacques Hadamar, a principios del siglo XX, preciso las
caracteristicas que debe tener un problema para estar bien planteado: la solucion
debe existir, aunque sea localmente, ser tinica, y la solucion debe depender en forma
continua de los datos.

Si un problema no tiene solucién, no tiene sentido aproximarla numéricamente.
Por ejemplo, en el caso que se desee calcular una integral divergente. Si la solucion
no es tunica, se corre el riesgo de obtener una solucién numérica que no aproxime a
solucién alguna. Por ejemplo, en el caso de que nos interese aproximar la soluciéon de
una ecuacion diferencial de la forma

y'(z) = flz,y(x) z€(0,1),
y(0) = wo.
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Si no se puede garantizar unicidad en (0, 1), puede suceder que para algunos valores
de z; la solucién numérica se aproxime a una de las curvas integrales, mientras que
para otros valores aproxime a otra curva integral. Al graficar los valores obtenidos,
no corresponderan a solucién alguna.

Por 1ltimo, la dependencia continua de la solucién respecto a los datos significa que
si se modifican éstos un poco, la soluciéon del problema perturbado es muy cercana
a la del problema original. ;De qué manera se decide matematicamente que dos
soluciones se parecen? Este es un problema delicado que hay que precisarlo en cada
caso. Para sistemas lineales de ecuaciones se tendra una definicién distinta que para
el caso de una ecuacion diferencial.

Probar que un problema estd bien planteado no es tarea facil y en algunos casos
es todavia un problema abierto a la investigacién. Si se sabe de antemano que un
problema esta bien planteado, es muy probable que la aproximacion computacional
arroje resultados confiables. Sin embargo, aunque no se cumpla la tercera condicion
se puede resolver el problema computacionalmente siempre y cuando se usen los
algoritmos adecuados. De hecho, mucha de la investigacion que se realiza hoy dia
estd relacionada con el estudio de problemas mal planteados como los que aparecen
con frecuencia en la soluciéon de problemas inversos.

Algoritmos

A diferencia de otras ramas de la matematica, probar que un problema esta bien
planteado no es suficiente para el matematico numérico, ya que debe encontrar una
forma de aproximar, tanto como quiera, la solucién. Generar buenos algoritmos
numéricos es un arte. A veces estos son resultado directo de la teoria, pero otras
veces se requiere formular de manera distinta el problema; por ejemplo, en lugar de
buscar los ceros de una funcién se buscan los puntos fijos de un problema equivalente.

Asi como hay problemas que no son resolubles en una computadora también hay
algoritmos cuya implementacion computacional no se recomienda debido a su poca efi-
ciencia. La eficiencia de un algoritmo se mide por el nimero de operaciones numéricas
bésicas que involucra. Los algoritmos se clasifican segiin el niimero de operaciones que
requieren realizar para obtener el resultado deseado. Si un problema con n incégnitas
requiere n operaciones se dice que es un algoritmo de complejidad lineal, si es de
n®, para un natural s, se dice que es un algoritmo polinomial. Pero algunos algorit-
mos son de tipo exponencial o factorial, como el calculo de determinantes, lo que los
hace incosteables; entre dos algoritmos con la misma precision se prefiere aquel que
requiera del menor ntimero de operaciones.

Hay algoritmos que en un paso obtienen en principio, si no hubiera error de re-
dondeo, la solucion exacta. Mientras que hay otros métodos llamados iterativos, que
a partir de una aproximacién inicial zy, generan una sucesion de valores {z,}>2 | que
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convergen a la solucién cuando n tiende a infinito. Estos métodos son en muchos ca-
sos la unica alternativa para resolver problemas no lineales. La desventaja principal
de este tipo de métodos es que la sucesion debe interrumpirse antes de la convergen-
cia, ya que cualquier algoritmo que se implemente en una computadora debe constar
de un numero finito de pasos. En consecuencia, sélo se genera un nimero finito de
elementos de la sucesion. Esto introduce un error en los calculos que se busca sea
menor o igual a la precision de la computadora.

Campos de la matematica numérica

El niimero de lineas de investigacién que se trabajan actualmente en la matematica
numérica es muy grande y es imposible presentarlas todas en un texto introductorio
y de caracter general como éste. Una posibilidad era mencionar a una buena parte
de ellas de manera muy somera y con una gran lista de referencias. Para aquellos
interesados en conocer una lista completa, consultar el articulo de divulgacién de
Trefethen, ver [20]. Otra opcién era exponer unos cuantos temas de manera mas am-
plia, buscando transmitir en la exposicién los aspectos que le interesan al matematico
numérico. Se optd por esta ultima. La seleccién de temas se hizo tomando en cuenta
que estos son algunos de los que mas se han trabajado en México: algebra lineal
numérica, solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales y optimizacion.

5 Algebra lineal numérica

El algebra lineal numérica es uno de los pilares que sostienen a la matematica numérica
y aplicada. Algunos de los temas principales de investigacién son la solucion de
sistemas lineales, la aproximacién por minimos cuadrados lineales y la obtencién de
vectores y valores propios. Sélo se presenta la solucién numérica de sistemas de
ecuaciones lineales, los otros temas se pueden consultar en [7].

Una gran cantidad de aplicaciones de la matematica involucran la soluciéon de
sistemas lineales por lo que se ha dedicado mucho trabajo y esfuerzo a la obtenciéon de
métodos eficientes y confiables para su resoluciéon. Un sistema de ecuaciones lineales
de n ecuaciones con n incégnitas es de la forma

1121 + @122 + - + apT, = by,
21T + A2e%o + - -+ + Q9 Ty, = bo,
Ap1T1 + paZa + - + App®y, = bn
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Los sistemas lineales aparecen en el calculo de méaximos y minimos de una funciéon
cuadratica de varias variables, en la soluciéon de problemas de optimizacion lineal
con restricciones lineales, en la aproximacion de funciones por medio de polinomios
de interpolacién o por minimos cuadrados y en la solucion numérica de problemas
integrales o en derivadas parciales, entre otros. En este ultimo caso implican la
solucion de miles de sistemas de ecuaciones lineales con miles de variables.

Figura 7: Carl Friedrich Gauss

Hay métodos directos e iterativos. Entre los primeros, el més general es el método
de eliminacién de Gauss creado por el gran matematico Gauss. El sistema de ecua-
ciones anterior se puede escribir matricialmente de la forma

AT =1, (1)

con A una matriz cuadrada de n renglones con n columnas y 2’ y Z) son vectores en
R™. La idea del método de Gauss es la siguiente: transformar el sistema (1) en un
sistema triangular superior, ver glosario, por medio de operaciones elementales que
son aquellas que no alteran la solucion del sistema. La solucion del sistema resultante

—

— 7 7 . . . .
A"r = b es mas facil de obtener que la del sistema original, ya que al resolver el
sistema de abajo hacia arriba, el problema se reduce a resolver n ecuaciones con una

17



sola incégnita. Ademads, el método permite comprobar que la solucién es tnica ya
que basta que las A}, # 0, para i = 1,...,n para que esto se cumpla.

El resto de los métodos directos se basan en la factorizacion de la matriz A en
matrices con estructura mas sencilla. Por ejemplo, cuando el sistema se puede trans-
formar a la forma triangular, sin intercambio de renglones, A puede escribirse como
producto de dos matrices, es decir A = LU, con L una matriz triangular inferior,
con unos en la diagonal y U es una matriz triangular superior. Esta factorizacién
da lugar a otros métodos que resuelven de manera més eficiente los sistemas lineales
que tienen una estructura especial. Por ejemplo, el método de Cholesky que se usa
cuando la matriz asociada es simétrica y positiva definida, ver glosario. Otro apli-
cacion interesante de esta factorizacion aparece en la solucion numérica de ecuaciones
en derivadas parciales y que da lugar a la soluciéon de sistemas ralos, llamados asi
porque un buen nimero de los coeficientes A;; son iguales a cero.

Una de las ventajas de los métodos de factorizacion es la reduccion del niimero de
operaciones necesarias para obtener la solucion. El método de eliminacion de Gauss
requiere de aproximadamente %3 operaciones para resolver un sistema de n ecuaciones
con n incégnitas, mientras que la factorizacion de Cholesky necesita la mitad.

. Qué tan precisa es la solucién obtenida por computadora al usar métodos exactos?
Para responder esta pregunta se requiere definir con cuidado lo que significa que dos
elementos de R™ estén cerca. La forma de hacerlo es a través de una funciéon que se
le llama norma. Una norma es una funcion ||.|| que a cada vector @ le asocia un real
mayor o igual a cero que satisface ciertas propiedades, ver [7]. La norma usual es la

euclideana que se define por ||7'||s = [>or, 22]'/2.

—
. — ., .. 1 .
Si 2" es la solucién del problema original y x* es la soluciéon que se obtiene en la
computadora, se puede probar que el error relativo es igual a

—_
17 — 27l
—_
1Ed

con k la precision de la computadora y C' > 0 una constante que depende del producto
de la norma de A y de su inversa. Este producto juega un papel muy importante
y se conoce con el nombre de nimero de condicién de la matriz A y se denota por
cond(A). Si cond(A) es grande, también C lo es, y se dice que la matriz A esta
mal condicionada. En este caso, los resultados que se obtengan con el método de
eliminacion de Gauss, no van a tener la precision esperada ya que, por cada orden
de magnitud que tenga C| se pierde un orden de precisién en los resultados. Esto ha
motivado la creacién de métodos especiales que no sean tan sensibles a los errores de
redondeo como métodos de precondicionamiento, para enterarse mas sobre este tema,
consultar [7] y [10].

También se usan métodos iterativos para resolver los sistemas lineales de ecua-
ciones. Hay muchas formas de generar la sucesién. Una clase de métodos iterativos

<Cx107%, (2)
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se basa en la idea de transformar el problema en un problema de punto fijo de una
funcién G, el punto que bajo G va a dar a si mismo. La sucesion se genera de la
siguiente forma: dado Zg, ZTpy: = G(Z1). El método de Jacobi, Gauss-Seidel y rela-
jacién son algunos ejemplos. Otros métodos iterativos mas recientes como gradiente
conjugado o GMRES se presentan como buenas alternativas para reducir el error de
redondeo y el tiempo de computo, cuando el nimero de ecuaciones es muy grande,
ver [10] para més informacién.

En México han hecho contribuciones a este campo: H. Madrid de la Universi-
dad Auténoma de Coahuila, J. L. Morales del ITAM, M.L. Sandoval de la UAM-
Iztapalapa, P. Barrera y J. Lopez E. de la FC y S. Gomez del IIMAS en la UNAM,
entre muchos otros.

6 Ecuaciones diferenciales ordinarias

La formulacién matematica de muchos problemas de aplicaciéon se hace a través de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP). Ejemplo de
los primeros son los problemas de mecénica, de circuitos eléctricos y bioldgicos en los
que la solucién solo depende de una variable que puede ser espacial o temporal. La
forma general de un problema de EDO con condiciones iniciales es

y(t) = f(tyt) a<t<b yla)=y", (3)

cuya solucién existe y es unica si f es continua y Lipschitz en y en el intervalo [a, b].
Una forma de aproximar la solucién en un ntmero finito de puntos del intervalo
[a,b] la di6 Euler; la interpretacion geométrica es la siguiente: dado que se conoce el
valor de la solucién y de su derivada en ty = a, trazar la recta que pasa por (tg, y*)
con pendiente ¢/ (ty) = f(to,y*), la ordenada del punto de interseccién de esta recta
con la recta t = ¢; nos da una aproximacién al valor de y(t;) y asi sucesivamente.
Hay muchas formas de seleccionar los puntos t;, la mas sencilla es usar puntos cuya

distancia entre dos consecutivos sea la misma: h = |t; — t;_;|. Entonces cada y; se

obtiene por el esquema de Euler de la siguiente forma: dado N € N, sea h = (b—a)/N

y definanse los siguientes puntos to = a, t; = a+ith, parai=1,... N y si yo = y*
Yi = Yio1 +hf(tion,yia), i=1,...,N. (4)

Otra manera de obtener el método de Euler es por medio de la serie de Taylor lo
que permite estimar el error que se comete al aproximar y(t¢;) por Euler cuando los
valores anteriores y(t;) con j = 1,...,7 — 1 son exactos. Este error se conoce con el
nombre de error local del método y es aproximadamente h para Euler. Obsérvese que
al aplicar el método, se usa el valor aproximado y;_; para calcular el valor y;, por lo
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que el error se va acumulando a medida que se generen mas puntos; a este error se le
conoce con el nombre de error global. Se dice que una solucién aproximada {y;}!,
converge a la solucién y(t) si el error global en el punto ¢, converge a cero cuando h
tiende a cero. Es facil probar la convergencia del método de Euler cuando la funcién
f es suficientemente regular en el intervalo [a, b].

Métodos més precisos se pueden obtener tomando mas términos de la serie de
Taylor, pero tienen el inconveniente de que deben existir las derivadas de orden supe-
rior de f y, aunque existan, su calculo puede llegar a ser muy engorroso. Una forma
de darle vuelta a esta dificultad, es aproximar las derivadas de orden superior de f
por aproximaciones de la serie de Taylor en dos variables, lo que ha dado lugar a
los conocidos métodos Runge-Kutta (RK) de distinto orden, el mas popular es el de
orden cuatro (RK4).

En la Figura 8 se comparan la solucién exacta y las aproximadas que se obtienen
con Euler y RK4 con h = 0.05 para el siguiente problema

2 4ot 0.01
—?“;—23’ 0<t<l; y(0.1)=-—

y'(t) 1.9

1.2

0.8
S 0.6 /
R
02 . /
S et

0 et

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 | ¢~ y-Euler
i —m—y-RK

y exacta

Figura 8: Aproximacién por Euler y RK4. La solucién exacta es y(t) = ;—_Qt y los
valores se han unido por rectas.

Otra alternativa ha sido trabajar con el problema integral que se obtiene al integrar
respecto a t ambos lados de la igualdad de la ecuacion (3), lo que da lugar a

y(t) Zy(a)+/ f(s,y(s))ds.

Al aproximar numéricamente la integral por medio de las férmula de integracién de
Newton-Cotes se obtienen distintos métodos conocidos con el nombre de métodos de
multipaso. Probar la convergencia tanto de los métodos RK, como los de multipaso
no es sencillo. En 1956, Dahlquist demostré que un método es convergente si es
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consistente y estable. Consistente significa que el error local R(t) del método va a
cero cuando h tiende a cero y es estable si el error global permanece acotado y es del
mismo orden que el error local.

Actualmente la investigacion sigue abierta en el caso de las ecuaciones diferenciales
algebraicas que aparecen en las aplicaciones de la teoria de control y del calculo de
variaciones, ver [2], y en problemas de sistemas dindmicos. En México problemas
numéricos en EDO los han trabajado C. Vargas del Cinvestav, F. Solis del CIMAT,
R. England, J. Lépez E. y L. Velasco de la FC, entre otros.

6.1 Ecuaciones en derivadas parciales

Los problemas de ecuaciones en derivadas parciales son el fundamento matematico
de muchos modelos que se usan en la fisica, ingenieria, biologia y recientemente en
la economia y las finanzas. En particular, la mecdnica del medio continuo en dos y
tres dimensiones se formula matematicamente por medio de ecuaciones en derivadas
parciales (EDP). El estudio de las ecuaciones lineales data del siglo XIX y se puede
encontrar una solucién analitica para casi todas ellas, cuando estan definidas en re-
giones sencillas del plano y del espacio como rectangulos, cubos, circulos, esferas o
cilindros. Cuando la regién es mas complicada o la ecuacion es no lineal, sélo queda
aproximar la solucién numéricamente.

La solucién numérica de las EDP puede obtenerse de muchas formas. Una clase
de métodos se obtiene al discretizar tanto la regién como las ecuaciones en derivadas
parciales para obtener un sistema de ecuaciones en diferencias finitas. Estos métodos
son una generalizacién de los métodos para EDO y, como se mencion6 en la parte
histérica, se usan desde 1910. A principio de los anos sesenta se contaba con una
teoria completa para este tipo de métodos para las ecuaciones mas importantes de la
fisica matematica. El método de Crank-Nicholson es el mas popular para problemas
parabolicos y el de upwind y Lax-Wendroff para sistemas hiperbdlicos lineales.

El principal inconveniente de los métodos de diferencias finitas es que no se adap-
tan bien a problemas definidos en regiones con fronteras curvas. En los anos cincuenta,
aparecio en la literatura de ingenieria civil y mecéanica la utilizacién del método de
elemento finito. Este método tienen sus antecedentes en los trabajos de Alexander
Hrennikoff y de Richard Courant a inicios de 1940. Su fundamento matematico es
complemente distinto al de los métodos en diferencias finitas y se basa en varios re-
sultados del analisis funcional y de las EDP desarrolladas previamente por Rayleigh,
Ritz y Galerkin. Este procedimiento ha sido muy exitoso en la aproximacién numérica
de la solucion de ecuaciones elipticas y parabdlicas en dos y tres dimensiones, en par-
ticular en la solucién de problemas de mecanica de fluidos o de conveccion difusion.
En la Figura 9 se muestra los resultados numéricos del estudio de la sedimentaciéon
de particulas rigidas en un fluido incompresible realizado con el método de elemento
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finito; las flechas indican la velocidad del fluido y los colores la presién del mismo.
En el caso de los sistemas hiperbdlicos como la ecuacién de onda, se usan métodos en
diferencias finitas especialmente disenados para adaptarse a soluciones con saltos o
con ondas de choque como en los problemas de flujo supersénico. Para conocer més
sobre este tema, ver [14] y [4].

A continuacién se mencionan algunos grupos y personas de los muchos que han
trabajado en este campo en México. Entre los investigadores de la UNAM se cuentan
a G. Alduncin y al grupo de I. Herrera en el Instituto de Geofisica; en Ciencias de la
Atmésfera el grupo de modelos climaticos de J. Adem y el grupo de modelacién at-
mosférica de Y. Skiba; en el Instituto de Ingenieria F. J. Sanchez Sesma, G. Ayala y M.
Chévez, entre muchos otros. En el IIMAS trabajoé en métodos nodales J.P. Hennart,
F. Sabina en mecéanica de sélidos, A. Minzoni en ondas y también hay que mencionar
las contribuciones de B. Chen mientras trabajé en México; en DGSCA P. Gonzéles
Casanova estudia los métodos radiales, mientras que P. Barrera de la FC se ha ded-
icado al estudio de la generacién automatica de mallas en dos dimensiones mientras
que L. Esteva ha trabajado en aplicaciones a biomatematicas. En el Departamento de
Matemaéticas de la UAM-Iztapalapa E. Baez, H. Juarez, A. Nicolas, P. Saavedra y F.
Sanchez han aplicado diversos métodos en diferencias finitas y elemento finito a prob-
lemas de flujo en medios porosos, mecanica de fluidos, contaminacién atmosférica,
finanzas y trafico vehicular. En el Cinvestav C. Vargas ha hecho contribuciones en
aplicaciones a biomatematicas; en el Cimat el grupo de J.L. Moreles han trabajado
en varios problemas de la industria eléctrica como también en dispersiéon de ondas;
en la BUAP el grupo de A. Fraguela se dedica a la solucién tedrica y numérica de
problemas inversos; F. Castillo del ITESM-Estado de México se dedica a problemas
de aplicacion a ingenieria y en el IMTA el grupo de A. Aldama trabaja en métodos
numéricos aplicados a la hidrologia.

7 Optimizacion

Optimizar recursos, minimizar costos y maximizar beneficios son cuestiones que siem-
pre estan presentes en el desarrollo de nuevas tecnologias y en las ciencias econémico-
administrativas. Se llaman problemas de optimizacion aquellos en los que se busca
determinar una soluciéon éptima. Los problemas reales involucran miles de variables,
por lo que dificilmente se pueden resolver sin el uso de una computadora.

La clasificacion de los problemas de optimizacion puede ser muy amplia aunque nos
limitaremos al caso en que la funcion F' a optimizar, llamada funcion objetivo, sea lo
suficientemente regular para usar el célculo diferencial. Si la solucion se busca en todo
R"™ se dice que el problema es sin restricciones; en este caso el procedimiento a seguir
es directo. Se buscan primero los puntos en los que las derivadas parciales se hacen
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cero, llamados puntos criticos, y posteriormente se comprueba si son un maximo o un
minimo. Esto implica resolver un sistema no lineal, de n ecuaciones con n incognitas.
En la mayoria de los casos es un problema dificil ya que es poco probable que se
pueda obtener una solucién explicita. La tnica alternativa es aproximar la solucién
en forma numérica a través de métodos iterativos como el método de Newton.

En la soluciéon numérica se prefiere trabajar directamente con el problema de
optimizacién en lugar de resolver el sistema no lineal ya que este enfoque permite
usar la informacion del gradiente de la funcion: ﬁ, ver glosario, para acercarse mas
rapido a la solucion. Todos los métodos son de tipo iterativo, el mas sencillo es el de
maximo descenso; la idea detras de este procedimiento es muy geométrica: supéngase
que se busca el minimo de una funcién y se toma como punto inicial a z, como
d_(; = —ﬁ’(mo) es la direccion en la que disminuye mas el valor de la funcién F, se
traza la recta que pasa por g con direccién 070 y se determina el punto, a lo largo
de esta recta, en el que F toma el valor mas pequeno. Este punto z; = zg + t*d_O)
se escoge como el siguiente punto de la iteracion y se repite el proceso hasta que la
norma del gradiente en el punto z; sea menor que una tolerancia dada, lo que implica,
en principio, que z; es una buena aproximacién a la solucién.

Para seleccionar un método iterativo se compara costo, niimero de operaciones,
y rapidez de convergencia. Se dice que un método iterativo converge con orden p,
si el error absoluto en la i-ésima iteracién satisface que e; < Ke? |, con K > 0. El
método de descenso pronunciado es de orden uno, por lo que el método es lento pero
barato porque sélo requiere de la evaluacién del gradiente en cada iteraciéon. Una
alternativa mas rapida, con convergencia cuadratica, es el método de Newton que es
una adaptacion del método de Newton-Raphson para resolver ecuaciones no lineales.
Para problemas cuadraticos, Newton converge en una iteracion. El procedimiento es
similar al de descenso pronunciado con la diferencia que el vector direccién se obtiene
al resolver en cada iteracion un sistema de ecuaciones lineales, cuya matriz asociada
es la matriz Hessiana de F), ver glosario. Como puede observarse el costo de cada
iteracion de Newton es alto, pues hay que evaluar tanto el gradiente como la matriz
Hessiana en cada iteracion. Para conocer més sobre optimizacion sin restricciones se
sugiere la lectura de [15], uno de los autores es mexicano y se ha distinguido por sus
contribuciones a este campo.

Hay que mencionar que en los ultimos anos han aparecido otras técnicas de
tipo heuristico como los algoritmos genéticos que compiten en algunos casos con los
métodos aqui mencionados. Un método es heuristico cuando no se puede garantizar
de antemano la convergencia al 6ptimo, pero cuyo desempeno ha dado prueba de su
efectividad.
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Optimizacién con restricciones

Otro tipo de problemas de optimizacién son aquellos en los que se da un conjunto €2 y
se desea determinar los puntos de 2 en los que F' alcanza su valor maximo o minimo.
Por lo general €2 esté definido por un conjunto de restricciones expresadas en forma
de ecuaciones: g¢;(x) = 0 o de desigualdades g;(x) < 0 para i = 1,...,m. A estos
problemas se les conoce como problemas de optimizacién con restricciones. Si 'y
g; son lineales se tiene un problema de programacion lineal. Desde 1947, se conoce
un método iterativo para resolverlo que es el método simplex creado por Dantzig.
Este método fue el campedn por muchos anos hasta que Karmarkar, en 1984, creara
un método muy distinto; sin embargo hasta ahora no se ha podido demostrar la
superioridad de uno sobre el otro.

Cuando tanto la funcion objetivo F' como las restricciones g; son no lineales y
éstas son ecuaciones se puede aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para
obtener un sistema de ecuaciones no lineales de n + m variables. En caso de que las
g; sean desigualdades, no se cuenta con un método que sea la panacea; se tiene, en
cambio, métodos ad-hoc que aprovechan las caracteristicas del conjunto €2, y las de
la funcién objetivo. Entre los métodos de cardcter general mas populares estan el de
gradiente proyectado, gradiente reducido generalizado, los métodos de penalizacion y
el método cuadratico secuencial. Para saber més, consultar [13].

Hay otros problemas de optimizacion igualmente importantes, pero que, por falta
de espacio, no se incluyen. Problemas de calculo de variaciones en los que la funcién
objetivo es un funcional; por ejemplo, una integral y el minimo es una funcién que
pertenece a un espacio de dimensién infinita. Otros problemas aparecen en teoria de
control. Para saber més, consultar [17].

En México han trabajado problemas de optimizacion: 1. Gitler del Cinvestav, G.
Calvillo, Z. Parada del ITAM y C. Gigola e I. Romero de la ESFM del I.LP.N.; J.
Goddard, M. A. Gutierrez, S. de Los Cobos y B. Pérez en la UAM-Iztapalapa y C.
Barron en la UAM-Cuajimalpa. En la UNAM, los grupos de P. Barrera y J. Lopez E.
de la FC, D. Romero del IM, A. Velasco Levy, S. Gomez y Luis Morales del IIMAS;
R. Rios de la UANL y P. Flores de UNISON, entre otros.

8 Perspectivas a futuro

Es dificil prever de antemano el futuro de un campo cuyo avance depende tanto
del desarrollo tecnoldgico; nuevos problemas apareceran conforme se creen nuevas
tecnologias. En 1950, nadie podia imaginar el papel que desempenan, en la vida
cotidiana de hoy en dia, las computadoras y los instrumentos electronicos. Sin em-
bargo, es de esperarse que el cambio climatico, la astronomia, que continta siendo
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una fuente inagotable de problemas abiertos y el desarrollo de nuevos materiales, en-
tre otros muchos temas, demanden de métodos numéricos mas rapidos y mas precisos
que aprovechen el creciente incremento de capacidad computacional. Asimismo, se
espera que la modelacion matematica y la matematica numérica se vuelvan herramien-
tas indispensables en la biologia, la farmacologia y la medicina y que ayuden, entre
otras cosas, al desarrollo de nuevos medicamentos y hacer una realidad el diagnéstico
médico computarizado.

Uno de los aspectos que esta cambiando en la matematica numérica es que cada
vez es mas frecuente que para resolver un mismo problema se usen técnicas hibridas
que combinan algoritmos deterministas con estocésticos; hasta hace poco, los investi-
gadores se especializaban en s6lo uno de estos enfoques, pero ahora en varios campos
como las finanzas, el estudio de la turbulencia, del trafico vehicular o la dinamica
de poblaciones se usan ambas metodologias. Esta tendencia se generalizard en otros
temas, lo que exigird una formacién mas amplia y flexible por parte del matematico
numérico.

Otros aspectos importantes en los que se hara mas énfasis en el futuro en el diseno
de algoritmos son la paralelizacién y la adaptabilidad. Lo primero implica que a nivel
de programacion se explote, al cien por ciento, la posibilidad de realizar distintas
tareas al mismo tiempo con distintos procesadores; la adaptabilidad implica que un
algoritmo sea capaz de ajustar el valor de sus parametros dependiendo de lo que mejor
convenga al tipo de problema que se estd resolviendo. Cada vez mas, los paquetes
computacionales que tienen éxito son aquellos que tienen mayor aplicabilidad y ca-
pacidad de adaptarse automéaticamente a los requerimientos de cada problema con el
fin de aproximar la solucién de la manera mas precisa en el menor tiempo posible.

Por tltimo, es de esperarse, que a medida que sigan evolucionando los instrumentos
de calculo y el grado de complejidad de los problemas a resolver, seguiran ampliandose
los campos de accién de la matematica numérica.

9 Glosario

1. Numero de condicién de una matriz cuadrada invertible se define por: cond(A) =
| Al|2]]A7Y |2, con ||Al|2 igual a la raiz cuadrada del valor propio mds grande en
valor absoluto de la matriz A*A.

2. Diagonal de una matriz: los elementos A;, con ¢ = 1,...,n, de una matriz
cuadrada.

3. Funcién Lipschitz. Una funcién f es Lipschitz en el conjunto [a, b] si existe un
real L > 0 tal que para cualquier z,y € [a, ]

[f(x) = f(y)| < L]z —yl.

25



10.

. V(o) = (2£0) 0By,

ox1 Oxn

. Inversa de una matriz: Dada una matriz cuadrada A, la matriz inversa de A se

denota por A~! y es la matriz que satisface: AA™' = A='A = I con I la matriz
identidad.

9°F

Matriz Hessiana H : Matriz cuyo elemento H;; = 57-—.
10T

Matriz identidad: es una matriz cuadrada con unos en la diagonal y cero en el
resto de los elementos.

Matriz simétrica es una matriz que es igual a su transpuesta.

Matriz positiva definida es aquella que satisface 2'Ax > 0 para todo vector

x #0.

Matriz triangular superior: una matriz cuadrada cuyos elementos abajo de la
diagonal son cero. Matriz triangular inferior: una matriz cuadrada cuyos ele-
mentos arriba de la diagonal son cero.

11. R"™ : es el conjunto de vectores con n componentes en los reales.
12. La matriz transpuesta de una matriz A se denota por A’y Aﬁj = Aj;, para
ih,j=1,...,n.
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Figura 9: Sedimentacion de 100 particulas rigidas en un fluido viscoso incompresible.

Cortesia de H. Juérez
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