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Las &lgebras de Clifford son algebras asociativas de importancia en matematicas, en
particular en teoria de la forma cuadrética y del grupo ortogonal y en la fisica. Se
nombran asi por William Kingdon Clifford.

Definicion formal

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky q : V — k una forma cuadratica en V. El
algebra de Clifford C(q) es un algebra asociativa unital sobre K junto con la funcion
lineal i: V — C(q) definido por la propiedad universal siguiente: para cada algebra
asociativa A sobre K con una funcion lineal j: V — A tal que para cada v en V se tiene
J(v)>=q(v)1 (donde 1 denota la identidad multiplicativa de A), hay un homomorfismo
unico del algebra f: C(q) — A tal que el diagrama siguiente conmuta

vV — C(g)
|/
A

es decir tal que fi =J.

El 4lgebra de Clifford existe y puede ser construida como sigue: tome el algebra
tensorial T(V) concientada por el ideal generado por

v @v —q(v)l

Se sigue de esta construccion que i es inyectivo, y V se puede considerar como
subespacio lineal de C(Q).

Sea
B(u, v) = q(u+Vv) - q(u) - q(v)

la forma bilineal asociada a . Que es una consecuencia de la definicion que la identidad
uv+vu=B(u,V)

vale en C(Q) para cada par (U, V) de vectores en V. Si el cuerpo es de caracteristica
distinta de 2 esta expresion se puede utilizar como definicion alternativa.



El 4lgebra de Clifford C(q) es filtrada por subespacios
kck+Vck+V+Vvic..
de los elementos que se pueden escribir como monomios de 0, 1, 2,.. vectores en V. El

aleebra graduada asociada es candnicamente isomorfa al algebra exterior A V del
espacio vectorial. Esto muestra en particular que

dim C(q) = 29™V.

Una manera mas simple de considerar esto es eligiendo una base arbitraria ey, €;..... para
V. Usando la relacion de anticonmutacion podemos expresar siempre un elemento del
algebra de Clifford como combinacion lineal de monomios del tipo

i Eja g - 'Em,ij_ < E‘:g SR - ?:ﬂ

que da un isomorfismo explicito con el algebra exterior. Obsérvese que éste es un
isomorfismo de espacios vectoriales, no de algebras.

SiV tiene dimension finita par, el cuerpo es algebraicamente cerrado y la forma
cuadratica es no degenerada, el algebra de Clifford es simple central. Asi por el teorema
de Artin-Wedderburn es (no candénicamente) isomorfa a un algebra de matrices. Se
sigue que en este caso C(q) tiene una representacion irreducible de dimension 242
que es tnica salvo un isomorfismo (no tnico). Este es la famosa representacion por
espinor), y sus vectores se llaman espinores.

En caso de que el cuerpo k sea el cuerpo de numeros reales el algebra de Clifford de una
forma cuadratica de signatura p, ¢ es generalmente denotada C(p, ). Se han clasificado
estas algebras reales de Clifford como sigue...

Las élgebras de Clifford son importantes en la fisica. Los fisicos consideran
generalmente las algebras de Clifford expresadas por las matrices v;...,yn que tienen la
propiedad que

Yivitvi = 28i

donde 9§ es la matriz de una forma cuadratica del tipo p,q con respecto a una base
ortonormal de ey,..., €.



