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La aproximacion para campos gravitatorios débiles comprende la busqueda de

soluciones aproximadas de las ecuaciones del campo de Einstein de la teoria general de

la relatividad.

Meétrica aproximada para campo débil y pequenas

velocidades

La aproximacion para campos gravitatorios débiles, en el caso de pequenas velocidades
es sencilla de obtener en el caso de pequefias velocidades sin mas que comparar la
lagrangiana relativista en el limite de pequefias velocidades e igualando términos con la

lagrangiana clésica.

De acuerdo con los postulados de la relatividad general una particula se mueve a lo
largo de una geodésica de la métrica. Eso implica que la integral de accion escrita en

términos e la longitud de arco s, o del tiempo propio t, viene dada por:
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A fin de poder comparar esa expresion con el lagrangiano de una particula clasica,
debemos examinar primeramente el limite de la expresion anterior en ausencia de
campo. Para ello usaremos la relacién entre tiempo propio y tiempo coordenado en

ausencia de campo, y el limite cldsico correspondiente:
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Donde v es el modulo de la velocidad de la particula y ¢ la velocidad de la luz. En el
caso de existencia de campo gravitatorio podemos hacer que en el mismo limite anterior
el lagrangiano relativista coincida con el lagrangiano clasico de una particula en un

campo gravitatorio:
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Donde Pg representa el potencial gravitatorio clasico de la particula. Identificando
término a término, elevando al cuadrado y despreciando los términos que se anulan en

el limite de pequefias velocidades tenemos:

ds = (C—E_Fﬂ) dt = dsz=—(c2+2qﬁg)dfz+drz—|—dyg+d~2
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Las ecuaciones del movimiento de una particula en un campo gravitatorio débil dado

por las ecuaciones anteriores son:
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La primera de las anteriores implica que las coordenadas espaciales varian similarmente

2
al caso clasico, aunque afectados por un factor de ralentizacién temporal (f‘ ), mientras
que la relacion entre el tiempo propio y la coordenada temporal se obtiene integrando la

segunda ecuacion:
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Meétrica aproximada para campo con simetria esférica

El analogo relativista del campo gravitatorio creado por una masa esférica viene

descrito por una solucioén exacta de las ecuaciones de Einstein conocida como métrica

de Schwarzschild. Dicha solucidon describe ademas de trayectorias similares a las de la

teoria newtoniana efectos nuevos como el avance del perihelio de los planetas mas
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cercanos al sol, la curvatura de los rayos de luz y el desplazamiento hacia el rojo de la
longitud de onda. La siguiente tabla comparativamente las predicciones de ambas
teorias, etc. La forma exacta de la métrica de Schwarzschild postula que la geometria

del espacio-tiempo viene dada por la métrica:
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La aproximacion para campos gravitatorios débiles es postular una métrica con una

parte espacial euclidea del tipo, en coordenadas esféricas:
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Esta métrica no satisface exactamente las ecuaciones de Einstein, ya que su tensor de
Einstein no se anula, pero constituye una aproximacion razonablemente buena, de la
métrica de Schwarzschild.Esta forma de la métrica permite interpretar las componentes
del tensor métrico, 0 mas concretamente, la componente J00como una magnitud
directamente proporcional al potencial gravitatorio clésico:
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Geodésicas

Para estudiar el movimiento de los planetas alrededor del sol, podemos usar la

aproximacion euclidea de campo débil anterior. Que también puede escribirse en

coordenadas cartesianas en términos del potencial gravitatorio Qg ( Ly Y, 3)como:
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Fuerza aparente

Consideramos un cuerpo de pequefia masa inicialmente en reposo respecto a la fuente
del campo gravitatorio en » = ry. Este cuerpo caera aceleradamente hacia el cuerpo. La

trayectoria seguida puede obtenerse de las geodésicas sin més que considerar

# = ¢ = Olo cual nos lleva a una variacién de la coordenada radial dada por:
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A grandes distancias de la fuente que crea el campo esta fuerza es precisamente la ley

de Newton de la gravitacion.
Sistemas de particulas

Para campos débiles puede descomponerse la métrica del espacio-tiempo Jeden la

forma:
Gag = Nas + hn..i
Donde:

Nodes la métrica del espacio de Minkowski.

hq

Hes una funcion que da la desviacion de la planitud y puede relacionarse con

el potencial gravitatorio.

En la aproximaciéon de campo débil la funcion que da la desviacion respecto a la

planitud puede desarrollarse en serie de potencias:
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A continuacidn usaremos esas aproximaciones para construir el lagrangiano de sistemas

de particulas.
Primer orden de Aproximacion

Para obtener la aproximacién postnewtoniana podemos pensar que cada particula 4 se
mueve en el campo gravitatorio provocado por el resto de particulas. El lagrangiano de
esta aproximacion postnewtoniana puede obtenerse identificando el lagrangiano
relativista (integral sobre la linea de mundo) con el lagrangiano clasico (integral en el

tiempo):
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Identificando x” = ¢t se llega a un lagrangiano dado por:
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Desarrollando esta ultima expresion en serie de Taylor e introduciendo las

aproximaciones dadas por (*) se tiene:
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Segundo orden de aproximacion

En el caso anterior hemos ignorado el efecto de la particula en las demas. Lo cual es

valido para cuando la particula tiene una masa pequefia en comparacion al resto. Sin
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embargo, cuando la relacion de distancias y masas es mas desfavorable se necesita tener
en cuenta la influencia de cada particula en el propio campo promedio. Asi para un
sistema de varias particulas el lagrangiano total del sistema no es simplemente la suma
de lagrangianos de primera aproximacion (ver seccion anterior), aunque pueden

calcularse las fuerzas sobre cada particula:
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Y entonces se construye un lagrangiano cuyas derivadas paraciales respecto a las

. . 1
coordenadas coincidan con las anteriores:~
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Donde:

Mo, Tason las masas de las particulas y sus velocidades.

_ 3
Tag =Ta — T3 € R es el vector separacion entre particulas.

Nag =1 r«'r.f'f/ ”? af3 ”es el vector unitario en la direccion de la separacion entre

particulas.

¢, Gson la velocidad de la luz y la constante de la gravitacion.
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