Analisis de circuitos de corriente alterna

http://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%Al1llisis de circuitos de corriente alterna

El analisis de circuitos de corriente alterna es una rama de la electrénica que
permiten el analisis del funcionamiento de los circuitos compuestos de resistores,

condensadores e inductores con una fuente de corriente alterna. En cuanto a su analisis,

todo lo visto en los circuitos de corriente continua es valido para los de alterna con la
salvedad que habra que operar con numeros complejos con ecuaciones diferenciales.

Ademas también se usa las transformadas de Laplace y Fourier. En estos circuitos, las

ondas electromagnéticas suelen aparecer caracterizadas como fasores segiin su méodulo
y fase, permitiendo un analisis mas sencillo. Ademds se deberan tener en cuenta las

siguientes condiciones:

e todas las fuentes deben ser sinusoidales;

e debe estar en régimen estacionario, es decir, después de que los fendémenos
transitorios que se producen a la conexion del circuito se hayan atenuado
completamente;

e todos los componentes del circuito deben ser lineales, o trabajar en un régimen
tal que puedan considerarse como lineales. Los circuitos con diodos estan
excluidos y los resultados con inductores con nucleo ferromagnético seran solo

aproximaciones.

Introduccion

Véanse también: condensador, Bobina, Inductor y Leyes de Kirchhoff.

Un circuito RLC es un circuito en el que solo hay resistencias, condensadores y
bobinas: estos tres elemenos tienen, por ecuaciones caracteristicas una relacion lineal

(Sistema lineal) entre tension e intensidad. Se dice que no hay elementos activos.

o Resistencia: U(f‘} = i(t)-R
du(t)
dt

i(t) =C

¢ Condensador:


http://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_de_circuitos_de_corriente_alterna
http://es.wikipedia.org/wiki/Electr%C3%B3nica
http://es.wikipedia.org/wiki/Resistor
http://es.wikipedia.org/wiki/Condensador_el%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Inductor
http://es.wikipedia.org/wiki/Transformada_de_Laplace
http://es.wikipedia.org/wiki/Transformada_de_Fourier
http://es.wikipedia.org/wiki/Fasor
http://es.wikipedia.org/wiki/Condensador
http://es.wikipedia.org/wiki/Bobina
http://es.wikipedia.org/wiki/Inductor
http://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Kirchhoff
http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_lineal

v(t) = L-

e Bobina:

De forma que para conocer el funcionamiento de un circuito se aplican las leyes de

Kirchhoff, resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales, para determinar la

tension e intensidad en cada una de las ramas. Como este proceso se hace
extremadamente laborioso cuando el circuito tiene mas de dos bobinas o condensadores
(se estaria frente a ecuaciones diferenciales de mas de segundo orden), lo que se hace en
la practica es escribir las ecuaciones del circuito y después simplificarlas a través de la

Transformada de Laplace, en la que derivadas e integrales son sumas y restas con

nimeros complejos, se le suele llamar dominio complejo, resolver un sistema de

ecuaciones lineales complejo y luego aplicarle la Antitransformada de Laplace, y

finalmente, devolverlo al dominio del tiempo. (A muchos, esto quiza les suene a nuevo,
porque en realidad, lo que se hace siempre es aplicar directamente la transformada de
Laplace sin saber que se estd usando, mediante reglas nemotécnicas; después resolver el
sistema de ecuaciones y por ultimo interpretar los resultados de tension o intensidad
complejos obteniendo automéaticamente la respuesta en el tiempo, es decir, aplicando

mentalmente la antitransformada de Laplace sin saber que se estd haciendo.)

La transformada de Laplace de los elementos del circuito RLC, o sea, el equivalente que

se usa para resolver los circuitos es:

« Resistencia: £ = I+ J * Ugg decir, no tiene parte imaginaria.

1

= J . . .
e Condensador: w( Es decir, no tiene parte real. wes la pulsacion

del circuito (& = 2n f ) con f la frecuencia de la intensidad que circula por el

circuito y C la capacidad del condensador

e Bobina: £ = +wL * Jgg decir, no tiene parte real. wes la pulsacion del

circuito (W = 2w f ) con f la frecuencia de la intensidad que circula por el

circuito y L la inductancia de la bobina

De forma general y para elementos en un circuito con caracteristicas de condensador y

resistencia o de resistencia y bobina al mismo tiempo, sus equivalentes serian:
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Impedancia compleja
Véase también: Reactancia

Da la relacion entre tension a ambos lados de un elemento y la intensidad que circula

por €l en el campo complejo:
Z=V/I

Es util cuando se resuelve un circuito aplicando la ley de mallas de Kirchoff. La

impedancia puede representarse como la suma de una parte real y una parte imaginaria:
Z=R+jX

Res la parte resistiva o real de la impedancia y Xes la parte reactiva o reactancia de

la impedancia.

Unidades: Ohmio Sistema internacional
Admitancia compleja

Véase también: Admitancia

Nos da la relacion entre la intensidad que circula por un elemento y la tension a la que

esta sometido en el campo complejo:
Y =1/V

Es util cuando se resuelve un circuito aplicando la ley de nudos de Kirchoff (LTK), la

admitancia es el inverso de la impedancia:
— 1 _ :
V=2 =vy+ Jys

La conductancia #:es la parte real de la admitancia y la susceptancia ¥sla parte

imaginaria de la admitancia.

Unidades: Siemens (unidad) Sistema internacional
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Interpretacion en el tiempo de los resultados complejos

Y ahora a continuaciéon se explica como mentalmente, y sin saberlo, se aplica la
antitransformada de Laplace, identificando directamente los resultados de los nimeros

complejos con su significado en el tiempo:

Sentido fisico de la parte imaginaria j (donde se utiliza esta letra en vez de i para evitar
confusiones con la intensidad) de las impedancias calculando, sin utilizar estas, la

corriente que circula por un circuito formado por una resistencia, una inductancia y un

condensador en serie.

El circuito est4 alimentado con una tension sinusoidal y se ha esperado suficientemente
para que todos los fendmenos transitorios hayan desaparecido. Se tiene un régimen
permanente. Como el sistema es lineal, la corriente del régimen permanente sera
también sinusoidal y tendra la misma frecuencia que la de la fuente original. Lo {inico
que no se sabe sobre la corriente es su amplitud y el desfase que puede tener con
respecto a la tension de alimentacion. Asi, si la tension de alimentacion es V=V cos{wt)
la corriente sera de la forma f=Iscos(wt+), donde ¥es el desfase que no conocemos.

La ecuacion a resolver sera:
Vocos(wt) = VR + VL + Vo

donde Vr, Viy Vcison las tensiones entre las extremidades de la resistencia, la

inductancia y el condensador.
Vies igual a RI, C{'S(L‘-"t + 5'9)

La definicion de inductancia nos dice que:

Vy = LU = [eostid) — LI, sin(wt + )

Ve

I=C=%" Despejando e integrando, se

La definicion de condensador nos dice que

puede comprobar que:

Vo = =1 sin(wt + ¢)
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Asi, la ecuacion que hay que resolver es:
V. cos(wt) = RI, cos(wt + ) — wLI, sin(wt + ¢) + =1, sin(wt + )

Hay que encontrar los valores de Iy de ¥que permitan que esta ecuacion sea satisfecha

para todos los valores de ¢.

Para encontrarlos, imaginese que se alimenta otro circuito idéntico con otra fuente de
tension sinusoidal cuya Unica diferencia es que comienza con un cuarto de periodo de

retraso. Es decir, que la tension sera
V=V cos(wt— 7 )=V; sinfwt)

De la misma manera, la solucion también tendrd el mismo retraso y la corriente sera:

I=Ic cos(wt+p—F)=Io sin(wt+p) | 4 ecuacion de este segundo circuito retardado sera:
V. sin(wt) = RI,sin(wt 4 ) + wLl, cos(wt + p) — =1, cos(wt + )

Hay signos que han cambiado porque el coseno retardado se transforma en seno, pero el
seno retardado se transforma en __coseno. Ahora se van a sumar las dos ecuaciones
después de haber multiplicado la segunda por j. La idea es de poder transformar las

expresiones de la forma cosz+jsinzen e* utilizando las férmulas de Euler. El

resultado es:

Vet = RIDEJ'{MH:FJ 4+ ijerEj{wHwJ + ﬁfoej{“fﬂﬂ

Como e*tes diferente de cero, se puede dividir toda la ecuacion por ese factor:
Vo = RLe? + jwLLe? + - s Le’?

se deduce:

Lel% = Vo
of - 1
R+J@L+jm—c-
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A la izquierda se tienen las dos cosas que se quieren calcular: la amplitud de la corriente
y su desfase. La amplitud sera igual al mdédulo del nimero complejo de la derecha y el

desfase serd igual al argumento del nimero complejo de la derecha.

Y el término de la derecha es el resultado del calculo habitual utilizando el formalismo
de impedancias en el cual de tratan las impedancias de las resistencias, condensadores e

inductancias de la misma manera que las resistencias con la ley de Ohm.

Vale la pena de repetir que cuando se escribe:

I = Vo
= —= 1

R+JwL+E
se admite que la persona que lee esa formula sabe interpretarla y no va a creer que la
corriente pueda ser compleja o imaginaria. La misma suposicion existe cuando se
encuentran expresiones como "alimentamos con una tension Velt" o "la corriente es

compleja".

Como las senales son sinusoidales, los factores entre los valores eficaces, maximos,
pico a pico o medios son fijos. Asi que, en el formalismo de impedancias, si los valores
de entrada son pico, los resultados también vendran en pico. Igual para eficaz u otros.

Pero no hay que mezclarlos.
Representacion grafica

Ver articulos corriente alterna y Fasor (electronica).

Se pueden representar las tensiones de los generadores de tension y las tensiones entre

los extremos de los componentes como vectores en un plano complejo. La magnitud

(longitud) de los vectores es el modulo de la tension y el &ngulo que hacen con en eje
real es igual al angulo de desfase con respecto al generador de referencia. Este tipo de

diagrama también se llama diagrama de Fresnel.

Con un poco de costumbre y un minimo de conocimientos de geometria, esas
representaciones son mucho mas explicitas que los valores o las formulas. Por supuesto,
esos dibujos no son, en nuestra época, un método grafico de célculo de circuitos. Son

una manera de "ver" como las tensiones se suman. Esos dibujos pueden facilitar la
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escritura de las formulas finales, utilizando las propiedades geométricas. Encontraran

ejemplos de la representacion grafica en los ejemplos de abajo. Aja

Resolucion de circuitos en corriente alterna

En definitiva, lo que se hace es, sustituir cada uno de los elementos del circuito por su

impedancia compleja (gracias a la Transformada de Laplace, véase la explicacion
arriba), traducir este nuevo circuito con tensiones ¢ intensidades complejas a través del

Andlisis de nodos (ley de nudos de Kirchoff Leyes de Kirchoff) o a través del Analisis

de mallas (ley de mallas de Kirchoff Leyes de Kirchoff) a un sistema (o ecuacion) lineal

de n incognitas con n ecuaciones, resolver el sistema y después interpretar los resultados

en nimeros complejos para conocer su significado en el tiempo
Generalizacion de la ley de Ohm
Véase también: Ley de Ohm

La tension entre las extremidades de una impedancia es igual al producto de la corriente

por la impedancia:

V. = ZL

Tanto la impedancia como la corriente y la tension son, en general, complejas.
Impedancias en serie o en paralelo

Las impedancias se tratan como las resistencias con la ley de Ohm. La impedancia es

igual a su suma:
e SericZ =241+ Za+-+ 2y

La impedancia de varias impedancias en paralelo es igual al inverso de la suma de los

INVersos:

Z:'l

1
1 1
e Paralelo T T
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Interpretacion de los resultados

El resultado de un calculo de una tension o de una corriente es, generalmente, un

numero complejo. Ese numero complejo se interpreta de manera siguiente:

e El médulo indica el valor de la tensioén o de la corriente calculada. Si los valores
utilizados para los generadores eran los valores pico, el resultado también sera
un valor pico. Si los valores eran valores eficaces, el resultado también serd un
valor eficaz.

e El argumento de ese numero complejo da el desfase con respecto al generador
utilizado como referencia de fase. Si el argumento es positivo la tension o la

corriente calculadas estaran en avance de fase.
Generadores de tension o de corriente desfasadas

Si en un circuito se encuentran varios generadores de tension o de corriente, se elije uno
de ellos como generador de referencia de fase. Si la verdadera tension del generador de
referencia es Vocos(wt), para el calculo con las impedancias se escribe su tension como
Vo. Si la tensién de otro generador tiene un avance de fase de acon respecto al
generador de referencia y su corriente es [Iicos(wita) para el céalculo con las
impedancias se escribe su corriente como Iel® E argumento de las tensiones y
corrientes calculadas sera desfase de esas tensiones o corrientes con respecto al

generador tomado como referencia.
Circuitos con fuentes de frecuencias diferentes

Nos surge el problema de que a la hora de calcular las impedancias de los
condensadores o bobinas de nuestro circuito, cada una de las fuentes con diferente
frecuencia tienen una diferente pulsacién, por tanto para el mismo circuito un
condensador podria tener tantas impedancias diferentes como fuentes con diferente

frecuencia.

Como se trata de circuitos lineales (Sistema lineal) se aplica el Teorema de

superposicion, de la siguiente manera: se dibujan tantos circuitos, llamémoslos
auxiliares, exactamente iguales al original como frecuencias diferentes tienen las

fuentes que excitan el circuito salvo por que en cada uno de los circuitos solo se dejan
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las fuentes tanto de tensién como de intensidad con la misma frecuencia, el resto de
fuentes se sustituyen por un cortocircuito y por un abierto respectivamente. Se resuelve
cada uno de estos circuitos y después se suman los efectos de cada tipo de fuente, es
decir, si se quiere conocer la tension entre dos puntos se calcula para cada uno de los
circuitos auxiliares la tension que se obtendria, y después se suma, en resumen: el

circuito suma de todos los circuitos auxiliares es equivalente al circuito original.
Casos especificos

Circuito serie RL

&

Figura 8. Circuito serie RL (a) y diagrama fasorial (b).

Se supone que por el circuito de la figura 8a circula una corriente:
I=1/a

Como VRestd en fase y ViZadelantada 90° respecto a dicha corriente, se tendra:
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Sumando fasorialmente ambas tensiones se obtiene la total V:
V:VR—I—VL:V/&—I—!;TJ

Donde, y de acuerdo con el diagrama fasorial de la figura 8b, V es el modulo de la

tension total:

V=Vl + V2 = J(IR)? + (IX.)? =
= I\/R* + X’

y ¢ el &ngulo que forman los fasores tension total y corriente (dngulo de desfase):

qﬁ-arctau(ﬁ)
T \R

| =29 2
La expresion R®+ X representa la oposicion que ofrece el circuito al paso de la

corriente alterna, a la que se denomina impedancia y se representa Z:

Z=1/R?+ X;*

En forma polar:

—

V=V/at+¢=I1Z Ja+oé=1]a-Z [p=1T

con lo que la impedancia puede considerarse como una magnitud compleja, cuyo valor,

de acuerdo con el tridngulo de la figura 9, es:
Z=Z[|p=R+Xij

Obsérvese que la parte real resulta ser la componente resistiva y la parte imaginaria la

inductiva.

Circuito serie RC
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Figura 10. Circuito serie RC (a) y diagrama fasorial (b).

Se supone que por el circuito de la figura 10a circula una corriente:
I=1/a

Como VRestd en fase y Viretrasada 90° respecto a dicha corriente, se tendra:

Vg :IX(_'; /ﬂ:—g[]
La tension total V serd igual a la suma fasorial de ambas tensiones,
V:VR—FVG:V/Q—QI?

Y de acuerdo con su diagrama fasorial (figura 10b) se tiene:

V=V +Ve? = J(IR)? + (IXc)? =
= I\R? + X.°
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. Xe
— arctan( —=
¢ = arctan( R )

! 0 2
Al igual que en el apartado anterior la expresion R+ Xe es el modulo de la

impedancia, ya que

V=V/ja—¢=1Z [a—¢=

—

=I/a-Z[/—¢=1

lo que significa que la impedancia es una magnitud compleja cuyo valor, segun el

triangulo de la figura 11, es:

Z

Z|—¢=R-Xcj

Obsérvese que la parte real resulta ser la componente resistiva y la parte imaginaria,

ahora con signo negativo, la capacitiva.

Circuito serie RLC

R L C
tio
O O©
v(t) a

&

Figura 12. Circuito serie RLC (a) y diagrama fasorial (b).
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Razonado de modo similar en el circuito serie RLC de la figura 12 se llega a la

conclusion de que la impedancia Z tiene un valor de:

Z=2]¢p=R+ (X, —Xc)j

siendo @

X — Xg)

_ t
0 arcan( R

En el diagrama se ha supuesto que el circuito era inductivo (AL > X ), pero en

general se pueden dar los siguientes casos:

. X1 > Xe circuito inductivo, la intensidad queda retrasada respecto de la
tension (caso de la figura 12, donde ¢ es el angulo de desfase).

. X1 < Xe circuito capacitivo, la intensidad queda adelantada respecto de la
tension.

. X =Xe¢: circuito resistivo, la intensidad queda en fase con la tension (en

este caso se dice que hay resonancia).

Circuito serie general

&

Figura 13. Asociaciones de impedancias: a) serie, b) paralelo y c) impedancia

equivalente.
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Sean n impedancias en serie como las mostradas en la figura 13a, a las que se le aplica
una tension alterna V entre los terminales A y B lo que originard una corriente 1. De

acuerdo con la ley de Ohm:

Z.-lB =

~y =

donde ZABes la impedancia equivalente de la asociacion (figura 13c), esto es, aquella

que conectada la misma tension lterna, V', demanda la misma intensidad, [ . Del

mismo modo que para una asociacién serie de resistencias, se puede demostrar que

Z.‘J._B:Z_.]_ —I—Z_.g—|——|—2.ﬂ:EZ_.h:RT—|—XTj

k=1

lo que implica:

Rr=Y R, Xr=Y X,

k=1 y k=1
Circuito paralelo general

Del mismo modo que en el apartado anterior, se consideran "n" impedancias en paralelo
como las mostradas en la figura 13b, a las que se le aplica una tension alterna "V" entre

los terminales A y B lo que originard una corriente "I". De acuerdo con la ley de Ohm:

Z.-lB =

~y =

y del mismo modo que para una asociacion paralelo de resistencias, se puede demostrar

que
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Para facilitar el calculo en el analisis de circuitos de este tipo, se suele trabajar con

admitancias en lugar de con las reactancias.
Ejemplos

Un generador unico

&

Una inductancia y una resistencia en serie alimentadas por un generador sinusoidal.

&

Diagrama de Fresnel (o fasor) de una inductancia y una resistencia en serie. El circulo

gris solo sirve de ayuda al dibujo del angulo recto entre la tension de la resistencia y la

tension de la inductancia.

En el diagrama de la derecha se tiene un generador sinusoidal V=10 cos{wt)de 10 volts
de amplitud y de una frecuencia de 10 kHz. En serie hay una inductancia de 10 mH y
una resistencia de 1,2 k2. Se calcula la corriente Ique circula en el circuito:

[=_V VvV _ 10
Zi+ZR jwL+R — j2w1040,014+1200
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_ 10 _ ;
= 300+ 65%3 = 0,00654 — 70,003424 A

Es necesaria la aplicacion del calculo con nimeros complejos si se utiliza esta notacion.

El mddulo de la corriente es:

1:\ |—?38m4

121}D+ EES 3

Como el valor de la tension del generador que se tomo6 fue un valor pico (amplitud), el

valor de la corriente obtenido también es un valor pico. La corriente eficaz es:

IEE—T?@:E 22 mA

10
La fase de la corriente es el argumento del nimero complejo T2HH;E2E.3:

12004j628,3

artg (L) — _0,4823 rad = —27,63°

La corriente esta en retardo de fase con respecto a la fase del generador. Eso es 1ogico,

ya que el circuito es inductivo.

Solo la resistencia disipa potencia:
Pr = iR|I]? = 11200 - (7,3810)" = 32,7 mW

., 1 . .
La fraccion Taparece porque el valor de la corriente es el valor pico.

La tension entre los extremos de la resistencia es

Vi =TI R=(0,00654—3j0.003424) 1200="7.84—374,109 Vpico

La tension eficaz que se leeria con un voltimetro seria el médulo de esta tension divido

por v'2: 6,26 Vet
La tension entre las extremidades de la inductancia es:
VL =jwl I =j628,3 (0,00654—j0,003424)=2,15+j4,109 Ver

La tension eficaz leida con voltimetro seria, igualmente: .28 Vi


http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complejo#Representaci.C3.B3n_trigonom.C3.A9trica_.28polar.29_y_representaci.C3.B3n_geom.C3.A9trica

Se constata que la suma de las dos tensiones "complejas" da (teniendo en cuenta los
redondeos) la tension del generador. En cambio, la suma de las dos tensiones leidas con
un voltimetro es mas grande que la del generador (7,07Vaf). Ese resultado es tipico de
las medidas hechas con un voltimetro en circuitos en los cuales las tensiones no estan en
fase. Un voltimetro mide modulos en valor eficaz, que no se pueden sumar directamente

ya que se esta tratando con fasores con sus distintas orientaciones.

Dos generadores desfasados

&

Condensador y resistencia en serie entre dos generadores sinusoidales desfasados.

Irl I
Diagrama de Fresnel correspondiente al segundo ejemplo. El primer circulo sirve de
guia a las tensiones de los dos generadores. El segundo para el dngulo recto entre la

tension del condensador y la de la resistencia.

En el circuito de la izquierda, un condensador de 1 #Fy una resistencia de 3 kfen serie,
estan conectados entre dos generadores sinusoidales. Se toman como generadores dos
fases del suministro trifasico. El generador de izquierda serd nuestro generador de

referencia V1=230v2 cos(314 ), E] generador de derecha esta en avance de fase de 27/3,


http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_trif%C3%A1sico
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Imped2.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Imped2.png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:DiagFresnel2.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:DiagFresnel2.png

. P 25 . . .
Es decir, V2=230v2c0s(314t+5F) Con el formalismo de impedancias, el generador de

izquierda sera V1=230 Viry el de derecha V2=230¢’ F vy,

Se comienza calculando la diferencia de tension entre los dos generadores:

Vi =230 (1 - ¢/F) =230 (1 - cos (=) — jsin (=)

3 3
= 230(1,5 — j0,866) = 345 — 719919 V¢ = 398 37¢ 7%

El moédulo de esta tension es 333,37Vaiy esta retardada de 0,5236 radianes (30°) con

respecto a la tension de referencia.
La corriente que circula es:

J= V2 _ 398,37 ¢ — 05236 _ 298,37 ¢~ 30,5236 — 0.0910 £30:2917
R+ 3&: 3000—;3185 137541 ¢~ 105153 . !

Como los valores de tension utilizados para los generadores eran valores eficaces, la
corriente calculada también viene como valor eficaz: 91 mA en avance de fase 16,71°

con respecto a la tension de referencia.

La tension entre los extremos de la resistencia es:

Vi =R I=3000-0,0010 702917 973 702017 -,

La tension entre los extremos del condensador es:

Ve=Zc I=—j3185.0,0010 7029173185 ¢ 1% 0 0910 £70:2M17 _g89 83 ¢ — 1. 2791y

La tension entre las extremidades del condensador esta en retardo de 73,3° con respecto
a la tension de referencia. Como en el ejemplo precedente, la suma de los mddulos de
las tensiones (las que se medirian con un voltimetro) de la resistencia y del condensador

(563 V) es mas grande que la tension total aplicada (398 V).

La tension en el punto A del circuito sera:

Va = Vi = Vo =230 - 289,83¢ /"™ =230 — (83,35 — j2776)



= 146.65 + j277,6 = 31477V,

La tension del punto A es mas grande que la de cada generado



