[image: image1.wmf]N

D


[image: image7.wmf]       

D     N-D

     X     

n-x

          N

          n


[image: image8.wmf]
[image: image9.wmf]
INRTRODUCCIÓN

      En la mayoría de los problemas de estadísticas nos interesan uno o varios números, que están relacionados con los relacionados con los resultados de experimentos. En la inspección de un producto industrializado puede importarnos sólo el número de artículos defectuosos; al analizar una prueba en carretera puede preocuparnos solamente la velocidad promedio y el consumo de combustible y, al estudiar un interruptor rotatorio, quizá queramos conocer solamente su lubricación, la corriente y la humedad. Todos estos números están asociados a situaciones en que interviene un elemento de azar, en otras palabras, son valores de variables aleatorias.

      La noción de variable aleatoria está asociada al concepto de probabilidad de ocurrencia de un evento, y es también una correspondencia que se establece en cada resultado de un fenómeno o experimento aleatorio y un número real determinado, pero desde otro punto de vista distinto al de la probabilidad.

[image: image10.wmf]
     Sobre la base de las diferencias cualitativas en las ocurrencias de los fenómenos aleatorios, las variables aleatorias se clasifican en discretas (se caracterizan por tomar una serie de valores numerables, puede ser finito o infinito) y continuas (siempre toman todos los valores de un cierto intervalo de R). 

Ejemplos: 
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       Por otro lado  puede interesarnos no sólo conocer  la  probabilidad de que una variable aleatoria discreta tome un valor determinado, sino que tome valores menores o iguales que un cierto valor real t. Es por tanto conveniente, construir una función que dé directamente valores de  los eventos de la forma (X(t), definidos a través de la variable aleatoria X. Esta función que dará un valor de probabilidad, dependiente del valor t elegido, se denomina función de distribución de probabilidad.
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       A veces ayuda el visualizar las distribuciones de probabilidad por medio de gráficas (Ver Anexo#1). La gráfica 1 se llama un histograma de probabilidad; las alturas de los rectángulos son proporcionales a las probabilidades correspondientes, y las bases se tocan de modo que no hay espacio entre los rectángulos que representan los valores sucesivos de la variable aleatoria. La gráfica 2 se denomina diagrama de barras, las alturas de los rectángulos también son proporcionales a las probabilidades correspondientes, pero son angostos su ancho no tienen ningún significado.

      En este trabajo estudiamos algunas distribuciones de variables aleatorias más conocidas: Distribución binomial, Distribución hipergeométrica.

DESARROLLO

Distribución Binomial:

     Una gran cantidad de problemas estadísticos manejan situaciones que se refieren a ensayos repetidos. Por ejemplo, podríamos desear saber la probabilidad de que uno de cinco remaches se rompa en un ensayo de tensión, la probabilidad de que 9 de 10 interruptores de VCR trabajen menos de 1000 horas, la probabilidad de que 45 de 300 conductores que paren en determinados tramos de la carretera usen cinturones de seguridad, o la probabilidad de que66 de 200 personas que vean televisión (entrevistas por una compañía de encuestas) recuerden qué productos se anuncian en determinado programa. Usando el lenguaje de los juegos de azar, podemos decir que en cada uno de estos ejemplos queremos conocer la probabilidad de obtener X éxitos en n ensayos o X éxitos en n-X fracasos en n intentos.

      Suponiendo que:

1. Existen solamente dos posibles resultados en cada ensayo (arbitrariamente denominados “éxito” y “fracaso”, sin implicar ello que un éxito sea necesariamente deseable).

2. La probabilidad de un éxito es la misma en cada ensayo.

3. Hay n ensayos, donde n es constante.

4. Los n ensayos, son independientes.

      Los ensayos que satisfagan estas suposiciones se conocen como ensayos de Bernoulli; si las suposiciones no se cumple, la teoría que desarrollaremos más adelante no puede aplicarse.

      Para resolver problemas que satisfagan las condiciones enunciadas, utilizaremos una fórmula que se obtendrá de la siguiente forma: si p  y 1 - p son las probabilidades del éxito y fracaso de cualquier ensayo, entonces la probabilidad de obtener x éxitos n-x fracasos en algún orden específico es px (1 - p)n-x; claramente, en este producto de las p, y de las (1 – p) hay un factor p para cada éxito, un factor (1 – p) para cada fracaso, y lo x factores p  y los n – x factores (1 – p) son multiplicados todos a la vez en virtud de la regla en general de multiplicación para más de dos eventos independientes. En vista de que esta probabilidad se aplica a cualquier punto del espacio muestral que representa x éxitos y n – x (fracasos en cualquier orden específico), sólo tenemos que contar cuántos puntos de esta clase existen, y multiplicar entonces px (1 - p)n-x por este número. Evidentemente, el número de formas en que podemos obtener x éxitos en n ensayos es el número de combinaciones de 
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 llegamos al siguiente resultado:

   

      Esta distribución de probabilidad se denomina distribución binomial debido a que  para x = 0, 1, 2,...,n , los valores de las probabilidades son los términos sucesivos del desarrollo binomial de   [p + (1 – p)]n;    por    la     misma    razón    las    cantidades 

                            n

combinatorias                 reciben    el   nombre   de   coeficientes 

                   x    

binomiales. En realidad, la ecuación define una familia de distribuciones  de probabilidad donde cada miembro es caracterizado por valores específicos de los parámetros n y p. 

   Al calcular probabilidades utilizando la distribución binomial se presentan diferentes situaciones a saber: la probabilidad de un punto que obtenemos evaluando directamente la función de probabilidad en dicho punto, o también calcular la probabilidad de un conjunto de puntos para lo cual debemos sumar la probabilidad de cada uno de ellos.

      Una variable aleatoria con distribución binomial, toma un número finito de valores enteros, es decir:  x= 0,1,2, ...,n.

      Los parámetros que caracterizan esta distribución son n y p, donde: 

       n: número de pruebas independientes de Bernoulli.

    P: probabilidad del éxito.

Las tablas que se ofrecen en el libro “ Tablas y resúmenes”, corresponden a los valores de probabilidad que se acumulan desde un valor cualquiera de x de la variable aleatoria hasta el valor de n, es decir, probabilidades de la forma:

                      n

P(X( x)=( (kn)pkqn-k
                   k=x

Características de la tabla:

1. Se ha confeccionado por bloques correspondientes a cada valor de n,  y dentro de cada bloque las columnas estarán asociadas a los valores de p  y las filas a los valores de x. 
2. La tabla parece calculada para valores consecutivos de n de 0 al 20, para n=50 y n =100, si necesitamos calcular valores de n no contemplados en la tabla analice la posibilidad de utilizar una aproximación a la distribución de Poisson o Normal.

3. En todos los bloques de esta tabla los valores de p máximos son 0,5. En casos en que p sea mayor que 0,5, vuelva a definir la variable aleatoria de tal forma que, el “no existo ”con probabilidad  q que tenía en primera instancia con valor menor que 0,5, (p+p=1) pase a ser el valor de p de la nueva variable.

Ejemplos ilustrativos del uso de la tabla:

Ejemplo #1. Sea X(B (10;0,25). Calcular P(x (4).

En este tipo de probabilidad puede determinarse directamente en la tabla, en primer término porque la probabilidad pedida es de la forma P(x (4) donde x=4 y además p ( 0,5 (para valores de p (0,5 no aparecen calculadas las probabilidades directamente).

Para la búsqueda en la tabla se toma primero el valor de n=10 y se toma el bloque de valores con este encabezamiento, después dentro del bloque se fija la columna correspondiente a p= 0,25, por último entrando por la fila correspondiente al valor de x=4 se obtiene: P(x (4)= 0,2241.

Ejemplo #2. Sea X(B (10;0,25). Calcular P(x (3).

En este tipo de probabilidad no puede determinarse directamente en la tabla, porque no corresponde con la forma P(x(t). Pero como se cumple: P(x (3)= 1 - P(x(3)

                                                        = 1 - P(x (4)

                                                        = 1 - 0.2241

                                                        = 0,7759.

Ejemplo #3. Sea X(B (10;0,25). Calcular P(2(x (4).

En este caso resulta necesario aplicar primero propiedades conocidas que permitan pasar a expresiones que puedan ser tratadas directamente en la tabla.

P(2(x (4)=  P(x (2) - P(x (5)

               =  0,7560- 0,0781

               =  0,6779

Ejemplo  #4. Sea X(B (10;0,25). Calcular P(x=2).

El procedimiento es muy sencillo para el cálculo de esta probabilidad.

P(x=2)= P(x (2) - P(x (3)

          = 0,7560- 0,4744

          = 0,2816

Distribución Hipergeométrica:

       La función de probabilidad denominada distribución hipergeométrica se utiliza en el cálculo de probabilidades cuando se hace un muestreo sin reposición de tamaño n, de una población finita de N elementos.

      Los resultados también pueden ser clasificados en dos grandes categorías: éxitos y fallos.

      La distribución binomial se obtuvo considerando los resultados de n pruebas independientes de un experimento dado; sin embargo, si el experimento consiste en seleccionar una muestra de una población finita, utilizando muestreo sin reposición , las pruebas no serán independientes.

      En las grandes poblaciones finitas, el error que se comete al muestrear y suponer que p es constante y las pruebas son independientes, es despreciables; pero cuando la población es pequeña y se utiliza muestreo sin reposición, el error que se induce al realizar las consideraciones anteriores es mayor, y no resulta apropiado el empleo de la distribución binomial. Es por esta razón, que se requiere el empleo de otras distribución la cual se conoce con el nombre de distribución  hipergeométrica.

      La distribución  hipergeométrica se utiliza para el cálculo de probabilidades en problemas donde se realicen muestreos sin reposición de tamaño n, de una población finita de N elementos.

       Supóngase que  queremos conocer el número de elementos defectuosos presentes en una muestra de n unidades extraídas que contiene un total de N elementos de los cuales D están defectuosos. Si la muestra es extraída de tal forma que, en cada extracción sucesiva, cualquier elemento que haya quedado en la urna tenga la misma oportunidad de ser elegido, la probabilidad de  que en la primera extracción  haya un elemento defectuoso es 
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, pero para la segunda extracción es 
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 dependiendo de que en la primera extracción se haya obtenido o no un elemento defectuoso. Así pues las extracciones no son independientes y la cuarta suposición binomial no queda satisfecha.

      A fin de resolver en problema de muestreo sin reposición(es decir, como formulamos el problema), procedemos como sigue: los x éxitos  (obtener un elemento defectuoso) pueden   ser elegidos 

      D

de      formas, los n-x fracasos (extraer un elemento que no sea 

      x                             N-D

defectuoso) pueden elegirse de          formas y, en consecuencia,

                                                  n-x          D  N-D          

x éxitos y n-x fracasos pueden elegirse de                 formas. 

                                                                       x  n-x

Así   mismo, n  objetos  pueden  elegirse  de  un  conjunto  de  N 

                   N

objetos de         formas, y si consideramos todas estas 

                    n

posibilidades igualmente probables se deduce que para el muestreo sin reposición la probabilidad de obtener x  éxitos en n ensayos es: 

H (x; n, a, N) =                   para x= 0,1,2,...,n
donde N: Número de elementos de la población.

           n:  Número de elementos de la muestra.

           D: Número de elementos que poseen la característica 

                Conocida en la población.

son   los parámetros de esta distribución, y x no puede exceder a D y n-x no puede sobrepasar a N-D.

Para el cálculo de las probabilidades con esta distribución no se ofrecen tablas. En caso de que 
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  puede utilizares para el cálculo de la probabilidad Binomial con parámetros 
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Ejemplo #1: Si x tiene una distribución hipergeométrica con parámetros N=100, D=10 y n=8 calcular P(x (2).

Como 
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, entonces podemos asumir que  X(B (n,p), donde n=8 y 
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. Luego se busca en la tabla para n=8, p=0,1 y x=2. Por tanto P(x (2)=0,1869.

Ejercicios propuestos:

1. Se asegura, que en el 60% de todas las instalaciones fototérmicas, los gastos de servicios se reducen al menos en una tercera parte. De acuerdo con lo anterior, ¿cuáles son las probabilidades de que reduzcan al menos una tercera parte en: 
a. 4 de las 5 instalaciones;

b. en al menos 4 de las 5 instalaciones?
2. n cargamento de 20 grabadoras contiene 5 defectuosas. Si 10 de ellas son aleatoriamente escogidas para revisión, ¿ cuál es la probabilidad de que 2 estén defectuosas?
3. ¿Cuál es la probabilidad de que una auditora de hacienda detecte solamente 2 declaraciones de impuestos con deducciones ilegales, si selecciona aleatoriamente 6 de 18 declaraciones 8 de las cuales contienen deducción ilegales?
4. Entre los 12 colectores solares en exhibición en una feria comercial, 9 son colectores planos y los otros son colectores de concentración. Si una persona que visita la feria selecciona aleatoriamente 4 de los colectores para examinarlos, ¿cuál es la probabilidad de que 3 de ellos sean colectores planos?
5. Un cargamento de 120 alarmas contra robo contiene 5 defectuosas. Si 3 de ellas son seleccionadas aleatoriamente y embarcadas para un cliente, encuéntrese  la probabilidad de que al cliente le toque una defectuosa.
6. Un ingeniero de control de calidad inspecciona una muestra aleatoria de 3 acumuladores de cada lote de 24 que están listos para ser embarcados. Si un lote contiene 6 acumuladores con pequeños defectos, ¿cuáles son las probabilidades de que la muestra del inspector contenga:
a. Ninguna de las baterías con defectos;
b. Solamente una de las baterías defectuosas;
c. Al menos 2 de las baterías con defectos leves? 
7. Si 6 de 18 nuevos edificios en una ciudad violan el código de construcción, ¿cuál es la probabilidad de que un inspector de edificios, quien selecciona aleatoriamente 4 de ellos para inspección, descubra que:

a. Ninguno de los nuevos edificios viola el código de construcción;

b. Uno viola el código de construcción;

c. Dos violan el código de construcción;

d. Al menos tres violan el código de construcción?

8. Entre las 16 ciudades que  una sociedad profesional está considerando como futura sede para sus próximas tres convenciones nuevas, siete están en la parte occidental de México. Para evitar problemas, la selección se deja al azar. Si ninguna de las ciudades puede ser elegida más de una vez, ¿cuáles son las probabilidades de que:

a. Ninguna de las convenciones se celebre en la parte occidental de México;

b. Todas las convenciones se efectúen en la parte occidental de México? 


Anexo #1 Gráficas de las  distribución de probabilidad del número de clasificaciones preferentes.
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“Distribuciones de las variables aleatorias más conocidas.”





    Distribución binomial e         hipergeométrica.

















Variable aleatoria discreta:


N0 de artículos defectuosos en un lote de 200.


N0 de estudiantes que aprueban esta asignatura.


Cantidad de personas que llegan a una cola, en un intervalo  de tiempo t.





Variable aleatoria continua:


Estatura de una persona.


Peso de un paquete de arroz empacado por máquinas.


En general que exprese tiempo, medidas de longitud, peso, etc.





Función de distribución de probabilidad:


Sea F una función de variable real, que toma  valores en el intervalo   [0,1],


subconjunto de R; F es una función de distribución de una variable aleatoria X, si: Fx(t) = P(X(t), t(R.








                          n


B (x; n, p) =            px (1 - p)n-x  para x = 0, 1, 2,...,n


                          x





Variable aleatoria:


Dado un espacio de probabilidad (S,A,P), una variable aleatoria es la función definida en dicho espacio, que aplica S en R, de tal manera que la imagen inversa de R, es un evento de S.





� EMBED Word.Picture.8  ���





Diagrama de barras.
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Histograma de probabilidad.
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